
HAL Id: tel-01712438
https://pastel.hal.science/tel-01712438v1

Submitted on 19 Feb 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Génération et adaptation de maillage volume-couche
limite dynamique pour les écoulements turbulents

autour de géométries complexes
Laure Billon

To cite this version:
Laure Billon. Génération et adaptation de maillage volume-couche limite dynamique pour les écoule-
ments turbulents autour de géométries complexes. Mécanique des fluides [physics.class-ph]. Université
Paris sciences et lettres, 2016. Français. �NNT : 2016PSLEM077�. �tel-01712438�

https://pastel.hal.science/tel-01712438v1
https://hal.archives-ouvertes.fr






A mon père,
qui m’ a certainement
poussée à me dépasser





Table des matières

Introduction 1

1 Mécanique des fluides numérique 7
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Système d’équations de Navier-Stokes . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.1 Existence et unicité des solutions . . . . . . . . . . . . 12
1.2.2 Formulation éléments finis des équations de NS . . . . 13

1.3 Méthodes de résolution numérique . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.1 Simulation numérique directe (DNS) . . . . . . . . . . 15
1.3.2 Approche moyennée des équations de Navier-Stokes

(RANS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3.3 La simulation des grandes échelles (LES) . . . . . . . . 21

1.4 La méthode variationnelle multi-échelles (VMS) . . . . . . . . 23
1.4.1 Résolution du système petite échelle . . . . . . . . . . 25
1.4.2 Résolution du système grande échelle . . . . . . . . . . 28

1.5 Méthode de volume immergé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
1.5.1 Fonction levelset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.5.2 Mélange des propriétés mécaniques . . . . . . . . . . . 31

1.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2 Génération et adaptation de maillage 35
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2 Métrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.2.1 Définition de l’espace métrique . . . . . . . . . . . . . 37
2.2.2 Assemblage de la métrique . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.3 Génération de maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3.1 Méthode par arbre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3.2 Méthode frontale (Advancing front) . . . . . . . . . . . 40
2.3.3 Méthode de Delaunay . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

I



II Table des matières

2.3.4 Méthode topologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.3.5 Contrainte de volume minimal . . . . . . . . . . . . . . 41
2.3.6 Critère de classification . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.3.7 Optimisation topologique locale . . . . . . . . . . . . . 44
2.3.8 Traitement de la frontière . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.4 Adaptation de maillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.4.1 Estimation de l’erreur d’interpolation sur les arêtes . . 48
2.4.2 Redimensionnement des arêtes . . . . . . . . . . . . . . 52
2.4.3 Tenseur de distribution des longueurs . . . . . . . . . . 53
2.4.4 Construction de la métrique . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.4.5 Comparaison numérique des trois méthodes présentées 63
2.4.6 Adaptation de maillage multi-critères . . . . . . . . . . 73

2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3 Maillage couche limite 75
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
3.2 Théorie de la couche limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.2.1 Grandeurs utiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.2.2 Phénomène de décollement . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.2.3 Couche limite laminaire . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
3.2.4 Couche limite turbulente . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
3.2.5 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.3 Maillage de la couche limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
3.3.1 Taille de maille . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
3.3.2 Directions des éléments . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
3.3.3 Courbure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

3.4 Maillage couche limite : applications . . . . . . . . . . . . . . 107
3.4.1 Exemples élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
3.4.2 Profil d’aile NACA0012 . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
3.4.3 Ahmed body . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
3.4.4 Vers des géométries plus complexes . . . . . . . . . . . 118

3.5 Calculs sur le maillage de couche limite . . . . . . . . . . . . . 122
3.5.1 Plaque plane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
3.5.2 Profil d’aile NACA0012 . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

3.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4 Couplage 133
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
4.2 Initialisation par un maillage couche limite . . . . . . . . . . . 135
4.3 Intersection de métriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

4.3.1 Réduction simultanée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142



Table des matières III

4.3.2 Diagonalisation simultanée . . . . . . . . . . . . . . . . 144
4.3.3 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

4.4 Couplage avancé - Adaptation de maillage volume-couche limite149
4.4.1 Zone interne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
4.4.2 Zone couche limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
4.4.3 Domaine restant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

4.5 Adaptation volume-couche limite : applications . . . . . . . . 152
4.5.1 Profil d’aile NACA0012 . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
4.5.2 Ahmed body . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
4.5.3 Profil d’aile NHLP L1T2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

4.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

Conclusion et perspectives 163

Bibliographie 168



IV Table des matières



Introduction

Ready, hep !

La problématique énergétique actuelle pousse l’industrie à concevoir des
moyens de transport moins gourmands en énergie. En effet pendant long-
temps les seules contraintes des concepteurs se limitaient à l’esthétique et
à la performance, la crise économique de 1930 et le choc pétrolier de 1970
ont permis une prise de conscience sur les réserves de pétrole, incitant les
constructeurs à limiter la consommation de leurs véhicules. Ceci est d’autant
plus d’actualité avec l’enjeu environnemental au centre des préoccupations
mondiales. Les pertes énergétiques associées aux moyens de transports, sont
principalement dues au rendement du moteur et à la résistance de l’air. La
résistance de l’air est proportionnelle au carré de la vitesse, notamment en
raison du comportement turbulent de l’écoulement à l’arrière du véhicule, on
parle de force de traînée telle que :

FD = ρSCDV
2

avec ρ la masse volumique de l’air, S la section maximale du véhicule perpen-
diculairement à l’écoulement, et CD le coefficient de traînée. Le coefficient de
traînée est le paramètre au cœur de l’amélioration de l’efficacité énergétique
de forme. La traînée se décompose en trois grandes contributions : la traînée
de forme, la traînée de frottement et la traînée induite par la portance. Pour
diminuer la résistance aérodynamique d’une automobile, les constructeurs
peuvent agir sur deux paramètres : le coefficient de traînée CD et la section
S. Afin de conserver un certain confort dans l’habitacle, on agit uniquement
sur le coefficient de traînée. Pour réduire le coefficient de traînée il est néces-
saire de profiler le véhicule, arrondir sa face avant de manière à adoucir la
pénétration dans l’air, et allonger sa face arrière de manière à "recoller" pro-
prement les filets d’air, sans perte d’énergie par turbulence. La forme idéale
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2 Introduction

est celle d’une goutte d’eau, c’est en fait la forme engendrée par la résistance
de l’air à la chute du volume d’eau, son coefficient de traînée vaut CD = 0.05
(figure CDdessin), tandis que les voitures grand public affichent un coefficient
de traînée moyen CD = 0.3.

Figure 1 – Schéma de l’écoulement sur une plaque (CD = 1.28), sur un cercle
(CD = 0.5) et sur une goutte d’eau (CD = 0.05) de même section
maximale

Cependant un faible coefficient de traînée est à l’origine d’une mauvaise
tenue de route à haute vitesse, pour pallier à cette problématique on uti-
lise des ailerons notamment pour les voitures de sport (figure 2). Un aileron
permet de canaliser le flux d’air entre la carrosserie et lui-même afin de
rajouter de la pression sur le train arrière, diminuer la turbulence et ainsi
créer une déportance qui plaque la voiture au sol. Cela permet d’assurer un
meilleur appui aérodynamique à haute vitesse, et donner plus de stabilité en
virage. Néanmoins la présence d’un aileron augmente le coefficient de traînée,
c’est pourquoi les voitures de sport commercialisées sont équipées d’ailerons
rétractables qui ne sortent qu’au delà d’une certaine vitesse. Sur le même
principe les Formule 1 sont équipées du DRS (Drag Reduction System), un
système d’aileron arrière mobile permettant de diminuer la traînée au détri-
ment de l’adhérence, afin de gagner en vitesse de pointe en ligne droite. La
plupart des améliorations aérodynamiques des modèles de série proviennent
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des connaissances acquises en sport automobile à travers les courses de voi-
tures d’endurance et de Formule 1.

Figure 2 – Représentation de l’écoulement d’air autour d’une Porsche 911 [Wan,
2000]

De plus, une gestion optimisée des flux d’air autour du véhicule permet
d’augmenter le confort en réduisant les bruits d’air, tout en ventilant effica-
cement les pneus, les freins et le bloc moteur. Finalement la conception d’un
véhicule efficace énergétiquement est une question d’optimisation très minu-
tieuse. Chaque prototype passe des essais en soufflerie afin d’être ajusté et
ainsi de suite jusqu’à validation. C’est un processus long et coûteux, depuis les
années 1940 on développe des méthodes de simulation numériques (CFD pour
Computational Fluid Dynamics) permettant d’effectuer à moindres coûts des
essais en soufflerie numérique. Depuis quelques années ces méthodes tendent
à se démocratiser grâce notamment à l’évolution des capacités de calculs des
supercalculateurs. Au delà de l’automobile, elles permettent de simuler les
écoulements d’air autour d’éoliennes, d’avions [Hoffman et al., 2014], ou en-
core dans un autre registre, du flux sanguin dans le système cardiovasculaire
[Sahni et al., 2006].

La mécanique des fluides numérique consiste à résoudre numériquement,
à l’aide d’ordinateurs puissants, les équations mathématiques qui régissent
les écoulements fluides. Ce sont des équations très complexes dont on ne
connait pas à ce jour de solution exacte, leur résolution passe donc par une
discrétisation de l’espace en un maillage composé de nœuds de calculs. Les
écoulements aérodynamiques réels sont en majorité turbulents, leur résolu-
tion précise nécessite une grande concentration de nœuds de calculs dans la
zone de couche limite et le sillage, or à ce jour la puissance des ordinateurs
de calculs n’est pas suffisante pour traiter des configurations aussi lourde.
On estime que de telles machines de calculs seront disponibles d’ici 2040. En
attendant, une solution pour alléger la charge de calculs est d’utiliser des
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techniques d’adaptation de maillage dynamique qui permettent de générer
un maillage anisotrope optimal sous la contrainte d’un nombre d’éléments
de maillage pour contrôler la précision de la solution numérique à un instant
donné [Alauzet et Loseille, 2016]. L’adaptation de maillage dynamique est une
technique très prometteuse [Park et al., 2016] cependant encore peu adaptée
au maillage de la couche limite qui est une zone cruciale de la résolution qui
influence tout l’écoulement en aval. En effet pour une résolution précise la
couche limite nécessite un maillage structuré en strates ce que les techniques
d’adaptation de maillage non structurés ne permettent pas jusqu’ici.

Organisation et plan de la thèse

Cette thèse a été financée par l’agence nationale de la recherche (ANR)
dans le cadre du projet MAIDESC : Maillage Adaptatif pour les interfaces
Instationnaires avec Déformations, Étirements, Courbures, mené par l’Inria,
l’université de Montpellier II et le CEMEF. Elle a été effectuée au sein du
CEMEF (Centre de Mise En Forme des Matériaux) dans l’équipe Compu-
ting & FLuids. Elle s’appuie sur la librairie de calcul parallèle éléments finis
CIMLIB [Digonnet et Coupez, 2003] et le mailleur topologique MTC [Cou-
pez, 1991]. Dans cette thèse on s’intéresse aux écoulements incompressibles
turbulents avec un intérêt particulier pour la couche limite et sa discrétisa-
tion.

Les écoulements de fluide réel autour d’un corps solide laissent apparaître
une couche de fluide ralenti autour de celui-ci, c’est la couche limite. L’étude
de ce phénomène est primordial pour la résolution complète de l’écoulement,
notamment pour les écoulements turbulents où la couche limite est le lieu de
développement de la turbulence et des détachements. Il est donc nécessaire
de traiter la résolution de cette zone avec précaution, notamment en assurant
un maillage suffisamment fin, structuré et décrivant précisément la courbure
de l’interface. Les nombreuses études théoriques de la couche limite per-
mettent de déterminer approximativement, en fonction des caractéristiques
de l’écoulement et de la géométrie immergée, le maillage nécessaire pour une
résolution précise de l’écoulement.

Une technique d’adaptation de maillage dynamique performante a été
développée au CEMEF ces dernières années, elle repose sur un estimateur
d’erreur qui permet de pondérer les nœuds du maillage afin de les redistribuer
en densifiant les zones de forts gradients. Cette méthode bien que efficace ne
permet pas en l’état actuel d’assurer une discrétisation de la couche limite
aussi fine et structurée que nécessaire. Dans cette thèse on propose d’étudier
le maillage de la couche limite afin de proposer une évolution de l’adaptation
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de maillage qui permet une résolution précise des écoulements turbulents au-
tour de géométries complexes.

Pour traiter cette problématique, on s’intéresse dans un premier chapitre
aux équations de la mécanique des fluides et aux différentes méthodes numé-
riques existantes pour les résoudre. On développe ensuite plus en détails la
méthode variationnelle multi-échelles et la méthode d’immersion de volume
employées dans cette thèse. Ce chapitre permet de comprendre la difficulté de
résolution des équations de la mécanique des fluides et l’impact du maillage
sur la solution. Ainsi le choix et la construction du maillage constituent une
problématique à part entière.

Dans le second chapitre, on définit quelques notions de géométrie diffé-
rentielle relatives au concept de métrique essentielles à la compréhension de
la technique de génération de maillage employée dans ce travail. La deuxième
moitié du chapitre est axée sur l’automatisation de la génération de maillage
avec la présentation de la technique d’adaptation de maillage dynamique
basée sur les arêtes sous la contrainte d’un nombre d’éléments fixés. On pro-
pose finalement quelques améliorations portant sur le dénombrement et la
régularisation de la métrique.

Dans le troisième chapitre, on revient sur le phénomène de couche limite
en détails. On étudie dans un premier temps la théorie de la couche limite,
ainsi que les grandeurs et équations associées afin de définir précisément le
maillage adapté à sa description. Dans un second temps, on présente une
nouvelle méthode d’adaptation de maillage permettant la construction auto-
matique d’un maillage couche limite en accord avec la théorie quelque soit
la complexité de la géométrie immergée. Il s’agit d’un maillage a priori, soit
réalisé en amont de la simulation, et fixe tout au long de la simulation.

Dans le quatrième chapitre, on s’applique à proposer un couplage permet-
tant à la fois de conserver un maillage minimum et structuré dans la couche
limite mais également d’adapter dynamiquement le maillage sur l’erreur a
posteriori. On valide ensuite le couplage proposé sur des cas de références et
proposons l’étude de cas plus complexes.

Valorisation de la thèse

Publications

• Laure Billon, Youssef Mesri, Elie Hachem. Anisotropic boundary layer
mesh generation for immersed complex geometries. Engineering with
Computers, pages 1-12, 2016
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• Laure Billon, Youssef Mesri, Elie Hachem. Toward Monolithic Boundary-
Volume Mesh Adaptation. Computer-Aided Design, in preparation
2017

Conférences et séminaires avec présentation orale

• Laure Billon, Youssef Mesri and Elie Hachem, Adaptive meshing me-
thod for turbulent flow simulations, ECCOMAS Congress, Heraklion,
June 2016

• Laure Billon, Youssef Mesri and Elie Hachem, Adaptation de maillage
dynamique pour les écoulements turbulents autour de géométries im-
mergées, Groupe de travail des doctorants, LJLL, UPMC, Paris, Mars
2016

• Laure Billon, Youssef Mesri and Elie Hachem, Adaptive Finite Ele-
ment Simulation of Multi-Physics Turbulent Flow with Applications
in Aerodynamics, ADMOS, Nantes, June 2015

• Laure Billon, Youssef Mesri and Elie Hachem, Parallel anisotropic 3D
mesh adaptation for unsteady turbulent Flows, PANACM, Buenos
Aires, April 2015
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1.1 Introduction

L’étude des écoulements fluides qui composent notre environnement est
un sujet qui suscite un grand intérêt et qui n’est pourtant pas encore arri-
vée à maturité. A travers le temps les hommes ont analysé la mécanique des
fluides, à tâtons dans un premier temps par la conception et l’optimisation
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de plusieurs variables spatiales) et par conséquent d’appliquer pour la pre-
mière fois à l’hydrodynamique les calculs aux différences partielles. Dans ce
manuscrit qui répond à un concours pour le prix de Mathématiques orga-
nisé par l’Académie de Berlin sur le thème : "Déterminer la théorie de la
résistance que souffrent les corps solides dans leur mouvement, en passant
par un fluide", Jean d’Alembert reprend toute l’analyse de l’hydrodynamique
sans s’encombrer de l’hypothèse de parallélisme de tranches, supposition ar-
bitraire. Il s’appuie cette fois uniquement sur la conservation de la masse et
l’égalité de pression en tous sens, ce qui lui permet d’établir l’équation bi-
dimensionnelle caractérisant un écoulement potentiel idéal. D’Alembert ap-
porte là une contribution essentielle grâce à laquelle il peut être aujourd’hui
considéré comme le premier savant à avoir représenté le fluide comme un mi-
lieu mathématiquement caractérisable par des fonctions dépendant de façon
continue des variables d’espaces et de la variable de temps. Peu de temps
après et en s’appuyant sur les avancées proposées par d’Alembert, Leonhard
Euler (1707-1783) parvient en 1755 à établir des équations gouvernant en
trois dimensions l’écoulement d’un fluide idéal compressible, ce qui permit à
la science du mouvement des fluides d’acquérir ses fondements théoriques :

ρ
∂u
∂t

+ ρ(u · ∇u) = −∇p (1.2)

Ainsi 1755 marque un tournant dans l’étude des phénomènes hydrodyna-
miques, toutes les recherches se recentrent sur l’équation d’Euler afin dans
un premier temps de tenter de la résoudre et dans un second temps de la
comparer à l’expérience.

"Du moins en certains cas la solution du Problème se refusera entière-
ment à l’analyse", d’Alembert

En effet comme l’a constaté d’Alembert la résolution de l’équation d’Euler
constitue un problème mathématique des plus complexes dû essentiellement
à son caractère non-linéaire. En 1780, d’Alembert fût également le premier
à voir dans l’équation d’Euler un Paradoxe, en effet un corps immergé dans
un écoulement à vitesse constante ne devrait si l’on s’en tient aux lois du
mouvement des fluides parfaits, ne subir aucune résistance, soit ni traînée,
ni portance. Ainsi un oiseau ne pourrait pas voler, ce qui pose un problème
évident de concordance avec l’expérience.

Ce n’est que 40 ans plus tard, en 1822, que l’ingénieur des Ponts et Chaus-
sées Henri Navier (1785-1836) est venu à bout de la difficulté soulevée par le
Paradoxe de d’Alembert en ajoutant la viscosité à l’équation d’Euler, mais
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c’est le mathématicien George Gabriel Stokes (1819-1903) qui en proposa
une démonstration rigoureuse à l’occasion de sa thèse en 1845. On retiendra
donc cette équation sous le nom de Navier-Stokes :

ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u

)
= µ∆u − ∇p (1.3)

L’équation de Navier-Stokes fournit la meilleure description mathéma-
tique des écoulements de fluides réels connue à ce jour. Cependant sa résolu-
tion présente encore une grande difficulté et constitue l’un des problèmes du
millénaire.

1.2 Système d’équations de Navier-Stokes

Soit le domaine Ω ⊂ R
d avec d la dimension de l’espace pour l’intervalle

de temps [0, T ], on note Γ le bord du domaine Ω. Les équations de Navier-
Stokes ainsi que celles d’Euler ont été obtenues à partir d’un point de vue
eulérien, c’est à dire en suivant l’évolution au cours du temps des grandeurs
macroscopiques locales comme le vecteur vitesse u(x, t) en un point M donné
où x = OM. Ainsi ce vecteur concerne une particule de fluide différente à
chaque instant.

Soit une particule de fluide, son accélération est égale à la dérivée par-
ticulaire de la vitesse, on montre aisément qu’elle s’exprime de la manière
suivante :

a =
Du
Dt

=
∂u
∂t

+ (u · ∇)u (1.4)

où
∂u
∂t

à l’accélération locale et (u·∇)u correspond à l’accélération convective.

Chaque particule de fluide est soumise à un ensemble de forces extérieures
recensées ci-dessous :

• Les forces de volume, f (par exemple le poids),
• la résultante des forces de pression, −∇p,
• la résultante des forces de viscosité, 2µ∇ · ε(u).

avec ε(u) le tenseur des déformations :

ε(u) =
1
2

(
∇u + (∇u)T

)
(1.5)
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Par application du principe fondamental de la dynamique on retrouve l’équa-
tion de Navier-Stokes :

ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u

)
= 2µ∇ · ε(u) − ∇p+ f (1.6)

De plus, on utilise le principe de conservation de masse, c’est à dire que
l’on se place dans le cas d’un fluide en écoulement incompressible. Ce qui se
traduit, à l’aide d’un bilan de masse, par :

∇ · u = 0 (1.7)

Finalement, on définit le système d’équations de Navier-Stokes incompres-
sible : 



ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u

)
= 2µ∇ · ε(u) − ∇p+ f

∇ · u = 0
(1.8)

Associé aux conditions aux limites suivantes :




u(x, 0) = u0(x)
u = g sur Γg

n · (2µε(u) − pId) = h sur Γh

(1.9)

où Γ = Γg
⋃

Γh et Γg
⋂

Γh = ∅. Les fonctions g et h sont données et n est le
vecteur normal à Γ orienté vers l’extérieur.

En 1883, Osborne Reynolds (1842-1912) introduit un critère d’apparition
des instabilités turbulentes, dénommé nombre de Reynolds (Re), il s’agit d’un
nombre sans dimension représentant le rapport entre les forces d’inerties et
les forces visqueuses. Soit,

ρ‖(u · ∇)u)‖ ∼ ρU2

L
et 2µ‖∇ · ε(u)‖ ∼ µU

L2
(1.10)

Si bien que,
ρ‖(u · ∇)u)‖
2µ‖∇ · ε(u)‖ ∼ ρUL

µ
= Re (1.11)

où U représente la vitesse de l’écoulement libre et L la taille caractéristique
du problème. Pour chaque problème étudié il existe un nombre de Reynolds
critique au delà duquel l’écoulement est turbulent et en deçà duquel l’écou-
lement est laminaire. Ce nombre critique est généralement autour de 2000.
Dans un écoulement à faible nombre de Reynolds, les forces visqueuses et le
transport diffusif associé l’emportent sur le transport convectif. Ce sera le cas
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pour les écoulements à très faible vitesse, et/ou de taille caractéristique très
faible, et/ou de fluide très visqueux. Et inversement pour les grands nombres
de Reynolds, qui caractérisent la plupart des écoulements que l’on rencontre
au quotidien. Le nombre de Reynolds est le paramètre clef de la nature des
solutions du système d’équations de Navier-Stokes.

1.2.1 Existence et unicité des solutions

La compréhension et la validation théorique de ces équations est encore
à un niveau primitif. Leur résolution consiste à trouver un couple vitesse-
pression (u, p) satisfaisant la configuration du problème. L’équation de Navier-
Stokes ainsi que celle d’Euler comportent un terme non linéaire, l’accélération
convective (u · ∇)u, ce qui rend sa résolution encore plus complexe. Les ma-
thématiciens du 19e siècle ont cherchés à obtenir des solutions analytiques
en vain dans le cas le plus général. Mais ce n’est que bien plus tard que les
chercheurs se sont interrogés sur l’existence de solutions et leur unicité, soit
si le système d’équations de Navier-Stokes était bien posé. En effet, il a été
mis en évidence au cours de ces recherches que suivant l’ordre de grandeur
de la donnée initiale u0 soit on assiste à une convergence vers une solution
globale pour u0 petit, soit on observe une explosion en temps fini pour u0

grand [Gallagher, 2014]. En 1934 Jean Leray (1906-1998) publie une étude
magistrale sur l’existence de solutions régulières du système d’équations de
Navier-Stokes sur un intervalle borné, dans laquelle il explique les difficultés
(liées à la turbulence) rencontrées pour prouver l’existence d’une solution
régulière définie sur l’ensemble de tous les réels positifs [Leray, 1934]. Le tra-
vail de Leray reste encore aujourd’hui une référence incontournable dans ce
domaine, où les progrès notables n’ont été établis que dans le cas de la di-
mension 2 où l’on a à la fois existence et unicité des solutions. La preuve de
l’unicité des solutions en dimension 3 fait partie des problèmes du millénaire.
Plus exactement, la question à $1, 000, 000 de la Fondation Clay est de savoir
si pour une donnée initiale quelconque (aussi régulière que nécessaire, mais
de taille arbitraire) il y a une unique solution globale en temps, ou si une
explosion en temps fini peut avoir lieu pour certaines données.

En attendant de plus amples avancées du côté analytique, le système
d’équations de Navier-Stokes est aujourd’hui résolu de manière discrète grâce
à la simulation numérique, au moyen d’ordinateurs dotés de grandes puis-
sances de calcul.
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1.2.2 Formulation éléments finis des équations de NS

Dans ce travail on utilise une discrétisation spatiale par la méthode des
éléments finis, afin d’exprimer le système d’équations de Navier-Stokes sous
forme variationnelle, on définit quelques notations utiles. L’espace des fonc-
tions dont les dérivées d’ordre m ≥ 0 appartiennent à L2(Ω) est noté classi-
quement Hm(Ω). Le sous-espace de H1(Ω) dont les fonctions s’annulent sur
la frontière est noté H1

0 (Ω). Ainsi on définit les espaces de fonctions pour la
vitesse, la pression et la pondération de la vitesse suivants :

V = {u(x, t)|u(x, t) ∈ H1(Ω)d, u = g sur Γg}
Q = {p(x, t)|p(x, t) ∈ L2(Ω)}
V0 = {w(x, t)|w(x, t) ∈ H1

0 (Ω)d, w = 0 sur Γg}
(1.12)

La formulation variationnelle de Galerkin associée au système d’équations
(1.8) est obtenue en multipliant cette équation par des fonctions tests (w, q) ∈
(V0,Q) et en intégrant les équations par parties sur le domaine de calcul Ω.
Le problème peut alors être écrit sous forme faible de la façon suivante :




ρ(∂tu,w)Ω + ρ(u · ∇u,w)Ω + (2µε(u), ε(w))Ω − (p,∇ · w)Ω

= (f ,w)Ω + (h,w)ΓΩ
∀w ∈ V0

(∇ · u, q)Ω = 0 ∀q ∈ Q
(1.13)

où (ϕ, ψ)Ω =
∫

Ω ϕψdΩ est le produit scalaire dans L2(Ω).

Soit Ωh la discrétisation spatiale du domaine Ω en simplexe T tel qu’ils
recouvrent la totalité du domaine Ω. Les espaces de fonctions (V ,Q,V0) dé-
finis ci-dessus sont alors approchés sur cette partition par les sous-espaces
discrets de dimension finis constitués de fonctions continues par-morceaux :

Vh = {uh|uh ∈ C0(Ω)d, uh|T ∈ P 1(T )d, ∀T ∈ Ωh}
Qh = {ph|ph ∈ C0(Ω)d, ph|T ∈ P 1(T ), ∀T ∈ Ωh}
Vh,0 = {wh|wh ∈ Vh, wh = 0 sur Γ}

(1.14)

Le problème discret de Galerkin consiste donc à résoudre le problème
mixte suivant :

Trouver le couple (uh, ph) ∈ (Vh,Qh) tel que ∀(wh, qh) ∈ (Vh,0,Qh),




ρ(∂tuh,wh)Ωh
+ ρ(uh · ∇uh,wh)Ωh

+ (2µε(uh) : ε(wh))Ωh
− (ph,∇ · wh)Ωh

= (f ,wh)Ωh
+ (h,wh)ΓΩ

(∇ · uh, qh)Ωh
= 0

(1.15)
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Pour que le système (1.15) soit bien posé, il doit vérifier la condition
inf-sup, aussi connue comme la condition de Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi
(LBB) [Brezzi et Fortin, 1991] :

inf
qh∈Qh

sup
uh∈Vh,0

(∇ · uh, qh)Ωh

‖uh‖Vh,0
‖qh‖Qh

≥ β > 0 (1.16)

avec β une constante indépendante de la discrétisation. Cette condition im-
pose la compatibilité des espaces éléments finis de vitesse et de pression.

Cependant la méthode de Galerkin standard (1.15) souffre d’instabilités
numériques et laisse apparaître des oscillations parasites dues à la non li-
néarité du terme convectif, qui sont particulièrement gênantes dans le cas
d’écoulements à convection dominante. Pour y remédier il existe de nom-
breuses méthodes de stabilisation, les plus connues sont les méthodes de Pe-
trov Galerkin qui consistent à ajouter une perturbation [Brooks et Hughes,
1982], et la méthode des minis éléments qui consiste à enrichir les espaces de
vitesse et de pression grâce à un espace de bulles [Arnold et al., 1984] qui
amortit les oscillations parasites et les instabilités de pression.

1.3 Méthodes de résolution numérique du sys-
tème d’équations de Navier-Stokes

Étant donné qu’aucune solution analytique au système d’équations de
Navier Stokes n’a encore été déterminée à ce jour, la seule opportunité de
résolution est de recourir à la simulation numérique pour résoudre le sys-
tème de manière discrète avec une condition initiale et des conditions aux
limites appropriées. L’approche la plus précise pour simuler la turbulence est
la simulation numérique directe (DNS), c’est une méthode numérique très
coûteuse qui nécessite de résoudre toutes les échelles de la turbulence. Elle
n’est donc pour le moment pas adaptée à l’étude des écoulements aérodyna-
miques réels. Dans certains cas seul le comportement stationnaire du fluide
nous intéresse, et il n’est pas nécessaire de simuler tous les champs fluctuants,
ce qui réduit considérablement la charge de calcul. C’est le principe de l’ap-
proche moyennée (RANS) qui consiste à prendre la moyenne temporelle des
équations de Navier-Stokes, ce qui permet d’obtenir une moyenne de la solu-
tion exacte rapidement et avec beaucoup moins de ressources de calculs. Une
approche intermédiaire est la simulation des grandes échelles (LES) où les
grandes échelles de la turbulence sont résolues tandis que les petites échelles,
plus petites que la taille de maille, sont modélisées. C’est une approche bien
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moins coûteuse que la DNS et bien plus précise que l’approche RANS (Fi-
gure 1.2). C’est l’approche la plus prometteuse pour apporter une solution
relativement précise au système d’équations de Navier-Stokes à ce jour. Il en
existe plusieurs variantes, dans ce travail on s’intéresse tout particulièrement
à la méthode variationnelle multi-échelles (VMS), qualifiée de méthode LES
implicite.

LES DNS

DNS
LES

RANS

‖u‖

t

Figure 1.2 – Représentation des échelles de la turbulence et leur corrélation avec
les méthodes numériques de résolution [Ferziger et Peric, 2002, Ha-
chem, 2009]

1.3.1 Simulation numérique directe (DNS)

Lors d’une simulation numérique directe (DNS pour Direct Numerical
Simulation), le système d’équations de Navier-Stokes est résolu à partir de
sa formulation de Galerkin (1.15) sur un maillage suffisamment fin tel que
toutes les échelles de longueurs et de temps soient entièrement résolues. C’est
une approche qui n’utilise aucune modélisation de la turbulence mais résout
toutes les quantités physiques. Lorsque la DNS est soigneusement réalisée,
la solution obtenue est une excellente alternative à une solution analytique
exacte.

Les dimensions caractéristiques du maillage nécessaire sont définies d’après
les travaux d’Andrei N. Kolmogorov (1903-1987) qui a décrit en 1941 le phé-
nomène de turbulence comme une cascade d’énergie tel que l’énergie des
grandes échelles soit transmise aux plus petites échelles et ainsi de suite jus-
qu’à l’échelle où l’énergie est dissipée sous forme de chaleur par la viscosité
[Kolmogorov, 1991]. Ainsi, il a défini la plus petite échelle de turbulence avant
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dissipation η, en fonction de la viscosité ν et du taux de dissipation ǫ :

η ∼
(
ν3

ǫ

) 1
4

(1.17)

Or le taux de dissipation est égal au taux d’énergie cinétique produit, ainsi
on peut approximer ε en fonction des grandes échelles de turbulence L et de
la vitesse moyenne de l’écoulement U :

ǫ ∼ U3

L
(1.18)

Si bien que le rapport entre les grandes échelles L et les petites échelles η
s’exprime en fonction uniquement du nombre de Reynolds :

L

η
∼ Re

3
4 (1.19)

On constate de ce fait que l’écart entre les grandes et les petites échelles
augmente à mesure que le nombre de Reynolds augmente. Par conséquent
une estimation du nombre de nœuds nécessaire à la résolution DNS est pro-
portionnel au nombre de Reynolds tel que :

N ∼ Re
9
4 (1.20)

De plus, sachant que le pas de temps doit rester du même ordre de grandeur
que le pas d’espace, le problème à résoudre comporte environ Re3 degrés de
liberté, ce qui rend la résolution des problèmes turbulents qui nous entourent
d’autant plus coûteuse. De telles résolutions requièrent d’énormes capacités
de calculs et de stockage, or il n’existe pas à l’heure actuelle de supercal-
culateurs assez performants pour résoudre de telles problèmes. Il faut alors
limiter le nombre de Reynolds ou étudier un cas présentant des simplifica-
tions du système. Étant donnée la progression actuelle des technologies, on
estime obtenir des supercalculateurs suffisamment performants d’ici 2040.

Pour l’instant ce type de simulation est donc réservé à des écoulements
académiques à des nombres de Reynolds inférieurs à 1000, pour servir de
benchmark numérique.

1.3.2 Approche moyennée des équations de Navier-
Stokes (RANS)

En attendant 2040, et la possibilité de résoudre par simulation numérique
directe tous types d’écoulements dans un temps raisonnable, des approches
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simplifiées ont été proposées ; notamment à la fin du 19e siecle Osborne Rey-
nolds s’intéresse à une description statistique de la turbulence. Il propose
de considérer l’écoulement comme la superposition d’une partie moyenne et
d’une partie fluctuante, tel que la turbulence soit évaluée comme une variable
aléatoire. On parle alors des équations de Navier-Stokes moyennées (RANS
pour Reynolds Averaged Navier-Stokes).

Dés lors on procède à la décomposition de Reynolds sur les inconnues du
problème [Pope, 2000, Wervaecke, 2010], à savoir le champ de vitesse et de
pression :

u(x, t) = u(x) + u′(x, t)
p(x, t) = p(x) + p′(x, t)

(1.21)

où la moyenne temporelle d’un champ quelconque f est calculée par la for-
mule suivante :

f(x) = lim
T →∞

1
T

∫ T

0
f(x, t)dt (1.22)

De plus, elle satisfait les propriétés suivantes :

f ′ = 0
f ′g′ 6= 0
f = f

f + g = f + g
f × g = f × g + f ′g′

f × g = f × g
∂f

∂ξ
=

∂f

∂ξ

(1.23)

Par conséquent le système de Navier-Stokes (1.8) devient :




ρ
Du
Dt

= f − ∇p+ µ∇ · ε(u) − ∇ · ρu′ ⊗ u′

∇ · u = 0

(1.24)

On remarque l’apparition d’un terme supplémentaire, ρu′ ⊗ u′, il s’agit
du tenseur des contraintes de Reynolds qui représente la turbulence et mo-
délise son influence sur le champ moyen. Ce terme introduit une inconnue
supplémentaire, il est donc nécessaire d’ajouter une équation de fermeture
pour résoudre le système (1.24). L’équation de fermeture choisie est en fait
un modèle de turbulence, dans la plupart des cas on utilise l’approximation
de Boussinesq :

− ρu′
iu

′
j = 2νT εij(u) − 2

3
kδij (1.25)
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où νT représente la viscosité turbulente, et k = 1
2
u′

iu
′
i l’énergie cinétique tur-

bulente.

Ainsi sous l’approximation de Boussinesq, le système d’équations (1.24)
devient :





ρ
Du
Dt

= f − ∇
(
p+

2
3
ρk
)

+ ∇ ·
(
(µ+ µT )ε(u) + ∇uT )

)

∇ · u = 0

(1.26)

Finalement, pour résoudre ce système il est donc nécessaire d’utiliser une
évaluation de la viscosité turbulente et de l’énergie cinétique turbulente. De
nombreux modèles de turbulence ont été développés au fil des années, nous
nous intéresserons dans le cadre de ce travail au modèle de Spalart-Allmaras
particulièrement approprié pour l’étude des écoulements proche paroi.

Modèle de turbulence de Spalart-Allmaras

Le modèle de Spalart-Allmaras introduit en 1992 dans [Spalart et All-
maras, 1992] est un modèle récent en constante évolution [Allmaras et al.,
2012, Rumsey, 2013] composé d’une unique équation de transport pour la
viscosité turbulente modifiée. C’est un modèle robuste qui converge rapide-
ment et ne nécessite qu’un maillage modérément raffiné près des parois. Il
est particulièrement adapté aux écoulements proche paroi à grands nombres
de Reynolds, ce qui en fait un des modèles de prédilection pour l’étude de
l’aérodynamique.

Toute grandeur scalaire transportable, et plus particulièrement la visco-
sité turbulente modifiée ν̃, vérifiant les lois de conservation est solution de
l’équation suivante :

Dν̃

Dt
=
∂ν̃

∂t
+ (u · ∇)ν̃ = Diffusion + Production − Destruction (1.27)

Le modèle de turbulence de Spalart-Allmaras repose sur cette équation,
avec des expressions pour les termes de diffusion, de production et de des-
truction soigneusement définis en accord avec les données expérimentales.
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Ainsi on a :

Diffusion =
1
σ

(∇ · ((ν + ν̃)∇ν̃) + cb2(∇ν̃)2)

Production = cb1(1 − ft2)S̃ν̃

Destruction = (cw1fw − cb1

κ2
ft2)

(
ν̃

d

)2

(1.28)

où d représente la distance à la paroi, et κ = 0.41 la constante de von Kármán.

La viscosité cinématique turbulente est ensuite déduite de la relation sui-
vante :

µT = fv1ν̃ avec fv1 =
χ3

χ3 + c3
v1

et χ =
ν̃

ν
, cv1 = 7.1

(1.29)

Les constantes et fonctions constituants les termes de diffusion, production
et destruction (1.28) ont été définies par calibrage suivant des données expé-
rimentales et résultats numériques afin de reproduire fidèlement l’expérience.

Dans un premier temps, on présente les constantes :

σ = 2/3, cb1 = 0.1355, cb2 = 0.622,

cw1 =
cb1

κ
+

1 + cb2

σ

(1.30)

La fonction ft2 est un correctif numérique apportée au modèle original pour
rendre la solution nulle stable :

ft2 = ct3 e
-ct4χ2

avec ct3 = 1.2, ct4 = 0.5
(1.31)

On présente la fonction fw intervenant dans le terme de destruction :

fw = g

(
1 + c6

w3

g6 + c6
w3

)

avec g = r + cw2(r6 − r), et r = min
(

ν̃

S̃κ2d2
, 10

) 1
6

cw2 = 0.3, et cw3 = 2

(1.32)

On définit également S̃ comme la vorticité modifiée de l’écoulement [Allmaras
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et al., 2012] :

S̃ =





S +
ν̃

κ2d2
fv2, si

ν̃

κ2d2
fv2 ≥ −cv2S

S

(
1 +

c2
v2S + cv3

ν̃
κ2d2fv2

(cv3 − 2cv2)S − ν̃
κ2d2fv2

)
, si

ν̃

κ2d2
fv2 < −cv2S

(1.33)

avec
fv2 = 1 − χ

1 + χfv1

et S =
√

2εij(u)εij(u), cv2 = 0.7, cv3 = 0.9

(1.34)

Pour améliorer la convergence et la précision du modèle, et écarter les
valeurs négatives pour la viscosité turbulente on peut utiliser la version né-
gative [Allmaras et al., 2012]. Cette version consiste à remplacer (1.28) quand
ν̃ < 0 par :

Diffusion =
1
σ

(∇ · [(ν + fnν̃)∇ν̃] + cb2(∇ν̃)2)

Production = cb1(1 − ct3)S̃ν̃

Destruction = −cw1

(
ν̃

d

)2

(1.35)

avec

fn =
cn1 + χ3

cn1 − χ3
, cn1 = 16 (1.36)

De plus, la viscosité turbulente µt est fixée à zéro quand ν̃ est négative.

L’équation complète (1.27) est résolue en réarrangeant les termes afin
de faire apparaitre une équation de Convection-Diffusion-Réaction [Hachem,
2009] :

Si ν̃ ≥ 0,

∂ν̃

∂t
+
(

u − cb2

σ
∇ν̃

)
· ∇ν̃

︸ ︷︷ ︸
Convection

− 1
σ

∇ · ((ν + ν̃)∇ν̃)
︸ ︷︷ ︸

Diffusion

−
(
cb1(1 − ft2)S̃ +

(
cb1ft2

κ2
− cw1fw

)
ν̃

d2

)
ν̃

︸ ︷︷ ︸
Reaction

= 0
(1.37)
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Sinon (ν̃ < 0),

∂ν̃

∂t
+
(

u − cb2

σ
∇ν̃

)
· ∇ν̃

︸ ︷︷ ︸
Convection

− 1
σ

∇ · [(ν + fnν̃)∇ν̃]
︸ ︷︷ ︸

Diffusion

−
(
cb1(1 − ct3)S + cw1

ν̃

d2

)
ν̃

︸ ︷︷ ︸
Reaction

= 0
(1.38)

1.3.3 La simulation des grandes échelles (LES)

La simulation des grandes échelles (LES pour Large Eddy Simulation),
introduite en 1963 par Smagorinsky, est une approche intermédiaire entre la
simulation numérique directe (DNS) et l’approche moyennée des équations
de Navier-Stokes (RANS). La LES consiste à séparer les grandes et petites
échelles de la turbulence par l’application d’un filtre passe-bas tel qu’au delà
de la taille de coupure les grandes échelles sont résolues alors qu’en deçà l’ac-
tion des petites échelles est modélisée. On parle alors de filtrage explicite. Ce
filtrage réduit considérablement le coût du calcul par rapport à une DNS tout
en assurant un résultat relativement proche de la solution exacte (cf Figure
1.2), contrairement à l’approche RANS qui consiste à modéliser toutes les
échelles avec un unique modèle.

La simulation des grandes échelles est basée sur un filtrage spatial du
système d’équations de Navier-Stokes, pour cela on introduit un opérateur
de filtrage spatial noté f̂ tel que la vitesse u se décompose de la façon suivante
[Sagaut, 2002, Brun, 2008] :

u(t) = û(t) + u′′(t) (1.39)

De plus, l’opérateur de filtrage spatial satisfait les propriétés suivantes :

α̂ = α
ˆf + g = f̂ + ĝ

∂̂f

∂ξ
=

∂f̂

∂ξ
ˆ̂
f 6= f̂

ˆf × g 6= f̂ × ĝ

(1.40)

Ce filtrage spatial est en théorie le produit de convolution de la variable f
et d’un filtre passe-bas en espace. En pratique ce filtrage est implicitement
effectué par le maillage du calcul lui-même. Tout ce qui est plus petit que la
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maille est par définition non résolu, et sera modélisé par une hypothèse de
viscosité turbulente. Le modèle de turbulence utilisée est aussi dit modèle de
sous-maille (SGS pour Sub-Grid Scale).

Le système d’équations de Navier-Stokes (1.8) ainsi filtré devient :





∇ · û = 0

ρ
Dû
Dt

= 2µ∇ · ε(û) − ∇p̂+ f̂ − ∇ · σ(û)
(1.41)

avec σ(û) le tenseur des contraintes de sous-maille tel que :

σij(û) = ρ ( ˆuiuj − ûiûj) (1.42)

Il représente l’effet des petites échelles non résolues sur les échelles résolues,
et engendre une inconnue supplémentaire au système d’équations de Navier-
Stokes, il est donc nécessaire d’introduire une équation de fermeture pour ce
terme. En pratique, on utilise un modèle de sous-maille basé sur l’approxi-
mation de Boussinesq qui postule que le champ de vitesse de sous-maille se
comporte comme un fluide avec une viscosité, dite de sous-maille, µt :

σij(û) = −2µtεij(û) +
1
3
σkkδij (1.43)

où σkk = û2
i − ûi

2 représente l’énergie cinétique de sous-maille.

Finalement le système d’équations de Navier-Stokes (1.8) pour la simula-
tion des grandes échelles devient :





∇ · û = 0

ρ
Dû
Dt

= 2(µ+ µt)∇ · ε(û) − ∇p̂∗ + f̂
(1.44)

avec p̂∗ la pression modifiée de la façon suivante :

p̂∗ = p̂+
1
3
σkk (1.45)

Le modèle de sous-maille le plus utilisé qui exprime µt en fonction des
variables résolues ûi est le modèle de Smagorinsky (1963) :

µt = ρ(CS∆)2
√

2εij(û)εij(û) (1.46)



1.4. La méthode variationnelle multi-échelles (VMS) 23

où Cs est la constante de Smagorinsky qui dépend de l’écoulement étudié, elle
vaut 0.18 en théorie mais est souvent fixée à 0.1 afin de réduire la dissipation
près de la paroi, et ∆ représente la taille du filtre spatial, la taille de maille :

∆ = (∆x∆y∆z)
1
3 (1.47)

L’idée majeur de la méthode LES est de réduire le coût de résolution en
ignorant les plus petites échelles, qui sont les plus coûteuses à résoudre, en
utilisant un filtre passe-bas sur le système d’équations de Navier-Stokes. Un
tel filtre passe bas peut être vu comme une moyenne spatiale et temporelle
qui supprime les informations relative aux petites échelles de la solution nu-
mérique. Cependant les petites échelles jouent un rôle important dans l’étude
de certains écoulements, notamment les écoulements proche paroi, il est donc
nécessaire de modéliser au mieux leur effet sur l’écoulement, c’est encore un
sujet de recherche actif. De nombreuses variantes à la méthode LES ont été
proposées, notamment la méthode variationnelle multi-échelles (VMS) adop-
tée dans ce travail et développée dans la section suivante.

De plus on note la forte dépendance entre le maillage de calcul, qui opère
le filtrage, et la solution obtenue, si bien que plus on raffine le maillage, plus
il y a d’échelles de turbulence résolues et en continuant à raffiner on finit
alors par réaliser une DNS.

1.4 La méthode variationnelle multi-échelles
(VMS)

La spécificité de la méthode variationnelle multi-échelles (VMS pour Va-
riational MultiScale) par rapport à la méthode LES est de prendre direc-
tement en compte par une méthode de stabilisation les effets des petites
échelles sur les grandes, elle est ainsi référencée en tant que méthode LES
implicite. Comme dans une méthode classique LES on procède à un filtrage
implicite par le maillage des petites échelles, soit on nomme petites échelles
les fluctuations de tailles inférieures à la taille de maille. On décompose alors
la vitesse et la pression en une contribution grande échelle (uh, ph) et une
contribution petite échelle (u′, p′) (voir Figure 1.3) tel que :

u = uh + u′

p = ph + p′ (1.48)

Pour la discrétisation éléments finis, on opère une décomposition ortho-
gonale des espaces de fonctions de vitesse, de pression et de pondération
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[Hughes et al., 1998] telle que :

Ṽ = Vh ⊕ V ′

Q̃ = Qh ⊕ Q′

Ṽ0 = Vh,0 ⊕ V ′
0

(1.49)

si bien que ũ = uh + u′ ∈ Ṽ et p̃ = ph + p′ ∈ Q̃, on décompose de la même
manière les fonctions tests associées w̃ = wh + w′ et q̃ = qh + q′.

u′

u = uh + u′

uh

Figure 1.3 – Représentation de la décomposition multi-échelles opérée dans l’ap-
proche VMS, inspirée par [Hughes et al., 1998]

Par conséquent l’approximation du problème mixte (1.15) s’écrit :

Trouver le couple (ũ, p̃) ∈ (Ṽ , Q̃) tel que ∀(w̃, q̃) ∈ (Ṽ0, Q̃),




ρ (∂t(uh + u′), (wh + w′))Ωh
+ ρ ((uh + u′) · ∇(uh + u′), (wh + w′))Ωh

+ (2µε(uh + u′) : ε(wh + w′))Ωh
− ((ph + p′),∇ · (wh + w′))Ωh

= (f , (wh + w′))Ωh
+ (h, (wh + w′))ΓΩ

(∇ · (uh + u′), (qh + q′))Ωh
= 0

(1.50)
Pour maintenir la consistance de l’approche le système (1.50) doit être

découplé en deux sous-systèmes, un pour les grandes échelles résolues, et un
pour les petites échelles modélisées, relativement aux fonctions tests :
• Système grande échelle




ρ (∂t(uh + u′),wh)Ωh
+ ρ ((uh + u′) · ∇(uh + u′),wh)Ωh

+ (2µε(uh) : ε(wh))Ωh

− ((ph + p′),∇ · wh)Ωh
= (f ,wh)Ωh

+ (h,wh)Ωh

(∇ · (uh + u′), qh))Ωh
= 0

(1.51)
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• Système petite échelle




ρ (∂t(uh + u′),w′)Ωh
+ ρ ((uh + u′) · ∇(uh + u′),w′)Ωh

+ (2µε(u′) : ε(w′))Ωh

− ((ph + p′),∇ · w′)Ωh
= (f ,w′)Ωh

+ (h,w′)Γh

(∇ · (uh + u′), q′))Ωh
= 0

(1.52)
La décomposition en petite et grande échelle réalisée étant orthogonale,

les termes visqueux croisés (ε(u′) : ε(wh)) dans (1.51) et (ε(uh) : ε(w′)) dans
(1.52) sont nuls. Afin d’obtenir une formulation stabilisée, on modélise dans
un premier temps le système petite échelle (1.52) puis on substitue la solution
pour les petites échelles dans le système grande échelle (1.51) produisant
un terme de stabilisation instationnaire qui modélise les effets des petites
échelles sur les grandes échelles sans les résoudre explicitement. Si bien que
la précision et la stabilité de la formulation mixte soient améliorées.

1.4.1 Résolution du système petite échelle

Les petites échelles ont été définies telles qu’elles s’annulent sur les fron-
tières de l’élément et soient discontinues d’un élément à un autre. Pour
l’étude du système petite échelle, on se place donc au niveau de l’élément
T , ainsi les intégrales sur les bords intérieurs des éléments s’annulent telles
que (h,w′)ΓT

= 0 et ((ph + p′),w′)ΓT
= 0.

Le système petite échelle (1.52) se réécrit donc :





ρ(∂tu′,w′)T + ρ ((uh + u′) · ∇u′,w′)T + (2µε(u′) : ε(w′))T − (∇p′,w′)T

= (f − ρ∂tuh − ρ(uh + u′) · ∇uh − ∇ph,w′)T = (Rm,w′)T

(∇ · u′, q′)T = (−∇ · uh, q
′)T = (Rc, q

′)T

(1.53)
avec (Rm,w′)T et (Rc, q

′)T les résidus des équations du moment et de la
continuité du système grande échelle projetés sur les petites échelles.

Afin d’approximer la solution des petites échelles, on introduit les simpli-
fications suivantes sur la dépendance en temps et le terme non linéaire :

— La fine échelle est considérée quasi-statique (∂tu′ = 0), cependant
le système de la fine échelle reste quasi-dépendant en temps par la
présence dans Rm d’une dépendance en temps de l’échelle grossière
(∂tuh 6= 0)

— On admet que l’accélération convective est guidée par la vitesse grande
échelle uh telle que : (uh + u′) · ∇(uh + u′) ≈ uh · ∇(uh + u′)
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Sous ces hypothèses le système (1.53) devient :
{
ρ(uh · ∇u′,w′)T + (2µε(u′) : ε(w′))T − (∇p′,w′)T = (Rm,w′)T(1.54)

(∇ · u′, q′)T = (Rc, q
′)T (1.55)

On note que la prise en compte de la pression des petites échelles permet
d’assurer la continuité des petites échelles et d’ajouter un terme de stabi-
lisation supplémentaire nécessaire à la résolution des écoulements à grands
nombres de Reynolds [Wall et al., 2000, Tezduyar et Osawa, 2000]. Cepen-
dant il est ardu de résoudre le système petite échelle à la fois en vitesse et
en pression, l’idée est donc de découpler la vitesse et la pression des petites
échelles. A cet effet l’équation de continuité (1.55) est remplacée par une
équation de Poisson modifiée (PPE) comme proposé dans [Franca et Nesli-
turk, 2001, Nesliturk, 1999]. Sachant que seul l’effet de la pression des petites
échelles sur les grandes échelles est pris en compte, on peut approximer la
solution en pression comme un terme de stabilisation [Codina, 2000, Franca
et Oliveira, 2003] :

p′ ≈ τcRc, avec τc =



(
µ

ρ

)2

+

(
C2

C1

‖u‖T

hT

)2



1/2

(1.56)

où C1 et C2 sont deux constantes indépendantes de la taille caractéristique
de l’élément hT . De plus, Codina a montré dans [Codina, 2000] que la vitesse
des petites échelles u′ est guidée par le résidu de l’équation du moment des
grandes échelles Rm et non par le résidu de l’équation de continuité Rc. Par
conséquent pour supprimer les effets de la pression des petites échelles dans
l’équation du moment (1.54) on y impose p′ = 0.

Ensuite, pour résoudre l’équation du moment du système petite échelle
(1.54), on utilise le développement proposé par [Masud et Khurram, 2004]
pour les variables petites échelles :

u′ =
∑

T ∈Ωh

u′
T bT et w′ =

∑

T ∈Ωh

w′
T bT (1.57)

où bT est la fonction de forme de la bulle, u′
T est la vitesse petite échelle sur

l’élément T , et w′
T est la fonction de pondération associée.

En substituant (1.57) dans (1.54), on obtient pour l’équation du moment
du système petite échelle :
∑

T ∈Ωh

ρ(uh · ∇bT u′
T , bT w′

T )T + (2µε(bT u′
T ) : ε(bT w′

T ))T =
∑

T ∈Ωh

(Rm, bT w′
T )T

(1.58)
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Les fonctions bulles sont définies telles qu’elles s’annulent sur les frontières
des éléments de maillage, ainsi l’expression précédente se simplifie comme
suit :

∀T ∈ Ωh,
ρ(uh · ∇bT u′

T , bT w′
T )T + (2µε(bT u′

T ) : ε(bT w′
T ))T = (Rm, bT w′

T )T
(1.59)

Sachant que u′
T et w′

T sont constantes par élément on peut les sortir des
intégrales, de plus l’équation précédente est vraie pour tout w′

T , donc en
particulier pour w′

T = 1, si bien que :

u′
T =

(Rm, bT )T

ρ(uh · ∇bT , bT )T + (2µε(bT ) : ε(bT ))T

, ∀T ∈ Ωh (1.60)

En supposant que le résidu de l’équation du moment Rm est constant par
élément, on peut également écrire la vitesse des petites échelles par élément
sous la forme d’un terme de stabilisation :

u′|T = τmRm (1.61)

où τm est le paramètre de stabilisation tel que :

τm =
∫

T bTdΩ
ρ(uh · ∇bT , bT )T + (2µε(bT ) : ε(bT ))T

, ∀T ∈ Ωh (1.62)

On remarque que le paramètre de stabilisation τm dépend fortement du choix
de la fonction bulle, de plus on note que le terme convectif s’annule lorsqu’on
utilise la même fonction bulle pour la vitesse et la fonction de pondération.
Afin de conserver le terme convectif, on utilise donc un ordre différent d’in-
terpolation, soit une combinaison de bulles standards bT et de bulles upwinds
bu

T pour la fonction de pondération, tandis qu’on garde une bulle standard
bT pour la vitesse comme proposé dans [Masud et Khurram, 2004, Hachem,
2009] tel que :

w′|T = w′
T b

∗
T = w′

T (bT + bu
T ) (1.63)

Si bien que le paramètre de stabilisation se réécrit :

τm =
∫

T b
∗
TdΩ

ρ(uh · ∇bT , bu
T )K + (2µε(bT ) : ε(bT ))T

, ∀T ∈ Ωh (1.64)

On note que la fonction bulle upwind s’annule dans le terme visqueux, en
effet cela s’explique par l’utilisation d’éléments linéaires.
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1.4.2 Résolution du système grande échelle

Considérons à présent le problème grande échelle dans lequel nous al-
lons ajouter les contributions des petites échelles, sous l’hypothèse de petite
échelle quasi-statique :




ρ (∂tuh,wh)Ωh
+ (ρuh · ∇uh,wh)Ωh

+ (ρuh · ∇u′,wh)Ωh︸ ︷︷ ︸
[1]

+ (2µε(uh) : ε(wh))Ωh

− (ph,∇ · wh)Ωh
− (p′,∇ · wh)Ωh

= (f ,wh)Ωh

(∇ · uh, qh)Ωh
+ (∇ · u′, qh))Ωh︸ ︷︷ ︸

[2]

= 0

(1.65)
Ensuite on intègre par parties les termes [1] et [2] et on substitue u′ et p′ par
leurs expressions (1.61) et (1.56) :




ρ (∂tuh,wh)Ωh
+ (ρuh · ∇uh,wh)Ωh

− ∑
T ∈Ωh

(τmRm, ρuh · ∇wh)T

+ (2µε(uh) : ε(wh))Ωh
− (ph,∇ · wh)Ωh

+
∑

T ∈Ωh

(τcRc,∇ · wh)T = (f ,wh)Ωh

(∇ · uh, qh)Ωh
− ∑

T ∈Ωh

(τmRm,∇qh)T = 0

(1.66)
Finalement, en substituant les résidus par leurs expressions exactes et en dé-
veloppant tous les termes additionnels, on obtient un système grande échelle
uniquement en fonction des variables grandes échelles :

ρ(∂tuh + uh · ∇uh, wh)Ωh
+ (2µε(uh) : ε(wh))Ωh

− (ph, ∇ · wh)Ωh
+ (∇ · uh, qh)Ωh

− (f , wh)Ωh︸ ︷︷ ︸
Termes de Galerkin

+
∑

T ∈Ωh

τm(ρ(∂tuh + uh · ∇uh) + ∇ph − f , ρuh · ∇wh)T

︸ ︷︷ ︸
Termes de stabilisation upwind

+
∑

T ∈Ωh

τm(ρ(∂tuh + uh · ∇uh) + ∇ph − f ,∇qh)T

︸ ︷︷ ︸
Termes de stabilisation de pression

+
∑

T ∈Ωh

(τc∇ · uh,∇ · wh)T

︸ ︷︷ ︸
Terme de stabilisation grad-div

= 0 ∀wh ∈ Vh,0,∀qh ∈ Qh

(1.67)
Ce nouveau système grande échelle se décompose en quatre principaux termes :
le premier correspond à la formulation standard de Galerkin, le second et le
troisième correspondent à la contribution de la vitesse des petites échelles et
le dernier modélise les effets de la pression des petites échelles sur les grandes
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échelles. Cette formulation est beaucoup plus stable que la formulation stan-
dard de Galerkin, grâce aux contributions des petites échelles en vitesse et
en pression, elle est particulièrement adaptée pour la résolution des écoule-
ments à convection dominante. Un schéma Backward Euler est utilisé pour
l’intégration en temps (θ = 1).

En pratique les paramètres de stabilisation τm et τc choisis dans CIMLIB
sont les suivants [Codina, 2000, Hachem et al., 2010] :

τm =



( 2ρ

∆t

)2

+

(
2ρ‖u‖T

hT

)2

+

(
4ν

mTh2
T

)2



-1/2

τc =
hT ‖u‖T

2
min(1,ReT )

(1.68)

où ν est la viscosité cinématique, ReT = ρ‖u‖T hT

2µ
est le nombre de Reynolds

local, et mT est une constante indépendante de hT .

1.5 Méthode de volume immergé

La simulation des écoulements avec interaction fluide-structure (FSI),
consiste en l’étude fine des interactions entre un corps solide et l’écoulement
dans lequel il est plongé. En mécanique des fluides la modélisation d’un tel
problème est dans le cas général réalisée à l’aide d’un domaine spatial dont
les bords coïncident avec l’interface du corps solide, on parle alors de maillage
adapté au corps (body-fitted). Dans le cas de géométries 3D complexes un
maillage body-fitted est très difficile à réaliser, et peu adapté à l’étude de
corps solides en mouvement. Une solution est d’utiliser une approche mo-
nolithique, soit un unique domaine spatial qui englobe tout le problème et
notamment le corps solide, celui-ci est donc littéralement immergé à l’inté-
rieur du domaine où l’écoulement se produit. Le corps solide est donc discré-
tisé par des éléments du maillage et non plus par des frontières (cf Figure 1.4).

La méthode de volume immergé utilisée dans ce travail [Hachem et al.,
2013b] consiste à repérer l’interface entre le fluide et le corps solide à l’aide
d’une fonction distance signée, afin de pouvoir se contenter d’un unique
système à résoudre avec des propriétés mécanique différentes suivant qu’il
s’agisse d’un nœud dans le fluide ou dans le solide. Une telle méthode rend
l’étude des objets en mouvement beaucoup plus aisée, mais permet aussi
l’étude des écoulements multi-phases.
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Figure 1.4 – A gauche : le maillage body fitted d’un profil d’aile ; A droite : le
maillage immergé du même profil d’aile

1.5.1 Fonction levelset

Dans le cadre de l’approche monolithique, un unique maillage est utilisé
pour décrire à la fois l’écoulement fluide et le corps solide. L’interface entre
ces deux sous domaines est repérée à l’aide d’une fonction distance signée,
nommée fonction levelset. Dans le cas de géométries simples dont on connait
une fonction analytique, on utilise cette dernière pour définir le corps solide.
Dans le cas contraire et plus général, la géométrie est d’abord créée à l’aide
d’un logiciel de CAO (Conception Assistée par Ordinateur) puis le maillage
de surface (STL pour stéréolithographie) est ensuite exporté afin d’être im-
mergé dans le domaine monolithique (cf Figure 1.5). Une méthode alternative
et plus précise consiste à définir la géométrie sous forme de NURBS [Hughes
et al., 2005, Hachem et al., 2013b, Veysset, 2014].

Figure 1.5 – A gauche : le maillage surfacique (STL) d’un hélicoptère ; A droite :
l’hélicoptère immergé dans le maillage, l’hélicoptère est représenté
par l’iso-valeur zéro de sa fonction levelset
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La fonction levelset est ensuite calculée soit aisément à partir de la fonc-
tion analytique lorsqu’elle est connue, soit suivant un algorithme plus com-
plexe à partir de la géométrie immergée [Bruchon et al., 2009], telle qu’on
connaisse pour chaque nœud du domaine Ωh sa distance minimum à l’inter-
face entre le fluide et le corps solide. Si bien que l’interface entre le fluide et le
corps solide Γim soit décrite par l’iso-valeur zéro de la fonction levelset. Afin
de différencier plus aisément l’intérieur du corps solide de l’extérieur, cette
distance est une distance signée, telle qu’elle prenne des valeurs positives à
l’intérieur de l’objet et négatives à l’extérieur.

Soit un nœud X de coordonnées (x, y, z), on définit la fonction levelset φ
telle que : 




φ(X) = d(X,Γim), X ∈ Ωh ∩ Γim

φ(X) = −d(X,Γim), X ∈ Ωh\Γim

Γim = {X, φ(X) = 0}
(1.69)

1.5.2 Mélange des propriétés mécaniques

Le problème d’interaction fluide-structure est ensuite modélisé à l’aide
d’un unique système d’équations de Navier-Stokes pour l’ensemble du do-
maine dont les propriétés mécanique varient suivant le sous-domaine dans
lequel le nœud est situé. Pour cela on utilise une loi de mélange pour les pro-
priétés mécaniques, celle-ci repose sur une fonction de Heaviside dépendant
du signe de la fonction levelset :

H(φ) =

{
1 si φ ≥ 0
0 si φ < 0

(1.70)

Cependant une telle fonction présente un changement brutale de valeur au
niveau de l’interface, ce qui n’est pas adapté à une discrétisation spatiale
monolithique et risque de faire diverger le solveur. Cette difficulté peut être
surmontée en lissant la transition, ce qui correspond à imposer une épaisseur
artificielle au niveau de l’interface. On définit alors une fonction de Heaviside
lissé sur une épaisseur de 2ǫ [van der Pijl et al., 2005] :

Hǫ(φ) =





1 si φ > ǫ
1
2

(
1 + φ

ǫ
+ 1

π
sin(Πφ

ǫ

)
si |φ| ≤ ǫ

0 si φ < −ǫ
(1.71)

avec ǫ supérieur à la taille de maille dans la direction normale hn, en pratique
on choisit ǫ = 2hn.
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En aérodynamique, pour la résolution d’un unique système d’équations
de Navier-Stokes pour l’ensemble du domaine, il est nécessaire de mélanger
les propriétés mécaniques suivantes : la densité ρ et la viscosité µ. Ce qui est
réalisé de la manière suivante :

ρ = ρfHǫ(φ) + ρs(1 −Hǫ(φ)),
µ = µfHǫ(φ) + µs(1 −Hǫ(φ))

(1.72)

où l’indice f fait référence au fluide et l’indice s fait référence au corps solide.

Système d’équations de Navier-Stokes modifié

Soit le système d’équation de Navier-Stokes pour un écoulement fluide :
{
ρf (∂tu + (u · ∇)u) = ∇ · (2µfε(u)) − ∇p+ f

∇ · u = 0
(1.73)

Considérons maintenant la présence d’un corps rigide Ωim dans Ω, on ajoute
une contrainte de rigidité pour différencier le domaine fluide du domaine so-
lide ε(u) = 0 sur Ωim. On impose cette restriction à l’aide d’un multiplicateur
de Lagrange approprié λ tel que le problème à résoudre devienne :





ρ (∂tu + (u · ∇)u) = (2µε(u) + λ) − ∇p+ f
∇ · u = 0
εs(u) = 0

(1.74)

Soit (w, q, ξ) les fonctions tests pour (u, p,λ), la formulation faible du pro-
blème est la suivante :
Trouver le couple (u, p,λ) ∈ (V ,Q,Λ) tel que ∀(w, q, ξ) ∈ (V0,Q,Λ),




ρ

(
∂u
∂t
,w

)

Ω

+ ρ(u · ∇u,w)Ω + (2µε(u), ε(w))Ω − (p,∇ · w)Ω + (λ, εs(w))Ω

= (f ,w)Ω

(∇ · u, q)Ω = 0
(ξ, εs(u))Ω = 0

(1.75)
avec εs(u) = Hǫ(φ)ε(u) et λ = Hǫ(φ)λs. Une des difficultés majeures de la
résolution est le choix du multiplicateur de Lagrange λs, en effet la contrainte
doit être suffisamment forte pour imposer ε(u) = 0 sur Ωim. Un choix possible
pour λs qui mène à un schéma stable est λs = 2µsε(u). Le système peut être
relaxé en utilisant un Lagrangien augmenté couplé à la méthode d’Uzawa
(pénalisation itérative) [Hachem et al., 2013b].
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Approche VMS

La formulation faible associée au système d’équations de Navier-Stokes
avec une contrainte de rigidité supplémentaire relative au corps solide im-
mergé (1.75) est résolue par la méthode variationnelle multi-échelles (VMS)
[Hachem et al., 2013a]. Ainsi on décompose la vitesse, la pression et le multi-
plicateur de Lagrange en une composante grande échelle et une composante
petite échelle :

u = uh + u′ ∈ Vh ⊕ V ′

p = ph + p′ ∈ Qh ⊕ Q′

λ = λh + λ′ ∈ Λh ⊕ Λ′
(1.76)

Si bien que le système grande échelle s’écrit : ∀(wh, qh, ξh) ∈ Vh,0 × Qh × Λh,





ρ(∂tuh,wh) + ρ(uh · ∇uh,wh) − (ph + p′,∇ · wh) + (2µε(uh), ε(wh))
+(λh + λ′, εs(uh)) +

∑
T

(u′,−ρuh · ∇wh − ∇ · (2µε(wh)))T = (f ,wh)

(qh,∇ · uh) −∑
T

(u′,∇qh)T = 0

−(ξh, εs(uh)) +
∑
T

(u′, χs∇ · ξh)T = 0

(1.77)
On en déduit les résidus des équations du moment, de continuité et de rigi-
dité :

Rm = f − ρ∂tuh − ρuh · ∇uh − ∇ph + χs∇ · λh + ∇ · (2µε(uh))
Rc = −∇ · uh

Rr = εs(uh)
(1.78)

Les paramètres du système petite échelle (u′, p′,λ′) peuvent être modélisés
sous la forme de termes de stabilisation tels que :

u′ = τmRm, p′ = τcRc, λ′ = τrRr (1.79)

avec les paramètres de stabilisation :

τm =


 1
α2

0

+

(
c1µ

ρh2
T

)2

+

(
c2‖uh‖T

hT

)2



-1/2

τc =



(
µ

ρ

)2

+

(
c2‖uh‖ThT

c1

)2



-1/2

τr = c3
hT

L
2µs

(1.80)
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où hT est la taille d’un élément, L est la longueur caractéristique du problème,
α0 est le minimum de τm sur l’ensemble des éléments, et c1, c2, c3 sont
des constantes algorithmiques. Pour des éléments linéaires on prend c1 = 4,
c2 = 2, c3 = 1.

1.6 Conclusion

La mécanique des fluides est une science relativement récente, dont l’énoncé
des équations régissant les écoulements de fluides réels remonte à 1845 par Na-
vier et Stokes, cependant la résolution de ce système d’équations est toujours
l’objet de nombreux sujets de recherche et représente l’un des problèmes du
millénaire. En attendant de plus amples avancées du côté analytique, le sys-
tème d’équations de Navier-Stokes est aujourd’hui résolu de manière discrète
grâce à la simulation numérique, dans ce travail nous avons opté pour une dis-
crétisation éléments finis du domaine spatial qui offre un bon compromis entre
précision et efficacité pour la résolution de problèmes 3D complexes. Nous
avons ensuite présenté les méthodes numériques classiques de résolution du
système de Navier-Stokes avant de présenter la méthode variationnelle multi-
échelles. Cette dernière se situe à mi-chemin entre une simulation numérique
directe très coûteuse et une simulation moyennée peu précise, et permet en
outre de stabiliser la formulation standard de Galerkin pour les écoulements
à convection dominante. Finalement, nous avons présenté la méthode de vo-
lume immergé qui permet de travailler avec un domaine monolithique où un
unique système d’équations est résolu pour l’ensemble du domaine grâce à
l’ajout d’une contrainte de rigidité et à l’utilisation de lois de mélange pour
les propriétés mécaniques.
Ce chapitre nous a permis de mettre en place le socle indispensable à la suite
de ce travail, à savoir les méthodes de résolutions numériques adoptées pour
la résolution des écoulements à grand nombre de Reynolds.
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2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons défini le système d’équations de
Navier-Stokes qui régit les écoulements en mécanique des fluides. Cependant
ces équations sont très complexes et ne peuvent être résolues analytique-
ment, i.e. la solution est une fonction dépendant de l’espace et du temps, que
pour des écoulements simplifiés. Rappelons que la résolution analytique des
équations de Navier-Stokes est un des problèmes du millénaire. Ainsi pour
l’étude d’écoulements plus complexes, il est nécessaire d’adopter une autre
approche pour la résolution du système d’équations. Premièrement l’espace
physique où l’écoulement sera calculé doit être divisé en un certain nombre
d’éléments géométriques, appelés éléments de maillage ou mailles, on parle
alors de génération de maillage et de manière plus générale de discrétisation
de l’espace. Cette discrétisation définit les lieux où sera résolu le système
d’équations de Navier-Stokes. Il est donc évident que la précision de la solu-
tion numérique de l’écoulement est entièrement dépendante de la qualité du
maillage en termes de tailles, de formes et de répartition des éléments. Pour-
tant aujourd’hui la génération de maillage est toujours un axe de recherche
très important, en effet la génération de maillage pour des cas 3D complexes
tant par la géométrie que par les caractéristiques de l’écoulement est encore
un défi.

Dans ce chapitre nous allons dans un premier temps définir quelques
notions de géométrie différentielle, puis expliciter la technique de génération
de maillage employée dans ce travail, enfin nous verrons comment automatiser
la génération de maillage.

2.2 Métrique

Dans cette partie nous rappelons la définition d’une métrique et de son es-
pace associé nécessaire à la compréhension de ce manuscrit. Une métrique est
un outil permettant de mesurer l’espace, c’est pourquoi elles sont souvent uti-
lisées pour générer des maillages anisotropes non structurés [Dervieux et al.,
2003, Castro-Díaz et al., 1995, Borouchaki et al., 1997a, Apel, 1999, Coupez,
2000, Huang, 2005, Mesri et al., 2006, Marcum et Alauzet, 2014]. L’adap-
tation de maillage basée sur les métriques est une technique permettant de
générer un maillage unité (où tous les éléments sont isotropes avec une lon-
gueur d’arête unité) dans un espace métrique bien choisi. De telle sorte que le
maillage puisse être créé par n’importe quel générateur de maillage uniforme
non structuré. Ce maillage est ensuite converti en un maillage anisotrope par
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l’application inverse vers l’espace physique.

2.2.1 Définition de l’espace métrique

Définition 2.1. Une métrique M de R
d×d est une matrice carré d’ordre d à

valeurs réelles, symétrique et définie-positive, avec d la dimension de l’espace
physique.

De ce fait, la métrique M est diagonalisable sous la forme suivante :

M = t
RΛR (2.1)

où R est la matrice de rotation formée des vecteurs propres de M (vi)i=1..d et Λ

est la matrice diagonale formée des valeurs propres correspondantes (λi)i=1..d,
strictement positives.

De plus, la fonction bilinéaire symétrique associée à M définit le produit
scalaire de deux vecteurs de R

d :

(u,v)M = (u,Mv) = tuMv ∈ R (2.2)

Ainsi, la norme d’un vecteur u de R
d est définie par :

‖u‖M =
√

(u,u)M (2.3)

Sachant que R est une matrice orthogonal, on a tR.R = Id, ainsi nous pouvons
en déduire que l’application Λ

1
2 R définit la relation de passage de l’espace

euclidien (Rd, Id) vers l’espace métrique (Rd, M). Ainsi, nous retrouvons la
forme bilinéaire (2.2) :

(u,v)M =
(
(Λ

1
2 R)u, (Λ

1
2 R)v

)
= tuMv (2.4)

L’interprétation géométrique d’une métrique est une ellipse représentant la
boule unité pour le produit scalaire (Figure 2.1) :

EM = {u | ‖u‖M = 1} (2.5)

Le volume d’un élément T dans l’espace métrique est donné par la formule
suivante :

|T |M =
√

det(MT)|T |Id
(2.6)
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• On remplit R avec les directions vi correspondants aux arêtes désirées ;
• puis on remplit Λ avec :

λi =
1
h2

i

où hi est la taille d’arête souhaitée dans la direction prédéfinie vi ;
• finalement il ne reste plus qu’à faire le produit M = tRΛR

Le champ de métrique ainsi défini est envoyé au générateur de maillage.
Un exemple d’utilisation est fournie sur la figure 2.2, où la métrique M est
appliquée sur le maillage initial représenté à gauche, cette métrique prescrit
une taille de maille de 0.1 m suivant la direction x et 1 m suivant y, le maillage
solution obtenu en sortie du mailleur est présenté sur la droite.

(0,0) (1,0)

(1,1)

M =




1
0.12

1
12




(1,1)

(1,0)(0,0)

Figure 2.2 – Exemple d’utilisation d’une métrique

2.3 Génération de maillage

Il existe quatre principales méthodes pour la génération de maillage :
• Méthode par arbre
• Méthode frontale
• Méthode de Delaunay
• Méthode topologique

On présente ci-après les trois premières méthodes de manière succinctes, pour
plus de détails voir références.

2.3.1 Méthode par arbre

Introduite en 1983 [Yerry et Shephard, 1983], la méthode consiste à définir
une cellule mère (un rectangle en 2D et un parallélépipède en 3D) englobant
l’objet à mailler, et à raffiner cette dernière récursivement. En pratique, la
cellule mère est divisée en 4 cellules identiques (8 en 3D), chaque cellule est
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marquée suivant sa position par rapport à l’objet à mailler : à l’intérieur, à
l’extérieur ou alors elle coupe la frontière de l’objet. Seules les cellules coupant
la frontière sont à nouveau subdiviser en 4 cellules (8 en 3D), et le processus
est répété jusqu’à ce que le niveau de résolution désiré soit atteint. On obtient
alors un arbre 2d-aire appelé quadtree en 2D et octree en 3D. Cette méthode
est robuste, rapide et facile à implémenter et paralléliser, cependant elle n’est
pas adaptée à la génération d’éléments anisotropes et a tendance à généré un
nombre d’éléments élevé.

2.3.2 Méthode frontale (Advancing front)

La méthode frontale a été introduite par [Lo, 1985, Löhner et Parikh,
1988]. Elle consiste à construire des éléments couche par couche à partir de
la triangulation des faces frontières du domaine formant ainsi un front qui
balaie progressivement tout le domaine. Le processus s’arrête quand le front
est vide. La grande difficulté de cette méthode est la détection de collision,
afin d’éviter que des éléments ne s’intersectent, celle-ci est très coûteuse. La
méthode frontale reste la meilleure technique pour produire le plus d’éléments
de bonne qualité, cependant elle pose un problème de convergence.

2.3.3 Méthode de Delaunay

Proposée par Delaunay en 1934 [Delaunay, 1934], la méthode repose sur
la propriété suivante : la boule ouverte circonscrite de chaque élément ne
doit contenir aucun autre nœud de maillage. En pratique une méthode de
Delaunay consiste à trianguler une boite qui englobe tous les nœuds puis
à introduire les nœuds X les uns après les autres dans la triangulation par
le noyau de Delaunay, finalement les éléments en dehors du domaine sont
supprimés. Pour plus de détails voir [Weatherill et Hassan, 1994, George et
Borouchaki, 1997, George et Borouchaki, 1998, Shewchuk, 1998]. Le principal
inconvénient de la méthode de Delaunay porte sur la propriété de Delaunay
qui ne correspond pas à un critère de qualité et la méthode peut ainsi engen-
drer des éléments de très mauvaise qualité notamment près des frontières. Une
phase d’optimisation est donc indispensable à la génération d’un maillage.
Finalement la méthode de Delaunay est très technique et requiert une grande
expertise pour l’implémentation d’une version robuste et rapide.

2.3.4 Méthode topologique

Les trois précédentes méthodes sont dites classiques, la quatrième mé-
thode, est celle initiée au CEMEF par Coupez en 1991 [Coupez, 1991]. Le
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mailleur topologique MTC procède de manière itérative par des optimisations
locales de la topologie du maillage. Il présente de grandes qualités telles que
sa grande robustesse, son indépendance vis à vis de la dimension et sa faci-
lité d’implémentation, cependant il est plus coûteux que les méthodes dites
classiques. En effet la génération de maillage par optimisation topologique
est un problème d’optimisation de maillage, dont l’unique contrainte porte
sur le volume du maillage. D’autres variantes de méthode d’optimisations
topologiques locales existent dans la littérature [Pain et al., 2001, Bottasso,
2004, Li et al., 2005].

2.3.5 Contrainte de volume minimal

Le maillage étant un objet très difficile à construire directement, nous
introduisons la notion de topologie.

Définition 2.2. Soit N un ensemble fini de nœuds de Ω ⊂ R
d, soit T

un ensemble d’éléments de maillage dont les sommets appartiennent à N
et notons F l’ensemble des faces de ces éléments. T est une topologie de
maillage de Ω si et seulement si :

(i) chaque face de F partage un ou deux éléments de T mais pas plus ;

(ii) (N , ∂T ) est un maillage de la frontière ∂Ω.

Le générateur de maillage topologique résout un problème d’optimisation
de maillage sous la contrainte du volume du domaine Ω. En effet, le mailleur
ne doit pas déformer le domaine. Nous introduisons ici deux formulations
pour le calcul du volume du maillage.

Proposition 2.2. Soit (N , T ) un maillage de Ω. La mesure de ce maillage
est :

|Ω| =
∑

T ∈T

|T |

=
1
d

∫
⋃

F ∈∂T

F
x.ndx

(2.8)

Nous avons donc deux manières de calculer le volume du maillage, le
mailleur topologique consiste à vérifier l’égalité entre ces deux formulations.

Grâce à la condition (ii) de la définition 2.2, on a bien :

|Ω| =
1
d

∫
⋃

F ∈∂T

F
x.ndx (2.9)
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Cependant, cette définition ne suffit pas à vérifier |Ω| =
∑

T ∈T

|T |. D’où la

nécessité de définir le théorème fondamental suivant :

Théorème 2.1. Soit T une topologie de maillage N , un ensemble fini de
nœuds de Ω. (N , T ) est un maillage de Ω si et seulement si les éléments de
T sont de volume non nul et si :

∑

T ∈T

|T | = |Ω| (2.10)

En d’autres termes, seules les topologies de maillage vérifiant (2.10) peuvent
être considérées comme des maillages conformes, on parle du critère de vo-
lume minimal.

Les topologies de maillage sont générées à partir de l’opérateur d’étoile-
ment qui consiste à connecter un nœud X à un ensemble de faces F :

T ∗(X,F) = {enveloppes convexes de X ∪ F | F ∈ F , X /∈ F} (2.11)

Autrement dit, l’opérateur d’étoilement construit effectivement une topologie
de maillage dès lors que l’ensemble des faces décrit une surface qui renferme
un volume.

2.3.6 Critère de classification

La méthode topologique consiste en des opérations locales de couper-
coller. A partir d’un maillage initial conforme, et avec la donnée d’un champ
de métrique, nous allons construire un nouveau maillage adapté sur le champ
de métrique et conforme.

Sachant qu’il n’y a pas unicité de la topologie de maillage vérifiant le
champ de métrique tout en conservant le volume minimal, nous devons dé-
finir un critère de sélection. Ce critère de sélection repose sur la qualité des
éléments, mesurée par un critère de forme [Coupez, 1991, Dompierre et al.,
2003].

Définition 2.3. Un critère de forme est une fonction scalaire continue c qui
a un élément T de volume non nul associe c(T ) tel que :

(i) 0 < c(T ) ≤ 1 ;

(ii) c(T ) = 1 si et seulement si T est équilatéral ;

(iii) c(T ) → 0 lorsque le volume de T tend vers zéro ;
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(iv) c(T ) est invariant par translation, rotation, homothétie et changement
d’orientation.

On dénombre trois principaux critères de forme :

c(T ) = c0
hT

ρ(T )
(2.12)

c(T ) = c0
|T |
hd

T

(2.13)

c(T ) =
d

κ2(MT)
(2.14)

avec hT la longueur de la plus grande arête de T (diamètre), ρ(T ) le rayon du
cercle inscrit de T , MT la métrique associée à T et κ2 l’opérateur de condi-
tionnement (rapport entre la plus grande valeur propre et la plus petite). La
constante c0 permet de rendre le critère de forme unitaire pour un élément
équilatéral, il correspond à l’inverse du volume V0 de l’élément équilatéral
unitaire.

D’après [Knupp, 2001], tous les autres critères de formes existants sont
équivalents à ces trois principaux.

Afin de sélectionner la meilleure topologie de maillage parmi toutes les
topologies possibles, le mailleur topologique utilise le critère (2.13). Il s’agit
également du critère recommandé par [Dompierre et al., 2003].

Ce critère se réécrit de la manière suivante pour un remaillage selon un
champ de métrique. En effet, la qualité des éléments doit être évaluée dans le
champ de métrique M à l’aide d’un critère de forme anisotrope [Do Carmo,
1976]. Ainsi (2.13) devient :

c0
|T |MT

hd
MT

(2.15)

avec :
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la métrique sur l’élément T MT =
1

d+ 1

d∑

i=0

M
i

le volume euclidien |T |MT
= |T |

√
det(MT)

la taille moyenne au sens L2 hMT
=


 2
d(d+ 1)

∑

0≤i<j≤d

‖Xj −X i‖2
MT




1/2

le facteur de normalisation c0 =
1
V0

et le volume de référence V0 =

√
d+ 1

2d/2d!
(2.16)

Nous noterons que la métrique sur l’élément MT est considérée constante
sur l’élément ce qui revient à considérer localement le champ de métrique
comme euclidien ; de plus le volume et les longueurs sont évaluées dans un
cadre euclidien mais non canonique.

De plus, un critère portant sur la taille d’arête est utilisé afin d’introduire
ou de retirer suffisamment de nœuds avant de commencer à optimiser la
qualité des éléments :

min

(
hMT

,
1
hMT

)d

(2.17)

Finalement le critère de qualité c(T) retenu pour classer les éléments, est le
minimum entre le critère de forme (2.15) et le critère de taille (2.17) :

c(T ) = min

(
c0

|T |MT

hd
MT

, hd
MT
,

1
hd

MT

)
(2.18)

2.3.7 Optimisation topologique locale

Concrètement, une optimisation topologique locale du maillage est un en-
chaînement d’opération de couper/coller ou on échange une topologie locale
(autour d’un nœud ou d’une arête) par une autre topologie respectant la
métrique, de volume minimal et de meilleure qualité. L’ensemble des nœuds
et des arêtes sont parcourus plusieurs fois avant d’arriver à convergence.
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Algorithme 1 : Adaptation du maillage (N , T ) au champ de métrique M

Data : maillage (N , T ), champ de métrique M

Result : nouveau maillage (Nopt, Topt)

while la topologie T est modifiée do
for chaque nœud et arête do

• Retirer la topologie locale Tx autour de ce nœud ou de cette arête;
• Parmi tous les candidats Te de volume minimal (obtenus par
l’opérateur d’étoilement) insérer une topologie maximale vis à
vis de la relation d’ordre;
[Coupez, 1991] • Transporter le champ M si nécessaire;

end
end

La topologie locale Tx autour d’un nœud X est composée des éléments de
T dont tous les sommets appartiennent à X = {X} ∪ N (X) l’ensemble des
voisins de X (Figure 2.3, le triangle X1X5X6 fait partie de Tx). Dans cette
configuration les topologies candidates pour réaliser un étoilement sont :

• Conserver X et supprimer X6 (Figure 2.3 (a))
• Supprimer X et X6 (5 topologies candidates, par exemple Figure 2.3

(b))
• Barycentrer X à l’intérieur de la topologie (entraîne la suppression de
X6), on note G l’isobarycentre (Figure 2.3 (c))

La topologie locale Tx autour d’une arête [X,X ′] est composée des éléments
de T dont tous les sommets appartiennent à X = {X,X ′} ∪ N (X,X ′) avec
N (X,X ′) = N (X) ∩ N (X ′) (Figure 2.4). Dans ce cas les topologies candi-
dates sont :

• Conserver [X,X ′] et supprimer X3 (Figure 2.4 (a))
• Basculer l’arête [X,X ′] en [X1, X2] (entraîne la suppression de X3)

(Figure 2.4 (b))
• Introduire un nœud C au milieu de l’arête [X,X ′] et supprimer X3

(Figure 2.4 (c))
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X4

X1

X2

X5
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...

(X , Tx)
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Figure 2.3 – Topologie locale Tx remise en cause autour du nœud X et les topo-
logies candidates (a, b, c)

X
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X3
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X2

X ′

X1

C

X

X2

X ′

X1
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(X , TX)

Figure 2.4 – Topologie locale Tx remise en cause autour de l’arête [X, X ′] et les
topologies candidates (a, b, c)
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2.3.8 Traitement de la frontière

Un traitement spécial est réservé aux nœuds appartenant à la frontière
du maillage. En effet pour permettre la suppression d’un sommet X ∈ ∂Tx,
chaque face frontière est reliée à un nœud virtuel afin de former de nouveaux
éléments qui ne participent pas directement au maillage (Figure 2.5). Ils
sont qualifiés d’éléments virtuels. Dans ces conditions la topologie est sans
frontière Ainsi les nœuds et faces frontières peuvent être modifiés librement
tant que cela n’induit pas de changement de volume.

X
0

Figure 2.5 – Topologie sans frontière grâce au nœud virtuel 0

2.4 Adaptation de maillage

Les écoulements turbulents sont chaotiques, ils engendrent de nombreux
phénomènes instationnaires dus principalement au développement de tour-
billons. L’étude des écoulements turbulents est rendue très complexe par leur
comportement instationnaire. En effet un maillage permettant une bonne
précision de la solution tout au long de la simulation est un maillage très
coûteux en termes d’entités de maillage avec des éléments isotropes très fins
dans les zones d’apparition de ces phénomènes. Or ces maillages sont com-
posés d’un très/trop grand nombre de degrés de liberté, la résolution des
équations de Navier-Stokes sur un tel maillage est donc très longue et parfois
même inabordable pour les clusters actuellement opérationnels. Deux options
s’offrent alors à nous si nous ne souhaitons pas attendre 2030 [Slotnick et al.,
2014] pour voir l’apparition de la nouvelle génération de super calculateurs,
soit se contenter de résoudre une version simplifiée des équations de Navier-
Stokes (RANS) qui ne nécessite pas une grande précision de maillage, soit
adapter le maillage dynamiquement afin de résoudre avec précision ce type
d’écoulement avec un minimum d’éléments de maillage.
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Le concept d’adaptation de maillage remonte aux années 70 [Allgower
et McCormick, 1978, Berger et Oliger, 1984], mais il a fallu attendre les
années 90 pour voir émerger l’adaptation de maillage anisotrope [Peraire
et al., 1987, Löhner, 1989, D’Azevedo et Simpson, 1991, Selmin et Formag-
gia, 1992, Peraire et al., 1992, Zienkiewicz et Wu, 1994] basée sur les mé-
triques [Mavriplis, 1990, George et al., 1991, Vallet, 1992, Castro-Díaz et al.,
1997]. L’adaptation de maillage permet de s’affranchir d’un maillage initial
défini a priori pour permettre la reconstruction du maillage au fur et à me-
sure des itérations en fonction de l’erreur a posteriori [Becker et Rannacher,
2001, Dervieux et al., 2003, Picasso, 2003, Vallet et al., 2007, Loseille, 2008].
Aujourd’hui on voit apparaitre une standardisation du processus d’adapta-
tion de maillage qui est le fruit de nombreuses années de recherches [Alauzet
et Loseille, 2016]. Premièrement, une analyse d’erreur a posteriori permet
de localiser les zones de forts gradients de la solution. Ensuite on procède à
la construction d’une métrique directionnelle qui est fournie au générateur
de maillage, qui produit un maillage conforme, optimisé selon le champ de
métrique fournie. L’adaptation de maillage anisotrope a déjà montré être
un outil puissant pour améliorer l’efficacité des méthodes éléments finis et
volumes finis. Elle présente l’avantage de diminuer le nombre d’éléments né-
cessaire et ainsi le temps de calcul par rapport à une technique de raffinement
de maillage isotrope.

L’ambition est d’adapter le maillage dynamiquement sur les paramètres
physiques les plus pertinents. Dés lors l’objectif est de construire une mé-
trique qui prescrit l’orientation des éléments et les tailles de mailles optimales
correspondantes. Diverses approches ont été proposées dans la littérature, no-
tamment dans [Buscaglia et Dari, 1997, George et al., 2002, Remacle et al.,
2005, Mesri et al., 2006, Bois et al., 2012], ces méthodes nécessitent toute la
reconstruction de la hessienne. Dans ce travail nous poursuivons l’idée dé-
veloppée dans [Coupez, 2011], consistant à s’affranchir de la reconstruction
de la hessienne en réalisant l’étude sur les arêtes. Cette procédure nécessite
donc d’évaluer l’erreur d’interpolation sur chaque arête du domaine, puis de
la minimiser sur l’ensemble des arêtes du maillage. Ces étapes sont décrites
en suivant le cheminement initial de [Coupez, 2011], puis les améliorations
apportées dans [Coupez et al., 2013, El Jannoun, 2014] avant de proposer
une nouvelle procédure. Ces trois méthodes sont finalement comparées.

2.4.1 Estimation de l’erreur d’interpolation sur les arêtes

Soit Ω ⊂ R un domaine physique et Ωh sa discrétisation spatiale (i.e.
son maillage). Soit un champ u ∈ C2(Ω) la solution exacte d’un problème
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d’équations aux dérivées partielles, et uh la solution calculée sur Ωh par une
méthode éléments finis, nous souhaitons construire un maillage minimisant
l’erreur d’approximation ‖u− uh‖. Soit Πhu l’interpolée linéaire du champ u
sur les nœuds du maillage Ωh telle que :

Πhu(X i) = u(X i) (2.19)

Selon le lemme de Céa [Cea, 1964], il existe une constante c telle que :

‖u− uh‖ ≤ c‖u− Πhu‖ (2.20)

Ainsi, minimiser l’erreur d’interpolation permet de borner l’erreur d’approxi-
mation. L’adaptation de maillage développée ici consiste à trouver un maillage
qui minimise l’erreur d’interpolation pour un nombre d’entités de maillage
fixé. Le processus d’adaptation de maillage peut ainsi être reformulé comme
un problème d’optimisation sous contrainte.

Pour simplifier les notations, on notera dorénavant la solution interpolée
uh = Πhu. Nous introduisons également la notation suivante pour un nœud
quelconque X i, avec Γ(i) l’ensemble des nœuds connectés à X i (Figure 2.6) :

∀j ∈ Γ(i), Xij = Xj −X i, et U ij = U j − U i avec U i = u(X i) (2.21)

Xj

X i

Xij

u(X i) = U i

u(Xj) = U j

U ij

Figure 2.6 – Arête Xij liant les nœuds Xi et Xj

Prenons le développement de Taylor à l’ordre 1 du champ uh au nœud
Xj :

U j = U i + ∇uh|T · Xij ⇒ U ij = ∇uh|T · Xij (2.22)

où T désigne un élément de maillage et ∇uh|T insiste sur le fait que le gradient
est de nature P0.
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La solution interpolée uh étant un champ scalaire à valeur aux nœuds (P1),
le gradient de uh est donc constant par élément (P0), discontinu d’un élément
à un autre. Cependant son projeté le long des arêtes est continu puisqu’il ne
dépend que des valeurs nodales aux extrémités de chaque arête. Dans ce qui
suit ∇uh fera référence au gradient continu sur les arêtes. La continuité du
gradient ainsi définie nous permet d’avancer que l’erreur d’interpolation le
long des arêtes est du second ordre pour les éléments P1 comme démontré
dans la proposition suivante [Coupez, 2011].

Proposition 2.3. L’erreur du gradient de la solution interpolée par rapport
au gradient de la solution exacte projeté sur l’arête est bornée par la hessienne
de la solution :

|(∇uh − ∇u(X i)) · Xij| ≤ max
Y ∈[Xi,Xj ]

|Hu(Y )Xij · Xij| (2.23)

où Hu = ∇(2)u est la hessienne associée au champ u.

Démonstration. Rappelons que u est un champ scalaire C2(Ω). Le théorème
de la valeur moyenne appliquée à u entre les nœuds X i et Xj, implique :

∃A ∈]X i, Xj[, U ij = ∇u(A)Xij, avec A = X i + sXij, s ∈]0, 1[ (2.24)

Une seconde utilisation du théorème de la valeur moyenne appliqué cette fois
à ∇u|Xij entre X i et A donne :

∃B ∈]X i, A[, (∇u(A) − ∇u(X i)) · Xij = sHu(B)Xij · Xij (2.25)

Ainsi, par substitution de (2.24) dans (2.25), on obtient :

U ij − ∇u(X i) · Xij = sHu(B)Xij · Xij (2.26)

Finalement en utilisant (2.22), nous retrouvons la majoration proposée :

|(∇uh −∇u(X i)) ·Xij| = |sHu(B)Xij ·Xij| ≤ max
Y ∈[Xi,Xj ]

|Hu(Y )Xij ·Xij| (2.27)

Pour plus de détail voir [Coupez, 2011].

Par conséquent l’erreur d’interpolation commise sur le gradient projeté
sur l’arête est bornée par la hessienne de la solution. Afin de s’affranchir de
la procédure coûteuse de reconstruction de la hessienne, nous proposons ici
d’utiliser la relation (2.23) pour exprimer le projeté de la hessienne de la
solution sur l’arête (Hu(Y )Xij · Xij) à partir du gradient projeté sur l’arête.
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A cet effet, donnons le développement de Taylor du gradient de u au nœud
Xj :

∇u(Xj) = ∇u(X i) + Hu(X i)Xij (2.28)

On note gij = ∇u(Xj) − ∇u(X i) la variation du gradient de u le long de
l’arête X ij. Nous utilisons cette projection comme une évaluation de l’erreur
d’interpolation au second ordre le long de l’arête est donnée par :

eij = |gij · Xij| = |Hu(X i)Xij · Xij| (2.29)

Cependant l’erreur d’interpolation (2.29) ne peut pas être évaluée directe-
ment car elle nécessite la connaissance explicite de ∇u pour chaque nœud
du maillage et donc de la solution exacte u. Or nous ne disposons que de
la solution calculée uh dont le gradient est P0, il est donc nécessaire de re-
construire le gradient de uh sur les nœuds, pour donner une évaluation de ∇u.

Nous proposons de reconstruire le gradient de ∇uh aux nœuds par la
méthode des moindres carrés, tel que :

Gi = argmin
G

∑

j∈Γ(i)

|(G − ∇uh) · Xij|2 (2.30)

Le minimum est atteint lorsque la dérivée de (2.30) est nulle,

∑

j∈Γ(i)

(
(Gi − ∇uh) · Xij

)
Xij = 0 (2.31)

Ce qui est équivalent d’après (2.22) à :

∑

j∈Γ(i)

(Xij ⊗ Xij) Gi =
∑

j∈Γ(i)

U ijXij (2.32)

Ainsi le gradient reconstruit Gi peut être calculé comme suit :

Gi =


 ∑

j∈Γ(i)

Xij ⊗ Xij




-1
∑

j∈Γ(i)

U ijXij (2.33)

Finalement, l’erreur d’approximation est évaluée en substituant G, le gra-
dient reconstruit de uh sur les nœuds, à g, le gradient exact de u sur les
nœuds, dans (2.29), ainsi

eij = |Gij · Xij| (2.34)
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2.4.2 Redimensionnement des arêtes

L’objectif de l’adaptation de maillage anisotrope est de réduire l’erreur
d’approximation commise sur le maillage courant Ωh en réarrangeant les élé-
ments. Pour cela nous agissons sur les longueurs d’arêtes et leurs directions.
Dans un premier temps, nous proposons d’agir sur les longueurs d’arêtes en
étirant ou contractant chaque arête de Ωh indépendamment de manière à
équidistribuer l’erreur d’interpolation globale sur l’ensemble des arêtes. Par
la suite, le symbole tilde fera référence aux quantités modifiées en vue de la
génération du maillage optimal Ω̃h.

Soit sij le facteur d’étirement associé à l’arête Xij permettant d’étirer ou
de contracter l’arête dans sa propre direction pour un nœud X i fixe (Figure
2.7), tel que :





X̃j = X i + sijXij,

Ũ j = u(X̃j) = U i + sij∇u(X i) · Xij +
s2

ij

2
Hu(X i)Xij · Xij

(2.35)

Xj

X i

X̃ij = sijXij

X̃j

Xij

Xj

X i

Xij

Xj

X i

X̃ij = sijXij

X̃j

Xij

(a) (b) (c)

Figure 2.7 – (a) Arête Xij sur le maillage Ωh ;
(b) Arête Xij étirée en X̃ij sur le maillage optimal Ω̃h ;
(c) Arête Xij contractée en X̃ij sur le maillage optimal Ω̃h

Par conséquent,

Ũ ij = sij∇u(X i) · Xij +
s2

ij

2
Hu(X i)Xij · Xij (2.36)
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Or l’équation (2.22) prend la forme suivante pour le maillage optimal Ω̃h :

Ũ ij = ∇uh · sijXij (2.37)

Par substitution de (2.37) dans (2.36) on obtient :

|∇uh · sijXij − sij∇u(X i) · Xij| =
s2

ij

2
|Hu(X i)Xij · Xij| (2.38)

Si bien que l’erreur induite par l’étirement de l’arête Xij est une fonction
quadratique du facteur d’étirement sij :

ẽij = |G̃ij · X̃ij| ≤ s2
ij|Hu(X i)Xij · Xij| = s2

ij · eij (2.39)

2.4.3 Tenseur de distribution des longueurs

Dans un second temps, nous souhaitons déterminer les nouvelles direc-
tions optimales pour les arêtes connaissant leur facteur d’étirement corres-
pondant à l’équidistribution de l’erreur globale. Pour cela, revenons à la
définition d’une métrique. Soit Mi la métrique unité associée au nœud X i tel
que :

(MiXij,Xij) = 1 (2.40)

En sommant l’équation (2.40) sur le voisinage du nœud X i, il vient :

∑

j∈Γ(i)

(MiXij,Xij) =
∑

j∈Γ(i)

1 ⇒ M
i :


 ∑

j∈Γ(i)

Xij ⊗ Xij


 = |Γ(i)| (2.41)

avec |Γ(i)| le cardinal de l’ensemble des nœuds voisins de X i. Par conséquent
le tenseur de distribution des longueurs Xi au nœud X i est défini par :

X
i =

1
|Γ(i)|

∑

j∈Γ(i)

Xij ⊗ Xij (2.42)

Tel que, Mi : Xi = 1. Ainsi Xi correspond à la distribution statistique des lon-
gueurs par analogie avec les méthodes employées pour l’orientation des fibres
en rhéologie. Notons que Xi est une matrice symétrique à valeurs positives
lorsqu’il existe au moins d arêtes non alignées. Ainsi :

M
i =

1
d

(
X

i
)-1

(2.43)

La combinaison de (2.43) et (2.42) au nœud X i sur les arêtes redimmen-
sionnées suivant le facteur d’étirement sij donne une nouvelle expression de
la métrique :

M
i =

1
d


 1

|Γ(i)|
∑

j∈Γ(i)

s2
ijX

ij ⊗ Xij




-1

(2.44)
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2.4.4 Construction de la métrique

Nous souhaitons à présent construire le champ de métrique (2.44) permet-
tant d’adapter le maillage sur l’erreur d’interpolation, pour cela il est néces-
saire de déterminer le facteur d’étirement relatif à chaque arête du maillage.
Ainsi le facteur d’étirement est le paramètre clef de l’adaptation de maillage
basée sur les arêtes. Deux méthodes ont été proposées pour son calcul ces
dernières années au sein du laboratoire, par minimisation de l’erreur globale
pour un nombre d’arêtes fixé [Coupez, 2011], et par équidistribution de l’er-
reur pour un nombre de nœuds fixé [Coupez et al., 2013, El Jannoun, 2014],
nous allons retracer ces méthodes avant d’en proposer une nouvelle qui re-
pose sur l’équidistribution de l’erreur pour un nombre d’éléments fixé [Billon
et al., 2017].

Minimisation de l’erreur globale pour un nombre d’arêtes fixé (a)

La première méthode, proposée dans [Coupez, 2011], repose sur la minimi-
sation de l’erreur globale induite sous la contrainte d’un nombre fixe d’arêtes
dans le maillage. Cette méthode est résumée dans le théorème suivant :

Théorème 2.2. Soit A un nombre d’arêtes prescrit, soit eij l’erreur calcu-
lée le long de l’arête Xij du maillage courant, soit sij le facteur d’étirement
associé à Xij, et p ∈ [1, d] une constante à définir. Ainsi le champ de mé-
trique continu défini sur les nœuds minimisant l’erreur d’interpolation pour
un nombre d’arêtes fixé est donné par :

M
i =

1
d


 1

|Γ(i)|
∑

j∈Γ(i)

s2
ijX

ij ⊗ Xij




-1

(2.45)

avec

sij =

(
pλ

eij

) 1
p+2

(2.46)

et

λ =
1
p




∑
i

∑
j∈Γ(i)

e
p

p+2

ij

A




p+2

p

(2.47)

Démonstration. Soit la fonction ϕ(s) évaluant l’erreur totale commise sur
le maillage optimal Ω̃h avec s = {sij,∀(i, j)}. En raison du comportement
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quadratique observé de l’erreur vis à vis du facteur d’étirement (2.39) on
définit ϕ(s) de la manière suivante :

ϕ(s) =
1
2

∑

i,j

s2
ijeij (2.48)

Une arête étant composée de 2 nœuds, le facteur 1
2

est utilisé pour éviter de
comptabiliser 2 fois la même arête (Xij et Xji).

L’idée est de minimiser ϕ(s), pour éviter la solution évidente s = 0, nous
introduisons une contrainte sur le nombre d’arêtes. Le problème d’optimisa-
tion est ensuite résolu par la méthode des multiplicateurs de Lagrange, soit
λ un multiplicateur de Lagrange, on définit la nouvelle fonction à minimiser :

L(λ, s) = ϕ(s) − λ(ac − A) (2.49)

où ac est une évaluation du nombre d’arêtes créées sur l’ensemble du
maillage. On note aij le nombre d’arêtes engendrées par le redimensionnement
de l’arête Xij, [Coupez, 2011] propose le dénombrement suivant :

aij = s-p
ij (2.50)

Si bien que :
ac =

∑

i,j

aij =
∑

i,j

s-p
ij (2.51)

Lorsque le minimum de (2.49) est atteint nous avons :

∂L
∂s

=
∂L
∂λ

= 0 (2.52)

Or on a :
∂L
∂s

=
∂ϕ

∂s
+ λ

∂ac

∂s

∂L
∂λ

= ac − A

(2.53)

Ce qui se traduit pour chaque sij par :

sijeij − pλs
-(p+1)
ij = 0 ⇒ sij =

(
pλ

eij

) 1
p+2

∑

i,j

s-p
ij = A ⇒ λ = 1

p




∑
i

∑
j∈Γ(i)

e
p

p+2

ij

A




p+2

p (2.54)
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Notons que si l’erreur estimée eij est nulle sur une arête, le facteur d’éti-
rement sij sera infiniment grand ce qui se traduit par des arêtes de longueur
infinie (2.46). Et inversement une erreur estimée eij très grande engendrera
des arêtes et donc des éléments très petits, trop petits et donc trop coûteux
pour assurer une précision correcte sur tout le maillage. Ces cas pathologiques
doivent absolument être évités, pour cela nous utilisons la régularisation de
l’erreur le long des arêtes suivante :




eij = max

(
|Gij · Xij|, εmin|Xij|2

)

eij = min
(
|Gij · Xij|, εmax|Xij|2

) (2.55)

Remarque. En règle général, le coefficient p est choisi égal à d. Il permet de
quantifier le nombre d’arêtes engendrées par le redimensionnement des arêtes
existantes.

Cette méthode de minimisation de l’erreur globale sous contrainte fonc-
tionne et donne des résultats corrects, cependant l’ambiguïté du choix du co-
efficient p, et l’utilisation d’une heuristique pour le dénombrement des arêtes
laisse des possibilités d’améliorations.

Equidistribution de l’erreur pour un nombre de nœuds fixé (b)

Dans [El Jannoun, 2014], une nouvelle approche a été envisagée, cette ap-
proche repose sur l’équidistibution de l’erreur sur le maillage, telle que l’erreur
équidistribuée soit minimale et constante sur le maillage. Afin de maintenir
un nombre de degrés de libertés fixe dans le maillage, l’erreur équiditribuée
est fonction du nombre de nœuds imposés.

Soit ε l’erreur équidistribuée uniformément sur le maillage optimal sous
la contrainte d’un nombre de nœuds fixe N . L’équidistribution de l’erreur
implique que sur toutes les arêtes du maillage optimal on a :

ẽij = ε (2.56)

Ainsi d’après (2.39), pour toute arête X̃ij ∈ Ω̃h on a :

ε = s2
ij · eij (2.57)

Par conséquent le facteur d’étirement de chaque arête peut s’écrire de la
façon suivante :

sij =

(
ε

eij

) 1
2

(2.58)
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On note nij le nombre de nœuds engendrés par le redimensionnement des
arêtes, [El Jannoun, 2014] propose le dénombrement suivant :

nij = s-1
ij =

(
ε

eij

)- 1
2

(2.59)

L’idée caractéristique de cette méthode est de construire un tenseur de
distribution des nœuds N i pour chaque nœud X i, dans le même esprit que
le tenseur de distribution des longueurs, qui va répartir le nombre de nœuds
dans les différentes directions des arêtes connectées à X i tel que :

N iXij = nijXij (2.60)

On détermine le tenseur de distribution des nœuds N i à l’aide de la
méthode des moindres carrés :

N i = argmin
N ∈R

d×d
sym

∑

j∈Γ(i)

|N Xij − nijXij|2 (2.61)

Proposition 2.4. Le tenseur de distribution des nœuds est défini au sens
des moindres carrés par :

N i =
1
d

(
X

i
)-1


 ∑

j∈Γ(i)

nijXij ⊗ Xij


 (2.62)

Démonstration. Sachant que le minimum de (2.61) est atteint lorsque sa
dérivée est nulle, on a :

∑

j∈Γ(i)

N XijXij =
∑

j∈Γ(i)

nijXijXij (2.63)

ce qui selon [El Jannoun, 2014] est équivalent à :

X
i : N i =


 ∑

j∈Γ(i)

nijXij ⊗ Xij


 (2.64)

Sachant que pour une matrice symétrique définie positive A d’ordre d, on a :
A : A-1 = d, on peut en déduire l’expression proposée pour N i :

N i =
1
d

(
X

i
)-1


 ∑

j∈Γ(i)

nijXij ⊗ Xij


 (2.65)
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Ainsi la métrique qui équidistribue l’erreur sur le maillage afin de mini-
miser l’erreur d’interpolation pour un nombre de nœuds fixé est donnée par
le théorème suivant :

Théorème 2.3. Soit N le nombre de nœuds prescrit, soit eij l’erreur cal-
culée le long de l’arête Xij du maillage courant, soit ε l’erreur équiditribuée
uniformément sur le maillage optimal. Ainsi le champ de métrique continu
défini sur les nœuds minimisant l’erreur d’interpolation pour un nombre de
nœuds fixé est donné par :

M
i =


 d

|Γ(i)|
∑

j∈Γ(i)

s2
ijX

ij ⊗ Xij




-1

(2.66)

avec

sij =

(
ε

eij

) 1
2

(2.67)

et

ε =




N
∑
i
ni(1)




-

4
d

(2.68)

où ni(1) représente le nombre de nœuds créés autour du nœud X i pour une
erreur globale égale à 1 et se calcule par la formule suivante :

ni(1) =

√√√√√det


1
d

(Xi)-1


 ∑

j∈Γ(i)

(
1
eij

)
-

1
2

Xij ⊗ Xij




 (2.69)

Démonstration. La densité de maillage local s’écrit :

ni(ε) =

√√√√det

(
1
d

(Xi)-1

(
∑

j∈Γ(i)
nijXij ⊗ Xij

))

=

√√√√det

(
1
d

(Xi)-1

(
∑

j∈Γ(i)

(
ε

eij

)- 1
2 Xij ⊗ Xij

))
(2.70)

Par conséquent, nous avons :

ni(ε) = ε- d
4

√√√√det

(
1
d

(Xi)-1

(
∑

j∈Γ(i)

(
1

eij

)- 1
2 Xij ⊗ Xij

))

⇔ ni(ε) = ε- d
4ni(1)

(2.71)
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On en déduit la relation suivante pour l’erreur équidistribuée ε :

ε =




N
∑
i
ni(1)




- 4
d

(2.72)

Ainsi nous pouvons déterminer les facteurs d’étirements pour un nombre
de nœuds fixé N :

sij =

(
ε

eij

) 1
2

=




∑
i
ni(1)

N




2
d

e
-1/2
ij (2.73)

La même régularisation (2.55) est utilisée pour borner les tailles d’arêtes.

Le principe d’équidistribution qui caractérise cette méthode est très inté-
ressant et donne de bons maillages, avec une anisotropie accrue. Cependant,
ici aussi, le dénombrement du nombre de nœuds engendré (2.59) reste ap-
proximatif. De plus, un problème de dimensions dans l’équation (2.64), nous
incite à pousser le raisonnement un peu plus loin et proposer une nouvelle
méthode.

Equidistribution de l’erreur pour un nombre d’éléments fixé (c)

La nouvelle approche proposée dans cette thèse s’inspire des méthodes
précédentes, (a) et (b), et propose deux améliorations majeures que sont un
bon dénombrement du nombre d’entités engendrées et la possibilité de maî-
triser les tailles de mailles minimales et maximales de manière transparente.
Ainsi, la nouvelle approche du calcul des facteurs d’étirements repose égale-
ment sur l’équidistribution de l’erreur d’interpolation sur le maillage. Ainsi
la relation suivante qui lie les facteurs d’étirements à l’erreur équidistribuée
reste valide :

sij =

(
ε

eij

) 1
2

(2.74)

Si bien que la métrique Mi se réécrit :

M
i =


 d

|Γ(i)|
∑

j∈Γ(i)

ε

eij

Xij ⊗ Xij




-1

(2.75)

Par conséquent le nombre d’éléments induit par le champ de métrique
doit être calculé de façon à minimiser ε sous la contrainte de N éléments. A
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cet effet nous proposons de regarder de plus près un élément T quelconque
du maillage Ωh de dimension d. Notons M l’espace métrique où chaque élé-
ment est isotrope, contrairement à l’espace physique noté Id, puis le volume
d’un élément dans l’espace métrique |T |M est égal au volume de référence V0

[Do Carmo, 1976] :

V0 =

√
d+ 1

2d/2d!
(2.76)

De ce fait, soit N le nombre total d’éléments dans le maillage Ωh, on a
exactement : ∑

T ∈Ωh

|T |M = N × V0 (2.77)

De plus rappelons que, de manière plus générale, (2.6) devient [Mesri et al.,
2012] :

∑

T ∈Ωh

|T |M =
∑

T ∈Ωh

∫

T

√
det(MT)dT (2.78)

où MT représente la métrique sur l’élément T , contrairement à Mi qui repré-
sente la métrique au nœud X i. Puis, en utilisant une quadrature de Gauss
sur les nœuds de l’élément, nous pouvons relier le nombre d’éléments N à la
métrique nodale comme ceci :

N =
ω

V0

∑

T ∈Ωh

|T |Id
∑

i∈T

det(Mi)1/2 (2.79)

où ω = 1
d+1

est le poids affecté aux points de quadrature.

Afin de calculer le nombre d’éléments engendrés par le champ de métrique,
il est donc nécessaire de calculer le déterminant de la métrique (2.75) pour
chaque nœud :

det(Mi) =
(1
ε

)d

× det


 d

|Γ(i)|
∑

j∈Γ(i)

1
eij

Xij ⊗ Xij




-1

(2.80)

D’où le nombre d’éléments calculé :

N(ε) =
(1
ε

)d/2 ω

V0

∑

T ∈Ωh

|T |Id
∑

i∈T

det


 d

|Γ(i)|
∑

j∈Γ(i)

1
eij

Xij ⊗ Xij




-1/2

︸ ︷︷ ︸
N0

(2.81)

L’erreur équidistribuée est déterminée sous la contrainte d’un nombre
d’éléments préalablement fixé N , nous cherchons donc à déterminer ε tel que
N = N(ε), ou encore :

N =
(1
ε

)d/2

N0 (2.82)
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Par conséquent l’expression finale de l’erreur équidistribuée est donnée
par :

ε =




1
N

ω

V0

∑

T ∈Ωh

|T |Id
∑

i∈T

det


 d

|Γ(i)|
∑

j∈Γ(i)

1
eij

Xij ⊗ Xij




-1/2



2/d

(2.83)

Finalement, l’équation (2.83) est réinjectée dans (2.75) pour calculer la
métrique qui est ensuite fournie au mailleur topologique.

Dans cette nouvelle approche nous avons opté pour une régularisation
plus transparente, en effet l’utilisateur fixe des tailles de mailles maximum
Hmax et minimum Hmin. La longueur des arêtes doit donc être contrôlée afin
de les garder dans l’intervalle [Hmin, Hmax]. L’équation (2.35) se réécrit :

‖X̃ij‖ = sij‖Xij‖ (2.84)

Or en utilisant l’expression de sij (2.74) :

‖X̃ij‖ =

(
ε

eij

) 1
2

‖Xij‖ (2.85)

Ainsi, contrôler la longueur des arêtes revient à contrôler l’erreur d’interpo-
lation eij telle que :

ε

(
‖Xij‖
Hmax

)2

≤ eij ≤ ε

(
‖Xij‖
Hmin

)2

(2.86)

On remarque que l’équation (2.86) dépend de ε et inversement. Dans ce tra-
vail nous avons choisi d’itérer jusqu’à convergence. Il existe certainement une
méthode d’optimisation beaucoup moins coûteuse.

Cependant ce contrôle n’est pas suffisant pour éviter le cas pathologique
d’un élément quasi-dégénéré, qui engendrerait un échec du mailleur. Les élé-
ments aplatis sont prévenus en vérifiant les composantes diagonales de la
métrique finale et en les bornant. Cette procédure doit elle aussi être réali-
sée de façon itérative. Cette nouvelle approche et son implémentation sont
résumées étape par étape dans l’algorithme 2 présenté ci-après.
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Algorithme 2 : Construction du champ de métrique M pour une adap-
tation de maillage sur le champ u

Data : maillage Ωh, champ u, nombre d’éléments souhaité N , les
tailles d’arêtes min Hmin et max Hmax

Result : champ de métrique M

for chaque nœud i ∈ Ωh do
XXi =

∑
j∈Γ(i)

Xij ⊗ Xij;

Gi = (XXi)-1 ∑
j∈Γ(i)

U ijXij;

for chaque voisin j ∈ Γ(i) do
eij = |Gij · Xij|;
Mi+ =

1
eij

Xij ⊗ Xij;

end

Mi× =
d

|Γ(i)| ;
end

V0 =

√
d+ 1

2d/2d!
;

N0 =
1
V0

∑

T ∈Ωh

|T |I
d+ 1

∑

i∈T

det(Mi)
1
2 ;

ε =
(
N0

N

) 2
d

;

while ε varie do
for chaque nœud i ∈ Ωh do

Mi = 0;
for chaque voisin j ∈ Γ(i) do

eij = min
(

max
(
eij, ε

(
‖Xij‖
Hmax

)2
)
, ε
(

‖Xij‖
Hmin

)2
)

;

Mi+ =
1
eij

XXij;

end

Mi× =
d

|Γ(i)| ;
end

N0 =
1
V0

∑

T ∈Ωh

|T |I
d+ 1

∑

i∈T

det(Mi)
1
2 ;

ε =
(
N0

N

) 2
d

;

end
for chaque nœud i ∈ Ωh do

Mi =
(Mi)-1

ε
;

end
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la seule adaptation logique est de générer un maillage isotrope comportant
le maximum d’éléments afin de calculer un champ d’erreur sur celui-ci per-
mettant d’identifier les zones à raffiner. Or après la première itération, la
méthode (a) ne contient que 153 éléments, la méthode (b) en contient 590,
tandis que la méthode (c) en contient 2173. Il est donc évident que la méthode
(c) va converger plus rapidement comme on peut l’observer sur la figure 2.9.
De plus, on remarque sur les itérations 3 et 4 que la méthode (c) raffine uni-
formément sur toute la diagonale contrairement aux deux autres méthodes.
Un zoom sur l’itération 30, présenté sur la figure 2.11, permet de montrer
que la méthode (c) produit un maillage beaucoup plus anisotrope avec un
rapport d’aspect maximum de 4962 contrairement au maillage (a) avec un
rapport d’aspect maximum de 86 et le maillage (b) avec un rapport d’aspect
de 312. Finalement on présente une comparaison globale de la convergence
des 3 méthodes en fonction de la contrainte sur le nombre d’éléments (Figure
2.12). La méthode (c) permet donc une adaptation de maillage plus rapide,
plus précise et convergeant à l’ordre 2.
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Figure 2.9 – Erreur analytique sur la fonction diagonale f1 avec une contrainte
équivalente à 20000 éléments pour les trois méthodes au fur et à
mesure des itérations de remaillage
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(a) (b) (c)

Maillage initial

it 1

it 3

it 4

it 8

it 30

Figure 2.10 – Itérations de maillage sur la fonction diagonale avec une contrainte
équivalente à 2000 éléments pour les méthodes basées sur les arêtes
(a), sur les nœuds (b) et sur les éléments (c)
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(a) (b) (c)

Figure 2.11 – Zoom sur la diagonale pour l’itération 30 représentée Fig.2.10 pour
les trois méthodes
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Figure 2.12 – Erreur analytique sur la fonction diagonale f1 suivant le nombre
d’éléments de maillage
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Figure 2.14 – Erreur analytique sur la fonction sinus f2 avec une contrainte
équivalente à 2000 éléments pour les trois méthodes au fur et à
mesure des itérations de remaillage
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Figure 2.15 – Erreur analytique sur la fonction sinus f2 avec une contrainte
équivalente à 500000 éléments pour les trois méthodes au fur et à
mesure des itérations de remaillage
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Figure 2.18 – Erreur analytique sur la fonction multi-échelles f3 suivant le
nombre d’éléments de maillage
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Figure 2.19 – Erreur analytique sur la fonction multi-échelles f3 suivant le
nombre d’éléments de maillage par [Loseille, 2008]
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Figure 2.20 – Maillages sur la fonction multi-échelles pour une contrainte équi-
valente à 2000, 20000, 35000 et 200000 éléments (de haut en bas)
pour les méthodes basées sur les arêtes (a), sur les nœuds (b) et
sur les éléments (c) (de gauche à droite)



2.4. Adaptation de maillage 73

2.4.6 Adaptation de maillage multi-critères

Lors de la simulation d’un phénomène physique complexe tel que la tur-
bulence, l’utilisation de l’adaptation de maillage dynamique précédemment
définie nécessite le choix d’un champ physique sur lequel calculer l’erreur
a posteriori. Il est souvent difficile de se limiter à un unique champ, no-
tamment lorsque l’on souhaite étudier à la fois l’écoulement de fluide mais
également la variation de température, ou encore le déplacement et la défor-
mation de l’interface. En effet un unique champ est bien souvent insuffisant
pour la description complète d’un écoulement physique complexe. L’utili-
sation de plusieurs critères est dans la plupart des cas réalisée de manière
séquentielle, i.e. une métrique est construite par adaptation de maillage pour
chaque champ puis l’ensemble des métriques obtenues est ensuite intersecté
[Borouchaki et al., 1997a, Laug et Borouchaki, 2015]. Cependant l’intersec-
tion de métrique n’est pas une opération commutative, la métrique résultante
n’est donc pas unique. Dans ce travail, on s’affranchit de l’intersection de mé-
triques en construisant directement une unique métrique qui représente tous
les champs [Coupez et al., 2013]. Pour ce faire, l’ensemble des critères est
réuni dans un vecteur v, et l’estimateur d’erreur eij est à présent considé-
rer comme un vecteur dont les composantes correspondent aux estimateurs
d’erreurs relatifs à chacun des champs.

Soit le vecteur v composé de l’ensemble des champs d’intérêts :

v(X i) =

(
ui

‖ui‖
‖ui‖

maxj ‖uj‖
α

max(α)
· · ·

)
(2.90)

où u est la vitesse du fluide, ‖ui‖
max

j
‖uj‖

fait référence à la magnitude de la vitesse

normalisée sur l’ensemble des nœuds, et α correspond à un champ quelconque
tel que la température etc.
Par conséquent, l’estimateur d’erreur devient :

eij =
(
e1

ij e2
ij · · · en

ij

)
(2.91)

Ainsi en définissant une norme Lp adaptée, le facteur d’étirement sij devient :

sij =

(
‖e(N)‖p

‖eij‖p

) 1
2

(2.92)

Cette approche permet de réaliser une adaptation de maillage portant sur
plusieurs champs à la fois de manière peu coûteuse et directe. La majorité
des cas nécessitent une adaptation de maillage multi-critères, l’adaptation de
maillage sur les écoulements présentés dans les chapitres suivants porte sur
la norme de la vitesse et ses directions.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons rappelé les notions élémentaires pour l’étude
des maillages et décrit le fonctionnement du mailleur MTC issu des travaux
de [Coupez, 1991, Coupez, 2000, Gruau et Coupez, 2005] sur lequel repose
cette thèse. Nous avons ensuite approfondi les travaux de [Coupez, 2011]
et [El Jannoun, 2014] sur l’adaptation de maillage dynamique sur l’erreur
a posteriori basée sur les arêtes afin de proposer des améliorations pour la
construction de maillages anisotropes. L’approche proposée suit les travaux
de [Coupez, 2011] en utilisant un estimateur d’erreur basé sur les arêtes dé-
pendant du gradient reconstruit sur celles-ci, et en s’appuyant sur le tenseur
de distribution des longueurs pour définir l’orientation des arêtes. En re-
vanche comme dans [El Jannoun, 2014] on propose d’équidistribuer l’erreur
sur l’ensemble du maillage afin de déterminer le facteur d’étirement nécessaire
sur chaque arête. Cependant la méthode proposée dans cette thèse diffère sur
le dénombrement des éléments qui est réalisé de manière plus exacte comme
cela a été démontré, et par conséquent l’approche proposée se différencie sur
le calcul du facteur d’étirement. De plus, l’erreur y est bornée afin d’éviter
la création d’éléments dont la taille de maille est trop grande ou trop pe-
tite suivant les recommandations de l’utilisateur. Ces trois méthodes ont été
comparées et les qualités de la nouvelle approche proposée sont nombreuses,
on remarque notamment que la direction de l’anisotropie est bien mieux cal-
culée, de manière à proposer un maillage décrivant au mieux le phénomène
étudié même avec très peu d’éléments contrairement aux méthodes précé-
dentes.

La nouvelle méthode proposée pour l’adaptation de maillage dynamique
sera utilisée pour la valorisation du couplage avec la métrique couche limite,
développée au chapitre 3, à partir du chapitre 4 section 4.4. Autrement, nous
utiliserons la méthode proposée dans [Coupez, 2011].
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3.1 Introduction

Pour tout écoulement à grand nombre de Reynolds autour d’un profil,
on a généralement apparition d’un phénomène de turbulence à la suite d’une
instabilité dans l’écoulement laminaire. Le fluide considéré n’étant pas par-
fait, il possède une viscosité non nulle. Cette viscosité impose l’adhérence
du fluide à la paroi, soit une vitesse de l’écoulement nulle sur le profil. La
vitesse du fluide augmente en s’éloignant de la paroi jusqu’à atteindre celle
de l’écoulement libre. Cette zone près de la paroi où la vitesse du fluide est
inférieure à 99% de la vitesse de l’écoulement extérieur ue(x,∞) est appe-
lée la couche limite (Figure 3.1). Le concept fondamental de couche limite
a été introduit par Prandtl en 1904, qui suggéra de diviser le domaine en
deux régions, une proche paroi où la viscosité est prédominante et une autre
plus loin de la paroi où le fluide est considéré comme parfait. Cette approche
a permis de livrer une interprétation à bon nombre de phénomènes que la
théorie des fluides parfaits ne suffisait pas à expliquer.

u(δ) = 0, 99 · U∞

L

U∞

δ

x

y

Figure 3.1 – Couche limite sur une plaque plane d’épaisseur δ à une distance L

du bord d’attaque

La couche limite est un élément clé dans l’étude d’écoulements à haut
Reynolds, c’est le lieu où la turbulence survient, où les tourbillons prennent
naissance et où on observe des détachements. De telle sorte que la précision
de la simulation dépende essentiellement de la qualité du maillage dans la
couche limite. Le maillage dans la couche limite doit être suffisamment fin
selon le solveur utilisé pour capturer toutes les échelles du phénomène de
turbulence. Pour cela, revenons à la théorie des couches limites [Schlichting,
1979, Cousteix, 1989] et plus particulièrement à sa structure afin d’élaborer
un maillage satisfaisant pour l’étude de la couche limite.
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3.2 Théorie de la couche limite

Dans cette section, nous allons reprendre la théorie des couches limites
et nous appliquer à définir les grandeurs essentielles à sa caractérisation.
Nous étudierons ensuite les phénomènes physiques mis en jeu et décrirons le
profil de vitesse associé. Finalement, nous mettrons en exergue les difficultés
associées à la simulation numérique des couches limites.

3.2.1 Grandeurs utiles

Équations de couche limite

Dans un premier temps, reprenons les équations qui régissent la couche
limite, à savoir les équations de Navier-Stokes incompressibles appliquées à
un fluide newtonien non pesant (cf 1.2) :

∇ · u = 0
∂u
∂t︸︷︷︸

accélération locale

+ u · ∇u︸ ︷︷ ︸
accélération due à

la convection

= −1
ρ

∇P
︸ ︷︷ ︸

forces de pression

+ ν∆u︸ ︷︷ ︸
forces visqueuses

(3.1)

avec les conditions aux limites suivantes :

u · t|paroi = 0
u · n|paroi = 0

(3.2)

Ce système d’équations paraboliques est non-linéaire et ouvert.

La couche limite est la zone près de la paroi où les effets visqueux du
fluide sont prédominants, on parle même de cisaillement. Regardons alors de
plus près le terme des forces visqueuses, pour cela plaçons nous dans le cadre
d’un écoulement bidimensionnel tel que la tension visqueuse devienne :

µ

(
∂ux

∂y
+
∂uy

∂x

)
(3.3)

Or si la direction x est alignée avec la direction de l’écoulement libre
(comme sur la figure 3.1), alors (3.3) se simplifie de la manière suivante :

µ
∂ux

∂y
(3.4)

De plus le terme de convection apporte une contribution à la tension
totale de l’écoulement, on parle de tension turbulente dénommée tension de
Reynolds et qui s’écrit :

− ρ < u′
xu

′
y > (3.5)



78 Chapitre 3. Maillage couche limite

où le prime dénote la partie fluctuante du champ et <> est l’opérateur fai-
sant référence à la moyenne temporelle du champ.

Ainsi on définit la tension totale τ :

τ = −ρ < u′
xu

′
y > +µ

∂ux

∂y
(3.6)

Remarquons que les deux composantes de τ sont complémentaires et ont
des domaines de prépondérance bien distincts. En effet la tension de Rey-
nolds (3.5) s’annule sur la paroi, tandis que la tension visqueuse (3.4) diminue
au fur et à mesure que la distance à la paroi augmente. Ainsi la tension de
Reynolds est dominante dans tout l’écoulement excepté à proximité de la
paroi.

Sur la paroi, on définit la contrainte pariétale (contrainte de frottement
à la paroi) :

τp = µ
∂ux

∂y

∣∣∣∣
y=0

(3.7)

On définit également le coefficient de frottement pariétal, comme la contrainte
pariétale normalisée par la pression dynamique :

Cf =
τp

1
2
ρu2

e

(3.8)

De plus, la contrainte pariétale nous permet de définir la vitesse de frot-
tement uτ qui correspond à la vitesse du fluide à proximité immédiate de la
paroi :

uτ =
√
τp

ρ
(3.9)

Finalement, rappelons que le paramètre essentiel à l’étude des écoule-
ments fluide-structure et plus particulièrement de leur couche limite, est le
nombre de Reynolds local défini par la relation suivante :

Rex =
ρxU∞

µ
(3.10)

avec x la distance au bord d’attaque le long du profil.

Épaisseurs de couche limite

On définit conventionnellement l’épaisseur de la couche limite δ comme
la distance à la paroi tel que :

u(x, δ)
ue(x)

= 0.99 (3.11)
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Cette définition n’est pas satisfaisante dans la mesure où elle ne traduit pas
un caractère physique de l’écoulement. Ainsi, deux autres quantités beaucoup
plus significatives du point de vue physique ont été développées : l’épaisseur
de déplacement et l’épaisseur de quantité de mouvement.

L’épaisseur de déplacement δ∗ caractérise la perte de débit-masse au tra-
vers d’une section de la couche limite par rapport au cas de l’écoulement de
fluide parfait incompressible.

δ∗ =
δ∫

0

(
1 − u

ue

)
dy (3.12)

L’épaisseur de quantité de mouvement θ caractérise la perte de quantité
de mouvement dans la couche limite par rapport au cas d’écoulement de
fluide parfait.

θ =
δ∫

0

u

ue

(
1 − u

ue

)
dy (3.13)

On définit également le facteur de forme H = δ∗

θ
comme le rapport de ces

deux grandeurs, il permet de décrire l’évolution de la couche limite.
De plus on définit un nombre de Reynolds basé sur l’épaisseur de quantité
de mouvement :

Reθ =
U∞θ

ν
(3.14)

von Kármán a établit une équation mettant en relation le coefficient de
frottement, les épaisseurs de déplacement et de quantité de mouvement et la
distribution de vitesse extérieure ue :

Cf

2
=
dθ

dx
+ (H + 2)

θ

ue

due

dx
(3.15)

Structure de la couche limite

La couche limite est composée de plusieurs couches de fluides, les unes
au dessus des autres, dans lesquelles le comportement du fluide diffère. On
distingue deux types d’écoulements, les écoulements laminaires qui sont des
écoulements réguliers avec des lignes de courants parallèles à la paroi, tan-
dis que les écoulements turbulents sont chaotiques, il s’agit en effet d’une
superposition de tout un ensemble de mouvements d’échelles très variées. A
l’intérieur des mouvements de grande échelle se forment des mouvement de
plus petites échelles qui eux-même renferment des mouvements d’échelles en-
core plus petites. Il existe une limite inférieure à la taille des tourbillons, en
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effet la viscosité dissipe les plus petites structures et leur énergie cinétique
sous forme de chaleur. L’échelle de longueur caractéristique associée aux plus
petites structures est la suivante :

η =

(
ν3

ǫ

) 1
4

(3.16)

où ǫ = v3/l par analyse dimensionnelle, avec v =
√
k l’échelle de vitesse

caractéristique fonction de l’énergie cinétique et l l’échelle de longueur carac-
téristique pour les plus grosses structures.

La formation de ces tourbillons d’échelles variées s’explique grâce au
concept de cascade d’énergie introduit par Kolmogorov [Kolmogorov, 1991].
Les forts gradients de vitesse à proximité de la paroi engendre des struc-
tures turbulentes par un transfert d’énergie du mouvement moyen vers le
mouvement turbulent, ce sont les plus grosses structures rencontrées dans
l’écoulement. Ces structures soumises au phénomènes d’étirement tourbillon-
naire donnent naissance à des structures plus petites tout en leur transférant
de l’énergie. Les grosses structures ont un champ de vitesse propre et elles
produisent des structures plus petites qui leurs extraient de l’énergie. Ce
processus se répète jusqu’à ce que les structures deviennent si petites que la
viscosité puisse agir et détruire leur énergie en chaleur. Ainsi les écoulements
turbulents favorisent le mélange ce qui engendre un gradient de vitesse d’au-
tant plus intense au niveau de la paroi comme on peut l’observer sur la figure
3.2.

Laminaire

Turbulent

y

ux

Figure 3.2 – Comparaison des profils de vitesse pour un écoulement laminaire et
un écoulement turbulent
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Revenons à la définition de la couche limite comme une superposition de
couches de fluides renfermant des tourbillons de tailles de plus en plus petites
à mesure que la distance à la paroi diminue. De ce fait, dans une première
sous-couche l’écoulement est laminaire c’est ici que la dissipation s’opère, et
progressivement d’une couche à la suivante l’écoulement retrouve un carac-
tère pleinement turbulent, et on rencontre des tourbillons de taille de plus
en plus grande. Ainsi pour capturer précisément le comportement physique
du fluide dans la couche limite, le maillage doit respecter cette structure.
Autrement dit, le maillage est organisé en strates, où la première couche de
mailles a une épaisseur hmin et l’épaisseur des couches augmente à mesure
que la distance à la paroi augmente suivant un facteur de croissance α, et
ainsi de suite, jusqu’à ce que l’épaisseur globale de la couche limite δ soit
atteinte (Figure 3.3).

hmin.α
n−1

hmin.α

Epaisseur de la

Sous-couche n

Sous-couche 3

Sous-couche 2

Sous-couche 1hmin

δ
couche limite

Figure 3.3 – Structure de la couche limite

L’épaisseur de la première couche de mailles hmin est définie par :

hmin =
y+

0 ν

uτ

(3.17)

où y+
0 représente la distance adimensionnée à la paroi pour la première maille,

qui est fixée en fonction de la précision attendue et des ressources de calcul
disponibles.

En combinant (3.9) et (3.8) dans (3.17) nous pouvons réécrire l’expres-
sion de la taille de maille minimum dans la couche limite hmin en fonction du
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nombre de Reynolds ReL = ρLU∞

µ
de l’écoulement étudié à une longueur ca-

ractéristique du bord d’attaque L, suivant le coefficient de frottement pariétal
Cf et avec la précision souhaitée pour le maillage y+

0 :

hmin =
Ly+

0

ReL

√
Cf

2

(3.18)

De plus, la loi empirique de Blasius donne, pour un écoulement lami-
naire, une approximation de l’épaisseur de couche limite δlam [Cousteix, 1989,
Schlichting, 1979] :

δlam

L
=

5

Re
1/2
L

(3.19)

alors qu’en turbulent on a :

δturb

L
=

0.38

Re
1/5
L

(3.20)

Finalement, le dernier paramètre nécessaire pour pleinement déterminer
la structure de la couche limite est le facteur de croissance α, tel que la taille
de maille augmente à mesure que la distance à la paroi augmente, α est
conventionnellement pris égal à 1.2.

De plus, on déduit des paramètres précédemment définis le nombre de
strates composant la couche limite en utilisant la relation suivante :

n = ln
(

1 − δ
1 − α

hmin

)
× 1

ln(α)
(3.21)

3.2.2 Phénomène de décollement

En aérodynamique, la couche limite est la source de tous les phénomènes
de turbulence développée, nous allons étudier un peu plus en détails ces phé-
nomènes et le profil de l’écoulement associé.

Considérons l’écoulement d’un fluide autour d’un cylindre (Figure 3.4).
Dans le cas d’un écoulement sans frottement, les particules de fluides accé-
lèrent de D à E et décélèrent de E à F telles qu’elles aient la même vitesse en
F qu’en D. Cependant, dans la couche limite les frottements sont non négli-
geables, ainsi une telle particule perd tellement d’énergie cinétique pour aller
de D à E qu’elle n’en a plus assez pour aller de E à F. Ainsi la particule tend
à s’arrêter et repartir dans le sens inverse dans cette région où la pression
augmente fortement, c’est ce qu’on appelle le décollement de la couche limite
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D
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F
S

p

D

E

F

Figure 3.4 – Décollement de la couche limite [Schlichting, 1979]

[Schlichting, 1979].

En effet, le phénomène de décollement se produit lorsqu’une couche limite
se développe en présence d’un gradient de pression adverse, c’est à dire tel
que la pression croît dans le sens de l’écoulement. Si ce gradient de pression
est suffisamment intense, la vitesse des particules de fluides va diminuer jus-
qu’à s’annuler et devenir négative : on dit que la couche limite décolle. On
définit l’abscisse de décollement S comme la position à laquelle la contrainte
pariétale s’annule : τp = 0 (cf Figure 3.5).

Dans la zone dite de recirculation qui suit le décollement, on a en gé-
néral un développement d’instabilités et l’écoulement devient turbulent. Le
décollement de la couche limite joue un rôle très important en aéronautique.
En effet pour une valeur critique de l’incidence, la couche limite décolle du
profil, entraînant la formation d’une zone de recirculation tourbillonnaire et
d’un sillage épais, qui conduisent à une chute brutale de la portance et à
une augmentation de la traînée : c’est le phénomène de décrochage. Ainsi la
prédiction du décollement est un enjeu crucial en aérodynamique.

Notons que la turbulence accroît la capacité de mélange de l’écoulement,
ainsi dans une couche limite turbulente l’énergie cinétique est plus grande
que dans une couche limite laminaire. Par conséquent, une couche limite tur-
bulente est beaucoup plus résistante au phénomène de décollement, elle ne
décolle que pour des gradients de pression beaucoup plus intenses.
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Figure 3.6 – Solution de Blasius
(

u

ue
= f(η)

)

η = y

√
ue

νx
(3.22)

3.2.4 Couche limite turbulente

Les écoulements aéronautiques, éoliens, etc., atteignent rapidement des
nombres de Reynolds supérieurs à 106. Ces écoulement sont donc sans aucun
doute de type turbulent. En effet, la plupart des écoulements rencontrés en
pratique ne présentent pas les propriétés idéales laminaires. A grande vitesse,
des instabilités surviennent du fait d’imperfections (par exemple la rugosité
de la paroi), ainsi l’écoulement devient instationnaire, on parle de régime
transitoire instable, avant de devenir pleinement turbulent. L’écoulement de
couche limite turbulente est schématisé sur la figure 3.7.

En régime turbulent, le profil de vitesse croît beaucoup plus rapidement
avec la distance à la paroi (Figure 3.7) et par conséquent la tension vis-
queuse (3.4) est bien plus élevée en régime turbulent. Ainsi la couche limite
turbulente résiste beaucoup mieux aux gradients de pression adverses : elle
est donc plus difficile à faire décoller. De plus, elle est plus épaisse que son
homologue laminaire.
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Figure 3.7 – Couche limite turbulente sur une plaque plane

Profil de vitesse dans la couche limite turbulente

Contrairement à la couche limite laminaire, il n’existe pas de solution
exacte pour le profil de vitesse sur le cas de plaque plane pour une couche
limite turbulente. Il n’est pas possible de résoudre exactement les équations
de Navier-Stokes telles quelles car il s’agit d’un système indéterminé du fait
de la présence de la tension de Reynolds, qui correspond à l’inconnue supplé-
mentaire. Cependant un profil de vitesse approché [Corre, 2005] est détaillé
ci-dessous.

On cherche le profil de vitesse dans la couche limite turbulente, elle est
composée de deux régions, la région interne proche de la paroi où les effets
de la viscosité sont important et la région externe où la contrainte turbulente
prend l’ascendant.

Région interne

Prés de la paroi la contrainte visqueuse est dominante, car les vitesses
moyennes et les fluctuations de vitesse tendent vers zéro, ainsi :

τ = µ
∂ux

∂y
(3.23)

Les grandeurs cinématiques sont reliées aux paramètres internes de la
couche limite, à savoir uτ , la vitesse de frottement à la paroi et ν la viscosité
cinématique du fluide à l’aide de grandeurs adimensionnelles. On définit la
vitesse adimensionnée u+ comme le rapport de la vitesse ux par la vitesse à
la paroi uτ .

u+ =
ux

uτ

(3.24)

De la même manière on définit la distance à la paroi adimensionnée y+ comme
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le rapport de la distance au profil y par une échelle de longueur caractéris-
tique, la longueur visqueuse :

hmin

y+
0

=
ν

uτ

(3.25)

Tel que :
y+ =

yuτ

ν
(3.26)

Soit la fonction f(y+), appelée loi de paroi, une fonction universelle in-
dépendante en particulier de l’épaisseur de couche limite, de la vitesse exté-
rieure et du gradient de pression. Dans la région interne on cherche le profil
de vitesse sous la forme :

u+ = f(y+) (3.27)

Cette région se décompose en trois zones principales décrites ci-dessous.

• Sous couche visqueuse y+ < 5
Quand y tend vers zéro on a :

τ = µ
∂ux

∂y
≃ µ

ux

y
(3.28)

Soit en introduisant l’échelle caractéristique de vitesse dans cette zone (uτ )
définie par (3.9), on obtient :

u+ = y+ (3.29)

On admet que la loi de paroi s’étend sur une distance suffisante pour que
la contrainte visqueuse devienne négligeable devant la contrainte turbulente.
On parle de sous couche visqueuse.

• Zone logarithmique 50 < y+ < 500
Dans cette zone le frottement entre les filets de l’écoulement est essentiel-

lement dû à l’agitation turbulente (−ρ < u′v′ > ≫ µ∂ux

∂y
). On se trouve à la

transition entre les régions interne et externe.

Dans la région interne loin de la paroi,
∂ux

∂y
ne dépend que de y, τp et ρ,

ainsi :
∂ux

∂y
yτ

- 1
2

p ρ
1
2 = cste (3.30)

En variable de paroi, cette formule devient :

∂u+

∂y+
y+ =

1
κ

(3.31)
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Par intégration on obtient :

u+ =
1
κ

ln(y+) +B (3.32)

Cette loi est valable dans la région interne loin de la paroi. Elle fait partie de
la loi de paroi et est donc, de même, universelle. La constante de von Kármán
κ vaut 0, 41, et la constante d’intégration B est voisine de 5.

La loi logarithmique est l’une des propriétés les plus importantes de la
couche limite et des écoulements turbulents en général.

• Zone tampon - Spalding (1961)
Le raccordement de la loi linéaire valable dans la sous-couche visqueuse et

du profil logarithmique valable dans la partie supérieure de la couche interne
se fait progressivement dans une région tampon suivant le profil de vitesse
suivant :

y+ = u+ + e-κB
(
eκu+ − 1 − κu+ − 1

2
(κu+)2 − 1

6
(κu+)3

)
(3.33)

Région externe

Dans la région externe de la couche limite, la structure de l’écoulement
est entièrement contrôlée par la turbulence. Le terme de frottement turbulent
devient progressivement prépondérant par rapport à la contrainte visqueuse
à mesure que la distance à la paroi augmente. Si bien que lorsque l’on s’ap-
proche de la frontière de la région interne, la contrainte visqueuse devient
négligeable.

• Couche extérieure y+ > 500
La différence entre la vitesse moyenne dans cette zone et la vitesse exté-

rieure ue est de l’ordre de grandeur de la vitesse de frottement uτ .

ue − u

uτ

= −1
κ

ln(η) + A (3.34)

avec η = y
δ

et la constante d’intégration A proche de 2.35. Cette relation
exprime la loi de vitesse déficitaire.

• Loi de recouvrement
Il est nécessaire de s’assurer que la zone logarithmique et la couche ex-

térieure se recouvre correctement. Ceci est un peu délicat vu l’indépendance
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des profils de vitesse (3.32) et (3.34) l’un vis à vis de l’autre. Une telle ap-
proche est possible que s’il existe une région intermédiaire où les deux profils
sont simultanément valables.

Suivant cette théorie on veut avoir simultanément y+ → ∞ et η → 0. Or
on remarque que :

y+

η
=
uτδ

ν
= Rτ (3.35)

D’où le raccord n’est possible que si Rτ tend vers l’infini. Dans ce cas là, le
profil de vitesse est donné par les deux équations suivantes :





u

uτ

=
1
κ

ln
(
yuτ

ν

)
+B

ue − u

uτ

=
1
κ

ln
(
y

δ

)
+ A

(3.36)

Par combinaison, on obtient :

ue

uτ

=
1
κ

ln

(
uτδ

ν

)
+ A+B (3.37)

Or par définition on a :

uτ = ue

(
Cf

2

) 1
2

(3.38)

D’où :
(
Cf

2

)- 1
2

=
1
κ

ln


 δ
ν

(
Cf

2

) 1
2


+ A+B (3.39)

La comptabilité de la loi de paroi et de la loi de vitesse déficitaire est donc
assurée si le coefficient de frottement satisfait l’équation (3.39).

• Zone de sillage
Lorsque l’on s’éloigne de la paroi dans la région externe, le déficit de

vitesse ne dépend plus seulement de η mais varie également en fonction du
gradient de pression extérieure. Coles a proposé en 1952 d’introduire une
correction additive à la loi (3.34) [Coles, 1956], ce profil de vitesse a ensuite
été peaufiné par Simpson (1970) et Purtell (1981) pour obtenir la forme
suivante :

ue − u

uτ

= − 1
K ln(η) − Π

KW (η) + 2
Π
K (3.40)
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avec la fonction correctrice W (η) = 2 sin2(π
2
η) et le paramètre de sillage

Π = Π(β) où β dépend du gradient de pression extérieur. Une approxima-
tion expérimentale a été donnée par White tel que : Π ≈ 0.8(β + 0.5)0.75

Le profil de vitesse pour la couche limite turbulente est tracé en variable
interne avec une échelle logarithmique (Figure 3.8), ce qui donne un effet
loupe sur la région interne. Bien qu’établis sur le cas de plaque plane, ce
profil est souvent utilisé pour approcher le profil de vitesse sur une géométrie
quelconque. On note également la validité de ce profil pour tout nombre de
Reynolds associé à un régime turbulent.
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Figure 3.8 – Profil de vitesse à travers la couche limite turbulente d’une plaque
plane
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3.2.5 Résultats numériques

Dans cette partie nous allons tenter de reproduire les profils théoriques
de plaque plane pour un écoulement laminaire et un écoulement turbulent
avec le solveur éléments finis VMS (voir section 1.4 pour plus de détails) et
l’adaptation de maillage proposée par Thierry Coupez (décrite en section 2.4
(a)). Nous mettrons ainsi en évidence la grande influence du maillage sur la
résolution et montrerons les limites de l’adaptation de maillage.

Pour ce faire on met en place le cas de plaque plane présenté sur la figure
3.9 conformément au benchmark proposé par la NASA [Rumsey, 2016].

0.35 m 2 m

1 m

Entrée

ux = uy = 0uy = 0

ux = U∞

uy = 0
Sortie

Plaque plane

Figure 3.9 – Configuration du cas de plaque plane

On effectue une simulation pour le régime laminaire avec un nombre de
Reynolds ReL = 104 pour une longueur caractéristique L = 1 m, ce qui se
traduit par une vitesse d’entrée U∞ = 1 m·s-1, et une viscosité cinématique
ν = 10-4 m2· s-1. La simulation est lancée avec un pas de temps dt = 0.01
s pour un temps total de 4 s. On présente le champ de vitesse solution et
le maillage adapté sur cette dernière composé de 10000 éléments sur la fi-
gure 3.11. On compare le profil de vitesse obtenu pour une contrainte sur
le nombre d’éléments croissante au profil théorique de Blasius sur la figure
3.10. On observe bien une convergence en maillage vers le profil de vitesse
théorique de Blasius. Le tableau 3.1 recense les épaisseurs de couche limite
et les coefficients de frottement pour les différents maillages, celle-ci semble
converger vers δ = 4 · 10-2 ce qui est très proche de la valeur théorique at-
tendue δ = 5 · 10-2. Ainsi l’adaptation de maillage associée au solveur VMS
permet bien une résolution précise de l’écoulement laminaire sur une plaque
plane.
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Figure 3.13 – Profil de vitesse à travers la couche limite turbulente d’une plaque
plane pour une adaptation avec 100000 éléments par rapport au
profil théorique

La génération de maillage de couche limite pour un écoulement visqueux
est nécessaire pour mesurer avec précision le profil de vitesse proche des
parois. Le maillage est donc adapté pour capter cette particularité. En effet,
si la taille de maille est trop grande au départ, il sera impossible par la suite
de retrouver l’intégralité des perturbations et le calcul pourra être amené à
converger vers une mauvaise solution.

3.3 Maillage de la couche limite

La couche limite est la zone la plus importante lors de la résolution d’un
écoulement fluide-structure à grand nombre de Reynolds autour d’une géo-
métrie complexe. Sa discrétisation est un point clé de la convergence de la
solution du calcul. En effet la taille des éléments, leur rapport d’aspect et
les directions correspondantes ont un impact sur la précision et l’efficacité
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du calcul autant que leur variation progressive de forme. Il est clair que tel
que proposée l’adaptation de maillage ne suffit pas à résoudre précisément la
couche limite (3.2), nous proposons ici de construire un maillage a priori à
partir de la théorie des couches limites. Si bien que le maillage soit correcte-
ment raffiné dès le début de la simulation dans la couche limite et permette de
capter l’intégralité des perturbations qui s’y produisent. De plus, ce maillage
a vocation à satisfaire toute l’étendue de la simulation sans remaillage.

La construction d’un maillage est une tâche difficile, d’autant plus lors-
qu’une géométrie complexe est impliquée, et grande consommatrice de temps
humain. Un des enjeux majeurs de ces dernières années est donc d’automa-
tiser cette construction de telle sorte que l’utilisateur n’ait plus à intervenir.
La méthode la plus couramment utilisée pour automatiser la construction
de maillage est une variante de la méthode frontale (advancing front), dé-
nommée advancing layer [Pirzadeh, 1994, Hassan et al., 1996, Garimella et
Shephard, 2000, Bottasso et Detomi, 2002, Loseille et Löhner, 2011, Alau-
zet et Marcum, 2015]. Cette méthode est intéressante car elle permet de
construire le maillage volumique de la couche limite strate par strate à partir
de l’extrusion du maillage de la surface de la géométrie et ainsi d’obtenir une
couche limite parfaitement structurée. Elle est souvent couplée avec des tech-
niques de maillages hybrides qui permettent de limiter le nombre d’éléments
et d’assurer une parfaite orthogonalité des éléments à la surface [Marcum,
1995, Connell et Braaten, 1995, Ito et Nakahashi, 2002, Sahni et al., 2006].
Cependant, la méthode advancing layer nécessite de réaliser avec précaution
un grand nombre de vérifications de proximité et de non-intersection lors
de la création d’une nouvelle couche, ce qui est très coûteux et complexe à
mettre en œuvre. De plus, une fois le maillage de couche limite réalisé, il est
encore nécessaire de mailler le reste du volume avec une méthode classique,
cependant l’existence de ce maillage n’est pas assurée. Dans ce travail nous
souhaitons construire la couche limite le plus simplement possible, c’est à dire
sans intervention au niveau du mailleur et en se contentant d’un maillage non
structuré. Ainsi une nouvelle méthode est proposée, celle-ci repose sur l’adap-
tation de maillage basée sur les métriques et leur assemblage est fonction de
la distance à la surface de la géométrie et de sa courbure.

Cette partie s’organise autour de l’assemblage de la métrique permettant
la construction du maillage couche limite, dans un premier temps on va dé-
terminer les tailles de mailles à appliquer et leur répartition, dans un second
temps on va s’appliquer à définir les directions correspondantes, et finale-
ment s’intéresser à la courbure pour parfaire la métrique. Dans un dernier
paragraphe, on présentera les maillages obtenus sur diverses géométries, et
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quelques résultats de simulations associées.

3.3.1 Taille de maille

Géométrie immergée

Ce travail s’inscrit dans le cadre général des domaines monolithiques,
où des géométries sont immergées dans le domaine en utilisant un maillage
de surface (STL stereolithography format), ou directement via un NURBS
[Hachem et al., 2013b, Veysset, 2014] (voir détails en section 1.5). La première
étape de l’algorithme d’adaptation de maillage proposé est la construction
d’un champ levelset φ sur le maillage de calcul Ωh pour repérer la géométrie
immergée Ωim. Il est obtenu par le calcul de la distance minimum entre
la géométrie immergée et les nœuds du maillage de calcul [Bruchon et al.,
2009]. Ainsi l’interface Γim est définie comme l’iso-valeur zéro de la fonction
levelset :





φ(X) = d(X,Γim), X ∈ Ωh ∩ Γim

φ(X) = −d(X,Γim), X ∈ Ωh\Γim

Γim = {X, φ(X) = 0}
(3.41)

Notons que le même algorithme peut être utilisé sur un maillage body-
fitted, maillage où l’interface de la géométrie est concourante avec les bords
du domaine. L’utilisation de géométries immergées présente un grand intérêt
pour faciliter et automatiser la génération de maillage autour de géométries
complexes. Le principal inconvénient de la méthode immergée repose sur la
difficulté de représenter l’interface de la géométrie de manière continue [Quan
et al., 2014]. En effet il est nécessaire de soigner le maillage pour représenter
fidèlement l’interface entre le fluide et le corps immergé comme le montre
la figure 3.14. On s’appliquera donc dans ce travail, en plus de construire
la couche limite, à discrétiser convenablement l’interface quelle que soit sa
complexité.

Le maillage initial est choisi arbitrairement grossier, il peut donc être dif-
ficile de repérer l’interface de la géométrie notamment quand la dimension
caractéristique de la géométrie est plus petite que la taille d’un élément de
maillage. Nous proposons dans ce cas d’utiliser une procédure de pré-maillage
itérative qui consiste à insérer des nœuds supplémentaires autour de la géo-
métrie comme décrit sur la figure 3.15.

Cette procédure consiste à calculer la taille de maille initiale dénotée
hback, puis à raffiner les éléments qui se trouvent à une distance inférieure à
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Γim Γ∗
im

Figure 3.14 – Illustration de l’interface Γim en rose sur un maillage isotrope
grossier en haut et un maillage anisotrope adapté en bas, et la
représentation discrète obtenue Γ∗

im à gauche

2 × hback de l’interface de la géométrie. Cette procédure est répétée autant
de fois que nécessaire.
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hback

R = 2 × hback

Figure 3.15 – Procédure de pré-maillage pour un maillage initial grossier

Rappel taille de maille théorique

Les tailles de mailles dans la couche limite sont déterminées à l’aide de
la théorie des couches limites et détaillées dans la section 3.2.1. On rappelle
l’expression simplifiée de la taille de maille minimum hmin :

hmin =
Ly+

0

ReL

√
Cf

2

(3.42)

où le coefficient de frottement pariétal Cf est défini comme suit en fonction
de la contrainte pariétale τp :

Cf =
τp

1
2
ρu2

e

avec τp = µ
∂ux

∂y

∣∣∣∣
y=0

(3.43)

Or, la contrainte de frottement pariétale dépend de la dérivée de la vitesse
perpendiculairement à la paroi, à son voisinage. Il suffit donc de mesurer le
champ de vitesse pour en déduire la valeur de τp. Cependant, la vitesse va-
riant très rapidement au voisinage de la paroi, il est très délicat d’estimer
correctement cette dérivée. En revanche, on peut plus raisonnablement uti-
liser la loi (3.34), où la solution du champ de vitesse est plus stable, sous la
formulation suivante pour déterminer Cf :

u

ue

=
1
K ln

(
yue

ν
γ
)

+Bγ avec γ =
(
Cf

2

) 1
2

(3.44)

Cependant, nous avons vocation à construire un maillage a priori, c’est à dire
avant la résolution de l’écoulement et donc sans aucune connaissance sur le
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champ de vitesse. Une approximation du coefficient de frottement pariétal
Cf a été proposée par Schlichting [Schlichting, 1979] pour tout écoulement
ayant un nombre de Reynolds inférieur à 109 :

Cf = [2 log10(ReL) − 0.65]-2.3 (3.45)

Cette approximation a été développée sur le cas de plaque plane mais reste
applicable pour une grande variété de cas. Nous utiliserons par la suite cette
approximation pour déterminer la taille de maille minimum hmin dans la
couche limite.

Rappelons également que le facteur de croissance α est conventionnelle-
ment fixé à 1.2.

Multi-levelset

Afin de construire le maillage de la couche limite strate par strate de
manière structurée avec des éléments non structurés, la seconde étape de
l’algorithme d’adaptation de maillage proposé est de localiser, en utilisant la
méthode multi-levelset, toutes les sous-couches nécessaires dans l’épaisseur
de la couche limite comme schématisé sur la figure 3.16. L’extrémité externe
de chaque sous-couche est repérée par l’iso-valeur zéro de la fonction levelset
associée à celle-ci telle qu’une maille soit prescrite dans la direction normale
à la surface entre chaque fonction levelset. Ainsi les sommets à l’intérieur
de chaque strate sont bien identifiés et les tailles de mailles correspondantes
peuvent y être imposées. Cette technique est très intéressante car elle dirige
le maillage et le structure en même temps.

La première sous-couche est située entre l’iso-valeur zéro de la fonction
levelset associée à la géométrie immergée Level[0] et l’iso-valeur zéro de la
fonction levelset associée à la première strate Level[1], qui correspond en
fait à l’iso-valeur hmin de Level[0]. Où hmin est également la taille de maille
imposée dans cette strate. De même, la k-ième strate est située entre l’iso-
valeur zéro de la fonction levelset associée à la (k−1)-ième strate, Level[k−1],
et l’iso-valeur hn de Level[k − 1], où hn = hmin · αk−1 est la taille de maille
imposée dans la direction normale dans la k-ième strate. De plus, la levelset
de la k-ième strate, Level[k], est également égale à la levelset de l’objet,
Level[0], au même sommet plus l’épaisseur des k − 1 premières strates. Tel
que :

Level[k] = Level[k − 1] + hmin · αk−1

= Level[0] + hmin(1 − αk)/(1 − α)
(3.46)
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Level n = extrémité de la couche limite

Level 1

Level 2Level 0
= surface de la géométrie

Figure 3.16 – Représentation de l’iso-valeur zéro de la fonction levelset associée
à chaque strate de la couche limite

Et ainsi de suite jusqu’à l’extrémité de la couche limite, représentée par la
n-ième strate (voir Figure 3.3).

Remarque. Dans certaines applications, la physique à l’intérieur de la géomé-
trie immergée n’est pas étudiée il est alors intéressant de minimiser autant
que possible le nombre de sommets à l’intérieur de la géométrie en utilisant
un grand facteur de croissance à mesure que la distance à l’interface aug-
mente. Cependant pour assurer un calcul précis prés de la paroi nous devons
garantir que l’interface soit toujours bien discrétisée. Pour cela nous dupli-
quons les trois premières strates de la couche limite en termes de tailles de
maille dans la direction normale du côté interne de l’interface. Cela permet
d’économiser un grand nombre de degrés de libertés et ainsi du temps de
calcul.

Évolution de la taille de maille sur le reste du domaine

Pour résoudre précisément les champs d’intérêts (i.e la vitesse, la pression,
la température etc.), un maillage fin est nécessaire à proximité de l’interface
(à l’extérieur de la couche limite) et dans le sillage. Par une approche simi-
laire, il est possible de prescrire la distribution de taille de maille sur le reste
du domaine en couplant une loi d’évolution de taille de maille à une fonction
distance. Il est ainsi possible de contrôler la taille des éléments à proximité
de la géométrie et dans le sillage aussi bien que d’augmenter progressivement
la taille de maille loin de l’interface et ainsi minimiser le nombre total d’élé-
ments. La qualité du maillage, et de fait la précision de la solution, dépendent
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fortement de l’évolution progressive de la taille de maille sur le domaine.

Pour cela, nous proposons simplement de définir deux boîtes virtuelles
sur les bords desquelles nous allons définir une fonction levelset. La première
boîte couvre tout le domaine, notée Box1, tandis que la seconde englobe la
zone d’interface immergée et les zones à maintenir relativement raffinées (i.e.
le sillage), notée Box2, (Figure 3.17). La position et les dimensions de la Box2
sont définies par l’utilisateur final en fonction de l’écoulement étudié et du
maillage souhaité.

Finalement, pour assurer une transition progressive à travers ces zones,
on impose une loi d’évolution linéaire de la taille de maille telle qu’elle évolue
de la taille de maille maximum de la couche limite, hmin · αn−1, à la taille
de maille maximum définie sur Box2 (H2) linéairement en fonction de la dis-
tance. Puis une loi d’évolution logarithmique est appliquée de Box2 à Box1.

Jusqu’ici toutes les tailles de mailles obtenues hn ont été calculées dans la
direction normale à la paroi, et peuvent ainsi être rassemblées pour construire
un maillage isotrope grâce à la métrique suivante :

M =




1
h2

n
0 0

0 1
h2

n
0

0 0 1
h2

n


 =

1
h2

n

Id (3.47)
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Figure 3.17 – Représentation de la subdivision du domaine en boîtes

3.3.2 Directions des éléments

Remarquons que pour les écoulements à grand nombre de Reynolds, la
taille de maille minimum dans les premières strates tend vers des valeurs infi-
niment petites ce qui, dans le cas d’un maillage isotrope, engendre un nombre
extrêmement important d’éléments de maillage et demande d’énormes res-
sources de calcul. Or la couche limite est caractérisée par un fort gradient de
vitesse dans la direction normale à la paroi, ce qui engendre un comportement
très anisotrope. De plus, les éléments anisotropes sont particulièrement inté-
ressant pour améliorer l’efficacité de calcul. C’est pourquoi nous proposons
d’utiliser des éléments anisotropes dans la couche limite avec de grands rap-
ports d’aspect Ra dans la direction tangente à la surface. Si bien que la taille
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de maille dans la direction tangente ht est définie de la manière suivante :

ht = Ra × hn (3.48)

Cependant il est nécessaire d’assurer une transition progressive des élé-
ments fortement anisotropes sur l’interface vers les éléments quasi-isotropes à
l’extérieur de la couche limite afin de garantir une bonne qualité de maillage.
Pour ce faire, nous allons mettre à profit la méthode multi-levelset et ainsi
diminuer progressivement le rapport d’aspect à mesure que la distance à l’in-
terface de la géométrie augmente jusqu’à l’extrémité de la couche limite. Le
ratio d’anisotropie est fixé tel que ht soit égale à la taille de maille maximum
dans Box2 (H2) en utilisant l’expression suivante :

Ra =
H2

hn

(3.49)

Nous montrerons qu’une telle continuité dans la taille de maille tangente pro-
duit le maillage pseudo-structuré souhaité.

La dernière étape pour construire la métrique pour le maillage de couche
limite anisotrope, consiste à définir précisément les directions associées aux
tailles de mailles précédemment définies. Par conséquent, soit P un sommet
du maillage près de l’interface de la géométrie immergée, soit N le vecteur
normal à la surface, avec φ la fonction levelset associée à la surface :

N = − ∇φ(P )
|∇φ(P )| (3.50)

Le plan tangent à la surface en P est défini par Id−N·NT, tel qu’une solution
pour la métrique soit :

M =





1
h2

n

N · NT +
1
h2

t

(Id − N · NT) à l’intérieur de Box2, où ht = H2

1
h2

t

Id à l’extérieur de Box2

(3.51)
Il y a de nombreux inconvénients à cette formulation. Premièrement, la

taille de maille dans la direction tangente à la surface ne dépend pas de la
forme de la géométrie, de sa courbure, ni de sa complexité. Deuxièmement,
cette méthode ne permet la définition que d’une seule direction tangente et
n’est donc pas adaptée aux cas 3D. En effet une géométrie peut avoir une
forme complètement différente dans ses deux directions tangentes. Finale-
ment, les directions tangentes ne sont pas bien définies, si bien que l’interface
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de la géométrie n’est pas précisément recouverte par des faces d’éléments de
maillage en 3D, et l’interface n’est donc pas continument représentée. Néan-
moins, cette formulation pour la métrique est exacte en terme de directions
en 2D.

3.3.3 Courbure

Dans cette partie, nous allons étudier la courbure d’une géométrie quel-
conque en trois dimensions pour définir convenablement les directions tan-
gentes et les tailles de mailles associées afin d’en assurer une représentation
fidèle. De plus, l’objectif est d’en déduire un ratio d’anisotropie approprié en
fonction de la forme de la géométrie et de nous assurer que l’interface est
discrétisée de manière précise.

Dans un premier temps, on définit l’opérateur de forme S au nœud P :

S(P ) = ∇T N(P ) =
1

|∇φ(P )|(I − N · NT)Hes(φ)(P ) (3.52)

La matrice hessienne Hes(φ) mesure la variation au second ordre de la fonc-
tion distance φ tandis que I − N · NT la projette sur le plan tangent. Par
conséquent, il est clair que S · N = 0, tel que N est un vecteur propre de S

associé à la valeur propre zéro.

Les deux autres valeurs propres de S et leurs vecteurs propres correspon-
dants sont exactement les courbures principales (κmin et κmax) et les directions
principales associées à la surface de la géométrie en P .

Pour déterminer ces valeurs propres, cherchons les racines de :

det(S − λId) = 0 (3.53)

En trois dimensions, on sait que :
{

det(S − λI3) = λ3 − tr(S)λ2 + Z(S)λ− det(S)
Z(S) = −1

2
(tr(S2) − tr(S)2)

(3.54)

Comme zéro est valeur propre de S, det(S) est nécessairement nul. De plus,

det(S − λI3) = λ(λ− κmax)(λ− κmin) (3.55)

Tel que,
λ2 − (κmax + κmin)λ+ κmaxκmin = 0 (3.56)
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Finalement, 



κmax = tr(S) +
√(

tr(S)
2

)2 − Z(S)

κmin = tr(S) −
√(

tr(S)
2

)2 − Z(S)
(3.57)

Les vecteurs propres associés (T1,T2) sont calculés à partir d’un pivot
de Gauss, tels que (N,T1,T2) soit une base orthonormale en P .

Une fois les directions et leurs courbures associées déterminés, les cour-
bures doivent être reliées aux tailles de mailles tangentes. Étant donnée que la
courbure correspond à l’inverse du rayon du cercle C qui décrirait au mieux
la surface en P , la taille de maille tangente peut être déduite d’une approche
géométrique 2D comme illustré sur la figure 3.18, puisque en termes de cour-
bure un problème 3D peut être réduit à deux problèmes 2D indépendants.

N

(xP , yP )

T
P

R

C

O(x0, y0)

Γim

Figure 3.18 – L’interface Γim est représentée en noir, tandis que le cercle qui
correspond au mieux en P ∈ Γim est tracé en rouge

Soit (xP , yP ) les coordonnées du sommet P , soit hmin la taille de maille
dans la direction normale N à la surface et ht la taille de maille dans la
direction tangente T. L’objectif est de déterminer une relation entre ht, la
courbure κ et la taille de maille suivant N. Soit Q le sommet relié à P tel
que ‖PQ‖ = ht. Afin d’assurer une discrétisation continue de l’interface avec
une précision de hmin, nous imposons d(Q, C ) = hmin tel que les sommets du
maillage restent près de l’interface, où C est le cercle de rayon R et centré
en O(x0, y0) (Figure 3.19).
Ainsi Q(x, y) est le point d’intersection du cercle de centre O et de rayon
R + hmin et de la droite passant par P et dirigée par T. Par conséquent, les
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Sachant que P appartient à C , l’équation (3.61) se simplifie comme suit :

R2


1 +

(
ht

R

)2

 = (R + hmin)2 (3.62)

Ainsi,
ht =

√
2Rhmin + h2

min (3.63)

Finalement, pour éviter le cas pathologique de la surface plane où la cour-
bure κ = 0 et de ce fait ht = +∞, un maximum et un minimum sont définis
pour la taille de maille. La taille de maille tangente minimum est égale à la
taille de maille normale hn calculée à partir de la théorie des couches limites
et le maximum est égal à H2, la taille de maille maximum sur Box2 définie
par l’utilisateur.

La métrique couche limite s’écrit donc de la manière suivante :

M =




N
T1

T2







1
hn

0 0
0 1

ht1
0

0 0 1
ht2



(

N T1 T2

)
(3.64)

Jusqu’ici nous nous sommes intéressés au cas trois dimensions, en deux
dimensions le problème est plus simple. La direction tangente est directement
déduite de la direction normale telle que :

T =

(
−ny

nx

)
(3.65)

Sachant qu’en 2D, on a :

det(S − λI3) = λ2 − tr(S)λ+ det(S) (3.66)

De plus, zéro est la valeur propre associée à N. Si bien que la valeur propre
associée à la direction tangente est :

κ = tr(S) (3.67)

3.4 Maillage couche limite : applications

Dans cette section, nous présentons plusieurs exemples numériques 2D et
3D illustrant l’efficacité de la procédure d’adaptation de maillage proposée
pour produire un maillage a priori adapté sur la couche limite de la géométrie
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immergée. Le maillage est ajusté à la couche limite grâce à ses éléments très
anisotropes agencés de manière semi-structurée comme prescrit par la mé-
trique. Le remailleur parallèle MTC décrit en section 2.3 [Gruau et Coupez,
2005, Mesri et al., 2009] génère les maillages à partir de la métrique couche
limite fournie.

3.4.1 Exemples élémentaires

Dans un premier temps on considère des géométries simples immergées
dans un domaine de dimensions 8.5 × 2.75 m2, afin d’assurer que la surface
de la géométrie est bien décrite et que les angles pointus sont bien maillés.

Plaque plane

La méthode est itérative si bien que le maillage est raffiné progressivement
à partir de la taille de maille grossière de fond jusqu’à la taille de maille at-
tendue pour la première sous-couche hmin, ainsi les sommets sont ajoutés au
fur et à mesure dans la couche limite. La procédure itérative de construction
du maillage a priori de couche limite est mise en relief sur le cas de référence
de la plaque plane. Le bord d’attaque est placé à une distance x = 0.5 m
de l’entrée, la longueur caractéristique de la plaque plane est de 4 m, ainsi
le nombre de Reynolds vaut 104 et y+

0 = 1. Ainsi, la taille de maille mini-
mum à atteindre est hmin = 5.61 · 10-3 m. La taille de maille sur le maillage
initial vaut Hback = 0.45 m, la taille de maille maximum sur Box2 est fixée
à H2 = 0.1 m et à H1 = 0.5 m sur Box1. Cela induit une couche limite fi-
nale composée de 7 sous-couches avec un ratio d’anisotropie maximum de 18.

La figure 3.20 décrit la procédure itérative étape par étape, en commen-
çant par le maillage grossier arbitraire jusqu’à l’obtention du maillage de
couche limite. La taille de maille minimum décroît progressivement de Hback

à hmin d’une itération à l’autre.

Le maillage initial est composé de 140 éléments et le maillage final obtenu
atteint 1882 éléments. La taille de maille minimum, le nombre d’éléments
dans le maillage et leur distribution sur le domaine pour chaque maillage est
décrite dans le tableau 3.3.

Comme prévu, le maillage obtenu respecte bien la métrique calculée. On
remarque que la plupart des éléments se trouvent dans la couche limite. Le
nombre d’éléments dans Box2 est contrôlé et la taille de maille dans la région
éloignée est grossière.
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Cercle

Dans cet exemple, on considère un cercle immergé de rayon 0.3m. Le
maillage couche limite est généré pour l’étude d’un écoulement turbulent
avec un nombre de Reynolds Re = 105, avec une précision y+

0 = 1 et une
longueur caractéristique L = 0.6 m égale au diamètre du cercle. Si bien que,
la taille de maille minimum dans la couche limite vaut hmin = 1.11 · 10-4 m.
La taille de maille maximum sur Box2 est fixée à H2 = 0.05 m et celle sur
le domaine est fixée à H1 = 0.5 m. Cela engendre une couche limite finale
composée de 24 sous-couches avec un ratio d’anisotropie maximum de 74.

Figure 3.21 – Pré-maillage sur un cercle (bas), représenté en rouge, quand le
maillage initial est trop grossier (haut)

Comme expliqué dans la section 3.3.1, la figure 3.21 montre la procédure
de pré-maillage développée utile dans le cas où la taille des éléments sur le
maillage initial est plus grande que la taille caractéristique de la géométrie.
Cette procédure permet d’insérer automatiquement des noeuds supplémen-
taires autour de la géométrie afin de mieux décrire son interface, l’iso-valeur
zéro de la fonction distance associée à la géométrie. La taille de maille pres-
crite dans la procédure de pré-maillage est choisie égale à H2.

Le maillage final de couche limite obtenu est présenté sur la figure 3.22,
il contient 7023 éléments dont 93.7% sont situés à l’intérieur de Box2. Les
éléments sont distribués comme suit : 3451 éléments dans la couche limite
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soit 49.1% du nombre total d’éléments sur le maillage, et 1593 éléments à
l’intérieur de la géométrie ce qui correspond à 22.7%. Ces éléments sont né-
cessaires à la bonne description de l’interface du cercle. Ainsi, il y a trois fois
plus d’éléments à l’intérieur de la géométrie qu’entre Box1 et Box2, cepen-
dant la taille de maille à l’intérieur du cercle est grossière loin de l’interface
et l’aire y est moins étendue.

Figure 3.22 – Maillage de couche limite sur un cercle, l’interface est représentée
en rouge

La figure 3.23 présente un zoom sur un quart du cercle. L’interface du
cercle est tracée en rouge tandis que la zone de couche limite est délimitée en
bleu. Comme attendu, les éléments de maillage suivent très bien la courbure
du cercle avec une taille de maille appropriée, qui augmente progressivement
à mesure que la distance à l’interface augmente et en assurant une transition
progressive. On remarque que la forme et l’orientation des éléments coïn-
cident avec la courbure du cercle. La qualité du maillage résultant reflète
encore le potentiel de la méthode proposée pour représenter la couche limite.

Les figures 3.22 et 3.23 montrent bien la variation progressive de taille
des éléments de maillage, qui est nécessaire pour assurer une solution nu-
mérique précise. Cette observation peut être étendue à la distribution de
taille de maille sur tout le domaine comme représenté sur la figure 3.24. De
plus, notons que même sur cette figure on discerne clairement l’interface du
cercle. Cela garantit la précision de la méthode pour représentée fidèlement
l’interface.
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Figure 3.23 – Zoom sur un quart du cercle, l’interface est représentée en rouge
et la frontière de la couche limite est tracée en bleu

Figure 3.24 – Distribution de la taille de maille sur le domaine
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Carré

Dans ce dernier cas test élémentaire, on considère un carré de 0.6 m. Les
caractéristiques de l’écoulement sont identiques à celles du cas test précédent
sur le cercle. Ainsi, hmin = 1.11 · 10-4 m, rappelons que H2 = 0.05 m et
H1 = 0.5 m. Dans ce cas cela engendre un maillage de couche limite final
composé de 24 sous-couches avec un ratio d’anisotropie maximum de 455. Le
maillage de couche limite final est présenté sur la figure 3.25, où l’interface
du carré est tracée en rouge.

Figure 3.25 – Maillage de couche limite sur un carré, l’interface est représentée
en rouge

Le maillage est composé de 3562 éléments, dont 3113 éléments sont situés
à l’intérieur de Box2 ce qui représente 87.4% du nombre total d’éléments
de maillage. En fait les éléments dans Box2 sont répartis comme suit, 1096
éléments dans la couche limite (30.8% du nombre total d’éléments) et 395
éléments à l’intérieur du carré (11.1%). Malgré des caractéristiques identiques
d’écoulement on obtient dans ce cas une distribution des tailles de mailles
et des éléments totalement différente. Cela met en relief l’interaction entre le
ratio d’anisotropie et la courbure. En effet, le ratio d’anisotropie permis sur
le carré est bien plus grand que sur le cercle, ce qui permet d’économiser un
grand nombre d’éléments pour une même précision de maillage.

La figure 3.26 présente un zoom sur un des coins du carré où un change-
ment brutal de courbure intervient. On remarque que l’angle est relativement
bien représenté par le maillage et que ce genre d’angle est décrit à l’aide d’élé-
ments isotropes de taille hmin. De plus, les 6 premières levelsets résultant de
la méthode multi-levelset sont tracées en vert, l’interface du carré est tracé
en rouge alors que la couche intérieure assurant une bonne description de
l’interface est tracée en orange. On remarque que les éléments de maillage
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suivent bien les couches prescrites par la méthode multi-levelset, ce qui en-
gendre comme souhaité un maillage pseudo-structuré. Par ailleurs, les trois
premières sous-couches de la couche limite sont parfaitement reproduites à
l’intérieur de la couche limite, dans la couche intérieure.

Figure 3.26 – Zoom sur le coin du carré représenté en rouge, les premières level-
sets de la méthode multi-levelset sont tracées en vert et la couche
intérieure est délimitée en orange

3.4.2 Profil d’aile NACA0012

Considérons maintenant un des cas de référence parmi les plus connus
pour l’étude des écoulement de fluides visqueux, le profil d’aile théorique sy-
métrique NACA0012 [Rumsey, 2015]. Ce cas est intéressant car il est bien
documenté et est utilisé pour valider les codes numériques, de plus sa géomé-
trie est intéressante car sa courbure varie le long du profil. La formule exacte
permettant de tracer le profil NACA0012 (figure 3.27) est la suivante :

y = ±0.6
(
0.2969

√
x− 0.1260x− 0.3516x2 + 0.2843x3 − 0.1015x4

)
(3.68)
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Cette formule réalise un profil ayant une corde de 1.008930411365, dans cette
étude nous allons utiliser une version normalisée pour obtenir une corde de
1 m.

corde = 1 m

Figure 3.27 – Profil NACA0012

Les paramètres de l’écoulement sont choisis en accord avec le cas de réfé-
rence proposé par la NASA, soit le nombre de Reynolds est fixé à Re = 6 ·106

(turbulent), y+
0 = 1, tel que hmin = 4.46 · 10-6 m. Ainsi le maillage de couche

limite final est composé de 36 sous-couches avec un ratio maximum d’aniso-
tropie de 1773. La Box2 de dimensions 5.2 × 0.3 m2 dont le coin bas gauche
est ancré en (−0.2,−0.15) est choisie volontairement longue pour résoudre
le sillage. Par conséquent, le maillage de couche limite est réalisé pour une
taille de maille H2 = 0.01 m. Un zoom autour du profil NACA0012 sur le
maillage de couche limite final est présenté sur la figure 3.28, avec en rouge
l’interface du NACA0012. Le maillage est composé de 88107 éléments, dont
75033 éléments se situent à l’intérieur de Box2 ce qui représente 85.2% du
nombre total d’éléments. De plus, la couche limite est composée de 28729 élé-
ments (32.6%) et il y a 10096 éléments (11.5%) à l’intérieur de la géométrie.
Ici aussi, on remarque que le maillage est structuré en strates, ainsi que la
bonne orientation des éléments et de leur anisotropie. Par ailleurs, on observe
encore une fois sur la figure 3.28 des éléments isotropes au niveau du bord de
fuite qui décrivent relativement bien la géométrie et son changement abrupte
de courbure. De même, la qualité du maillage résultant reflète le potentiel de
la méthode proposée pour l’adaptation du maillage sur la couche limite pour
traiter les écoulements de fluide visqueux à grand nombre de Reynolds.
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Figure 3.28 – Maillage couche limite du NACA0012 : Vue d’ensemble du profil
à l’intérieur de la Box2 ; Zoom autour de l’interface du NACA0012
(rouge), la frontière externe de la couche limite est tracée en bleu ;
Zoom sur le bord de fuite du profil

3.4.3 Ahmed body

Cet exemple a pour objectif de prouver la robustesse de la méthode
d’adaptation de maillage proposée pour générer un maillage de couche li-
mite autour de géométries 3D. Dans ce cas nous considérons la géométrie 3D
simplifiée d’une voiture, connue sous le nom de Ahmed body [Ahmed et al.,
1984, Franck et al., 2009, Strachan et al., 2005, Fares, 2006]. Cette géométrie
simplifiée est caractéristique de l’écoulement autour d’un véhicule, elle per-
met d’étudier la corrélation entre l’angle d’inclinaison arrière et le degré de
turbulence engendré. Dans cet exemple, nous utiliserons la géométrie avec un
angle d’inclinaison arrière de 25◦, qui est connu pour être l’angle le plus tur-
bulent. Le maillage de surface correspondant a été réalisé à l’aide du logiciel
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Gmsh [Geuzaine et Remacle, 2009, Marchandise et al., 2012]. Conformément
aux références, le Ahmed body est immergé dans une soufflerie 3D de dimen-
sions 10 × 2 × 1.5 m3, la longueur caractéristique du Ahmed body est L = 1
m, et l’écoulement à un nombre de Reynolds Re = 4.25 ·106, l’écoulement est
clairement turbulent. Afin de limiter le nombre d’éléments dans le maillage,
y+

0 est choisi relativement grand, y+
0 = 5. La taille de maille minimum est

fixée à hmin = 3.1 · 10-5 m. Ce qui induit un maillage de couche limite final
comportant 27 sous-couches avec un ratio maximum d’anisotropie de 3226.

Figure 3.29 – L’iso-valeur zéro de la fonction levelset du Ahmed body immergé
est représentée sur les différentes vues grâce au maillage de couche
limite

Le maillage obtenu est composé de 2167057 éléments et 378259 sommets.
La figure 3.29 donne un aperçu du maillage dans le domaine et autour de l’iso-
valeur zéro de la fonction levelset, ce qui prouve son aptitude à représenter
précisément la forme du Ahmed body. De plus, un zoom sur l’interface coupée
suivant le plan Y est présenté sur la figure 3.30. On remarque l’étirement
important des éléments près de l’interface induit par le fort gradient de la
levelset et la courbure de la géométrie. Cela reflète bien la précision de la
méthode et les détails de la géométrie. Comme on peut le remarquer sur
ces figures, la génération de maillage anisotrope s’est montrée très efficace
pour retrouver et décrire toutes les caractéristiques de la géométrie, à nombre
d’éléments égal le maillage anisotrope présenté est beaucoup plus précis qu’un
maillage isotrope.
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Figure 3.30 – Zoom autour de l’interface du Ahmed body immergé sur une coupe
suivant le plan Y

3.4.4 Vers des géométries plus complexes

Pour aller plus loin, on considère cette fois la géométrie 3D très com-
plexe d’une voiture de Formule 1 immergée dans une soufflerie numérique.
Le maillage a été créé pour une taille de maille minimum hmin = 6 · 10-4

m. Ce qui engendre un maillage de couche limite final comportant 10 sous-
couches avec un ratio maximum d’anisotropie de 167. Rappelons que l’étude
de l’écoulement d’air autour d’une Formule 1 est très délicat et très convoité ;
i.e. cela permet l’étude de l’influence des différents ailerons et pièces aéro-
dynamique et leurs positions pour optimiser les performances de la voiture.
Par conséquent, un maillage de couche limite précis est requis.

Les figures 3.31 et 3.32 présentent le maillage obtenu pour la F1 immergée
à l’intérieur d’une soufflerie numérique. Le maillage est composé de 21026520
éléments et 3602483 sommets. On remarque la grande concentration de som-
mets près de l’interface, dans la couche limite, qui permet de parfaitement
décrire la géométrie dans ces moindres détails.

Regardons de plus près le maillage avec la figure 3.33, on observe la pré-
cision du maillage et la bonne orientation des éléments anisotropes. Cela
prouve la capacité de l’algorithme à construire un maillage de couche limite
qui décrit précisément l’interface et à contrôler efficacement la taille des élé-
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Figure 3.31 – Maillage de couche limite pour la F1 immergée

ments, leurs orientations et leur distribution.

Finalement, nous observons clairement sur la figure 3.34 la qualité de
l’interface rendue par l’iso-valeur zéro de la fonction levelset. Une telle pré-
cision est nécessaire pour la simulation d’un écoulement à grand nombre de
Reynolds autour de la géométrie immergée.
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Figure 3.32 – Zoom autour de l’interface pour une coupe suivant le plan Y

Figure 3.33 – Quelques vues du maillage de couche limite sur l’iso-valeur zéro
de la fonction levelset associée à la F1
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Figure 3.34 – L’iso-valeur zéro de la levelset soulignant la complexité de la géo-
métrie
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3.5 Calculs sur le maillage de couche limite

Dans cette partie nous allons réaliser quelques calculs sur les maillages de
couches limites précédemment réalisés. Dans un premier temps nous allons
constater l’intérêt du maillage de couche limite sur la plaque plane, nous nous
intéresserons ensuite au cas un peu plus complexe du NACA0012.

3.5.1 Plaque plane

Les conditions de calcul du cas de plaque plane sont strictement identiques
à celles des tests effectués en début de chapitre (section 3.2.5) à l’aide de
l’adaptation de maillage (a), à l’exception du fait que le maillage est cette
fois-ci constant au cours de la simulation et initialisé avec un maillage de
couche limite. On rappelle la configuration du cas test 3.35,

0.35 m 2 m

1 m

Entrée

ux = uy = 0uy = 0

ux = U∞

uy = 0
Sortie

Plaque plane

Figure 3.35 – Configuration du cas de plaque plane

Ainsi, on effectue de même une simulation pour le régime laminaire avec
un nombre de Reynolds ReL = 104 pour une longueur caractéristique L = 1
m, ce qui se traduit par une vitesse d’entrée U∞ = 1 m· s-1, et une viscosité
cinématique ν = 10-4 m2· s-1. On présente le maillage de couche limite généré
sous la condition de précision y+

0 = 1, avec une Box2 de dimensions 2.5 × 0.2
dont le coin bas gauche est ancré en (−0.35,−0.1) avec une taille de maille
maximum H2 = 0.01 m, et une taille de maille maximum H1 = 0.2m sur le
reste du domaine 3.36. Ainsi la taille de maille minimum vaut hmin = 1.4·10-3

m, et le maillage est composé de 9320 éléments.

La simulation est lancée avec un pas de temps dt = 0.01 s pour un temps
total de 20 s. On trace la fonction u

ue
= f(η) au cours du temps, que l’on
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On effectue ensuite une simulation pour le régime turbulent avec un
nombre de Reynolds ReL = 5 · 106, seule la viscosité cinématique change,
on prend cette fois ν = 2 · 10-7m2·s-1. On présente le maillage de couche
limite généré sous la condition de précision y+

0 = 1, avec une Box2 de di-
mensions 2.5 × 0.4 dont le coin bas gauche est ancré en (−0.35,−0.2) avec
une taille de maille maximum H2 = 0.01 m, et une taille de maille maximum
H1 = 0.2m sur le reste du domaine (Figure 3.38). Ainsi la taille de maille mi-
nimum vaut hmin = 5.3 ·10-6 m, et le maillage est composé de 41240 éléments.

On présente le profil de vitesse tracé en variable de paroi sur la figure 3.39,
on remarque la précision avec laquelle est décrite la sous-couche visqueuse.
Cette bonne description permet un excellent calcul du coefficient de frotte-
ment présenté dans le tableau 3.4 et une épaisseur cohérente de la couche
limite. Le maillage couche limite a donc prouvé être en mesure de résoudre
précisément l’écoulement dans la couche limite et plus particulièrement dans
la sous-couche visqueuse.

Figure 3.38 – Maillage couche limite de la plaque plane pour un écoulement
turbulent à Re = 5 · 106

Épaisseur couche limite δ Coefficient de frottement Cf

Théorie 1.75 · 10-2 2.69 · 10-3

Maillage couche limite 1.5 · 10-2 2.71 · 10-3

Table 3.4 – Épaisseur couche limite turbulente ReL = 5 · 106
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Figure 3.39 – Profil de vitesse à travers la couche limite turbulente (Re = 5 ·106)
d’une plaque plane sur le maillage couche limite par rapport au
profil théorique

3.5.2 Profil d’aile NACA0012

Le profil d’aile NACA0012 est un benchmark très connu et parfaitement
documenté [Rumsey, 2015], il est utilisé notamment pour la validation des
codes numériques. On présente la configuration de calcul du NACA0012 à
angle d’incidence nul sur la figure 3.40. Conformément au benchmark proposé
par la NASA, le domaine est l’assemblage d’un demi-cercle en entrée de rayon
500 m et d’un rectangle en sortie de dimensions 470 × 1000 m2. Le domaine
est très grand comparé à la longueur de la corde du profil NACA0012 de 1
m pour éviter toute perturbation qui pourrait être induite par les conditions
aux limites.
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corde = 1 m

-500 0 500

0

-500

500

u = (ux, uy)
u = (0, 0)

u = (ux, uy)

u = (ux, uy)

u = (ux, uy)

Figure 3.40 – Configuration du cas NACA0012 (pas à l’échelle)

La simulation est effectuée en suivant le benchmark proposé par la NASA,
soit pour un nombre de Reynolds ReL = 6·106, un nombre de Mach M = 0.15
et une longueur de corde L = 1 m, ce qui se traduit par une vitesse d’entrée
U∞ = 51 m·s-1, et une viscosité cinématique ν = 8.5 · 10-6 m2·s-1. Ce cas
génère un sillage derrière le profil, afin de calculer précisément le champ de
vitesse dans cette zone, le maillage couche limite est généré avec une Box2 de
dimensions 22.2 × 0.6 m2 dont le coin bas gauche est ancré en (−0.2,−0.3)
avec une taille de maille maximum H2 = 0.002 m et une taille de maille
maximum H1 = 20 m sur le reste du domaine. On présente sur la figure 3.41
le maillage de couche limite généré sous la condition de précision y+

0 = 1,
ainsi la taille de maille minimum vaut hmin = 4.46 · 10-6 m, et le maillage est
composé de 88000 éléments.
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Le calcul est exécuté à l’aide du solveur VMS pour un temps physique
de 5 secondes avec un pas de temps dt = 0.001 s. Le coefficient de pression
moyenné en temps le long du profil est tracé sur la figure 3.42 avec la solution
théorique fournie par la NASA. On constate une oscillation du coefficient de
pression autour de la solution théorique, cette oscillation est causée par la
présence de tourbillons dans la solution contrairement à la solution théorique
réalisée avec un solveur RANS couplé au modèle de turbulence de Spalart-
Allmaras. On relève également les coefficients de traînée et de portance en
fonction du temps sur les figures 3.43 et 3.44, où leurs valeurs moyennes sont
CD = 7.8 · 10-3 et CL = −5 · 10-3, ce qui est en accord avec la théorie :
CD = 8 · 10-3 et CL ≈ 0.

La solution du champ de vitesse, représentée sur la figure 3.45, montre
un étirement artificiel des recirculations. Cet étirement est dû à l’anisotropie
du maillage couche limite qui ne convient pas à la description de tourbillons,
le rapport d’aspect maximum sur ce maillage est de 1800. En effet la des-
cription d’un tourbillon nécessite un maillage isotrope puisque l’écoulement
change de direction sur un intervalle d’espace très restreint. Cependant il
serait très couteux de produire un maillage couche limite isotrope. Il serait
donc judicieux d’utiliser l’adaptation de maillage pour s’assurer de résoudre
proprement les recirculations tout en conservant la structure du maillage
couche limite.
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Figure 3.41 – Maillage couche limite pour le NACA0012
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Figure 3.42 – Coefficient de pression le long du profil d’aile NACA0012 pour une
simulation sur le maillage couche limite, et la solution de référence
proposée par la NASA
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Figure 3.43 – Évolution du coefficient de traînée sur le profil d’aile NACA0012
pour une simulation sur le maillage couche limite
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Figure 3.44 – Évolution du coefficient de portance sur le profil d’aile NACA0012
pour une simulation sur le maillage couche limite

Figure 3.45 – Champ de vitesse solution pour le NACA0012 avec maillage couche
limite ; suivi d’un zoom sur la deuxième moitié du profil
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une nouvelle procédure permettant
de générer des maillages a priori, i.e. en amont de la simulation, adaptés sur
la couche limite tels que prescrit par la théorie. Cette procédure, particuliè-
rement adaptée aux géométries immergées, repose sur une approche multi-
levelset permettant de localiser chacune des strates composant la couche
limite et ainsi de contrôler la taille et l’orientation des éléments. Cela permet
d’assurer une variation progressive de la taille de maille, indispensable au
solveur pour assurer une résolution précise. De plus, le contrôle sur la taille
et l’orientation des éléments permet de décrire au mieux l’interface entre le
fluide et le solide immergé.

Ainsi à partir des paramètres physiques caractéristiques de l’écoulement
et de la fonction distance associée à l’interface fluide-structure, un maillage
couche limite précis représentant fidèlement l’interface peut être généré ité-
rativement quelle que soit la complexité de la géométrie 2D ou 3D immergée
[Billon et al., 2016].

Nous avons constaté sur la plaque plane ainsi que sur le profil d’aile
NACA0012 une bonne description de l’écoulement notamment dans la sous-
couche visqueuse. Cependant on a relevé que l’anisotropie du maillage couche
limite pouvait être à l’origine de diffusion altérant la solution. L’utilisation
d’un maillage couche limite isotrope étant beaucoup trop coûteuse, nous nous
intéresserons dans ce qui suit au couplage du maillage couche limite avec
les méthodes d’adaptation de maillage dynamique. Finalement, le maillage
couche limite a priori est un bon maillage pour l’initialisation d’une simula-
tion qui permet de faciliter la convergence du solveur, cependant il ne suffit
pas à la description d’écoulements pleinement turbulents avec un solveur
VMS. On note également que l’utilisateur n’a aucun contrôle explicite sur le
nombre d’éléments engendrés par le maillage couche limite et qu’un problème
de précision machine peut être rencontré au niveau du calcul de qualité du
mailleur lorsque les éléments prescrits sont trop petits.
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4.1 Introduction

Les chapitres précédents nous ont permis d’introduire deux techniques
d’adaptation de maillage dédiées à la simulation d’écoulements turbulents.

D’une part l’adaptation de maillage basée sur l’estimation de l’erreur a
posteriori dont la principale qualité est sa capacité à adapter le maillage
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dynamiquement sur un champ physique donné. Mais présente l’inconvénient
pratique de suivre l’évolution de ce champ et donc de ne plus garantir une des-
cription appropriée de la couche limite à tout instant. C’est particulièrement
problématique lorsque la géométrie est immergée. Si les éléments prescrits
sur la paroi sont trop grossiers compte tenu de la loi de paroi utilisée, il est
possible de manquer l’émergence de tourbillons, leurs évolutions ou même
de les diffuser. Cela aura pour effet de converger vers une solution non phy-
sique. C’est pour cela qu’il est important de considérer la couche limite avec
beaucoup de précautions.

D’autre part, nous avons proposé une méthode de construction de maillage
adapté sur la couche limite théorique. Ainsi le choix de la taille de maille sur
la paroi est en accord avec la loi de paroi appliquée et les caractéristiques de
l’écoulement étudié. Si bien que les éléments de maillage suivent au mieux la
courbure de la géométrie, et que le maillage est construit en strates comme
prescrit par la théorie des couches limites. Cependant l’inconvénient de cette
méthode est que le maillage se concentre uniquement sur la couche limite et
ne suit pas le sillage, ni les détachements ou encore une quelconque disconti-
nuité dans un champ, le maillage est constant tout au long de la simulation.
Par conséquent, si le maillage n’est pas suffisamment raffiné dans le sillage
alors le sillage va se diffuser et encore une fois le calcul va converger vers une
solution non physique.

L’objectif de ce chapitre est donc de coupler ces deux méthodes pour en
proposer une nouvelle qui profite de leurs avantages respectifs et minimise
leurs inconvénients. Le couplage d’une méthode d’adaptation de maillage
dynamique avec un maillage couche limite théorique est encore un sujet peu
répandu et pourtant crucial pour la résolution des écoulements à grands
nombres de Reynolds. La plupart des auteurs utilisent un maillage structuré
fixe tout au long de la simulation dans la zone de couche limite et adapte le
maillage dynamiquement à l’extérieur de celle-ci uniquement [Park et Carl-
son, 2010, Hassan et Picasso, 2015, Alauzet et Marcum, 2015]. Une approche
différente est proposée dans [Sahni et al., 2008] pour coupler l’adaptation de
maillage avec une couche limite structurée. Celle-ci consiste à décomposer
la couche limite en une succession de plans reliés par une épaisseur et ainsi
d’adapter le maillage en deux étapes. D’une part dans le plan, d’autre part
dans l’épaisseur suivant les informations de tailles obtenues de l’adaptation de
maillage sur l’erreur a posteriori. C’est une approche intéressante qui semble
donner de bons résultats mais qui nécessite beaucoup de post-traitements
des informations reçues de l’adaptation de maillage. Nous souhaitons pour
ce travail opter pour une méthode plus automatique, comme celle proposée
dans [Michal et Krakos, 2012] qui repose sur l’intersection des deux métriques
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du maillage vont être drastiquement déraffinées. Si bien que cette zone ne sera
pas aussi finement résolue que nécessaire, il faudra de nombreuses itérations
afin de reconstruire une couche limite correcte. Cependant au cours de cette
phase d’adaptation la solution aura été corrompue, des informations auront
été loupées et ne pourront pas être retrouvées par la suite, en conséquence
de quoi la solution ne correspondra pas exactement à la réalité. D’autre part,
lorsque les éléments sont trop grossiers sur le maillage initial, la géométrie est
mal décrite. L’écoulement calculé sur ce maillage est donc perturbé par les
irrégularités de la géométrie, une fois encore la solution aura été corrompue
et ne correspondra pas exactement à la réalité. Ainsi, avec un bon maillage
initial les champs proche paroi sont mieux résolus, l’erreur y est alors mieux
évaluée et le maillage reste donc relativement fin dans la couche limite pour
converger vers la solution physique.

On compare sur la figure 4.2 les premiers remaillages pour l’adaptation
de maillage avec un maillage initial grossier par rapport à une initialisation
avec le maillage couche limite a priori. Les champs de vitesses sont tra-
cés sur les maillages. Après la première itération de remaillage, l’adaptation
de maillage classique effectue un remaillage excessif au niveau de l’interface
fluide-structure se traduisant par un amas d’éléments et génère un maillage
relativement fin et isotrope sur le reste du domaine faute d’erreur sur laquelle
remailler. Tandis qu’avec le maillage couche limite en initialisation, après le
premier remaillage on observe un résidu de la structure du maillage couche
limite, le champ de vitesse est beaucoup plus fin et précis.

Au fur et à mesure des itérations de remaillage la "mauvaise" solution du
champ de vitesse calculée initialement avec la méthode classique est convectée
et évacuée. Cependant, la solution finale restera perturbée par cette mauvaise
initialisation. En ce qui concerne le cas initialisé avec le maillage couche li-
mite, on remarque que le maillage bouge peu et s’adapte sur le sillage.

La solution finale obtenue après 5 secondes de calculs pour les deux mé-
thodes est présentée sur la figure 4.3. On note des tourbillons beaucoup plus
intenses sur la méthode classique, certainement dus à la perturbation initiale,
et une zone étendue de recirculation sous le profil d’aile. Les profils de vitesse
ne coïncident donc pas après 5 s de calculs et 1000 itérations de remaillages.
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Figure 4.3 – Comparaison du champ de vitesse solution (t = 5 s) pour le cas
d’adaptation de maillage classique à gauche et le même cas avec le
maillage couche limite en maillage initial à droite

On compare également les coefficients de pression le long du profil sur la
figure 4.4 à la solution proposée par la NASA [Rumsey, 2015]. On rappelle
que la solution de la NASA a été obtenue pour une résolution moyennée
des équations de Navier-Stokes (RANS) couplée au modèle de turbulence de
Spalart-Allmaras qui ne laisse pas apparaître de tourbillons. Tandis que dans
ce travail nous utilisons une méthode variationnelle multi-échelles (VMS) qui
résout les grandes échelles et modélise les petites, la solution laisse donc ap-
paraître des tourbillons. Ceci explique l’oscillation des courbes présentées
autour de la solution de la NASA, puisqu’un tourbillon est le lieu d’une sur-
pression et qu’il engendre une dépression en aval. Les courbes présentées sont
le résultat d’une moyenne temporelle sur la partie supérieure du profil, mais
ces oscillations subsistent puisqu’une zone de recirculation constante se situe
juste après la zone de plus grande épaisseur (cf. figure 4.3). On remarque
que les deux courbes oscillent autour de la solution NASA et se superposent
assez bien. Cependant, elles présentent une légère sous pression sur l’avant
du profil et une surpression près du bord de fuite par rapport à la solution
de référence. De plus, on remarque que le coefficient de pression associé à
la simulation classique est beaucoup moins lisse et présente de nombreuses
petites oscillations.
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Finalement, on compare les coefficients de traînée et de portance au cours
du temps sur les figures 4.5 et 4.6. On rappelle que les valeurs de références
pour le profil d’aile NACA0012 à Re = 6 · 106 sont CD = 8 · 10-3 et CL ≈ 0.

Pour le cas initialisé avec un maillage quelconque, on a un coefficient de
portance moyen CL = −6.84 · 10-3 représenté en pointillés orange tandis que
le cas initialisé avec un maillage couche limite présente un coefficient de por-
tance moyen CL = 4.1 · 10-3. Les deux simulations sont réparties autour de la
valeur de référence, on peut considérer que la valeur de référence est validée
dans les deux cas puisqu’elle vaut approximativement zéro. On remarque un
très mauvais coefficient de portance sur les premières itérations du cas clas-
sique, celui-ci est dû à la mauvaise description par le maillage initial de la
géométrie.

En conclusion, l’initialisation de l’adaptation de maillage dynamique par
le maillage couche limite est très intéressante, elle permet de réaliser un calcul
précis et d’éviter toute perturbation de la solution, cependant on remarque
que la structure de la couche limite se perd au fur et à mesure des itérations
et que l’initialisation avec un maillage couche limite ne suffit pas à assu-
rer une taille de maille minimum le long de l’interface. Des résultats plus
précis serait donc attendu en conservant cette structure. De plus, ces deux
calculs concentrent 90% du nombre d’éléments alloués pour le maillage dans
la couche limite ce qui laisse très peu de ressources pour le reste du maillage,
et nuit à la description du sillage.
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Figure 4.2 – Comparaison des premières itérations (0, 5, 15, 25, 50) de calculs/
adaptation de maillage pour le cas d’adaptation de maillage classique
à gauche et le même cas avec le maillage couche limite en maillage
initial à droite
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Figure 4.4 – Coefficient de pression le long du profil d’aile NACA0012 pour un
maillage initial quelconque (orange), pour une initialisation avec le
maillage couche limite (rouge), et la solution de référence proposée
par la NASA
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4.3 Intersection de métriques

Dans un second temps, on envisage cette fois le couplage des deux mé-
thodes d’adaptation de maillage de manière à conserver une taille de maille
minimum dans la couche limite et sa structure en strates, tout en profitant des
indications de l’adaptation de maillage lorsque celle ci suggère de réduire le
rapport d’aspect ou la taille de maille. En effet, ce sont des informations très
importantes pour décrire précisément les tourbillons, et assurer un maillage
adapté sur le sillage. La solution proposée dans cette partie est l’intersection
de leurs métriques respectives, de manière à profiter des avantages de chaque
méthode et à compenser leurs défauts respectifs.

Pour définir l’intersection de deux métriques, on utilise la représentation
géométrique d’un tenseur de métrique, soit une ellipse en dimension deux ou
un ellipsoïde en dimension trois. On note que l’intersection de deux métriques
n’est pas une intersection géométrique car l’intersection de deux ellipses n’est
pas nécessairement une ellipse. Or, on souhaite obtenir une métrique résul-
tante de l’intersection de deux métriques et donc une ellipse ou un ellipsoïde.
Afin de construire une métrique qui satisfait les exigences de chacune des
deux méthodes, nous devons déterminer la métrique qui correspond à la plus
grande boule unité incluse dans leur intersection géométrique.

4.3.1 Réduction simultanée

En pratique, soient M1 et M2 deux métriques, et E1 et E2 leurs ellipses
respectives, on cherche la métrique de volume maximum tel que M = M1∩M2.
Par une approche géométrique [Pope, 2008] cela revient à chercher E = E1∩E2.
Or, soit c le centre de l’ellipse Ei, on a :

Ei = {x|(x− c)T Mi(x− c) ≤ 1}
= {x| ‖Mi

1
2 (x− c)‖ ≤ 1} (4.1)

La métrique Mi est par définition symétrique définie positive il existe donc
une matrice triangulaire inférieure Li telle que : Mi = LiLi

T par factorisation
de Cholesky. Si bien que,

Ei = {x| ‖Li
T (x− c)‖ ≤ 1} (4.2)

La transformation y = L1
T (x−c), représentée sur la figure 4.7, transforme

l’ellipse E1 en boule unité notée E ′
1, et transforme l’ellipse E2 en l’ellipse E ′

2

avec le facteur de Cholesky :

L2
′ = L1

-1
L2 (4.3)
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y = L1
T (x− c)

c
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E
c

E ′
1

E ′
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Figure 4.7 – Représentation de la transformation y = L1
T (x − c) appliquée à E1,

E2, E

On remarque que E ′
1 partage les directions principales de E ′

2. Ainsi E ′ (la
transformation de E par y = L1

T (x− c)) possède les mêmes directions prin-
cipales que E ′

2 et ses axes ont une longueur inférieure à ceux de E ′
1 (qui sont

unitaires) et de E ′
2.

Par suite, si on pose :
M2

′ = L2
′
L2

′T = VDV
T (4.4)

On a donc la métrique suivante pour l’ellipse E ′ :

M
′ = L

′
L

′T = VD̃V
T (4.5)

où D̃ = diag(λ̃i) est la matrice diagonale des valeurs propres de M′, et ses
valeurs propres valent λ̃i = max(λi, 1), avec λi les valeurs propres de M′

2

telles que D = diag(λi).

Finalement, la matrice de Cholesky associée à l’ellipse E est obtenue en
inversant la transformation, soit :

L = L1L
′ (4.6)

Si bien que la métrique associée à E , l’ellipse de volume maximum comprise
dans l’intersection des ellipses E1 et E2, est donnée par :

M = LL
T = L1VD̃V

T
L1

T (4.7)
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Cette procédure réalise une réduction simultanée, qui produit des résul-
tats similaires à celle proposée dans [Alauzet et Frey, 2003]. On propose de
comparer cette méthode d’intersection à la diagonalisation simultanée pro-
posée dans [Gruau, 2005] et disponible dans la solution CIMLIB.

4.3.2 Diagonalisation simultanée

La diagonalisation simultanée consiste à diagonaliser chacune des mé-
triques afin de retrouver leurs valeurs propres et directions associées respec-
tives tel que Mi = ViDiVi

T avec Vi la matrice des vecteurs propres et Di la
matrice diagonale composée des valeurs propres de Mi. Puis, on cherche les
valeurs propres de M1 dans la base de M2 et vis versa, si bien qu’on définit
les matrices diagonales :

D12 = V2M1V2
T et D21 = V1M2V1

T (4.8)

Ainsi, on reconstruit deux métriques représentées sur la figure 4.8 :

M
′
1 = V1 max (D1,D12)V1

T et M
′
2 = V2 max (D2,D21)V2

T (4.9)

Finalement la métrique solution de l’intersection M = M1 ∩ M2, représentée
sur la figure 4.8, est donnée par :

M =
M′

1 + M′
2

2
(4.10)

E1

E2

E ′
1

E ′
2

E

Figure 4.8 – Intersection de métriques par diagonalisation simultanée
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La métrique résultante obtenue par chacune de ces deux méthodes est
représentée sur la figure 4.9. On remarque que la diagonalisation simultanée
ne permet pas de maximiser le volume de l’ellipse résultante, contrairement à
la réduction simultanée qui de plus oriente parfaitement l’ellipse. De tels ré-
sultats étaient attendus étant donné la construction moyennée de la méthode
de diagonalisation simultanée. Nous retiendrons donc la réduction simultanée
telle que présentée ci-dessus pour la suite de cette étude.

E1

E2

Eds

Ers

Figure 4.9 – Comparaisons des méthodes d’intersection de métriques : réduction
simultanée en violet Ers, et diagonalisation simultanée en vert Eds

4.3.3 Résultats numériques

On présente sur la figure 4.10 le champ de vitesse solution et le maillage
associé, on remarque que la couche limite est conservée et que le sillage est
également maillé. Le coefficient de pression le long du profil, présenté sur la
figure 4.11, montre cette fois une sous-pression un peu plus légère à l’avant
du profil par rapport à la solution de référence et conserve une surpression
près du bord de fuite. On remarque également que les oscillations dues à la
simulation VMS sont repoussées un peu plus loin sur le profil et sont de plus
petite amplitude, ce que l’on peut constater sur la figure 4.10 par un dépla-
cement et un amincissement de la zone de recirculation. On relève une valeur
moyenne du coefficient de traînée CD = 8.6 ·10-3 (cf. figure 4.12), sachant que
la valeur de référence est CD = 8 · 10-3, ce qui est plus précis que le cas clas-
sique avec adaptation de maillage à partir d’un maillage initial quelconque
(CD = 9 ·10-3) mais est moins précis que le cas avec le maillage couche limite
en initialisation. On suppose que cette erreur de traînée est le résultat d’une
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mauvaise discrétisation du sillage dû à l’intersection de maillage dans la zone
de sillage avec le maillage couche limite a priori. Le coefficient de portance
est présenté sur la figure 4.13 sa valeur moyenne est CL = 3.2 · 10-3 ce qui est
en accord avec la valeur de référence.

Les résultats obtenus sont très intéressants et montrent bien l’intérêt de
conserver la couche limite. Cependant cette méthode présente deux inconvé-
nients majeurs, nous n’avons aucun contrôle direct sur le nombre d’éléments
générés par l’intersection, celui-ci peut donc rapidement exploser en fonction
des paramètres de la couche limite, de plus nous nous encombrons encore
des indications de taille de maille a priori sur Box1 et Box2 qui n’ont plus
lieux d’être puisque l’adaptation de maillage dynamique est plus à même de
définir le maillage dans ces zones, il serait donc plus judicieux de se conten-
ter d’une intersection uniquement dans l’épaisseur de la couche limite et de
laisser l’adaptation de maillage dynamique gérer le reste du domaine avec un
contrôle sur le nombre d’éléments total du maillage résultant.

Figure 4.10 – Champ de vitesse solution et le maillage associé ; Zoom sur la
deuxième moitié du profil en bas
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Figure 4.11 – Coefficient de pression le long du profil d’aile NACA0012 pour une
simulation avec intersection de métrique par réduction simultanée,
et la solution de référence proposée par la NASA
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simultanée
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Figure 4.13 – Évolution du coefficient de portance sur le profil d’aile NACA0012
pour une simulation avec intersection de métrique par réduction
simultanée
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4.4 Couplage avancé - Adaptation de maillage
volume-couche limite

Dans cette partie on propose un couplage avancé du maillage couche li-
mite a priori et de l’adaptation de maillage dynamique. Pour cette méthode
uniquement nous utilisons la nouvelle méthode d’adaptation de maillage pro-
posée en section 2.4.4(c). De plus, nous proposons de séparer le domaine en
trois zones d’intérêts, l’intérieur de la géométrie immergée (zone 0), la couche
limite (zone 1) et le reste du domaine (zone 2) représentées sur la figure 4.14.

Figure 4.14 – Représentation des zones d’intérêts : zone interne (zone 0) en
rouge, zone de couche limite (zone 1) en vert, et le domaine restant
(zone 2) en bleu

4.4.1 Zone interne

Lors de la simulation de l’écoulement d’air sur le profil d’aile NACA0012,
comme pour tous les cas d’écoulements externes, aucun phénomène physique
ne se produit à l’intérieur de la géométrie (zone 0) il n’y a alors aucune varia-
tion des champs physiques à l’intérieur de celle-ci et l’erreur d’interpolation
sur les nœuds de cette zone est quasiment nulle. L’adaptation de maillage
prescrit donc des éléments de taille maximale à l’intérieur de la géométrie
comme on peut l’observer sur la figure 4.15. Cette taille maximale est sou-
vent bien supérieure au volume intérieur de la géométrie, ainsi un tel maillage
ne permet pas de garantir que l’interface immergée soit correctement décrite
à chaque remaillage contrairement à la métrique couche limite qui assure
que l’interface soit parfaitement décrite grâce à la reproduction des trois
premières strates de la couche limite à l’intérieur de la géométrie et à une
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maillage sur l’erreur a posteriori apporte des éléments d’informations sup-
plémentaires concernant le comportement du fluide, notamment sur les di-
rections et rapport d’aspect. L’intersection nous permet donc de construire
un maillage à la fois suffisant pour la résolution de la couche limite et adapté
sur le comportement réel du fluide.

Cependant l’intersection telle que réalisée dans la section 4.3 ne donne
aucun contrôle sur le nombre d’éléments engendrés. Or dans cette méthode
nous souhaitons limiter le nombre d’éléments dans la couche limite à 60%
du nombre total d’éléments alloués pour le maillage final, afin de garder
suffisamment de ressources pour résoudre précisément le sillage.

Soit NCL le nombre d’éléments composant la zone 1 du maillage couche
limite a priori. En pratique, la métrique relative à l’estimateur d’erreur est
calculée pour la zone 1 exclusivement avec une contrainte sur le nombre
d’éléments égale à 0.6N − NCL. Ensuite on effectue l’intersection des deux
métriques, puis on évalue le nombre d’éléments engendrés par la métrique
résultante, noté N(1).

4.4.3 Domaine restant

Le maillage de la zone 2, représentant le reste du domaine, dépend quant
à lui uniquement de l’adaptation de maillage sur l’erreur a posteriori pour
mailler le sillage. L’estimateur d’erreur est calculé sur les nœuds étiquetés
comme appartenant à la zone 2 pour un nombre d’éléments :

N(2) = N − (N(0) +N(1))

La seule complexité de cette zone consiste à assurer une transition continue
entre la zone 1 et la zone 2. En effet, une transition trop brutale en termes de
taille d’éléments est très problématique pour la précision des résultats. Pour
cela, on transporte la taille de maille sur la frontière de la zone couche limite
pour chaque élément dans la direction normale sur le reste du domaine. Cette
taille est ensuite utilisée comme taille de maille minimale en paramètre de
l’estimateur d’erreur sur la zone 2 et assure ainsi la continuité de la taille de
maille à l’interface entre la zone de couche limite et le reste du domaine. Cela
complète la procédure de couplage, nous avons donc construit une métrique
sur l’ensemble du domaine qui peut être fournie au mailleur topologique
MTC.
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4.5 Adaptation de maillage volume-couche li-
mite dynamique : applications

Dans cette section on présente plusieurs applications du couplage proposé
à des écoulements 2D et 3D de la littérature illustrant le succès de la méthode
à produire des solutions précises. Dans un premier temps on conclu l’étude de
l’écoulement sur le profil d’aile NACA0012. Puis on présente l’écoulement 3D
sur le modèle simplifié de véhicule Ahmed body. Dans un second temps, on
s’intéresse au profil d’aile NACA L1T2 en deux dimensions faisant intervenir
des interfaces instationnaires.

4.5.1 Profil d’aile NACA0012

On clos l’étude du profil d’aile NACA0012 en réalisant la simulation sur
le maillage résultant du couplage proposé dans ce travail entre le maillage
couche limite et l’adaptation de maillage dynamique. La solution du champ de
vitesse sur la paroi est très proche de celle obtenue pour l’intersection comme
attendu (voir figure 4.16), on remarque également l’excellente description du
sillage assurée par l’adaptation dynamique et une meilleure répartition des
éléments.

Le couplage permet donc de décrire beaucoup plus précisément le sillage
qu’avec uniquement la technique d’intersection, notamment en générant des
éléments beaucoup plus anisotropes et parfaitement alignés avec l’écoule-
ment. Le sillage étant un phénomène anisotrope, il est donc mieux décrit par
un maillage également anisotrope. De ce fait on peut observer sur la figure
4.17 que le coefficient de pression sur le bord de fuite s’aligne pour la première
fois avec le résultat de référence établi par la NASA. On constate également
que le coefficient de pression solution est bien mieux aligné avec le résultat
de référence sur toute la longueur du profil. On observe toujours la zone de
sur-pression et de sous-pression relative à la zone de recirculation engendrée
par le modèle VMS employé.

On présente les coefficients de traînée et de portance en fonction du temps
sur les figures 4.18 et 4.19, on relève la valeur moyenne du coefficient de
traînée CD = 8.03 · 10-3 et la valeur moyenne du coefficient de portance
CL = 2.5 · 10-3, ce qui correspond exactement aux valeurs attendues selon le
cas de référence.

Les résultats obtenus nous permettent donc d’affirmer que le couplage
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Figure 4.17 – Coefficient de pression le long du profil d’aile NACA0012 pour
une simulation avec couplage avancé des métriques, et la solution
de référence proposée par la NASA
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Figure 4.18 – Évolution du coefficient de traînée sur le profil d’aile NACA0012
pour une simulation avec couplage avancé des métriques
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Figure 4.19 – Évolution du coefficient de portance sur le profil d’aile NACA0012
pour une simulation avec couplage avancé des métriques
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4.5.2 Ahmed body

On propose l’étude du modèle de voiture simplifié 3D proposé par Ahmed
[Ahmed et al., 1984] avec la méthode d’adaptation de maillage volume-couche
limite dynamique. Cette géométrie simplifiée est caractéristique de l’écoule-
ment autour d’un véhicule, c’est un écoulement très complexe et intéressant
qui permet d’étudier la corrélation entre l’angle d’inclinaison arrière et le de-
gré de turbulence engendrée pour optimiser l’aérodynamique [Franck et al.,
2009, Strachan et al., 2005, Fares, 2006]. Cet exemple permet de montrer le
fonctionnement de la méthode d’adaptation volume-couche limite dynamique
en trois dimensions.

Dans cet exemple, nous utilisons la géométrie avec un angle d’inclinaison
arrière de 25◦, qui est connu pour être l’angle le plus turbulent. Conformé-
ment aux références, le Ahmed body est immergé dans une soufflerie 3D de
dimensions 10 × 2 × 1.5 m3, la longueur caractéristique du Ahmed body est
L = 1 m, et l’écoulement à un nombre de Reynolds Re = 4.25 · 106, l’écou-
lement est clairement turbulent. Le maillage couche limite est présenté en
section 3.4.3. L’adaptation de maillage volume-couche limite dynamique a
été contrainte à 5 · 106 éléments, le calcul 3D a été exécuté en parallèle sur
120 processeurs. On observe une zone de recirculation à l’arrière du véhicule
composée d’un grand nombre de tourbillons. Ces observations sont représen-
tées par des lignes de courants sur les figures 4.20 et 4.21. De plus, les coupes
à travers le maillage présentées sur la figure 4.22 laissent bien apparaître le
maillage couche limite et une description précise de l’interface ainsi qu’une
adaptation sur le champ de vitesse.
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Figure 4.22 – Maillage pour la résolution du Ahmed body
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4.5.3 Profil d’aile NHLP L1T2

Le profil d’aile NHLP L1T2 est issu du programme britannique pour le
développement de dispositifs hypersustentateurs, à grande portance. C’est un
profil d’aile à 3 volets constitué d’un corps principal (main), d’un volet avant
(slat) et d’un volet arrière (flap) représentés sur la figure 4.23. Le slat et le
flap sont des volets mobiles ajustés au profil en vol de croisière et formant
un angle respectif de 25◦ et -20◦ avec le corps principal en phase de décollage
et d’atterrissage pour donner plus de portance à basse vitesse [Soulat et al.,
2012]. En pratique les volets sont mis en mouvement à l’aide d’opérations de
translations et de rotations opérées sur leurs fonctions levelset respectives.

Figure 4.23 – Géométrie du profil d’aile NHLP L1T2 [Soulat et al., 2012]

On présente sur la figure 4.24 le maillage couche limite réalisé pour un
écoulement à Re = 2 · 105 (turbulent), y+

0 = 1, tel que hmin = 9.93 · 10-5 m.
On effectue ensuite la simulation du vol de croisière suivi d’une ouverture et
d’une fermeture des volets. On observe en haut à gauche de la figure 4.25
le vol de croisière, un écoulement stationnaire présentant une faible traînée
CD = 0.05. En haut à droite, les volets commencent à s’ouvrir on observe
la création d’une zone de recirculation immédiatement derrière le slat et
le flap. Sur la figure suivante les volets viennent de s’ouvrir totalement on
constate le développement de tourbillons. Sur la dernière figure, l’écoulement
avec les volets ouverts a convergé, on note une augmentation importante
de la portance et de la traînée. Ces résultats étaient attendus, l’importante
recirculation sous le profil d’aile crée une surpression qui fait augmenter la
portance mais engendre une augmentation de la traînée.

Ce cas test nous permet donc de montrer que l’adaptation de maillage
volume-couche limite dynamique fonctionne sur des interfaces instationnaires,
ce qui met également en relief l’intérêt de travailler avec des géométries im-
mergées.
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Figure 4.24 – Maillage couche limite du profil d’aile NHLP L1T2
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Figure 4.25 – Écoulement autour du profil d’aile NHLP L1T2 et maillages asso-
ciés
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4.6 Conclusion

L’objectif de ce chapitre était de coupler le maillage couche limite et
l’adaptation de maillage dynamique décrits dans les précédents chapitres
afin de proposer une méthode d’adaptation de maillage respectant la couche
limite. La littérature est relativement faible sur ce sujet et la solution souvent
retenue est de construire dans un premier temps la couche limite qui restera
figée au cours de la simulation et d’adapter le maillage dynamiquement sur
le reste du domaine en utilisant un opérateur de gradation pour la jonction
entre ces deux zones. Dans ce travail nous souhaitons proposer un couplage
plus pointu qui nous permette de profiter des avantages de l’adaptation de
maillage dynamique sur l’estimateur d’erreur a posteriori également dans la
couche limite et qui assure une meilleur répartition des éléments.

Dans ce chapitre nous avons présenté différentes techniques permettant
de coupler le maillage couche limite et l’adaptation de maillage dynamique
et finalement proposé une méthode d’adaptation de maillage volume-couche
limite dynamique. Cette méthode consiste à décomposer le domaine en trois
zones d’intérêts assurant respectivement une description fidèle de l’interface
entre le fluide et le solide immergé, un maillage pseudo-structuré adapté
à l’écoulement de couche limite et un suivi précis du sillage [Billon et al.,
2017]. La méthode d’adaptation de maillage volume-couche limite dynamique
a montré sur les différentes applications 2D et 3D sa capacité à résoudre pré-
cisément les écoulements turbulents.
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Cette thèse est motivée par la nécessité de rendre la génération de maillage
pour l’étude de géométries complexes à la fois automatique, robuste et adap-
tée à la résolution précise des écoulements associés. Le maillage est la pierre
angulaire de la simulation numérique mais aussi un des principaux freins à
son développement. A ce jour, la génération de maillage passe largement par
l’utilisation de logiciels de CAO séquentiels pour générer un maillage iso-
trope adapté à toute la simulation. Cela demande une grande expertise et
une longue analyse du problème à étudier, et représente le plus grand coût
en temps d’intervention humain. Afin de permettre de grandes avancées en
simulation numérique et de généraliser sa diffusion et son utilisation dans l’in-
dustrie, la génération de maillage a besoin d’évoluer vers une méthode plus
automatique, robuste et parallélisable. C’est précisément l’objectif de cette
thèse, en parfait accord avec la Vision 2030 avancée dans [Slotnick et al.,
2014, Park et al., 2016].

"The mesh generation process should be invisible to the CFD
user or engineer. Given a suitable geometry representation and
a desired level of solution accuracy, a fully automated meshing
capability would construct a suitable mesh and adaptively refine
the mesh throughout the solution process with minimal user in-
tervention until the final accuracy levels are met." - CFD Vision
2030 [Slotnick et al., 2014]

Ce travail s’intéresse tout particulièrement aux écoulements turbulents
aérodynamiques et à la description et résolution précise de leurs couches
limites. Dans cette thèse nous avons proposé une méthode de génération de
maillage automatique autour de géométries complexes, ainsi qu’une méthode
d’adaptation de maillage dynamique basée sur un estimateur d’erreur sur
les arêtes. On propose finalement un couplage pointu de ces méthodes de
générations et d’adaptation de maillage pour donner naissance à une nouvelle
forme d’adaptation de maillage volume-couche limite dynamique assurant
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une résolution beaucoup plus précise.

Résumé des principaux résultats

Dans le chapitre 1, nous nous sommes appliqués à définir les équations de
la mécanique des fluides et mettre en relief leur complexité. Nous avons en-
suite rappelé les différentes méthodes numériques classiques de résolution du
système de Navier-Stokes avant de détailler la méthode variationnelle multi-
échelles adoptée dans ce travail et son extension aux géométries immergées.

Adaptation de maillage dynamique

Dans le chapitre 2, nous sommes revenus à la définition d’un maillage et
à la notion de métrique pour détailler la méthode topologique employée dans
ce travail pour la génération effective de maillage. La technique d’adaptation
de maillage dynamique sur l’erreur a posteriori basée sur les arêtes a ensuite
été présentée et analysée dans sa version initiale [Coupez, 2011] et dans sa
version équidistribuée [El Jannoun, 2014]. A la lumière de ce bilan nous
avons proposé dans cette thèse une nouvelle version tirant le meilleur parti
des versions précédentes et apportant des améliorations majeures. Celles-ci
portent notamment sur le dénombrement, en amont, des éléments engendrés
par l’adaptation de maillage et sur la régularisation de la métrique en bornant
la taille de maille. La nouvelle version de l’adaptation de maillage dynamique
permet de capturer les champs d’intérêts de manière beaucoup plus précise,
pour un nombre d’éléments inférieur et avec moins d’itérations de remaillage.

Maillage couche limite

La couche limite est une des spécificités des écoulements turbulents autour
de corps solides. Dans le chapitre 3, nous avons réalisé l’étude théorique des
couches limites afin de déterminer rigoureusement la structure du maillage
nécessaire à sa résolution précise. Compte tenu de cette étude nous avons
proposée dans cette thèse une procédure permettant de générer des maillages
a priori, i.e. en amont de la simulation, adaptés sur la couche limite tels
que prescrit par la théorie. Cette procédure, particulièrement adaptée aux
géométries immergées, repose sur une approche multi-levelset permettant de
localiser chacune des strates composant la couche limite et ainsi de contrôler
la taille et l’orientation des éléments. La taille est définie conformément à
la théorie des couches limites et aux paramètres physiques caractéristiques
de l’écoulement, tandis que l’orientation est déterminée relativement à la
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courbure de la géométrie. En plus de construire un maillage adapté pour la
résolution de la couche limite, cette procédure permet de décrire fidèlement
l’interface entre le fluide et le solide immergé quel que soit sa complexité
[Billon et al., 2016].

Adaptation de maillage volume-couche limite dynamique

L’aspiration du chapitre 4 est d’associer le maillage couche limite a priori
et l’adaptation de maillage dynamique sur l’erreur a posteriori afin d’obte-
nir une adaptation de maillage dynamique assurant une résolution précise
de la couche limite. Nous avons donc présenté différentes techniques permet-
tant un tel couplage et convergé vers la méthode d’adaptation de maillage
volume-couche limite dynamique [Billon et al., 2017]. Cette méthode consiste
à décomposer le domaine en trois zones d’intérêts assurant respectivement
une description fidèle de l’interface entre le fluide et le solide immergé, un
maillage pseudo-structuré adapté à l’écoulement de couche limite et un suivi
précis du sillage. Cette nouvelle méthode est très prometteuse et a montré sa
capacité à résoudre précisément les écoulements turbulents sur les différentes
applications 2D et 3D.

Perspectives

Cette thèse a permis de progresser sur le traitement du maillage dans la
couche limite pour la simulation des écoulements turbulents, mais il y a en-
core du chemin à parcourir pour atteindre la résolution exacte des équations
de la mécanique des fluides.

Pour le mailleur et le maillage couche limite

Pour aller plus loin en ce qui concerne le maillage couche limite, il est né-
cessaire de renforcer la structure des éléments près de la paroi afin d’utiliser
des éléments présentant des angles droits. Ce travail doit être réalisé au ni-
veau du mailleur et du critère de qualité tel que celui-ci aligne les arêtes avec
les vecteurs propres de la métrique [Mesri et al., 2012, Loseille, 2014]. Le rap-
port d’aspect choisi peut également être amélioré selon les recommandations
formulées dans [Shewchuk, 2002].

On peut également s’intéresser aux maillages fitted [Shakoor et al., 2015,
Daldoul, 2019], c’est-à-dire un maillage où aucune arête ne traverse l’inter-
face de la géométrie immergée mais celle-ci est recouverte de nœuds. Cette
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méthode permettrait en plus d’une description fidèle de l’interface, de s’af-
franchir des lois de mélanges présentées dans le chapitre 1, dont le calibrage
est relativement délicat dans la couche limite.

Pour les estimateurs d’erreur

Du travail est encore nécessaire au niveau de l’estimateur d’erreur pour
en améliorer la précision. En effet comme on l’a constaté dans le second
chapitre, un nombre très élevé de nœuds est nécessaire pour capturer des
oscillations de petites amplitudes. Un calibrage de l’estimateur d’erreur est
certainement nécessaire pour permettre à moindres coûts de résoudre pré-
cisément des problèmes présentant des phénomènes de différentes d’ampli-
tudes. De plus, l’estimateur d’erreur repose aujourd’hui sur des variables pri-
maires, i.e. la vitesse, la pression, la température, etc., on pourrait envisager
de développer un estimateur d’erreur orienté vers la solution (goal-oriented)
en l’occurrence en aérodynamique sur la traînée et la portance [Hoffman,
2004, Hoffman, 2005]. Pour aller plus loin, on peut également envisager la
construction d’un estimateur d’erreur espace-temps en temps réel [Hoffman
et al., 2013].

Pour le solveur

La méthode variationnelle multi-échelles présentée dans le chapitre 1 et
utilisée tout au long de cette thèse pour résoudre le système d’équations
de Navier-Stokes est prometteuse, et en combinaison avec l’adaptation de
maillage pourrait donner accès à la solution DNS à moindres coûts.

Cependant deux hypothèses majeures apparaissent dans la formulation
VMS adoptée, la première concerne l’indépendance des petites échelles vis
à vis du temps et la seconde porte sur la linéarisation du terme convectif
des petites échelles. Ces hypothèses peuvent certainement être réduites [Co-
dina et Blasco, 2002, Codina, 2002, Codina et al., 2007] pour permettre une
résolution encore plus précise.

Pour l’adaptation de maillage volume-couche limite dy-
namique

L’adaptation de maillage volume-couche limite développée est très in-
téressante mais relativement coûteuse. Le couplage le plus efficace entre le
maillage couche limite et l’adaptation dynamique serait de construire un
champ à ajouter à l’adaptation de maillage dynamique traduisant le maillage
couche limite. Cela peut être réalisé de deux manières : la première consiste à
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convertir la métrique produisant le maillage couche limite en un champ d’er-
reur sur le maillage, tandis que la seconde consiste à déterminer un champ sur
lequel adapter qui permettrait de construire automatiquement et a posteriori
la couche limite. La seconde méthode est très intéressante car elle permet-
trait encore de minimiser l’intervention humaine et l’expertise nécessaire dans
la procédure de génération de maillage pour les écoulements visqueux mais
aussi car elle serait moins coûteuse. Pour trouver de tels champs il faudra
s’intéresser de plus près à la contrainte pariétale, à la vitesse à la paroi ou
encore à la viscosité turbulente. Une thèse est actuellement en cours pour
l’adaptation sur le champ de vitesse des petites échelles [Bazil, 2019].
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Résumé

La simulation numérique des
écoulements turbulents en aéro-
dynamique est très complexe. Elle
consiste en l’étude de l’interaction
entre un fluide et un profil immergé.
On observe à la surface du profil
une zone de vitesse ralentie, nom-
mée couche limite. L’étude fine de
la couche limite est primordiale
pour la résolution précise de l’écou-
lement. Elle nécessite de ce fait
un maillage particulièrement fin
et structuré. Nous proposons une
procédure automatique permettant
de générer un maillage adapté pour
la résolution précise de la couche
limite en accord avec la théorie
et les caractéristiques physiques
de l’écoulement. De plus, afin de
décrire l’écoulement turbulent dans
toute sa complexité à moindres
coûts, nous proposons de combiner
le maillage couche limite à une
méthode d’adaptation de maillage
dynamique.
A cet effet, nous avons utilisé une
version avancée de l’adaptation de
maillage sur l’erreur a posteriori ba-
sée sur les arêtes et développé
une méthode permettant à la fois
de conserver la structure et le
raffinement dans la couche limite
mais également de décrire précisé-
ment les recirculations et le sillage.
La nouvelle méthode d’adaptation
volume-couche limite a été validée
sur des cas 2D et 3D à géométries
complexes. Les résultats mettent en
relief le potentiel de cette approche
et ouvre des perspectives intéres-
santes pour l’adaptation de maillage
en mécanique des fluides.

Mots Clés

Maillage non structuré, Adaptation
de maillage basée sur les métriques,
Maillage couche limite, Méthode de
volume immergé, Méthode varia-
tionnelle multi-échelles

Abstract

Numerical simulation of turbulent
aerodynamics flows remains chal-
lenging. Such fluid-structure inter-
action problem involves generally a
thin layer close to the wall where
the fluid is slow down, called boun-
dary layer. This latter requires a ca-
refull study of the boundary layer
since it is crucial regarding the ac-
curacy of the complete flow compu-
tation. Therefore, a fine and struc-
tured mesh is needed close to the
wall. In this work, we propose a no-
vel automatic procedure to build a
correct boundary layer mesh accor-
ding to the theory and the flow pa-
rameters. Moreover, in order to des-
cribe exactly the behaviour of the
flow on the whole domain, the boun-
dary layer mesh is combined with a
dynamic mesh adaptation method.
It follows an advanced version of the
edge based mesh adaptation me-
thod. Combined together, they en-
sure a fine and structured mesh in
the boundary layer while all the flow
vortices are accurately resolved.
This new method, called boundary-
volume mesh adaptation, has been
validated on several 2D and 3D test
cases with complex geometries. Re-
sults emphasises the capacity of the
approach and offer opportunities of
improvement for numerical fluid me-
chanics mesh adaptation.

Keywords

Unstructured grids, Metric-based
mesh adaptation, Boundary layer
mesh, Immersed volume method,
Variational multi-scale method
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