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Résumé - Abstract

Cette thése se situe au carrefour de la combinatoire énumérative, algébrique
et bijective. Elle se consacre d'une part a traduire des problémes algébriques
en des problémes combinatoires, et inversement, utilise le formalisme algé-
brique pour traiter des questions combinatoires.

Aprés un rappel des notions classiques de combinatoire et de structures
algébriques, nous abordons ’étude des tableaux de dominos décalés, qui sont
des objets combinatoires définis dans le but de mieux comprendre la combina-
toire des fonctions symétriques P et () de Schur. Nous donnons la définition
de ces tableaux et nous démontrons qu’ils sont en bijection avec les paires
de tableaux de Young décalés. Cette bijection nous permet de voir ces objets
comme des éléments du super monoide plaxique décalé, qui est ’analogue
décalé du super monoide plaxique de Carré et Leclerc. Nous montrons aussi
que ces tableaux décrivent un produit de deux fonctions P de Schur et en
prenant un autre type de tableaux de dominos décalés, ils décrivent un pro-
duit de deux fonctions () de Schur. Nous proposons aussi deux algorithmes
d’insertion pour les tableaux de dominos décalés, analogues aux algorithmes
d’insertion mixte et d’insertion gauche-droit de Haiman. Toujours dans le do-
maine de la combinatoire bijective, nous nous intéressons dans la deuxiéme
partie de notre travail a des bijections en lien avec des statistiques sur les
permutations et les nombres eulériens.

Dans cette deuxiéme partie de la thése, nous introduisons 'unimodalité
des suites finies associées aux différentes directions dans le triangle eulérien.
Nous donnons dans un premier temps une interprétation combinatoire ainsi
que la relation de récurrence des suites associées a la direction (1,¢) dans
le triangle eulérien, ot ¢ > 1. Ces suites sont les coefficients de polynémes
appelés les polyndmes eulériens avec succession d’ordre ¢, qui généralisent les
polynomes eulériens. Nous démontrons par une bijection entre les permuta-
tions et des chemins nord-est étiquetés que ces suites sont log-concaves et
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donc unimodales. Puis nous prouvons que les suites associées aux directions
(r,q), o  est un entier positif et ¢ est un entier, tel que r+ ¢ > 0, sont aussi
log-concaves et donc unimodales.
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Introduction

Avant-propos

La combinatoire est I'étude des ensembles finis d’objets et comporte plu-
sieurs branches. Sa plus ancienne branche est la combinatoire énumérative,
qui s’intéresse au dénombrement d’objets combinatoires et a I’étude des suites
d’entiers obtenues par le dénombrement. Elle donne aussi un sens a des
suites d’entiers en les reliant a des objets combinatoires, soit en construi-
sant ces objets, soit & ’aide de bijections. On cite souvent Fibonacci comme
I'un des précurseurs de cette discipline en Occident. Sa suite est considérée
comme 'exemple de base d’un probléme de combinatoire énumérative. Plu-
sieurs autres savants se sont aussi intéressés a la combinatoire énumérative
comme Newton, Pascal ou Euler. Certains considérent que la combinatoire
énumérative a commencé avec le concept de permutation et que 'un de ses
premiers résultats pourrait étre le fait qu’il y a n! permutations de n élé-
ments.

La combinatoire algébrique est une autre branche de la combinatoire, elle
vise & dévoiler des structures algébriques sur des familles d’objets combi-
natoires et obtenir des structures algébriques combinatoires. Ces structures
sont formées d’un ensemble d’objets combinatoires combiné a un ou plusieurs
produits, éventuellement complétés par des contraintes, le tout vérifiant un
certain nombre d’axiomes. La plupart des structures sont soit finies, soit en-
gendrées par un ensemble fini d’éléments, d’ou U'intérét d’étudier ces struc-
tures par des techniques algorithmiques et combinatoires. Par exemple, il est
connu que les permutations de taille n forment un groupe appelé le groupe
symétrique en considérant la composition des permutations. Mais on peut
aussi considérer d’autres produits sur les permutations : la concaténation des
mots, la dé-concaténation des mots, le produit de mélange, etc., et obtenir
d’autres structures algébriques : anneaux, modules, corps, algébres, bigebres,
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algebres de Hopf combinatoires, etc. En composant des assemblages et des
désassemblages d’objets combinatoires, on arrive a avoir une compréhension
plus fine de ces objets, ce qui permet de relier des objets d’une méme famille
ou de plusieurs familles différentes entres eux. De plus, ceci permet de relier
les structures algébriques associées a ces objets. Inversement, en reliant les
structures algébriques entre elles, on arrive a trouver des liens entre leurs
éléments. Ceci ameéne de facon naturelle a des nouveaux résultats. Il est donc
naturel de construire des structures algébriques sur divers objets combina-
toires.

En rajoutant a ces deux branches la combinatoire bijective qui met en
relation différents ensembles d’objets combinatoires, on obtient le domaine
de la combinatoire énumérative algébrique et bijective. C’est un domaine a
mi-chemin entre les mathématiques et 'informatique. Cette derniére est I'un
des piliers fondamentaux de ce domaine car dés son arrivée au XXe siécle, elle
a permis & la combinatoire de prendre un nouvel essor. Depuis, les liens qui
unissent 'informatique et la combinatoire n’ont jamais cessé de se renforcer et
de se développer. Il est aujourd’hui difficile de faire de la combinatoire sans
I’aide de la machine, et faire ce qu’on appelle [’exploration par ordinateur
d’un probléme. Les objets que 'on utilise sont en général trop nombreux
pour étre traités a la main. La machine nous permet alors de générer ces
objets et d’explorer leurs propriétés combinatoires en profondeur. Cet outil
nous force aussi a simplifier nos objets et les opérations sur ces objets au
maximum. Ces objets, qui sont une traduction de problémes généralement
complexes d’algebre, de physique, d’informatique, de géométrie algébrique
ou encore de théorie des représentations, doivent étre faconnés a partir de
régles élémentaires, pour que 1’on puisse les faire comprendre facilement a la
machine.

Des avancées importantes en combinatoire énumérative algébrique et bi-
jective se sont faites par des bijections ces derniére années, a l'intérieur de
ce domaine, nous nous sommes intéressé a deux champs différents. Le pre-
mier porte sur les fonctions symétriques et les tableaux et le deuxiéme traite
I’étude de 'unimodalité des suites associées au triangle eulérien. Dans chaque
partie nous avons mis en bijection différents ensembles d’objets combinatoires
pour répondre & certaines questions. Nous allons maintenant détailler 1’his-
torique relatif a ces deux parties.

Fonctions symétriques et tableaux

Les fonctions symétriques sont des objets trés important en combinatoire
algébrique, elles sont utilisées depuis le XIXe siécle pour répondre a des
problémes de dénombrement par Mac Mahon dans son livre Combinatory



analysis : A review of the present state of knowledge [Mac96]. Les fonctions
symétriques interviennent souvent comme séries génératrices de permuta-
tions sous certaines contraintes : cycles, descentes, montées, inversions, etc.
|Ges84, GRI3|. La théorie des fonctions symétriques s’est considérablement
développée quand Frobenius [Fro00] et Schur [Sch11] ont mis en lumiére leurs
liens avec la théorie des groupes et la théorie des représentations. Notamment
les fonctions de Schur qui sont les caractéres des représentations irréductibles
des groupes symétriques et qui sont définies comme le quotient de deux al-
ternants.

Parallelement a la théorie des fonctions symétriques, des objets combina-
toires trés simples a définir, appelés tableaux de Young ont vu le jour en 1900
par Young [YouOO] comme des outils pour la théorie des représentations.
Ces objets se sont imposés comme les objets centraux dans la théorie des
représentations des groupes. Ils permettent de donner une définition simple
et purement combinatoire des fonctions de Schur : c’est la somme des poids
sur tous les tableaux de Young d’une forme donnée. En 1961, Schensted
[Sch61] a développé un algorithme qui calcule la longueur de la plus longue
sous-suite croissante d’'un mot donné, la sortie de cet algorithme étant un
tableau de Young. Dix ans plus tard, Knuth [Knu70]| a trouvé les relations
qui identifient les mots donnant le méme tableau de Young par I’algorithme
de Schensted. En prenant le quotient du monoide libre par les relations de
Knuth, on obtient un monoide. Lascoux et Schiitzenberger [LS81] ont dé-
montré qu’a chaque classe de ce monoide correspond un unique tableau de
Young et de maniére équivalente que I’ensemble des tableaux de Young pos-
séde une structure de monoide appelée le monoide plarique dans lequel le
produit de deux tableaux de Young est donné par l'algorithme du jeu de
taquin défini par Schiitzenberger. Le monoide plaxique joue un roéle trés im-
portant dans la théorie des fonctions symétriques et la théorie des représenta-
tions des groupes. La premiére application significative du monoide plaxique
a été d’apporter une démonstration combinatoire compléte de la régle de
Littlewood-Richardson, qui est un algorithme combinatoire pour évaluer le
produit de deux fonctions de Schur. Autrement dit, c’est une régle qui dé-
compose des produits tensoriels de représentations irréductibles du groupe
linéaire en somme d’irréductibles.

En étendant les tableaux de Young aux tableaux de Young décalés, Wor-
ley [Wor84] et Sagan [Sag87| ont développé indépendamment une théorie
combinatoire des tableaux de Young décalés, paralléle & la théorie des ta-
bleaux de Young. Les tableaux de Young décalés permettent de définir les
fonctions P de Schur et () de Schur qui sont respectivement les polynémes
de Hall-Littlewood [Lit61] sur la base P(x,t) en t = —1 et les polynémes de
Hall-Littlewood sur la base Q(z,t) en t = —1 [Mac95]. Ces fonctions sont
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les caractéres des représentations projectives irréductibles des groupes sy-
métriques [Ste89]. Dans les années 80, un premier algorithme combinatoire
pour faire le produit de deux fonctions P de Schur, la régle de Littlewood-
Richardson décalée, a été donné par Stembridge [Ste89] en termes de ta-
bleaux de Young décalés. Haiman [Hai89] & introduit un algorithme d’inser-
tion appelé algorithme d’insertion mizrte qui associe a chaque permutation
un tableau de Young décalé. En 2010, Serrano [Ser10] a étendu I’algorithme
d’insertion mixte de Haiman aux mots et a identifié les relations entres les
mots qui donnent le méme tableau de Young décalé par cet algorithme. Le
quotient du monoide libre par ces relations définit le monoide plaxique dé-
calé. 11 a démontré qu’a chaque classe de ce monoide correspond un unique
tableau de Young décalé. Le monoide plaxique décalé est ’analogue décalé
du monoide plaxique de Lascoux et Schiitzenberger avec des applications si-
milaires. Serrano a utilisé ce monoide plaxique décalé pour donner une autre
version de la regle de Littlewood-Richardson décalée.

Les tableauzr de dominos sont une autre généralisation des tableaux de
Young. Ils ont été trés étudiés dans les années 90 [Sta90, CLI5, FS98, VL99,
VLO1]. C’est un cas particulier des tableaux de rubans quand les rubans sont
de taille 2. Dans [CL95], Carré et Leclerc ont étudié une bijection due a
Stanton et White [Sta90| entre ’ensemble les tableaux de dominos de forme
A, o A est une partition, et ’ensemble les paires de tableaux de Young de
forme (p,v), ou (i, v) est le 2-quotient de A. Ils ont donné une description
plus simple de cette bijection qui a mis en avant le role des diagonales des
tableaux. C’est une approche équivalente a celle de Fomin et Stanton [FS98|.
Cette nouvelle description de la bijection leur a permis d’étendre le monoide
plaxique de Lascoux et Schiitzenberger au super monoide plaxique. Ils ont
démontré que chaque classe du super monoide plaxique est représentée par
un seul tableau de dominos, et ont proposé une description du produit de deux
fonctions de Schur en termes de tableaux de dominos. Ceci a engendré une
nouvelle interprétation des coefficients de la régle de Littlewood-Richardson
en termes de tableaux de dominos.

Toujours dans 'univers de la combinatoire bijective, dans la deuxiéme
partie de notre travail nous nous intéressons a des bijections en liens avec
les statistiques sur les permutations et les nombres eulériens dans le but de
démontrer I'unimodalité et la log-concavité de certaines suites dans le triangle
eulérien.

Statistiques sur les permutations et nombres eulériens

L’étude moderne des statistiques sur les permutations a commencé avec les
travaux de MacMahon [Mac17]. Ces statistiques ont été trés étudiées depuis
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les années 70 par Foata et Schiitzenberger |[F'S70, FZ90] ou encore Frangon
[Fra76]. Ce dernier avec Viennot [F'V79] a construit une bijection liant le
monde des chemins et des permutations. L’étude des statistiques a débouché
sur beaucoup de résultats comme la définition de 'algebre des descentes de
Solomon [Sol76] grace aux positions des descentes d’une permutation. De
méme, grace aux valeurs des descentes d'une permutation, on peut retrouver
une base de Sym définie par Tevlin [HNTT09].

Au début du vingtiéme siécle, MacMahon [Macl7] a observé que dans
le groupe symétrique, le nombre de permutations ayant k descentes est égal
au nombre de permutations ayant k excédences, et cela pour tout entier
positif k. Dans [Foa64, Foa97|, Foata en a donné une démonstration combi-
natoire. Ces nombres ont été étudiés en premier par Euler, et sont revenus a
la surface sous le nom des nombres eulériens. Les nombres eulériens et les po-
lyndmes eulériens ont été trés étudiés dans la littérature en mathématiques
et en informatique [FS70, Knu99|. En effet, de nombreuses classes combi-
natoires, comme les permutations alternantes [And81], les permutations de
Jacobi [Vie80], les arbres binaires non plans décroissants et les permutations
d’André [FS73] sont comptées par ces nombres.

Unimodalité et log-concavité de suites combinatoire

Une suite finie de nombres réels est unimodale si elle croit jusqu’a un maxi-
mum, appelé le mode, puis décroit. Elle est log-concave si le carré de tout
terme de la suite est inférieur au produit de ses deux termes adjacents. Il
est facile de vérifier qu'une suite log-concave est unimodale [Wil]. Les suites
log-concaves et unimodales apparaissent souvent en combinatoire, en algebre,
en informatique et aussi en probabilité et statistique ot ces concepts ont été
étudiés initialement. La définition de I'unimodalité d’une suite est simple et
facile a comprendre, mais prouver qu’une suite est unimodale ou log-concave
est une tache difficile qui demande I'utilisation de constructions combina-
toires complexes et d’outils mathématiques fins. On peut trouver un apercu
de plusieurs de ces techniques dans [Sta89, Bre89, Bal90)|.

Ce sont Tanny et Zuker |TZ74, TZ76, TZ78] qui ont étudié dans les an-
née 70 'unimodalité des suites se trouvant sur les diagonales du triangle de
Pascal. Ils ont démontré que pour tout entier positif o et pour tout entier

strictement positif n, la suite ((”_ak)) . est unimodale. C’était la pre-
ko) )o<k< s
miére fois qu’on s’intéressait a I'unimodalité des suites associées aux triangles

arithmétiques. Plusieurs autres papiers ont traité la question de 'unimoda-
lité des suites associées au triangle de Pascal. En 2008, Belbachir et Szalay
[BS08] ont prouvé que les suites se trouvant sur n’importe quelle direction fi-
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nie dans le triangle de Pascal sont unimodales. En 2015, Belbachir et Tebtoub
[BT15] ont également étudié la question concernant le triangle de Stirling de
premiére et de deuxiéme espéce, et ont démontré que les suites associées a
quelques directions finies dans ces triangles sont unimodales.

Contributions et plan du mémoire

Notre travail est divisé en trois chapitres qui reposent sur les mémes objets
combinatoires : les mots et les permutations.

Le premier chapitre contient une introduction aux objets combinatoires
avec lesquels nous allons travailler. Nous donnons dans un premier temps
la définition des classes combinatoires et des séries génératrices, puis nous
passons aux objets combinatoires : mots, permutations, chemins nord-est éti-
quetés de Gasharov et les chemins nord-est étiquetés de Bona et Ehrenborg
ainst que la bijection de ces deux derniers avec les permutations. Nous abor-
dons ensuite les partitions d’entiers et quelques algorithmes qui leur sont
associés. Nous donnons aussi un bref apercu de quelques bases des fonctions
symétriques. Aprés avoir mis au clair toutes ces définitions, nous présentons
trois types de tableaux : les tableaux de Young, tableaux de Young décalés
et les tableaux de dominos ainsi que leurs relations avec les mots, les permu-
tations et les fonctions symétriques. Dans le cas des tableaux de dominos,
nous présentons la démonstration de Carré et Leclerc [CL95], de la bijec-
tion de Stanton et White [Sta90] entre ’ensemble les tableaux de dominos
et 'ensemble les paires de tableaux de Young. Nous passons aprés a 1’étude
de I'unimodalité et de la log-concavité des suites réelles, ou nous discutons
la relation entre ces deux concepts. Nous présentons ensuite les polynémes
et les nombres eulériens. Nous terminons ce chapitre par la présentation de
deux démonstrations de I'unimodalité des suites associées aux coefficients des
polynémes eulériens.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons la premiére partie de nos tra-
vaux, partie qui traite de nouveaux objets combinatoires appelés les tableaux
de dominos décalés. Ces objets peuvent étre vus soit comme les analogues dé-
calés des tableaux de dominos, soit comme une généralisation des tableaux de
Young décalés (cf. figure 0.0.1). Le but de cette généralisation est de dévelop-
per une théorie combinatoire des tableaux de dominos décalés parallele a la
théorie des tableaux de dominos pour mieux comprendre les propriétés com-
binatoires liées aux fonctions P et () de Schur. Ensuite, nous présentons une
bijection analogue a celle de Stanton et White, entre les tableaux de domi-
nos décalés et les paires de tableaux de Young décalés. Nous démontrons par
cette bijection que la somme sur tous les tableaux de dominos décalés d’une



forme donnée de mondémes décrit un produit de deux fonctions P de Schur,
et, en prenant un autre type de tableaux de dominos décalés, on décrit le pro-
duit de deux fonctions () de Schur. Puis, nous étendons le monoide plaxique
décalé de Serrano au super monoide plaxique décalé. Nous démontrons que
chaque classe du super monoide plaxique décalé est représentée par un unique
tableau de dominos décalé. Enfin, nous présentons deux algorithmes d’inser-
tions L et H, réalisés avec Mathias Petréolle, analogues a la correspondance
de Robinson-Schensted-Knuth, qui associent & un mot bicolore, un couple
de tableaux de dominos décalés de méme forme. Ces algorithmes sont une
adaptation, pour les tableaux de dominos décalés, de 'algorithme d’inser-
tion mixte et de I'algorithme d’insertion gauche-droit introduits par Haiman
|[Hai89] dans le cas des tableaux de Young décalés. On conjecture aussi que
I’algorithme H appliqué & une permutation bicolore o donne la méme paire

de tableaux de dominos décalés que 'algorithme L appliqué a o~ 1.

Tableaux de Young

Tableaux de dominos décalés

FIGURE 0.0.1 : Relations entre les différents types de tableaux.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons la deuxiéme partie de nos
travaux. C’est un travail réalisé avec Hacéne Belbachir et Assia Tebtoub, o
nous nous intéressons a 'unimodalité des suites associées aux différentes di-
rections dans le triangle eulérien. Nous généralisons dans un premier temps
les polyndémes eulériens aux polynomes eulériens avec succession d’ordre 2.
Nous donnons la relation de récurrence ainsi qu’'une interprétation combina-
toire des suites associées aux coefficients de ces polynomes en termes de per-
mutations et de chemins nord-est étiquetés. Ces suites de coefficients corres-
pondent aux suites associées aux diagonales principales du triangle eulérien.
Nous introduisons ensuite les polyndmes eulériens avec succession d’ordre
t, ou t est un entier positif. Nous donnons aussi une interprétation combi-
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natoire des suites associées aux coefficients de ces polynémes en termes de
permutations et de chemins nord-est étiquetés, puis on présente la relation
de récurrence associée aux coefficients qui correspondent aux suites associées
aux directions (1,t) dans le triangle eulérien, o ¢ est un entier positif. Puis,
en utilisant approche de Gasharov [Gas98| pour démontrer I'unimodalité
des lignes du triangle eulérien, nous prouvons que les diagonales principales
du triangle eulérien sont elles aussi log-concaves et donc unimodales. et aussi
que les suites associées aux directions (1,t) dans le triangle eulérien, ou t est
un entier positif, sont log-concaves et unimodales. Pour terminer ce chapitre,
nous prouvons que les suites associées aux directions (r,q) dans le triangle
eulérien, ot 7 est un entier positif et ¢ est un entier, tel que r + ¢ > 0, sont
elles aussi log-concaves et unimodales.



Chapitre

Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les notions essentielles pour la suite
de ce mémoire. Le paragraphe 1.1 est consacré aux définitions des objets
combinatoires élémentaires considérés dans ce document. Nous y introdui-
sons & la fois les notations ainsi que quelques algorithmes liés aux structures
algébriques qui leur sont associées. Dans le paragraphe 1.2, nous rappelons
quelques bases de la théorie des polyndmes symétriques ainsi que trois types
de tableaux : les tableaux de Young, les tableaux de Young décalés et les
tableaux de dominos. Nous présentons aussi les fonctions symétriques et les
structures algébriques liées a ces tableaux, ainsi que quelques algorithmes et
bijections qui leur sont associés. Pour terminer cette partie introductive, nous
abordons dans le paragraphe 1.3, l'unimodalité et la log-concavité des suites.
Nous rappelons aussi les polynémes eulériens et les nombres eulériens. En par-
ticulier, nous présentons deux démonstrations combinatoires |[Gas98, BE99|
de 'unimodalité des suites associées aux lignes du triangle eulérien.

1.1 Classes et objets combinatoires

1.1.1 Classes combinatoires

L’un des concepts fondamentaux en combinatoire est le dénombrement. 1l
sert & énumérer un ensemble fini ou méme un ensemble infini muni d’une
notion de taille telle que pour tout entier naturel n le nombre d’objets de
taille n est fini.

Définition 1.1.1. Une classe combinatoire est un ensemble C muni d’une
application appelée taille |- | : C — N qui associe a chaque élément ¢ de C un
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entier naturel |c|. On demande de plus que, pour chaque entier naturel n, le
nombre d’éléments de taille n de C soit fini.

Ezemple 1.1.2. L’ensemble des mots d’un alphabet fini muni de ’application
taille longueur du mot est une classe combinatoire. Si on considére I’ensemble
des mots sur 2 lettres muni de cette méme application taille, alors, pour tout
entier n > 0, il y a 2" mots de taille n.

D’autres exemples de classes combinatoires sont ’ensemble des entiers na-
turels ayant pour taille leur valeur, les chemins sur un graphe donné ayant
pour taille leur longueur, les pavages par un ensemble de tuiles donné d’une
surface finie ou la taille est celle de cette surface, les urnes composées de
boules noires et blanches ot la taille est le nombre de boules . ..

Remarque 1.1.3. Un ensemble peut étre doté de plusieurs tailles différentes.

Disposant d'une classe combinatoire, on cherche a calculer le nombre d’objets
de taille n pour tout entier n. Idéalement, on espére trouver une formule close
en fonction de n, mais I'existence d’une telle formule n’est pas garantie. Une
des techniques de base pour traiter ces problémes d’énumération est celle
des séries génératrices, qui sont des fonctions codant le nombre d’objets de
taille n pour tout n et qui ont 'avantage de capturer certaines propriétés
des classes combinatoires (I'union disjointe des classes combinatoires est la
somme des séries génératrices, le produit cartésien des classes combinatoires
est le produit des séries génératrices,. ..). Plus d’informations concernant les
fonctions génératrices sont présentées dans [Com74, Mac96, Riol2] et aussi
dans [BLL98| qui traite de la théorie des espéces que 1’on ne considérera pas
dans ce mémoire.

Définition 1.1.4. Soit C un ensemble et soit ¢, le nombre d’éléments de
taille n de C. La série génératrice ordinaire associée a C est la série C(x)
définie par :

oo
Clx) = e (1.1)
n=0
On considére parfois une autre expression équivalente pour la série généra-

trice ordinaire, a savoir :
C(z) =) all. (1.2)
ceC

Dans le cas de structures étiquetées, on considére aussi la série génératrice
exponentielle :

EC(x) = ZC"::TT (1.3)
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qui a pour expression équivalente la série génératrice :

2l
EC(x) =) i (1.4)

1.1.2 Mots et permutations

Les mots et les permutations sont des objets de base en combinatoire. De
nombreuses opérations sur des objets plus complexes peuvent s’exprimer a
I’aide des mots et de la concaténation. Nous aurons besoin de certaines no-
tions et opérations classiques que nous définissons dés maintenant.

Définition 1.1.5. Un alphabet est un ensemble dont les éléments sont ap-
pelés lettres. On le note généralement A. Tous les alphabets considérés dans
ce mémoire sont totalement ordonnés. On utilise dans la suite deux alpha-
bets différents : lalphabet des lettres {a,b, ..., z} et lalphabet des entiers
{1,2,...,n,...}. Ces deuz alphabets, sauf mention contraire, sont ordonnés
selon l’ordre usuel.

Définition 1.1.6. Un mot w est une suite finie de lettres. La longueur d’un
mot w, notée |w|, est le nombre de lettres qui le composent. L unique mot de
longueur O est le mot vide que [’on note €.

Définition 1.1.7. Soit w = wy---w, un mot de longueur n sur l’alphabet
A. Un facteur de w est un mot wwii1 -+ wire, o t et { sont deux entiers
vérifiant 1 <1 < n eti+f < n. Un facteur w;w;i1 - - - w, est appelé un suffixe.
Un sous-mot de w est un mot composé d’un sous-ensemble des lettres de w
dont on a conservé lordre. En d’autres termes, c’est un mot de la forme
Wj Wiy + Wy, avec 1 < jp < Jo < o+ < Jp < M.

Remarque 1.1.8. Les facteurs sont en particulier des sous-mots. Le mot vide
est a la fois facteur et sous-mot de n’importe quel mot.

Ezxemple 1.1.9. Les mots aadaddaa et bbacda sont respectivement un sous-

mot et un facteur du mot abbacdaddeaa.

Définition 1.1.10. Etant donnés deux motsu et v sur l’alphabet A, la conca-
ténation de u et v est le mot, noté u - v, obtenu en écrivant les lettres de v a
la suite de celles de w.

Exemple 1.1.11. Le concaténé de acdb et bd est le mot acdb - bd = acdbbd.

Définition 1.1.12. L’ensemble des mots sur l’alphabet A muni de la conca-
ténation a une structure de monoide dont [’élément neutre est le mot vide.
On l'appelle le monoide libre, et on le note A*.
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Ezemple 1.1.13. Soit un alphabet A = {a,b}. Les mots de taille 3 de A* sont
aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb.

Définition 1.1.14. Soient w un mot de A* et B un sous-ensemble de A. La
restriction du mot w a Palphabet B est le sous-mot de w, noté w|g, contenant
toutes les lettres de w qui sont dans B.

Ezemple 1.1.15. Le mot abbacdaddeaa de A restreint a l’alphabet B = {a,d}
est
abbacdaddeaal(qqy = aadaddaa.

Définition 1.1.16. Etant donné un mot w = wiws - - - w, de longueur n de
A*, la paire (i,7), ot i et j sont des entiers entre 1 et n, est une inversion
de w, sii < j et w; > w;. L’ensemble Inv(w) est l'ensemble de toutes les
tmuversions de w.

Définition 1.1.17. Etant donné un mot w = wyws - - - wy, de A*, on dit que la
position i, o i est un entier entre 1 et n—1, est une descente (resp. montée)
de w, st w; > wiyq (resp. w; < wir1). L'ensemble Des(w) (resp. Mon(w)) est
lensemble de toutes les descentes (resp. montées) de w.

Ezemple 1.1.18. Pour le mot w = aadbcb sur 'alphabet {a,b,c,d}, on a

Inv(w) ={(3,4),(3,5),(3,6),(5,6)}
Des(w) = {3,5}
Mon(w) ={1,2,4}

Définition 1.1.19. Un mot w = wiws - - - w,, de A* est un mot de Yamanou-
chi st pour chaque suffize de w, le nombre de lettres a est au moins égal au
nombre de lettres b, le nombre de lettres b est au moins égal au nombre de
lettres ¢, et ainsi de suite.

Ezxemple 1.1.20. Le mot dcbaacba est un mot de Yamanouchi. Le mot ebacbae
ne l'est pas.

Les permutations forment un sous-ensemble de ’ensemble des mots, a sa-
voir, les mots de taille n contenant une et une seule fois les lettres {1,2,...,n}.
La permutation est une des notions fondamentales en combinatoire pour des
problémes de dénombrement et de probabilités discrétes. Elle sert ainsi a dé-
finir et & étudier des problémes classiques comme le carré magique, le carré
latin, ou le Rubik’s Cube. Les permutations jouent un réle trés important
dans la théorie des groupes, celle des déterminants ou encore celle des fonc-
tions symétriques.
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Définition 1.1.21. Une permutation de taille n est un mot sur l’alphabet
A ou chaque lettre apparait exactement une fois. On peut aussi voir les per-
mutations de taille n comme une bijection entre l’ensemble {1,2,...,n} et
lut-méme.

Définition 1.1.22. L’ensemble des permutations muni de la loi de compo-
sition des applications o est appelé le groupe symétrique, et on le note &,,.
L’ensemble des éléments de &,, est fini et est de taille n!.

Exemple 1.1.23. Les 6 permutations de G3 sont
123, 132, 213, 231, 312, 321.

Définition 1.1.24. Soient une permutation o de G,,, un entier v entre 1 et
n et un entier k > 1. L’orbite de i sous o est l'ensemble fini {o", n € N},
avec 00 =i. La longueur de Uorbite {i,0;,0%,...,0F '} est k.

. =

FExemple 1.1.25. Considérons la permutation o = 953127648. Pour trouver
I'orbite de 1, on calcule I'image de 1 qui est 9, puis I'image de 9 qui est 8§,
et ainsi de suite, jusqu’a retrouver 1 (qui est 'image de 4). L’orbite de 1 est
donc {1,9, 8,4}, Iorbite de 2 est {2,5}, et celle de 3 est {3} (on dit que 3 est
un point fixe). Une orbite est la méme pour tous ses éléments : 'orbite de 9,
8 et 4 est aussi {1,9,8,4}.

Une permutation peut étre décrite par ses orbites. Quand on a une permu-
tation o de taille n, on utilise les cycles pour visualiser les orbites de o.

Définition 1.1.26. Une permutation o de taille n est un cycle si tous ses
éléments appartiennent a la méme orbite. On note cette permutation par le
n-uplet (1,01,0%,...,0871).

Définition 1.1.27. Soient une permutation o de S,, un entier i entre
1 et n et un entier k > 1. Un cycle de longueur k, noté par le k-uplet
(i,00,0%,--- ,0FY), correspond a Uorbite {i,0:,0%,...,08 '} de longueur k,
ou i est le plus petit élément de ['orbite.

Remarque 1.1.28. Si une permutation contient plusieurs cycles alors il sont
disjoints, puisque les orbites sont disjointes.

Définition 1.1.29. Soit ¢ une permutation de G,,. La décomposition en
cycles disjoints de o est la suite des cycles disjoints de o, écrite dans [’ordre
croissant de leur plus petit élément.

Ezemple 1.1.30. La décomposition en cycles disjoints de la permutation 953127648
de Gy est
(1,9,8,4)(2,5)(3)(6, 7).
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Définition 1.1.31. Soient ¢ = o109 ---0, une permutation de taille n et
1 un entier entre 1 et n. La valeur o; est une excédence de o, si o; > 1.
L’ensemble Exc(o) est l'ensemble de toutes les excédences de o.

Ezxemple 1.1.32. L’ensemble des excédences de la permutation o = 2513647
est
Exc(o) ={1,2,5}.

On peut aussi voir le nombre d’excédences d'une permutation o comme le
nombre de montées dans la décomposition en cycles disjoints de la permuta-
tion . En effet, si 0% < o#™ dans 'orbite de i, cela veut dire que le nombre
correspondant a Jf“ dans la permutation o est supérieur a sa position qui
est oF. Donc o7 est une excédence de o.

Toutes les notions vues précédemment pour les mots (descentes, montées,
inversions, sous-mots, facteurs --- ) s’appliquent aussi aux permutations,
puisque les permutations sont des mots particuliers.

Ezemple 1.1.33. La permutation 651432 a pour descentes {1,2, 4,5}, pour
montée {3}, pour inversions { (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,3), (2,4),
(2,5), (2,6), (4,5), (4,6), (5,6) } et a le sous-mot 6132 et le facteur 143.

On remarque qu’en général un mot n’est pas nécessairement une permu-
tation. Une solution pour transformer un mot en une permutation est de le
standardiser.

Définition 1.1.34. Etant donné un alphabet infini totalement ordonné A et
un mot w de taille n de A*, le standardisé de w, noté std(w), est la permuta-
tion de taille n ayant exactement les mémes inversions que w. Le standardisé
d’une permutation est la permutation elle-méme.

Ezemple 1.1.35. Le mot baa admet deux inversions, a savoir (1,2) et (1, 3).
La seule permutation de taille 3 admettant exactement ces deux inversions
est std(baa) = 312.

Algorithmiquement parlant, en cas d’occurrences multiples d’'une méme
lettre, la standardisation revient & numéroter les lettres de w des plus petites
aux plus grandes et de la gauche vers la droite (cf. figure 1.1.1).

Ezxemple 1.1.36. Pour retrouver le standardisé du mot ddabcbbaa, on numé-
rote d’abord les a de la gauche vers la droite, puis de méme les b, et ainsi de
suite (cf. figure 1.1.1).

Passons maintenant a d’autres objets combinatoires, a savoir, les che-
mins nord-est étiquetés de Gasharov qui ont été introduits par Gasharov
dans [Gas98| et qui sont en bijection avec les permutations. Gasharov a dé-
fini ces objets pour démontrer I'unimodalité des lignes du triangle eulérien.
Nous présenterons sa démonstrations dans le paragraphe 1.3 quand nous
aborderons la question de I'unimodalité dans le triangle eulérien.
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—
B
\]
ot
D
N
w

d d a b ¢ b b a a
8 9 1 4 7 5 6 2 3

std(ddabcbbaa) = 891475623

FIGURE 1.1.1 : Standardisé du mot ddabcbbaa.

1.1.3 Chemins nord-est étiquetés de Gasharov

Définition 1.1.37. Un chemin nord-est FyP;--- P,_1 de taille n est une
suite de points dans Z*, ou Py est appelé le point initial, et (Pj, Pj41) est un
pas horizontal (est) ou vertical (nord), pour tout 0 < j < n — 2.

FExemple 1.1.38. Les 8 chemins nord-est de taille 4 sont

S S

—

Définition 1.1.39. Soit P un chemin nord-est. Un pas horizontal H (resp.
un pas vertical V') de P est au niveau i + 1 dans P, si H (resp. V') a i pas
verticauz (resp. horizontauz) en-dessous (resp. a sa droite) dans P. Le niveau
de H (resp. V) dans P est noté levp(H) (resp. levp(V)) (cf. figure 1.1.2).

Dans [Gas98], Gasharov a défini un étiquetage sur les chemins nord-est.
Nous appellerons par la suite, les chemins nord-est munis de I'étiquetage de
Gasharov, les chemins nord-est étiquetés de Gasharov.
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FIGURE 1.1.2 : Les niveaux associés aux pas d’un chemins nord-est.

Définition 1.1.40. Un chemin nord-est étiqueté de Gasharov, est un éti-
quetage de tous les pas d’un chemin nord-est de la fagon suivante : un pas
horizontal H (resp. vertical V') dans P est étiqueté par un entier strictement
positif inférieur ou égal a lev,(H) (resp. lev,(V)).

On note P(n) 'ensemble de tous les chemins nord-est étiquetés de Gasharov
de taille n, et P(n, k) Pensemble de tous les chemins de P(n) ayant k pas
verticaux. On notera aussi P(n, k) le nombre d’éléments de P(n, k).

Ezemple 1.1.41. Les 11 chemins de I'ensemble P(4,2) sont

<2
4
<
<1[S?
<2
<2/ 1! o It 1 ]2 2 |2
<1 1 1 1 1
<3 1 2 3
<1 1 1 1
_—
<1 1 1 1

Gasharov a prouvé que les permutations et les chemins nord-est étiquetés
de Gasharov sont reliés par la proposition suivante :
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Proposition 1.1.42 (Gasharov [Gas98|). Pour tout n > 0 et 0 < k < n,
[’ensemble des permutations de taille n ayant k descentes et [’ensemble de
tous les chemins étiquetés de Gasharov de taille n ayant k pas verticaux sont
en bijection.

Démonstration. Ajouter n dans une permutation de taille n — 1 crée soit
une montée soit une descente, donc les positions d’insertion possibles se par-
titionnent en deux sous-ensembles (un pour les montées et 1'autre pour les
descentes). Soit ¢ une permutation de taille n. En insérant n dans la per-
mutation o, ,—1) qui contient & descentes, il y a k + 1 positions notées
hi,ho, ... hiy1 qui permettent de créer une montée, et n — k positions no-
tées vy, vs,...,U,_r qui permettent de créer une descente. Supposons que
I'on a déja construit le chemin nord-est étiqueté de Gasharov correspondant
a 0|{17__7n_1}. On obtient le dernier pas du chemin nord-est étiqueté de Ga-
sharov correspondant & o et son étiquette, par le processus suivant :

e si n est a la position h; de o, ot 1 < j < &k + 1, le dernier pas est
horizontal et son étiquette est égale a 7 ;

e si n est a la position v, de o, o 1 < r < n — k, le dernier pas est
vertical et son étiquette est égale a r.

L’algorithme inverse qui permet de retrouver la permutation qui correspond
a un chemin nord-est étiqueté de Gasharov P se fait comme suit : supposons
que 'on a déja construit la permutation o ayant k descentes qui correspond
aux n—1 premiers pas de P. Soit « le n® pas de P et ¢ son étiquette, alors :

e si « est horizontal, on insére n a la position hy de o, ou 1 </ < k+1;

e si « est vertical, on insére n a la position vy de o, o 1 </ < n— k.

FExemple 1.1.43. Le chemin nord-est étiqueté de Gasharov correspondant a
la. permutation 814239576 est obtenu comme suit (ou les positions notées
hi, ho, ... permettent de créer une montée, et les positions notées vy, vy, ...
permettent de créer une descente) :
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’U11h1 — e 1}11”022}11 — ole ”(111/U22”U;33h1—> oo 'o
oo
2 2
v11v9dh 2v33hy — Lol v11vodhy2v33v45he — oleole
o’e’e
2
v11v94h2033045056hy — oo

b—O—I5
.2 2
2

J

v11v94h 203304505 Theobhs — oo

-

2 2
2
018h1 1094h9203304505Ths6hy — e e
4
P 2 2 5
2
>

v18h11v9dho2v33v49h35v57ThyO6hs — ool

Jun

Dans [BE99], Béna et Ehrenborg se sont inspirés des chemins nord-est éti-
quetés de Gasharov pour définir un autre type de chemins nord-est étiquetés
que nous appelons les chemins nord-est étiquetés de Bona et Ehrenborg.

Définition 1.1.44. Un chemin nord-est étiqueté de Bona et Ehrenborg de
tatlle n est un chemin nord-est de taille n + 1 ayant les pas ay,as, ..., ay,
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étiquetés respectivement par les entiers positifs ey, ea, . . ., e,, tels que les trois
conditions suivantes soient vérifiées :

1. le pas aq est horizontal et son étiquette est e; =1 ;
2. siles deux pas a; et a;1q sont verticaux, ou horizontaux, alors e; = e;11 ;
3. si a; est perpendiculaire a a;yq, alors e; +e;11 <1+ 1.

On note B(n) I'ensemble de tous les chemins nord-est étiquetés de Bona
et Ehrenborg de taille n, et on note B(n, k) 'ensemble de tous les chemins
de B(n) ayant k pas verticaux. On notera B(n, k) le nombre d’éléments de

B(n, k).
Exemple 1.1.45. Les 11 chemins nord-est étiquetés de B(4,2) sont

0 RO D D D

1 1 1 1 1

*—e *—o *—o *—o *—e
Hjl Hjl b—iz
1 2 2
1 1 1 1 1 1
1 2 3
*—o *—o *—o
1 1 1
[ ] [ ] [ ]
1 1 1 1 1 1
*—o *—o *—o

A partir de la définition des chemins nord-est étiquetés de Bona et Eh-
renborg, les auteurs de [BE99] ont déduit la proposition suivante :

Proposition 1.1.46 (Bona et Ehrenborg [BE99|). Considérons un chemin
nord-est étiqueté de Bona et Ehrenborg B de taille n ayant les pas aq, as, . . . , ay,
étiquetés respectivement par les entiers positifs e, es,...,e,. Le chemin B
vérifie les deux propriétés suivantes :

1. pour tout entier v > 1, l’étiquette e; < i;

2. si on fize létiquette e;, alors le pas a;1 peut prendre toutes les valeurs
positives inférieures ou égales a ;1.
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Remarque 1.1.47. Considérons un chemin nord-est étiqueté de Bona et Eh-
renborg de taille n ayant les pas aq,as,...,a, étiquetés respectivement par
les entiers positifs ey, es, ..., e,. Alors, toutes les restrictions sur e;;; sont
données par e;, indépendamment des étiquettes qui précedent e;, ot 7 est un
entier entre 1 et n (c¢f. exemple 1.1.45).

Proposition 1.1.48 (Béna et Ehrenborg [BE99|). Les chemins nord-est éti-
quetés de Bona et Ehrenborg de taille n ayant k pas verticaux sont en bijection
avec les permutations de taille n ayant k descentes.

Démonstration. Soient o une permutation de taille n et ¢1qs ... ¢; la permu-
tation de taille ¢ définie par ¢1qs . .. ¢; = std(o109 . .. 0;) (cf. définition 1.1.34),
pour 2 < 7 < n. On obtient le pas a; et son étiquette e; comme suit :

e si la position ¢ — 1 est une descente de la permutation o, le pas a; est
vertical et son étiquette e; est égale a ¢;.

e si la position ¢ — 1 est une montée de la permutation o, le pas a; est
horizontal et son étiquette e; est égale a ¢+ 1 — ¢;.

L’application décrite ci-dessus est injective : en effet, soit ¢ une permutation
de taille n. Supposons que les positions 7 et ¢ — 1 sont deux descentes de
o et solent q1q2...q = std(oi0q...0;) et rirg...ri1 = std(o109...0:41).
Comme ¢ est une descente de o, alors r; > r;,1, et g; est soit r; soit r; —1. On
a donc ¢; = r;y1 et la deuxiéme condition de la définition 1.1.44 est vérifiée
dans ce cas. En raisonnant de la méme maniére sur les trois cas restants :

e les positions i et 7+ — 1 sont des montées;
e la position ¢ est une descente et la position ¢ — 1 est une montée;
e la position 7 est une montée et la position 7 — 1 est une descente ;

on démontre que 'ensemble d’arrivée de ’application est I’ensemble des che-
mins nord-est étiquetés de Bona et Ehrenborg de taille n.

L’application décrite ci-dessus est une bijection. En effet, on peut retrouver
une permutation o de taille n & partir de son image B. Pour cela, il suffit de
retrouver o,, puis, utiliser la récurrence sur n pour retrouver le reste de o.
Rappelons que o, est égal a I'étiquette ¢ du dernier pas de B s’il est vertical,
et an+1—/sile pas est horizontal. La deuxiéme et troisiéme condition
de la définition 1.1.44 assurent qu’en procédant de cette maniére on obtient
toujours un nombre entre 1 et n pour o,. O

Ezxemple 1.1.49. Le chemin nord-est étiqueté de Bona et Ehrenborg qui cor-
respond a la permutation o = 814239576 est obtenu comme suit :
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_>.1. 0’102:81_> 11t

o1 =28
@ =1 qi1q2 = 21
o’e P’
o10203 =814 _, o1 ! 01020304 = 8142 (.
q192q3 = 312 q192q3q4 = 4132
o>e
9 2
0109030405 = 81423 1 !
Q2q3q105 = 51423 7 *°
° 3 1
9 2
010203040506 = 814239, 41 '1

419243949596 = 514236

01090304050¢07 = 8142395 N 1
1929394959697 = 6142375

(<

0102030405060708 = 81423957
41G2939495969798 = 71423856

010903040506070809 = 814239576 - 1
419293949596479899 = 814239576
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1.1.4 Partitions d’entiers

Dans la théorie des fonctions symétriques, plusieurs objets sont indexés par
les partitions d’entiers (entre autres, les bases des fonctions symétriques).
Leur combinatoire a donné lieu & de nombreux travaux, citons par exemple les
travaux d’Andrews [And76] ainsi que ceux de Hardy et Ramanujan [Har40].
Nous allons établir les notations et la terminologie qui seront utilisées.

Définition 1.1.50. Une partition A d’un entier positif n, notée A + n,
est une suite finie décroissante au sens large d’entiers strictement positifs
(A1, Agy ..o, Ag) dont la somme, notée |\| et appelée taille, est n. Les valeurs
Ai sont les parts de A, et sa longueur () est son nombre de parts. Une
partition est dite partition stricte si la suite de ses parts est strictement dé-
croissante.

On désigne par P, 'ensemble des partitions de n. Ainsi,

P ={(1)},

B ={(2),(1, 1)},

Py ={(3),(2,1),(1,1,1)}, (L5)

Py =1{(4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1)}, ‘

Ps = {(5),(4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1),
(1,1,1,1,1)}.

La fonction génératrice des partitions est

Pao) = S = [ (1.6

n=0 k>1

ol p, est le nombre de partitions de n.

Définition 1.1.51. Toute partition A = (A1,...,\;) peut étre représentée
graphiquement par un diagramme de Ferrers, qui consiste en un ensemble de
cellules, ajustées en bas et a gauche, tel que le nombre de cellules dans chaque
ligne 1 est égal a \;. Les diagrammes de Ferrers sont représentés ici suivant
la convention frangaise (cf. figure 1.1.3).

En plongeant naturellement un diagramme de Ferrers dans R2, la cellule
en bas a gauche est la cellule d’indice (1,1) et on indexe les autres cellules
suivant les coordonnées cartésiennes canoniques.

Définition 1.1.52. Le diagramme de Ferrers décalé d’une partition stricte
A, est le diagramme de Ferrers de X dans lequel la i° ligne est décalée de 1 —1
unités a droite par rapport a la ligne du bas (cf. figure 1.1.4).
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[

FIGURE 1.1.3 : Le diagramme de Ferrers de la partition (6,4, 3,3,1).

FIGURE 1.1.4 : Le diagramme de Ferrers décalé de (6,4,3,1).

Définition 1.1.53. Les diagonales Dy d’un diagramme de Ferrers sont les
droites d’équations y = x+k, ot k est un entier. Chaque cellule du diagramme
de Ferrers est coupée par une seule diagonale Dy.. La diagonale principale Dy
sépare le diagramme de Ferrers en deuz parties, la partie haut(\) qui contient
les cellules coupées (traversées) par Dy, pour tout entier strictement positif k,
tandis que les cellules restantes définissent la partie bas(\)(cf. figure 1.1.5).

/ .
(0 s
/ Do

. - Dl

Do

D_y

f;j[i ///

FIGURE 1.1.5 : Le diagramme de Ferrers de (4,4,4,2,1) et ses diagonales : la
partie grisée est haut((4,4,4,2,1)) et la partie blanche est bas((4,4,4,2,1)).

) Y Y Y

Remarque 1.1.54. Pour toute partition A, le diagramme bas(\) est un dia-
gramme de Ferrers décalé (cf. figure 1.1.5).
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1.1.5 2-quotient et 2-coeur d’une partition

Définition 1.1.55. Etant donnée une partition A de longueur ¢, le 2-quotient
de X\, noté 2-quotient()), est la paire de partitions (u,v) obtenue par le pro-
cessus suvant :

1. on commence par construire la partition L dont le i¢ élément est \; +
0—i;

2. on construit le tuple M obtenu a partir de L, en remplagant de la droite
vers la gauche successivement ses nombres pairs par 0,2,4,..., et ses
nombres impairs par 1,3,5,...;

3. pour obtenir u, on soustrait des parts impaires de L les parts correspon-
dantes de M, puis on divise le résultat par 2. La partition v est obtenue
par la méme procédure appliquée aux parts paires.

Ezemple 1.1.56. Illustrons ces étapes sur la partition A = (6,4,3,1,1) :
e la partition L est (10,7,5,2,1);
e le tuple M est (2,5,3,0,1);

e les deux partitions p et v sont alors :
1 1

Le 2-quotient de (6,4,3,1,1) est donc ((1,1), (4,1)).

Définition 1.1.57. Le 2-cceur d’une partition \, noté 2-ceur(\), est la par-
tition obtenue a partir du diagramme de Ferrers de \ en supprimant a chaque
étape un domino (i.e., un rectangle 1 x 2 ou 2 x 1) n’ayant aucune cellule ni
au-dessus ni a sa droite, jusqu’a ce qu’il ne reste plus de tels dominos.

Ezemple 1.1.58. Le 2-cceur de la partition (6,4,3,1,1) est obtenu comme
suit :
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| H

Le 2-coeur((6,4,3,1,1)) est donc la partition (1).

Ce processus ne dépend pas de 'ordre dans lequel les dominos sont supprimés.
Autrement dit, si on avait choisi un autre ordre de suppression des dominos,
le résultat aurait été le méme.

Ezemple 1.1.59. Appliquons le processus sur la partition (6,4, 3,1, 1) avec un
autre ordre de suppression des dominos,

= [ SO I R — - [
[ ]

Prouver que l'ordre dans lequel on supprime les dominos ne change en
aucun cas le résultat n’est pas facile. Nous présentons ici I'idée d’une démons-
tration due a James [JK81|, qui utilise une représentation d’une partition A
de taille n en séquence de boules noires et de boules blanches définie de la
fagon suivante : en se déplacant tout au long de la bordure extérieure du dia-
gramme de Ferrers de A du point nord-ouest au point sud-est, on étiquette
chaque pas horizontal par une boule blanche, et chaque pas vertical par une
boule noire. La partition (6,4,3,1,1) ci-dessous a pour séquence :
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o — X X Xe XX e X XekeX

[

On verra plus loin qu’il est utile de commencer par une infinité de boules
noires et de terminer la séquence par une infinité de boules blanches. Puis,
on arrange la séquence obtenue en alternant entre deux colonnes. Par consé-
quent, la partition (6,4, 3,1,1) donne

o
O @€ O O O @ O e ---
O O O @ @€ O e o

Dans cette nouvelle représentation de A, un domino n’ayant aucune cellule
ni au-dessus ni a sa droite, correspond a une boule noire ayant une boule
blanche adjacente au-dessus. La suppression d'un tel domino dans A revient
a échanger les positions de la boule noire et de la boule blanche dans la
représentation en deux colonnes. Le 2-coeur de A est donc obtenu en poussant
toutes les boules noires le plus loin possible vers le haut. Choisir un ordre
dans lequel on supprime les dominos n’ayant aucune cellule ni au-dessus ni a
leur droite revient a choisir un ordre dans lequel on pousse les boules noires
vers le haut. En effet, 'ordre dans lequel les dominos sont supprimés ne
change pas le résultat, puisqu’a la fin toutes les boules noires se retrouverons
en haut. Le 2-cceur((6,4,3,1,1)) est donc :
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O O O O O O O O +--

O O O O O e e o
O O O O e e o o

ce qui correspond & la partition (1). Pour reconstruire la partition A a partir
des deux colonnes associées au 2-coeur de A, on a besoin de connaitre le
nombre de positions ot chaque boule noire doit étre déplacée vers le bas.
Par exemple, pour les deux colonnes du 2-cceur((6,4,3,1,1)), on retrouve la
partition (6,4, 3,1, 1) en poussant dans la premiére colonne, la derniére boule
noire de 4 positions et ’avant-derniére boule noire d’une position. Dans la
deuxiéme colonne on pousse la derniére et I’avant-derniére boule noire d’'une
position chacune, et on laisse les autres boules a leur places,

O @€ O O O e O e
O O O e @ O e o

et on enregistre ces informations dans une paire de partitions (u,v). Cette
paire de partitions est le 2-quotient(\). Notons que la somme des tailles des
partitions p et v est égale au nombre de dominos supprimés. Donc |\ =
|v| 4+ 2(|p] + |v]), ot 7 est le 2-coeur de A. Si on ne considére que des colonnes
ayant au moins autant de boules noires dans la deuxiéme colonne que dans
la premiére, alors avec cette convention pour fixer 'ordre des partitions dans
le 2-quotient, la correspondance présentée ci-dessus entre les partitions et les
paires (2-cceur,2-quotient) est bijective.

Définition 1.1.60. Etant donnée une partition A de 2-ceeur vide, alors, on
peut paver le diagramme de Ferrers de A avec des dominos. Une telle partition
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est dite pavable. Autrement dit, une partition est pavable par des dominos
si on peut recouvrir toute la surface de son diagramme de Ferrers par des
dominos qui ne s’intersectent pas.

Ezemple 1.1.61. La partition (5,4,4,3) a pour 2-cceur la partition vide. On
donne ci-dessous quelques pavages possibles de cette partition avec des do-
minos :

~ )

Ezemple 1.1.62. La partition (5,4,3,1,1) n’est pas pavable puisque son 2-
coeur n’est pas une partition vide :

)

1.1.6 Compositions d’entiers

Définition 1.1.63. Une composition 7 d’un entier positif n est une suite or-
donnée d’entiers strictement positifs (w1, s, ..., 7)) de somme n. Les valeurs
m; sont les parts de 7, et sa longueur {(7m) est son nombre de parts.

Remarque 1.1.64. Une composition d'un entier n ordonnée dans 'ordre dé-
croissant donne une partition du méme entier n.
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On désigne par C), 'ensemble des compositions de n, et on a

Co = {{}},

Cy ={(2),(1, D},

Cs = {(3)7 (27 1)7 (172)7 (17 L, 1)}7

Cy=1{(4),(3,1),(1,3),(2,2),(2,1,1),(1,2,1), (1.7)
(1,1,2),(1,1,1,1)},

Cs = {(5)7 (47 1)7 (174)7 (37 2)? (273)7 (37 L, 1>> (1737 1)7
(1,1,3),(2,2,1),(2,1,2),(1,2,2),(2,1,1,1),
(1,2,1,1),(1,1,2,1),(1,1,1,2),(1,1,1,1,1) }.

La fonction génératrice des compositions est

Cn(z) = chx" =1+ ZQ”‘lx". (1.8)

n=0 n>1

ou ¢, est le nombre de compositions de n. Une composition 7 de longueur k
admet une représentation sous forme de diagramme appelé ruban, qui consiste
en k lignes, ou chaque ligne 7 est composée de m; cellules. Le ruban est
construit en placant la premiére cellule de la ligne 7; 1 sous la derniére cellule
de la ligne ;.

FEzemple 1.1.65. Le ruban correspondant a la composition (4,1,2,1,3) est

L

[

1.2 Fonctions symétriques et tableaux

1.2.1 Fonctions symétriques

Les fonctions symétriques forment un objet central de tout ce travail. Elles
apparaissent dans de nombreux problémes liés a la combinatoire, 1’algébre,
la géométrie ou encore la théorie des représentations. Nous donnons ici un
apercu rapide de quelques bases et propriétés de ces fonctions.
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Définition 1.2.1. On considére les polynomes en n wvariables. Le groupe
symétrique S,, agit sur ces polyndmes en permutant leurs variables. Un po-
lynome est symétrique s’il est invariant sous cette action. Autrement dit, un
polynome f(x1, o, ..., x,) est symétrique, si pour toute permutation o, on a

f(xlax%---?xn):f(xolvxdzv"'vxgn) (19>
Exemple 1.2.2. Le polyndéme en 3 variables suivant est symétrique :

2,3 3,.2 2 3 2,3 3 2 3,.2
T1THT5 + T1X5X3 + TIToT3 + TITHT3 + T1Tax3 + TITHT3.

Fonctions monomiales

Définition 1.2.3. Etant donnée une partition X = (A, Mo, ..., \g), les fonc-
tions symétriques monomiales notées my sont définies par :

Ao Ao
mx(T1, T, . ., x) = Z N N (1.10)
Aop s Aon
ot la somme porte sur toutes les permutations distinctes o de (A1, Ao, ..., A).

Ezemple 1.2.4. Pour les partitions de taille {0, 1,2, 3}, on obtient les fonctions
symétriques :
mo (71, 2, 73) = 1
ml(:vl, Za, $3) =T + i) + I3
2 2 2
mo(z1, T2, x3) = ] + 5 + x5
m11 (21, T, T3) = X172 + 1173 + ToT3
3 3 3
ms(xy, T2, x3) = 2] + x5 + T3
_ 2 2 2 2 2 2
Moy (T, Te, T3) = X105 + T1To + X105 + TIT3 + Tos + T5T3
M1 (21, T2, T3) = 217273,
Les fonctions symétriques monomiales forment une base des polynomes symé-
triques. Il existe aussi d’autres bases des polynomes symétriques (fonctions

sommes de puissances, fonctions symétriques élémentaires, fonctions symé-
triques homogene, fonctions de Schur).

Sommes de puissances

Définition 1.2.5. Etant donnée une partition X = (A, Mo, ..., M), les fonc-
tions sommes de puissances notées p) sont définies algébriquement par

Pn = My = Z:fvf, pour tout n > 0, avec pg = mg =1
i (1.11)

Px = p)\lp)\z .. 'p)\k; Si )\ - ()\17 )\27 teey )\k)
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Fonctions symétriques élémentaires

Définition 1.2.6. Etant donnée une partition A = (A1, Mg, ..., \g), les fonc-
tions symétriques élémentaires notées e, sont définies par :

€n = Min = Z Tiy ... T, , pour tout n > 0, avec eg = mgy =1
ex = €xExn ---Ers SEA= (A1, Ay, Ag).

Fonctions symétriques homogénes

Définition 1.2.7. Etant donnée une partition A = (A1, Mg, ..., \g), les fonc-
tions symétriques homogenes notées hy sont définies par :

h, = Zm,\ = Z Tiy .. X4, pour tout n > 0, avec hg =my =1
An 11<...<in
h)\ = h)\lh)\Q c. h,\k, St A= ()\1, )\2, c. ,)\k)
(1.13)

1.2.2 Tableaux de Young

Les tableaux de Young ont été introduits par Young dans sa série de travaux
sur 'analyse substitutionnelle quantitative [You00]. On les retrouve aujour-
d’hui dans plusieurs domaines des mathématiques. Les tableaux de Young se
sont révélés comme 1’objet combinatoire central de la théorie des fonctions
symétriques. Leur combinatoire est extrémement riche [Sta90, LLT02, LS81,
Knu70, Ful97].

Définition 1.2.8. Soit A une partition. Un tableau de Young semi-standard
t est un remplissage du diagramme de Ferrers de A avec des lettres apparte-
nant a un alphabet infini totalement ordonné A = {1 <2 <3 < ---}, tel que
ces lettres soient croissantes au sens large sur les lignes de la gauche vers la
droite, et soitent strictement croissantes sur les colonnes du bas vers le haut
(cf. figure 1.2.6). La forme d’un tableau de Young t notée sh(t) est la suite
décroissante des longueurs de ses lignes. En d’autres mots, c’est la partition
associée au diagramme de Ferrers obtenu en supprimant toutes les lettres des
cellules du tableau de Young. La taille d’un tableau de Young est la taille de

sa forme. L’ensemble des tableaur de Young de forme X sur l’alphabet A est
noté Tab(\, A).

Définition 1.2.9. La lecture ligne d’un tableau de Young t est le mot obtenu
en lisant les lignes de t de la gauche vers la droite en commengant du haut et
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IN

FIGURE 1.2.6 : Tableau de Young de forme (4,3,1,1).

en allant vers le bas. La lecture diagonale de t est la suite de lettres lues du
bas vers le haut sur chaque diagonale Dy, dans l'ordre décroissant des k, en
séparant les lettres de chaque diagonale par” /7. L’évaluation d’un tableau de
Young t de taille n est une composition (71,7, ..., m,), ot m; est le nombre
d’occurrence de la lettre v dans t.

Exemple 1.2.10. La lecture ligne du tableau de Young de la figure 1.2.6 est
652231122, sa lecture diagonale est 6/5/2/12/13/2/2 et son évaluation est
(2,4,1,0,1,1).

Définition 1.2.11. Soient A\ et p deux partitions de n. Le nombre de Kostka
K, est le nombre de tableaux de Young de forme A et d’évaluation p.

Ezxemple 1.2.12. Les quatre tableaux de Young associés au nombre de Kostka
K(3,2,1)(2,2,1,1) sont

4] 3] 4] 3]
2[3 2[4 22 2[2
1]1]2] 1]1]2] 111[3] 1]1]4]

On n’a pas de formule explicite pour calculer les nombres de Kostka, mais
une formule est connue pour = (1,1,...,1). Dans ce cas on s’intéresse a des
tableaux de Young particuliers appelés les tableauxr de Young standard, qui
sont des tableaux de Young de taille n contenant une et une seule fois toutes
les lettres entre 1 et n. En d’autres termes, se sont les tableaux de Young ayant
pour lecture ligne une permutation (cf. figure 1.2.7). L’ensemble des tableaux
de Young standards de forme A sur I'alphabet A est noté STab(\, A). Pour
une partition A de taille n, le nombre fy = Kj11,..1) de tableaux de Young
standards de forme A est donné par la formule des équerres :

(1.14)
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—[ro[~a]oo]

FIGURE 1.2.7 : Tableau de Young standard de forme (4,3,1,1).

o, pour une cellule ¢ = (7, j) du diagramme de Ferrers de A, 'entier h, est la
longueur d’équerre de la cellule ¢, & savoir le nombre de cellules se trouvant
a la droite de ¢ sur la ligne j et au-dessus de ¢ sur la colonne ¢ et la cellule ¢
elle-méme (cf. figure 1.2.8). Une démonstration bijective directe de la formule
des équerres est donnée dans [NPST97].

FIGURE 1.2.8 : L’équerre de la case (1,2) de la partition (4,4,2,1).

Ezemple 1.2.13. Pour une partition A = (3,2, 1), on a les valeurs d’équerres :

1]
311
503[1]
et comme m = 16, il y a 16 tableaux de Young standards de forme
(3,2,1) :
6] 5] 6] H
415 416 315 316
1/2]3] 1/2]3] 112]4] 1]2]4]
6] 4] H 4]
314 3|6 34 315
1/2]5] 1]2]5] 1/2]6] 112]6]
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6] 5] 6] 4]

215 216 2[4 206
1]13]4] 1]3[4] 113]5] 113]5]
5 4 3 3

214 215 206 215
113]6] 1/3]6] 1]4]5] 1/4]6]

Définition 1.2.14. Etant donné un mot w, on dit que w est un mot-tableau,
noté w(t), si w est la lecture ligne d’un tableau de Young t.

Il y a donc une bijection entre I’ensemble des tableaux de Young et I’ensemble
des mots-tableaux (deux tableaux de Young différents ont deux lectures lignes
différentes).

Ezemple 1.2.15. Parmi les 81 mots de longueur 4 de I'alphabet {1,2,3}, il y
a les 39 mots-tableaux suivants :

1111,1112, 1113, 1122, 1123, 1133, 1222, 1223, 1233, 1333,

2111,2112,2113,2122, 2123, 2133, 2211, 2222, 2223, 2233,

2311,2312,2333,3111, 3112, 3113, 3122, 3123, 3133, 3211,
3212,3213,3222, 3223, 3233, 3311, 3312, 3322, 3333.

Pour passer d’un mot quelconque & un tableau de Young, Schensted [Sch61]
a défini un algorithme, qui associe & un mot w, un tableau de Young appelé le
P-symbole de w noté Py, (w). L’étape principale de cet algorithme consiste
en 'insertion d’une lettre 2 dans une ligne du tableau (mot croissant au sens
large) v = ajas - - - a,. L'insertion de = dans v notée Py, (y < x) est v -z
(le point désigne la concaténation) si x > ay, et a; - 7' sinon, ou a; est la
lettre la plus & gauche dans v qui est strictement supérieur a = et 7' est la
ligne obtenue en remplagant a; par x dans . Pour insérer une lettre z dans
un tableau t = 7179 -+ -7, on insére d’abord x dans la premiére ligne du
tableau. Si 7,2 n’est pas une ligne, alors Py, (7, < x) = a7, et on insére a
dans la ligne v;_; et ainsi de suite. L’algorithme se termine lorsqu’une lettre
est insérée a la droite d’une ligne ou bien lorsqu’on insére dans la ligne vide
se situant au-dessus de la derniére ligne ;.

Exemple 1.2.16. L’insertion de 1 dans le tableau de Young suivant
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— o \1‘00‘

3/4][6]

se fait comme suit :
Py (1346 «— 1) = 3 . 1146

(
Paym(259 < 3) = 5. 239
Poym(7T+5)=7.5
Pym(8+T7)=8.7

ce qui donne
Py (8.7.259 . 1346 +— 1) =8 .7.5.239 . 1146.

qui correspond au tableau de Young

3]9
1]4]6]

Soit w(t) = y172 - - - 7k Plus formellement, 'application Py, (w(t)) est définie
récursivement comme suit :

Poym(w(t) < ) = (1.15)

w(t)xr if gz est une ligne,
P(nyz - k-1 <= a)yy, if P(yx) = av,.

Pour un tableau t ayant pour lignes 7,792 - - -7 et un mot w dans A*, on a
Poym(wz) = Poym(Paym (w)z).

Exemple 1.2.17. L’insertion Pj,,,(132651) se fait de la gauche vers la droite
comme suit :

- - — El

3 3 316 216

1 ., [0 ., 002, [Oe2le) -, (1208 -, (11105
Si on applique 'algorithme de Schensted a I’ensemble des mots, on re-

marque qu’il y a plusieurs mots qui vont donner le méme tableau de Young.

Knuth [Knu70] a caractérisé les mots qui donnent le méme tableau de Young
par 'algorithme de Schensted. Il a défini la relation d’équivalence :

u = v sietseulement si Py, (u) = Paym(v),
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par :

acb =cab avec a<b<c,
(1.16)
bac=bca avec a<b<e.

Exemple 1.2.18. Les permutations suivantes sont équivalentes par les rela-
tions de Knuth :

35124 = 31524 = 31254 = 13524 = 13254

et donnent le tableau de Young suivant par ’algorithme de Schensted :

3]5
1]2]4]

La relation d’équivalence = est compatible avec la concaténation :
U = U €6 V] = Uy = U - V] = Uy - Vs (1.17)

Lascoux et Schiitzenberger [LS81] ont donc introduit le monoide plazique
PI(A) := (A*/ =), qui est le quotient du monoide libre A* par les relations de
Knuth. Ils ont démontré que chaque mot w est congru a son tableau de Young
associé ¢ (obtenu en appliquant 'algorithme de Schensted) Py, (w) =t et
donc a chaque classe plaxique est associée un seul tableau de Young.

Remarque 1.2.19. Les mots qui sont dans la méme classe d’équivalence qu’'un
mot-tableau w donnent le tableau de Young Py, (w) par l'algorithme de
Schensted.

Exemple 1.2.20. Les tableaux de Young standards de taille 4 et leurs classes
d’équivalences associées sont

4

1]2]3] 4123 = 1243 = 1423
3]

1]2]4] 3124 = 1324 = 1342
2]

1]3]4] 2134 = 2314 = 2341
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4]
3
1]2] 4312 = 1432 = 4132
4]
2
1]3] 4231 = 2431 = 4213
3]
2
1]4] 3214 = 3241 = 3421
3[4
1]2 3412 = 3142
2[4
E 2413 = 2143

1234

4321

L’ensemble de tous les tableaux de Young peut donc étre vu comme une
projection de A* dans PI(A). On définit maintenant une application @Qgym
qui associe & un mot w dans A* un tableau de Young standard de méme
forme que Pjy,,(w) obtenu en enregistrant I’ordre dans lequel les cellules de
P(w) ont été rajoutées. L’application

p: A" — UTab()\,A) x STab(\, A)
X (1.18)

w — (Paym(w), Quym(w))

est une bijection, appelée la correspondance de Robinson-Schensted-Knuth.
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Ezxemple 1.2.21. La correspondance de Robinson-Schensted-Knuth appliquée
au mot 132651 donne :

1] [

}
[113] | [1]2]
!

3] 3]
2] [1]2]
}

= -

1]2]6] [1]2]4]
l

3]6 3[5

12]5] = [1][2]4]
}

3] 6]

2[6 3|5

1]1]5] 1]2]4]

)

L’idée pour retrouver le mot w associé a la paire de tableaux de Young
(Psym(w), Qsym(w)) € Tab(A, A) x STab(\, A) est la suivante : étant données
une ligne v et une lettre y, il existe une ligne unique ' et une lettre z tel
que yy = 7'x. Donc 'algorithme de Schensted peut étre inversé en spécifiant
la case & supprimer. On peut alors construire w = p~!(Pyym(w), Qsym(w))
en supprimant successivement de Py, (w) les cellules étiquetées par n,n —
1,...,1 dans Qgym(w). Si on restreint 'ensemble de départ de p & I’ensemble
des permutations de taille n, on obtient la bijection :

p: Sy — | JSTab(A, A) x STab(), A)
A (1.19)

w — (Pw), QW)
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Ceci permet en particulier de donner une preuve bijective d’une identité de

Frobenius :
- 2
=) f (1.20)
[A|l=n

ou f) est le nombre de tableaux de Young standards de forme A, un cas
particulier du fait que la cardinalité d’un groupe fini est égale & la somme
des carrés des dimensions de ses représentations irréductibles sur C.
Le monome d’un tableau de Young ¢ d’évaluation (my,ms,...) est donné
par :
ot =Tl (1.21)

Pour toute partition A, on va définir une autre base des polynomes symé-
triques en termes de tableaux de Young, a savoir la fonction de Schur s, qui

est définie par :
_ t
=), (1.22)
teTab(\,A)

Ezemple 1.2.22. Les mondmes associés aux tableaux de Young de forme (2, 1)
sur Ialphabet {1,2,3} sont

2] 3] 2] 3]
1]1] 1]1] 1]2] 1]2]
r2xy rixs T3 T1Z2T3
2] 3] 3] 3]
1]3] 1]3] 2[2] 2[3]
L1T2T3 xlxg $%I‘3 ZEQI%

et donnent la fonction de Schur sur 3 variables :

2 2, .2 2 2 2
So1(x1, To, x3) = T{Te + T1X5 + T{T3 + 201X9x3 + T3X3 + T1X5 + ToX3.

1.2.3 Tableaux de Young décalés

Les tableaux de Young décalés ont été introduits indépendamment par Wor-
ley [Wor84] et Sagan [Sag87| dans les années 80. Ce sont les analogues décalés
des tableaux de Young [Ste89].

Définition 1.2.23. Un tableau de Young décalé semi-standard ¢’ (cf. fi-
gure 1.2.9) est un remplissage du diagramme de Ferrers décalé d’une par-
tition stricte X\ avec des lettres appartenant & un alphabet infini totalement
ordonné A ={1' <1 <2 <2<---} tel que :
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7]
346
PRI
1[1f1]1]1[2]3]
<

FIGURE 1.2.9 : Tableau de Young décalé semi-standard de forme (7,4,3,1).

o [es lettres sont croissantes au sens large sur les lignes de la gauche vers
la droite et sur les colonnes du bas vers le haut;

e une lettre non prime apparait au plus une fois dans chaque colonne ;
e une lettre prime apparait au plus une fois dans chaque ligne;
e une lettre prime n’apparait jamais sur la diagonale principale Dy.

L’ensemble des tableaux de Young décalés de forme X\ sur l’alphabet A’ est
noté Tab/ (A, A).

Définition 1.2.24. La forme d’un tableau de Young décalé t' notée sh(t') est
la partition stricte associée aux longueurs de ses lignes. La taille d’un tableau
de Young décalé est la taille de sa forme. La lecture diagonale d’un tableau de
Young décalé t' est définie comme pour les tableaux de Young. L’évaluation
d’un tableau de Young décalé t' est la composition (m + my, mo + T, .. .),
o ; est le nombre d’occurrences de la lettre i dans t' et my est le nombre
d’occurrences de la lettre i’ dans t'.

Exemple 1.2.25. La lecture diagonale du tableau de Young décalé de la fi-
gure 1.2.9 est 1237/124'/14'6/14/1/2/3 et son évaluation est (5, 3,2,3,0,1, 1).

Définition 1.2.26. Soient A et . deux partitions de n. Le nombre de Kostka
décalé Kﬁ\u est le nombre de tableaur de Young décalés de forme X et d’éva-
luation L.

Ezxemple 1.2.27. Les quatre tableaux de Young décalés associés au nombre
de Kostka décalé Kés 9.1)(2,2,1,1) Sont

4] 4] 4 4
2[3 3 2[3 2(3
1]1]2 1]1]2 (1]1]2 1]1]2
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Dans le cas ou p = (1,1,...,1), on obtient des tableaux de Young décalés
de taille n contenant une et une seule fois toutes les lettres entre 1 et n
(une lettre ne peut pas avoir un prime) appelés les tableauz de Young décalés
standard (cf. figure 1.2.10). Pour une partition A de taille n, le nombre f{ =

15)
14/16
5[711]13
(1]2]3[4]6][8]12]

<

Ne}

FIGURE 1.2.10 : Tableau de Young décalé standard de forme (7,4, 3,1).

K ;\(1 1) de tableaux de Young décalés standards de forme A est donné par
la formule des équerres décalée :

f ! (1.23)

A== )
HCE)\ h/c

ol, pour ¢ une case du diagramme de Young de A, la longueur d’équerre

décalée de la case ¢ = (i,7) est donnée par l'entier h! = |[{(i,7')|7’ = j} U

{(@ )l =i} U{(i+ L) =i+ 1}

Ezemple 1.2.28. L’équerre décalée associée a la cellule (3,1) de la partition

stricte (7,4,3,1) est

-

| [

Ezemple 1.2.29. Pour A = (3,2,1) on a les valeurs d’équerres décalées :

3
154

o]

il y a donc deux tableaux de Young standards décalés de forme (3,2,1) :

6] 6]
415 35
[1]2]3 1]2]4
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Haiman [Hai89] a introduit un algorithme appelé l'insertion mizte décalée,
qui construit une bijection entre les permutations et les couples de tableaux
de Young décalés standard. L’insertion mixte décalée peut étre vue comme
I’analogue décalé de la correspondance de Robinson-Schensted-Knuth (pour
les permutations). Serrano [Serl0] a étendu cet algorithme aux mots et a
défini I'insertion mixte décalée semi-standard (insertion mixte), qui est une
correspondance entre les mots appartenant a un alphabet infini totalement
ordonné A et les paires de tableaux de Young décalés (P, Q), tels que :

e P et () ont la méme forme;
e P est un tableau de Young décalé;
e () est un tableau de Young décalé standard.

Définition 1.2.30. Etant donné un mot w = wiws, .. . ,w, de A*, la paire de
tableaur de Young décalés (P, Q) est construite par l'algorithme d’insertion
mizte étape par étape en commencant par la paire de tableaux vides, puis on
msere a chaque étape une lettre de w en le lisant de la gauche vers la droite
(@, ®) = (PO’ QU)? (Pb Ql)? ) (Pm Qn) = <P7 Q) - 0 pose (P07 QO) = <@7 ®>
Pouri=1,2,...,n, on insere w; dans P;_; dans la premiére ligne du tableau
de Young décalé : on substitue w; a la plus petite lettre a qui est strictement
Supérieur a w; :

1. si a n’est pas sur la diagonale principale, alors

e si a est prime, on linsére dans la colonne de droite suivante :
on substitue a a la plus petite lettre dans cette colonne qui est
strictement supérieur a a.

e sia n’est pas prime, on linsere dans la ligne suivante ;

2. st a est sur la diagonale principale, alors par définition, la lettre a n’est
pas prime. On la marque avec un prime et on linsére dans la colonne
de droite suivante.

L’algorithme se termine quand une lettre est insérée a la fin d’une ligne
ou d’une colonne (sans la substituer a une autre). Le résultat obtenu est le
tableau de Young décalé P;. La forme de P;,_1 et de P; différe d’une case. On
rajoute cette case a (Q;_1 pour obtenir QQ; et on l’étiquette par i.

On appelle P le tableau d’insertion mixte associé a w et @) le tableau de
Young décalé standard qui enregistre l’ordre dans lequel les lettres de w ont
été insérées dans P. On les note respectivement Ppi.(w) et Qpiz(w).
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FExemple 1.2.31. L’algorithme d’insertion mixte appliqué au mot w = 13265143
donne :

(1] [1]
!
1[3]  [1]2]

)

OQU!CB‘
w

.hcn@‘

)

Oimc:‘
w

»-bcn@‘

)
C’ﬂ»hvl‘
o
w
q;cnc»‘
oo
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Si on applique l'algorithme d’insertion mixte a ’ensemble des mots de A*,
on remarque que comme dans le cas de I'algorithme de Schensted, plusieurs
mots vont donner le méme tableau de Young décalé P,,;,. Serrano [Serl0)]
a caractérisé les mots qui donnent le méme tableau de Young décalé par
I’algorithme d’insertion mixte. Il a défini la relation d’équivalence :

u="v sietseulement si Piz(u) = Pp(v)

par :
abdc =" adbc  avec a<b<c<d,

acdb =" acbd avec a<b<c<d,
dach =" adcb avec a<b<c<d,
badc =" bdac avec a<b<c<d,
cbda = cdba avec a <b<c<d,
dbca =" bdca avec a<b<c<d,
beda =" bead  avec a < b<c<d,
8. cadb ="cdab avec a<b<c<d.

(1.24)

RN

Exemple 1.2.32. Les mots suivants sont équivalents par = :
22111 =" 21211 =’ 21121,

ou nous avons utilisé les régles 8 et 1. Ils donnent donc le méme tableau de
Young décalé par I'algorithme d’insertion mixte :

2
1[1]1]2]

La relation =’ est compatible avec la concaténation, i.e. :
— — —
UL = Uy et v1 = vy = U1.V1 = Ug.Vs.

Par conséquent, le tableau d’insertion mixte d’une concaténation de deux
mots est uniquement déterminé par leur tableau d’insertion mixte. Serrano
a donc défini le monoide plaxique décalé SPl := A*/ =', qui est 'analogue
décalé du monoide plaxique de Lascoux et Schiitzenberger, comme le quotient
du monoide libre A* par ='. Il a prouvé que chaque mot w est congru a
son tableau de Young décalé t' associé (obtenu en appliquant I’algorithme
d’insertion mixte) P,;.(w) =" t' et donc a chaque classe plaxique décalée est
associée un seul tableau de Young décalé.

Ezxemple 1.2.33. Pour les permutations de taille 4, les classes d’équivalence
et leurs tableaux de Young décalés associés sont

44



1.2 Fonctions symétriques et tableaux

2[3]

2'[3]

2[4

1243 =’ 1423
2413 =’ 2143
3412 =" 3142
3241 =’ 3421
1324 =" 1342
2314 =" 2341
4132 =" 1432
4231 =" 2431
1234
2134
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3124

4123

3214

4213

4312

4321

Proposition 1.2.34 (Serrano [Serl0]). L’équivalence plaxique décalée est un
raffinement de I’équivalence plaxique : chaque classe plaxique est une union
disjointe de classes plaxiques décalées. En d’autre termes, si deux mots sont
dans la méme classe plazique décalée, ils sont dans la méme classe plazique.

Définition 1.2.35. Soit A\ une partition de longueur € vérifiant que sa der-
niere part est supérieure ou égale au nombre de ses parts. Les tableaux de
Young décalés peuvent aussi étre définis comme un remplissage de la part
haut(\) par des X et de la part bas(\) par des lettres dans {1' <1 < 2' <
2 < ---}, avec les mémes conditions que dans la définition 1.2.25.

Ezxemple 1.2.36. Le tableau suivant est équivalent au tableau de Young décalé
de la figure 1.2.9 :

X[X[X][7
X[X|3]4]6
xX[2]2]4'[4
1[11]1]1][2]3]
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Etant donné un tableau de Young décalé ¢’ ayant pour évaluation la com-
position (7 + 71/, T 4+ Ty, .. .), son mondme correspondant est donné par :

¢ _ T+ T2+ Ty
=1 T e (1.25)

Pour toute partition A, la fonction P de Schur Py est définie en termes de
tableaux de Young décalés par :

=) " (1.26)

Tab/ (A, A"

ou la somme porte sur tous les tableaux de Young décalés de forme A sur
lalphabet A’ ={1'"<1<2 <2< .--}.

Exemple 1.2.37. Les mondmes associés aux tableaux de Young décalés de
forme (2,1) sur l'alphabet {1, 2,3} sont

2 2 3 3
1)1 12 [1]1 (13
JI%LL’Q .Tll’% LL’%SL’g ZL’l.I?))

3 3 3 3
[1]2 12 12]2 23
L1T2T3 L1223 T3T3 x2x§

et donnent la fonction P de Schur sur trois variables :
2 2 2 2 2 2
Poy (21, T2, x3) = T{To + 1105 + T1x3 + 201 T0X3 + X503 + T1X5 + Tods.

Etant donnée une partition \, la fonction Q de Schur est donnée par
Qx = 2"V P,. Cest la fonction génératrice d'un autre type de tableaux de
Young décalés, a savoir, ceux d