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Chapitre 1
Introduction

La théorie de I'information a des applications dans de nombreux outils technolo-
giques de pointe. Les avancées qui permettent l'application de cette théorie vont de
pair avec la révolution numérique que nous connaissons aujourd’hui. Le 20eme siecle
a aussi connu la découverte de la mécanique quantique. D’un point de vue pratique,
la miniaturisation des technologies pour les applications de la théorie de I'informa-
tion n’a été possible que par 'utilisation de la physique quantique. Mais aussi d'un
point de vue théorique, il est possible d’exploiter certaines propriétés de la mécanique
quantique dans la théorie de I'information : en effet, la théorique quantique de I'infor-
mation généralise la théorie classique qui est utilisée actuellement pour les applications
et offre des avantages, par exemple, pour la sécurisation des liens de communications

mais aussi en informatique pour une meilleure puissance de calcul.

Les propriétés quantiques a la base de ces avantages sont le principe de superposi-
tion, qui implique que les résultats d’une mesure ne sont pas déterminés mais proba-
bilistes, ou l'intrication quantique, phénomene ou un systeme de plusieurs particules
se comporte comme un systeme unique indépendamment des distances qui séparent

ces particules.

Il existe d’autres propriétés qui seront mis en avant dans cette these. Un systeme
de plusieurs particules distantes est dit non-local si son comportement ne peut pas étre
expliqué seulement par les propriétés de chacune des ses particules. La non-localité est
née d’'un débat philosophique sur le déterminisme des résultats de mesures de gran-
deurs physique en mécanique quantique. Einstein, Podolsky et Rosen ont soulevé ce
probléeme dans le cas de l'intrication quantique en 1935 dans le paradoxe EPR [37]. Ce

n’est qu’en 1964 qu’un physicien au nom de John Stewart Bell propose un théoreme
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qui est une formulation mathématique du paradoxe EPR, [18]. Ce théoréme permet de
réfuter la localité qui est 'hypothese nécéssaire au paradoxe EPR. Enfin, il ouvre la
voie a des tests expérimentaux du paradoxe EPR. La premiere preuve expérimentale
est réalisée en 1982 par Alain Aspect [10], mais les limitations techniques des appareils
de mesure n’ont pas permit de valider ce résultat. 1l a fallut attendre fin 2015 pour

avoir des preuves expérimentales [41, 48, 80].

La contextualité est une autre propriété qui généralise la non-localité et selon la-
quelle le résultat d’une mesure dépend du contexte dans lequel il a été obtenu. Elle fut
découverte par Bell en 1966 [19] et Kochen-Specker en 1967 [58], et en 2008 un test
est développé par Klyachko et al. [57] et est assez simple pour étre vérifiable expéri-
mentalement. Malgré tous les récents efforts, les applications sont encore peu connues
et les tentatives d’observations expérimentales controversées. La contextualité a des

avantages en puissance de calcul [7, 51, 79] et en cryptographie [49, 83].

La mécanique quantique a donné lieu au siecle dernier a des débats philosophiques
fondamentaux. Méme si toutes les questions n’ont pas été élucidées, aujourd’hui ses
applications connaissent un essor tres important en particulier dans le domaine de la

théorie de 'information.

La communication entre deux utilisateurs, a beaucoup été étudiée et les propriétés
non-locales des systemes quantiques se révelent étre d’excellentes ressources pour de
nombreux protocoles. L’étude d’états a plus de deux utilisateurs joue un roéle important
que ce soit en calcul quantique ou en métrologie. Cela nécessite 'utilisation de plus
de particules rendant ainsi la structure du systeme plus riche et complexe que dans le
cas de deux particules. En particulier, la tolérance au bruit quantique (la décohérence)

lors d’experimentation est peu connue.

Cette these porte sur I’étude de test du caractere quantique de systemes de dimen-
sion supérieure a deux dans des conditions réalistes. La structure du manuscrit est la

suivante :

Le Chapitre 2 donne les notions essentielles pour comprendre les grands concepts
utilisés dans cette these. Dans un premier temps les notions d’états quantiques, d’in-
trication et de mesure sont introduites. Dans la section 2.2 sont présentés deux types

de méthodes (inégalité et preuve logique) pour détecter les corrélations non-locales



de systemes séparés spatialement. La section 2.3 permet d’introduire le concept de
contextualité ainsi que certains outils qui permettent de la detecter. Enfin dans la
section 2.4 est introduit le concept de décohérence, ainsi que la méthode qui permet

de la modéliser : les opérateurs de Kraus.

Le Chapitre 3 traite des effets de la décohérence sur I'observation de la non-localité
de certains états quantiques : les états symétriques. Notre analyse se base sur le dé-
veloppement récent d’inégalités de Bell, dans le but de développer des criteres pour
tester la non-localité d’états qui peuvent étre produits de maniere expérimentale en
conditions réelles. Nous comparons différentes configurations afin d’évaluer la plus
avantageuse pour 'observation de la non-localité en présence de décohérence. L’idée
est de fournir aussi un guide qui permet de déterminer si a priori une expérimentation
va conduire a une observation de la non-localité, en prenant en compte les limitations

de 'appareillage expérimentale.

Le Chapitre 4 présente une extension a de plus hautes dimensions des méthodes
déja existantes pour tester la contextualité. Nous proposons des états quantiques et
des choix de mesures nécessaires a la preuve de contextualité. Enfin, nous utilisons
une méthode de visualisation qui expose des symétries entre les états quantiques et les

mesures impliquées.

Le Chapitre 5 propose une configuration expérimentale qui mettrait en oeuvre le
test de contextualité développé dans le Chapitre 4. On utilise deux méthodes pour
modéliser les défauts expérimentaux : la premiere, similaire a celle utilisé au Chapitre
3 applique des modeles de décohérence ; la seconde tente de remédier a de ’observation

de la contextualité mais en contrepartie rend celle-ci plus difficile a observer.

Le Chapitre 6 résume les nouveaux résultats obtenus dans cette these et donne des

questions ouvertes ainsi que des potentielles directions de recherche future.

Pour simplifier la lecture, chaque chapitre commence par une introduction afin de

situer le contexte et se termine par un résumé des résultats obtenus.






Chapitre 2

Notions Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions de base dont nous avons besoin
dans les chapitres suivants, ainsi que les notations et les définitions utilisées.

Dans la section 2.1, nous présentons des notions essentielles mais dont la these ne
sera pas exactement le sujet. Chacune des sections suivantes donne une introduction
sur différents concepts tels que : la non-localité (section 2.2), la contextualité (section
2.3) et la décohérence (section 2.4).

2.1 Notions Essentielles

Les notions présentées ici peuvent étre retrouvées en details dans ouvrage [73].

2.1.1 Etat Quantique

La mécanique quantique postule qu’un systeme physique est completement décrit
par un vecteur normé défini dans un espace de Hilbert, appelé espace des états. Cela
amene a une des propriétés fondamentales de la physique quantique : le principe de
superposition. De ce principe en découle le fait qu'un état quantique peut étre décrit
comme étant une superposition de plusieurs états quantiques. Par exemple, un état dit
pur peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs d’une base de I'espace
de Hilbert dans lequel il est défini. Selon la notation de Dirac un état quantique
est noté par un ket, |y) et son dual bra, (y|, vérifiant |(y|y)|?

est un mélange statistique d’état purs {|y;)} avec des probabilités respectives {p;}.

= 1. Un état mixte

L’opérateur densité, appelé aussi matrice densité, p, est défini par I’équation suivante :

p =Y pilvi){wil, (2.1)
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ouY,;pi=1et p;>0.

La théorie de I'information quantique généralise la théorie de I'information classique
au monde quantique, ou 'homologue du concept fondamental de bit est appelé qubit.
A la différence d’un bit qui ne peut étre qu’a I'état dit 0 ou a I'état dit 1, le qubit,
grace au principe de superposition, peut étre une combinaison linéaire d’un état |0) et
d’un état |1). Les qubits sont des états quantiques définis dans un espace de Hilbert
de dimension 2 dont les vecteurs {|0),|1)} forment une base orthonormée. Un qubit,

|wp), peut étre écrit de la maniere suivante :

W) = |0) + B[1), (2.2)

ou {o,B} € C. Comme le qubit est un état quantique, il est normalisé, donc o et 8
vérifient : |a|> + B> = 1.

L’équation 2.2 peut étre aussi écrite de maniere équivalente comme :

0 ; 0
lwp) = c0s§|0) —I—e’¢sin§|1>, (2.3)

ol 0 et ¢ décrivent un point sur une sphere unité ou 8 est I'angle d’inclinaison et ¢
est I’angle azimuthal par rapport aux axes représentés dans la figure 2.1. Cette sphere

ou est représenté le qubit est communément appelée sphere de Bloch.

0)

A Z

1)

F1GURE 2.1 Représentation graphique de la sphere de Bloch, ot le pole nord représente
I’état |0) et le pole sud |1). La condition de normalisation impose qu’un qubit se trouve
sur la surface de la sphere de Bloch. Sur la sphere de Bloch, deux vecteurs orthogonaux
sont opposés (par exemple |0) et |1)).

Le concept de qubit, systeme a deux niveaux, peut étre généralisé a un systeme
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a d niveaux : le qudit. Soit |yy) un qudit défini dans un espace de Hilbert, Hy, de

dimension d. |yy) peut étre écrit de la forme suivante :

-1
lwa) =Y elk), (2.4)
=0

ou ¢ € C. Un qudit est donc défini par un ensemble de d coefficients complexes {cy}
qui vérifient Y |cx|> = 1 pour la normalisation du qudit.

La fidélité est un outil en information quantique qui permet de mesurer la distance
entre deux états quantiques, mais n’est pas a proprement parler une métrique. La fidé-
lité peut s’écrire sous différentes formes, en fonction de la pureté des états quantiques.
Entre un état pur, |y), et un état arbitraire sous la forme de sa matrice densité p, la

fidélité s’écrit comme :

F(ly),p) =V (viply). (2.5)

Etant donné que la fidélité fait intervenir le produit scalaire, si les deux états
quantiques comparés sont identiques alors elle est égale a 1, dans ’autre cas extréme,
si I’état p n’a aucune composante selon ’état pur |y) alors la fidélité entre les deux

états sera égale a 0.

2.1.2 Intrication

Les systemes quantiques peuvent étre composés de plusieurs sous-systemes, chacun
décrit par son propre état quantique et son espace de Hilbert. Le produit tensoriel est
I'outil mathématique qui permet de décrire un systeme a partir de sous-systemes.
Par exemple, considérons deux états quantiques purs |yu) et |yp) et leurs espaces de
Hilbert respectifs Ha et Hp. L’espace de Hilbert, H, du systeme global est donné par
le produit tensoriel Ha ® Hp. Pour I'état quantique du systeme global, un état pur,
]l//>, est appelé séparable si il peut étre décomposé sous la forme suivante :

W) = [ya) ® |yp). (2.6)

Pour décrire cette propriété pour les états mixtes, il faut utiliser la matrice densité.

Un état mixte, p, est séparable si [87] :

p= ZpipA,i ® PB.i; (2.7)

c’est-a~dire que tous les états purs du mélange statistique de 1’état mixte doivent
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vérifier le critere de séparabilité évoqué dans ’équation 2.6.

Un état quantique est dit intriqué s’il ne peut étre écrit sous la forme de 2.6 ou
2.7.

Un état multipartite est un état quantique de plus de deux sous-systemes. L’in-
trication d'un état multipartite est plus complexe que l'intrication d’un état a deux
sous-systemes, appelé état bipartite. En effet, dans le cas bipartite il y a intrication
ou non, alors que dans le cas multipartite il existe aussi la notion de séparabilité par-
tielle. Par exemple un état quantique composé de trois qubits peut éventuellement
avoir deux de ses sous systemes intriqués alors que le troisieme sous-systeme peut étre
écrit de maniere séparé des deux autres sous systemes. Pour un état pur on a alors :
W) = |vag) @ |vc).

On pourra se référer a larticle [50] pour plus de détails sur I'intrication des états

quantiques.

2.1.3 Etat Symétrique

Pour un systeme multipartite de n sous-systemes, un état est dit symétrique si il est
invariant par permutation de ses sous-systemes. Nous utilisons deux représentations
spécifiques aux états symétriques, la représentation de Dicke et la représentation de

Majorana.

Représentation de Dicke

La premiere représentation est la représentation de Dicke. Un état de Dicke est un

état quantique qui s’écrit sous la forme :

1
n 2
st = () RIS (23)
Un état de Dicke est une superposition équiprobable d’états quantique de n qubits
dont k sont égaux a |1) et n—k des qubits sont égaux a |0). On peut interpréter un
état de Dicke comme un état quantique de n modes avec k excitations.
Un état symétrique de n qubits, |Wym) € H5", peut toujours étre écrit sous la

forme :

W) = ¥ €x[S(n.)). (2.9)
k=0

Les coefficients {c; € C} sont les coordonnées d'un état symétrique dans cette base.
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Les états de Dicke forment une base orthonormée du sous-espace des états symétriques

a n qubits. Dans ce cas, ’état symétrique est décrit par les n+ 1 coefficients complexes,

{ex}

Représentation de Majorana

La seconde représentation, dite représentation de Majorana introduite dans [67],
considere n qubits, {n;}, i € {1,n}, sur la sphere de Bloch appelés points de Majorana
(MP). Dans cette représentation, 1'état quantique, |Wy,), est exprimé comme une
somme sur toutes les permutations du produit tensoriel des points de Majorana {n;}.

L’état quantique |Wyym) peut étre écrit comme :

W) =K Y [M...m), (2.10)

perm

ou K est un facteur de normalisation. Chaque point de Majorana est défini par deux
parametres (nombres réels), correspondant aux angles sur la sphere de Bloch. En
ajoutant la constante de normalisation, on obtient bien le méme nombre de parametres
que dans le cas de la représentation de Dicke. La représentation des points de Majorana
sur la sphere de Bloch fournit une représentation géométrique d’un état symétrique
de n qubits.

Pour passer de la représentation de Majorana a celle de Dicke il suffit de décrire
chacun des points de Majorana dans la base {|0),|1)}. Passer de la représentation
de Dicke a la représentation de Majorana nécessite de résoudre un polynoéme appelé

polynome de Majorana [20, 68].

Dégénérescence

Il est important de préciser que les points de Majorana ne sont pas forcément tous
distincts. Cela nous mene a définir la configuration de dégénérescence d’un état symé-
trique comme la liste des nombres d’occurence des points de Majorana [16]. La dégéné-
rescence d est le nombre le plus grand de cette liste. Il n’est pas possible de changer la
configuration de dégénérescence d'un état quantique par des opérations stochastiques
locales et des communications classiques (SLOCC) [16]. Cette configuration constitue
donc une classification de l'intrication des état symétriques. Elle admet un nombre fini
de classes pour les états quantiques dont le nombre de qubits, n est inférieur ou égal
a 4.
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Exemples d’Etats Symétriques

Nous présentons les exemples d’états symétriques sur lesquels porte notre étude :

— Les états W sont des états de Dicke pour lesquels k = 1.

[Wa) = |S(n, 1)). (2.11)

— Des états symétriques maximalement intriqués par rapport a la mesure géomé-
trique de 'intrication [11]. Cette mesure de U'intrication est la distance entre
I'état quantique intriqué considéré et ’état séparable le plus proche [81]. Une
particularité des ces états est que leurs points de Majorana forment les solides
de Platon : le tétraedre (4 qubits), Poctaedre (6 qubits) et le cube (8 qubits).
Le tétraedre (figure 2.2) est un état a 4 qubits :

1
3
Ses 4 points de Majorana sont :
— [m)=10),

M234) = \/§|O>+ei§\/g|l>, avec & € {%,717,57” )

IT) (15(4,0)) +/2[8(4,3))). (2.12)

FI1GURE 2.2 Le tétraedre.

L’ octaedre (figure 2.3) est un état a 6 qubits :

0) = %(|5(6,1)>+|S(6,5)>)- (2.13)

Ses 6 points de Majorana sont :
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— |m) =10) .
— Imsas) = J5(10) + e 1)), avee & € {F. 38, F . TF)
— |ne) =11)

FI1GURE 2.3 L’octaedre.

Le cube (figure 2.4) est un état a 8 qubits :

) = 2—\1/6(\/§|S(8,0)> +VI4[S(8,4)) +/5]5(8,8))). (2.14)

Ses 8 points de Majorana sont :

— Masa) =4/ +1|o>+e’€ L)1), avee & = {%, 32,32, 15,

1
— [Ms678) = 270} +e B 1), avee & = {F, 3, 3F, 28},
Deux états quantiques a 4 qublts dont la spécificité est qu’ils ont les mémes
points de Majorana mais une configuration de dégénérescence différente. Le

premier état est composé de la somme des permutations de 3 qubits |0) et 1

qubit [+) = 1/3(|0) +|1)). Le second état est composé de 2 qubits |0) et 2
qubits |+).
L état [000+) :
1
|000+) = —(2]5(4,0)) + [S(4,1))). (2.15)
\/_
L’état [004+) :
1
0004) = ——(6|S(4,0)) +6[S(4,1)) +6|S(4,2))). 2.16
| )m(|()> [S(4,1)) +V6]5(4,2))) (2.16)
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FIGURE 2.4 Le cube.

Leur comparaison permet de tester I'influence de la dégénérescence.

2.1.4 Mesure d’un Etat Quantique

Dans le formalisme de la mécanique quantique, une grandeur physique A est re-
présentée par une observable A\, c’est-a~-dire un opérateur hermitien qui agit sur les
vecteurs de l'espace de Hilbert. Le résultat de la mesure de cette grandeur est égal a
I'une des valeurs propres de A. Un opérateur peut étre écrit en utilisant la décompo-
sition spectrale :

A\ZZ(X,'H,', (2.17)

avec {a;} les valeurs propres de I'observable A et {IT;} les projecteurs sur chacun des
vecteurs propres de A. Les projecteurs {I1;} vérifient la relation de fermeture, Y, I1; =1,

ou I est la matrice identité.

Lors de la mesure sur un état quantique pur |y), la probabilité d’obtenir le résultat
a; est donnée par :

ples) = (wITL|v). (2.18)

Cette égalité ne concernant que les états purs, 'expression de cette probabilité en

terme de matrice densité permet d’étendre cette formulation pour les états quantiques
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mixtes :

p(ei) =Tr(Ilp), (2.19)

ol p est la matrice densité de ’état quantique mesuré et Tr la trace.
Une mesure dichotomique est le cas ol une observable A n’a que deux valeurs
propres, par exemple +1 avec les projecteurs associés I1; et II_. Dans ce cas sa

décomposition spectrale est de la forme :

=I—2I1_, (2.20)

en utilisant ITy =1—-TI_.

Un experience requiere la mesure de grandeurs physiques associées a des obser-
vables. On doit choisir les bases dans lesquels les observable seront mesurées. C’est
I’ensemble de ces bases de mesures qui forment la stratégie de mesure.

Deux grandeurs sont dites compatibles si elles peuvent étre mesurées simultané-
ment. Cela implique dans la théorie quantique que les deux observables observables

associés a ces grandeurs commutent et ont une base de vecteurs propres commune.

2.2 Classifications des Corrélations

Il existe une classification des corrélations entre la distribution de probabilité des
résultats de mesures sur des systemes distants. Nous abordons trois types de corré-
lations : locales, mon-locales et mo-signaling. La ressource utilisée pour obtenir des
corrélations non-locales est 'intrication quantique. Nous présentons un grand nombre

de résultats présentés dans [24].

2.2.1 Présentation du Probleme

Deux différents systemes physiques séparés spatialement, détenus par Alice et Bob,
qui ont pu communiquer par le passé procedent a des mesures sans communiquer
entre eux. Le choix de la mesure d’Alice est noté x et ’ensemble des mesures possibles
sur son systeme est noté X. De la méme maniere, le choix de mesure de Bob est
noté y et I'ensemble des mesures possibles de Bob est noté Y. La mesure de x (ou

y) donne le résultats a (ou b), le set des résultats possible est noté A (ou B). En



14 Notions Préliminaires

réalisant plusieurs fois toutes les mesures, on peut calculer la probabilité d’obtenir
a et b sachant que x et y ont été mesurés : p(a,blx,y). On définit la distribution
de probabilité p = {p(a,b|x,y)la € A,b € B,x € X,y € Y}, appelée comportement, qui
contient toutes les probabilités des combinaisons de différentes mesures et résultats.
Le comportement p définit la corrélation entre les systemes physiques d’Alice et Bob.

On considere deux cas visibles dans la figure 2.5 :

— (a) : Alice et Bob ont acces a des ressources quantiques. Avant Iexpérience,
Alice et Bob sont autorisés a interagir I'un avec I'autre et ont donc la possibilité
de partager un état quantique noté p. x et y représentent des mesures quantiques
sur I’état p et a et b sont les résultats.

— (b) : Alice et Bob ont acces a des ressources classiques ou A est appelé variable
cachée et correspond a la description des propriétés des mesures de Alice et
Bob. Le résultat a de la mesure d’Alice est fonction de la mesure x qu’elle a
choisi et de A et similairement pour Bob, dont le résultat b dépend du choix de

mesure y et de A.

g \ P / - \ , N \ / \
| A | ' B /| A )} B |
\. . ___..-/ ..\\_\’ -____/'le . J/ \\» '___,/
ac A be B a e A be B

FIGURE 2.5 Deux systemes physiques distants, Alice qui choisit la mesure x et ob-
tient le résultat a et Bob qui choisit y et obtient le résultat b. La partie de gauche,
(a), représente le cas ou Alice et Bob partagent un état quantique p et la partie de
droite, (b), représente le cas ou les corrélations des résultats obtenus par Alice et Bob
dépendent de la variable cachée A.

I1 existe des corrélations obtenues dans le premier cas qui ne peuvent pas étre repro-
duites dans le second. Le but des inégalités de Bell est de différencier quantitativement
ces deux situations.

Le cas le plus simple est le cas bipartite présenté ici. Le cas multipartite consiste a
considérer n systemes physiques dans les mémes conditions qu’énoncées précédemment,
c’est-a-dire que les systemes physiques sont séparés spatialement, ont pu interagir par
le passé mais ne peuvent pas interagir pendant les mesures.

Les définitions qui suivent seront toujours présentées dans le cas bipartite mais leur

extension a n méme si elles deviennent plus subtiles.
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2.2.2 Classification des Corrélations
Corrélations Locales

Pour X, Y, A et B fixes, une correlation est dite locale si et seulement si pour

chacune des probabilités on a :

p(a,blx,y) Zq plalx,A)p(bly,A), (2.21)

ou la variable A, appelée variable cachée est décrite par la distribution de probabilités
q(A) et ou p(alx,A) et p(bly,A) sont les distributions de probabilités de mesure d’Alice
et de Bob respectivement. Soit L le set de corrélations satisfaisant ’équation 2.21. Dans
I’équation 2.21 le membre de gauche décrit les propriétés du systeme global alors que
le terme de droite ne fait intervenir que les propriétés locales de chaque sous-systeme.
Les corrélations locales sont appelées ainsi car les propriétés du systeme global sont
déterminées par les propriétés locales de chaque sous-systeme. Des corrélations qui ne
peuvent pas étre décrites par ’équation 2.21 sont dites non-locales.

Dans l’espace des probabilités, on peut interpréter une distribution de probabilités

IXIVTIANBL ot |X||Y]|A]|B| est le produit des cardinaux des

comme un vecteur dans R
ensembles X, Y, A et B. Le set £ forme dans I'espace des probabilités un polytope
convexe ol chaque corrélation représentée par p; € L est une combinaison convexe de
comportements dits déterministes (voir ’équation 2.22). Les comportements détermi-
nistes sont caractérisés par des probabilités p(alx,A) et p(b|y,A) ne prenant que les
valeurs 0 ou 1, c¢’est-a-dire que la variable A décrit completement le résultat de chaque
mesure en assignant pour chaque choix de mesure x € X et y € Y un résultat particu-
lier ay € A et by, € B. Les comportements déterministes sont les sommets du polytope

convexe L. Soit pg., un comportement déterministe, alors il s’écrit sous la forme :

1 sia=ayet b=by,
pdet(aab‘xuy) = . ' g
0 sinon.

Ainsi chaque pp € £ peut étre écrit comme :

pL = valpdezﬂa avec Z"l =1, (2.22)
A A

ou les {vy} sont des nombres réels positifs. Ce modele est équivalent a celui présenté
a I'équation 2.21 [39].
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Corrélations Quantiques

Pour X, Y, A et B fixes, une corrélation est dite quantique si il existe p € Ha ® Hp,

{Ha\x}aeA,xeX et {Hb\y}beB,yey telles que :

p(a,b|x,y) = Tr{na|x ®Hb|yp}7 (223)

ot Hy etHp sont les espace de Hilbert de Alice et Bob et {I1jy}acaxex et {Ip)y foep yey
sont des mesures projectives. Soit Q le set de corrélations pp € Q satisfaisant I’équation
2.23.

Il a été montré que les corrélations représentées par py € £ admettent une descrip-
tion définie dans I’équation 2.23 [75], c’est-a-dire que £ C Q. Certaines corrélations

représentées par po € Q n’appartiennent pas au set £, ce qui fera 'objet de la section
2.2.3.

L’intrication est un point important pour les propriétés non-locales. Soit un état

bipartite séparable p =Y ; pipa; ® pg.i, lors de sa mesure on a :

p(a,b|x,y) = Tr{na|x®nb\yp}a
p(a7b|x>y) = ZpiTr{Ha\pr ®Hb\yp3};

p(a,blx,y) szp alx)p(bly). (2.24)

On remarque que les états quantiques séparables donnent toujours des corrélations

locales.

Corrélation “No-signaling”

Pour X, Y, A et B fixes, une corrélation est dite no-signaling [33, 77] si :

plalx) =Y pla,blx,y) =) p(a,blx,y),¥y,y €Y

beB beB
p(bly) = Z pla,blx,y) Z pla,blx',y),vx,x' € X. (2.25)
acA acA

Soit NS le set de corrélations satisfaisant 2.25. Ces définitions peuvent étre com-
prises d’un point de vue physique. En effet, dans un scénario de Bell, Alice et Bob ne

sont pas autorisés a communiquer pendant leurs mesures, c¢’est-a-dire que le choix de
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la mesure d’Alice n’influence pas la mesure de Bob et vice versa. Le set N'S forme un

polytope convexe.

Nous avons vu dans la section 2.2.2 qu’il y a l'inclusion £ C Q. De plus il est
possible de montrer que les corrélations quantiques représentées par pg € Q vérifient
les contraintes de I’équation 2.25 et enfin il a été montré que certains comportements
pns € NS ne peuvent pas étre décrits par 'équation 2.23 [76]. On arrive alors aux
inclusions suivantes : ’ LCOCNS ‘

2.2.3 Tester la Non-localité
Inégalités de Bell

Comme le set £ forme un polytope convexe, L est borné. Etant convexe, il est
possible de trouver un hyperplan qui sépare ’espace des probabilités comme représenté
a la figure 2.6. Cela permet de détecter certaines corrélations non-locales. On peut
écrire cette séparation en terme d’inégalité. Pour le cas particulier des sets locaux, de

telles inégalités sont appelées inégalités de Bell.

Les inégalités de Bell sont des outils pour différentier les corrélations non-locales
des corrélations locales. Nous introduisons opérateur linéaire B : RIXIFIAIBI s R

comme :

B.p= Z By yapp(a,blx,y). (2.26)

x,y,a,b
Pour p € Q il y a deux cas possibles : soit p=pr € L, |B.pL|<loupé L, |B.p| > 1.
On peut trouver au moins un hyperplan démontrant p ¢ £, c’est a dire qu’il existe un
opérateur B tel que |B.p| > 1. L’expression |B.p| <1 forme une inégalité de Bell ou
1 est appelé borne locale; lorsque la valeur de |B.p| est plus grande que cette borne
locale, on parle alors violation et le niveau de violation correspond & la valeur de |B.p|

moins la borne locale.

Les inégalités de Bell séparent 'espace des probabilités en deux parties dont I'une
contient le polytope local L. Les corrélations vérifiant |B.pr| > 1 sont situées dans
I’autre partie. Les inégalités de Bell peuvent étre ajustées aux faces qui définissent le
polytope local.

La plus simple des inégalités de Bell est I'inégalité CHSH [34] : un systeme bi-
partite de deux qubits intriqués, pour laquelle chaque partie réalise deux mesures

dichotomiques.
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FIGURE 2.6 L’inégalité de Bell représentée par B coupe 'espace des probabilités en
deux parties. Le polytope convexe des comportements locaux £ est situé dans une des
parties. L’ensemble quantique, Q, est représenté par un ensemble convexe. L’ensemble
no-signaling’, N'S, est représenté par un polytope convexe.

Preuve Logique

Afin de démontrer que des corrélations sont non-locales, on peut trouver une in-
égalité de Bell et montrer une violation. Cependant il est aussi possible d’avoir des
conditions a vérifier par une distribution de probabilité qui est incompatible avec la
théorie des variables cachées mais pourtant viable pour la mécanique quantique. La

preuve se base alors sur une contradiction logique sans faire intervenir d’inégalité de

Bell.

Nous choisissons de détailler le paradoxe de Hardy [46] qui fera I'objet d’une étude

dans le Chapitre 3. Il existe d’autres paradoxe exemple le paradoxe GHZ [44].

Le paradoxe de Hardy est une preuve logique de non-localité basée sur un systeme
bipartite. Le paradoxe se base sur quatre conditions portant sur les probabilités des
résultats de mesures sur le systeme de telle sorte qu’il est impossible que ce systeme soit
décrit par un comportement locale et vérifier des conditions. La preuve de non-localité
se base alors sur cette contradiction. L’extension multipartite du paradoxe de Hardy
peut étre vue comme un jeu a n parties : soit n parties qui ont acces a deux mesures
dichotomiques Mg et M, pouvant ainsi obtenir les résultats ‘0’ or ‘1’ pour chaque

mesure. On détaille dans ce qui suit les conditions a imposer dans le cas multipartite.

La premiere condition impose que si toutes les parties utilisent la mesure My il est
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possible qu’elles obtiennent toutes le résultat ‘0 :

P(0...0|My...Mp) > 0. (2.27)

La condition suivante (qui est en réalité une collection de conditions) correspond
aux cas ou toutes les parties sauf une réalisent la mesure My. Dans ce cas, il est

impossible que toutes les parties obtiennent le résultat ‘0’.

PO...0lMiMyp...Mp) =0,

P(0...0lMoM;...Mp) =0,
P(0...0|Mp...MoM;) =0. (2.28)
Ces conditions peuvent étre résumées par ’égalité :
Y P(0...0[m(My... MoM,)) =0, (2.29)
T

ou & € S, représente le groupe des permutations de n objets, S,,.
La derniere condition est que si toutes les parties utilisent la mesure My, il est

impossible que toutes les parties obtiennent le résultat ‘1,

P(1...1|M;... M) =0. (2.30)

En se basant sur les équations 2.27, 2.29 et 2.30 il est possible d’arriver a une

contradiction avec I’équation 2.21.

Unification des deux approches

Les inégalités de Bell et les preuves logiques sont deux manieres différentes de
démontrer des comportements non-locaux. En effet, si on reprend le formalisme ou
I’on interprete un comportement p comme un vecteur dans l’espace des probabilités,
I'utilisation d’une preuve logique pour montrer qu'un comportement p est non-local
veut implicitement dire que ce comportement se situe a ’extérieur du polytope convexe
L. 1l existe alors au moins une inégalité de Bell violée par ce comportement p.

Ainsi, pour le paradoxe de Hardy, il est donc possible de trouver des inégalités de
Bell démontrant des comportements non-locaux détectés par le paradoxe. Par exemple

dans [86] les auteurs obtiennent une inégalité de Bell qui démontre des corrélations
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non-locales pour tous les états symétriques purs (voir section 2.1.3). Cette inégalité

est :

P":=P(0...0[0...0) —P(1...1]1...1)
—Y P(0...0|m(0...01) <0. (2.31)

Il a été montré par la suite que tous les états purs peuvent violer cette inégalité
[89].

2.2.4 Non-Localité des Etats Symétriques

Il existe une inégalité de Bell, que nous notons H, initialement prévue pour obtenir
un haut niveau de violation par les état W [47], qui a été généralisée pour tous les

états de Dicke. Cette inégalité est donnée par [85] :

Hp = ZP(n(ww)|0...0)

n—k k
—Y P(7(0...01...101)|m(0...011))
~ N —— N——"
n—k—1 k—1 n—2
—P(0...0[1...1)=P(1...1]1...1) <0. (2.32)

Il est possible de construire d’autres inégalités de Bell a partir de ’extension mul-
tipartite du paradox de Hardy qui permettent de détecter la classe d’intrication basée

sur la dégénérescence d’un état de Dicke [86] :

Q=P —P(1...1|1...1)—...
n—1 n—1
—P(1...1]1...1) <0. (2.33)
n—d+1 n—d+1

Il faut noter que dans cette expression toutes les probabilités soustraites a P"

ont moins de n éléments. Par exemple la probabilité P(1...1|M;... M) décrit la
n—1 n—1
probabilité que lorsque n— 1 des parties vont utiliser la mesure M le résultat de

chacune de ces mesures donne le résultat ‘1’. Afin de calculer ces probabilités il est
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nécessaire de réaliser une trace partielle sur ’état quantique des parties qui ne font pas
de mesure. Mais il n’est pas précisé quelles sont les parties qui réalisent une mesure dans
I’équation 2.33. Etant donné que les états concernés sont des états symétriques par
permutation, les sous-systemes sur lesquels la trace partielle s’applique n’influencent
donc pas le résultat final.

Il a été montré que la dégénérescence peut étre détectée a partir des propriétés
non-locales [86], ce qui permet d’utiliser les propriétés non-locales d’un systeme pour
vérifier sa classe d’intrication. Il est important de préciser que la discrimination de
classe d’intrication qui utilise la non-localité [23, 85, 86] peut étre réalisée de maniere
indépendante des appareils de mesure (dit “measure device independent”) ; cela signifie
que méme si les parties n’ont pas un controle total des équipements, ’observation de la
violation de cette inégalité de Bell prouve que 'état étudié appartient bien a la classe
de dégénérescence correspondante.

La non-localité n’est pas la seule propriété qui donne lieu a une séparation entre

la théorie quantiques et la théorie classique.

2.3 Contextualité

La contextualité est un concept fondamental de I'information quantique. Dans le
cadre d’une théorie contextuelle, le résultat d’'une mesure va dépendre du contexte dans
lequel elle est réalisée, c’est-a-dire de la base de mesure dans lequel il a été obtenu.
En théorie quantique, le résultat de mesure d’une observable va donc dépendre de la
mesure d’une seconde observable avec laquelle elle commute. Cette propriété a tout

d’abord été mise en évidence par Bell, Kochen et Specker [19, 58].

2.3.1 Théoreme de Bell-Kochen-Speker

Soit un systeme physique avec des grandeurs physiques notées Aj,A,,...,Ay ou la
mesure de chaque grandeur physique A; donne un résultat {g;}. Une description non-
contextuelle implique que les résultats de mesures ne dépendent pas des grandeurs
qui sont mesurés au cours de l’experience (observable qui commutent entre elles). La
possibilité d’assigner des résultats prédéfinis aux mesures indépendamment du contexte
de la mesure s’oppose a la théorique quantique. Cela a été formulé dans le cas de
projecteurs par Bell-Kochen-Specker (BKS) dans le théoreme suivant [19, 58] :

Pour les dimensions plus grandes que deux, il existe des projecteurs I1;, tels qu’il

n’est pas toujours possible d’assigner les résultats ‘0’ ou ‘1’ a tous les projecteurs d'une
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maniere a ce que :
— Toute base orthogonale complete des projecteurs {I1;} satisfait },;IT; =1 (ca-
ractere complet de la base).
— Un projecteur II; a la méme valeur assigné dans toutes les bases {II;} (non-

contextualité).

2.3.2 Représentation par Graphe

Considérons un ensemble de questions auxquelles on ne peut répondre que par
‘oui’ ou ‘non’ correspondant a un ensemble de mesures dichotomiques qui donnent
les résultats X; =0 (‘non’) or X; =1 (‘oui’). Certaines de ces questions peuvent avoir
une relation de compatibilité, c’est-a-dire qu’elles peuvent étre posées simultanément.
Certaines de ces questions peuvent avoir une relation d’exclusivité, ¢’est-a-dire qu’elles
ne peuvent pas avoir la réponse ‘oui’ simultanément.

On peut représenter les relations de comptabilité et d’exclusivité entre les mesures a
I'aide d’un graphe. On définit le graphe G = (V,E), (ou V est 'ensemble des sommets et
E T'ensemble des arétes) de N sommets i € V pour chacun desquels on associe le résultat
d’une mesure dichotomique X; =0 (‘non’) ou X; =1 (‘oui’) et ou les arétes représentent
a la fois I'exclusivité et la compatibilité des mesures. Lorsque 1'on s’interroge sur la
valeur de X;, on dit que I’on mesure X;. Pour un graphe donné, un sous-graphe complet
représente un ensemble de mesures compatibles entre elles, formant un contexte C. La
relation d’exclusivité implique alors : Y ;ccX; < 1. L’ensemble des contextes forme un
hypergraphe I'. Si un sommet i a deux voisins j et k, alors X; peut étre mesuré avec X;
ou avec X, formant ainsi un contexte. Si j et k ne sont pas voisins alors ils ne peuvent
pas étre mesurés de maniere simultanée. La relation d’exclusivité implique que deux
sommets adjacents j et k ne peuvent pas avoir le résultat ‘1’ associé. En terme de

probabilité on a :

P(1,1]j,k) = 0. (2.34)

Nous considérons maintenant deux classes de théories physiques qui permettent

d’assigner des résultats aux sommets d’un graphe donné.

— Dans un modele déterministe et non-contextuel, chaque mesure amene a un
résultat prédéfini (‘0" ou ‘1’ dans le cas dichotomique). Les résultats sont alors
indépendants du contexte dans lequel ils sont obtenus. De cette maniere, chacun
des sommets i € V du graphe G a une valeur X; assignée qui correspond au

résultat de la mesure. Comme les arétes représentent aussi I'exclusivité de la
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mesure, deux sommets adjacents ne peuvent pas avoir le résultat ‘1’ assigné
simultanément.

— En théorie quantique, les mesures dichotomiques peuvent étre représentées par
des projecteurs de rang 1 {IT; = |v;){v;|} ou |v;) est un vecteur propre normalisé.
Le résultat X; =1 est associé au projecteur Il; et le résultat X; = 0 est associé
a I—TII;. On peut associer le vecteur unitaire |v;) au sommet i. Chaque relation
de compatibilité et d’exclusivité entre des sommets adjacents correspond a une
relation d’orthogonalité entre les vecteurs associés a chaque sommet ; c’est la
Représentation Orthonormale (OR) d’un graphe. Afin de satisfaire les condi-
tions d’orthogonalités du graphe, la dimension minimum requise du systeme
quantique doit étre au moins égale au plus grand sous-graphe complet de G,

c’est a dire le plus grand sous-graphe dont tous les sommets sont adjacents.

Les propriétés des graphes peuvent étre utilisées pour définir des inégalités de

contextualité [26].

Dans le cas du modele classique, on peut borner la somme des résultats de la

maniere suivante :

B=Y <X;><Py=aG), (2.35)

icV
ou a(G) est nombre d’indépendance du graphe [42], c¢’est-a-dire le nombre maximum

d’ensemble de sommets non reliés par une aréte et < X; > est la valeur moyenne de X;.
Dans le cas quantique, pour un état quantique |y), on pose :
2
Bo=Y l(vily)". (2.36)
i€V

Bo est borné par la fonction appelée la fonction de theta de Lovasz, ¥(G), qui est

initialement une borne supérieure de la capacité de Shannon du graphe [66].
Pour le graphe G on a :
B=Y (X) < a(G) < 9(G). (2.37)
eV

Les graphes ou a(G) < ¥(G) correspondent & des cas qui peuvent étre utilisés pour

l'observation de la contextualité.
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2.3.3 Contextualité de type Indépendante de I’Etat

Contrairement a la non-localité, en contextualité il est possible d’avoir un test de
contextualité qui est indépendant de 1’état considéré. Le théoreme de BKS prouve que
la contextualité est une propriété des opérations quantiques et ne fait pas référence a un
quelconque état quantique. Un exemple de contextualité de la théorie quantique avec
des observables a valeurs propres égales a £1 est le carré de Mermin-Peres [70, 74].
Considérons un systeme de deux qubits et le tableau suivant, dont chaque élément

représente une opération réalisé sur ce systeme.

o, I I® o, 0, X O,
I® o, o, QI 0, R Oy
0; ® Oy Oy R 0, 0y ® Oy, (2.38)

oll Oy, Oy, 07 sont les matrices de Pauli :

01 0 —i 1 0
GX: 70 — tG: . 239
<1 o) y (i 0) oo (o —1) (2:39)

On arrange sur les lignes et colonnes du tableau 2.38 des triades d’opérateurs
commutant entre eux formant ainsi pour chaque opérateur deux contextes donnés par
sa ligne et sa colonne. Le produit des opérateurs de chaque colonne et de chaque ligne
donne IT®1I sauf pour la derniere colonne ou le produit donne —I®I. Pour chaque
triade, on peut associer des valeurs 1 a chaque opérateur de telle sorte que le produit
de ces valeurs donne le méme résultat que la mesure du produit de la tirade. Or, si
chaque opérateur a la méme valeur dans toutes les tirades dans laquelle il apparait il
est impossible de reproduire toutes les propriétés multiplicatives fournis par les triades

d’opérateurs.

Le carré de Mermin-Peres est en ce sens une preuve du théoreme de BKS, la
théorie quantique est une théorie contextuelle. La preuve de contextualité vue dans
le théoreme de BKS ou dans le carré de Mermin-Peres sont sous la forme de preuve
logique de contextualité mais il est aussi possible de tester la contextualité avec des

inégalités qui sont dépendantes de I’état quantique [25, 61].
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2.3.4 Contextualité de type Dépendant de I’Etat
I’'Inégalité de KCBS

La notion de contextualité introduite dans la section précédente est une propriété
des mesures et non des états. Nous présentons ici I'une des inégalités qui dépend de
I’état quantique. L’attrait pour la contextualité a connu un sursaut apres la découverte
de l'inégalité de KCBS [57] car cette inégalité est la plus simple et la dimension du
systeme considéré, égal a trois, est la plus petite possible pour tester la contextualité.
De plus le nombre de mesures a réaliser, au nombre de cing, est aussi le plus petit
pour cet dimension de systeme.

Soit un qutrit et cinq mesures dichotomiques. En prenant en compte les conditions
d’exclusivité et de compatibilité, le graphe formé correspond a un pentagone et est

présenté a la figure 2.7.

4 3

FIGURE 2.7 Pentagone ou les projecteurs {P; = |v;)(v;|}, pour i = {1,5}, sont associés
aux sommets du graphe.

On peut alors calculer B présenté dans I'équation 2.35. On sait que pour un graphe
donné, la limite classique est donnée par le nombre d’indépendance et la limite quan-
tique par la fonction du theta de Lovasz.

L’inégalité de KCBS [57] peut alors étre écrite :

B=Y [vilw)*<2. (2.40)

Le maximum possible par la théorie quantique est o = V5~ 2.236. Il peut étre ob-
tenu dans la base {|0),[1),]2)} avec 'état quantique pur |y) = (0,0,1)7 et les mesures

représentées par les vecteurs :
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vs) =K (—c,—s,/c)T, (2.41)

pour ¢ = cos(nw/5), s = sin(n/5), C = cos(2n/5) et S = sin(2m/5) avec les relations
C =c?>—s? et S=2cs. La constante de normalisation est K = 1/v/1+c¢ et I'exposant

T correspond a la transposée.

Preuve Logique de Contextualité

Comme montré pour la non-localité (voir a la section 2.2.3), la contextualité peut
étre prouvée a partir d’une série de propriétés que doit vérifier un systeme physique.
Dans [27] les auteurs proposent la situation suivante : soit un systéeme composé
de cing boites numérotées de 1 a 5. Chacune des boites peut étre soit vide (associé a
la valeur ‘0”) soit pleine (associé a la valeur ‘1’). La vérification si une boite est vide
ou pleine correspond a une mesure dichotomique. On prépare les boites de telle sorte

que :

P(0,1]1,2) + P(0,1]2,3) = 1,
P(0,1]3,4)+P(0,1[4,5) =1, (2.42)

ou la premiere condition implique que si la boite 2 est pleine alors la boite 1 est vide
et si la boite 2 est vide alors la boite 3 est pleine. La deuxiéme condition implique que
si la boite 4 est pleine alors la boite 3 est vide et si la boite 4 est vide alors la boite 5
est pleine. La notion de non-contextualité consiste ici a considerer que les boites sont
vides ou pleines de maniere prédéterminée et indépendamment de quelles boites sont

ouvertes simultanément. On arrive a la conclusion suivante :

P(0,1]5,1) =0. (2.43)

En effet si la boite 1 est pleine, alors la boite 2 est vide car si la boite 2 est pleine
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alors la boite 1 doit étre vide. Comme la boite 2 est vide alors la boite 3 est pleine.
Comme la boite 3 est pleine alors la boite 4 est vide car si la boite 4 est pleine alors
la boite 3 doit étre vide. Enfin si la boite 4 est vide alors la boite 5 est pleine. Donc si
la boite 1 pleine alors la boite 5 est pleine aussi. Ainsi la probabilité d’avoir la boite 1
pleine et la boite 5 vide est nulle.

Or si 'on prépare le systeme quantique suivant :

(1,1,1)". (2.44)

1
!n>—ﬁ

Ainsi que les mesures suivantes :

1 T
lvi) ——3(17 1,1)7,
va) =—=(1,1,0)7,
2
vs) =(0,0,1)7,
va) =(1,0,0)7,
1

(0.1,1)", (2.45)

on arrive a la valeur P(0,1|5,1) = % tout en respectant les conditions de ’équation
2.42.

Pour un systeme physique de dimension 3, la contextualité est donc prouvée si on
peut trouver un ensemble de mesures et un état quantique qui vérifient les conditions

suivantes :

P(0,1]1,2)+P(0,1]2,3) =1,
P(0,1]3,4)+P(0,1[4,5) = 1.
P(11) > 0. (2.46)

En réalité la condition P(0,1[5,1) > 0 peut se simplifier en P(1|1) > 0. L’intérét de
la premiere forme est que la connexion avec 'inégalité de KCBS est explicite. Cette

preuve logique est liée a I'inégalité de KCBS [57]. En effet, en sommant les probabilités
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des équations 2.43 et 2.42 on obtient I'inégalité de KCBS :

5
Y P(0,1,]i,i+1) <2. (2.47)

i
En effet, en mécanique quantique on a P(0, 1, |i,i+1) = (y|(I—P)Py1|¥) = (Y|(P+1 —
PP+ 1)|y), or par relation de compatibilité P,P,;1 = 0, il ne reste que le premier terme
et on en déduit P(0,1,|i,i+ 1) = P(0li+ 1). En reproduisant cela pour les cinq terme
dans on obtient 'inégalité de KCBS de I’équation 2.40.
Mais les conditions du paradoxe ne permettent pas d’obtenir une violation plus
élevée que 2+ 5 [12).

Le paradoxe peut aussi étre écrit sous la forme suivante :

P(1,1)i,i+1) =0,

P(0,0[2,3) =0,

P(0,0[4,5) =0,

P(0,1/5,1) > 0. (2.48)

2.3.5 Contextualité et Non-Localité

La non-localité dépend de l'intrication de I’état quantique dans la mesure ou elle
ne peut pas étre prouvée pour un état séparable (voir I'équation 2.24). Considérons
le cas bipartite suivant ou Alice et Bob réalisent un ensemble de mesures {A;} pour
Alice et {B;} pour Bob. En réalité lorsque Alice choisit de mesurer A; sur son systeme
elle réalise A; ®1I sur le systeme global. De méme, Bob qui souhaite mesurer B; sur son
systéme, réalise I® B;. On a alors [A; ® [,1® B;] = 0. Chaque mesure de Alice commute
avec toutes les mesures de Bob, c¢’est-a-dire que chaque mesure de Bob correspond a
un contexte pour une mesure de Alice et vice versa. La séparation spatiale implique
naturellement une relation de commutativité entre les observables de chaque sous-
systeme physique.

La contextualité est une propriété des mesures et non une propriété des états. Elle
nuance la notion de non-localité car elle n’impose pas la séparation spatiale d’obser-
vateur. On peut observer la contextualité sur un systeme unique.

Le cadre mathématique donnant la généralisation de la non-localité a la contex-
tualité est encore aujourd’hui un sujet d’étude ouvert. Différentes approches ont été
étudiées dans [1, 26, 40].
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2.4 Décohérence

2.4.1 Opérations Quantiques : Le Formalisme des Opérateurs

de Kraus

L’évolution d’'un état quantique, p, en un état p’ peut étre représentée par une

fonction € appelée opération quantique :

p =¢(p). (2.49)

Il y a différentes manieres de représenter les opérations quantiques, mais elles sont
toutes équivalentes. Celle que nous allons utiliser est appelée la représentation de la
somme d’opérateurs [59]. La dynamique d’un systéeme quantique dit fermé est régie

par des transformations unitaires ot I’équation 2.49 devient alors :

p'=UpU". (2.50)

La décohérence est un cas particulier d’opération quantique que nous abordons
ici. Les systemes quantiques qui subissent la décohérence sont des systemes ouverts
a l'environnement, mais lorsque l'on s’intéresse a un systeme composé a la fois du
systeme quantique étudié et de son environnement, on peut considérer que le systeme
global est alors un systeme quantique fermé dont la dynamique peut étre décrite par
des opérateurs unitaires comme a I’équation 2.50. Si on considere le systeme global
avant I'interaction entre le systeme étudié et son environnement, la matrice densité du
systeme global est donnée par le produit tensoriel des matrices densités du systeme
étudié et de son environnement. L’évolution du systeme global est donnée par une
opération unitaire, puis afin d’obtenir I'état du systeme étudié seulement, on utilise
une trace partielle sur I’environnement. On obtient ainsi la matrice densité du systeme

Pdec apres l'interaction avec son environnement :

Pdce = Trem[U(p 10)(0lem) U], (2.51)

ol |0)(0|zny représente la matrice densité de l'environnement. Elle est écrite sous la
forme d’un état pur car il est toujours possible d’utiliser une purification afin d’écrire
I'état quantique sous la forme d’un état pur [73]. Ce procédé consiste a prendre un

état mixte et a agrandir ’espace de Hilbert dans lequel il est défini. En développant
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la trace dans I’équation 2.51 on obtient :

Pdec = ¥ KipK], (2.52)
k

ou les opérateurs {K;} sont appelés éléments d’opération ou opérateurs de Kraus et
Ky = (ex|U|0)eny o {er} forment la base de I'environnement utilisée lors de la trace
partielle dans I'équation 2.51. Afin de conserver la valeur de la trace de la matrice
densité dans ’évolution du systeme quantique, ils vérifient Y, KZ K, =1

Dans le cas d'un état multipartite, on peut écrire :

(1,...1)
Pac=_ Y, KipKy', (2.53)

k=(0....,0)
ou K7 est le produit tensoriel d'une certaine combinaison d’opérateurs de Kraus Kg
donnée par un vecteur k, c’est-a-dire Kz = ®;Ky,. L’intuition derriere I'équation 2.53 est
que I'on somme toutes les combinaisons possibles des opérateurs de Kraus appliquées

a chaque sous-systeme.

P — ——— Pdec

10){Oleny ——

FI1GURE 2.8 Représentation d'un systeme quantique ouvert, p, le systeme global est
composé de p et de son environnement [0)(0|c,y, 'opérateur unitaire U agit sur le
systeme global p ®10)(0|eny-

La méthode montrée ici se place dans le cadre du modele d'un circuit quantique
qui est habituellement utilisé pour décrire les calculateurs quantiques. Dans la figure
2.8, on voit la porte logique qui applique 'opérateur unitaire U sur I’état quantique p
ainsi que son environnement |0)(0|.,,. En sortie de la porte logique, 1'état quantique

est modifié et est donné par I'equation 2.53.

2.4.2 Equation Maitresse Quantique : L’Equation de Lind-
blad

Une autre méthode complémentaire pour décrire ’évolution des états quantiques

utilise I'équation de Schrédinger. L’approche de I'équation maitresse quantique fait
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apparaitre le temps en utilisant une équation différentielle. La dynamique des systemes
quantiques ouverts fait intervenir des évolutions non-unitaires. La forme de Lindbald

[64] de cette équation est :

Ccll_lz) - _%[H’p]+;([LJP7L§]+[LJ»PLJT]), (2.54)

ol H représente le Hamiltonien, {L;} représentent le couplage entre le systeme et son
environnement.

Il est possible de lier les deux approches [64]. Apres une résolution de 1’équation
différentielle de 2.54 la matrice densité peut s’écrire alors avec la représentation de la

somme d’opérateurs :

p(1) = L K(0)p(0)K] (1), (2.55)
k

ou {Ki(¢)} ont maintenant une dépendance au temps.

2.4.3 Modeéles d’Amortissements

Nous considérons des modeles de décohérence qui sont pertinents pour des implé-
mentations expérimentales, a savoir l’'amortissement d’amplitude et [’amortissement
de phase. L’amortissement d’amplitude décrit la dissipation d’énergie qui est omni-
présente lors d’expérimentation. Cela peut modéliser a la fois un atome qui émet
spontanément un photon ou bien les 'imperfections des appareils de détection lors
d’une expérience basée sur la photonique. L’amortissement de phase apparait dans
des systemes photoniques implémentant des protocoles de communications quantiques
[17]. Les opérateurs de Kraus pour ces deux types d’amortissements peuvent étre ob-
tenus a partir de ’équation maitresse quantique [65] et sont étudiés dans différentes
situations utilisant des qudits comme le calcul quantique [32, 43, 84] ou ’étude de
canaux quantiques [4]. Les modeles d’amortissement présentés ici seront utilisés dans
le Chapitre 3 et le Chapitre 5.

Amortissement d’Amplitude

Pour I'amortissement d’amplitude, les opérateurs de Kraus sont :

A=Y (WA= prr =i, 2.56
=Ly (V- mr-n (2.56)
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ou le coefficient y € [0, 1] est le taux de perte, appelé aussi facteur de bruit et k est un
entier positif.
Dans le cas d'un qudit de dimension d, en utilisant 1’équation 2.52 et comme la

dimension de 'espace de Hilbert est finie, les opérateurs de Kraus se réduisent a :

Akzdg\/@\/ (L =)= "7 r = k)(rl, (2.57)

ol k est un entier positif vérifiant k < d — 1. En particulier, dans le cas d'un qubit, les

opérateurs de Kraus sont réduits aux deux éléments suivants :

A (o ur
Ao_(o 1_y>,A1_<0 0). (2.58)

Dans le cas d'un état multipartite dont les sous-systémes sont des qubits, I’état |0)
peut représenter la non-présence d’un photon et I’état |1) peut représenter la présence
d’un photon. L’action de l'opérateur de Kraus sur un qubit de la forme donnée a

I’équation 2.2 est :

Pdec = AOPAZ; +A1PAI,

Pdec = (@]0) + /1= ¥B|1)) (o™ (0] + /1 = yB™(1]) + (v/7B10)) (/7B (0]).
(2.59)

On obtient alors :

(1R B T
pdec_(mmﬁ (1—7)!l3|2>' 200

Dans le second membre de I'équation 2.59, on voit que l'opérateur A; amene la

perte du photon. Dans le cas extréme ot y =1 on a pge. = |0)(0].

Amortissement de Phase

Dans le cas de I'amortissement en phase, les opérateurs de Kraus sont :

P = i(l _;L)rz/z\/(_rzl”(l ‘M)k|r><r|, (2.61)

|
r=0 k!
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ou le coefficient A € [0,1] est le taux de dispersion, appelé aussi facteur de bruit et k

est un entier positif.

Dans le cas d’un qudit de dimension finie d, les opérateurs de Kraus se réduisent

d—l 2 —r2ln(1 — k
p= Y 1y [EEUZRR (2.62)

|
r=0 k!

Si on injecte ’expression obtenue a 1’équation 2.62 dans 1’équation 2.52 on obtient :

Pdec = ZPka]ja

k=0
= o —r2In(1— L))k
puc =P} + L X1 A ol o,
d—1

rln — )k
Pace = PopPi+ Y (1= 2)° ) rlp ) r|2 ).

‘
I
—_

d—

puace = PR + X (1-2)° ) (rlplr (ﬁ 1),

—

~
—_

Pacc = PopR) + Y. (1= (1= 2)")[r){rlp|r) (1] (2.63)

r=1

QU

Finalement les opérateurs de Kraus pour ’amortissement de phase sont :

d—1

1= )21/ (] si k=0,
. rZO( )2 r)(r] 260

V(1= (1 =2)™)|R) (r| sinon,

ol k est un entier positif vérifiant k < d — 1. En particulier, dans le cas d'un qubit, les

opérateurs de Kraus sont réduits aux deux éléments suivants :

1 0 0 O
P(’:(o m) 1:(0 ﬁ)’ (2.65)

ou A peut étre interprété comme la probabilité qu’'un photon soit diffusé. Ici les opéra-
teurs de Kraus vont réduire les éléments non-diagonaux de la matrice densité, rendant
dans le cas extréme la matrice densité completement diagonale, réduisant a zéro les
possibilités d’observation de la non-localité car la matrice densité peut étre écrite

comme le produit tensoriel des éléments diagonaux qui est donc un état séparable.






Chapitre 3

Les Effets de la Décohérence sur la

Non-Localité des Etats Symétriques

Le bruit affecte de maniere drastique les performances des corrélations non-locales.
C’est pourquoi nous avons étudié la non-localité de certains états symétriques en pré-
sence de décohérence de type amortissement d’amplitude et d’amortissement de phase.
Notre analyse se base sur le développement récent d’inégalités de Bell pour ces états
[85, 86], dans le but de développer des criteres pour tester la non-localité d’états qui
peuvent étre produits de maniere expérimentale en conditions réelles.

L’essor de l'informatique quantique se fait en parallele sur les plans théorique et
expérimental. A long terme la nécessité d’unifier ces deux aspects entraine que les avan-
cées de I'un peuvent parfois étre inhibées par les contraintes de 'autre. Par exemple
dans [47], les auteurs proposent une inégalité de Bell, pour laquelle la violation par
les états quantiques de type W augmente en fonction du nombre de qubits. L’étude de
la caractérisation de la non-localité en utilisant cette inégalité n’a été faite dans un
premier temps qu’avec des états quantiques purs. Toutefois, d’un point de vue pra-
tique, c’est a dire en injectant les modeles de décohérence, ces propriétés se dégradent
jusqu’a perdre l'avantage énoncé précédemment. Il a été montré que 'augmentation
asymptotique de la violation de I'inégalité présentée dans [47] s’inverse avec le nombre
de qubits en présence de certains types de modeles de décohérence car les corrélations
non-locales deviennent alors plus fragiles pour un nombre élevé de qubits [28, 60].

Malgré cela, il est aussi possible que I'augmentation du nombre de qubits soit un
avantage par rapport a la décohérence, par exemple dans [52] les auteurs montrent
que les états GHZ sont plus résistants au déphasage avec un plus grand nombre de
qubits. Dans [29, 62] les auteurs montrent que la tolérance de la non-localité des états

quantiques face a la décohérence est un phénomene complexe, en fonction des états
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et du type de décohérence 'augmentation du nombre de qubits peut avoir un effet
bénéfique ou non sur la tolérance a la décohérence; les auteurs de [14, 30] ont aussi
comparé plusieurs inégalités dans ces conditions.

Dans un premier temps, dans la section 3.1, nous détaillons les méthodes, a savoir
I'utilisation des modeles de décohérence, afin de quantifier I’évolution de I'observation
de la non-localité en fonction du bruit. Dans la section 3.2, sont présentés les résul-
tats analytiques et des modeles numériques des cas particuliers que nous étudions.
Dans les sections suivantes sont présentées diverses limitations des différents tests de
non-localité dues a la décohérence pour ces états. Nous comparons, dans la section
3.3, les résistances de plusieurs états symétriques avec différents modeles de bruits.
Dans la section 3.4, nous comparons les tests de Bell étudiés et nous commentons leur
comportement par rapport aux bruits considérés. Dans la section 3.5, nous présentons
I'importance des stratégies de mesures comme un facteur pertinent quant a la résis-
tance a la décohérence. Il est intéressant de noter que le choix de mesure optimal en
terme de violation d’une inégalité de Bell n’est pas de maniere générale le choix de
mesures qui mene a la meilleure résistance au bruit de la non-localité. Dans la section
3.6, nous abordons les effets de la décohérence sur la sensibilité requise des systemes
de mesure afin d’obtenir une violation des inégalités de Bell. Enfin, dans la section 3.7,
nos techniques sont appliquées a la discrimination d’états de Dicke en utilisant un test

de non-localité qui détecte leurs dégénérescences.

3.1 Méthode Générale

Nous commengons notre analyse en détaillant notre approche pour quantifier les
effets de la décohérence sur la non-localité des états symétriques. Dans un premier
temps, nous utilisons les équations 2.53, 2.58 et 2.65 pour calculer 1'état quantique
bruité, pgec, & partir de 1’état pur, p, pour les deux modeles de bruits (amortissement
d’amplitude et de phase). Cela nous permet alors de calculer par la suite la fidélité (voir
I'’équation 2.5) de I’état bruité par rapport a I’état pur initial, que nous notons Famp
et Iy, pour les deux modeles de bruits. Les deux fidélités, Famp et Fpp, sont fonctions
des coefficients présents dans les éléments des opérateurs de Kraus (voir section 2.4.1),
c’est a dire y et A, respectivement. Nous appelons ces deux coefficients les facteurs
de bruit. Dans le cadre de I'amortissement d’amplitude, en outre, nous interprétons
la probabilité d’absorption, ¥, en terme d’efficacité de détection, en assumant que la
probabilité de perdre un photon est principalement due au processus de détection

dans une implémentation expérimentale. En particulier, nous définissons l'efficacité de
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détection comme 1 = /1 — 7 et nous attribuons différentes efficacités de détection, 1ng
et M1, aux deux mesures dichotomiques, My et M respectivement, de nos tests de
non-localité. Ce choix correspond a une implémentation expérimentale utilisant de la

photonique, ot chacune des mesures Mg et M a des performances différentes.

La seconde étape est de calculer les différentes probabilités correspondant aux
inégalités des équations 2.31, 2.32 et 2.33 et d’obtenir les possibles niveaux de violations
atteintes par les états bruités au cas par cas. Dans cet objectif, il est nécessaire de
suivre une stratégie de mesures, c’est-a-dire de procéder a la mesure d'un Mg et d'un
M particulier pour chaque systeme. Pour simplifier le calcul, nous sélectionnons les
stratégies de mesures pour lesquelles chaque partie effectue les mémes mesures (méme
My et My). Il ne s’agit pas d’une stratégie de mesure optimale en terme de violation,
mais elle donne une borne inférieure quant a la résistance a la décohérence car en
considérant un ensemble de stratégies plus large la violation maximum ne peut étre au
pire que la méme. Nous considérons par la suite différentes constructions de stratégies
de mesures qui sont soit basées sur les points de Majorana de 1'état pur [86], soit
optimales en terme de violation (dans le cadre de ’hypothese ou chaque systeme est
mesuré avec la méme stratégie de mesures). Apres que la stratégie de mesures ait
été décidée et en considérant des mesures projectives, les probabilités peuvent étre

calculées de la maniére suivante :

P(ri...rpMp...M,) :f”{Pdec®Hri\Mi}, (3.1)
i=1

ou r;j, M, représentent respectivement le résultat de la mesure et le choix de mesure,
pour le qubit i. Les I, |z, sont des projecteurs de rang 1, IT,jaq, = [By; ;) (B s, ], O1

les [by,aq;) sont donnés par 'équation :

O . T . . [ O T
riaa) =cos %55 )10} +esin (24— 2 1), (32)

ou Oy et @y, sont I'angle d’inclinaison et l’angle azimutal sur la sphere de Bloch,
respectivement, et sachant que le résultat de la mesure r; ne peut prendre que la
valeur 0 ou la valeur 1. On voit donc que les vecteurs [boy,) et [byjy,) sont orthogonaux
formant ainsi une base pour le qubit mesuré. En injectant les valeurs des projecteurs
en terme de leur vecteurs propres dans 'équation 3.1, les expressions de P", Q) et H}/
peuvent étre écrites comme des fonctions polynomiales de cosinus et sinus des angles

de chaque stratégie de mesures et des facteurs de bruits seulement.
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La derniere étape est de déterminer les seuils de décohérence au-dela la détection de
la non-localité n’est plus possible. Un seuil dépend de la stratégie de mesures et du test
de non-localité utilisé. Il est obtenu en déterminant le niveau de décohérence (quantité
de bruit) au dela duquel une inégalité de Bell n’est plus violée. Ces seuils peuvent étre
exprimés de manieres différentes, par exemple avec un seuil de fidélité F,y,p ¢, pour
I'amortissement d’amplitude et Fy,j, ¢, pour I'amortissement de phase. En dessous de
la valeur seuil de fidélité, la violation n’est plus possible. Il est aussi possible d’utiliser
une limite sur les facteurs de bruit %y pour amortissement d’amplitude et Ay, pour
I’amortissement de phase. Au dessus de cette valeur il n’est plus possible d’observer
une violation. Dans le cas de 'amortissement d’amplitude il est aussi possible d’utiliser
les efficacités de détection Mg, et My, en dessous desquelles il n’est pas possible
d’observation une violation. Ces différents facteurs sont utiles pour comparer les états
quantiques, les stratégies de mesures et les tests de non-localité sous des conditions
réalistes. On cherchera donc a obtenir les valeurs de Fymp th, Fph,ths Moth €6 M1 0 les

plus petites possible et les valeurs de %y, et Ay, les plus grandes possible.

3.2 Résultats pour I’'inégalité de Hardy

Nous traitons les exemples des états symétriques présentés en 2.1.3. Dans chaque
cas, nous expliquons le choix de notre stratégie de mesures, dont le role est analysé

ensuite, dans la section 3.5.

3.2.1 Etats de Dicke

En partant des états de Dicke purs, présentés dans ’équation 2.8, on peut écrire
les états sous l'effet de 'amortissement de phase (voir section 2.4.3) de la maniere

suivante :

(1,..,1)
Paccon = Y. KglS(nk))(S(n, k)K", (3.3)

-

k=(0,...,0)

ou Ky = @iy P> ki € {0,1}, et Py, Py sont définis dans 'équation 2.65. L’état quantique
Pdec,ph devient un mélange statistique. Comme les inégalités de Bell sont linéaires en
terme de probabilités (voir equation 2.26), la valeur de P" d’un état quantique peut
étre écrite comme un mélange statistique des valeurs de P" correspondant a chaque
composante. En utilisant la stratégie de mesures basée sur les points de Majorana (non
optimal en terme de violation), définie par Mo = {6y =7m/2, gy =0} et M; ={6, =,
@1 =}, on obtient :
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Pn(pdec,ph) = ,Pn(P(;@ﬂS(nak)><S(n7k)’P§§n)

k , . , ,
+Y, Y PR @S k) (S(n, k)BT @ PYY),
j=1perm

A (1 A o L]

(3.4)

En reproduisant un raisonnement similaire dans le cas de I’amortissement d’ampli-

tude, on obtient :

P”(pdec,amp) :2_1n(<’;)(1—’}/) (1_%) 2n,}/(

xvi-n()) () (a2 s

Dans les équations 3.4 et 3.5 chaque terme correspond a un degré auquel I'état
quantique a été exposé a la décohérence. Le premier terme, avant la somme sur j
correspond a la contribution de I'état de Dicke non bruité car les opérateurs de Kraus
Py et Ag n’ajoutent qu'un coefficient a ’état quantique. On constate qu’en 1’absence
de bruit, la violation de P" < 0 peut étre obtenue seulement sous la condition que
le terme (1 — 2%2) soit positif, ce qui implique k < \/m Pour un n donné, on ne
peut pas obtenir de violation si k, le nombre de qubits égaux a |1), est trop grand.
Quant au second terme, il correspond a la contribution quand les différents qubits
subissent la décohérence, étant donné la forme des secondes matrices dans les modeles
d’amortissements dans les équations 2.58 et 2.65 la somme ne va que jusqu’a k. Chacun
des termes de la somme donne une contribution négative a la valeur de P" car le terme
(1 —2k) dans I’équation 3.4 ou le terme (1 —2(k— j)) dans I’équation 3.5 sont toujours
négatifs pour k € {1,...n} et j € {1,...k}.

La figure 3.1 montre les valeurs de P" d’états de Dicke purs en fonction du nombre
de qubits pour k=1, k=2 et k = 3. Lorsque k augmente la violation diminue forte-
ment d’ou 'utilisation de I’échelle logarithmique. La violation de I'inégalité de Hardy
diminue en fonction du nombre de qubits et cela pour tous les k. Cela s’explique
principalement par le facteur % dans les deux expressions dans les équations 3.4 et

3.9.
Les figures 3.2, 3.3 et 3.4 montrent la valeur de P"(Pgec,ph) €t P"(Pdec,amp) POUT
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FIGURE 3.1 Violation de I'inégalité de Hardy par des états de Dicke pour k =1 (bleu),
k=2 (rouge) et k =3 (jaune) en fonction du nombre de qubits.

n=4etk=1n=10¢et k=2 et n =20 et k = 3. Seulement les courbes de la figure
3.2 sont linéaires car P" est un polynome dont le degré est égal a k. La relation entre
la violation et les modeles de bruits semble non triviale. En effet dans la figure 3.2,
I’amortissement d’amplitude affecte moins la violation de I'inégalité que celui en phase

contrairement a la figure 3.4. Dans la figure 3.3 on peut observer les deux tendances.

Pour comprendre le lien entre violation et décohérence, on s’intéresse a la fidélité
entre les états de Dicke sans bruit et les états de Dicke qui ont subit les effets de la

décohérence. On obtient les expressions suivantes :

Fon = ((1 - l)k+éﬂ(1 — )k (’;) <Z> - <Z:I;)2) 1/2’ (3.6)

Famp = (1—7)%/2. (3.7)

Les valeurs des parametres de bruits de seuils sont obtenues lorsque 'on résout
P"™(Pdec,ph)(A) =0 (voir équation 3.4) pour I'amortissement de phase et P"(Pdec,amp ) (¥) =
0 (équation 3.5) pour 'amortissement d’amplitude. On calcule ensuite la fidélité pour
ces facteurs de bruits pour obtenir les seuils de fidélité. Les figures 3.6 et 3.5 présentent
les seuils de fidélité Fpy, et Fymp en fonction du nombre de qubits pour les valeurs de

k=1{1,2,3}. 1l est d’abord pertinent de noter que les comportements des deux bruits
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FIGURE 3.3 Violation de I'inégalité de Hardy pour 1’état de Dicke pour n =10 et k =2
pour les deux modeles de bruit.

en fonction de n et k sont completement différents.
Dans le cas de I'amortissement de phase, le seuil de fidélité diminue quand le
nombre de qubits augmente. Il semble qu’utiliser un k faible semble plus tolérant

a l'amortissement de phase. Dans le cas de 'amortissement d’amplitude le seuil de
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fidélité augmente rapidement quand on augmente le nombre de qubits et dans ce cas
la, il semble qu’utiliser un k plus élevé donne une meilleure résistance au bruit. Cela
montre que la résistance a la décohérence des états de Dicke depend de maniere cruciale

du type de bruit auquel ils sont exposés.
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FIGURE 3.6 Seuil de fidélité des états de Dicke exposés a ’amortissement de phase par
rapport au nombre de qubit n pour les valeurs de k=1, k=2 et k =3.

3.2.2 Etats W

Les états W sont un cas particulier des états de Dicke, ils correspondent a k =1
(voir équation 2.11). Alors que nos résultats pour les seuils des états de Dicke sont
numériques, pour les états W nous obtenons des résultats analytiques. En terme de
représentation de Majorana ces états possedent tous un point de Majorana qui corres-
pond au qubit [1) alors que tous les autres points de Majorana correspondent a |0). A
partir de cela on peut définir la stratégie de mesures basée sur les points de Majorana :
Mo={60=7/2, ¢o =0} et M| ={6; =x, ¢, = n}. On remarquera que de par la
géométrique des états W (tous les points de Majorana sont situés sur les poles), la
mesure est invariante par rapport a une rotation dans le plan formé par les vecteurs
propres des matrices de Pauli o, et o, (le plan de I'équateur). En considérant que
toutes les parties utilisent la stratégie de mesure que 1’on vient de définir, la violation
de I'inégalité donnée a 1’équation P" < 0 peut étre observée en absence de bruit pour
tous les état W a n qubits comme nous ’avons vu dans la section précédente.

Dans le cas de 'amortissement d’amplitude, les valeurs de violation sont présentées
dans le tableau 3.1, pour les états W3 456 avec les efficacités de détection 1g ¢, and
N1t correspondant a la stratégie de mesure évoquée dans le paragraphe précédent.

Le point important ici est qu’il y a une asymétrie entre les efficacités de détection
des deux mesures. Cela est du a la structure méme de I'inégalité ou P" n’a pas de
symétrie entre les probabilités associées aux résultats des mesures My et M (voir

I'équation 2.31). On remarque aussi que l'efficacité de détection 1o, pour la mesure
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Etat | P! 10,th 11,th
Ws 0.1250 70.7% 91.3%
Wy 0.1250 57.7% 92.6%
Ws 0.0938 50.0% 94.9%
We 0.0625 45.8% 96.7%

TABLE 3.1 Valeurs de P" pour les états purs W3456 et les efficacités de détection
pour 'amortissement d’amplitude. Les seuils d’'une mesure sont donnés en considérant
I’autre mesure sans défaut.

My diminue tandis que 1, pour la mesure M; augmente quand on augmente le
nombre de qubit de I’état W.

Si 'on considere 1'égalité des efficacités de détection (np = 1p), on peut obtenir
une expression analytique pour le seuil du facteur de bruit ainsi que pour le seuil de
fidélité. On utilise I’expression de P" de I’équation 3.5 pour obtenir la valeur du seuil

de facteur de bruit, %y, puis 'équation 3.7 pour calculer le seuil de fidélité.

n—72 2n—1

TR L T (38)

Tih

On remarque dans la figure 3.7 que le seuil du facteur de bruit tend vers zéro
asymptotiquement quand le nombre de qubits augmente, montrant ainsi que plus
I’état est grand, plus il est sensible au bruit d’amplitude.

Dans le cas de I’'amortissement de phase, en utilisant la méme stratégie de mesures,
on peut calculer de maniere similaire les valeurs de P" en fonction du facteur de bruit,
pour les états W3 456. Le résultat est montré dans la figure 3.8. Il est intéressant de
préciser que le niveau de violation diminue quand le facteur de bruit augmente, mais
les courbes deviennent de plus en plus plates quand on augmente le nombre de qubits.
Cela signifie que la résistance des états W a I'amortissement de phase augmente avec
le nombre de qubits.

Il est aussi possible d’obtenir dans ce cas, les expressions analytiques de facteur de

bruit de seuil, A, ainsi que la fidélité de seuil, Fyp ¢, :

n—72 2
/th = 1 et th,th = \/; (3.9)

Contrairement au cas de I'amortissement d’amplitude, dans le cas de I’amortisse-

ment de phase présenté dans la figure 3.7, le seuil de fidélité décroit quand le nombre

de qubits, n, augmente. Nous remarquons une nouvelle fois que, comme pour les états
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FIGURE 3.8 Valeurs de P" en fonction du facteur de bruit pour les états W3 4 5 ¢ exposés
a I’amortissement de phase.

de Dicke de maniere générale, la résistance a ’amortissement de phase des états W est

meilleure que la résistante a 'amortissement d’amplitude.
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3.2.3 Etats Symétriques Maximalement Intriqués

Des états symétriques maximalement intriqués présentés dans la section 2.1.3 sont
le tétraedre 2.12, 'octaedre 2.13 et le cube 2.14.

Les valeurs de P" en fonction des efficacités de détection ng et 1n; dans le cas de
I’amortissement d’amplitude des états symétriques cités sont présentées dans la figure
la 3.10.

En haut a gauche se trouve le tétraedre pour la stratégie de mesures basée sur
la violation maximum de I’état non bruité, Mo = {6y = 1.885, ¢y = 1.047} et M; =
{6; =0.105, ¢; =4.189}, qui donne une valeur P" = 0.1638. Dans ce cas la, les seuils
d’efficacités de détection sont 1o ¢, = 71.41% et Ny ¢ = 90%.

En haut a droite se trouve le tétraedre lorsque 1’'on utilise la stratégie de mesures
définie par les points de Majorana; dans ce cas on a atteint P" = 0.1621 pour Mgy =
{6p = 0.899, @y = 2.435} et M| = {6, = 2.005, ¢; = 4.285}. Nous obtenons alors
No,th = 87.18% et My ¢ = 76.16%. 11 est intéressant de préciser que contrairement a
I’état W, plus de pertes dues au bruit peuvent étre tolérées sur la mesure de Mj que
de Mj. Cela montre bien 'importance du choix de la stratégie de mesures pour la

résistance au bruit des tests de non-localité.
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En bas a gauche, le cube avec la stratégie de mesure donnant la violation maxi-
mum de V'état pur est : Mo = {6y = 1.7278, @y = 5.5292} et M| = {6, = 2.13628,
@1 =2.38761} et donne une violation de P" =0.0890. On a des seuils d’efficacités de
détection Ng ¢, = N1 th = 79.37%.

En bas a droite, 'octaedre avec la stratégie de mesure donnant la violation maxi-
mum de l'état pur est : Mo ={6p=2.13, ¢y =5.51} et M| ={6; =0.09, ¢; =2.40}

et donne une violation de P" = 0.1234. On a des seuils d’efficacités de détection

No.n = 72.80% et My g, = 92.74%.
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FIGURE 3.10 Valeurs de la violation de I'inégalité de Hardy en fonction des efficacités
de détection Mg et 1My de 'amortissement d’amplitude pour le tétraedre (pour les stra-
tégies optimale et de Majorana), le cube (stratégie optimale) et 'octaedre (stratégie
optimale). Les parties non colorées ne donnent pas de violation.

Les valeurs de P" en fonction du facteur de bruit dans le cas de 'amortissement de
phase pour les quatre mémes situations sont présentées dans la figure 3.11. Les seuils
de facteur de bruit sont les valeurs du facteur de bruit pour laquelle la violation est
la plus faible. Ainsi on obtient pour le tétraedre A, = 0.438 pour la stratégie donnant
la violation maximum et A = 0.304 pour la stratégie de mesure qui se base sur les
points de Majorana. Pour le cube on a A, = 0.183 et pour I'octaédre on a Ay, = 0.463.



48 Les Effets de la Décohérence sur la Non-Localité des Etats Symétriques

——Tétraédre

o

N

IS
T

——Tétraédre

(=
N
N

Cube =

——Octaedre

o
Y
T

0.08 |-

Violation de I'inégalité de Hardy
=
(o]
T

=
o
=

o

o

o
T

| | i | |
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Facteur de Bruit

o
o

FIGURE 3.11 Valeurs de la violation de I'inégalité de Hardy en fonction du facteur de
bruit de 'amortissement de phase pour le tétraedre (pour les stratégies optimale et de
Majorana), le cube (stratégie optimale) et 'octaedre (stratégie optimale). Les parties
non colorées ne donnent pas de violation.

3.2.4 Etats avec Différentes Dégénérescences

Les valeurs de P" en fonction des efficacités de détection 1 et 1n; dans le cas de
I'amortissement d’amplitude des états |00+ +) et |000+) sont présentées dans la figure
3.12.

A gauche, pour I'état |00+ +),la stratégie de mesure donnant la violation maximum
avec 'état pur est : Mo = {6y = 0.722566, ¢y =0} et M| = {6, =1.916371, ¢, = 7}
et donne une violation de P" =0.0194. On a des seuils d’efficacités de détection ng 1, =
N1 ,th = 90%.

A droite, pour I'état |000+), la stratégie de mesure donnant la violation maximum
avec I'état pur est : Mo = {6) =0.471239, ¢y =0} et M| ={6; = 7w, ¢; =0} et donne
une violation de P" = 0.0141. On a des seuils d’efficacités de détection 1g ¢, = 82.46%
et My tn = 73.48%.

Les valeurs de P" en fonction du facteur de bruit dans le cas de 'amortissement
de phase pour les deux mémes situations sont présentées dans la figure 3.13. Les seuils
de facteur de bruit sont les valeurs du facteur de bruit pour laquelle la violation est
la plus proche d’étre nulle. Ainsi on obtient pour |00+ +) un seuil de facteur de bruit
A = 0.0.037 et pour |000+) un seuil de facteur de bruit A, = 0.076.
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FIGURE 3.12 Valeurs de la violation de I'inégalité de Hardy en fonction des efficacités
de détection ng et m; de Pamortissement d’amplitude pour 'état |00+ +) et 1'état
|000+).
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FIGURE 3.13 Valeurs de la violation de I'inégalité de Hardy en fonction du facteur de
bruit de I'amortissement de phase pour I’état |00+ +) et 1'état [000+).

3.3 Comparatif des Etats Symétriques

Nous présentons un comparatif de la tolérance aux bruits des états vus dans la
section 2.1.3, en analysant les seuils des efficacités de détection ainsi que les seuils de
fidélité du test de non-localité basé sur le paradoxe de Hardy (voir équation 2.31).

Dans le tableau 3.2, nous présentons pour quelques états symétriques ayant diffé-

rents nombres de qubits, les valeurs de P" pour les stratégies de mesures basées sur les
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violations optimales des états non bruités et les efficacités de détection 1o ¢ et My -

| Etat | P | 10.th | M1.th |
’ 3 Qubits ‘
| W3 | 0.1926 \ 64.07% \ 85.40% |
’ 4 Qubits ‘
5(4,2) 0.1407 76.81% 90%
A 0.1811 64.04% 85.36%
Tétracdre 0.1638 71.41% 90%
1000+) 0.0141 82.46% 73.48%
00+ ) 0.0194 90% 90%
5 Qubits
| Ws | 0.1835 \ 55.64% 86.80% |
] 6 Qubits ‘
We 0.1815 53.08% 87.06%
Octatdre 0.1234 72.80% 92.74%
8 Qubits
Cube 0.0890 79.37% 79.37%
A 0.1791 49.07% 87.46%

TABLE 3.2 Valeurs de P" et les efficacités de détections correspondante pour I’amor-
tissement d’amplitude des états présentés dans la section 2.1.3 avec les stratégies de
mesures utilisées dans la section 3.2.

Comme mentionné précédemment, on remarque une asymétrie entre les deux seuils,
qui est due a la construction de P". En général, les seuils sur la mesure My sont plus
faibles que sur la mesure M, c’est a dire qu’on peut tolérer plus de bruits sur My. Les
|000+), cube et W ont des seuils inférieurs a 90% sur les deux types de mesure, cela
les désignant comme les états les plus résistants parmi les états symétriques analysés.

Un autre point important concerne les valeurs de la violation qui peuvent étre
attendues pendant une expérience. Clairement, méme si un état peut atteindre un haut
niveau de violation, si 'efficacité de détection seuil est élevée, il est difficile d’observer la
non-localité en pratique [28, 60]. Il est donc aussi important de prendre en compte a la
fois quel niveau de violation est désiré et les caractéristiques du matériel expérimental
disponibles lorsque 'on se réfere a une application en informatique quantique qui
utilise les propriétés non-locales. Cela suggere une classification des états symétriques
par rapport a une expérience donnée.

Dans le tableau 3.3, nous comparons les deux types de décohérence en utilisant les
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fidélités seuils des états symétriques déja comparés pour leur efficacités de détection
seuils au tableau 3.2 pour les stratégies de mesures optimales. Pour I’amortissement
d’amplitude les fidélités sont obtenues en égalisant les efficacités de détection des deux
mesures Mg et M.

| Etat | P | Famp. th | Fph,th |
] 3 Qubits ‘
| W3 | 0.1926 \ 90.04% \ 79.16% |
] 4 Qubits ‘
S(4,2) 0.1407 86% 81.34%
A 0.1811 89.94% 77.14%
Tetrahedron 0.1638 85.62% 77.15%
1000+) 0.0141 99.48% 99.22%
00+ +) 0.0194 99.16% 98.95%
5 Qubits
| Ws | 0.1835 \ 90.24% \ 75.89% |
’ 6 Qubits ‘
Octahedron 0.1234 83.23% 65.85%
We 0.1815 90.27% 75.28%
8 Qubits
Cube 0.0890 70.93% 81.81%
Wy 0.1791 90.32% 75.06%

TABLE 3.3 Valeurs de P" et les fidélités seuils pour 'amortissement d’amplitude et
I’amortissement de phase des états présentés dans la section 2.1.3 avec les stratégies
de mesures utilisées dans la section 3.2.

A I’exception du cube, les seuils de fidélité pour ’amortissement de phase sont plus
faibles que celles de I'amortissement d’amplitude, ce qui suggere que les états symé-
triques sont plus résistants a 'amortissement de phase. Certains états possedent une
différence tres prononcée entre les deux fidélités seuils. Par exemple les état W ont une
résistance relativement faible a I’amortissement d’amplitude mais une résistance tres
élevée a ’amortissement de phase. Cela peut s’expliquer par le fait que les états W sont
des états de Dicke pour lesquels k = 1, c’est a dire que parmi les n qubits seulement
un des qubits est égal a |1). Dans les expériences telles qu’en photonique par exemple,
I’action de I'amortissement d’amplitude se traduit par la perte d’'un photon. Si I'on
décide d’encoder 'information dans le nombre de photons, I’état W ne compterait donc

qu’un seul photon, dont la perte lors d'une expérience inhiberait toute chance d’ob-
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server des corrélations non-locales. Pour s’en convaincre on peut aussi voir que 1’état
de Dicke |S(4,2)) compte deux qubits |1); en reprenant 'idée d’encoder l'information
dans le nombre de photons on obtient alors deux photons, on comprend alors bien que
la perte d’'un photon affecte les corrélations non-locales mais qu’il reste tout de méme
possible d’observer une violation. Il n’est donc pas surprenant que son seuil de fidélité
pour I'amortissement d’amplitude, F,n;, ¢, soit alors plus faible que celui de I’état Wy.
Il est aussi intéressant de remarquer que l'octaedre possede une importante différence
entre les deux seuils de fidélité pour les deux types d’amortissement.

Les tableaux 3.2 et 3.3 imposent des contraintes drastiques sur les conditions expé-
rimentales afin d’observer des corrélations non-locales en présence de décohérence avec
des modeles tels que 'amortissement d’amplitude et I’amortissement de phase. Dans
les expériences utilisant la photonique, les efficacités de détection présentées dans le
tableau 3.2 peuvent étre atteintes par 1'utilisation de détecteurs supraconducteurs ou
les efficacités de détection peuvent atteindre jusqu’a 95% [38]. Les fidélités qui peuvent
étre atteintes expérimentalement sont autour de 80% et 85% pour 'état W3 et S(4,2)

respectivement, pour des systémes photoniques [55, 72].

3.4 Comparaison Entre les Tests de Non-Localité

Jusqu’a maintenant nous avons examiné la résistance a la décohérence du test
de non-localité basé sur le paradoxe de Hardy de certains états symétriques. Il est
également intéressant de voir si la résistance au bruit dépend aussi de la maniere dont
la non-localité est évaluée. C’est pourquoi, nous considérons une autre inégalité de Bell
H; < 0 définie a la section 2.2.4 pour laquelle nous déterminons les facteurs de bruit
seuils dans le cas de 'amortissement d’amplitude et de I’amortissement de phase pour
des états W de 3 a 10 qubits car la stratégie de mesure est la méme pour chacun des
états et test de non-localité.

Dans la figure 3.14 on représente les valeurs des seuils de facteurs de bruit a la fois
pour P" et pour HY, pour les deux types d’amortissements en fonction du nombre de
qubits des états W mentionnés. Nous remarquons que les résultats obtenus dans le cas
de I'amortissement d’amplitude sont sensiblement les mémes pour les deux inégalités
de Bell étudiées. En effet, la variation du seuil de facteur de bruit avec le nombre de
qubit suit le méme comportement méme si les deux courbes semblent au final marquer
une légere différence ou le facteur de bruit requis pour l'inégalité de Bell utilisant H}/
est plus élevée (donc plus résistant a 'amortissement d’amplitude).

Pour le cas de I'amortissement de phase, on observe des comportements complete-
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FIGURE 3.14 Facteurs de bruit seuils de P" <0 et H}! <0 en fonction du nombre de
qubits des états W states exposés a I'amortissement d’amplitude et I’amortissement
de phase.

ment différents : pour le test H] on observe un comportement similaire a 'amortisse-
ment d’amplitude, alors que le seuil de facteur de bruit pour I'inégalité de Bell basée
sur le paradoxe de Hardy tend vers 0 pour les grands nombres de qubits, comme vu
précédemment (3.2.2, figure 3.8 et 3.9). Clairement, le test de non localité joue un role
crucial quant a la résistance a la décohérence et doit étre choisi au cas par cas avec
attention.
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3.5 Stratégie de Mesures

Nous utilisons plusieurs stratégies de mesures pour examiner la résistance a la
décohérence de la non-localité des états symétriques. Dans cette section, nous allons
présenter I'importance du choix de la stratégie de mesures, pour le cas du Wy en
utilisant 1'inégalité basée sur le paradoxe de Hardy pour ’amortissement de phase puis
I’amortissement d’amplitude. Nous calculons les valeurs de P" de I’état W4 non bruité
et du seuil de facteur de bruit pour un ensemble de stratégies de mesures obtenues par

un échantillonnage de la sphere de Bloch.

3.5.1 Amortissement de Phase

Le cas de 'amortissement de phase est montré dans la figure 3.15 ou chaque point
représente une stratégie de mesures. Y sont représentés la valeur de P" et le facteur
de bruit seuil de ’état Wy. Sur cette figure une ligne horizontale indique les différentes
stratégies de mesures qui donnent la méme violation pour I’état Wy pur mais différents
facteur de bruit seuils, alors qu'une ligne verticale indique les stratégies de mesures
qui donnent le méme seuil de facteur de bruit mais différents niveaux de violation de

I’état pur.

0.2 T T T

el At 1
0.16 [-
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0.1
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0.06
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Violation de I'inégalité de Hardy par I'état w,
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FI1GURE 3.15 Valeurs de P" pour I’état Wy pur en fonction du facteur de bruit seuil
de T'amortissement de phase. Chaque point de la figure représente une stratégie de
mesures.
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On remarque sur cette figure que les deux parametres ne peuvent pas étre maximi-
sés dans les mémes conditions. Pour un seuil facteur de bruit donné, les plus intéres-
santes stratégies de mesures sont celles qui donnent le plus haut niveau de violation
de P" <0 par I'état pur, c’est-a-dire celles qui sont situées sur ’enveloppe du nuage
de points de la figure 3.15. Cela indique que les stratégies de mesures qui sont
optimales en terme de niveau de violation ne sont pas nécessairement op-
timales en terme de résistance a la décohérence. Un compromis doit étre fait

en fonction de I'application visée.

Pour avoir une meilleure intuition de ce compromis, nous montrons dans la figure
3.16 une vue a deux dimensions des valeurs de P" pour I’état Wy pour différents niveaux
de bruit, en fonction des angles 6y et 6; des mesures My et M respectivement (voir
I’équation 3.2), alors que les angles @y et @) sont configurés pour avoir une différence
égale a 1, ce qui nous permet de maximiser P". En effet pour un état de Dicke pur, seule
la différence de phase entre les deux mesures Mg et M joue un role. Elle n’intervient
que dans le second terme de P" (voir I'équation 2.31), qui peut étre minimisé en
prenant cette différence de phase elle a m. Les angles 6y et 6; sont compris entre 0
et 21, ce qui explique la symétrie sur la figure. On voit qu’il y a quatre différentes
surfaces colorées ol 'on peut obtenir une violation, expliquant la présence des deux
"bulbes” dans la figure 3.15.

Dans la figure 3.16, on observe non seulement une diminution du nombre de straté-
gies de mesures possibles quand le bruit augmente (diminution des surfaces colorées sur
la figure) mais aussi un décalage de la position du maximum de violation. Clairement,
lorsque que le bruit augmente, la stratégie de mesures optimale en terme de violation
pour I’état pur ne permettra plus I'observation de la non-localité. Mais comme vu a
la figure 3.15, d’autres stratégies de mesures permettent tout de méme d’observer une
violation méme si elle est de niveau moindre. Ce phenomene s’enchaine alors plusieurs

fois provoquant cet effet de décalage de maximum de violation.
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FIGURE 3.16 Les surfaces colorées représentent les valeurs de P" donnant une violation
pour 'état Wy exposé a 'amortissement de phase a différents niveaux de bruit donnés
par A =0,0.25,0.77 (de haut en bas). Les angles 6y et 6 définissent les deux mesures
My et M.
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3.5.2 Amortissement d’Amplitude

En suivant la méme procédure, nous calculons le facteur de bruit % sur les stra-
tégies de mesures en considérant cette fois un état Wy exposé a 'amortissement d’am-
plitude. Le résultat se trouve a la figure 3.17. On observe que les stratégies de mesures
qui donnent les plus hauts niveaux de violation de I'inégalité basée sur le paradoxe
de Hardy pour I'état W, pur donnent aussi les seuils de facteur de bruit optimaux.
Comme vu dans la section 3.2, la résistance a la décohérence des états symétriques
que nous avons étudiés dépend tres fortement du type de bruit considéré. Il n’est donc
pas surprenant d’observer aussi un comportement différent par rapport aux stratégies
de mesures.
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FIGURE 3.17 Valeurs de P" pour I’état Wy pur en fonction du facteur de bruit seuil
pour 'amortissement d’amplitude. Chaque point représente une stratégie de mesures.

3.5.3 Comparatif des modeles d’amortissement

Finalement, nous comparons 'effet de I'utilisation des stratégies de mesures basées
sur les points de Majorana ou sur la violation optimale pour les deux types de modeles
de bruit. Dans le tableau 3.4, nous montrons pour les états W3 4 5 6, les valeurs optimales
de P" correspondantes ainsi que les fidélités seuils pour chaque état et cela pour les
deux stratégies de mesures. Dans le cas de ’amortissement de phase les fidélités seuils

sont plus dispersées par rapport au nombre de qubits. La stratégie de mesures basée



58 Les Effets de la Décohérence sur la Non-Localité des Etats Symétriques

sur les points de Majorana donne des seuils de fidélité plus faibles; elle est donc plus

résistante au bruit de phase.

| Etat | P Famp.th Fph,th

’ Majorana
W3 0.1250 93.27% 81.65%
Wy 0.1250 93.81% 70.53%
Ws 0.0938 95.39% 62.61%
We 0.0625 96.95% 57.74%

Violation Optimale

W3 0.1926 90.04% 79.16%
Wy 0.1811 89.94% 77.14%
Ws 0.1835 90.24% 75.89%
We 0.1815 90.27% 75.28%

TABLE 3.4 Valeurs de P" pour I'état pur ainsi que les fidélités seuils pour les deux
modeles de bruit et pour deux stratégies de mesures différentes.

3.6 Sensibilité a '’Equipement Expérimental

Les bases de mesures de chaque partie définissent la stratégie de mesures du test
de non-localité ; dans notre cas, cela correspond au choix des angles d’inclinaison et
azimutal sur la sphere de Bloch. Mais la précision de la mesure actuelle de ces angles
est limitée par les possibilités expérimentales. Par exemple, dans les expériences ou
I'information est codée sur la polarisation des photons, supposons une erreur typique
sur la base de mesure d'une polarisation par l'utilisation de lames d’ondes d’environ
+2°, c’est-a~-dire £0.07 rad sur la sphere de Bloch. On se demande naturellement
a partir de quand cette imprécision d’alignement peut empécher de mesurer la non-
localité quand 1’état quantique est exposé a la décohérence.

Comme vu a la figure 3.16, la violation évolue quand on augmente la quantité de
bruit. Le point important est que l'incertitude sur I’angle peut empécher I'observation
de la violation lorsque la surface est trop petite. Cette incertitude mene en général a
réduire d’autant plus le facteur de bruit seuil, que la précision possible d’une expérience
est limité. En considérant I’exemple donné précédemment, nous obtenons que le facteur

de bruit seuil diminue de Ay, = 0.996 & 0.83.



3.6 Sensibilité a I’Equipement Expérimental 59

=10
2.2

245

2:1:

2051

3 3.05 3.1 3.15 3.2 3.25

1

FI1GURE 3.18 Valeurs de P" pour I'état Wy exposé a 'amortissement d’amplitude pour
une valeur du facteur de bruit A =0.83. Le cercle centré sur le maximum de violation
représente une incertitude de 0.007 rad sur les angles 6y et 0.

Nous procédons a la méme analyse dans le cas de 'amortissement d’amplitude, et
nous montrons dans la figure 3.19 les résultats pour une valeur du facteur de bruit
spécifique. Cela nous permet d’observer en détail la variation de la violation dans la
limite de la précision d’'une mesure lors d'une expérience. Bien que pour ce facteur
de bruit, la violation puisse étre observée, cela n’est pas le cas pour les valeurs plus
élevées de facteur de bruit car 'incertitude nous fait sortir de la zone de violation.
Le seuil de facteur de bruit diminue de %y = 0.194 (figure 3.17) a 0.186 lorsque la

sensibilité de la mesure est prise en compte.
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FI1GURE 3.19 Valeurs de P" pour I'état Wy exposé a 'amortissement d’amplitude pour
une valeur du facteur de bruit y=0.186. Le cercle centré sur le maximum de violation
représente une incertitude de 0.007 rad sur les angles 6y et 0.

3.7 Etude de cas pratique : Utilisation des Tests de
Non-localité pour la Discrimination de Classes

de Dégénérescence d’Etats de Dicke

Afin d’appliquer les techniques utilisées dans les sections précédentes, nous nous
intéressons a la dégénérescence d des états symétriques (voir la section 2.1.3). En
particulier, nous nous intéressons aux conditions expérimentales pour lesquelles la
non-localité peut étre utilisée pour déterminer la classe de dégénérescence de ces états
sous l'effet de la décohérence. Pour cela nous allons utiliser I'inégalité de Bell de Q)
présentée dans 'equation 2.33, qui peut étre violée par les états de Dicke a n qubits
et de dégénérescence d [86].

Nous analysons le cas de trois états de Dicke a 6 qubits, ayant différentes dégé-
nérescences (S(6,1) (d =4), S(6,2) (d =3) et S(6,3) (d =2)) : les résultats obte-
nus sont présentés dans le tableau 3.5. Nous pouvons tout d’abord remarquer que si
nous obtenons Qg > 0 (avec un maximum de violation Qg = 0.0177 obtenu par 1’état
S(6,1) en utilisant la stratégie de mesures donnée par Moy = {6y = 0.60, ¢y = 0} et
M ={6,=0.65, ¢, = mr}), 'état mesuré est nécessairement S(6,1), indépendamment
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des mesures réalisées. Le résultat identifie la classe de dégénérescence des états avec
une dégénérescence d > 4 indépendamment des appareils de mesure. De plus, nous
pouvons voir que si I'on restreint notre analyse aux états de dégénérescence égale a
d =2 ou d =3, alors le résultat QS > 0 identifiera I’état $(6,2) (avec un niveau de
violation maximum & Q% = 0.0069 obtenu avec la stratégie de mesures donnée par
Mo ={6y=0.56, oo =0} et M; ={6,=0.61, ¢, =1}).

Test o) o) Q8
S(6,1) 0.0519 0.0177 0
S(6,2) 0.0069 0 <0
5(6,3) 0 <0 <0

TABLE 3.5 Valeurs de Qg pour des états de Dicke a 6 qubits.

En utilisant les techniques de la section 3.6, on peut déterminer les conditions
expérimentales requises pour observer cette discrimination de classes. Par exemple,
pour I'état S(6, 1), une violation peut étre observée si le facteur de bruit est en dessous
de Ay = 0.004, avec un angle de précision +0.15° pour une expérience qui encode
I'information dans la polarisation des photons. Finalement, la discrimination de 1’état
S(6,2) requiert un facteur de bruit en dessous de Ay, = 0.008, avec une précision de
40.1°. Clairement, ces seuils définissent de fortes contraintes pour des expériences qui
auraient pour but d’utiliser ces propriétés non-locales pour la discrimination de classe

de dégénérescence.

3.8 Résumé du Chapitre

Dans ce chapitre, nous avons décrit une méthode afin de tester la tolérance a la
décohérence de test de non localité pour les états symétriques, 'inégalité basée sur
le paradoxe de Hardy et les modeles d’amortissement de phase et d’amplitude. Nous
avons étudié sous différents angles la faisabilité expérimentale de 1’observation de la
non-localité :

— L’importance du modele de bruit : pour les états symétriques étudiés, on observe

une tolérance plus grande a ’amortissement de phase qu’a celui d’amplitude.

— Le choix de I’état quantique. Les états W ont une tres bonne tolérance a 1’am-

mortissement de phase, mais en contre partie ont une mauvaise tolérance a

I’amortissement d’amplitude comparés aux autres états symétriques étudiés.
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Les Effets de la Décohérence sur la Non-Localité des Etats Symétriques

Les états symétriques maximalement intriqués (le tétraedre, 'octaedre et le
cube) ont des tolérances plus équilibrés.

Le choix de la stratégie de mesures en fonction du modele de bruit. La stratégie
de mesures offrant la violation maximum de I’état pur ne donne pas forcement
le seuil de facteur de bruit le plus élevé.

Le choix de I'inégalité de Bell. En fonction de I'inégalité de Bell choisie on peut
obtenir des tendances de résistance a la décohérence différente, par exemple
plus un état W contient des qubits plus il sera tolérant a la décohérence pour
certaines inégalités de Bell et moins tolérant pour d’autres inégalités de Bell.
La sensibilité de I’équipement de mesure. La précision réduit le seuil de facteur
de bruit car la décohérence réduit I’ensemble des stratégies possibles pour ob-
server une violation d’inégalité de Bell. Si cet ensemble devient trop petit alors

il se peut que la précision ne permette plus 'observation de la non-localité.



Chapitre 4

Inégalité et Preuve Logique de
Contextualité Pour Qudits

Les méthodes qui permettent d’identifier les propriétés quantiques sont essentielles
a la fois pour leurs aspects fondamentales que pour leurs utilisations en pratique. Des
inégalités et des preuves logiques basées sur des résultats de mesures sont en général
les méthodes utilisées. Les relations entre les mesures peuvent étre représentées par un
graphe et les propriétés de ces graphes peuvent étre utilisées pour définir des inégalités
de contextualité [26]. L’inégalité de CHSH [34] et de KCBS [57] peuvent étre comprises
comme des cas particuliers d’une famille plus large ou N mesures dichotomiques dont
les relations de compatibilité et d’exclusivité permettent de former un graphe de la
forme d’'un cycle. L'inégalité de CHSH correspond a un cas ou N =4 pour un état
quantique de dimension quatre et I'inégalité de KCBS N =5 pour un état quantique de
dimension trois. L’article [8] donne une généralisation de I'inégalité de CSHS et KCBS
en trouvant la borne quantique pour le cas du graphe N-cycle de I'inégalité présentée
dans [26]. Un approche entropique du N-cycle a été abordée dans [31]. D’autres graphes
on été abordé dans [63]. Les auteurs de [27] relient 'inégalité de KCBS a une preuve
logique de contextualité inspirée des travaux de Hardy [46].

Dans ce chapitre, nous proposons une famille de graphes ainsi qu'une extension
du paradoxe de [27] qui se relie aussi & une extension de I'inégalité de KCBS de [26].
La dimension des qudits nécessaire a la preuve de contextualité augmente quand le
nombre de sommets N dans le graphe augmente. Inspiré de 1’état quantique utilisé
pour la preuve de contextualité dans [27], nous donnons aussi pour tous les graphes
de notre famille un état quantique et une stratégie de mesure qui donne une preuve
de contextualité par le paradoxe et par inégalité.

Dans la section 4.1, apres avoir rappelé les résultats dans le cas du paradoxe pour
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le pentagone, nous présentons I'extension du paradoxe, du pentagone et de l'inégalité
de KCBS.

Dans la section 4.2, nous parlons de la possibilité d’observer de la contextualité avec
des ressources quantiques. Pour cela il faut tout d’abord décrire un état quantique et
une stratégie de mesure qui vérifie les conditions du graphe.

Enfin dans la section 4.3, on montre que les relations de compatibilité et d’exclu-
sivité ont des répercussions sur les points de Majorana, lorsque l'on utilise des états

symétriques de qubits pour réaliser des qudits.

4.1 Extension du Paradoxe

4.1.1 Pentagone et Qudits

On a vu dans la section 2.3.4 'inégalité de KCBS [57] pour un état quantique
et des mesures correspondant a un espace de dimension 3 (voir la section 2.3.4). Si
on prend un qudit de dimension d de la forme |y) = (x1,x2,...,x4)7 exprimé dans la
base {|0),|1),...,|d)}, on peut écrire les vecteurs propres des projecteurs associés aux

sommets du pentagone sous la forme suivante :

vi) =(1,0,...,0)7,
=(0,1,0,...,0)7,

=
N
|
=
—~
[—
S
N
O
g
(98]
(e)
(e]
=
~

lvs) =N5(0,1,x53,0...,0)7, (4.1)

olt les coefficients {x; ;} sont des nombres complexes et les {N;} sont les facteurs de
normalisation des vecteurs. De par les relations d’orthogonalité dues aux relations de
compatibilité et d’exclusivité entre |v3) et |v4) et entre |v4) et |vs), on peut écrire :
va) = Na(1,x%5 /%5, —1/x%5,0...,0)7, olt x%; et x%; sont les complexes conjugués de xs3
et x33 respectivement.

Si I'on cherche & maximiser la valeur de By (voir I’équation 2.36) on peut utiliser

le programme d’optimisation suivant :

Iw’;?{cm} Po
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sujet a (yly) =1,
(v,-|v,~) =1,Vie {1,2,3,4,5}. (4.2)

En d’autres termes il s’agit de donner la valeur la plus élevée a Bp lorsque les
vecteurs {|v;) } sont soumis a normalisation. En utilisant les expressions précédentes, le
probleme peut étre résolu. On obtient la solution By = V/5, qui correspond au maximum
connu. Cette solution est atteinte lorsque x; =0 pour i € {4,...,d}. La solution optimale
en terme de violation pour I'inégalité de KCBS est I'utilisation d’un qutrit. Méme si il
est possible d’utiliser une ressource quantique de dimension plus élevée, il est préférable
d’utiliser seulement un sous-espace pour former un qutrit. L’'inégalité de KCBS telle
qu’elle a été présentée dans la section 2.3.4 et dans l'article [57] n’est donc pas un outil
adapté pour observer la contextualité pour les qudits de dimension d > 3.

Dans les tests de contextualité que nous définissons dans les sections suivantes, il
est nécessaire d’utiliser des qudits de dimension d > 3 afin d’observer des propriétés

contextuelles.

4.1.2 Approche Générale

Dans le cas du pentagone, le paradoxe se compose d'une série de conditions (voir
les équations 2.48) que doit vérifier un systéme afin de montrer des propriétés contex-
tuelles. Nous reformulons ici de maniere a introduire I'extension a de plus grandes
dimension. La condition P(00]2,3) = 0 concerne le sous-graphe G4 = (V4,E4) avec
Vi = {2,3}. De méme pour la probabilité P(00[4,5) = 0, le sous-graphe complet Gg =
(Vg,Eg) avec Vg = {4,5}. Pour chacun de ces sous-graphes complets, un seul des som-
mets de chaque graphe peut avoir le résultat ‘1’ et tous les autres auront le résultat
‘0.

Afin de créer le paradoxe, pour la derniere condition, c’est a dire, P(1|1) > 0, il
faut en quelque sorte construire 'impossibilité d’associer le résultat ‘1’ au sommet 1
pour les théories déterministes. Pour cela, on peut connecter le sommet 1 a tous les
sommets sauf un dans chaque sous-graphe G4 et Gg. Dans le pentagone ces sommets
non connectés a 1 sont 3 et 4. Le fait que ces deux sommets soient connectés entre
eux limite le nombre d’indépendance du graphe a 2, définissant la limite classique de
I'inégalité 2.37.

L’extension présentée dans la section suivante se base sur l'idée d’augmenter le
nombre de sommets dans chacun des sous-graphes G4 et Gg de maniere a ce que ceux
ci soient complets. Cela va forcer I'utilisation de qudit de dimension plus élevée, car

pour satisfaire les conditions d’orthogonalité il faut que la dimension de 'espace ou
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sont définis les vecteurs soit au moins égale au nombre de sommets dans le sous graphe

complet le plus grand, a savoir G4 et Gp, qui ont le méme nombre de sommets.

4.1.3 Construction de la famille de graphes

La définition de notre famille de graphe qui généralise le pentagone est la suivante.
Soit un graphe G = (V,E) a N > 5 sommets et G4 = (V4,E4) et Gp = (Vp,Ep) deux
sous graphes complets ot V4 ={2,...,(N+1)/2} and Vg ={(N+1)/2+1,...,N} pour
N impair et V4 ={2,...,N/24+ 1} et Vg ={N+/2+1,...,N} pour N pair. Selon la
parité de N les deux sous-graphes peuvent partager un sommet, si N est pair V4NV =
{N+/2+1}. Indépendamment de cela, les deux sous-graphes G4 et Gp sont tout de
méme connectés I'un a 'autre par les sommets 2 et N. Enfin le sommet 1 est connecté
a tous les sommets sauf 2 et N.

La figure 4.1 montre un exemple d’un cas impair ou N = 7. On remarque que
les deux sous-graphes sont composés de deux triangles. Dans la figure 4.2, on voit un
exemple pair ou N = 8, on peut voir que les deux sous-graphes forment des quadrilateres

et partagent le sommet 5.

2 7

FIGURE 4.1 Un exemple de notre construction de graphe pour N impair (N = 7). Les
deux sous-graphes complets forment deux triangles composés de {2,3,4} et {5,6,7}.

4.1.4 Extension du paradoxe

On peut le reformuler de maniere similaire a 2.48 :

P(11]i,j) =0, ou i et j sont deux sommets connectés,
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2 8

FIGURE 4.2 Un exemple de notre construction de graphe pour N pair (N = 8). Les deux
sous-graphes complets forment deux quadrilateres composés de {2,3,4,5} et {5,6,7,8}.

P(0...0{i}icv,) =0,
P(0...0|{i}icvy)) =0,
P(1]1) > 0. (4.3)

La premiere condition est définie a partir des relations de compatibilité et d’exclu-
sivité du graph G. Les deux conditions suivantes signifient qu’il doit y avoir au moins
un sommet avec le résultat ‘1’ associé a un sommet dans chacun des sous graphes G4
et Gp. En prenant comme hypothese ces trois conditions et en utilisant une théorie
déterministe et non-contextuelle, on déduit la derniere condition de 4.3. En effet, en
essayant d’assigner la valeur ‘17 au sommet 1, seulement les sommets 2 et N peuvent
donner le résultat ‘1. Etant donné que ces deux sommets sont adjacents, seulement
I'un d’eux peut donner le résultat ‘1’. Ceci implique qu’au moins un des sous graphes
G4 et Gp aura seulement le résultat ‘0’ associé a tous ses sommets. Donc sous ’hypo-
these d'une théorie déterministe et non-contextuelle il n’est pas possible d’assigner le
résultat ‘1’ a 1 et on a P(1]1) =0.

4.1.5 Extension de ’inégalité de KCBS

L’inégalité de KCBS reformulée dans I’équation 2.37 borne supérieurement la somme
des valeurs moyennes de toutes les mesures associées aux sommets du graphe. Les
bornes de la théorie classique et de la théorie quantique sont reliées aux propriétés de
la représentation graphique des relations d’exclusivité et de compatibilité des mesures.
Pour la borne classique, elle est donnée par le nombre d’indépendance du graphe a(G),

le plus grand cardinal parmi tous les ensembles de sommets indépendants. Dans notre
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cas, cette propriété peut étre simplement obtenue en comptant le nombre maximum
de sommets donnant le résultat ‘1’. On peut obtenir la valeur de o(G) en considérant

les différents cas suivants :

— Si on assigne la valeur ‘1’ au sommet 1, seulement les sommets 2 ou N peuvent
étre a ‘1’ (non simultanément), ce qui donne au maximum 2 sommets a ‘1’.

— Si on assigne un ‘1’ a 2 (ou N), on peut éventuellement assigner un second ‘1’
dans Vg —{N} ou 1 (ou V4 — {2} ou 1 ), mais tous ces sommets sont connectés
entre eux, il n’est dont pas possible d’assigner un troisieme ‘1°.

— Si on assigne la valeur ‘1’ ai€ V4 —{2} (oui€ Vg—{N}), seulement un second
‘1’ peut étre assigné dans Vg (ou Vy). A noter que dans le cas ou N est pair
le sommet N/2+ 1 est connecté & tous les autres sommets, donc il n’est pas

possible d’ajouter un second ‘1’

On obtient donc I'inégalité suivante pour tester la contextualité :

B < a(G)=2. (4.4)

On remarque que cette borne classique est indépendante du nombre N de sommets

dans le graphe.

4.2 Observation de la Contextualité avec des Res-

sources Quantiques

4.2.1 Vérification du Paradoxe

La contextualité d’un systeme peut étre prouvée en montrant qu’il satisfait les
conditions de 1’équation 4.3. Pour cela, il faut choisir une stratégie de mesure et un
état quantique. La premiere condition est donnée par le graphe et se traduit en relation
de compatibilité et d’exclusivité que doivent vérifier les mesures. Les deuxieme et
troisieme conditions imposent que la mesure de 1’état quantique dans le contexte formé
par les mesures associées aux i € V4 ou les i € Vg donne au moins un ‘1’ (en réalité
comme chacun de ces deux ensembles forme un sous-graphe complet un seul ‘1’ est
possible dans chacun des contextes). Cela impose que 1’état quantique doit étre une
combinaison des vecteurs {|v;)}icy, d'une part et de {|v;)}icy, d’autre part, c’est a

dire :
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ly) = Z ailvi),

i€Vy

w) =Y Bilvi), (4.5)

i€Vp

ou ¢; et B; sont des nombres complexes.

Enfin la derniere condition pour prouver la contextualité est que le produit scalaire
entre I'état quantique |y) et |v;) soit non nul.

Afin d’obtenir la preuve de la contextualité par le paradoxe, on décide de fixer 1’état
quantique ainsi que le vecteur |vy) pour tout N > 5. Afin d’assurer la vérification de la
condition de ’équation 4.5, on choisit un état quantique invariant par la permutation
o(]i)) =|d—i—1), oud est la dimension du qudit. L’idée est ensuite de construire les
vecteurs associés aux sommets de V4 et Vg de maniere a ce qu’il existe pour tout i € V4
un j € Vg, o(|vi)) = |v;) et réciproquement.

Pour un graphe donné, tous les vecteurs et 1’état quantique sont des qudits de
dimension d = N — 2. Pour N pair on a :

) =z (VEO) +15 -2+ 15~ 1+ VAN -3)).
i) = % (—fzyo>+\%v—z>+y%’— 1>—\/§\N—3>) . (46)

Pour N impair on a :

1 N-3
=5 (10415 +Iv-3).

1 N-3
vi)=—110)—|——)+|N=3) )). 4.7
py == (10) - 11520+ v-3)) 7
Dans les deux cas, la probabilité d’obtenir le résultat ‘1’ au sommet 1 est :

P(1[1) = [(n])[*,
P(1]1)

é. (4.8)

Si il est possible de construire les vecteurs restants, on aura une preuve de contex-
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tualité.

4.2.2 Construction de la Stratégie de Mesure

Nous nous sommes donnés 1'état quantique |y) et le vecteur |vy). L’enjeu est de
construire les autres vecteurs tout en vérifiant les conditions de compatibilité et d’ex-
clusivité du graphe et la correspondance entre les vecteurs de V4 et Vg par la permu-

tation o. On impose :

v2) = 10),
o) = [N =3). (4.9)

Ces deux vecteurs sont orthogonaux entre eux, mais sont non-orthogonaux a |vy).

La construction des autres vecteurs dépend de la parité de N .

N impair

Les vecteurs |v;) pour i € Vy, i # 2 sont de la forme suivante :

N-3 =
i) =Ni | =50+ X cialk) +IN=3) |,
_N

k=51

(4.10)

olt les coefficients {c;x} sont complexes et N; est le facteur de normalisation. Ainsi les

vecteurs associés aux sommets j € Vp sont donnés par :

[vj) = o(|vi)),

N 3 N—4
vj)=Nj | o )+ Y, cixo(lk)+0(IN=3)) |,
k=t
NT
vj) =N;j chzv 3-0l0)+10) |, (4.11)

ou Nl'ZNj.
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Pour respecter les conditions imposées par le paradoxe, il faut :

— La non-orthogonalité entre un vecteur |v;.;) du sous-graphe G4 et un vecteur

[vj+n—3) du sous-graphe Gg. Or :

(viga|vjzn—3) = NiN;. (4.12)

Cette condition est vérifiée par construction des vecteurs {|vi) }iev,uv,-

— Les relations d’orthogonalité dans les sous-graphes G4 et Gp, c’est a dire entre
les vecteurs |vizp), i € V4 et [vjrpn ) j € Va d'une part et |vizy_3), i € Vp et
vitin—3,y) J € Vg d’autre part.

— La possibilité de générer I’état quantique |y), d’une part par les vecteurs des

sommets de G4 et par ceux de Gp.

Les coeflicients {c;jx} de I'’équation 4.10 doivent permettre de vérifier les deux
dernieres conditions. Pour les calculer, on les écrit sous la forme d’une matrice M
dont chaque ligne i est formée des (N —5)/2 coordonnées {c;} des vecteurs |vicy, jiz2).

Par exemple, pour N =7, en s’aidant des équations 4.7, 4.9et 4.10 on a :

1
|W> = _<170717071)T7

vi) = —=(1,0,—1,0,1)7,

(4.13)

On en déduit :

33
Moy = ,
€43

or comme 6 (|v3)) = |vs) et o(|va)) =|ve), on a aussi :
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cs1
M2><1 - .
Ce,1

Les deux dernieres conditions citées plus haut peuvent alors étre exprimées en

terme de propriétés que la matrice M.

— Le produit scalaire de deux vecteurs du méme sous-graphe s’écrit :

N—4
(Vigalvigai) =NiNj | 24+ ) cixcly | - (4.14)
!
Ce produit scalaire est nul si et seulement si ZN 1 CikC k= —2, c’est a dire

qu’il faut que le produit scalaire entre deux hgnes (fe M soit égal a —2.

— Etant donné que les composantes nulles de ’état quantique de 1’équation 4.6
correspondent aux coefficient {c;;} utilisées pour construire la matrice M sont
nulles, on doit trouver une combinaison linéaire des éléments de chaque colonne
de M égale a zéro. Sans perte de généralité on peut simplement imposer que

la somme des coefficients de chaque colonne soit égale a zéro.

En d’autre terme on a :

— () V (i,]) avec i # j, YypcikCjk = —2.
— (i) V j, Lici,j=0
On prouve par récurrence qu’il existe une telle matrice pour N > 7

Pour N =7 la matrice M est :

M V2

2x1 = )

X \/i

Si on prend comme hypothese I'existence d'une matrice My ;1 vérifiant les pro-

priétés (i) et (if). On peut construire la matrice My tel que

gl 0...0

M1, =

b

c X Mk,k—l
(04

ou a , B et ¢ sont des coefficients complexes. Afin de vérifier les conditions (i) et (if)
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les coefficients a , B et ¢ doivent vérifier le systeme d’équations suivant :

B+kxa=0,
Bxa=-2,

a?—2c=—-2.

Ce qui donne comme solution :

:B =V 2k7
o =+/2/k,
c=+/(14k)/k.
Sil'on veut implémenter cette méthode on peut calculer les coefficients de la matrice

M3y avec k =2 pour N =9, sachant que 'on a déja cette matrice pour N =7 (voir
I’équation 4.2.2).

B:_27
a=1,
c=+/3/2.

On obtient alors la matrice suivante :

-2 0
Mia=| 1 =3
1 V3

L’état quantique, |y), de ’équation 4.7 peut étre obtenu par la combinaison linéaire

suivante :

|W>:Nw< Y \vi>+N;3|vz>), (4.15)

i€V, iA2

ol la constante de normalisation vaut Ny = 7 2 Comme a 1’équation 4.8, on

3N-3)
obtient P(1]1) =1/9. Nous avons donc montré qu’il existe au moins un état quantique
et un ensemble de mesures pour tous graphes de notre famille tels que N est impair

N > 7 qui permet de vérifier le paradoxe.
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N pair

Dans le cas ot N est pair, 'approche est assez similaire. On reprend les vecteurs |vy)
et |y) de I'équation 4.6 et les vecteurs |vp) et |vy) de 4.9. De plus V4 et Vi partagent

le sommet associé au vecteur [vy/r11) que 'on impose égal a :

iy = 5 (I -2 =15 - 1) (4.16)

Afin de respecter les relations d’orthogonalité, les autres vecteurs associés aux

sommets dans V4 sont de la forme :

N N N—4
[vi) = N; \5—2>+!5—1>+ Zci,k|k>+\/§|N_3> ; (4.17)
k=5

olt les coefficients {c;x} sont des nombres complexes et N; est le facteur de norma-
lisation.

Pour un vecteur |v;) avec j € Vp il existe i € V4 tel que :

[vj) = o(|vi));

N N N=4
Vi) = N; 6(|5—2>)+G(|5—1>)+Zci,k6(|k>)+\@6(|N—3>) ,

k=%
N/2-3 N N
vi) =N; <\/§|0> + Z cig|l) HE -2)+ |§ - 1>> :
=1

Comme dans le cas précédent :
— La non-orthogonalité entre un vecteur |v;s) tel que i € V4 et un vecteur |v;cy_3)

tel que j € Vp,

<vi752’vj~75N_3> = 2NiNj (4.18)

est vérifiée. Il reste deux autres conditions a satisfaire.
— Les relations d’orthogonalités dans les sous-graphes Ga et Gp, c’est a dire entre

les vecteurs |vizp), i € Vy et |vjz;) j € V4 d'une part et |vizy_3), i € Vp et
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Vizn—3i) J € Vg d’autre part.

N—4
(Vigalviz) =NiNj [ 4+ Y cixcip |- (4.19)
-
— La génération de I'état quantique |y) par les vecteurs des sommets associés a
VA et de VB.
De la méme maniere, afin de vérifier les propriétés d’orthogonalité et d’assurer que
, A 4 s o . . . 4 _ .
Iétat |y) peut étre généré, on utilise une matrice M, de dimension NT X NT6, qui
doit vérifier :
— () V (i,)) avec i # j, Yycixcjk = —4.
— (i) V j, Xici,j=0.

En reprenant la méme preuve que pour N impair, on sait qu’'une telle matrice existe

pour N >7. Pour N=28, on a :
-2
M2x1:<2 )

Pour le cas ou N = 6, la matrice M n’est pas définie, on peut alors utiliser les
vecteurs suivants [v3) = (0,1,1,v/2)T /2 et |vs) = (v/2,1,1,0)T /2.

L’état quantique peut étre obtenu en prenant la combinaison linéaire suivante :

2 1
|‘I/>:\/;m

N—4
( [vi) + V2= |V2>>.
i€Vy,i#{2,N/2+1}

(4.20)

Ici encore, on obtient P(1]1) = 1/9. En considérant le cas N impair dans un premier
temps et N pair dans un second temps, nous avons montré que pour tous graphes de
notre famille tel que N > 6 il est possible de montrer la contextualité avec le paradoxe

que nous avons développé.

4.2.3 Violation de I’Extension de I’'Inégalité de KCBS

Nous avons vu dans la section 2.3.2 que la limite quantique est donnée par la
fonction ¥ de Lovasz du graph G. Comme les vecteurs associés aux sommets des

sous-graphes G4 ou Bp génerent |y), la condition de normalisation de celui-ci peut
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s’écrit :

Z | Vl|ll’ Z | Vl"// (4'21>

i€Vy i€eVp

L’extension de 'inégalité de KCBS présentée a ’équation 4.4 donne dans le cas

quantique Bo = Yicy |(vi|lw)|? et pour N impair :

Bo=Iwilw)P+ Y [ilw)l + Y [{vilw) %,

i€Vy i€Vp

BQ:$+2 (4.22)

Dans le cas ou N est pair il faut remarquer que le vecteur |vy /24 1) n’intervient pas
dans la combinaison linéaire générant [y) (voir 'équation 4.20), donc [(vy 241 |W) >=0.

La valeur de By dans ce cas est :

Bo=Imlv)F+ Y [milw)P+ Y iy

I€Vp itN/2 i€V ixN/2

ﬁQ=$+2. (4.23)

Le premier des trois termes dans les équations 4.22 et 4.23 correspond a la proba-
bilité P(1|1) quant aux deux termes suivants ils valent 1 étant donné la normalisation
de I'état quantique précisé dans 1’équation 4.21.

Nous avons donc montré que l'état quantique avec l'ensemble des mesures qui
permettent de montrer la contextualité avec notre famille de graphes et I'extension du
paradoxe peuvent aussi étre utilisés avec l'extension de I'inégalité de KCBS. L’avantage
de I'utilisation de I'inégalité est que I'implémentation expérimentale est plus souple car
les conditions du paradoxe sont difficiles a obtenir dans 1’absolu.

La violation que nous obtenons n’est pas la violation maximum. Comme dans le
cas du pentagone la violation maximale de l'inégalité de KCBS sous les conditions
du paradoxe n’est pas maximale. Malheureusement, une recherche a la fois sur 1’état
quantique et sur les mesures devient trop difficile numériquement. Il est tout de méme
possible de faire une recherche au niveau de I'état quantique en gardant la méme
stratégie de mesure, ce qui donne une violation maximum de 2.22 jusqu’a N = 10.

Cette valeur reste malgré tout plus faible que la violation maximum pour le pentagone.
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4.3 Visualisation avec la Représentation de Majo-

rana

Dans cette section nous utilisons la représentation de Majorana pour visualiser les
propriétés de symétrie dans nos constructions graphiques. Pour cela nous décidons de
faire correspondre un élément de la base d'un qudit de dimension d, {|0),...,|d—1)} &
un élément de la base des états de Dicke {|S(n,0)),[S(n,1)),...,|S(n,d—1))} d'un état
symétrique. En particulier nous choisissons d’associer 'état |k) a |S(n,k)). La fonction
o qui relie les vecteurs associés aux sommets de G4 et de G peut alors étre vue comme
une opération “bit flip” appliquée a tous les qubits de 1’état symétrique.

Les relations d’orthogonalité qui sont imposées par le graphe peuvent étre inter-
prétées par des relations géométriques entre les d — 1 points de Majorana de chaque
vecteur. Afin de trouver les points de Majorana a partir de la base du qudit on ré-
sout numériquement le polynéme de Majorana [20, 68] pour chacun des vecteurs des
stratégies de mesures et des états quantiques.

Nous présentons les deux cas concernant le pentagone ou nous analysons le cas
de la violation maximale connue puis la violation maximale dans les conditions du
paradoxe. Enfin nous étudions les cas N =7 et N = 8 de notre famille de graphes avec

la stratégie de mesures fournie dans la section précédente.

4.3.1 Pentagone (N =5)

Dans le cas du pentagone nous connaissons deux situations de violation maximale
de I'inégalité suivant que l'on travaille ou non sous les conditions du paradoxe.

Dans la figure 4.3, sont représentés les points de Majorana des vecteurs de la
stratégie de mesure donnés dans I’équation 5.1 et de 'état quantique |y) = (0,0,1)T
donnant la violation maximale de I'inégalité de KCBS. Les cercles représentent des
spheres de Bloch et les points sont les points de Majorana.

Pour le cas de cette stratégie de mesure les angles sur la sphere de Bloch des points
de Majorana des vecteurs associés aux sommets du pentagone sont :

— Pour |v;) on a {0 =1.51784,¢0 = —7t/2} et {6 = —1.51784,¢ = —m/2}.

— Pour |v;) on a {6 =2.07124,¢ =0} et {6 =1.16558,¢ = 0}.

— Pour |v3) on a {6 = —2.58909,¢ =0} et {6 = —1.37982,¢ = 0}.

— Pour |v4) on a {6 =1.37982,¢ =0} et {6 =2.58909,¢ = 0}.
— Pour |vs) on a {0 = .16558,¢ =0} et {6 =2.07124,¢ = 0}.
— Pour |y) ona {0 =m,¢ =0} et {6 =m, ¢ =0}
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:
FIGURE 4.3 Représentation des points de Majorana de I’état quantique et de la straté-
gie de mesure pour N =5 (d = 3). Chacun des vecteurs a donc 2 points de Majorana.

L’état quantique et la stratégie de mesure correspondent au cas connu dans le cas de
la violation maximum de I'inégalité de KCBS.

Il existe des relations de symétrie entre les points de Majorana des sommets du
pentagone. Dans le cas de la stratégie de mesure qui donne la violation maximum pour
I'inégalité de KCBS, chaque point de Majorana a un point de Majorana qui lui est
symétrique, c’est a dire un angle d’inclinaison opposé.

Sur la sphere de Bloch, il s’agit de la symétrie par rapport au centre du plan
parallele au plan de I'équateur. Pour un qubit |1) = cos(0/2)[0) + esin(6/2)|1) son

symétrique est le qubit d’inclinaison —80, ce qui donne :

|Msym) = cos(—0/2)|0) +€"sin(—6/2)|1),
Msym) = cos(6/2)|0) — e sin(6/2)[1),
Msym) = cos(0/2)]0) + 'O+ sin(6/2)|1). (4.24)

Ainsi on voit que le symétrique garde la méme valeur de I'angle de d’inclinaison
mais les angles azimutaux different de 7.
On peut observer cette symétrie entre les points de Majorana du vecteur |vy),

ainsi qu’entre les points de Majorana de |y). De plus on remarque que les points de
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FIGURE 4.4 Représentation des points de Majorana de 1’état quantique est de la stra-
tégie de mesure pour N =5 (d =3). Chacun des vecteurs a donc 2 points de Majorana.
L’état quantique et la stratégie de mesure correspondent au cas connu ou l'inégalité
de KCBS est violée a son maximum sous les conditions du paradoxe.

Majorana symétriques de ceux du vecteur |vp) correspondent a ceux de |vs). Enfin
ceux de |v3) correspondent a ceux de |vy4).

Dans la figure 4.4, les points de Majorana des vecteurs de la stratégie de mesure
donnés dans I'équation 5.1 et de I’état quantique donné a I’équation 5.1 pour la viola-
tion maximum sous les conditions du paradoxe.

Pour le cas de cette stratégie de mesure les angles sur la sphere de Bloch des points
de Majorana des vecteurs associés aux sommets du pentagone sont :

— Pour [vi) ona {0 =-n/2,0 =n/4} et {0 =—71/2,0 = —71/4}.

— Pour |v2) ona {6 =0,0 =0} et {6 =1.91063,¢ = 0}.

— Pour |v3) ona {60 =m,¢=0}ct {6 =m,¢=0}.

— Pour |v4) ona {6 =0,0 =0} et {6 =0,¢0 =0}.

— Pour |vs) on a {6 =x,¢ =0} et {6 =1.23096,¢ = 0}.

— Pour |y) ona {0 =n/2,0 =n/4} et {0 =7/2,0 = —71/4}.

Dans le cas de la stratégie de mesure qui donne la preuve de contextualité en
suivant le paradoxe, il y a une symétrie différente entre les points de Majorana. Cette
symétrie correspond au bit flip, ce qui correspond a l'opération ¢ décrite dans la

section 4.2.1. A I'exception des vecteurs |v;) et |w) on retrouve les mémes couples de
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)

FIGURE 4.5 Représentation des points de Majorana de I’état quantique est de la stra-
tégie de mesure pour N =7 (d = 5). Chacun des vecteurs a donc 4 points de Majorana.

sommets dont les points de Majorana sont symétriques dans le cas précédent. Pour les
deux cas abordés, les symétries entre les points de Majorana traduisent graphiquement
la correspondance que nous avons construite entre les sommets de G4 et ceux de Gg.

Quant aux vecteurs |vy) et |y) ils sont leur propres vecteurs associés.

4.3.2 CasdeN=7et N=38§

Dans les figures 4.5 et 4.6, on peut voir les points de Majorana de I'état quantique
et des vecteurs de mesure pour un exemple ot N est impair (N =7 avec quatre points
de Majorana a chaque vecteur) et ot N est pair (N = 8 avec cing points de Majorana
pour chaque vecteur). L’état quantique et les vecteurs de la stratégie de mesure ont été
construits en suivant une symétrie similaire au cas du pentagone sous les conditions
du paradoxe. Les vecteurs |vq) et |y) ont leur propres couples de points de Majorana.
Dans le cas N =8, on a la méme propriété pour |vs) dont le sommet appartient a la
fois & G4 et Gp. Les points de Majorana d’'un vecteur |v;) d’'un sommet de V4 ont leurs
points de Majorana symétriques dans le vecteur |v;) = o(|v;)) associé a un sommet de
Vs.

Pour N =7 les points de Majorana sont :

— Pour |v) : {6 =2.35619,¢ =0}, {6 =2.35619,¢ =7}, {6 =0.785398,¢ =0}

et {6 =0.785398,¢ = m}.
— Pour |vp) : {6 =0,0 =0}.
— Pour |v3) : {6 =m,¢ =0}, {60 =0.462955,¢9 =7} et {6 =1.23096,¢ = 7}.
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1)

FIGURE 4.6 Représentation des points de Majorana de 1’état quantique est de la stra-
tégie de mesure pour N =8 (d =5). Chacun des vecteurs a donc 4 points de Majorana.

— Pour |v4) : {6 =m,¢ =0}, {6 =0.462955,¢ =0} et {6 = 1.23096,¢ = 0}.
Pour |vs) : {6 =0,¢ =0}, {6 =1.910637,¢ =0} et {60 =2.67838,¢ =0}.
— Pour |vg) : {6 =0,0 =0}, {6 =1.910637,¢0 =7} et {6 =2.67838,¢ = n}.
— Pour |v;7) : {6 =m,¢ =0}.
— Pour |y) : {6 =2.35619,¢ = +7/2} et {0 =0.785398,¢ = +m/2}.
Pour N = 8 les points de Majorana sont :
Pour |vi) : {6 =7w/2,¢ = n}, {6 =0.994903,¢ =}, {6 =2.14669,¢ = 7},
{6 =0.63213,¢0 =0} et {6 =2.50941,¢ = 0}.
— Pour |np) : {6 =0,¢ =0}.
— Pour |v3): {0 =m,¢=0},{60=0.324864,9 =7} et {0 =1.49718, ¢ = £+2.03759}.
— Pour |vg) : {0 =7, ¢ =0}, {6 =2.05487,¢ = n}, {6 = 0.888921,¢ = 0} et
{6 =0.354951,¢ = 0}.
— Pour |vs) : {6 =7/2,¢0 =0}, {6 =0,¢0 =0} et {6 =m,¢ =0}.
— Pour |vg) : {6 =0,¢ =0}, {60 =1.86722,¢ =7}, {6 =2.25267,¢ =0} et {6 =
2.786642,¢ = 0}.
Pour |v7) : {60 =0,0 =0}, {6 =2.816729,¢ =} et {0 =1.644127,¢ = +2.03759}.
— Pour |vg) : {6 =7, ¢ =0}.
— Pour |y) : {6 =7/2,0 =7}, {0 =0.685916,¢ = +2.03759} et {0 =2.45568, ¢ =
+1.72981}.
Etant donné que pour N =8 il y a un nombre impair de points de Majorana dans
un vecteur, il y a un point de Majorana qui sera son propre symétrique. Il doit donc

étre situé sur I’équateur de maniere la ce que e “bit flip” n’ait aucun effet sur ce qubit.
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4.4 Résumé du Chapitre

Dans ce chapitre, il est décrit une nouvelle méthode pour tester la contextualité des
états quantiques. Cette méthode donne une extension d’une preuve logique (approche
similaire au paradoxe de Hardy) et de I'inégalité de KCBS. Pour cela nous avons défini
une famille de graphes qui définit les relations de compatibilité et d’exclusivité des
mesures. A cela s’ajoute une série de conditions que doit vérifier le systeme quantique
afin de prouver la contextualité de maniere logique.

Apres avoir obtenu le paradoxe logique auquel aboutit un modele déterministe et non-
contextuel, nous donnons pour tout entier d > 3, un qudit et une stratégie de mesure
qui vérifient les conditions imposées par le paradoxe pour chaque graphe de notre
famille.

Enfin il est aussi possible d’utiliser la représentation de Majorana des états symétriques
pour visualiser les relations entre les vecteurs des sommets du graphe. On se rend
compte que dans le cas du pentagone, les deux stratégies de mesures donnent deux
types de symétries entre les points de Majorana. Dans les stratégies de mesure que
nous définissons, on observe la méme symétrie que dans le cas de la stratégie de mesure

du pentagone qui respecte les conditions du paradoxe.



Chapitre 5

Aspects Expérimentaux de la

Contextualité et Limitations

Il existe de nombreux travaux concernant I’observation de la contextualité, notam-
ment sur différentes technologies qui utilisent des systéemes physique variés, de plus
ces technologies peuvent parfois utiliser plusieurs degrés de liberté de ceux-ci. Par
exemple, en utilisant des sources de photons on trouve des expériences qui utilise : la
polarisation/chemin [3, 5, 6, 36, le moment angulaire orbital [9], le chemin [9, 21, 90],
et les propriétés temporelles [3]. Il possible d’utiliser des ions piégés [56], des neutrons
[15] ou des qubits supraconducteurs [53]. Ces experiences sont en général dans le cas
d’un qutrit.

Malgré tous ces efforts, il est improbable qu’une série de mesures parfaites soit
implémentée, car il n’est seulement possible d’assurer qu'une mesure a été réalisé
qu’avec une précision limité. On peut se demander si les résultats de mesures sur un
systeme quantique peuvent avoir une description par une théorie classique. C’est cette
direction qu’ont pris les auteurs des articles [35, 54, 71]. Pour résoudre ce probléme dans
la lignée de l'article de Spekkens [82], Andreas Winter propose un modele ontologique
de la non contextualité avec une fiabilité dépendant de la précision des mesures [88]
qui sera présenté dans ce chapitre.

Dans ce chapitre nous abordons les aspects expérimentaux des tests de contextua-
lité développés au Chapitre 4.

Dans la section 5.1 nous présentons une implémentation expérimentale [69] d’ob-
servation de la contextualité. Pour un qutrit dans le cas du pentagone, les auteurs
montrent une observation de la contextualité avec I'inégalité de KCBS [57] ainsi que
par preuve logique [27]. A partir de cette expérience nous proposons une méthode pour

observer expérimentalement la contextualité avec notre famille de graphes.
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Dans la section 5.2, nous considérons que la limitation expérimentale correspond a
I'incapacité d’avoir la certitude de réaliser la méme mesure dans différents contextes.
Pour palier a cela nous utilisons la notion de “fiabilité ontologique a € pres” de la
contextualité [88], qui exprime cette imperfection a la fois sur I'inégalité utilisée et sur

la différence entre une méme mesure dans différents contextes.

Dans la section 5.3 nous proposons une méthode pour tester expérimentalement la
“fiabilité ontologique a € pres” de la contextualité pour notre famille de graphes. Pour
cela nous réunissons l'expérience présentée dans la section 5.1 et le formalisme décrit
dans la section 5.2. Nous présentons tout d’abord comment cette technique s’applique
au cas du pentagone pour 'inégalité de KCBS, puis nous présentons a travers I’exemple

de N =6 comment cette méthode s’applique dans le cas de notre famille de graphes.

Dans la section 5.4, nous considérons le cas ou I’état quantique est soumis a de la
décohérence. Pour cela nous utilisons les mémes méthodes que celles utilisées dans le
Chapitre 3. Il s’agit d’appliquer les modeles de décohérence présentés dans la section
2.4.3 qui permettent de quantifier le bruit et ainsi de déterminer des seuils de tolé-
rances au bruit afin d’observer la contextualité. Pour la famille de graphes que nous
avons proposée au Chapitre 4, il y a une inégalité, une stratégie de mesure et un état
quantique pour chaque graphe donné en suivant la procédure décrite dans la section
4.2. Dans ce cas, I'état quantique est un qudit qui peut étre réalisé de manieres dif-
férentes, déterminant une interaction avec I’environnement et une tolérance au bruit

différente.

5.1 Test Expérimental de la Contextualité

5.1.1 Observation par I'Inégalité de KCBS

Dans l'article [69], les auteurs présentent une observation expérimentale de la
contextualité. Ils ont utilisé I'inégalité de KCBS présentée sous les conditions du pa-

radoxe développé dans [27] pour prouver la contextualité.

L’inégalité de KCBS est composée de cing observables dont chacune peut étre
mesurée dans deux contextes différents. L’expérience proposée mesure un contexte

composé de deux mesures. Les cing vecteurs propres des projecteurs sont les suivants :

(17_171)T7

1
[vi) _%
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1
) =—(1,1,0)7,
v2) =5 (1,1,0)
|V3> :(0707 I)Tv
[va) =(1,0,0)",

1
|vs) :—2(0, 1,07 (5.1)

L’état quantique est :
1

T
L’état quantique est un qutrit qui est encodé en chemin et réalisé par un photon
unique. La superposition de I’état quantique vient du fait que le photon a une probabi-
lité d’utiliser chaque chemin. Les vecteurs de base du qutrit |0), |1) et |2) correspondent

alors aux différents chemins que le photon peut emprunter.

Afin de rendre la mesure des observables possible il faut pour chacune d’elle que le
résultat ‘1’ soit associé a I'un des chemins. Il faut alors que les chemins correspondent
un a un aux vecteurs propres de cette observable. Alors le chemin associé au résultat ‘1’
de l'observable sera associé au vecteur |vi). Pour cela on utilise une opération unitaire
U; telle que Ujlv;) = 10). Ces opérations unitaires sont réalisées en pratique par des

lames séparatrices.

Pour pouvoir mesurer la seconde observable sur le méme systeme que la premiere,
on ne mesure pas effectivement la présence du photon sur les différents chemins mais
on la mémorise dans le systéeme sur un degré de liberté indépendant : la polarisation
du photon. La polarisation d’un photon peut étre représentée dans la base {|H),|V)}
ou |H) est la polarisation horizontale et |V) la polarisation verticale. Lorsque que le
photon utilise le chemin associé au résultat 1 sa polarisation sera tournée en verticale
alors que sur les deux autres chemins sa polarisation reste horizontale. On peut ainsi
garder la trace du résultat malgré ’application de l'opération Ul-T qui doit restituer
I'état initiale |n).

Apres la seconde opération U; du contexte testé, on mesure la position et la polari-
sation du photon, qui nous fournissent les résultats correspondant aux deux observables

du contexte. L’ensemble du processus est résumé sur la figure 5.1.
On décrit maintenant I’evolution de I’état quantique étape par étape.

L’état |n) = \%(1, 1,1)T dans la base des chemins est d’abord préparé. En consi-
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P(1,1i, )

V) [v:) V) - "—é}—)P(().l i.7)

|Wina) |1 U; Ul __ U;

o | —DP(1.0li, )

L P(0,0)i. )

FIGURE 5.1 Synthese du processus montrant dans le cas du pentagone, la mesure des
projections d'un contexte. On peut voir que les trois chemins correspondent a la base
{]0),|1),|2)}. Apres préparation de I'état |Wini), on procede a la mesure P, ce qui donne
I'état |y1). Ensuite on procede a la seconde mesure en appliquant 'opérateur U; ce qui
donne I'état |yy). Enfin on procede a la mesure de la polarisation et de la détection
du photon sur chaque chemin. Afin de détecter la polarisation on utilise un polariseur
a séparation de faisceaux. Deux détecteurs sont nécessaires pour chaque chemin.

dérant la polarisation du photon on a I’état initial :

|Wini) = 1) © [H). (5.3)

Apres la premiere mesure (entre Ul.T et U; sur la figure 5.1) Iétat quantique est :

lw1) = oi|vi) @|V) + (o]v)) + i j

vij)) ©[H), (5-4)

olt les coefficients o, a; et @ ; sont des nombres complexes tels que |o|* + o> + | 04| =
1. Le vecteur |v; ;) correspond au vecteur unitaire orthogonal a la fois a |v;) et |v;),
formant avec ces deux derniers une base de 'espace de Hilbert du qutrit encodé sur le
chemin.

Avant les détecteurs (apres U; sur la figure 5.1) I'état quantique est :

lvr) = aj|0) ® |H) + aiUj|vi) @ |V) + 0 jUj | vi,j) © |H). (5.5)

Les opérations unitaires peuvent étre réalisées avec des lames séparatrices dont le
nombre varie pour chaque opérateur, les matrices des opérations unitaires sont décrites
par le produit des matrices de chacune des lames utilisée pour la composer.

En se basant sur la matrice de la lame séparatrice, on calcule les matrices corres-
pondant aux cing transformations unitaires pour cette experience sur un qutrit encodé

en chemin.
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1 Vi) U; Schéma
U, @)
| 1 | V2 —V2 V2 o Gl
1 A —1 7 2 1 —1 ) [——I
1 0 V3 V3 12) (0)
1 11 0 Us =
) { ) [0) r_l (0)
NG 1 NGl 1 -1 0 )
0 0 0 V2 2) 0
U-
0 0 01 ‘;; ©)
3 0 010 I 0)
1 I 00 12) (1)
Uy
1 1 00 0) (1)
4 O 0 1 0 |1 (0)
0 0 01 12) (0)
U-
5} (1
0 0 1 1 o B
50 51 5o 1 -1 | F o
1 V2 0 0 2)

TABLE 5.1 Ce tableau contient pour chaque sommet i, le vecteur |v;), la matrice U; et
un schéma du réseau de lames séparatrices nécéssaire. Il est indiqué en sortie quelle
est le résultat associé a chaque chemin.

En suivant cette procédure, les auteurs de P'article [69] obtiennent :

Bo.exp = 2.078 +0.038,

(5.6)

ce qui démontre une violation expérimentale de I'inégalité de KCBS sous la condition



88 Aspects Expérimentaux de la Contextualité et Limitations

du paradoxe.

5.1.2 Extension a un Qudit

Dans le cas de notre famille de graphes, pour laquelle un contexte peut comporter
plus de deux mesures, la polarisation ne suffit plus pour conserver les résultats des
premieres mesures. Nous proposons d’utiliser les propriétés temporelles du photon. Au
lieu d’utiliser une lame d’onde, on applique au photon un retard At; caractéristique de
la mesure effectuée. Chaque mesure du contexte (sauf la derniere effectuée qui utilise
uniquement le chemin) a son propre temps caractéristique afin de pouvoir reconnaitre
quel chemin le photon a emprunté.

L’état initial, |Wj,), est :

|Wini) = (1) ©0)s, (5.7)

ou |n) est le qudit sur lequel la mesure doit étre faite pour tester la contextualité et
|0); renseigne sur le retard du photon.

Ensuite, le photon passe au travers des différentes portes logiques réalisant les opé-
rateurs unitaires associés aux mesures du contexte C. Soit C I’ensemble qui compleéte
la base du qudit a partir des vecteurs |v;),Vi € C.

Avant la derniere mesure on obtient I’état |y) suivant :

)= Y alv)olan)+ Y ajlv) @1[0) +aglve) ®|0),, (5.8)
i€C,i#iy ject
ou l'indice iy correspond a la derniere mesure qui utilise seulement la position du

photon.

Enfin, le qudit avant les détecteurs est :

|Wf> Ole|O ®|0 Z o;U, |Vl ®|At t+ Z %% 'f|vj>®|0>t7 (5'9)
i€C,i#iy ject

ou Uj, est Uopérateur unitaire de la derniere mesure.

La figure 5.2 résume le procédé dans le cas N = 6 ou un contexte se compose de
trois mesures et le qudit est de dimension d = 4.

Ce procédé permet aussi de vérifier constamment la relation d’exclusivité entre les
mesures du contexte car si le retard obtenu lors d’'une mesure ne correspond pas a
un seul Af; mais & une combinaison de différents A¢; la condition d’exclusivité n’est

pas respectée. La condition de compatibilité peut aussi étre validée en vérifiant que la
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F1GURE 5.2 Circuit montrant I'expérience pour un contexte composé de trois mesures
qui correspondent aux cas N = 6. L’état initial est préparé dans I'état |yi,;). Le photon
va ensuite passer a travers deux blocs de mesures accumulant éventuellement un retard
relatif aux mesures. A la derniere mesure la position du photon est déterminée en
utilisant un détecteur sur chaque chemin.

distribution de probabilité sur les résultats des mesures du contexte est invariante par

I'ordre dans lequel les opérations unitaires sont appliquées.

5.2 La Non Contextualité Ontologique

5.2.1 Approche Ontologique de la Non Contextualite

Afin d’observer la contextualité lors d’une expérience, on a vu qu’il est nécessaire de
procéder a une méme mesure dans différents contextes afin de montrer que le contexte
d’une mesure influence son résultat. Pour valider cette observation il faut justifier
de la capacité a mesurer une méme observable dans différents contextes. On peut se
demander dans quelle mesure de légeres fluctuations des conditions expérimentales
pourraient invalider le test et pour quantifier ce probleme on introduit un parametre
€ prenant en compte les limitations expérimentales.

Dans le cas quantique, le résultat d’une projection P;, est obtenu en mesurant en
réalité¢ P;c donnant le résultat X;c correspondant a chaque contexte. Dans 'article
[88], l'auteur introduit un modele quantique a précision € :

— Pour tout contexte C : Y} ;cc <Xijc ><1.

— Pour toute mesure d'un contexte C et associée au sommet i € V : ||P,— P c|| <&,

ol ||P;— Pic|| est la norme de la distance définie par :
||A — B|| = max|Tr(p(A—B))|. (5.10)

ot A et B sont des opérateurs et p est la matrice densité du systeme considéré.

En d’autres termes, ce modele garantit que la distance entre la projection théorique
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et les projections réalisées expérimentalement n’est pas supérieure a la valeur €, ce qui
donne un sens a l'utilisation de résultats de la méme mesure obtenus dans différents
contextes.

Dans le cas classique, on peut définir la fiabilité ontologique a € pres de la non
contextualité de la maniere suivante :

— Pour tout contexte C : } ;e < Xic >< 1.

— Pour toute mesure d'un contexte C et C’ associée au sommet i € V : Pr{X;c #

Xic} <€

C’est a dire que la probabilité que le résultat d’une mesure soit différent dans deux
contextes différents doit étre inférieure a une valeur €.

En utilisant ces deux approches dans une inégalité de contextualité de la forme
B =Y;<X;><Becl, 'inégalité devient :

Z<X,->§ Bcl+82(k,~—l), (5.11)

ou k; est le nombre de contextes dans lesquel le résultat associé au sommet i apparait.

Dans le cas quantique oli, Bp = }; < X; >, on obtient :

ﬁQ - ﬁcl
SZZi(ki—l)' (5.12)
Les résultats de mesure qui violent cette inégalité ne peuvent pas étre décrits par
un modele ontologique non contextuel fiable a € pres. L’auteur de 'article [88] montre
qu’en introduisant un degré d’approximation dans les modeles de mesures des inégalités
de contextualité, il est possible de tester la nature ontologique de la non contextualité

da facgon fiable a € pres.

5.2.2 Extension de I'Inégalité de KCBS

Dans le cas de notre famille de graphes, I'inégalité 5.12 dépend de la parité du
nombre de sommets, N.

— Dans le cas ou le nombre de sommets est impair, la liste des contextes est :

— C={ieV},
— G ={ie {1}UVy—{2}},
— C3={i e Vp},

— Gy ={ie {1}uVvs—{N}},
— Cs={ie {2} U{N}}.

On peut vérifier que chacun des sommets intervient dans deux contextes. Par
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exemple i = 1 dans les contextes C et Cy; i =2 est dans les contextes Cy et Cs ;
i =N est dans les contextes C3 et Cs. Les sommets i € {V4 —2} sont dans les
contextes C| et C; et les sommets i € {Vp—{N}} sont dans les contextes Cz et
C4. On a k; =2 pour tout i € V.

L’équation 5.12 devient :

€ (5.13)

> —,

ON

ou le facteur 1/9 est la différence entre la violation quantique de I'extension de

KCBS et la limite classique, pour ’état quantique et le choix de mesures décrits
dans le Chapitre 4.

— Le cas ou N est pair est similaire sauf que le sommet central pour i = %’—i—l est

connecté a tous les sommets du graphe. On a alors pour le nombre d’occurence

du résultat associé au sommet i :

N
Ssii=—+1,
ki = 2 (5.14)
2 sinon.
L’équation 5.12 devient alors :
e> ! (5.15)
“9(N+3) '

Pour nos graphes, les résultats ne peuvent pas étre décrits par un modele ontolo-
gique non contextuel fiable a € pres si 'imprécision des mesures est € < % (pour N
impair) et € < ﬁ (pour N pair). On voit que € varie comme 1/N, il est dont plus

difficile d’obtenir une violation quand N augmente.

5.3 Approche Expérimentale de 1I’Observation de

la Non-Contextualité

5.3.1 Pentagone et Inégalité de KCBS

Dans la section 5.1.1, nous avons vu l’exemple d’une observation expérimentale
[69] de la contextualité qui utilise I'inégalité KCBS [57] et un paradoxe prouvant la
contextualité [27].

L’idée de 'article [88] présenté dans la section 5.2 permet de tester la non-contextualité

ontologique pour palier I'impossibilité de mesurer avec certitude la méme observable
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dans des contextes différents.

Afin de relier cette approche a l'expérience réalisée dans [69] nous prenons comme
hypotheése que I'impossibilité de réaliser la méme mesure dans différents contextes
provient d’une dispersion sur la valeur de la réflexivité de transmission des lames
séparatrices utilisées. Par souci de simplicité nous considérons que 'erreur typique de
chaque lame séparatrice est la méme, notée 6. Pour la méme raison nous négligeons
les erreurs de phase sur les coefficient de réflexion et transmission.

La matrice d’une lame 50 : 50 s’écrit alors :

(5.16)

1 <\/1+26 VI=23 )
S — 5

T2 \WV1-28 1126

Dans le cas du pentagone les 5 opérateurs unitaires donnés a la section 5.1.1 de-

viennent :

| VI+H3(=1)98 /2-3(-1)¢5 0 V2 0 0
UI:% V2-3(=1)98 /14+3(-1)%6 0 | .| 0 —/1+28 V1-28],
0 0 V3 0 V1-28 V1426
| V1428 V/1-28 0
U=—|V1-28 —V/1+25 0 |,
V2 0 0 V2
001
Us=101 0,
100
1 00
U=|01 0],
00 1
(0 V1428 V1-26

U=—| 0 V1-26 —V1+28]|, (5.17)
V2 V2 0 0

ou ¢ ={0,1}, ce qui permet, lorsque plusieurs lames séparatrices sont impliquées de
considérer les cas ou les coefficients de transmission et réflexion varient dans le méme
sens ou d’un sens opposé. Comme on l’a vu dans la section 5.1, 'opérateur unitaire
U, est obtenu a partir du produit des matrices des lames séparatrices nécessaires.

L’idée développée dans l'article [88] est que pour tester la non-contextualité dite
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ontologique, la violation de I’équation 5.12 est requise. Dans le cas du pentagone, la
condition nécéssaire est € < % ou € est une borne supérieure de la distance entre la
projection P; = |v;)(v;| associé au sommet i et chacune des projections mesurée dans

chaque contexte P, 5 = |v; 5)(v; 5| avec U; 5v; 5 = |0), c’est a dire :

1P =P sl <e. (5.18)

Soit M; s = Pi— P, 5. Comme P, et P, s sont des projections et que la transposée est
une application linéaire, alors M; s est symétrique et donc diagonalisable. Soit D; 5 la
matrice M; s exprimée dans la base de ses vecteurs propres et E-ﬁ la matrice de passage
telle que :

M5 =P, sD;sP5 (5.19)

La norme de la matrice M; 5 est alors :

||M; 5|| =max|Tr(pP, 5D, s)| (5.20)
||M; 5|| =max|Ai(5)], (5.21)

ot les 4;(0) sont les valeurs propres de M; 5.

Afin de réfuter la possibilité de décrire ces résultats par un modele ontologique non
contextuel dans le cas de l'inégalité de KCBS il faut vérifier 4;(8) < 75 pour chacune

des mesures.
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/ — €(0)
A2(0)
0.020 \ — /\l,qs 1(5)
— A1,6=0(9)

0.015

0.010

0.005

0.000

-0.03 -0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02 0.03

F1GURE 5.3 Distance entre I'opérateur théorique et 'opérateur expérimental en fonc-
tion de 8, avec la limite € = % représenté par une droite. La ligne horizontale représente

la limite %. Les autres courbes correspondent aux valeurs propres les plus grandes des
différents opérateurs unitaires U; (représentée par deux courbes 4y 4_(0,1}) et Uz (qui
représente aussi Us car les lames séparatrices sont les mémes), qui sont fonctions de
0. La zone grisé représente les valeurs de 6 qui amenent a une violation.

Dans la figure 5.3 sont représentées les différentes courbes des max|2;(9)| afin de les
comparer avec la valeur de € représentée par la ligne horizontale. Les réseaux optiques
pour Uz et Uy n'ont pas de lame séparatrice, ¢’est pourquoi elles ne sont pas affichées
sur la figure. Afin de violer I’équation 5.12 et ainsi réfuter une description ontologique
non contextuelle fiable a € pres il faut que toutes les courbes soient en dessous de cette
ligne horizontale. La valeur maximale de & pour avoir une violation est alors la plus
grande de 8 pour laquelle toutes les courbes sont en dessous de la ligne horizontale.
Ainsi on obtient la valeur &, = +0.0164974. Cela correspond a une erreur de 1.6% sur

les coefficients de transmission et de réflexion des lames séparatrices.

5.3.2 Le cas du graphe a 6 sommets
Pour comprendre l'utilisation de cette méthode nous proposons d’étudier le cas

particulier du graphe N = 6.

Experimentation Proposée Dans le cas du graphe a 6 sommets des cing contextes

suivants :
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— C)={i€{2,3,4}},
— G ={ie{l,3,4}},
— G3={ie{4,5,6}},
— Gy ={ie{1,4,5}},
— Cs={ie{2,4,6}}.

Afin d’obtenir les opérations unitaires {U;} tel que U;|v;) = |0), on applique la tech-
nique suivante. La premiere étape est de compter le nombre de composantes non nulles
de chaque |v;). On construit les circuits des U; a I'aide de réseaux de lames sépara-
trices. Chaque lame séparatrice ajoutée permet en ajustant les coefficients de réflexion
et transmission, d’annuler une composante non voulue de U;|v;) jusqu’a obtenir une
seule composante sur le chemin voulu. Le nombre de lames séparatrices nécessaire
correspond au nombre de composante a annuler moins un. Par exemple pour |v;) il
faut trois lames séparatrices, aucune pour |v;), deux pour |v3) et une pour |v4). Les

opérateurs unitaires pour N = 6 sont :

— Pour le vecteur \v1>:%( V2,1,1,—/2)T.

1 —v2 0 0 2 0 0 0 V3 0 0
Ui—ﬂlooloq\@olo\@o
Va0 1 v3 ol 2lov3 1 o]l 310 o -1

0 0 0 V3 0 0 0 2 0 0 V2

23 V6 V6 —2V/3

1] -2v6 3 3 6
v =1 V6 —V/3 —V/3 V6 (5.2)
6 o 33 —vV3 V6
0 0 2vV6 23
— Pour le vecteur |vp) = (I,O,O,O)T.
1 000
0100
U, = 5.23
“loo1 o0 (5:23)
0001

— Pour le vecteur [v3) = 5(0,1,1,v2)T.



96 Aspects Expérimentaux de la Contextualité et Limitations

0 0 0 V2 1 1 0 0 0 1 1 V2
g Lo 1t 1o 1|1 -1 0 of 1fo -1 -1 V2
T V2lo1 21 0] V2lo 0 v2 o 2lo v2 —v2 0
V20 0 0 0 0 0 V2 2 0 0 0
(5.24)
— Pour le vecteur |v4) = LZ(O, —1,1,0)T.
0 -1 1 0
11o 1 1 0
Uy = — 5.25
T 21v2 0 0 0 (5:25)
0 0 0 V2
— Pour le vecteur |vs) = $(v/2,1,1,0)T.
1 1 0 0 V2 0 0 0 V2 1 =1 0
g L|-t 1.0 o 1jo 1 o0of 1[-v2 1 1 0
210 0ov2 ol v2lo 1 =1 o] 2l 0 v2 —v2 0
0 0 0 V2 0 0 0 V2 0O 0 0 2
(5.26)
— Pour le vecteur |vs) = (0,0,0,1)7.
0001
0100
Us = 5.27
*“lo o1 0 (5:27)
1 000

Implémentation de I’'Imprécision de Mesure Dans la section 5.3.1, nous relions
I’approche ontologique de la non-contextualité aux limitations expérimentales dans
le cas du pentagone avec l'inégalité de KCBS. Nous appliquons cette méthode au
cas N = 6 de notre famille de graphes. Nous reprenons les opérations unitaires U; en

incluant 6. On obtient alors :
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—/14+3(=1)25 —/2-3(-1)"5 0 0
1| —/2-3(-1)%28 1+3(-1)26 0 0
U =—
3 0 1 V3 0
0 0 0 V3
1 0 0 0 V3 0 0 0
1[0 —/1+4(-1)"5 /3-4(-1)%5 0| 1| 0 3 0 0
210 3o4(—1)%5 J1+4(—1D%s o] 3|0 0 —VI+35 V2+35]|’
0 0 0 1 0 0 V2+38 V1+36
1000
0100
U, = ;
0010
(0 00 1
0 0 0 V2
U31(0 VI+H2(-1)%8 /1-2(-1)95 0
21 o 1—2—1)¢5 —/14+2(=1)98 0
0
V1+26 \/1—26 0 0
1 |V1-28 —V/14+25 0 0
V2 0 0 v2 o |’
0 0 V2
0 —\/1+26 VI=28 0
U4=i 0 V1-28 V1+25 0
V2 [ V2 0 0 0|’
0 0 0 V2
VI+H2(=1)%8 J/1-2(=1)%5 0 0
U_L—\/l— ¢5\/12(1500
T2 0 0 V2 0
0 0 0 V2
V2 0 0 0
1|0 Vvi+28 V1-28 0
V2l o vi—2s —vi+2s o |’

0 0 0 V2
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(5.28)

- o O O
oS = O O

|
0
0
0

oS o = O

ou ¢ , @ et ¢ sont égaux soit a 0 ou a 1.
Afin de tester la non-contextualité ontologique avec l'extension de l'inégalité de

KCBS il faut que la distance entre la projection P; associée au sommet i et chacune

des projections mesurée dans chaque contexte P, 5 soit inférieure a ﬁ = gil.

\ 0.015 /\1(5>/ )\7::{3,5} (5)

\ N / €(0)

0.005

-0.010 -0.005 0.005 0.010

FIGURE 5.4 Superposition des courbes des différentes distances entre les résultats d’une
mesures dans un contexte en fonction de 0 avec la limite de violation € = % représentée
par une ligne horizontale pour le cas N = 6. Les autres courbes correspondent aux
valeurs propres les plus grandes des différentes opérations unitaires U; (pour toutes
les combinaisons de ¢ et ¢), Uz (avec Us) et Us qui sont fonctions de d.

Dans la figure 5.4, les différentes courbes représentent les valeurs maximales de
Ai(0) de chacune des mesures associée aux sommets du graphe. Les réseaux optiques
pour U, et Ug n’ont pas de lame séparatrice, c¢’est pourquoi elles ne sont pas affichées
sur la figure. La courbe horizontale est le seuil a partir duquel il n’y a plus de violation
observable. La limite est la valeur de 6 maximum pour laquelle toutes les courbes sont
en dessous de la ligne horizontale a € = %. Ainsi on obtient la valeur &, = 0.0077.
Cela correspond a une erreur de 0.8% sur les coeflicients de réflexion et transmission de
chaque lame séparatrice. Ce résultat est plus petit que la limite obtenue pour pentagone
mais 1’observation de la contextualité ontologique reste tout de méme possible dans

ces conditions.
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Il semblerait que la contextualité ontologique soit de plus en plus difficile a ob-
server quand N augmente. On peut comprendre cela par le fait que les plus grandes
dimensions nécessitent plus de composants entrainant une plus grande accumulation

d’erreur.

5.4 Effet de la Décohérence sur ’Extension de 1’In-

égalité de KCBS

Dans cette section nous considérons que la limitation expérimentale se répercute
au travers de 1’état quantique par la décohérence. La méthode que nous appliquons
ici correspond a la méthode utilisée dans la section 3.1. Pour décrire la décohérence
d’un qudit nous modélisons le systeme de dimension d de trois manieres différentes
qui amenent a des interactions différentes avec I’environnement.

— Etat unique. Nous appliquons comme modeles d’amortissements ceux décrits
dans I’équation 2.57 pour 'amortissement d’amplitude et a I’équation 2.64 pour
I’amortissement de phase. Dans ce modele les opérateurs de Kraus agissent sur
la globalité du systeme.

— Etat composé de qubits. L’utilisation de qubits impose une restriction sur la
dimension possible du qudit. En effet, la dimension totale du systéeme global est
donnée par le produit des dimensions des sous systemes. Etant donné qu’il n’y
a que des qubits, la dimension du qudit d doit étre de la forme d = 2", ou n est
le nombre de qubits utilisé pour réaliser le qudit. Les opérateurs agissent sur
chacun des sous systemes séparément, en suivant le modele de ’équation 2.53.

— Etat composé d’un état symétrique. Le qudit est réalisé par un état symétrique
de qubits. La dimension du sous espace symétrique est égale a la dimension du
qudit. Elle est donnée par le nombre d’états de Dicke, c’est a dire n+ 1 pour
n qubits, alors que la dimension de 'espace des états a n qubits est 2. C’est
dans l'espace donné par le produit tensoriel de chaque espace des qubits que
les opérateurs de Kraus s’appliquent. Le calcul de I’éventuelle violation se fait
ensuite dans la base des états de Dicke.

La figure 5.5 nous montre ’évolution du seuil de facteur de bruit en fonction du
nombre de sommets dans notre famille de graphe. Les seuils de facteur de bruit suivent
tous la méme tendance, ils diminuent quand le nombre de sommets du graphe aug-
mente. Dans les deux modeles de décohérence, 1'utilisation de qubits semble étre plus
tolérante au bruit. Dans le cas des qubits et des états symétriques, I’amortissement en

phase semble avoir un effet moindre, alors que c¢’est I’amortissement d’amplitude dans
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FIGURE 5.5 Seuil de facteur de bruit pour 'amortissement d’amplitude et de phase,

pour les trois types de systemes considérés, pour le test de contextualité basé sur
I'inégalité de KCBS.

le cas du qudit. Il est difficile de comparer les différents systemes. Pour illustrer le fait
que les modeles de décohérence n’agissent pas de la méme maniere sur les états quan-
tique considérons I'exemple suivant : pour un qudit de dimension d =4, on a le choix
d’encoder I'information dans le nombre de photons avec base {|0),|1),|2),|3)} corres-
pondant aux états de zéro a trois photons. En utilisant deux qubits on peut prendre
la base {]|00),(01),[10),|11)} et faire correspondre un & un ces vecteurs avec ceux de
la base précédente. On peut remarquer qu’il y a une différence évidente au niveau
du nombre de photons. Ensuite, si I'on applique I"amortissement d’amplitude avec la
perte d’un photon, sur le troisieme vecteur de la base, par exemple, dans le premier
cas le vecteur |2) donne |1), ce qui correspond au vecteur |01). Mais si on applique la
perte d’un photon au troisieme vecteur de la base dans le second cas, c¢’est a dire |10},
alors on obtient |00), qui correspond au vecteur |0). Cette différente se répercute sur

la mesure d’une état et donc a une forte influence sur la possible violation.

Dans le cas de I'amortissement d’amplitude, le meilleur cas pour N = 6 correspond
au modele de qubits, donnant un seuil en efficacité de détection a 89%, alors que pour
le qudit le seuil de l'efficacité de détection est a 92% et pour les états symétriques a
97%. Les seuils de facteur de bruit diminuent ensuite lorsque que le nombre de qubits

augmente, rendant ainsi l'observation de la violation plus difficile.
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5.5 Résumé du Chapitre

Ce chapitre se penche sur les enjeux expérimentaux de I'observation de la contex-
tualité. Dans un premier temps nous montrons comment notre méthode pour tester
la contextualité peut étre expérimentalement vérifiée. Puis, nous présentons deux ap-
proches des limitations de 'observation expérimentale de la contextualité, qui s’ac-
cordent pour dire qu’il est plus difficile d’obtenir une observation de la contextualité
avec I’augmentation de la dimension.

— La premiere approche est basée sur 'approche ontologique de la non-contextualité
présentée par Andreas Winter dans 'article [88], pour faire le lien entre sa théo-
rie et le cas pratique présenté dans [69], en reliant les imperfections des lames
séparatrices a la différence entre les mesures successives de la méme observable
dans des contextes différents. De plus nous avons appliqué cette analyse a une
idée d’expérience inspirée de [69] pour notre famille de graphes et I'extension
de KCBS.

— La seconde approche utilise la décohérence au travers des opérateurs de Kraus
pour modéliser I'interaction du systeme avec son environnement. Nous avons dé-
terminé les tolérances au bruit sur 'observation de la contextualité avec I'exten-
sion de l'inégalité de KCBS. Un qudit peut étre réalisé de différentes manieres
ce qui influence sa tolérance au bruit. Nous avons vu comment la tolérance
au bruit ne dépend pas seulement de la dimension du qudit mais aussi de la
facon dont il est réalisé physiquement. Nous avons vu que la tolérance au bruit
devient plus faible pour les graphes qui nécessitent des qudits de plus hautes

dimensions.






Chapitre 6

Conclusion et Problemes Ouverts

Ce chapitre est découpé en deux parties. Tout d’abord nous parlons des avancées
scientifiques apportées par cette these puis nous abordons les problemes encore ouverts

et les directions de recherche & venir.

6.1 Résumé des Résultats

Dans cette these nous nous intéressons aux conditions réalistes de I'observation de
la non-localité et de la contextualité pour les systemes quantiques a haute dimension.
Les résultats obtenus peuvent étre séparés en deux grandes thématiques :

— Les effets de la décohérence et les limitations des appareils de mesures sur

I’observation de la contextualité et la non-localité.

— Le développement de tests de contextualité pour toute dimension de qudit supé-

rieure a deux et la proposition d’'une méthode d’implémentation expérimentale.

Pour le premier point, dans le Chapitre 3 et une partie du Chapitre 5, nous étudions
la tolérance a la décohérence de 1’observation de la non-localité ou de la contextualité.
Parmi les états symétriques étudiés, la majorité des états ont des seuils de fidélité
moins élevées pour I'amortissement de phase. Par ailleurs dans le cas de 1'état Wy,
nous montrons que le choix de la stratégie de mesure qui offre la meilleure tolérance
au bruit dépend du type de décohérence. En effet, avec de 'amortissement d’amplitude
il est plus judicieux de choisir la stratégie de mesure offrant la meilleure violation alors
que pour 'amortissement de phase on peut trouver un meilleur choix mais la viola-
tion sera plus faible. Nous analysons la tolérance des états W avec deux inégalités de
Bell différentes et nous observons des différences de comportements a ’augmentation
du nombre de qubits drastique pour ’amortissement de phase, mais identique pour

I’amortissement d’amplitude. De plus, en considérant une précision de mesure finie,
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nous montrons que pour I’état Wy que le un seuil de facteur de bruit en phase de 0.996
se retrouve réduit a 0.83 soit une diminution de 17% ; le seuil de facteur de bruit en
amplitude passe de 0.194 a 0.186 soit une diminution de 4% environ. Dans le cas pra-
tique du chapitre 3 o nous traitons du test de dégénérescence des états du Dicke, les
résultats ne sont malheureusement pas réalisable avec les technologies d’aujourd’hui.
Les niveaux de violation sont trop faibles ce qui se répercute sur les tolérances de
bruits; il est alors préférable dans ce type de situation de chercher d’autres inégalités.
Enfin avec la contextualité nous montrons I'influence de trois types d’encodage d’un
qudit par rapport a la tolérance a la décohérence. En prenant le qudit composé de
qubits on obtient les meilleures performances mais en contrepartie la dimension du
qudits doit étre une puissance de deux. Pour la comparaisons entre un systeme unique
et un qudit composé d'un état symétrique la situation est plus ambigu et dépend
du type de bruit. En effet, avec un amortissement de phase un état symétrique est
plus judicieux, mais avec un amortissement d’amplitude il faut choisir un un systeme
unique. De plus, nous proposons une autre méthode qui permet une interpretation de
la non-contextualité ontologique en terme des défauts expérimentaux que nous utili-
sons dans le cas du pentagone et d’un graphe de notre famille. Nous donnons 'erreur
maximum permise sur les lames séparatrices de 1’experience que nous proposons. Le
cas du graphe a six sommets est plus restrictif que le pentagone ce qui suggere qu’avec
la méthode expérimentale que nous proposons il est de plus en plus difficile de tester
la non-contextualité ontologique. Les niveaux de précisions des lames séparatrices qui
sont nécessaires pour le pentagone ou pour le graphe a six sommets de notre famille
sont acceptables. Si la tolérance diminue quand on augmente le nombre de sommet du

graphe on arrivera alors a un niveau inférieur aux imprécisions actuelles.

Pour le second point, contenu principalement du Chapitre 4 et du Chapitre 5. En
se basant sur une représentation graphique des relations de compatibilité et d’exclu-
sivité entre les mesures, nous développons un test de contextualité pour toutes les
dimensions de qudit supérieur a trois. Nous définissons une famille de graphes qui gé-
néralise le pentagone et pour laquelle nous donnons de maniere explicite les stratégie
de mesures et les états quantiques qui permettent d’observer la contextualité. Dans ce
cas, la violation reste constante quand on augmente la dimension mais ces valeurs sont
donc a prendre comme des bornes inférieures. Nous montrons que la représentation de
Majorana, utilisé pour les états symétriques, permet aussi de visualiser les relations de
compatibilité et d’exclusivité en terme de symétries entre les mesures et 1’état quan-

tique. Enfin nous proposons une méthode qui permet d’utiliser les tests développés
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avec notre famille de graphes, les états quantiques et les stratégies de mesures fournis

de maniere expérimentale.

6.2 Problémes Ouverts et Futures Directions.

Augmenter les seuils de tolérance aux modeles de bruit. Dans notre étude
dans le Chapitre 3 nous considérons que tous les sous-systemes quantiques sont mesurés
selon la méme stratégie de mesure. En considérant des mesures différentes pour chaque
sous-systeme il serait éventuellement possible d’obtenir d’une part des violations plus
élevées mais aussi des seuils de tolérance a la décohérence plus élevés. Les résultats
obtenus dans le Chapitre 3 sont des bornes inférieures et permettent de donner un
premier apercu des possibilités. En ayant des meilleurs niveaux de tolérances on pourra
accéder pour certains états a des niveaux de violation plus élevés en sélectionnant une

stratégie de mesure adaptée au seuil de tolérance.

Analyse des comportements différents face a la décohérence entre diffé-
rentes inégalités. Dans la section 3.4, nous avons vu au travers de 'exemple des
états W et deux inégalités de Bell on peut obtenir des comportements différents par
rapport au types de bruit considéré. Une investigation plus en détails entre ces deux
inégalités ouvrirait des perspectives permettant de construire des inégalités de Bell
en fonction des besoins d’une expérience pour optimiser le seuil de tolérance de bruit

pour un état et un modele de bruit donné.

Extension de KCBS sur notre famille de graphes pour tester la dimension
d’un systeme quantique. Dés lors que 'on utilise une représentation graphique
pour représenter les relations de compatibilité et d’exclusivité, on sait que la dimension
du qudit doit étre au moins égale a la connectivité du sous-graphe complet le plus
grand. Cette limitation apparente sur la dimension du qudit peut servir de test sur
la dimension d’un état quantique. Cela donne une relation entre la contextualité d’un

état et sa dimension qui est un caractere intrinseque de celui-ci.

Augmentation du niveau de violation pour ’extension de KCBS avec notre
famille de graphes. Avec les mesures et les états quantiques que nous présentons
pour observer la contextualité nous obtenons le méme résultat que celui obtenu pour
le pentagone dans les conditions du paradoxe. En effet, la violation de I’extension de

KCBS est la méme que celle obtenue pour le pentagone sous les conditions du paradoxe
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pour tous les graphes de notre famille. On peut seulement considérer que nos résultats
sont des bornes inférieures et que les preuves de contextualité avec notre famille de
graphes peuvent au moins obtenir le maximum réalisable dans le cas du pentagone. On
peut essayer aussi de s’intéresser aux violations en dehors des conditions du paradoxe.
Le plus intéressant que l'on peut espérer est d’obtenir un gap de plus en plus grand
entre la limite non-contextuelle et le quantique quand le nombre de sommets du graphe

augmente.

Observation expérimentale de la contextualité avec notre famille de graphes.
Nous proposons une méthode pour observer expérimentalement la contextualité avec
notre famille de graphe. Les sensibilités expérimentales requises que nous donnons
permettent de réaliser cette expérience avec la technologie actuelle. Cette méthode

permet d’observer a la contextualité de qudits a dimension élevée.
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