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Résumé

Suite à la mise en place de politiques publiques favorisant les énergies renouve-
lables, la construction de fermes éoliennes offshore est en plein essor aux quatre coins
du monde. Or, la technique de l’éolienne offshore posée, qui est actuellement la seule
utilisée, n’est pas viable économiquement dans des eaux trop profondes. Ceci repré-
sente un sérieux frein au développement de l’énergie éolienne. Pour cette raison, la
communauté scientifique s’intéresse depuis plusieurs années aux éoliennes sur plates-
formes flottantes. En eau profonde, cette technologie est intéressante. Mais le fait que
l’éolienne ne soit pas encastrée au fond de la mer augmente très significativement les
sollicitations mécaniques induites par les vagues.

Pour réduire ces sollicitations qui ont de nombreux effets néfastes, différentes ap-
proches sont possibles. Essayer de compenser les oscillations « avant-arrière » du mât
de l’éolienne en pilotant la force de poussée exercée au niveau du rotor (en contrôlant
l’angle des pales au cours de la rotation) a déjà été écarté dans la littérature. Nous
nous sommes concentrés sur l’ajout d’un dispositif de stabilisation interne à la plate-
forme, de type Tuned Liquid Column Damper (un tube en U contenant un liquide,
TLCD, encore appelé tube anti-roulis), utilisé dans d’autres contextes. Le dispositif
que nous proposons est un dispositif actif où les paramètres du TLCD sont ajustés
en temps réel, au cours du mouvement induit par les vagues. La mise à jour des pa-
ramètres suit une stratégie reposant sur une analyse des interactions entre le TLCD
et la plate-forme (appelée ici barge ou flotteur) sur laquelle est installée l’éolienne.
Nous avons modélisé le mouvement du flotteur seul et son couplage avec le TLCD
dans le plan grâce à une approche Lagrangienne. Nous avons étudié les effets des
interactions du TLCD avec le flotteur dans le cas où le coefficient de perte de charge
dans le tube était constant. Les limites de cette approche ont été détaillées en utili-
sant les résultats classiques de la littérature sur les oscillateurs mécaniques couplés.
Nous nous sommes ensuite concentrés sur une approche active consistant à modifier
les caractéristiques du système en temps réel 1. Nous avons proposé des stratégies de

1. Une autre stratégie consistant à appliquer une force sur le liquide du tube, par exemple par
l’intermédiaire d’une pompe, nécessiterait de mettre en jeu des énergies énormes puisque la masse
du fluide du TLCD est de l’ordre de la centaine de tonnes.
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mise à jour des caractéristiques du TLCD de type Linear Quadratic Regulator et
de type Model Predictive Control agissant sur le coefficient de perte de charge. Ces
approches permettent de limiter les oscillations du flotteur. Dans un deuxième temps,
les simulations nous ont ensuite permis d’écarter la commande MPC dont le rapport
performance / complexité n’est pas favorable par rapport à la commande LQR dans
ce cas précis.

Une étude plus générale du système, en trois dimensions, nous a permis de vérifier
que le TLCD classique dans sa version passive ou dans la version active que nous
proposions n’est pas du tout robuste à l’incidence de la houle. Nous avons donc
imaginé et modélisé des dispositifs inspirés du TLCD mais permettant d’amortir
les oscillations de la houle de manière efficace, indépendamment de l’incidence de
la houle. Nous avons nommé ces dispositifs TLMCD, pour Tuned Liquid Multiple
Columns Damper.

Les dispositif que nous proposons sont des systèmes TLMCD actifs. Ils sont conçus
d’après les modélisations 3D que nous avons développées et une étude des coûts.
Pour ces dispositifs tri-dimensionnels, nous avons aussi détaillé les spécificités de la
synthèse des stratégies LQR pour amortir les oscillations du flotteur indépendamment
de l’incidence de la houle.

La performance de ces solutions d’amortissement a finalement été évaluée par si-
mulation pour un large éventail de conditions de houle, couvrant les spécifications
d’un “cahier des charges” que nous présentons. On observe une réduction des oscil-
lations en roulis de la barge qui peut atteindre un facteur 4 par rapport à l’éolienne
flottante sans TLCD. Ces résultats nous montrent que le dispositif TLMCD que nous
proposons est un dispositif intéressant pour amortir de manière significative, robuste
et économiquement abordable notre système.
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Abstract

Thanks to the recent policies of subsidizing renewable energies, constructions of
offshore wind farms are booming all over the world. Yet, fixed-bottom wind turbine
technology, the only one currently deployed, are too costly for deep waters. This
hinders the development of wind power. This is why the scientific community has an
interest in floating wind turbines (FWT). The cost of these wind turbines does not
depend much on water depth. But since the wind turbine is not fixed into the seabed,
the mechanical stress caused by the waves significantly raises.

To reduce these detrimental loads, different approaches can be used. The literature
already discarded the control of the wind thrust applied on the rotor to compensate
the ”fore-aft”oscillations of the tower. We focused on stabilizing floating wind turbine
by means of an attached damping system placed inside the float, it is a Tuned Liquid
Column Damper (a U-tube containing a liquid, TLCD, also known as anti-roll tank),
used in other areas. The damper we propose is an active system where TLCD para-
meters are continuously modified. Parameters are updated according to a strategy
defined thanks to an analysis of the interactions between TLCD and the float (referred
to as barge) supporting the wind turbine. We modelled the coupled dynamics of the
barge and the TLCD in the vertical plan using a Lagrangian approach. We studied the
motions of the damped system for a constant head-loss coefficient in the TLCD. The
limits of this approach were detailed thanks to the classic results in double oscillators
literature. Then, we focused on an active approach involving a time varying of the
head-loss coefficient. We proposed Linear Quadratic Regulator and Model Predictive
Control strategies to determine the head-loss coefficient. At a later stage, simulations
enabled us to discard the MPC strategy as its complexity/performance ratio is rather
bad compared to the LQR strategy in this particular case.

A more general study of the system, in three dimensions, showed us that the
TLCD is not robust against wave incidence. Therefore, we imagined and modelled
new dampers inspired by the TLCD, which can damp the float effectively, regardless
of the wave incidence. We named those dampers Tuned Liquid Multiple Column
Damper (TLMCD).

The dampers we propose are active TLMCD. Their designs are based on their
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dynamic properties and a cost study. We also detailed the specificities of LQR design
to ensure the best possible robustness against wave incidence.

The performance of the proposed TLMCD dampers was assessed through numer-
ical simulations for a wide range of sea conditions. We observe that barge roll can
be reduced by a factor of four compared to the undamped FWT. These results show
us that the TLMCD we propose is interesting to damp significantly, robustly and
economically our FWT.
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3.1.3 Éolien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.2 Choix : le TLCD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.3 Bibliographie spécifique au TLCD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.3.1 Amortissement des éoliennes offshores posées . . . . . . . . . . 31
3.3.2 Amortissement des plates-formes flottantes . . . . . . . . . . . 31
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Chapitre 1

Introduction

Face au réchauffement climatique et à la raréfaction des ressources fossiles, la
majorité des grandes puissances mondiales ont décidé d’introduire une part croissante
d’énergies renouvelables dans leur politique énergétique. Il en résulte que l’énergie
éolienne figure parmi les deux sources d’énergie connaissant la plus forte progression en
termes de puissance installée annuellement (National Renewable Energy Laboratory,
2012).

Cependant, la réticence des riverains face aux nuisances visuelles provoquées par
ces éoliennes ainsi que le vent de meilleure qualité disponible au large conduit nombre
de pays à construire des fermes d’éoliennes loin des côtes, “offshore”. En Europe,
l’éolien offshore devrait atteindre 23.5 GW de puissance installée d’ici 2020, soit le
triple de la capacité installée en 2015 (Ernst & Young, 2015). Cet intérêt porté aux
installations offshore s’explique par la plus grande force et la plus grande régularité
du vent en mer (au large), qui permettent un rendement théorique total supérieur,
et, possiblement, un meilleur retour sur investissement. L’éolien offshore posé, c.-à-d.
encastré dans le fond marin, représente la quasi-totalité des parcs éoliens offshore
en projet actuellement. Dans ce contexte, le principal problème rencontré par des
pays comme les États Unis, le Japon ou l’Espagne, dont les eaux territoriales sont
profondes, est le fait que l’éolien offshore posé n’est pas économiquement viable dans
des eaux dont la profondeur dépasse 60 m (Musial et al., 2006), en raison du coût et
de la complexité des moyens de génie civil nécessaires.

C’est majoritairement pour cette raison que la communauté scientifique ainsi que
les industriels s’intéressent particulièrement aux éoliennes flottantes (FWT pour float-
ing wind turbine), c.-à-d. fixées sur des flotteurs. Cette technologie présente un coût
de construction et de mise en œuvre sensiblement identique, quelle que soit la pro-
fondeur de l’eau. Du point de vue du génie civil, les FWT sont moins sensibles aux
conditions géotechniques 1 du fond marin que les éoliennes posées. De plus, leur main-

1. la géotechnique est l’étude des propriétés des sols et des roches en fonction des projets de
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tenance est simplifiée car on peut aisément ramener une FWT au port. Cependant,
cette technologie a pour inconvénient une plus grande sensibilité aux perturbations
induites par les vagues. Ces perturbations augmentent les mouvements du flotteur et,
in fine les sollicitations mécaniques sur plusieurs de ses éléments (Jonkman, 2007),
notamment le mât, réduisant leur durabilité. On pourrait atténuer cette sensibilité
à la houle en augmentant la taille et le poids du flotteur. Cependant, cette solution
augmenterait le coût du kWh produit. On s’intéresse dans cette thèse à développer
une autre solution.

Dans cette thèse nous nous intéressons à l’atténuation des mouvements des éo-
liennes flottantes. Des travaux précédemment entrepris (Jonkman, 2007; Namik, 2012)
ont essayé de compenser les oscillations « avant-arrière » du mât de l’éolienne en pi-
lotant la force de poussée exercée au niveau du rotor, en contrôlant l’angle des pales
de manière collective ou individuelle. Dans des calculs menés avec des ordres de gran-
deur réalistes, ces approches, que l’on pourrait qualifier de “logicielles” (car elles ne
nécessitent l’ajout d’aucun matériel spécifique), montrent que les mouvements rési-
duels restent bien supérieurs à ceux observés sur la terre ferme. Le contrôle de l’angle
des pales a usuellement pour objectif principal de maximiser la puissance produite
par l’éolienne, or ici on a ajouté un objectif secondaire qui est de réduire les oscil-
lations de l’éolienne flottante. Ces deux objectifs étant en concurrence, on récupère
moins d’énergie. On constate aussi une augmentation de la fatigue à la base des pales.
Pour réduire plus avant le roulis, il faut donc introduire un système d’amortissement
spécifique. C’est le sujet de la thèse.

Ce manuscrit est organisé de la manière suivante :
— Dans le Chapitre 2, nous présentons plusieurs types d’éoliennes flottantes, puis

nous décrirons en détails celle que nous allons considérer durant toute cette
thèse. Nous détaillons sa structure de coûts, et décrivons les sollicitations aux-
quelles est soumise l’éolienne. Enfin nous donnons le cahier des charges qui
nous servira de base d’évaluation.

— Le Chapitre 3 passe en revue les différents systèmes d’amortissement des oscil-
lations proposés en génie maritime et en génie civil. Ce panorama nous permet
de choisir le système ayant le plus de potentiel pour les éoliennes flottantes :
le Tuned Liquid Column Damper (TLCD).

— Nous modélisons la dynamique de l’éolienne flottante couplée avec le TLCD
au début du Chapitre 4, puis nous étudions les performances passives de ce
système. Dans le but d’améliorer les performances, nous proposons plusieurs
contrôles de la restriction (perte de charge) du TLCD. En fin de chapitre nous
constatons que les performances du TLCD dans sa forme classique sont bonnes
mais, par construction, ne peuvent pas être robustes au changement de l’angle

construction.
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de la houle.
— Plusieurs variantes tri-dimensionnelles du TLCD robustes à l’incidence de la

houle sont proposées dans le Chapitre 5, nous écrivons ensuite les modèles de
l’éolienne flottante couplée à ces systèmes, ainsi que le contrôle des restrictions
et les conditions imposant la robustesse des performances de l’amortissement
actif à l’orientation de la houle.

— Dans le Chapitre 6 nous étudions, sur un éventail de houles différentes, le
respect du cahier des charges par l’éolienne flottante avec et sans système
d’amortissement ainsi que les gains de performances dus au TLCD.
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Chapitre 2

Motivations

Dans ce chapitre, nous allons d’abord décrire de manière très générale les différents
types d’éoliennes flottantes, ainsi que les éléments les constituant. Dans un second
temps, nous décrirons plus en détails l’éolienne flottante que nous étudierons tout au
long de cette thèse. Dans un troisième temps, nous aborderons le coût de l’éolienne
flottante choisie. Nous nous intéresserons ensuite aux sollicitations que subit l’éolienne
en service. Pour terminer, nous fixerons un cahier des charges réaliste à respecter.

2.1 Description d’une éolienne flottante

L’éolienne flottante est constituée de plusieurs éléments. Tout en haut, il y a
la nacelle dans laquelle se trouvent le réducteur de vitesse, la génératrice, le frein,
l’anémomètre, et le moteur de lacet qui permet d’aligner le rotor avec le vent (voir
Fig. 2.1). La nacelle soutient le rotor qui est composé le plus souvent de trois pales en
matériaux composites. L’inclinaison de ces pales permet de contrôler le couple exercé
sur l’arbre “basse vitesse”. La nacelle et le rotor sont soutenus par le mât. Ces trois
éléments constituent l’éolienne. Une éolienne flottante a besoin de flotter et de ne pas
dériver, ces fonctions sont assurées respectivement par le flotteur et les ancrages.

Il existe trois grandes familles de flotteurs, elles sont illustrées en Fig. 2.2 . Ces flot-
teurs assurent leur stabilité grâce à différents principes physiques (Jonkman, 2007) :

Figure 2.1 – Schéma d’une nacelle (Pao et Johnson, 2009)
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Figure 2.2 – concepts de plates-formes (Jonkman, 2007), le troisième type (barge)
est l’objet de notre étude.

— Les flotteurs de type Spar sont stabilisés par leur grande inertie : leur fond est
lesté, ce qui augmente considérablement leur masse et leurs moments d’inertie
en roulis et en tangage.

— La TLP (tension leg platform) est une plate-forme tenue par des ancrages
tendus, c’est la raideur induite par ces ancrages qui permet une grande stabilité.

— Le flotteur Barge est une plate-forme à fond plat, sa stabilité est assurée par
la poussée d’Archimède.

2.2 Système considéré

Pour cette thèse, nous considérons la plate-forme MIT/NREL Shallow Drafted
Barge (SDB). Nous avons choisi cette plate-forme car les barges sont les concepts
de plate-forme les moins chers (Wayman, 2006), et que celle-ci est plus légère que
l’autre barge présente dans la littérature (ITI Energy Barge) et moins chère. L’objectif
que nous poursuivons ici est de prendre une plate-forme avec un coût bas et des
performances modestes, puis d’améliorer son comportement grâce à un système de
stabilisation additionnel.

C’est une barge cylindrique dont les dimensions et les caractéristiques sont données
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Figure 2.3 – Schéma de la barge avec l’éolienne et le TLCD, adapté de Li et Gao
(2016). C’est l’objet d’étude de cette thèse.
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Diamètre 36m
Hauteur 9m

Tirant d’eau 5m
Masse 4519T

Centre de masse (sous le niveau de la mer) 3.88m
Moment d’inertie en roulis 3.90 108 kg ·m2

Moment d’inertie en tangage 3.90 108 kg ·m2

Moment d’inertie en lacet 7.51 108 kg ·m2

Masse de béton 4153T
Masse d’acier 366T

Table 2.1 – Caractéristiques de la Barge

en Table 2.1, elle est décrite plus en détails dans Wayman (2006).
Nous avons couplé cette barge avec l’éolienne NREL 5 MW dont les caractéris-

tiques principales sont données en Table 2.2. Pour de plus amples informations au
sujet de cette éolienne, le lecteur peut se reporter à Jonkman et al. (2009).

2.3 Coûts d’une éolienne flottante

Dans cette thèse nous aborderons l’impact économique de la solution d’amortis-
sement que nous avons développé. Dans cette optique, nous devons avoir une idée du
coût d’une éolienne flottante. On notera que dans cette estimation, les coûts amonts
de recherche et développement n’ont pas été inclus.

2.3.1 Coût du flotteur

Pour estimer le coût du flotteur, nous multiplions la quantité de matière première
par un prix donné par les hommes du métier de l’IFPEN 1. Ces prix sont de 5 € / kg
pour l’acier et de 1.5 € / L de béton, ils regroupent le prix de la matière première et
le prix de la main d’œuvre. La masse d’acier est donnée en Table 2.1 et est de 366 T.
Le volume de béton est de 1600 m3 si l’on considère une densité du béton de 2,6 ce
qui est classique pour les barges. Les résultats sont résumés en Table 2.3.

2.3.2 Coût de l’éolienne

Pour déterminer le prix de l’éolienne NREL 5 MW, nous appliquons à la lettre la
méthode proposée dans Fingersh et al. (2006). Dans cet article, les prix des matériaux

1. Yann Poirette et Timothée Perdrizet, Direction Mécanique Appliquée
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Puissance Nominale 5 MW
Type d’éolienne horizontale, face au vent, 3 pales

Contrôle vitesse variable, angle de pales commun
Transmission haute vitesse, bôıte à plusieurs rapports

diamètre du rotor 126 m
Hauteur de l’axe du rotor 90 m
Vitesse nominale du vent 11.4 m/s

Vitesse de rotation nominale 12.1 tours/min
vitesse nominale en bout de pale 80 m/s

Masse du rotor 110 T
Masse de la nacelle 240 T

Masse du mât 347 T
Centre de gravité de l’éolienne (−0.2 m, 0.0 m, 64 m)

Table 2.2 – Caractéristiques de l’éolienne NREL 5 MW

Matériau quantité Coût (k€) % CAPEX Barge

acier 366 T 1 830 43,26%
béton 1600 m3 2 400 56,74%

Total 4 230 100,00%

Table 2.3 – Coût de la barge MIT
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Matériau coût (€ / kg)

Fibre de verre 3
Adhésif dérivé du vinyle 0,14

métaux 1
Uréthane 5,42

Table 2.4 – Prix des matériaux (données internes IFPEN)

ne sont pas fournis, on a donc pris les valeurs données en Table 2.4. On obtient un
prix d’environ 4.7 M€, le détail de ces coûts est présenté en Table 2.5.

2.3.3 Coût des ancrages

Nous détaillons en Table 2.6 le coût des ancrages définis dans Wayman (2006). Ces
coûts sont actualisés grâce à l’indice PCCI (Power Capital Cost Index, hors nucléaire)
fourni par IHS Markit 2.

2.3.4 Coûts d’installation

Nous estimons les coûts d’installation de la turbine sur la plate-forme et l’installa-
tion du tout en mer grâce aux valeurs proposées par Wayman (2006). Ces calculs ont
été faits en supposant que le site d’installation de l’éolienne est à 80 km du chantier.
Après actualisation des coûts grâce à l’indice PCCI, on obtient la Table 2.7 dont les
totaux ont été arrondis. On supposera que les coûts de démantèlement, en fin de vie
de l’éolienne, sont inchangés.

2.3.5 Autres coûts

Il est difficile de chiffrer précisément la connexion électrique de l’éolienne au conti-
nent. Ce coût dépend notamment du coût linéique du câble (lié à la puissance élec-
trique qui transite), de la distance de la ferme éolienne au point d’accès au réseau, le
tout divisé par le nombre d’éoliennes de la ferme. On l’a donc ignoré (en le fixant à
zéro).

2.3.6 Récapitulatif

On arrive à un coût par éolienne flottante légèrement inférieur à 10 M€. Ces
coûts sont récapitulés en Table 2.8. Grâce à ces informations, nous pourrons évaluer

2. https://www.ihs.com/info/cera/ihsindexes/
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Blocs Composant Coût (k€) % CAPEX turbine

Rotor 1 398 29,78%
Pales 1 129 24,04%

Moyeu 90 1,90%
Système de rotation des pales 171 3,64%

Spinner 9 0,20%

Nacelle 1 934 41,21%
Axe faible vitesse 11 0,23%

Roulements 88 1,89%
Boite de vitesses 3 étages 638 13,60%

Générateur asynchrone haute vitesse 303 6,45%
Frein 9 0,20%

Électronique Vitesse Variable 368 7,83%
Roulements et moteur d’orientation 106 2,26%

Cadre 112 2,38%
Connections électriques 186 3,97%

Hydraulique de refroidissement 56 1,19%
Coque nacelle 57 1,22%

Contrôle, Système de
51 1,09%

sécurité, Monitoring

Mât 752 16,02%

Traitement maritime 558 11,89%

Total turbine 4 693 100,00%

Table 2.5 – Coût de l’éolienne selon la méthodologie de Fingersh et al. (2006) à
partir de la puissance nominale de la génératrice, de l’altitude de la nacelle et du
diamètre du rotor donnés en Table 2.2
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Lignes d’ancrage
Longueur de chaine 53.6 m/ligne

Longueur de caténaire 148.4 m/ligne
coût de la chaine 250 €/m

coût de la caténaire 56 €/m
nombre de lignes 8/FWT

Total 194 k€/FWT

Ancres
Force nécessaire 1.91 MN

Coût par Newton 14 €/N
Nombre d’ancres 4/FWT

Total 106 k€/FWT

Total 300 k€/FWT

Table 2.6 – Coûts des ancrages d’après Wayman (2006), actualisés.

Transport de l’éolienne sur site
Prix du km 120 €

Distance à parcourir (a/r) 160 km/FWT
Remorqueur 28 k€/j

Main d’œuvre 11 k€/j
Temps nécessaire 3 j/FWT

Total 135 k€/FWT

Installation des Ancrages
Navire d’ancrage 60 k€/j

Main d’œuvre 6.5 k€/j
Pompes et pilotes 6.5 k€/j
Ancres installés 7/j
Ancres/turbine 4

Total 42 k€/FWT

Total des Frais d’installation 177 k€/FWT

Table 2.7 – Coûts d’installation de l’éolienne flottante en mer
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coût (k€) % CAPEX

Barge 4230 44,17%

Éolienne 4693 49,00%
ancrages 300 3,13%

installation 177 1,85%
démantèlement 177 1,85%

Total 9577 100,00%

Table 2.8 – Récapitulatif du chiffrage de l’éolienne flottante

l’impact économique de notre solution d’amortissement sur l’éolienne flottante.

2.4 Sollicitations

Dans cette section, nous détaillons les sollicitations mécaniques auxquelles l’éo-
lienne flottante est soumise. Ces sollicitations ont deux origines distinctes ; i) les forces
dues à l’interaction de la houle avec la barge c.-à-d. les forces hydrodynamiques, ii) les
forces venant de l’interaction de l’air avec les pales c.-à-d. les forces aérodynamiques.

2.4.1 Sollicitations hydrodynamiques

Nous avons pris en compte l’action de la houle sur la barge de manière très clas-
sique. Comme dans Jonkman (2007), nous avons choisi de considérer les lois de l’hy-
drodynamique linéaire, auxquelles nous avons ajouté la force de trâınée visqueuse de
Morison (Morison et al., 1950).

Afin de calculer la force exercée par ces différents phénomènes physiques, nous
avons besoin de la hauteur de l’eau à l’origine de notre repère à chaque instant. Dans
le cas d’une vague monochromatique, on a simplement H (t) = Hc

2
cos
(

2π
T
t
)

avec Hc
la hauteur crête-à-crête de la houle et T sa période. Pour la houle polychromatique
la hauteur de l’eau à l’instant t s’écrit

H (t) =
n∑
i=0

ai (Hs, Tp, γ) cos (ωit+ φi)

avec ωi et φi la pulsation et le déphasage associé à chaque sinusöıde et ai une valeur
qui dépend du spectre de houle choisi. Hs et Tp sont définis ci-après. Pour déterminer
ai nous avons choisi le spectre JONSWAP (Hasselmann et al., 1973). Cette densité
spectrale de puissance est basée sur des données recueillies au large de la Mer du
Nord, c’est un des spectres usuels en hydrodynamique (Molin, 2002, §2.1.5).
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Figure 2.4 – Le spectre JONSWAP pour Hs = 3m et Tp = 15s ainsi que H(t)

Nous avons choisi de prendre n = 200 pour créer la houle irrégulière. Leurs périodes
(Ti , 2π

ωi
) sont comprises entre 3 s et 120 s, le déphasage φi de chaque sinusöıde est

choisi aléatoirement (uniformément sur [0, 2π]).
La densité spectrale de puissance dépend de trois paramètres principaux, Hs est

la hauteur caractéristique de la houle, Tp la période pic de la houle, et γ le facteur de
forme du spectre. Ces valeurs dépendent de l’état de mer. Pour chaque lieu, les Hs
et Tp ont une certaine probabilité d’apparâıtre. Ces probabilités sont reportées dans
un tableau que l’on appelle Scatter Diagram, valable uniquement pour un lieu donné.
Malheureusement le Scatter Diagram ne fournit pas le coefficient γ, nous l’avons donc
remplacé par une valeur arbitraire γ = 3.3, cette valeur nous a été donnée par les
hommes du métier de l’IFPEN 3.

2.4.2 Sollicitations aérodynamiques

Nous n’avons pas ajouté de module aérodynamique à notre simulateur, ni couplé le
système de stabilisation avec un logiciel de simulation multi-physique d’éolienne flot-
tante tel que Deeplines Wind, par manque de temps notamment. Cela pourrait être
fait dans des études ultérieures. L’University of Massachusetts Amherst a développé
un module au programme FASTv8 qui simule le comportement d’une éolienne flot-
tante couplée avec un ou deux systèmes masse-ressort (TMD) (La Cava et Lackner,
2015). C’est le seul outil à notre connaissance qui introduise un système de stabilisa-
tion dans un logiciel de simulation d’éolienne flottante. Dans cette thèse, nous ferons
apparâıtre la force du vent comme une force moyenne qui modifie l’angle moyen de

3. J.-Ch. Gilloteaux, Direction Mécanique Appliquée, IFPEN
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roulis (assiette) de l’éolienne flottante. C’est le modèle le plus simple (ordre zéro) des
sollicitations aérodynamiques.

2.5 Cahier des charges

Nous reprenons le cahier des charges donnés dans Poirette et al. (2014), requérant
que :

— l’accélération de la nacelle soit inférieure à 2.5 m/s2

— les oscillations en roulis ne dépassent pas les 10° par rapport à la verticale
— l’angle de roulis moyen (assiette) ne dépasse pas les 5°.

Nous souhaitons aussi bien entendu avoir un système d’amortissement qui ait un coût
le plus faible possible, tant au niveau de l’investissement nécessaire à sa construction,
que de sa consommation énergétique, ou encore de son coût de maintenance.

Comme on le verra, c’est le critère du coût qui va le plus définir le choix du système
de stabilisation, et le choix du type d’actionneur, qui se matérialisera en 3.2.
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Chapitre 3

État de l’art

3.1 Contrôle d’oscillations

Une première étude bibliographique montre qu’il existe deux domaines princi-
paux dans lesquels des systèmes de contrôle de vibrations peuvent être utilisés à des
dimensions du même ordre de grandeur que celles de notre problème. Ces deux do-
maines sont le génie maritime et le génie civil. Nous allons présenter ces différents
systèmes. Nous aborderons aussi les solutions technologiques déjà envisagées dans
d’autres études de stabilisation des éoliennes. On utilise dans ce qui suit les défini-
tions de roulis-tangage-lacet illustrées sur la Figure 2.3.

3.1.1 Génie maritime

Sur les navires, la faisabilité de dispositifs d’atténuation du roulis a été démontrée
depuis plus d’un siècle avec l’invention de la quille de roulis (Perez et Blanke, 2012).
Depuis les années 1970, aucun nouveau système d’amortissement du roulis n’a émergé
(Perez et Blanke, 2012). Ces différentes solutions sont :

1. La quille de roulis (Fig. 3.1) qui est une excroissance sous la coque, dans le
sens de la longueur entrâınant en mouvement une masse d’eau importante
et engendrant des frottements visqueux en cas de roulis. Ce type d’élément
se retrouve assez régulièrement dans la conception de plates-formes offshores
flottantes sous le nom de “heave plates” (Holmes et al., 2001). Ce dispositif
étant entièrement passif (ses paramètres ne peuvent pas être changés simple-
ment en temps réel), il n’est pas candidat à être actionneur (ce qui n’exclut
pas de l’utiliser en complément du système de stabilisation choisi).

2. Le gyrostabiliseur qui stabilise un navire grâce à l’effet gyroscopique créé par
une ou plusieurs masses en rotation. Cependant, en raison de leur coût élevé,
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Figure 3.1 – fonctionnement d’une quille de roulis

de leur poids et des grandes contraintes mécaniques engendrées dans la coque,
cette solution a été le plus souvent écartée par le passé. Récemment, l’industrie
du ce dispositif a été remis au goût du jour pour les bateaux qui se retrouvent
fréquemment à l’arrêt en mer (gardes-côtes, yachts, etc...) (Perez et Steinmann,
2009; Perez et Blanke, 2012; Townsend et Shenoi, 2011, 2013).

3. Les ailerons stabilisateurs (Fig. 3.2 1) ont un principe de fonctionnement proche
de celui des ailes d’un avion, puisqu’ils se servent de la vitesse relative de l’eau
pour créer une force de portance en contrôlant leur inclinaison. Ces ailerons,
placés de part et d’autre de la coque, créent un couple qui peut servir à contrôler
le roulis (Perez et Blanke, 2012).

4. Les gouvernails peuvent atténuer le roulis par le même principe. Néanmoins,
leur rôle principal est de contrôler le cap (Perez et Blanke, 2012).

5. Le tube en U (Fig. 3.3), proposé par (Frahm, 1911), est un tube (en forme
de U) partiellement rempli d’eau constituant un oscillateur dont la période
propre est définie par sa longueur et ses changements de section. L’énergie y
est dissipée par une restriction au centre de la partie horizontale qui contient
de l’eau ou par l’éventuelle partie horizontale qui contient de l’air.

Avant de mesurer le pour et le contre de chaque dispositif, nous devons encore intro-
duire les dispositifs proposés dans le domaine du génie civil.

3.1.2 Génie civil

Dans le domaine du génie civil, la construction de structures (bâtiments, ponts)
de plus en plus grandes ou flexibles a conduit au développement et à l’installation de

1. www.pinfabb.com/energy-saving
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Figure 3.2 – Ailerons stabilisateurs

Figure 3.3 – Tube en U (Perez et Blanke, 2012)

28



Figure 3.4 – Amortisseur pendule du gratte-ciel Taipei 101

dispositifs de stabilisation dans les gratte-ciels et les ponts afin d’amoindrir l’impact
du vent et des tremblements de terre (Ikeda, 2009; Wu et al., 2008).

1. Le Tuned Mass Damper (TMD) (Hrovat et al., 1983) est un système masse
ressort, souvent équipé d’un amortisseur visqueux, et dont la période de ré-
sonance est classiquement déterminée par le ratio de la masse sur la raideur.
Généralement sa période de résonance est choisie comme étant la période de
résonance de la structure.

2. Le pendule (Fig. 3.4 2) repose sur le même concept que le TMD : c’est une
masse qui oscille. Sa raideur et sa période propre sont directement liées à la
gravité et à la longueur du balancier (Wilmink et Hengeveld, 2006).

3. Le Tuned Liquid Column Damper (TLCD) est une copie du tube en U de
Frahm (Frahm, 1911), évoqué plus haut dans le cadre des navires, seule la
terminologie change dans le cadre du génie civil (Chang et Hsu, 1998).

4. Le Tuned Sloshing Damper , noté TSD, est un réservoir rempli d’eau (Fig. 3.5 3).
Le gratte-ciel transmet son énergie cinétique à l’eau qui va donc osciller. L’éner-
gie est dissipée de deux manières : premièrement, des dispositifs placés dans le
réservoir perturbent le mouvement de l’eau et créent des turbulences. Deuxiè-
mement, les vagues créées à la surface libre à l’intérieur du réservoir dissipent
de l’énergie en se brisant. La longueur du réservoir définit la période propre
dans la direction de l’oscillation (Kareem, 1990).

Nous avons introduit les principaux dispositifs d’amortissement proposés par la lit-
térature du génie civil. Avant de confronter ces solutions, il nous faut encore voir les

2. commons.wikimedia.org/wiki/File:Taipei_101_Tuned_Mass_Damper_2010.jpg

3. continuingeducation.construction.com/article_print.php?L=5&C=415
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Figure 3.5 – Tuned Sloshing Damper

solutions proposées spécifiquement pour l’amortissement des éoliennes.

3.1.3 Éolien

Plusieurs études récentes se sont intéressées spécifiquement à la stabilisation des
éoliennes, flottantes ou non, grâce à un actionneur supplémentaire. La plupart ont opté
pour la solution TMD (Lackner et Rotea, 2011; Stewart et Lackner, 2013; Stewart,
2011; Si et al., 2014) et certaines autres, pour le TLCD (Colwell et Basu, 2009; Luo
et al., 2011; Wilmink et Hengeveld, 2006).

3.2 Choix : le TLCD

Parmi toutes les solutions techniques évoquées précédemment, nous devons écarter
les solutions navales utilisant la vitesse relative du navire par rapport à l’eau pour
réduire le roulis car l’éolienne flottante est quasiment immobile. Il reste donc en lice
le TLCD, le TSD, le TMD, le pendule et le gyrostabiliseur. Parmi ces solutions, deux
critères permettent de réduire les choix possibles, i) le coût du dispositif, ii) son besoin
en maintenance. Le critère du coût nous permet de mettre de côté le TMD, le pendule
(celui en exemple a coûté plus de 4 M$ 4) (Chang et Hsu, 1998) et le gyrostabiliseur 5.
Il nous faut donc départager entre le TLCD et le TSD. Nous éliminons finalement
le TSD, car nous ne pouvons pas introduire facilement de moyen de contrôle du
mouvement du fluide. Nous choisissons donc le TLCD.

4. www2.taipei-101.com.tw/en/DB/damper.swf

5. Une extrapolation des prix d’un constructeur de gyrostabiliseurs navals montre qu’il faudrait
10.8 M$ pour équiper notre éolienne flottante de 5216 T https://www.seakeeper.com/seakeeper_

products/seakeeper-35/
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3.3 Bibliographie spécifique au TLCD

3.3.1 Amortissement des éoliennes offshores posées

Dans la littérature, on peut voir que le TLCD a déjà été étudié pour amortir
les oscillations avant-arrière de la nacelle d’une éolienne offshore posée. Wilmink et
Hengeveld (2006) ont placé un TLCD passif dans la nacelle, ils arrivent à réduire
l’oscillation du système d’environ 60% pour une excitation monochromatique. On
verra en Fig. 4.3, qu’il existe un paramétrage du TLCD qui supprime pratiquement
les oscillations pour une excitation monochromatique bien choisie. De plus les auteurs
n’abordent pas du tout la question de la conception du TLCD. Il est donc compliqué
de tirer des enseignements de cette publication.

Colwell et Basu (2009) ont étudié l’impact d’un TLCD passif sur une éolienne off-
shore posée sujette à des sollicitations hydrodynamiques et aérodynamiques moyennes
(Hs = 3.3 m, Tp = 7.2 s) à fortes (Hs = 5.2 m, Tp = 8.5 s). Le TLCD utilisé a une
masse de 1.6 tonnes soit 1% du poids de la structure, et sa période propre est réglée
à 99.2% de celle de la structure. Cette étude conclut que le TLCD est efficace pour
réduire les oscillations causées par des sollicitations polychromatiques sévères et peut
diminuer les crêtes des oscillations jusqu’à 55% par rapport au système sans TLCD.

Dans les travaux sur les éoliennes offshore posées TLCD est placé dans la nacelle
et il est soumis à un mouvement de translation horizontale alors que dans notre étude
le TLCD est situé au niveau de l’eau et il est soumis à une rotation (le roulis). Les
résultats obtenus pour les éoliennes offshore posées ne sont donc pas comparables avec
ceux obtenus dans notre étude.

3.3.2 Amortissement des plates-formes flottantes

Dans Lee et al. (2006), une plate-forme flottante de type TLP est équipée d’un
TLCD passif. Il est dit que le TLCD présenté peut réduire théoriquement l’amplitude
des oscillations en houle monochromatique jusqu’à 70%, cependant les validations
expérimentales qu’ils ont effectuées montrent que l’efficacité du TLCD est légèrement
inférieure à la valeur théorique mais reste bonne. Les auteurs en concluent que le
TLCD est une piste intéressante pour amortir les plates-formes flottantes.

Des travaux ultérieurs (Lee et Juang, 2012) proposent l’intégration physique d’un
TLCD passif dans l’architecture de la plate-forme TLP. Là encore, la réduction de
l’amplitude des oscillation en roulis pour différentes houles monochromatiques est
intéressante puisqu’elle atteint 50% lors de la phase expérimentale.
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3.3.3 Amortissement des éoliennes flottantes

Jaksic et al. (2015) ont intégré plusieurs TLCD passifs dans une plate-forme TLP
pour éoliennes flottantes, ces TLCD sont réglés à différentes périodes afin d’amor-
tir au mieux les oscillations en cavalement (déplacement horizontal) pour un large
éventail de périodes de houle. Les auteurs essaient dans cette étude de déterminer
quel est le bon nombre de TLCD ainsi que le réglage le plus adéquat pour amortir
le cavalement. En soumettant leur plate-forme à une houle polychromatique, ils ob-
tiennent une réduction du déplacement maximal comprise entre 10 et 16% selon le
paramétrage des TLCD. Comme dans nos travaux, la force du vent est modélisée par
une force moyenne appliquée en haut du mât.

Dans (Luo et al., 2011) l’intégration d’un TLCD dont la perte de charge est modi-
fiée en temps réel dans une éolienne flottante est traitée, mais les caractéristiques de la
plate-forme ne sont pas présentées. Le seul résultat proposé par les auteurs est obtenu
avec une seule simulation en houle monochromatique ce qui n’est pas pertinent.

3.3.4 Modélisation et Conception optimale

Depuis la formulation du TLCD en 1911, beaucoup de travail a été effectué pour
modéliser son comportement et le couplage avec la structure qu’il amortit. La mo-
délisation est soit faite par une approche énergétique (Lagrangienne (Chang et Hsu,
1998; Wu et al., 2008) ou Hamiltonienne (Holden et Fossen, 2012)), comme nous
le faisons aussi, soit à l’aide des équations de mécanique des fluides (Hochrainer et
Ziegler, 2006) ou encore en appliquant directement le principe fondamental de la dy-
namique (Marzouk et Nayfeh, 2009). Une équipe de recherche (Di Matteo et al., 2014)
est actuellement en train d’améliorer ce modèle, pour le cas où l’hypothèse, utilisée
par la littérature et par nous-même, consistant à négliger le diamètre des colonnes
par rapport à leur longueur n’est plus valide, dans cette thèse nous négligerons le
diamètre des colonnes devant leur longueur lors de la modélisation du système.

Un effort tout particulier a été mené pour connâıtre les paramètres de conception
optimaux du TLCD passif. La littérature en génie civil est plutôt abondante à ce
sujet (Gao et al., 1997; Wu et al., 2009; Yalla et Kareem, 2000). Yalla et Kareem
(2000) souhaite minimiser la variance des oscillations pour une excitation donnée
(bruit blanc). Wu et al. (2009) ainsi que Gao et al. (1997) cherchent les paramètres
de conception minimisant le gain maximum de la fonction de transfert du système
couplé, ils utilisent deux méthodes différentes. Nous utiliserons l’approche développée
par Wu et al. (2009) pour paramétrer notre TLCD.

32



3.3.5 Stratégies de contrôle

Depuis les années 2000, plusieurs articles de génie civil ont proposé des stratégies
de contrôle du comportement du liquide dans le TLCD, pour augmenter l’amortisse-
ment de la structure à laquelle il est attaché.

Il a été proposé, entre autres par Chen et Ko (2003), de placer une pompe dans le
tube horizontal du TLCD. Cette pompe est utilisée suivant une stratégie de contrôle
linéaire quadratique. Ses résultats montrent que le TLCD ainsi contrôlé amortit les
oscillations jusqu’à trois fois mieux que les systèmes passifs traditionnels pour une
excitation monochromatique. Il a aussi été proposé par Fu (2011) de contrôler le
liquide du TLCD par l’ajout de gaz sous pression dans les parties des colonnes verti-
cales contenant de l’air. Suivant une méthode de contrôle LQR, les résultats obtenus
montrent des réductions des oscillations comprises entre 40% et 90% pour le tremble-
ment de terre.

Dans ces travaux, les auteurs ne nous fournissent pas les puissances développées
par leur système d’amortissement, dans le contexte de l’éolien flottant, on comprend
bien que, si on injecte une part non négligeable de l’énergie produite dans la stabi-
lisation de l’éolienne, on augmente le coût du kilowatt-heure. De plus, l’utilisation
d’actionneurs actifs complexes multiplie la probabilité de panne.

En génie civil, cette problématique de fiabilité a bien été intégrée par les concep-
teurs, puisqu’il est critique d’éviter les pannes du système de stabilisation lors des
tremblements de terre. C’est donc naturellement qu’on s’est tourné vers les systèmes
de stabilisation semi-actifs. Leur concept est simple : au lieu de contrôler le système en
injectant de l’énergie (e.g. mécanique ou pneumatique), on modifie en temps réel les
caractéristiques de notre TLCD. Par exemple, certains papiers cherchent à contrôler
la perte de charge induite par une restriction variable placée dans le tube horizontal
(Yalla et al., 2001; Li et Huo, 2003; Kim et Adeli, 2005; Luo et al., 2011). D’autres
viennent contrôler le débit d’air entre les deux colonnes verticales par l’ajout d’une
vanne (Sorge et al., 2012).

Le contrôle semi-actif est naturellement limité par le fait qu’il ne peut pas injecter
d’énergie dans le système, les papiers dont on a parlé ci-dessus n’ont pas communiqué
sur la performance d’amortissement qu’on pouvait espérer du TLCD. Ils n’ont pas non
plus abordé les problèmes spécifiques au couplage du TLCD à une éolienne flottante.
Ce sont ces points qui seront traités dans cette thèse.
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Chapitre 4

Analyse planaire d’une barge
portant une éolienne et munie d’un
TLCD

Dans le chapitre précédent nous avons vu que le TLCD est le dispositif d’amortis-
sement le plus prometteur. Dans ce chapitre nous étudierons une barge portant une
éolienne et munie d’un TLCD, système pour lequel nous établissons un modèle dans le
plan. Nous aborderons les performances passives du TLCD à la lumière de la littéra-
ture classique sur les oscillateurs mécaniques. Nous paramètrerons notre TLCD pour
obtenir les meilleures performances passives possibles. Finalement, nous comparerons
les performances de différentes stratégies de contrôle de la restriction du TLCD.

Liste des symboles

Re repère lié à la terre

Rb repère lié à la barge

R (ϕ) matrice de rotation de Rb par rapport à Re

CdG centre de gravité du système barge, éolienne

xe , [0, y, z]> position de Rb par rapport à Re

Θ , [ϕ, 0, 0]> orientation de Rb par rapport à Re

vb vitesse de Rb par rapport à Re

ωb vitesse de rotation de Rb par rapport à Re

qs vecteur de positions généralisées du flotteur
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vs vecteur de vitesses généralisées du flotteur

w hauteur de liquide dans les colonnes verticales du TLCD

q positions généralisées de la FWT et du TLCD

v vitesses généralisées de la FWT et du TLCD

P matrice de passage telle que v = P q̇

S (x) matrice associée au produit vectoriel par le vecteur x,
∀x, y ∈ R3, S (x) y = x× y et S> = −S

Ah section horizontale du TLCD

Av section verticale du TLCD

ν rapport des sections du TLCD

σ abscisse curviligne le long du TLCD

rb (σ) ,
[
xbt , y

b
t (σ) , zbt (σ)

]>
géométrie du TLCD

Lh longueur de la colonne horizontale du TLCD

Lv longueur de la colonne verticale du TLCD

e distance entre CdG et la colonne horizontale

At (σ) section du TLCD

ςp,ςs abscisse curviligne des surfaces libre du TLCD

ρ masse volumique du liquide dans le TLCD

η coefficient de perte de charge de la restriction située dans
la colonne horizontale du TLCD

vt (σ) vitesse de l’eau dans le TLCD

Ms matrice de masse de la barge

Ks matrice de rappel hydrostatique et de raideur d’ancrage

F (t) force de la houle

Frad (t, vs, v̇s) force des radiations

Fvisc (t, vs) trâınée visqueuse de Morison
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4.1 Modèle dynamique

Le modèle est développé dans un plan vertical prenant en compte seulement trois
degrés de liberté : le roulis 1, l’embardée 2, et le pilonnement 3. Souvent dans les études
concernant les éoliennes flottantes, la houle arrive le long du vecteur x, nous avons
choisi ici que la houle serait selon y pour faciliter la comparaison de notre modélisation
avec celles présentées dans les travaux de génie naval.

Nous étudions le système dans le plan car il contient déjà deux effets intéressants
et complexes. D’une part, les mouvements de pilonnement et de roulis sont couplés et,
d’autre part, comme nous l’avons vu pour les applications de génie civil, le mouvement
de translation horizontale a un impact non négligeable sur le mouvement du liquide
du tube.

4.1.1 Hypothèses de modélisation

Pour modéliser dans le plan (y, z) le système éolienne flottante couplé au TLCD,
nous nous appuierons sur les hypothèses suivantes.

1. Le système mécanique composé de la barge et de l’éolienne est rigide.
En conséquence,

2. le centre de gravité, CdG, du système composé du flotteur et de l’éolienne est
fixe dans le repère lié à l’éolienne,

3. le fluide dans le TLCD est incompressible,

4. les largeurs des colonnes du TLCD sont négligeables devant leurs longueurs,

5. le déplacement du fluide est uniforme dans chaque colonne,

6. les surfaces libres du fluide se situent à tout instant dans les colonnes verticales.

4.1.2 Préliminaires géométriques

Description et propriétés des repères

Dans ce chapitre nous allons utiliser deux repères : le repère lié à la barge sera noté
Rb , (CdG,xb,yb, zb) et le repère galiléen lié à la terre sera noté Re , (O,xe,ye, ze).
Tout vecteur r ∈ R3 est noté rb s’il est exprimé dansRb et noté re s’il est exprimé dans
Re. On note que CdG, l’origine de Rb, est le centre de gravité du système {flotteur,
éolienne}. On note aussi que zb et ze pointent vers le bas.

1. mouvement de rotation avant-arrière, autour de l’axe x
2. translation avant-arrière, selon y
3. translation de haut en bas, selon z
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φ

yb

zb

xb

ze

ye
φ

Figure 4.1 – Orientation de Rb par rapport à Re (un seul angle intervient, ϕ, défini
dans le sens trigonométrique, il est ici représenté positif)

L’orientation de Rb par rapport à Re est définie par l’angle de roulis, noté ϕ, et
la matrice de rotation autour de xb associée

R (ϕ) ,

 1 0 0
0 cos (ϕ) −sin (ϕ)
0 sin (ϕ) cos (ϕ)


On a donc

ẋe = R (ϕ) vb

avec xe , [0, y, z]> la position de CdG dans Re et vb ,
[
vbx,v

b
y,v

b
z

]
la vitesse de Rb

par rapport à Re, exprimée dans Rb.
En notant x = [x1, x2, x3]> ∈ R3, la matrice du produit vectoriel S (x),

S (x) ,

 0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

 = −S (x)>

on a par conséquent ∀x,y ∈ R3, S (x) y = x×y. On note ωb la vitesse de rotation de
Rb par rapport à Re exprimée dans Rb, on a ωb , [ϕ̇, 0, 0]>. La dérivée temporelle
de R est donnée dans Landau et Lifshitz (1976) et vaut

Ṙ = R (ϕ) S(ωb)

On pose qs ,

 y
z
ϕ

, les coordonnées généralisées du flotteur au sens de la mé-

canique Lagrangienne (Pommier et Berthaud, 2010), et vs ,

 vby
vbz
ϕ̇

, le vecteur des

vitesses du flotteur exprimées dans Rb.
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Description de la géométrie du tube

Le TLCD est constitué de deux tubes verticaux, de section Av et de longueur
Lv, connectés entre eux par un tube horizontal de section Ah et de longueur Lh. Le
liquide passe d’une colonne verticale à l’autre via le tube horizontal. L’amortissement
est créé par une restriction placée au centre du tube horizontal. Puisque nous négli-
geons la largeur des colonnes devant leurs longueurs, le tube est considéré filiforme.
Comme dans Holden et Fossen (2012), la géométrie du tube est décrite par la courbe
paramétrique dont les coordonnées sont

rb (σ) ,
[
xbt , y

b
t (σ) , zbt (σ)

]>
avec xbt = 0, et σ abscisse curviligne qui a pour origine le centre du tube horizontal
(σ = 0), qui part suivant −yb (σ > 0) et qui suit la ligne du TLCD jusqu’à la surface
libre (σ = ςp) et, de l’autre sens, qui part suivant yb (σ < 0) et qui suit la ligne du
TLCD jusqu’à la surface libre (σ = −ςs), et

ybt (σ) ,


Lh
2

σ ≤ −Lh
2

−σ −Lh
2
< σ ≤ Lh

2

−Lh
2

Lh
2
< σ

, zbt (σ) ,


e+ Lh

2
+ σ σ ≤ −Lh

2

e −Lh
2
< σ ≤ Lh

2

e+ Lh
2
− σ Lh

2
< σ

avec e la distance verticale entre CdG et le tube horizontal. On définit le rapport des
sections

ν ,
Av
Ah

On définit la section du TLCD, par la fonction (discontinue)

At (σ) ,


Av σ ≤ −Lh

2

Ah −Lh
2
< σ ≤ Lh

2

Av
Lh
2
< σ

Les surfaces libres du TLCD sont situées dans les colonnes verticales à σ = ςp et
σ = −ςs définis comme

ςp (t) ,
Lh
2

+ Lv + w (t)

ςs (t) ,
Lh
2

+ Lv − w (t)

avec w la hauteur de liquide dans les colonnes verticales par rapport à l’équilibre, la
convention de signe de w est comme montré sur la Fig. 4.2.
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w>0

CdG

w

Lh

Lve

r 

Av

Ah

rb(s)
s=z0

s=-zs

s=zp

zb

yb

ze

j

Figure 4.2 – Illustration du TLCD et notations pour l’étude de la dynamique

La vitesse du liquide dans le TLCD est définie comme

vt (σ) , ẇ
Av

At (σ)

Finalement on note q ,


y
z
ϕ
w

, les coordonnées généralisées du système {flotteur,

éolienne} et v ,


vby
vbz
ϕ̇
ẇ

. On a v = P (ϕ) q̇ avec

P (ϕ) =

 cos (ϕ) sin (ϕ) 01×2

−sin (ϕ) cos (ϕ) 01×2

02×1 02×1 I2


Le TLCD est illustré en Fig. 4.2 avec la plupart des grandeurs données dans cette

sous-section.
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4.1.3 Modèle Hydrodynamique

Hydrodynamique linéaire

Le mouvement d’un flotteur soumis à de petites vagues peut être calculé en uti-
lisant la théorie de l’hydrodynamique linéaire (Newman, 1977). Dans cette théorie,
trois phénomènes se produisent simultanément de manière indépendante, et leurs ef-
fets se superposent (linéarité). Leur description succincte est comme suit. (i) Lorsque
le flotteur est légèrement déplacé de sa position d’équilibre, dans une mer immobile,
les forces d’Archimède restaurent l’équilibre, ce phénomène est l’hydrostatique. On
notera que les lignes d’ancrage restaurent elles aussi l’équilibre. (ii) Quand le corps
flottant oscille dans une mer immobile, il crée un champ de vagues, ce phénomène est
appelé radiation. (iii) Un flotteur immobile subit les forces de pression d’un champ
de vagues incident (modifié par la présence du corps flottant), appelés efforts d’exci-
tation. En résumé, les équations du mouvement de la partie rigide du système, dans
la théorie de l’hydrodynamique linéaire sont de la forme

Msv̇s = F (t) + Frad (t, vs) + Fhs (qs) + Fanc (qs) (4.1)

avec Ms une matrice 3 × 3 dans laquelle la matrice de masse de la barge et celle de
l’éolienne, décrites dans (Jonkman, 2007), apparaissent. F est la force d’excitation
de la vague décrite dans (Newman, 1977), Frad est la force d’amortissement due aux
effets de radiation, Fhs est la force de rappel due à la poussée d’Archimède, et Fanc
est la force de rappel des ancrages. Les forces sont des vecteurs 3× 1 exprimés dans
Rb.

D’après Newman (1977), en régime monochromatique établi, la force de radiation
Frad s’écrit

F̃rad e
iωt = ṽs e

iωt (iωAs(ω)−Bs(ω)) (4.2)

avec As (ω) la matrice de masse ajoutée et Bs (ω) la matrice de frottement linéaire,
dépendant de ω la pulsation de la houle. Les amplitudes F̃rad et ṽs sont complexes.
Pour la suite de l’étude, les matrices Ms, As (ω) et Bs (ω), ainsi que le lien entre
la hauteur de la vague H (t) et la force associée F (t), sont calculées par le logiciel
d’analyse hydrodynamique Diodore 4 pour de nombreuses périodes de houle (ici 27)
allant de 3 s à 120 s.

En notant p = iω, l’équation (4.2) se réécrit dans le domaine de Laplace

F̃rad = −ṽs (pAh(p) +Bh(p)) , −ṽsG(p) (4.3)

Dans cette équation, G(p) est une matrice 3× 3 de fonctions de transfert bipropres 5

4. http://www.principia.fr/expertise-fields-software-products-diodore-132.html

5. Une fonction de transfert est dite bipropre si le degré du numérateur est égal à celui du
dénominateur
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d’ordre 5 qui permet de reproduire au mieux les données fournies par Diodore dans
le domaine fréquentiel.

Les forces de rappel dues aux ancrages Fanc (qs) et à la poussée d’Archimède
Fanc (qs) sont modélisées comme une simple matrice de raideur Ks. Les coefficients 6

de Ks sont tirés des données fournies par Diodore (le second et le troisième coeffi-
cient). Le premier coefficient de Ks aurait pu être celui donné dans Wayman (2006, p
54), document où est décrit le système d’ancrages de la barge MIT. Cependant, le co-
efficient fourni est mal choisi puisqu’il crée une résonance en embardée à T = 8 s, une
période de houle hautement probable. On a donc arbitrairement choisi une raideur
d’ancrage faible visant à limiter la dérive de l’éolienne flottante tout en ne provoquant
pas de résonance dans les états de mer considérés.

Trâınée visqueuse de Morison

Les équations de l’hydrodynamique linéaire engendrent de grands déplacements
pour la période de résonance, ce qui remet en cause l’hypothèse de linéarité. En
effet, quand les oscillations du flotteur sont grandes, un phénomène que nous avons
précédemment ignoré amortit le mouvement du flotteur bien plus que les forces de
radiation. Cet amortissement supplémentaire est dû aux effets visqueux tels que le
frottement entre l’eau et la surface de la barge, et la création de vortex. Pour prendre
cet effet en compte, nous ajoutons le terme de trâınée visqueuse de la théorie de
Morison (Jonkman, 2007; Newman, 1977), ce terme dépend de manière quadratique
de la vitesse de la plate-forme relativement à l’eau. L’équation (4.1) devient alors

Msv̇s = F (t) + Frad (t, vs) + Fhs (qs) + Fanc (qs) + Fvisc (t, vs)

avec

Fvisc (t, vs) =
1

2
ρd2 (vs − veau (t)) |vs − veau (t)|CD

qui est le vecteur des forces visqueuses exprimé dans Rb le repère du flotteur. Les
coefficients d et CD ont été fournis par les hommes du métier de l’IFPEN 7, et veau (t)
est directement fonction de H (t) la hauteur de la vague (Molin, 2002). On notera

Fhydro (t, qs, vs) = F (t) + Frad (t, vs) + Fhs (qs) + Fanc (qs) + Fvisc (t, vs) (4.4)

dans la suite de ce document.

6. On a

Ks =

 2.05 104 N/m 0 0
0 10.18 106 N/m 0
0 0 393.48 106 N/rad


7. Victor Dupin, Direction Mécanique Appliquée
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4.1.4 Énergie mécanique du système

En mécanique Lagrangienne (voir par ex. Peacock et Hadjiconstantinou, 2007,
Leçon 14), les équations de la dynamique de notre système s’écrivent

d

dt

∂ (T − V )

∂q̇
− ∂ (T − V )

∂q
= Q (4.5)

avec T l’énergie cinétique et V l’énergie potentielle de notre système mécanique, et
Q le vecteur des forces généralisées appliquées au système.

L’énergie potentielle est

V = z>.

(
gρ

ˆ ςp

−ςs
At (σ) (R (ϕ) rb (σ) + xe)dσ

)
= −gmtz − gρz>R (ϕ)

ˆ ςp

−ςs
At (σ) rb (σ) dσ (4.6)

avec g l’accélération de la gravité, z = xe.z l’altitude de CdG exprimée dans Re, ρ la
densité du liquide dans le TLCD, et mt la masse totale de liquide dans le TLCD.

L’énergie cinétique T est la somme de Ts l’énergie cinétique de l’éolienne flottante
et de Tt celle du liquide dans le TLCD

T = Ts + Tt

avec

Ts =
1

2
v>s Ms vs

et en notant ‖·‖ la norme euclidienne

Ts =
1

2
v>s Ms vs

Tt =
1

2
ρ

ˆ ςp

−ςs
At (σ)

∥∥∥∥vb + ωb × rb (σ) +
drb (σ)

dσ
vt (σ)

∥∥∥∥2

dσ

= +
1

2

(
ρ

ˆ ςp

−ςs
At (σ) dσ

)∥∥vb∥∥2 − 1

2
ωb>

(
ρ

ˆ ςp

−ςs
At (σ)S2

(
rb (σ)

)
dσ

)
ωb

+ ωb>
(
ρ

ˆ ςp

−ςs
At (σ)S

(
rb (σ)

)
dσ

)
vb + vb>

(
ρAv

ˆ ςp

−ςs

drb

dσ
dσ

)
ẇ

+ ωb>
(
ρAv

ˆ ςp

−ςs
S
(
rb (σ)

) drb

dσ
dσ

)
ẇ +

1

2

(
ρA2

v

ˆ ςp

−ςs

1

At (σ)
dσ

)
ẇ2

T =
1

2

[
vb>, ωb>, ẇ

]
M0 (w)

[
vb>, ωb>, ẇ

]>
=

1

2
v>M (w) v =

1

2
q̇>P (ϕ)>M (w)P (ϕ) q̇ =

1

2
q̇>M (q) q̇ (4.7)
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avec la matrice de masse

M =

[
Ms 03×1

01×3 01

]
+M02D = M>

et
M , P>M P =M>

et avec

M0 ,

 mtI3 Mvω (w) Mvq (w)
M>

vω (w) Mω (w) Mωq (w)
M>

vq (w) M>
ωq (w) Mq (w)


et

M02D ,


M0 [2, 2] M0 [2, 3] M0 [2, 4] M0 [2, 7]
M0 [3, 2] M0 [3, 3] M0 [3, 4] M0 [3, 7]
M0 [4, 2] M0 [4, 3] M0 [4, 4] M0 [4, 7]
M0 [7, 2] M0 [7, 3] M0 [7, 4] M0 [7, 7]



mt , ρ

ˆ ςp

−ςs
At (σ) dσ ∈ R (4.8)

Mvω , −ρ
ˆ ςp

−ςs
At (σ)S

(
rb (σ)

)
dσ = −M>

vω ∈ R3×3 (4.9)

Mω , −ρ
ˆ ςp

−ςs
At (σ)S2

(
rb (σ)

)
dσ = M>

ω ∈ R3×3 (4.10)

Mvq , ρAv

ˆ ςp

−ςs

drb

dσ
dσ ∈ R3×1 (4.11)

Mωq , ρAv

ˆ ςp

−ςs
S
(
rb (σ)

) drb

dσ
dσ ∈ R3×1 (4.12)

Mq , ρAv (Lh ν + 2Lv) ∈ R (4.13)

4.1.5 Forces généralisées

Pour obtenir l’expression des forces généralisées Q dans (4.5), on cherche à écrire
sous la forme q̇>Q la puissance développée par les forces s’exerçant sur notre système.

Ces forces sont Fhydro (t, vs), déjà détaillée en (4.4), et Fh, la force générée par la
restriction. On note que le poids n’est pas pris en compte ici car celui du liquide dans
le TLCD apparâıt dans l’expression de V l’énergie potentielle, et celui de l’éolienne et
du flotteur est déjà implicitement présent dans Fhs la force de rappel hydrostatique
qui est inclue dans Fhydro (t, vs).
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La puissance développée par Fhydro (t, vs) s’écrit

v>
[
Fhydro (t, vs)

0

]
= q̇>P> (ϕ)

[
Fhydro (t, vs)

0

]
= q̇>Qhydro

On écrit donc

Qhydro = P> (ϕ)

[
Fhydro (t, vs)

0

]
La force appliquée par la restriction située en σ = 0 sur le fluide du TLCD, notée Fh,
s’écrit, classiquement,

Fh = −1

2
ρAhηvt (0) |vt (0) |drb (0)

dσ
= −Fh (q̇) yb =

1

2
ρAhη(νẇ)|νẇ|yb

avec

Fh (q̇) = −1

2
ρAhηvt (0) |vt (0) | = −1

2
ρAhη(νẇ)|νẇ| (4.14)

où η est le coefficient de perte de charge de la restriction. La puissance développée
par Fh est(

drb (0)

dσ
vt (0)

)>
Fh = (−ẇν) y>b (−Fh (q̇)) yb = ẇνFh (q̇) = q̇>Qh

On a donc

Qh =

[
06×1

νFh (q̇)

]
= P> (q)

[
06×1

νFh (q̇)

]
On peut donc écrire les forces généralisées ainsi

Q (t, q, q̇) = Qhydro +Qh = P> (q)

[
Fhydro (t, q̇)
νFh (q̇)

]
(4.15)

4.1.6 Équations de la dynamique

Nous avons détaillé la géométrie, l’énergie cinétique et l’énergie potentielle du
système, ainsi que les forces liées aux vagues. Nous pouvons maintenant nous atteler
à l’établissement des équations de la dynamique du système.

On rappelle que la dynamique de notre système est (4.5). L’équation (4.6) nous
donne directement

∂V

∂q̇
= 04×1
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∂V

∂q
= −g


0
mt

ρz> ∂R
∂ϕ

´ ςp
−ςs At (σ) rb (σ) dσ

ρAvz
>R (ϕ)

(
rb (ςp)− rb (−ςs)

)


et d’après (4.7), et comme M est symétrique, on a

d

dt

∂T

∂q̇
=

d

dt

(
P (ϕ)>M (w)P (ϕ) q̇

)
=M q̈ +

(
Ṗ>MP + P>ẇ∂M

∂w
P + P>M Ṗ

)
q̇

et

∂T

∂q
=


0
0

q̇> ∂P
∂ϕ

>
M P q̇

1
2
q̇>P> ∂M

∂w
P q̇


avec

∂

∂w
Mvω = −ρAvS

(
rb (ςp)− rb (−ςs)

)
∂

∂w
Mω = −ρAv

(
S
(
rb (ςp)

)2 − S
(
rb (−ςs)

)2
)

∂

∂w
Mvq = ρAv

(
drb

dσ
(ςp)−

drb

dσ
(−ςs)

)
= 0

∂

∂w
Mωq = ρAv

(
S
(
rb (ςp)

) drb

dσ
(ςp)− S

(
rb (−ςs)

) drb

dσ
(−ςs)

)
∂

∂w
Mq = 0

Les équations de la dynamique de notre système (4.5) prennent donc la forme
suivante

M (q) q̈ + C (q, q̇) q̇ + k (q) = Q (t, q, q̇) (4.16)

avec

C (q, q̇) , Ṗ>MP + P>ẇ∂M
∂w
P + P>M Ṗ −

 02×4

q̇> ∂P
∂ϕ

>
M P

1
2
q̇>P> ∂M

∂w
P



k (q) , −g


0
mt

ρz> ∂R
∂ϕ

´ ςp
−ςs At (σ) rb (σ) dσ

ρAvz
>R (ϕ)

(
rb (ςp)− rb (−ςs)

)


Q (t, q, q̇) = P> (ϕ)

[
Fhydro (t, vs)
νFh (ẇ)

]
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Dans la suite du manuscrit, nous désignons par modèle complet le modèle non-
linéaire obtenu par la méthode de Lagrange (4.16), soumis à tous les phénomènes
décrits aux §4.1.3 et 4.1.5. Nous introduirons en §4.3.2 le modèle réduit, qui est le
modèle linéarisé tangent autour de q = q̇ = 04×1 auquel on ajoute la force quadratique
appliquée par la restriction sur le fluide du TLCD, tandis que la force de trâınée
visqueuse de Morison est négligée.

4.1.7 Validation des équations de la dynamique

Les calculs précédents ont été vérifiés avec le logiciel de calcul formel Maple. Nous
avons vérifié l’équation (4.16) contre une autre approche. Holden et Fossen (2012)
utilisent la mécanique Hamiltonienne pour modéliser un système un peu plus général
que le notre : leur modèle est défini pour tout rb (σ) continu, et le système est modélisé
dans l’espace. Pour pouvoir mieux se comparer à ce modèle, nous ne le comparons
pas à (4.16) mais à (5.15), sa généralisation dans l’espace. La comparaison du modèle
de Holden et Fossen (2012), particularisé pour le rb (σ) introduit en (4.1.2), et de
notre modélisation dans l’espace (équation (5.15)) est détaillée en Annexe A. Ces
deux modèles sont identiques.

4.2 Critère d’évaluation : la RAO

Afin de comparer les différents réglages et commandes du TLCD, nous proposons
un outil d’évaluation de leurs performances. Cet outil sera la RAO (Response Amp-
litude Operator). C’est l’outil d’analyse fréquentielle le plus classique dans l’étude des
systèmes flottants.

“La RAO est le ratio entre l’amplitude du mouvement du système et
l’amplitude de la vague qui l’a causé pour différentes périodes de houle
monochromatique.”8

Contrairement au diagramme de Bode, les échelles de représentation de la RAO sont
linéaires, et en abscisse apparaissent les périodes de houles au lieu des fréquences.

Dans l’hypothèse où la vague H (t) , H̄ sin
(

2π
T
t+ φH

)
est une sinusöıde parfaite

et notre système est linéaire et asymptotiquement stable, le roulis est aussi sinusöıdal,
ϕ (t) , ϕ̄ sin

(
2π
T
t+ φϕ

)
. La valeur que nous aurons en ordonnée de la RAO de roulis

est

RAO ,
ϕ̄

H̄

et l’abscisse est T .

8. Source : ISO 13624-1 :2009, Petroleum and natural gas industries – Drilling and production
equipment – Part 1 : Design and operation of marine drilling riser equipment
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Dans le manuscrit, nous allons quantifier la performance de notre système d’amor-
tissement grâce à la RAO. Comme nous venons de le voir, la RAO est définie exclu-
sivement pour une houle monochromatique et un système linéaire asymptotiquement
stable. Notre système n’étant pas linéaire, nous introduisons la “RAO généralisée”,
notée “RAOg”, qui est le quotient de l’écart-type de l’état que l’on considère par
l’écart-type de la hauteur de vague, i.e.

RAOg ,
std (ϕ (·))
std (H (·))

nous reportons cette amplitude en ordonnée, et en abscisse, nous avons T la période
de la houle monochromatique, ou Tp la période pic de la houle polychromatique
JONSWAP. Dans le cas d’un système linéaire soumis à une houle monochromatique,
RAO et RAOg cöıncident.

4.3 Analyse du système passif

Le système, soumis à une houle monochromatique, est simulé jusqu’à ce qu’il ait
atteint le régime stationnaire. Dans la suite de cette section, le coefficient de perte de
charge de la restriction, η, est constant (ce qui définit le système passif) et le TLCD
est accordé à la période propre de roulis de la structure. La pulsation propre du TLCD
vaut ωt =

√
2g/ (2Lv + νLh) et la pulsation propre en roulis de l’éolienne flottante

vaut ωs =
√
Ks4,4/Ms4,4 . On fixe Lv = 5 m, Lh = 33 m et e = 10 m pour utiliser

toute la place disponible dans la barge. Pour régler la période du TLCD, on a fixé
ν à 4.3, ainsi on a ωt = ωs. Le rapport µ , mt/Ms1,1 de mt la masse du TLCD sur
Ms1,1 la masse du système {flotteur, éolienne} est réglé à µ = 2%. C’est une valeur
couramment employée en génie naval et en génie civil (Gao et al., 1997; Gawad et al.,
2001; Yalla et Kareem, 2000).

Pour simplifier l’analyse et faciliter la compréhension du système passif, nous
avons, dans un premier temps, négligé la force de trâınée visqueuse de Morison. On
sait que plus la masse du TLCD est grande, plus le flotteur est amorti (Den Hartog,
1956, eq (3.31), p.100). Cependant, la masse ajoutée au flotteur peut détériorer des
paramètres fondamentaux de ce dernier comme la position du centre de gravité ou le
tirant d’eau (la hauteur de la partie immergée du flotteur), ce qui altère la stabilité
intrinsèque du flotteur (Gawad et al., 2001), nous nous tenons donc à une valeur stan-
dard (et faible) de µ. Si à l’avenir nous souhaitons augmenter µ il faudrait, à chaque
étape, recalculer les propriétés hydrodynamiques du flotteur, et vérifier que leur chan-
gement est largement compensé (en termes de performances) par l’augmentation des
performances du TLCD.
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Figure 4.3 – RAO en roulis du système pour différentes valeurs de η allant de 0 à
l’infini en houle monochromatique sur le modèle complet sans trâınée visqueuse de
Morison.

4.3.1 Résultats

Le système considéré est comparable à un double oscillateur mécanique décrit par
Den Hartog (1956) et connu sous le nom de “Damped Vibration Absorber”.

Nous traçons les RAO pour différentes valeurs de η (constant) allant de 0 à l’infini.
Les résultats sont présentés en Fig. 4.3.

Le cas η = 0 correspond à un mouvement libre du liquide dans le TLCD. Dans
cette configuration, deux pics de résonance sont visibles. Le cas η = +∞ correspond
à l’immobilité du liquide dans le tube (w = 0). Un pic unique, proche de la période
propre de la structure peut être observé. Ce dernier cas est, de manière prévisible,
très similaire à la réponse de la structure sans TLCD car l’inertie du tube est faible
vis à vis de celle de la structure. Pour des valeurs intermédiaires de η on peut voir
que les RAOs ont toutes deux points en commun, un de chaque côté de la période
de résonance de la structure. Ces points sont qualifiés dans Den Hartog (1956) de
points quasi-fixes car toutes les courbes pour η ≥ 0 passent par ces points. On notera
cependant que les positions de ces points dépendent de la période propre du TLCD
notamment (Den Hartog, 1956). Changer la fréquence propre du TLCD permet de
déplacer la courbe η = 0, ce qui déplace son intersection avec la courbe η =∞ et donc
les points quasi-fixes. En accordant différemment le TLCD, un point monte tandis que
l’autre descend. Comme l’explique Den Hartog (1956), l’amplitude des oscillations en
roulis la plus faible est obtenue lorsque ces deux points sont à la même hauteur. Par
conséquent, pour un système donné, la performance optimale atteignable en contrôle
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passif est déterminée par la position de ces points.

4.3.2 Modèle réduit

Afin de travailler plus facilement sur le modèle, on introduit un modèle simplifié du
système qu’on appellera modèle réduit (déjà évoqué au §4.1.6) dans la suite de cette
thèse. Pour ce faire, on pose x, y et z nuls, c.-à-d. que nous considérons uniquement
la dynamique de roulis couplée à celle du liquide dans le TLCD. Pour obtenir les
équations de ce modèle, nous négligeons la force visqueuse de Morison. On approxime
la force de radiation définie en (4.2) par

F̄rad (t, ϕ̇, ϕ̈) = −Ās44ϕ̈− B̄s44ϕ̇

où Ās44 , As (ωs)4,4 et B̄s44 , Bs (ωs)4,4. On rappelle que As (ω) et Bs (ω) sont fournis
par Diodore (voir §4.1.3) et que ωs est la pulsation propre en roulis du système flotteur-
éolienne. Nous linéarisons la partie gauche de (4.16) autour de ϕ = ϕ̇ = w = ẇ = 0,
l’équation de la dynamique du modèle réduit est

M̄ q̈ + C̄q̇ + K̄q =

[
F (t)

νFh (ẇ, η)

]
(4.17)

avec

M̄ =ρAh

[
νLv

(
1
2
L2
h + 2

3
L2
v − 2Lve+ 2e2

)
+ Lh

(
1
12
L2
h + e2

)
νLh (Lv + e)

νLh (Lv + e) ν (Lhν + 2Lv)

]
+

[
Ms44 + Ās44 0

0 0

]
K̄ =gρAh

[
Lhe+ Lvν (2e− Lv) Lhν

Lhν 2 ν

]
+

[
Ks4,4 0

0 0

]
C̄ =04×1 +

[
B̄s44 0

0 0

]
On écrit le modèle réduit sous forme de système d’état

Ẋ = AX + BFh (ẇ, η) + EF (4.18)

avec

X =


ϕ
w
ϕ̇
ẇ

 A =

[
02×2 I2

−M̄−1K̄ −M̄−1C̄

]
E =

 02×1

M̄−1

[
1
0

]  B =

 02×1

M̄−1

[
0
ν

] 
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4.3.3 Paramètres optimaux

Pour concevoir le TLCD de manière optimale, il nous faut pouvoir tracer la RAO
du roulis pour une excitation monochromatique. Dans notre cas cependant, le terme
de perte de charge est quadratique en la vitesse du fluide, nous ne pouvons donc pas
tracer directement le gain de la fonction de transfert du système. Dans la littérature,
il existe des solutions approchées à ce problème. Elles définissent l’amplitude de la
sortie du système en fonction de l’amplitude de l’entrée et de sa fréquence. Nous
considérons ici celle développée par (Wu et al., 2009).

En régime établi, on suppose qu’on peut écrire l’entrée et les deux sorties du
système sous la forme

F (t) = F̄ exp iωt

ϕ = ϕ̄ exp iωt

w = w̄ exp iωt

avec w̄, ϕ̄ et F̄ des amplitudes complexes. Par conséquent l’énergie moyenne dissipée
par νFh (ẇ) sur une période vaut

Eh = − 1

T

>̂

0

R (νFh (ẇ) ẇ) dt =
1

2T
ρAhην

3ω3 |w̄|3
>̂

0

|sin (ωt)|3 dt =
2

3π
ρAhην

3ω3 |w̄|3

D’autre part, l’énergie moyenne dissipée par une force de frottement linéaire
Fc (ẇ) = −ceqẇ est

Ec = − 1

T

>̂

0

R (Fc (ẇ) ẇ) dt =
1

T
ceqω

2 |w̄|2
>̂

0

sin (ωt)2 dt =
1

2
ceqω

2 |w̄|2

Pour que ces deux énergies soient égales, il faut choisir

ceq (|w̄|) =
4

3π
ρAhην

3ω |w̄| (4.19)

On écrit la dynamique de notre système équivalent

M̄ q̈ + C̄q̇ + K̄q =

[
F (t)
Fc (ẇ)

]
⇐⇒ M̄ q̈ + C̄optiq̇ + K̄q =

[
F (t)

0

]
⇐⇒

(
R̄ + IωC̄opti

) [ ϕ̄
w̄

]
=

[
F̄
0

]

50



avec

R̄ , K̄ − ω2M̄

C̄opti , C̄ +

[
0 0
0 ceq (|w̄|)

]
=

[
B̄s44 0

0 ceq (|w̄|)

]
On obtient

ϕ̄ =

(
Iωceq (|w̄|) + R̄2,2

)
F̄

Iω
(
ceq (|w̄|) R̄1,1 +BsR̄2,2

)
+ R̄2,2R̄1,1 − R̄2

1,2 − ω2ceq (|w̄|) B̄s44

(4.20)

w̄ =
R̄1,2F̄

Iω
(
ceq (|w̄|) R̄1,1 +BsR̄2,2

)
+ R̄2,2R̄1,1 − R̄2

1,2 − ω2ceq (|w̄|) B̄s44

(4.21)

pour obtenir |w| on résout

|w̄|2 =
R̄2

1,2

∣∣F̄ ∣∣2(
ceq (|w̄|) R̄1,1 +BsR̄2,2

)2
+
(
R̄2,2R̄1,1 − R̄2

1,2 − ω2ceq (|w̄|) B̄s44

)2 (4.22)

en substituant ceq (|w̄|) par son expression donnée en (4.19).
Comme détaillé dans Wu et al. (2009), cette équation possède une seule solution

strictement positive pour notre cas particulier. Une fois obtenu |w̄|, on a directement
ceq (|w̄|), on en déduit w̄ avec (4.21) et ϕ̄ avec (4.20).

On a donc une méthode de calcul qui nous donne |ϕ̄|, l’amplitude des oscillations
en fonction de η et de l’amplitude et la fréquence de l’entrée. On peut donc tracer
rapidement la RAO de notre système passif et trouver son maximum.

Pour obtenir le meilleur système passif, nous utilisons la fonction d’optimisation
fmincon de Matlab, pour minimiser l’indice de performance suivant

P.I. = max
T∈[3;30]

(|ϕ̄|)

avec |ϕ̄| l’amplitude en roulis du flotteur en régime harmonique établi pour chaque
période. C’est donc un problème min-max où les variables de décision sont Lh, ν et η.
Cette optimisation est faite sous contraintes pour respecter l’encombrement disponible
dans la barge. Nous avons choisi Lv le plus grand possible i.e. Lv = 5m pour que le
liquide ait un maximum d’espace pour osciller. Les résultats sont obtenus pour une
vague de 2m et sont présentés dans la Table 4.1.

4.3.4 Commande Heuristique “Den Hartog”

Lors de l’étude du système passif, on a vu que la réponse du système avec η
constant était comprise entre la courbe obtenue pour η = 0 et celle obtenue avec
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Lh ν η

32.81 m 4.11 1.88

Table 4.1 – Paramètres optimaux du TLCD

η =∞. On peut créer une commande heuristique, qui choisit en fonction de la période
de la houle une valeur de η constante. L’heuristique est la suivante :

— Si T est compris entre les points quasi-fixes, alors on choisit η = ηmini
— Sinon on choisit η = ηmaxi

Cette commande servira de référence par rapport aux autres méthodes définies ci-
après.

4.4 Commande optimale en information complète

Au vu des limitations en performance du TLCD dues aux points quasi-fixes pré-
sentés ci-dessus, on peut essayer de changer le coefficient de perte de charge η conti-
nuellement au cours du temps (et pas seulement lorsque la fréquence de la change)
pour obtenir de meilleures performances. L’approche que nous adoptons, i.e. modifier
les caractéristiques du système en temps réel plutôt que d’appliquer directement une
force sur le liquide du TLCD, est appelé dans la littérature contrôle semi-actif (Ikeda,
2009). Nous la désignerons par “actif” par opposition à la commande “passive” et à la
commande heuristique

Nous cherchons à connâıtre le meilleur rejet de perturbation sinusöıdale mono-
chromatique que peut nous apporter le TLCD semi-actif en régime établi.

4.4.1 Formulation

Nous considérons le problème de commande optimale suivant, pour chaque pé-
riode :
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Problème 1. Contrôle optimal du modèle réduit en régime périodique établi

minη(t),X0J =

ˆ T

0

M̄11ϕ̇ (t)2 + K̄11ϕ (t)2 dt

sujet à

Ẋ = AX − 1

2
ρAh(νẇ)|νẇ|Bη + EF ∀t ∈ [0, T ]

X0 = 04×1

XL ≤ X (t) ≤ XU ∀t ∈ [0, T ]

ηL ≤ η (t) ≤ ηU ∀t ∈ [0, T ]

avec T l’horizon du problème (ici très grand devant la période de la houle). On a
toujours X = [ϕ w ϕ̇ ẇ]>. Les équations de la dynamique sont (4.18). La variable de
commande est η, avec ηL = 0 pour respecter la physique du problème, et ηU = 1000
pour éviter les problèmes numériques. Afin de ne pas nous retrouver avec une colonne
totalement vidée de son eau, nous devons vérifier à tout instant{

ςp (t) ≥ Lh
2

ςs (t) ≥ Lh
2

⇐⇒

{
Lv ≥ −w (t)

Lv ≥ w (t)

ce qui nous donne XU(2) = −XL(2) = Lv, nous avons laissé les autres états libres.
Classiquement on note X0 , X (t = 0). Dans ce Problème 1, F la force exercée par
la vague sur le flotteur est connue à l’avance par l’algorithme de contrôle.

4.4.2 Résolution numérique

Nous utilisons la toolbox Matlab ICLOCS (pour Imperial College of London
Optimal Control Software) (Falugi et al., 2010). Cet outil permet de résoudre les
problèmes de contrôle optimal par une approche directe 9. On a restreint le signal
de commande à être un signal discret à 5 Hz (échantillonnage très fin devant les
constantes de temps de notre système).

On a tracé en Fig. 4.4 la commande dans le domaine temporel. On voit que la
commande est bang-bang (elle commute entre les deux valeurs extrêmes admissibles)
et a deux bangs par période de houle. On va chercher à comprendre ce résultat de
manière analytique. L’Hamiltonien s’écrit

H = λ>(AX − 1

2
ρAh(νẇ)|νẇ|Bη (t) + EF (t)) + M̄11ϕ̇

2 + K̄11ϕ
2

avec λ l’état adjoint, on observe que l’Hamiltonien dépend linéairement de η, la com-
mande est donc bang-bang.

9. discrétisation des équations de dynamique et du coût, puis résolution de ce problème d’optimi-
sation (qui n’est pas une programmation quadratique) par un algorithme de type “point-intérieur”
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Figure 4.4 – Résolution numérique
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Figure 4.5 – Système masse ressort “Toy Problem”

4.4.3 Analyse mathématique d’un problème équivalent

Afin de faciliter l’étude mathématique de la nature périodique de la solution du
Problème 1, nous allons introduire un système masse-ressort physiquement proche
du modèle réduit mais dont les équations sont plus simples. Dans la suite de cette
sous-section on considèrera uniquement ce système, qu’on appellera Toy Problem. Il
est présenté en Fig. 4.5 et sa dynamique est définie par

Mẍ+ Cẋ+Kx = B1(x)u (t) + E1F (t)

avec

M =

[
m1 0
0 m2

]
K =

[
k1 + k2 −k2

−k2 k2

]
E1 =

[
1
0

]
C =

[
0 0
0 c

]
B1(x) =

[
0
cẋ2

]
x =

[
x1

x2

]
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On pose

m1 = 100 k1 = 100 c = 0.5

m2 = 2 k2 = 3

qu’on peut écrire sous forme de système d’état

Ẋ = AX +B(X)u (t) + EF (t)

avec

X =


x1

x2

ẋ1

ẋ2

 =


X1

X2

X3

X4

 A =

[
0 I2

−M−1K −M−1C

]

E =

[
0

M−1E1

]
B =

[
0

M−1B1

]
=


0
0
0

c
m2
X4


Ce qui nous donne

Ẋ1 = X3 (4.23)

Ẋ2 = X4 (4.24)

Ẋ3 = −(k1 + k2)

m1

X1 +
k2

m1

X2 +
1

m1

F (t) (4.25)

Ẋ4 =
k2

m2

X1 −
k2

m2

X2 −
c (1− u (t))

m2

X4 (4.26)

Formulation du problème de contrôle optimal

Nous cherchons à résoudre le problème suivant

Problème 2. Contrôle optimal du Toy Problem en régime périodique établi

minu(t),X0J (X, u) =

ˆ T

0

1

2
X (t)>QX (t) dt

sujet à

|X0 −Xf | ≤ ε

Ẋ = AX +B(X)u (t) + EF (t) ∀t ∈ [0, T ]

− 1 ≤ u (t) ≤ 1 ∀t ∈ [0, T ]
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on note Xf , X (t = T ). On a choisi Q11 = 1 comme étant le seul coefficient non-
nul de la matrice de coût Q. Avec X0 libre, et F périodique de période T . On a
choisi la contrainte |X0 −Xf | ≤ ε pour éviter les problèmes numériques provoqués
par la contrainte |X0 −Xf | = 0. Cette condition est utile puisqu’elle permet de se
restreindre à un problème d’optimisation en régime périodique établi. Dans ICLOCS,
l’Hamiltonien de notre problème est écrit

H = −1

2
X>QX + λ> (AX +B(X)u (t) + EF (t))

L’Hamiltonien dépend linéairement de u, la commande est donc bang-bang et vaut

u (λ,X) = sign
(
λ>B(X)

)
= sign (λ4B4(X)) = sign (λ4X4) (4.27)

On a

λ̇ = −∂H
∂X

= −A>λ+QX − λ> dB

dX
u (4.28)

avec λ ∈ R4 et
dB

dX
=

[
03×3 03×1

01×3
c
m2

]
On opère un changement de variables λ = Pµ tel que µ̇1 = µ3 et µ̇2 = µ4. On

choisit

P =


0 0 −1 0
0 k2

m2
0 0

1 0 0 0
m2

m1
0 0 1


On réécrit donc (4.28) avec le changement de variables

µ̇ = P−1

(
−A>Pµ+QX − µ>P> dB

dX
u

)
(4.29)

et

u (µ,X) = sign
(
µ>P>B(X)

)
= sign

((
µ1

m1

+
µ4

m2

)
X4

)
(4.30)

On notera que le système dynamique (4.29) est instable puisque les paries réelles
des valeurs propres de Asont négatives. L’équation (4.29) s’écrit sous sa forme déve-
loppée

µ̇1 = µ3 (4.31)

µ̇2 = µ4 (4.32)

µ̇3 =
k2

m2

µ4 −
k1

m1

µ1 − x1Q11 (4.33)

µ̇4 =
c (1− u (µ,X))

m1

µ4 +
c (1− u (µ,X))

m2

µ1 −
k2

m2

µ2 −
m2

m1

µ3 (4.34)
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Forme sinusöıdale

Pour analyser la nature des solutions optimales, on souhaite utiliser les méthodes
de moyennisation (Arnold, 2013; Guckenheimer et Holmes, 1983). Sans perte de gé-
néralité, on considère T = 2π. On pose donc

F = ε sin (t)

Nous cherchons nos solutions sous la forme

X1 = a1 cos(t+ φ1) µ1 = a3 cos(t+ φ3) (4.35)

X2 = a2 cos(t+ φ2) µ2 = a4 cos(t+ φ4) (4.36)

X3 = −a1 sin(t+ φ1) µ3 = −a3 sin(t+ φ3) (4.37)

X4 = −a2 sin(t+ φ2) µ4 = −a4 sin(t+ φ4) (4.38)

cette forme implique que X et u stabilisent le système instable (4.29). Afin de vérifier
les égalités (4.23-4.24) et (4.31-4.32), pour i = 1, ..4 on doit vérifier

ȧi cos(t+ φi)− aiφ̇i sin(t+ φi) = 0 (4.39)

Les égalités (4.25-4.26) et (4.33-4.34) nous donnent pour i = 1, ..4

− ȧi sin(t+ φi)− aiφ̇i cos(t+ φi) = ai cos(t+ φi) + fi (a, φ, t) (4.40)

avec fi (a, φ, t) défini en (4.46-4.49). En résolvant le système à 8 équations et 8 incon-
nues (4.39-4.40), on obtient

ȧi (a, φ, t) = − (ai cos(t+ φi) + fi (a, φ, t)) sin(t+ φi)

φ̇i (a, φ, t) = − 1

ai
(ai cos(t+ φi) + fi (a, φ, t)) cos(t+ φi)

Moyennisation

On approxime a et φ par

ai = āi + εvi
(
ā, φ̄, t

)
+O

(
ε2
)

(4.41)

φi = φ̄i + εwi
(
ā, φ̄, t

)
+O

(
ε2
)

(4.42)

En choisissant

˙̄ai =
1

T

ˆ T

0

ȧi
(
ā, φ̄, t

)
dt+O

(
ε2
)

(4.43)

˙̄φi =
1

T

ˆ T

0

φ̇i
(
ā, φ̄, t

)
dt+O

(
ε2
)

(4.44)
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āi représente la composante moyenne de ai et εvi
(
ā, φ̄, t

)
est la composante oscillante.

On rappelle qu’on a

u
(
ā, φ̄, t

)
= −sign

(
ā2 sin(t+ φ̄2)

(
m2ā3 cos(t+ φ̄3)−m1ā4 sin(t+ φ̄4)

))
(4.45)

f1

(
ā, φ̄, t

)
= −k1 + k2

m1

ā1 cos(t+ φ̄1) +
k2

m1

ā2 cos(t+ φ̄2) +
ε

m1

sin (t) (4.46)

f2

(
ā, φ̄, t

)
= − k2

m2

ā2 cos(t+ φ̄2) +
k2

m2

ā1 cos(t+ φ̄1) +
cā2

m2

(
1− u

(
ā, φ̄, t

))
sin(t+ φ̄2)

(4.47)

f3

(
ā, φ̄, t

)
= − k1

m1

ā3 cos(t+ φ̄3)− k2

m2

ā4 sin(t+ φ̄4)− ā1Q11 cos(t+ φ̄1) (4.48)

f4

(
ā, φ̄, t

)
= −ā4

k2

m2

cos(t+ φ̄4)− ā4
c

m2

(
1− u

(
ā, φ̄, t

))
sin(t+ φ̄4)

+
ā3

m1

c
(
1− u

(
ā, φ̄, t

))
cos(t+ φ̄3) + ā3

m2

m1

sin(t+ φ̄3) (4.49)

Le terme λ>B(X), qui apparâıt dans (4.27), est un produit de deux sinusöıdes de
période T, c’est donc un terme de période T/2, donc u est un terme de période T/2.
Pour la même raison, ȧi

(
ā, φ̄, t

)
et φ̇i

(
ā, φ̄, t

)
sont aussi de période T/2. Au vu de

l’expression de u donnée en (4.27), la commande bang-bang est elle aussi périodique
de période T

2
. On peut donc réécrire (4.43) et (4.44) sous la forme

˙̄ai =
2

T

ˆ T/2

0

ȧi
(
ā, φ̄, t

)
dt+O

(
ε2
)

(4.50)

˙̄φi =
2

T

ˆ T/2

0

φ̇i
(
ā, φ̄, t

)
dt+O

(
ε2
)

(4.51)

Pour la suite des calculs on considère les égalités suivantes

1

T

ˆ T

0

cos(t+ a) sin(t+ b)dt =
1

2T

ˆ T

0

sin(2t+ a+ b) + sin(b− a)dt =
1

2
sin(b− a)

1

T

ˆ T

0

sin(t+ a) sin(t+ b)dt =
1

2T

ˆ T

0

− cos(2t+ a+ b) + cos(a− b)dt =
1

2
cos(a− b)

D’après (4.27), u change de signe quand λ4 ou X4 vaut zéro. Sur l’intervalle
[
0, T

2

]
on a

λ4 (t) = 0 ⇐⇒ t = arctan

(
m1ā4 sin(φ̄3 − φ̄4) +m2ā3

m1ā4 cos(φ̄3 − φ̄4)

)
− φ̄3 + kλπ , rλ4

X4 (t) = 0 ⇐⇒ t = −φ̄2 + kBπ , rB4
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avec kλ, kB ∈ Z. On pose rm = min(rλ4 , rB4) et rM = max(rλ4 , rB4).
On peut donc écrire (4.50)-(4.51) sous la forme détaillée

˙̄a1

(
ā, φ̄
)

=
1

T

ˆ T

0

−
(
ā1

(
1− k1 + k2

m1

)
cos(t+ φ̄1)

+
k2

m1

ā2 cos(t+ φ̄2) +
ε

m1

sin (t)

)
sin(t+ φ̄1)dt+O

(
ε2
)

= − k2ā2

m1T

ˆ T

0

cos(t+ φ̄2) sin(t+ φ̄1)dt− ε

m1T

ˆ T

0

sin (t) sin(t+ φ̄1)dt+O
(
ε2
)

= −k2ā2

2m1

sin
(
φ̄1 − φ̄2

)
− ε

2m1

cos(φ̄1) +O
(
ε2
)

(4.52)

˙̄a2

(
ā, φ̄
)

=
1

T

ˆ T

0

−
(
ā2

(
1− k2

m2

)
cos(t+ φ̄2) +

k2

m2

ā1 cos(t+ φ̄1)

+
cā2

m2

(
1− u

(
ā, φ̄, t

))
sin(t+ φ̄2)

)
sin(t+ φ̄2)dt+O

(
ε2
)

= u
(
ā, φ̄, 0

) 2cā2

m2T

(ˆ T/2

0

sin2(t+ φ̄2)dt− 2

ˆ rM

rm

sin2(t+ φ̄2)dt

)
+
ā1k2

2m2

sin(φ̄1 − φ̄2)− ā2c

2m2

+O
(
ε2
)

= u
(
ā, φ̄, 0

) cā2

m2T

(
π − 2 (rM − rm)− sin(2rm + 2φ̄2) + sin(2rM + 2φ̄2)

)
+
ā1k2

2m2

sin(φ̄1 − φ̄2)− ā2c

2m2

+O
(
ε2
)

(4.53)

˙̄a3

(
ā, φ̄
)

=
1

T

ˆ T

0

−
(
ā3

(
1− k1

m1

)
cos(t+ φ̄3)− k2

m2

ā4 sin(t+ φ̄4)

−
ˆ
ā1Q11 cos(t+ φ̄1)

)
sin(t+ φ̄3)dt+O

(
ε2
)

=
k2

2m2

ā4 cos(φ̄3 − φ̄4) +
ā1Q11

2
sin(φ̄3 − φ̄1) +O

(
ε2
)

(4.54)
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˙̄a4

(
ā, φ̄
)

= − 1

T

ā4

m2

ˆ T

0

(
(m2 −k2) cos(t+φ̄4)− c

(
1−u

(
ā,φ̄,t

))
sin(t+φ̄4)

)
sin(t+φ̄4)dt

− 1

T

ā3

m1

ˆ T

0

(
c
(
1−u

(
ā,φ̄,t

))
cos(t+φ̄3)+m2 sin(t+φ̄3)

)
sin(t+φ̄4)dt+O

(
ε2
)

=
ā3

2m1

(
c sin(φ̄3 − φ̄4)−m2 cos(φ̄3 − φ̄4)

)
+

ā4c

2m2

− 2u
(
ā,φ̄,0

) c
T

ˆ T/2

0

(
ā4

m2

sin(t+ φ̄4)− ā3

m1

cos(t+ φ̄3)

)
sin(t+ φ̄4)dt

+ 4u
(
ā,φ̄,0

) c
T

ˆ rM

rm

(
ā4

m2

sin(t+ φ̄4)− ā3

m1

cos(t+ φ̄3)

)
sin(t+ φ̄4)dt+O

(
ε2
)

=
ā3

2m1

(
c sin(φ̄3 − φ̄4)−m2 cos(φ̄3 − φ̄4)

)
+

ā4c

2m2

+ u
(
ā,φ̄,0

) c
T

ā3

m1

(
−π−2 (rM−rm)−cos(2rm+φ̄3+φ̄4)+cos(2rM+φ̄3+φ̄4)

)
+ u

(
ā,φ̄,0

) c
T

ā4

m2

(
−π−2 (rM−rm)−sin(2rm+2φ̄4)+sin(2rM+2φ̄4)

)
+O

(
ε2
)

(4.55)

˙̄φ1

(
ā, φ̄
)

= − 1

ā1T

ˆ T

0

(
ā1

(
1− k1 + k2

m1

)
cos(t+ φ̄1)

+
k2

m1

ā2 cos(t+ φ̄2) +
ε

m1

sin (t)

)
cos(t+ φ̄1)dt+O

(
ε2
)

=
1

2

(
k1 + k2

m1

− 1

)
− ā2k2

2ā1m1

cos(φ̄1 − φ̄2) +
ε

2ā1m1

sin
(
φ̄1

)
+O

(
ε2
)

(4.56)

˙̄φ2

(
ā, φ̄
)

= − 1

ā2T

ˆ T

0

(
ā2

(
1− k2

m2

)
cos(t+ φ̄2) +

k2

m2

ā1 cos(t+ φ̄1)

+
cā2

m2

(
1− u

(
ā, φ̄, t

))
sin(t+ φ̄2)

)
cos(t+ φ̄2)dt+O

(
ε2
)

=
1

2

(
k2

m2

−1

)
− ā1k2

2ā2m2

cos(φ̄1−φ̄2)− c

m2T

ˆ T/2

0

u
(
ā,φ̄,t

)
sin(2t+2φ̄2)dt+O

(
ε2
)

= u
(
ā, φ̄, 0

) c

m2T

(
− cos(2rm + 2φ̄2) + cos(2rM + 2φ̄2)

)
+

1

2

(
k2

m2

− 1

)
− ā1k2

2ā2m2

cos(φ̄1 − φ̄2) +O
(
ε2
)

(4.57)
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˙̄φ3

(
ā, φ̄
)

= − 1

ā3T

ˆ T

0

(
ā3

(
1− k1

m1

)
cos(t+ φ̄3)− k2

m2

ā4 sin(t+ φ̄4)

−
ˆ
ā1Q11 cos(t+ φ̄1)

)
cos(t+ φ̄3)dt+O

(
ε2
)

=
1

2

(
k1

m1

− 1

)
+
ā1Q11

2ā3

cos(φ̄1 − φ̄3)− ā4k2

2ā3m2

sin(φ̄3 − φ̄4) +O
(
ε2
)

(4.58)

˙̄φ4

(
ā, φ̄
)

= − 1

m2T

ˆ T

0

(
(m2−k2) cos(t+φ̄4)−c

(
1−u

(
ā,φ̄, t

))
sin(t+φ̄4)

)
cos(t+φ̄4)dt

− ā3

ā4m1T

ˆ T

0

(
c
(
1−u

(
ā,φ̄,t

))
cos(t+φ̄3)+m2 sin(t+φ̄3)

)
cos(t+φ̄4)dt+O

(
ε2
)

=
1

2

(
k2

m2

− 1

)
− ā3

2ā4m1

(
m2 sin(φ̄3 − φ̄4) + c cos(φ̄3 − φ̄4)

)
−u
(
ā,φ̄, 0

) c
T

(
2

m2

(̂
T/2

0

sin(t+φ̄4) cos(t+φ̄4)dt− 2

ˆ rM

rm

sin(t+φ̄4) cos(t+φ̄4)dt

)

− 2ā3

ā4m1

(̂
T/2

0

cos(t+φ̄3) cos(t+φ̄4)dt−2

ˆ rM

rm

cos(t+φ̄3) cos(t+φ̄4)dt

))
+O

(
ε2
)

=
1

2

(
k2

m2

− 1

)
− ā3

2ā4m1

(
m2 sin(φ̄3 − φ̄4) + c cos(φ̄3 − φ̄4)

)
+ u

(
ā, φ̄, 0

) c
T

(
cos(2rm + 2φ̄4)− cos(2rM + 2φ̄4) +

ā3

ā4m1

)
+ u

(
ā, φ̄, 0

) c
T

ā3

ā4m1

(
− cos(φ̄3 − φ̄4) (−π − 2 (rM − rm))

+ sin(2rm + φ̄3 + φ̄4)− sin(2rM + φ̄3 + φ̄4)
)

+O
(
ε2
)

(4.59)

Les équations (4.52-4.59) sont des équations différentielles possédant des points d’équi-
libre qui définissent un modèle moyen que nous allons utiliser. Nous allons maintenant
déterminer les valeurs numériques de ces points d’équilibre.

Résolution numérique

Pour cette étude numérique, nous choisissons arbitrairement que la force sinusöı-
dale a pour amplitudeε = 10−4N, cette valeur est extrêmement faible au regard des
masses de notre oscillateur (m1 = 100 kg et m2 = 2 kg).

Nous cherchons le point d’équilibre le plus proche des valeurs relevées sur les
données fournies par ICLOCS. Par conséquent, nous utilisons la fonction fsolve de
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ā1 10, 88µm φ̄1 2, 159
ā2 4, 351µm φ̄2 1, 691
ā3 118, 5 10−6 φ̄3 1, 592
ā4 7, 361 10−6 φ̄4 0, 581

Table 4.2 – Amplitudes et phases de la solution trouvée par ICLOCS

āavg
1 11.19µm φ̄avg

1 2.137
āavg

2 4.319µm φ̄avg
2 1.710

āavg
3 125.2 10−6 φ̄avg

3
π/2 (' 1.571)

āavg
4 7.459 10−6 φ̄avg

4 0.567

Table 4.3 – Amplitudes et phases données par la méthode de moyennisation

MATLAB pour trouver les vecteurs ā et φ̄ tels que ˙̄a et ˙̄φ donnés dans les équations
(4.52-4.59) sont nuls. Pour initialiser l’algorithme, nous utilisons les amplitudes et les
phases relevées sur l’exemple numérique résolu par ICLOCS (sur une période) sont
reportées en Table 4.2.

Cette solution est effectivement très proche d’un point d’équilibre de (4.52-4.59).
On utilise fsolve pour trouver une solution encore plus proche de l’équilibre de
(4.52-4.59). Pour obtenir le point d’équilibre réel, on utilise finalement fminsearch,
les valeurs obtenues sont reportées en Table 4.3.

Le plus grand terme de
(

˙̄a, ˙̄φ
)

avec les valeurs de la Table 4.3 obtenues avec

fminsearch vaut environ 10−16. Il existe donc une trajectoire 10 sous la forme définie
par (4.35-4.38) et (4.41-4.42) proche de celle d’ICLOCS qui vérifie le Principe du
maximum de Pontryagin. On a aussi vu que la commande optimale est bang bang et
présente 2 bangs par période.

4.5 Commande par feedback

Nous avons étudié la commande optimale de notre modèle réduit, cependant dans
la réalité la houle n’est pas monochromatique, et les interactions entre la houle et
l’éolienne flottante est bien plus complexe que ce qui a été considéré au §4.4. De
plus en pratique, la forme exacte de la houle n’est pas connue à l’avance. Pour pal-
lier ces problèmes pratiques nous allons développer deux commandes par feedback
(rétroaction).

10. En initialisant cette même méthode numérique avec des valeurs aléatoires, il y a deux cas de
figure qui se présentent, soit la méthode numérique retombe sur les valeurs données en Table 4.3,
soit elle ne converge pas. On peut donc raisonnablement penser que le point d’équilibre est unique.
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4.5.1 LQR saturé : commande sans information de la houle

On considère ici le modèle réduit présenté au §4.3.2. On cherche la loi de commande
à rétroaction proportionnelle qui minimise la fonction de coût quadratique suivante

JLQR ,
ˆ ∞

0

X>QX + F>h RFhdt

où Q et R sont les matrices de pondération semi-définie positive et définie positive
respectivement.

La force de contrôle minimisant la fonction de coût est

Fh = −KLQRX

avec
KLQR = R−1B>P

où P est la solution de l’équation algébrique de Riccati suivante

PA− PB
(
R−1B>P

)
+ A>P + Q = 0

On veut éviter que l’une des colonnes verticales du TLCD soit vidée, et donc que
l’hypothèse de modélisation 6 du §4.1.1 ne soit plus valable. Pour cela on implémente
la commande suivante que nous désignerons “LQR saturé”

Algorithme 1.
Si |w| > wlimite et sign (ẇ) = sign (w), alors

Fh = −1

2
ρAh(νẇ)|νẇ|ηU

sinon

Fh = −1

2
ρAh(νẇ)|νẇ| sat[ηL,ηU ]

(
2KLQRX

ρAh(νẇ)|νẇ|

)
avec wlimite = 0.9Lv.
On a cherché par essais successifs les meilleures matrices R et Q diagonales don-

nant KLQR permettant de rejeter au mieux la perturbation pour le système dont la
dynamique est
Ẋ = AX − 1

2
ρAh(νẇ)|νẇ|BηU + EF si |w| > wlimite

et sign (ẇ) = sign (w)

Ẋ = AX − 1
2
ρAh(νẇ)|νẇ|B sat[ηL,ηU ]

(
2KLQRX

ρAh(νẇ)|νẇ|

)
+ EF sinon

avec F la force monochromatique de la houle. On note que le LQR saturé ne
connâıt d’aucune façon la houle.
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4.5.2 MPC avec prédiction de la houle

Nous développons une commande MPC (Model Predictive Control (Mayne et al.,
2000)) échantillonnée à 1 Hz dont le problème d’optimisation est

Problème 3. Model Predictive Control

minη(τ)J =

ˆ t+Thor

t

M̄11ϕ̇ (τ)2 + K̄11ϕ (τ)2 dτ

sujet à

X0 = X (t)

Ẋ (τ) = AX (τ)− 1

2
ρAh(νẇ (τ))|νẇ (τ) |Bη (τ) + EFp (τ) ∀τ ∈ [t, t+ Thor]

XL ≤ X (τ) ≤ XU ∀τ ∈ [t, t+ Thor]

ηL ≤ η (τ) ≤ ηU ∀τ ∈ [t, t+ Thor]

Comme nous ne pouvons pas parfaitement connâıtre la houle future, nous rem-
plaçons F la force de la houle par Fp la force prédite par un algorithme de prédiction
de la houle. Nous avons choisi l’horizon de la commande Thor = 30 s contenant une
large partie du spectre des sollicitations.

Prévision de la houle

Pour prévoir la houle, on peut utiliser deux approches. D’une part on peut utiliser
la prévision « spatiale » qui consiste à installer des instruments de mesure autour
du point considéré, et avec les lois de propagation des vagues, déterminer la hauteur
de vague au point d’intérêt. L’autre approche consiste à extrapoler les mesures pas-
sées pour obtenir le comportement de la houle dans le futur. La première méthode
nécessite plusieurs points de mesure et peut être très complexe : il faut prendre en
compte la présence de vagues venant de la diffraction, de la radiation ou d’autres
phénomènes potentiellement non-linéaires (Molin, 2002; Fusco et Ringwood, 2010),
on ne s’intéressera donc pas à la première méthode.

Fusco et Ringwood (2010) ont comparé plusieurs approches de prévision de la
houle, et ont montré qu’un simple modèle linéaire autorégressif pouvait donner une
bonne prédiction de la houle filtrée (passe-bas). On ne peut pas utiliser ce filtre en
ligne pour deux raisons principales. D’une part, il faut mettre à jour les coefficients du
modèle à chaque changement d’état de mer (toutes les 2 ou 3 heures) ce qui entrâıne
la résolution d’un problème de moindre carré non-linéaire. D’autre part, la méthode
proposée par Fusco et Ringwood (2010) nécessite un filtrage passe-bas de la houle qui
induit un retard.
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Processus autorégréssif adapta�f Fp(k+1)....
Fp(k+np)Dt

Fp(k)....
Fp(k-no-1) no np
Figure 4.6 – Schéma du modèle de prévision de la houle

Le modèle de prévision développé à l’IFPEN est un modèle autorégressif adapta-
tif sans pré-filtrage des données Il est implémentable en ligne et présente des perfor-
mances comparables à celles présentées par Fusco et Ringwood (2010). Un schéma-
bloc de ce modèle de prévision est donné en Fig. 4.6.

Le temps d’échantillonnage du modèle est noté ∆t. À partir des no dernières
mesures de la houle, le modèle nous donne la force de la houle Fp pour les np prochains
pas.

Comme l’horizon de notre MPC est de 30 s, on a choisi de prendre le nombre
de pas np = 30, et le temps d’échantillonnage ∆t = 1 s. Par essais successifs, on a
déterminé que no = 110 était le réglage donnant la meilleure prédiction de la houle.

Le filtre de prévision de la houle tend vers une prédiction parfaite d’un signal
sinusöıdal en régime établi, donc pour une houle monochromatique, on a Fp = F .

Pour quantifier la précision de l’algorithme de prévision pour une houle polychro-
matique, nous choisissons l’indice de performance suivant

err. rms % = 100
std (F − Fp)
std (F )

En Fig. 4.7 nous avons explicité ce critère pour trois houles différentes, caracté-
risées par leur période pic Tp, et pour plusieurs horizons de prévision allant de 1 s
à 30 s. On précise que modèle de Fusco et Ringwood (2010) obtient une err. rms %,
entre la houle prédite et la houle filtrée, pour une prévision à 20 s comprise entre 70%
et 120%.

Les spectres des signaux à prédire ont aussi été tracés en Fig. 4.7, ils expliquent
en partie l’écart de performances entre les différentes houles. Ces écarts peuvent aussi
être attribués à l’échantillonnage de la dynamique à 1 s qui est un peu grand pour
prédire la houle de période pic de 5 s. Nous n’avons pas fait apparâıtre l’erreur de
moyenne qui est très petite devant l’amplitude de la houle.

Nous pensons qu’une prévision avec une err. rms inférieure à 50% est bonne, nous
pensons aussi qu’une err. rms entre 50% et 100% est encore acceptable, tant que
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Figure 4.7 – Erreurs de prévision et spectres de F (t) associés à différents Tp
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l’erreur en amplitude et en déphasage reste raisonnable (ce qui est le cas ici). Ces
erreurs sont illustrées en Fig. 4.8 . Par conséquent, quelle que soit la vague à prédire
de période pic entre 3 s et 30 s, la prévision sur les premières 10 s sera bonne, celle
entre 10 s et 20 s sera convenable, et la prévision entre 20 s et 30 s sera plus discutable.

4.5.3 Comparaison des commandes appliquées au modèle ré-
duit

On a tracé en Fig. 4.9 et 4.10 les RAO et RAO généralisées du modèle réduit
de notre système contrôlé par les quatre méthodes de commandes proposées dans
ce chapitre i) heuristique du §4.3.4, ii) LQR saturée du §4.5.1, iii) MPC du §4.5.2,
iv) commande optimale du §4.4.1. On voit sur la Fig. 4.9 que la commande heuris-
tique présente des maximums d’amplitude bien supérieurs aux autres commandes, on
l’écarte donc pour la suite de notre étude.

Les Fig. 4.9 et 4.10 montrent, comme on pouvait s’y attendre, que la commande
MPC avec prédiction de la houle est bien plus performante que le LQR saturé, et
quasiment aussi performante que le contrôle optimal sur le modèle réduit. Ces bons
résultats nous invitent donc à tester la commande MPC avec prédiction de la houle
(désormais désignée par “M”) et la commande LQR saturée (désormais désignée par
“L”) sur le modèle complet.

4.5.4 Comparaison des commandes appliquées au modèle com-
plet

En appliquant les commandes L et M développées plus haut à notre modèle com-
plet décrit par (4.16), on obtient la RAO en Fig. (4.11) et la RAOg en Fig. (4.12). La
commande M montre de meilleures performances que la commande L en houle mo-
nochromatique, on rappelle que dans ce cas la prédiction de la houle est parfaite. En
houle polychromatique, les performances de la commande M sont à peine meilleures
que celles de la commande L.

La Fig. 4.12 est la plus représentative du besoin applicatif. La commande L est par
définition beaucoup plus simple que la commande M, tandis que les performances de
ces deux commandes sont très proches sur nos tests, on va donc conserver uniquement
la commande L dans la suite de cette thèse.

4.6 Tests de robustesse

Nous avons négligé jusqu’ici un certain nombre de phénomènes pour simplifier
l’étude. Dans cette partie, nous allons vérifier que ces suppositions n’impactent pas
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Figure 4.8 – Tracé de F (t) et Fp(t) pour différents Tp. On a err. rms % ≈ 50% pour
la colonne de gauche et 100% pour celle de droite
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Figure 4.9 – RAO en roulis sur le modèle réduit MPC vs LQR saturé vs contrôle
optimal pour une houle monochromatique
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Figure 4.10 – RAO généralisée en roulis sur le modèle réduit MPC vs LQR saturé
vs contrôle optimal pour une houle polychromatique
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Figure 4.11 – RAO en roulis sur le modèle complet “sans TLCD” vs “TLCD passif”
vs “LQR saturé” pour une houle monochromatique
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Figure 4.12 – RAO généralisée en roulis sur le modèle complet “sans TLCD” vs
“TLCD passif” vs “LQR saturé” pour une houle polychromatique
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dramatiquement les performances de notre système d’amortissement, en opérant des
tests numériques de robustesse.

4.6.1 Perte de charge minimale non nulle

Nous avons négligé les pertes de charges dans le tube en U qui n’étaient pas causées
par la restriction. Nous allons vérifier si cette hypothèse était pertinente en effectuant
des simulations avec plusieurs ηL > 0 pertinents représentatifs de différents cas.

Lien entre la perte de charge singulière 11 et η

Nous allons relier le coefficient de perte de charge singulière à la valeur de η. Pour
ce faire, nous comparerons les puissances dissipées par les forces qu’elles engendrent.

La force développée par une perte de charge singulière vaut

Fps = A∆Pps = −1

2
KpsρAv |v|

avec Kps le module de perte de charge.
On considère le cas où la perte de charge singulière est située dans le tube hori-

zontal. Pour que la puissance dissipée par Fps soit la même que celle dissipée par Fh,
il faut qu’on ait

−(νẇ)
1

2
KpsρAh(νẇ)|νẇ| = −(νẇ)

1

2
ηρAh(νẇ)|νẇ|

c’est à dire
η = Kps (4.60)

On considère maintenant le cas où la perte de charge singulière est située dans
la colonne verticale. Pour que la puissance dissipée par Fps soit la même que celle
dissipée par Fh, on doit vérifier

−ẇ1

2
KpsρAvẇ|ẇ| = −ẇ

1

2
KpsρνAhẇ|ẇ| = −(νẇ)

1

2
ηρAh(νẇ)|νẇ|

cette fois on a
η = ν−2Kps (4.61)

On se servira par la suite de ce résultat pour estimer la valeur minimale de la perte
de charge.

11. Les pertes de charge de ce type sont dues à des accidents ou obstacles présents sur les tronçons
(rétrécissements de section, coudes, etc...).
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Estimation de ηL

Les pertes de charges que nous considérons sont situées aux liaisons entre les
colonnes verticales et le tube horizontal.

Nous allons considérer trois cas, du raccord le plus brut au raccord le plus travaillé.
Dans les deux premiers cas, les liaisons entre les colonnes seront assurées par des
coudes à changement de section. Ces coudes seront soit brutes (cas 1) soit arrondis
(cas 2). Dans le cas 3, le tube horizontal sera pourvu d’un élargissement conique (aussi
appelé rectiligne) suivi d’un coude arrondi sans changement de section. Dans les trois
cas, nous utilisons les valeurs données dans Idel’Cik (1969).

Pour le cas 1, les tables nous disent qu’on a Kps = 0.55 dans le sens du rétrécis-
sement et aussi qu’on a Kps = 1.5 dans l’autre sens. On a donc

ηL = 0.55 + 1.5 = 2, 05

Dans le cas 2, on a Kps = 0.85 · 0.04 pour le rétrécissement et Kps = 0.85 · 0.67 pour
l’élargissement, soit

ηL = 0.85 (0.04 + 0.67) ' 0.60

Pour le cas 3, nous avons pris un élargissement conique ayant un angle au sommet
de 20° et donc une longueur de 3.86 m au bout du tube horizontal, suivi d’un coude
dont le rayon de courbure vaut le diamètre de la colonne verticale. La perte de charge
dans chaque coude vaut 0.24. La perte de charge dans le cône vaut 0.22 quand le
liquide va du tube horizontal vers le tube vertical, et 0.09 dans l’autre sens. En
utilisant (4.60-4.61) on obtient

ηL = 0.22 + 0.09 + 2 (0.24) ν−2 ' 0.34

Résultats

Nous avons donc effectué des simulations pour les trois valeurs de ηL qu’on vient
d’obtenir. Les résultats sont présentés en Fig. 4.13, les performances du cas 1, le
raccord le plus simple, sont assez mauvaises, les performances des cas 2 et 3 sont plus
proches des résultats de référence. Il faudra par conséquent soigner particulièrement
les raccords entre le tube horizontal et les colonnes verticales.

4.6.2 Assiette moyenne

On a négligé l’interaction entre l’éolienne et le vent. En réalité, la poussée du
vent sur le rotor va créer au centre de gravité une force sur le cavalement ainsi qu’un
moment sur le roulis. Cette force de poussée va en moyenne faire que l’angle de roulis
n’oscillera pas autour de zéro mais autour d’une autre valeur. On a vu au §2.5 que le
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Figure 4.13 – RAO en roulis sur le modèle complet “LQR saturé” pour une houle
monochromatique, pour différentes valeurs de ηL
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Figure 4.14 – RAO en roulis sur le modèle complet “LQR saturé” pour une houle
polychromatique, pour différentes valeurs de ηL
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roulis moyen devait être inférieur à 5 degrés pour une éolienne flottante industrielle.
On va chercher à déterminer comment se comporte notre système d’amortissement
au voisinage de cette limite, c’est-à-dire pour un angle de roulis moyen de 5 degrés.

Modification des simulations

Pour simuler ce cas de figure, on initialise le problème à ϕ = 5° et on modifie la
force développée par la houle de la manière suivante

F = F + 5
π

180
Ks4,4

avec Ks4,4 la raideur hydrostatique de l’éolienne flottante en roulis.
On va aussi modifier la loi de rétroaction afin qu’elle ne soit plus du type

Fh = sat (−KLQRX)

mais
Fh = sat (−KLQR (X −Xmoyen))

puisque le point d’équilibre a changé.

Résultats

Nous simulons le système avec les modifications indiquées. Les résultats sont tracés
en Fig. 4.15, elles nous montrent que les performances, bien que dégradées par ce
changement d’assiette, restent bonnes.

4.6.3 Mât flexible

Pour cette partie, on va coupler le système décrit en (4.16) avec un système masse-
ressort supplémentaire qui viendra rendre compte de la déformation du mât.

Pour ce faire, il faut coupler le système (4.16) avec un système masse ressort situé
au niveau de la nacelle. Nous introduisons donc dans le modèle de notre système
une masse ponctuelle au niveau de la nacelle. Sa position et sa vitesse dans Rb sont
définies par

rbr ,
[
0, ybr, z

b
r

]>
vbr ,

[
0, ẏbr, 0

]>
L’énergie potentielle du système couplé s’écrit

V = z>.gR (ϕ)

(
ρ

ˆ ςp

−ςs
At (σ) (rb (σ) + xb)dσ +mrr

b
r −mrz

b
rz

)
+

1

2
kr y

b
r

2
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Figure 4.15 – RAO en roulis sur le modèle complet “LQR saturé” pour une houle
monochromatique pour différentes assiettes
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Figure 4.16 – RAO en roulis sur le modèle complet “LQR saturé” pour une houle
polychromatique pour différentes assiettes
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L’énergie cinétique du système couplé s’écrit T = Ts + Tt + Tr − Tzr avec

Tr =
1

2
mr

∥∥vb + ωb × rbr + vbr
∥∥2

2

Tzr =
1

2
mr

∥∥vb + ωb × zbrz
∥∥2

2

Une fois l’énergie du système écrite, on obtient les équations de la dynamique de
la même façon que pour le modèle (4.16).

Nous avons déterminé la raideur en flexion du mât grâce à la théorie des poutres
et aux données fournies dans Jonkman et al. (2009) soit 1.17 106 N/m. La masse mr

est celle du rotor et de la nacelle combinée soit 350 T.
Nous avons simulé le modèle modifié et tracé les résultats en Fig. 4.17 à 4.19.

Sur la Fig. 4.17 on voit qu’en ajoutant la flexion du mât au problème, la période de
résonance du système barge plus éolienne est légèrement décalée vers la droite. La
Fig. 4.18 nous montre que ce décalage entrâıne une légère diminution de l’amplitude
des oscillations en roulis du système soumis à la commande LQR saturée, pour les
houles monochromatiques dont la période est située entre 10 s et 16 s. Sur la Fig. 4.19
concernant l’accélération de la nacelle, on observe seulement un changement au niveau
de la période de résonance du mat, où les performances sont dégradées. L’amplitude
calculée de l’accélération de la nacelle à la résonance est grande car on a négligé
l’interaction aérodynamique entre le rotor et le vent, par conséquent les oscillations
de la nacelle ne sont pas amorties. En pratique on peut s’attendre à un résultat plus
favorable, l’amplitude de ce pic se trouvant naturellement réduite par cet effet.

On voit qu’approximer l’ensemble flotteur-éolienne comme rigide est une hypo-
thèse qui n’a qu’un faible impact sur les résultats en roulis.

4.6.4 Incidence de la houle

Jusqu’ici on a considéré que la houle et le TLCD étaient parfaitement alignés, en
conditions réelles ce ne sera pas le cas. On introduit l’angle β qui va représenter ce
désalignement. On abordera en détail l’intégration de β dans le modèle dynamique
dans le Chapitre 5. On a tracé les RAO de notre système soumis à une houle mono-
chromatique et amorti par un TLCD passif en Fig. 4.22 pour différentes valeurs de
β de 0° à 90°. On observe que plus β augmente, plus on se rapproche du cas “sans
TLCD”.

On voit clairement que l’incidence de la houle est le point négligé jusqu’ici le plus
critique, il faut donc trouver une parade à ce problème. C’est l’objet du Chapitre
suivant qui étudie le système en trois dimensions.

76



5 10 15 20 25 30
0

1

2

3

4

RAO phi 1U

T (s)

 R
o

ll 
a

m
p

lit
u

d
e

 /
 w

a
v
e

 h
e

ig
h

t 
(d

e
g

/m
)

 

 

mât rigide

mât flexible

Figure 4.17 – RAO en roulis sur le modèle complet pour une houle monochromatique,
pour un mât flexible, avec le liquide du TLCD immobile

5 10 15 20 25 30
0

1

2

3

4

RAO phi

T (s)

 R
o

ll 
a

m
p

lit
u

d
e

 /
 w

a
v
e

 h
e

ig
h

t 
(d

e
g

/m
)

 

 

LQR sa ref

mât flexible

Figure 4.18 – RAO en roulis sur le modèle complet “LQR saturé” pour une houle
monochromatique, pour un mât flexible
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Figure 4.19 – Accélération moyenne de la nacelle sur le modèle complet pour le“LQR
saturé” pour une houle monochromatique, pour un mât flexible
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Figure 4.20 – RAO en roulis sur le modèle complet pour le “LQR saturé” soumis à
une houle polychromatique, pour un mât flexible
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Figure 4.21 – Accélération moyenne de la nacelle sur le modèle complet pour le“LQR
saturé” soumis à une houle polychromatique, pour un mât flexible
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Figure 4.22 – RAO en roulis sur le modèle complet pour le “LQR saturé” soumis à
une houle monochromatique pour β allant de 0 à 90° par incréments de 15°
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Chapitre 5

Systèmes 3D

On a vu dans le chapitre précédent que le principal point faible de la stratégie
d’amortissement actif par le TLCD se situait dans son alignement avec les vagues.
Dans ce chapitre, nous allons proposer deux systèmes d’amortissement novateurs ins-
pirés par le TLCD que nous avons baptisé TLMCD, pour Tuned Liquid Multiple
Column Damper, et nous allons les étudier en 3D. Nous comparerons aussi les perfor-
mances de ces TLMCD avec une approche plus classique qui consiste à agencer deux
TLCD en croix.

5.1 Conventions géométriques de la modélisation

3D

5.1.1 Orientation des repères les uns par rapport aux autres

On conserve les repères introduits au §4.1.2, i.e. le repère lié à la barge est noté
Rb , (CdG,xb,yb, zb) et le repère galiléen lié à la terre est noté Re , (O,xe,ye, ze).
Cependant comme nous autorisons les repères à bouger selon tous les degrés de liberté,
l’orientation de Rb par rapport à Re est définie par le triplet d’Euler “roulis-tangage-
lacet”, noté Θ = [ϕ, θ, ψ]>, et la matrice de rotation associée est

R (Θ) ,Rz (ψ)Ry (θ)Rx (ϕ)

où

Rx (ϕ) ,

 1 0 0
0 cϕ −sϕ
0 sϕ cϕ

 Ry (θ) ,

 cθ 0 sθ
0 1 0
−sθ 0 cθ

 Rz (ψ) ,

 cψ −sψ 0
sψ cψ 0
0 0 1


en notant cx = cos (x) et sx = sin (x). On vérifie toujours ẋe = R (Θ) vb. On a
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R (Θ) ∈ R3×3 matrice de rotation de Rb par rapport à Re

xe = [x, y, z]> ∈ R3 position de CdG dans Re

Θ = [ϕ, θ, ψ]> ∈ R3 triplet d’Euler associé à R

vb ∈ R3ωb vitesse de Rb par rapport à Re

ωb ∈ R3 vitesse de rotation de Rb par rapport à Re

nc
nombre minimal de variables nécessaires pour

décrire la vitesse du fluide dans le TLCD/TLMCD

w ∈ Rnc positions généralisées du fluide

q =
[
xn >,Θ>, w>

]> ∈ R6+nc positions généralisées du système

v =
[
vb >, ωb >, ẇ>

]> ∈ R6+nc vitesses généralisées du système

G (Θ) ∈ R3×3 matrice reliant Θ̇ et ωb telle que : ωb = GΘ̇

P (Θ) ∈ R6+nc×6+nc matrice reliant q̇ et v telle que : v = P q̇
rb (σ) =

[
xbt , y

b
t (σ) , zbt (σ)

]> ∈ R3 géométrie des éléments du TLCD/TLMCD

Table 5.1 – Nomenclature spécifique à la modélisation des systèmes 3D

φ

yb

zb

xb

z1

y1
φ

z1

θ

θ

xb

x2
ze

y1 y1

xe

Figure 5.1 – Orientation de Rb par rapport à Re
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classiquement (Landau et Lifshitz, 1976)

Ṙ = R (Θ) S(ωb) (5.1)

On définit

G (Θ) ,
[
x, R>x (ϕ) y, R>x (ϕ)R>y (θ) z

]
=
[
x, R>x (ϕ) y, R (Θ)> z

]
=

 1 0 −sθ
0 cϕ sϕcθ
0 −sϕ cϕcθ

 (5.2)

La vitesse de rotation de Rb par rapport à Re exprimé dans Rb, notée ωb, est relié
à Θ par ωb = GΘ̇.

On note qs ,

[
xe

Θ

]
, vs ,

[
vb

ωb

]
. On définit q ,

[
qs
w

]
et v ,

[
vs
ẇ

]
, avec

w ∈ Rnc et nc le nombre minimal de variables qui permettent de connâıtre la vitesse du
liquide dans le TLCD (nc sera déterminé en §5.2 pour chaque variante), ces grandeurs
sont reliées par v = P q̇ avec

P (Θ) =

 R (Θ)> 03×3 03×nc
03×3 G (Θ) 03×nc
0nc×3 0nc×3 Inc


Pour la suite de nos calculs, nous aurons besoin des résultats calculatoires suivants.
On définit la dérivée d’un vecteur ligne x> ,

[
x1 . . . xn

]
par rapport à un

vecteur colonne y ,

 y1
...
ym

 comme suit

∂x>

∂y
,


∂x1
∂y1

· · · ∂xn
∂y1

...
. . .

...
∂x1
∂ym

· · · ∂xn
∂ym

 (5.3)

Proposition 1. Pour tout vecteur r ∈ R3, on peut écrire la dérivée de r>R par
rapport au vecteur Θ sous la forme

∂r>R

∂Θ
= −G>S

(
R>r

)
(5.4)

avec G définie en (5.2) et S (·) la matrice du produit vectoriel
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Démonstration. On détaille le calcul pour les trois vecteurs de base (x,y, z). On a

R>z =

 −sθsϕcθ
cϕcθ


donc

−G>S
(
R>z

)
=

 0 cθcϕ −cθsϕ
−cθ −sθsϕ −sθcϕ

0 0 0


et

∂z>R

∂Θ
=

 0 cθcϕ −cθsϕ
−cθ −sθsϕ −sθcϕ

0 0 0


on a donc

∂z>R

∂Θ
= −G>S

(
R>z

)
On a aussi

R>y =

 cθsψ
cϕcψ + sϕsθsψ
−sϕcψ + cϕsθsψ


donc

−G>S
(
R>y

)
=

 0 −sϕcψ + cϕsθsψ −cϕcψ − sϕsθsψ
−sθsψ sϕcθsψ cϕcθsψ
cθcψ −cϕsψ + sϕsθcψ sϕsψ + cϕsθcψ


et

∂y>R

∂Θ
=

 0 −sϕcψ + cϕsθsψ −cϕcψ − sϕsθsψ
−sθsψ sϕcθsψ cϕcθsψ
cθcψ −cϕsψ + sϕsθcψ sϕsψ + cϕsθcψ


on a donc

∂y>R

∂Θ
= −G>S

(
R>y

)
Et finalement on a

R>x =

 cθcψ
−cϕsψ + sϕsθcψ
sϕsψ + cϕsθcψ


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donc

−G>S
(
R>x

)
=

 0 sϕsψ + cϕsθcψ cϕsψ − sϕsθcψ
−sθcψ sϕcθcψ cϕcθcψ
−cθsψ −cϕcψ − sϕsθsψ sϕcψ − cϕsθsψ


et

∂x>R

∂Θ
=

 0 sϕsψ + cϕsθcψ cϕsψ − sϕsθcψ
−sθcψ sϕcθcψ cϕcθcψ
−cθsψ −cϕcψ − sϕsθsψ sϕcψ − cϕsθsψ


On a donc

∂x>R

∂Θ
= −G>S

(
R>x

)
On peut réécrire r = r1x + r2y + r3z, par linéarité de la dérivée on vérifie donc

∂r>R

∂Θ
= −G>S

(
R>r

)

Proposition 2. On peut écrire les dérivées de vb> et ωb> par rapport à Θ sous la
forme

∂vb>

∂Θ
= −G>S

(
vb
)

(5.5)

∂ωb>

∂Θ
= Ġ> −G>S

(
ωb
)

(5.6)

Démonstration. Pour démontrer 5.6, on écrit

ωb = G (Θ) Θ̇ =

 ϕ̇+ sθψ̇

cθsϕψ̇ + cϕθ̇

cθcϕψ̇ − sϕθ̇


on a donc

∂ωb>

∂Θ
=

 0 cθcϕψ̇ − sϕθ̇ −cθsϕψ̇ − cϕθ̇
−cθψ̇ −sθsϕψ̇ −sθcϕψ̇

0 0 0


On dérive la matrice G définie en (5.2) par rapport au temps, on obtient

Ġ> =

 0 0 0
0 −sϕϕ̇ −cϕϕ̇
−cθθ̇ cθcϕϕ̇− sθsϕθ̇ −cθsϕϕ̇− sθcϕθ̇


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on écrit aussi

G>S
(
G (Θ) Θ̇

)
=

 0 −cθcϕψ̇ + sϕθ̇ cθsϕψ̇ + cϕθ̇

cθψ̇ sϕ

(
−ϕ̇+ sθψ̇

)
cϕ

(
−ϕ̇+ sθψ̇

)
−cθθ̇ cθcϕϕ̇− sθsϕθ̇ −cθsϕϕ̇− sθcϕθ̇


On vérifie donc bien l’équation

∂ωb>

∂Θ
= Ġ> −G>S

(
ωb
)

Pour démontrer (5.5), on rappelle qu’on peut écrire vb sous la forme R>ẋe, d’après
la Proposition 1 on a donc

∂vb>

∂Θ
= −G>S

(
vb
)

5.1.2 Éléments relatifs au système d’amortissement

Dans tout le chapitre, et quel que soit le système considéré, nous modélisons la
géométrie du tube de la même manière que pour la modélisation 2D i.e.

rb (σ) ,
[
xbt , y

b
t (σ) , zbt (σ)

]>
avec

ybt (σ) ,


Lh
2

σ ≤ −Lh
2

−σ −Lh
2
< σ ≤ Lh

2

−Lh
2

Lh
2
< σ

zbt (σ) ,


e+ Lh

2
+ σ σ ≤ −Lh

2

e −Lh
2
< σ ≤ Lh

2

e+ Lh
2
− σ Lh

2
< σ

et où xbt est défini pour chaque système d’amortissement de manière à obtenir un
problème symétrique.

La section du TLCD est comme précédemment définie par

At (σ) ,


Av σ ≤ −Lh

2

Ah −Lh
2
< σ ≤ Lh

2

Av
Lh
2
< σ

Dans la suite, les systèmes d’amortissement considérés sont constitués de N élé-
ments pivotés de manière régulière autour de (CoG, zb). La géométrie de chacun de
ces éléments est décrite par Rz (αi) r

b (σi), exprimée dans Rb, avec

Rz (αi) =

 cos (αi) −sin (αi) 0
sin (αi) cos (αi) 0

0 0 1


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On introduit vi (σi) la vitesse algébrique dans l’élément i du système d’amortis-
sement. Par convention, vi (σi) est positif si le fluide se déplace vers σ croissant. Le
vecteur vbi (σi), de la vitesse du fluide dans l’élément i exprimée dans Rb vaut

vbi (σi) = vi (σi)Rz (αi)
drb

dσ
(σi) (5.7)

On introduit Vh le vecteur des vitesses algébriques dans la partie horizontale et
Vv le vecteur des vitesses algébriques dans les parties verticales

Vh ,

 v1 (0)
...

vN (0)

 Vv ,

 v1

(
σi /∈

[
−Lh

2
, Lh

2

])
...

vN
(
σi /∈

[
−Lh

2
, Lh

2

])


on a

Vh = Phẇ Vv = Pvẇ (5.8)

Ph et Pv sont déterminés pour chaque système d’amortissement au §5.2.

5.2 Modèles dynamiques

Maintenant que nous avons introduit toutes les notations géométriques, on peut
procéder à l’établissement des modèles dynamiques.

5.2.1 Forces généralisées

On notera que le modèle hydrodynamique tel qu’il a été défini en 4.1.3, c’est à
dire

Msv̇s = F (t) + Frad (t, vs) + Fhs (qs) + Fanc (qs) + Fvisc (t, vs)

reste valable. On va juste rajouter l’angle d’incidence de la houle β, on notera donc

Fhydro (t, β, qs, vs) = F (t, β) + Frad (t, vs) + Fhs (qs) + Fanc (qs) + Fvisc (t, vs) (5.9)

La force généralisée engendrée par les restrictions dans le système dissipe la puis-
sance suivante

V>h Fh
d’après (5.8) on a V>h = ẇ>P>h , les forces généralisées Q s’écrivent donc

Q (t, q, q̇, β) = P (Θ)>
[
Fhydro (t, β, qs, vs)

P>h Fh (ẇ)

]
(5.10)
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Figure 5.2 – Illustration du TLMCD 2U (ils n’ont pas de section commune)

avec

Fh = −1

2
ρAhη ◦ Vh ◦ |Vh|

avec η ∈ RN le vecteur des coefficients de perte de charge et avec ◦ le produit matriciel
de Hadamard (produit terme à terme).

5.2.2 Système à N TLCD

On choisit d’amortir le flotteur avec un nombre N de tubes en U régulièrement dis-
tribués en angle autour de (CoG, zb). On appellera ce système NU. À titre d’exemple,
le système 2U est illustré en Fig. 5.2. Pour ce système, chaque élément est un TLCD,
par conséquent l’abscisse curviligne de chaque élément, notée σi, varie entre −ςsi et
ςpi. Pour ce système d’amortissement on a αi , π i−1

N
.

Pour définir la vitesse du fluide à chaque endroit d’un tube, on a vu au §4.1.2
qu’une seule variable suffisait. On a donc le nombre minimal de variables qui per-
mettent de connâıtre la vitesse du liquide dans le TLCD (voir §5.1) nc = N . Les
surfaces libres de chaque TLCD sont toujours situées à σ = ςpi et σ = −ςsi définis
comme suit

ςpi ,
Lh
2

+ Lv + wi

ςsi ,
Lh
2

+ Lv − wi
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Pour le système NU on a pour i = 1, . . . , N

vi (σi) =
Av

At (σi)
ẇi

on en déduit l’expression de vbi (σi) grâce à l’équation (5.7)

vbi (σi) =
Av

At (σi)
ẇiRz (αi)

drb

dσ
(σi)

Les matrices PhNU et PvNU utilisées en (5.8) s’écrivent

PhNU = νInc PvNU = Inc (5.11)

Énergie mécanique du système NU

L’énergie potentielle du liquide dans les N tubes en U s’écrit

VNU = z>.

(
gρ

N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σ) (R (Θ) Rz (αi) rb (σ) + xe)dσ

)

= −gmtz − gρz>R (Θ)

[
ρ

N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

]
(5.12)

avec mt la masse totale de liquide dans les TLCDs.
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On écrit l’énergie cinétique

TNU =Ts + TDNU

Ts =
1

2
v>s Ms vs

TDNU =
1

2
ρ

N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi)

∥∥vb + ωb ×Rz (αi) rb (σi) + vbi (σi)
∥∥2

dσi

=
1

2

N∑
i=1

(
ρ

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi) dσi

)∥∥vb∥∥2− 1

2
ωb>

(
ρ
N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi)S

2
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi

)
ωb

+ωb>

(
ρ
N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi)S

(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi

)
vb+vb>

(
ρAv

N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) ẇidσi

)

+ωb>

(
ρAv

N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) ẇidσi

)

+
1

2

N∑
i=1

(
ρA2

v

ˆ ςpi

−ςsi

ẇ2
i

At (σi)
dσi

)
TNU =

1

2
v>MNU (w) v =

1

2
q̇>P (Θ)>MNU (w)P (Θ) q̇ =

1

2
q̇>MNU (q) q̇ (5.13)

avec MNU , P>MNU P et

MNU (w) ,

[
Ms 06×nc

0nc×6 0nc×nc

]
+

 mtI3 Mvω (w) Mvq (w)
M>

vω (w) Mω (w) Mωq (w)
M>

vq (w) M>
ωq (w) Mq (w)

 (5.14)
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Pour i = 1, ..., N on a

mt , ρ
N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi) dσi ∈ R

Mvω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi)S

(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = −M>

vω (w) ∈ R3×3

Mω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σi)S

2
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = M>

ω (w) ∈ R3×3

Mvq[:, i] , ρAv

ˆ ςpi

−ςsi
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) dσi ∈ R3×1

Mωq[:, i] , ρAv

ˆ ςpi

−ςsi
S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) dσ ∈ R3×1

Mq , IncρAv (Lh ν + 2Lv) ∈ Rnc

avec Mvq ∈ R3×nc, Mωq ∈ R3×nc.

Établissement de la dynamique du système NU

L’approche Lagrangienne nous dit que la dynamique de notre système s’écrit

d

dt

∂ (TNU − VNU)

∂q̇
− ∂ (TNU − VNU)

∂q
= Q

En premier lieu on calcule ∂TNU
∂q

. Dans l’équation (5.13), on voit que T est indé-
pendant de xe donc

∂TNU
∂xe

= 03×1

Comme M est symétrique et ne dépend pas de Θ, on a

∂TNU
∂Θ

=
1

2

∂
(
q̇>P>MNUP q̇

)
∂Θ

=
∂ (P q̇)>

∂Θ
MNU (P q̇)

avec

∂ (P q̇)>

∂Θ
=
∂v>

∂Θ
=

[
∂vb>

∂Θ
,
∂ωb>

∂Θ
, 03×1

]
=
[
−G>S

(
vb
)

Ġ> −G>S
(
ωb
)

03×1

]
Le terme ∂T

∂wi
s’écrit

∂TNU
∂wi

=
1

2
q̇>P>∂MNU

∂wi
P q̇

90



avec

∂

∂wi
Mvω = −ρAvS

(
Rz (αi) rb (ςpi)−Rz (αi) rb (−ςsi)

)
∂

∂wi
Mω = −ρAv

(
S
(
Rz (αi) rb (ςpi)

)2 − S
(
Rz (αi) rb (−ςsi)

)2
)

∂

∂wi
Mvq[:, i] = ρAv

(
Rz (αi)

drb

dσ
(ςpi)−Rz (αi)

drb

dσ
(−ςsi)

)
∂

∂wi
Mvq[:, j 6= i] = 03×1

∂

∂wi
Mωq[:, i] = ρAv

(
S
(
Rz (αi) rb (ςpi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(ςpi)− S

(
Rz (αi) rb (−ςsi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(−ςsi)

)
∂

∂wi
Mωq[:, j 6= i] = 03×1

∂

∂wi
Mq = 0nc×nc

D’après l’équation (5.12) et (5.4), ∂VNU
∂q

s’écrit

∂VNU
∂xn

=

 0
0
−gmt

 = −gmtz

∂VNU
∂Θ

=− gρ∂z>R

∂Θ

(
nc∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

)

=gρG>S
(
R>z

)( nc∑
i=1

ˆ ςpi

−ςsi
At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

)
∂VNU
∂wi

=− gρAvz>R (Θ) Rz (αi)
(
rb (ςpi)− rb (−ςsi)

)
On voit dans (5.12) que VNU ne dépend pas de q̇, donc

d

dt

∂VNU
∂q̇

= 06+nc×1

On a aussi

d

dt

(
∂TNU
∂q̇

)>
=MNU q̈ +

(
Ṗ>MNUP + P>

nc∑
i=1

ẇi
∂MNU

∂wi
P + P>MNU Ṗ

)
q̇
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Dynamique du système NU

On écrit la dynamique du système

MNU (q) q̈ + CNU (q, q̇) q̇ + kNU (q) = QNU (t, q, q̇, β) (5.15)

avec
MNU (q) , P (Θ)>MNU (w)P (Θ)

CNU , Ṗ>MNUP + P>
nc∑
i=1

ẇi
∂MNU

∂wi
P + P>MNU Ṗ −


03×6+nc

∂(P q̇)>
∂Θ

MNUP
1
2
q̇>P> ∂MNU

∂w1
P

...
1
2
q̇>P> ∂MNU

∂wnc
P



kNU , −g


mtz

−ρG>S
(
R>z

)∑nc
i=1

´ ςpi
−ςsi At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

ρAvz
>R (Θ) Rz (α1)

(
rb (ςp1)− rb (−ςs1)

)
...

ρAvz
>R (Θ) Rz (αnc)

(
rb (ςpnc)− rb (−ςsnc)

)


QNU (t, q, q̇, β) = P (Θ)>

[
Fhydro (t, β, qs, vs)
P>hNUFh (ẇ)

]

5.2.3 TLMCD en étoile à N éléments

Ce système d’amortissement est constitué de N moitiés de tube en U reliées entre
elles à la coordonnée rb (σ = 0), ces éléments sont régulièrement distribués en angle
autour de (CoG, zb). On appellera ce système NS. À titre d’exemple, le système 3S
est illustré en Fig. 5.3. Pour ce système chaque élément est un demi TLCD. L’abscisse
curviligne de chaque élément, notée σi, varie donc entre 0 et ςi. Comme précédemment
on a xbt = 0. Pour ce système d’amortissement on a αi , 2π i−1

N
.

Nous considérons toujours que la masse totale d’eau dans le TLMCD est constante.
En notant ςi la position de la surface libre de l’élément i, la conservation de la masse
donne

mt , ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σi) dσi = constante
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Figure 5.3 – Illustration du TLMCD 3S

Il en découle que si on connâıt les positions des N − 1 premières surfaces libres, on
en déduit la N ème, par conséquent nc = N − 1. On note donc pour i = 1, ..., nc,

ςi =
Lh
2

+ Lv + wi (5.16)

et

ςN =
Lh
2

+ Lv −
N−1∑
i=1

wi (5.17)

Pour le système NS on a pour i = 1, . . . , N − 1

vi (σi) =
Av

At (σi)
ẇi

et

vN (σN) = − Av
At (σN)

N−1∑
i=1

ẇi

On écrit donc les matrices PhNS et PvNS utilisées en (5.8)

PhNS = ν

[
Inc
−11×nc

]
PvNS =

[
Inc
−11×nc

]
(5.18)

Énergie mécanique du système NS

En suivant la même démarche qu’au §5.2.2, on écrit l’énergie cinétique de notre
système sous la forme TNS = 1

2
q̇>P (Θ)>MNS (w)P (Θ) q̇ avec

MNS (w) ,

[
Ms 06×nc

0nc×6 0nc×nc

]
+

 mtI3 Mvω (w) Mvq (w)
M>

vω (w) Mω (w) Mωq (w)
M>

vq (w) M>
ωq (w) Mq (w)

 (5.19)

93



Pour i = 1, ..., N on a

mt , ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σi) dσi ∈ R

Mvω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σi)S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = −M>

vω (w) ∈ R3×3

Mω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σi)S
2
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = M>

ω (w) ∈ R3×3

Mvq[:, j] , ρAvPhNS [:, j]
N∑
i=1

ˆ ςi

0

Rz (αi)
drb

dσ
(σi) dσi ∈ R3×1

Mωq[:, j] , ρAvPhNS [:, j]
N∑
i=1

ˆ ςi

0

S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) dσ ∈ R3×1

Mq , ρAv

P
>
hNS

Lh
2ν

(ν − 1) + ν−2P>hNS


ς1 0 · · · · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 ςN

PhNS
 ∈ Rnc

avec Mvq ∈ R3×nc, Mωq ∈ R3×nc.
L’énergie potentielle du liquide dans la variante NS s’écrit

VNS = z>.

(
gρ

N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σ) (R (Θ) Rz (αi) rb (σ) + xe)dσ

)

= −gmtz − gρz>R (Θ)

[
ρ

N∑
i=1

ˆ ςi

0

At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

]
(5.20)

avec mt la masse totale de liquide dans les TLCDs.

Dynamique du système NS

En suivant la même démarche que pour le modèle NU, on observe que la dyna-
mique du système est régie par

MNS (q) q̈ + CNS (q, q̇) q̇ + kNS (q) = QNS (t, q, q̇, β) (5.21)
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Figure 5.4 – Illustration du TLMCD 3P

avec
MNS (q) , P (Θ)>MNS (w)P (Θ)

CNS , Ṗ>MNSP + P>
nc∑
i=1

ẇi
∂MNS

∂wi
P + P>MNSṖ −


03×6+nc

∂(P q̇)>
∂Θ

MNSP
1
2
q̇>P> ∂MNS

∂w1
P

...
1
2
q̇>P> ∂MNS

∂wnc
P



kNS , −g


mtz

−ρG>S
(
R>z

)∑N
i=1

´ ςi
0
At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

ρAvz
>R (Θ)

(
Rz (α1) rb (ς1)−Rz (αN) rb (ςN)

)
...

ρAvz
>R (Θ)

(
Rz (αnc) rb (ςnc)−Rz (αN) rb (ςN)

)


QNS (t, q, q̇, β) = P (Θ)>

[
Fhydro (t, β, qs, vs)
P>hNS (0)Fh (ẇ)

]

5.2.4 TLMCD en polygone à N éléments

Ce système d’amortissement est constitué de N tubes horizontaux, agencés de
manière à former un polygone régulier convexe, et de N colonnes verticales position-
nées à chaque sommet du polygone, on appellera ce système NP. À titre d’exemple,
le système 3P est illustré en Fig. 5.4. Pour ce système, l’abscisse curviligne de chaque
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élément, notée σi, varie entre −Lh
2

et ςi. La géométrie de notre système nous donne

xbt = − Lh
2 tan π

N
. Pour ce système d’amortissement on a, comme pour le NS, αi , 2π i−1

N
.

Nous avons 2N vitesses du liquide (une dans chaque colonne verticale et une dans
chaque tube horizontal), on peut aussi écrire N relations de conservation des débits
massiques (une à chaque sommet du polygone, comparable à la loi des nœuds en élec-
tricité). L’équation de conservation de la masse totale, notéemt , ρ

∑N
i=1

´ ςi
−Lh

2

At (σ) dσ,

est une conséquence des N relations locales de conservation des débits. On a donc
besoin de nc = 2N−N = N variables indépendantes pour décrire chaque vitesse. Par
conservation de la masse totale de fluide, on a N − 1 surfaces libres indépendantes, il
nous faut donc introduire une variable supplémentaire pour décrire complètement le
système.

On choisit arbitrairement wnc comme étant la “position” du fluide dans le tube
horizontal d’indice N . On notera que les équations (5.16) et (5.17) sont valables aussi
pour ce système.

Pour le système NP on a pour i = 1, . . . , N − 1 et σi >
Lh
2

(dans les tubes
verticaux)

vi (σi) = ẇi

vN (σN) = −
N−1∑
i=1

ẇi

les équations de conservation des débits à chaque sommet nous donnent, pour i =
1, . . . , N et Lh

2
≥ σi ≥ −Lh

2
(dans les tubes horizontaux)

vi (σi) = ν
i∑

j=1

ẇj + ẇnc

comme on a
∑N

i=1 ẇi = 0 on réécrit plus simplement

vN (σN) = ẇnc

On déduit des expressions de vi (σi) les matrices PhNP et PvNP

PhNP =


ν 0 · · · 0 1

ν
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0 1

ν · · · ν ν 1
0 · · · 0 0 1

 PvNP =

[
Inc−1 0nc−1×1

−11×nc−1 0

]
(5.22)
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Énergie mécanique du système NP

En suivant la même démarche qu’au §5.2.2, on écrit l’énergie cinétique de notre
système sous la forme TNP = 1

2
q̇>P (Θ)>MNP (w)P (Θ) q̇ avec

MNP (w) ,

[
Ms 06×nc

0nc×6 0nc×nc

]
+

 mtI3 Mvω (w) Mvq (w)
M>

vω (w) Mω (w) Mωq (w)
M>

vq (w) M>
ωq (w) Mq (w)

 (5.23)

Pour i = 1, ..., N on a

mt , ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

−Lh
2

At (σi) dσi ∈ R

Mvω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

−Lh
2

At (σi)S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = −M>

vω (w) ∈ R3×3

Mω , −ρ
N∑
i=1

ˆ ςi

−Lh
2

At (σi)S
2
(
Rz (αi) rb (σi)

)
dσi = M>

ω (w) ∈ R3×3

Mvq[:, j] , ρAvPhNP [:, j]
N∑
i=1

ˆ Lh
2

−Lh
2

Rz (αi)
drb

dσ
(σi) dσi

+ ρAvPh2NP [:, j]
N∑
i=1

ˆ ςi

Lh
2

Rz (αi)
drb

dσ
(σi) dσi ∈ R3×1

Mωq[:, j] , ρAvPhNP [:, j]
N∑
i=1

ˆ Lh
2

−Lh
2

S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) dσ

+ ρAvPh2NP [:, j]
N∑
i=1

ˆ ςi

Lh
2

S
(
Rz (αi) rb (σi)

)
Rz (αi)

drb

dσ
(σi) dσ ∈ R3×1

Mq , ρAv


Lh
ν
P>hNPPhNP + ν−2P>h2NP


ς1 − Lh

2
0 · · · · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 ςN − Lh
2

Ph2NP

 ∈ Rnc

avec Mvq ∈ R3×nc, Mωq ∈ R3×nc.
L’énergie potentielle du liquide dans les N tubes en U s’écrit
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VNP = z>.

(
gρ

N∑
i=1

ˆ ςi

−Lh
2

At (σ) (R (Θ) Rz (αi) rb (σ) + xe)dσ

)

= −gmtz − gρz>R (Θ)

[
ρ

N∑
i=1

ˆ ςi

−Lh
2

At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

]
(5.24)

avec mt la masse totale de liquide dans les TLCDs.

Dynamique du système NP

En suivant la même démarche que pour le modèle NU, on observe que la dyna-
mique du système est régie par

MNP (q) q̈ + CNP (q, q̇) q̇ + kNP (q) = Q (t, q, q̇, β) (5.25)

avec
MNP (q) , P (Θ)>MNP (w)P (Θ)

CNP , Ṗ>MNPP + P>
nc∑
i=1

ẇi
∂MNP

∂wi
P + P>MNP Ṗ −



03×6+nc

∂(P q̇)>
∂Θ

MNPP
1
2
q̇>P> ∂MNP

∂w1
P

...
1
2
q̇>P> ∂MNP

∂wnc−1
P

01×6+nc



kNP , −g



mtz

−ρG>S
(
R>z

)∑N
i=1

´ ςi
−Lh

2

At (σ)Rz (αi) rb (σ) dσ

ρAvz
>R (Θ)

(
Rz (α1) rb (ς1)−Rz (αN) rb (ςN)

)
...

ρAvz
>R (Θ)

(
Rz (αN−1) rb (ςN−1)−Rz (αN) rb (ςN)

)
0


QNP (t, q, q̇, β) = P (Θ)>

[
Fhydro (t, β, qs, vs)
P>hNP (0)Fh (ẇ)

]

5.3 Performances passives

On étudie comment se comportent les solutions 2U, 3P et 3S pour différentes inci-
dences. Premièrement nous allons regarder comment évolue la dynamique du système
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linéarisé tangent quand on modifie l’orientation des vagues par rapport au TLMCD.
Dans un deuxième temps, nous étudierons la réponse du système passif, avec la dy-
namique complète, aux angles d’incidence de la houle.

5.3.1 Paramètres optimaux

Pour pouvoir comparer les systèmes d’amortissement entre eux, nous devons déter-
miner leurs paramètres de conception. Pour concevoir le système 2U, nous choisissons
arbitrairement de garder la même masse de liquide par tube en U que pour le cas
2D i.e. 2% de la masse du système à amortir. Nous avons décidé d’imposer que les
comparaisons soient réalisées pour des systèmes de coût équivalent

On lit dans (Yalla, 2001), que le prix d’un TLCD dépend de trois facteurs, l’espace
utilisé dans le flotteur, les coûts supplémentaires de construction, et le coût de l’acier
du TLCD en lui-même. Le coût de l’espace utilisé est nul pour notre étude puisque
l’espace à l’intérieur de la barge n’a pas de valeur marchande. Si nous avions considéré
l’amortissement d’un immeuble, alors ce coût aurait été celui de la place occupée
par le TLCD, qui ne peut donc plus être aménagée en appartement ou en bureau.
Si les colonnes dépassent du flotteur, il faudrait probablement ajouter des éléments
supplémentaires pour assurer la solidité des colonnes. C’est pour cela que la longueur
des colonnes verticales est calculée pour ne pas dépasser de la barge, par conséquent ce
coût aussi est nul. On voit donc que le prix du TLCD sera principalement décidé par
la quantité d’acier requise pour sa construction. En supposant une épaisseur d’acier
constante sur tout le TLCD, on constate que le coût du TLCD est proportionnel à la
surface des colonnes.

La solution la plus compacte est la 3S, pour la même quantité d’acier, elle peut
donc avoir une masse d’eau supérieure aux autres. Dans un cas réel de conception
d’un flotteur équipé d’un TLMCD à partir d’une “feuille blanche”, le calcul du coût
du TLMCD devient beaucoup moins simple. De nouvelles possibilités seraient envi-
sageables. Par exemple, on pourrait diminuer la quantité d’acier nécessaire en faisant
passer l’eau du TLMCD dans des poutres qui étaient déjà nécessaires à la structure
du flotteur.

Si chaque colonne est tubulaire, l’indice de prix i.e. la surface d’un TLCD est
approximativement

STLCD = Lh · 2
√
πAh + 2 · 2Lv · 2

√
πAv
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ν η Lh Av µ P.I.
1U (TLCD simple) 4.10 2.28 32.31 m 5.70 m² 2% 2.38

2U 4.03 2.21 32.32 m 5.66 m² 4.00% 2.43
3S 4.02 1.77 31.38 m 10.31 m² 5.40% 2.29
3P 7.04 2.34 27.57 m 7.88 m² 3.23% 2.43

Table 5.2 – Paramètres optimaux pour chaque solution

Pour les trois variantes retenues, on a

SNU = NSTLCD

SNS = N/2STLCD

SNP = N
(
Lh · 2

√
πAh + 2Lv · 2

√
πAv

)
Pour que nos variantes soient comparables, on choisit Av et Ah pour avoir SNU =

SNS = SNP . Lors de l’optimisation des paramètres du TLCD dans le plan, au §4.3.3,
nous avons tracé l’amplitude des oscillations du flotteur grâce à une linéarisation de la
force développée par la restriction, appliquer la même technique pour un système à N
restrictions est mathématiquement très compliqué. Dans la partie traitant du TLCD
“classique”, on devait résoudre l’équation 4.22, ce qui équivaut à trouver la racine
d’un polynôme de degré 4. Pour N restrictions, il faut donc résoudre un système de
N polynômes de degré 4. On a donc choisi de trouver l’amplitude maximale de la RAO
par simulation. Ces calculs étant numériquement lourds, on va essayer de limiter le
nombre de variables d’optimisation.

Au §4.3.3, on a pu constater que l’algorithme d’optimisation choisissait de maxi-
miser Lh afin d’utiliser tout l’espace disponible pour le système d’amortissement. On
va donc fixer ici Lh = Lhmaxi , on passe donc de 3 à 2 variables à optimiser, ce qui
nous permet de réduire significativement les temps de calcul.

Pour déterminer les meilleurs paramètres, on utilise la fonction fminsearch de
Matlab. Le critère de performance à minimiser est le même qu’au §4.3.3

P.I. = max
T∈[3;30]

(|ϕ|) (5.26)

Cet indice de performance fait que le TLMCD est réglé pour amortir la période
propre en roulis de notre système. Pour une implantation du système sur un site
donné, il faudrait probablement adapter l’indice de performance pour obtenir un
réglage spécifique à ce site.

En Table 5.2 on a regroupé l’ensemble des paramètres optimaux pour chaque
système.
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Pour ces systèmes, on a S = 608 m2, en supposant qu’on ait une épaisseur d’acier
de 15 mm 1, et en reprenant le coût de l’acier donné au §2.3.1, on obtient un coût
approximatif du système d’amortissement de 365 k€ soit environ 4% du coût total
de l’éolienne flottante ou 8% du coût de la barge.

On voit que la meilleure performance est obtenue par le système 3S. Ce résultat
est assez intuitif puisque le 3S étant le système le plus compact (trois demi-TLCD)
il est celui dans lequel on peut mettre la plus grande masse. Un autre résultat de ce
tableau est intéressant à souligner, c’est le rapport des sections du 3P qui est bien plus
grand que celui des autres solutions. Ce résultat indique que le 3P a naturellement
une période de résonance bien plus petite que les autres. Cette particularité peut lui
permettre d’être une solution mieux adaptée à des flotteurs qui ont une période de
résonance plus basse que la barge que l’on considère ici.

5.3.2 Étude du modèle linéarisé

Comme la plate-forme est un solide de révolution, tourner la houle d’un angle β
est mathématiquement équivalent à tourner le TLMCD dans la barge d’un angle −β.
Pour cette sous-section uniquement, on modifie donc Rz (αi) la matrice qui définit
l’orientation des tubes par rapport à Rb pour la faire devenir

Rz (αi) (β) = Rz (−β)Rz (αi)

En suivant la même démarche qu’au §5.2, nous obtenons des modèles dépendant
directement de β.

Nous linéarisons la dynamique du système 2U (qui dépend donc de β) autour
de q = q̇ = 08×1, les matrices de masse, de frottement et de raideur linéarisées
sont notées respectivement M̃ (β), C̃ (β) et K̃ (β). Étant donné que l’approximation
Linéaire Temps Invariant (LTI) supprime la force développée par la restriction, nous
décidons de remplacer FhNU par un coefficient de frottement linéaire c, qu’on inclut
dans C̃ (β).

On va maintenant montrer mathématiquement que la dynamique de l’approxima-
tion LTI du système 2U est indépendante de β.

On a tracé le root-locus de chaque système d’amortissement en Fig. 5.5 pour β
allant de 0 à π

2
.

On voit que les racines du système linéarisé tangent sont indépendantes de l’angle
d’incidence de la houle, sauf pour le TLCD classique (1U).

La dynamique du système 2U linéarisé est

M̃ (β) q̈ + C̃ (β) q̇ + K̃ (β) q =

[
F (t)
02×1

]
(5.27)

1. Yann Poirette et Timothée Perdrizet, Direction Mécanique Appliquée
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Figure 5.5 – Root-locus des systèmes 1U, 2U, 3S, et 3P pour des incidences de houle
allant de 0° à 180°

102



où

M̃ (β) =

[
Ms 06×2

02×6 02×2

]
+

 mDI3 −Mvω Mvq (β)
Mvω Mω Mωq (β)

M>
vq (β) M>

ωq (β) Mq


C̃ (β) =

[
06×6 06×2

02×6 cI2

]

K̃ (β) =

[
Ks 06×2

02×6 02×2

]
+

 03×3 03×3 03×2

03×3 Kω Kωq (β)
02×3 K>ωq (β) Kq


avec

Mvq (β) = µhνLh

 sin β cos β
− cos β sin β

0 0


Mωq (β) = µhνLh(Lv + e)

 cos β − sin β
sin β cos β

0 0


Mq = I2ρAv (Lh ν + 2Lv)

Kωq (β) = µhνgLh

 cos β − sin β
sin β cos β

0 0


Kq = 2I2ρAvg

Nous introduisons le changement de variable

q = P̃ (β) y

avec

P̃ (β) =

 I6 06×1 06×1

01×6 cos β sin β
01×6 − sin β cos β


qui vérifie P̃> (β) = P̃−1 (β). En multipliant (5.27) à gauche par P̃> (β) elle devient

P̃> (β) M̃ (β) P̃ (β) ÿ+P̃> (β) C̃ (β) P̃ (β) ẏ+P̃> (β) K̃ (β) P̃ (β) y = P̃> (β)

[
F (t)
02×1

]
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où

P̃> (β) M̃ (β) P̃ (β)

=



mDI3 −Mvω µhνLh

 sin β cos β
− cos β sin β

0 0

[ cos β sin β
− sin β cos β

]

∗ Mω µhνLh(Lv + e)

 cos β − sin β
sin β cos β

0 0

[ cos β sin β
− sin β cos β

]
∗ ∗

[
cos β − sin β
sin β cos β

]
ρAv (Lh ν + 2Lv) I2

[
cos β sin β
− sin β cos β

]


=M̃ (0)

P̃> (β) K̃ (β) P̃ (β)

=


03×3 03×3 03×2

∗ Kω µhνgLh

 cos β − sin β
sin β cos β

0 0

[ cos β sin β
− sin β cos β

]
∗ ∗ 2ρAvg

[
cos β − sin β
sin β cos β

]
I2

[
cos β sin β
− sin β cos β

]


=K̃ (0)

P̃> (β) C̃ (β) P̃ (β) =

 06×6 06×2

02×6 c

[
cos β − sin β
sin β cos β

]
I2

[
cos β sin β
− sin β cos β

]  = C̃

P̃> (β)

[
F (t)
02×1

]
=

[
F (t)
02×1

]
Pour résumer, le système 2U LTI dont la dynamique est

M̃ (β) q̈ + C̃ (β) q̇ + K̃ (β) q =

[
F (t)
02×1

]
est identique au système

M̃ (0) ÿ + C̃ (0) ẏ + K̃ (0) y =

[
F (t)
02×1

]
au sens où les solutions de ces 2 systèmes, pour des conditions initiales compatibles,
satisfont

q = P̃ (β) y
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En utilisant une approche similaire, on obtient les mêmes résultats pour les sys-
tèmes 3P et 3S. Comme notre flotteur est un solide de révolution, on sait déjà que
son comportement est le même, peu importe d’où vient la houle. Maintenant on sait
que peu importe l’orientation de la houle par rapport aux TLMCD ou au flotteur,
la dynamique de notre système (avec TLMCD) linéarisé temps invariant autour de
q = q̇ = 06+nc reste la même. Cependant nous verrons au §5.3.4 que la dynamique de
nos systèmes passifs non-linéaires dépend de β.

On rappelle qu’à partir de maintenant seule Fhydro dépend de β.

5.3.3 Préalables

Verrouillage de la dynamique du lacet

Avant de présenter les RAO pour différents angles d’incidence de vagues, nous
allons voir la dernière hypothèse que nous devons formuler pour que toutes ces RAO
soient comparables.

Sans système d’ancrage, on observe une dérive en lacet bien qu’il n’y ait aucune
force qui s’exerce sur ce degré de liberté. Pour comprendre ce phénomène, il faut
s’intéresser à l’obtention de la dérivée de ψ. Cette dérivée découle de la formule
Θ̇ = G−1 (Θ)ωb, i.e. même si l’on a ψ = 0 et ωb =

[
ωb1, ω

b
2, 0
]
, on peut parfaitement

obtenir ψ̇ 6= 0. Dans la littérature cette propriété liée aux angles d’Euler est connue
sous le nom de “coning” (Radix et de Cremiers, 1991; Titterton et Weston, 2004).
Pour que les RAO soient comparables, nous ajoutons une très grande raideur à Ks

pour littéralement bloquer le lacet. Dans toutes les simulations, les surfaces libres du
TLMCD sont restées dans les colonnes verticales.

Définition des repères des résultats

Nous allons changer l’incidence de la houle, cela implique de changer les variables
des résultats. On définit ϕr et θr, les oscillations de l’éolienne flottante dans le sens de
la houle et perpendiculairement à la houle, respectivement. On cherche leur expression
en fonction de ϕ, θ et ψ.

Nous devons donc introduire Rer et Rbr les repères des résultats. Ils sont liés entre
eux par R (Θr) telle que ∀r ∈ R3, rer = R (Θr) rbr et avec Θr , [ϕr, θr, ψr]

>. Ces
repères sont liés à Re et Rb par une rotation d’angle β autour de z, de manière à ce
que ∀r ∈ R3,

re = Rz (β) rer

et
rb = Rz (β) rbr
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On obtient donc

rer = R>z (β) re = R>z (β)R (Θ) rb = R>z (β)R (Θ)Rz (β) rbr

c’est-à-dire
R (Θr) = R>z (β)R (Θ)Rz (β) (5.28)

la résolution de cette équation nous permet d’exprimer Θr en fonction de Θ. Dans la
suite de ce document, toutes les RAO en roulis (resp. en tangage) seront les RAO de
ϕr (resp. de θr).

5.3.4 RAO passives

On présente ici les RAO du flotteur amorti par les systèmes 2U, 3S et 3P pour
différents angles d’incidence.

On observe que les courbes extrêmes sont 0° et 45° pour le système 2U, et, 0° et
30° pour 3S et 3P, ceci est dû à la symétrie des systèmes.

En Fig. 5.6 on voit que la dynamique des systèmes d’amortissement n’est pas
indépendante de l’orientation de la houle, contrairement à ce qu’on a vu en 5.3.2.

On observe que les systèmes 3S et 3P sont plus robustes au changement d’incidence
que le 2U. On voit aussi que chaque système d’amortissement induit du tangage
parasite, encore une fois le 2U en crée bien plus que les TLMCD.

Bien que les écarts soient plutôt faibles, on voit que le système 3S est le plus
robuste à l’angle d’incidence de la houle, il crée aussi moins de tangage parasite, et
sa performance d’amortissement est meilleure pour un coût identique.

En Annexe C.1, on montre que si on remplace Fh par la version linéaire définie
au §5.3.2, le système est beaucoup plus robuste à l’incidence de la houle. On en
déduit que le manque de robustesse à l’incidence est liée de manière prépondérante
à la non-linéarité de la force exercée par la restriction sur le liquide du TLMCD. La
commande LQR saturée est non-linéaire par nature, il faudra donc être très attentifs
à son comportement face au différentes incidences de la houle.

5.4 Performances du contrôle semi-actif

5.4.1 Synthèse du contrôle LQR saturé

Pour les systèmes 2U, 3S, 3P, nous avons linéarisé les systèmes en suivant la même
démarche qu’au §4.3.2. Nous avons bloqué toutes les translations ainsi que le lacet, la
barge peut se mouvoir en roulis et en tangage, les colonnes d’eau sont elles aussi libres
de leur mouvement. Le modèle réduit dépend de β l’angle d’incidence de la houle, au
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Figure 5.6 – RAO des TLMCD passifs sur le modèle complet pour différents angles
d’incidence en houle monochromatique d’amplitude 3 m

107



même titre que le modèle complet, c’est-à-dire uniquement par F la force d’excitation
de la houle. Sa dynamique s’écrit

Ẋ = AX + BFh (ẇ, η) + EF (β, t) (5.29)

avec

X =


ϕ
θ
w
ϕ̇

θ̇
ẇ

 A =

[
02+nc I2+nc

−M−1K −M−1C

]

E =

 02+nc

M−1

[
I2

0nc×2

]  B =

 02+nc

M−1

[
02×nc
P>hN

] 
Le système 2U est facile à régler puisque les meilleures matrices de pondérations

Q et R sont les mêmes que celles déterminées par essais successifs au §4.5.1. Nous
aborderons la pondération des systèmes 3S et 3P plus précisément au §5.4.2.

5.4.2 Robustesse à l’incidence de la houle

Comme pour l’étude des TLMCD passifs, nous allons nous intéresser à la robus-
tesse à l’incidence de la houle sur notre système en boucle fermée.

Prise en compte des symétries des systèmes 3S et 3P

Nos TLMCD 3S et 3P sont conçus pour être invariants par rotation de 120° autour
de la droite définie par CdG et zb. Nous allons voir si cette propriété se vérifie sur le
modèle réduit en boucle ouverte, puis bouclés par le LQR non-saturé.

Lorsqu’on tourne Rb et Re de 120° les conséquences sur X sont les suivantes :
il faut exprimer la matrice de rotation entre ces deux nouveaux repères en fonction

de
[
ϕ θ

]>
et il faut faire une permutation circulaire des vitesses de l’eau dans les

colonnes verticales et les tubes horizontaux. On appellera ce nouveau vecteur X120

et on définit P120 telle que X120 = P120X. De la même manière, on fait permuter les
composantes de Fh grâce à la matrice PF . L’écriture de P120 et de PF est détaillée
en Annexe B.1. On vérifie (par exemple avec le logiciel de calcul formel Maple) la
propriété suivante
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Proposition 3. Les matrices A et B du modèle réduit des systèmes 3S et 3P (5.29)
vérifient

A = P−1
120AP120 (5.30)

B = P−1
120BPF (5.31)

Proposition 4. Pour que les matrices Q et R de pondération du LQR vérifient

Q = P>120QP120 (5.32)

R = P>F RPF (5.33)

on peut choisir

Q =


q1I2 02 02 02

02 q2P
>
h3S
Ph3S 02 02

02 02 q3I2 02

02 02 02 q4P
>
h3S
Ph3S


pour le système 3S, et

Q =


q1I2 02 02 02

02 q2P
>
v3P
Pv3P + q3P

>
h3P
Ph3P 02 02

02 02 q4I2 02

02 02 02 q5P
>
v3P
Pv3P + q6P

>
h3P
Ph3P


pour le système 3P, avec q1 à q6 des constantes positives ou nulles et Pv3P et Ph3P
définies en (5.22).

On peut aussi choisir R = r1I3 avec r1 > 0.

Démonstration. Voir Annexe B.2

On appellera“CARE”l’équation algébrique de Riccati en temps continu, elle s’écrit
classiquement

A>χ+ χA− χBR−1B>χ+Q = 0

avec χ = χ> l’inconnue.

Proposition 5. Si on vérifie (5.30-5.33) et que χ est l’unique solution stabilisante
de CARE en temps continu, alors on a A − BK = P−1

120 (A− BK)P120, avec K ,
R−1B>χ, c’est-à-dire que la dynamique du système bouclé est invariant par rotation
de 120 degrés, comme c’est le cas pour le système en boucle ouverte.

Démonstration. Voir Annexe B.3
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Vérification par simulation

On a vérifié en Annexe C.2 que nos systèmes bouclés par un LQR non saturé et
excités par une houle monochromatique de faible amplitude (0.1 m) sont complète-
ment insensibles au changement d’incidence de la houle. On notera que ni les matrices
A, B, Q, R ni le vecteur K ne dépendent de β.

5.4.3 Résultats

Nous avons tracé en Fig. (5.7) les performances que fournissent les systèmes 2U,
3S et 3P soumis à une houle monochromatique pour différentes incidences de houle.

On constate que les TLMCD bouclés par le contrôle LQR saturé sont quasiment
insensibles à l’incidence de la houle. En ce qui concerne les performances d’amortis-
sement en roulis proposées par chaque système, les RAO sont de forme similaire et
celle du 3S est plutôt meilleure que celles des systèmes 3P et 2U.

Les performances de ces systèmes soumis à des houles polychromatiques pour
différentes incidences sont tracées en Annexe C.3 ces RAO généralisées confirment
que les systèmes considérés sont très peu dépendants de l’incidence de la houle.

On considère donc le problème de l’incidence de la houle résolu par cette com-
mande.

5.5 Tests de robustesse

Comme dans le Chapitre 4 nous vérifions numériquement que certaines des hypo-
thèses qu’on a faites pour simplifier notre problème n’impactent pas dramatiquement
les performances de nos système d’amortissement. Le détail des méthodes utilisées
ainsi que les résultats obtenus sont présentés en Annexe D. Les hypothèses traitées
dans cette Annexe sont les suivantes : §D.1) la valeur minimale de la perte de charge
est η = 0, §D.2) l’éolienne flottante oscille autour de l’axe vertical, §D.3) l’éolienne est
rigide. Les simulations entreprises ici mènent à des résultats similaires à ceux obtenus
en Section 4.6, il y a cependant un résultat notable : quand on rend le mât flexible,
le système 3P est le seul en mesure d’empêcher la résonance de la nacelle au bout du
mât de l’éolienne.
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Figure 5.7 – RAO sur le modèle complet de nos TLMCD 2U, 3S et 3P en LQR saturé
pour différents angles d’incidence pour une houle monochromatique d’amplitude 3 m
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Chapitre 6

Résultats vis à vis du cahier des
charges

Dans ce chapitre, nous avons tracé des cartographies ayant pour abscisse Hs, la
hauteur de vague, et pour ordonnée Tp, la période pic (les deux principaux para-
mètres du spectre JONSWAP). Sur ces figures sont tracées les isolignes 1 d’amplitude
d’accélération de la nacelle ou d’amplitude d’oscillation en roulis de la plate-forme.
Elles sont obtenues à partir de simulations effectuées sur le modèle complet soumis à
une houle polychromatique d’incidence 0°. On trace ces isolignes pour plusieurs confi-
gurations : l’éolienne flottante sans TLMCD et avec TLMCD contrôlé par le LQR
saturé.

Les Fig. 6.1 et 6.2 sont des cartographies des oscillations du flotteur de l’éolienne,
sur la Fig. 6.1 on s’intéresse à leur écart-type alors qu’en Fig. 6.2 on a la valeur
maximale atteinte pendant la simulation. En Fig. 6.3 et 6.4, on a cartographié l’accé-
lération de la nacelle, on a reporté l’écart-type sur la première et la valeur maximale
sur la seconde.

Pour plus de clarté, on a tracé les performances du système contrôlé par le “LQR
saturé” par rapport aux cas “barge” et “passif” en Fig. 6.5 à 6.10.

On voit clairement sur les figures comparant le LQR saturé à la barge (Figs. 6.5,
6.7 et 6.9) que le système 3S affiche de meilleures performances que les autres dans
la plupart des cas. On voit, comme en Fig. 4.12, qu’en dessous de 13 s, les systèmes
d’amortissement n’améliorent quasiment pas, ou dégradent très légèrement les per-
formances (de l’ordre de quelques %). Au-delà de 13 s, les systèmes d’amortissement
diminuent considérablement les oscillations jusqu’à un facteur 4 pour le roulis et un
facteur 3 pour l’accélération de la nacelle.

1. L’isoligne est la ligne reliant les points d’égale valeur sur une carte, par exemple une courbe
de niveau sur une carte géographique est une isoligne d’élévation.
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Figure 6.1 – Écart-type du roulis pour des houles polychromatiques et un contrôle
LQR saturé
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Figure 6.2 – Roulis maximal pour des houles polychromatiques et un contrôle LQR
saturé
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Figure 6.3 – Accélération moyenne de la nacelle pour des houles polychromatiques
et un contrôle LQR saturé
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Figure 6.4 – Accélération de la nacelle maximale pour des houles polychromatiques
et un contrôle LQR saturé
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Figure 6.5 – Comparaison des performances du 2U LQR saturé par rapport à la
barge
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Figure 6.6 – Comparaison des performances du 2U LQR saturé par rapport au 2U
passif
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Figure 6.7 – Comparaison des performances du 3S LQR saturé par rapport à la
barge
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Figure 6.8 – Comparaison des performances du 3S LQR saturé par rapport au 3S
passif
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Figure 6.9 – Comparaison des performances du 3P LQR saturé par rapport à la
barge
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Figure 6.10 – Comparaison des performances du 3P LQR saturé par rapport au 3P
passif
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Hs(m) Tp(Secondes)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0,5 28,77 121,01 121,98 91,74 37,56 40,26 24,6 3,04 0,5 0,24
1 3,17 61,11 96,06 40,41 38,22 11,88 1,25 0,12 0,01

1,5 0,85 45,92 63,89 18,38 14,51 2,73 0,07 0,01 0,01
2 0,42 45,32 23 10,79 3,46 0,16

2,5 0,96 18,81 11,05 3,46 0,31
3 0,02 1,69 3,97 3,8 0,33 0

3,5 0,05 0,62 1,97 0,37 0,02
4 0,18 0,24 0,21 0,05

4,5 0,02 0,17 0,02 0,07
5 0,03 0,03 0,04

5,5 0,04 0,02

Table 6.1 – Scatter Diagram Méditerranée (en h)

On observe parfois sur les figures traitant des valeurs maximales de rapides chan-
gements de couleurs dans la zone Hs ∈ [15, 16] et Tp ∈ [15, 20]. Ces irrégularités
sont dues aux phasages entre l’excitation et la dynamique du système qui peut faire
apparaitre ici et là des valeurs maximales radicalement plus hautes que la simulation
voisine.

On voit sur les figures comparant le LQR saturé au passif (Figs. 6.6, 6.8 et 6.10)
que dans une grande majorité des cas, le TLCD contrôlé est meilleur que le TLCD
passif. On remarque aussi qu’en valeur absolue, le gain de performances du cas “LQR
saturé” par rapport au cas “passif” est plus faible que par rapport au cas “barge”.
On notera que certaines des simulations “passif” sont hachurées car elles sortent du
domaine de validité des équations : on a par moment vidé complètement les colonnes
verticales de leur eau, ce qui enfreint l’hypothèse de modélisation 6 du §4.1.1.

Ces observations sont à mettre en perspective avec le Scatter Diagram, c.-à-d. les
probabilités d’occurrence des couples (Hs, Tp), pour un site donné. En Table 6.1 à
6.3 ont été reportées les probabilités d’apparition de chaque couple (Hs, Tp) pour
des sites en Mer Méditerranée, en Bretagne Sud et en Mer du Nord, respectivement.
Ces probabilités sont exprimées en h et sont issues des bases de données ANEMOC
(Atlas Numérique d’États de Mer Océaniques et Côtiers) 2. On peut déduire de
ces Scatter Diagram et des cartographies de performances que sur notre exemple les
améliorations apportées par le TLMCD avec contrôle LQR saturé n’ont aucun intérêt
en Méditerranée, mais permettent d’améliorer le comportement de la structure face

2. http://anemoc.cetmef.developpement-durable.gouv.fr/
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à des houles extrêmes en Mer du Nord ou en Bretagne.
On note surtout ici que les Tp les plus impactées par le TLCD sont les mêmes

qu’en Fig. 4.12. Ceci est la conséquence directe du critère de coût (5.26) choisi pour
dimensionner le TLCD qui privilégie l’amortissement des oscillations autour de la
période propre du système {flotteur, éolienne}.
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Chapitre 7

Conclusions et perspectives

7.1 Conclusions

Dans cette thèse, nous avons commencé par mener une étude bibliographique
regroupant les solutions technologiques permettant de stabiliser des structures lourdes
et peu amorties : les navires et les gratte-ciels. Nous avons ensuite choisi la technologie
qui nous semblait la mieux adaptée à la réduction du roulis d’une éolienne flottante.
Une bibliographie spécifique au TLCD a logiquement été entreprise pour connâıtre
l’état de l’art.

Le comportement du flotteur en embardée, pilonnement et roulis a ensuite été
modélisé dans le plan vertical, grâce à une approche énergétique. On a ensuite étudié
le comportement de l’éolienne flottante couplée avec le TLCD et montré les limitations
inhérentes à la stratégie passive (restriction constante).

Nous avons aussi montré par simulation qu’une commande active pouvait per-
mettre des gains de performance importants. Nous avons ensuite vérifié la validité
des hypothèses de modélisation que nous avions faites. Il a été mis en évidence que le
TLCD “classique” que nous avions considéré ne peut pas amortir de manière satisfai-
sante la plate-forme si elle n’oscille pas dans le même plan. La dégradation observée
en cas de désalignement est substantielle.

Par conséquent, nous avons proposé deux systèmes d’amortissement novateurs
inspirés par le TLCD que nous avons baptisés TLMCD, pour Tuned Liquid Multiple
Column Damper, et que nous avons étudiés en 3D. Nous avons modélisé le compor-
tement de l’éolienne flottante couplée à ces TLMCD. De nouveau, ces systèmes ont
été étudiés dans le cas passif et avec un contrôle actif type LQR saturé, on a mis en
évidence qu’ils étaient robustes au désalignement avec la houle. Une des contributions
de la thèse est la mise au point cet algorithme de contrôle.

Les résultats de l’Annexe D concernant la robustesse vis-à-vis des hypothèses de
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modélisation montrent des performances similaires entre ces nouveaux systèmes. La
performance de ces systèmes soumis à une multitude de houles polychromatiques a
enfin été étudiée. Au Chapitre 6, les résultats obtenus en houle polychromatique pour
diverses hauteurs et périodes pics, montrent que les performances du système 3S sont
meilleures que celles des systèmes 2U et 3P pour le même prix. Nous recomman-
dons par conséquent le système 3S LQR saturé pour l’amortissement des éoliennes
flottantes.

Les résultats du Chapitre 6 montrent que les oscillations sont clairement réduites
pour les périodes de houle supérieures à 13 s et des hauteurs significatives inférieures
à 10 m. Les cas les plus extrêmes i.e. où Hs est supérieure à 8 m 1, ne sont pas amortis
de manière satisfaisante par notre système vis-à-vis des critères fixés par le cahier des
charges, c.-à-d. que l’accélération de la nacelle peut dépasser les 2.5 m/s2 ou que les
oscillations en roulis dépassent les 10° par rapport à la verticale. Cependant un effet
favorable non pris en compte dans ces études est l’interaction aérodynamique entre
le rotor et le vent. Il pourrait fournir un amortissement supplémentaire qui pourrait
se révéler utile dans ces cas particuliers. La question à laquelle nous apportons une
réponse est une amélioration des performances autour de la période de résonance
de l’éolienne flottante pour des houles faibles à fortes. Cependant le système risque
toujours d’être mis en danger par des sollicitations extrêmes, puisque la conception
du TLMCD n’a pas été réalisée ici dans ce but particulier.

7.2 Perspectives

7.2.1 Changement du design du TLMCD

En 5.3.1, nous avons choisi de concevoir le TLCD de manière à minimiser l’am-
plitude maximale du roulis du système excité par une houle monochromatique. On a
vu au Chapitre 6 que ce choix rendait le TLCD inefficace pour des houles polychro-
matiques inférieures à 12-13 s. On va montrer ici qu’en modifiant les paramètres du
TLCD, on peut décaler la plage de fréquences sur laquelle il amortit le système. Nous
nous intéresserons ici uniquement au cas du TLMCD 3S, puisque ces résultats sont
transposables aux autres variantes.

La période propre du TLMCD s’écrit

TTLCD = 2π

√
2Lv + νLh

2g

1. ce qui représente pour nos sites : 1% des cas en Bretagne, moins de 0,5% des cas en mer du
Nord et aucun des cas en Méditerranée
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Figure 7.1 – RAO sur le modèle complet du système 3S2 contrôlé par le LQR saturé
et soumis à une houle monochromatique (à gauche) et à une houle polychromatique
(à droite)

on rappelle que jusqu’à maintenant, ν3S = 4.02 et T3S ≈ 16.7s. On note le nouveau
système “3S2”. On pose simplement ν3S2 = 2, on obtient par conséquent T3S2 ≈ 11.6s.
On a tracé en Fig. 7.1 les résultats des simulations faites avec ce nouveau système. On
a aussi tracé en 7.2 les résultats obtenus avec les paramètres précédents. On observe,
comme attendu, une amélioration des performances d’amortissement entre 9 et 18 s
ainsi qu’une détérioration de l’efficacité pour les périodes supérieures à 18 s.

On peut donc trouver un dimensionnement du TLCD qui permettrait d’amortir
une plage de fréquence spécifique. On pourrait donc adapter parfaitement les para-
mètres du TLCD pour l’adapter à un site de production donné.

7.2.2 Ajout d’un actionneur supplémentaire

Dans la littérature, il existe aussi des solutions permettant de contrôler le compor-
tement du TLCD “classique” en changeant la pression de l’air au-dessus des colonnes
verticales (Spillane et al., 2007; Sorge et al., 2012; Hochrainer et Ziegler, 2006). Les
sommets des deux colonnes verticales sont reliés par un tube horizontal au centre du
quel est placée une vanne. Un tel système est illustré dans la Fig. 7.3. Ce système a
une dynamique comparable à celle du système masse-ressort de la Fig. 7.4.

Pour schématiser, on peut dire que la vanne présente dans l’eau peut agir sur le
système la moitié du temps (quand ẇ est dans le bon sens), alors que celle présente
dans les conduits d’air peut agir quand w est dans le bon sens. On peut donc dire
que le système avec la vanne “air” et la vanne “eau” peut agir quand ẇ ou w est
dans le bon sens, soit les trois-quarts du temps. Bien que cette explication soit très
partielle et préliminaire, on comprend facilement qu’on tient là une piste intéressante
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Figure 7.2 – RAO sur le modèle complet du système 3S contrôlé par le LQR saturé
et soumis à une houle monochromatique (à gauche) et à une houle polychromatique
(à droite)

Figure 7.3 – Tube en U (Perez et Blanke, 2012)

Flotteur

m1

TLCD
m2

k1 k2

ueau(t)

uair(t)

Figure 7.4 – système masse ressort Toy Problem avec deux actionneurs
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Figure 7.5 – RAO en roulis MPC vs LQR saturé vs contrôle optimal pour une houle
monochromatique

pour améliorer les performances. De plus, le fait d’avoir deux actionneurs entrâıne
une meilleure résilience face aux éventuelles pannes.

À l’image de ce qui a été fait par Sorge et al. (2012), le comportement de l’air
a été modélisé grâce au premier principe de la thermodynamique. Cette nouvelle
dynamique a été couplée avec (4.16) puis le tout a été linéarisé pour obtenir le mo-
dèle réduit Eau+Air. Des résultats encore préliminaires obtenus sur le modèle réduit
Eau+Air montrent en Fig. 7.5 que ce nouvel actionneur permet un gain de perfor-
mances intéressant, surtout pour les périodes comprises entre 12 s et 15 s. Cette piste
très prometteuse pourrait faire l’objet de travaux futurs.
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Annexe A

Comparaison avec Holden et
Fossen (2012)

Nous comparons dans cette annexe les équations données par Holden et Fossen
(2012) pour le cas 1U avec l’équation (5.15) que nous avons obtenue au §5.2.

A.1 Équations du mouvement

Nous cherchons à exprimer la dynamique du système trouvée par Holden et Fossen
(2012) en fonction de nos notations.

Les équations de la dynamique sont données dans Holden et Fossen (2012, (41-42)),
elles s’écrivent avec nos notations 1

q̇ = P (Θ)−1 v

d

dt
(Mv) = τ (t)− Ct (w, v) v − kt (q) (A.1)

avec τ le vecteur des forces généralisées, Ct défini dans Holden et Fossen (2012, Annexe
E), kt (q) défini dans Holden et Fossen (2012, (43)). Comme dans notre modèle toutes
les forces liées à la gravité apparaissent dans k, on réécrit (A.1)

q̇ = P (Θ)−1 v

d

dt
(Mv) = τH − Ct (w, v) v − kH (q) (A.2)

1. P dans Holden et Fossen (2012) est défini comme q̇ = Pv, alors que dans ce manuscrit, on le
définit comme v = P q̇, et dans Holden et Fossen (2012, (42-43)) on définit p ,Mtv avec Mt = M1U .
On note aussi qu’ici q ∈ R7 alors que dans Holden et Fossen (2012) q ∈ R8

133



avec kH (q, t) = kt (q)− τg et τH , τ − τg. En définissant 2 τg ,

[
g mtR (Θ)> z

04×1

]
on

obtient donc

kH (q, t) = g

 −mtR (Θ)> z

S
(
R (Θ)> z

)
ρ
´ ςp
−ςs At (σ) rb (σ) dσ

−ρAvz>R (Θ)
(
rb (ςp)− rb (−ςs)

)


D’après Holden et Fossen (2012, Annexe E) on écrit

Ct (w, v) = C̄w − ẇC̄m

C̄w =

 03×3 −S (pl)
∂
∂w
Mvωω

b

−S (pl) −S (pr)
1
2
∂
∂w
Mωω

b

−ωb> ∂
∂w
M>

vω −ωb
> 1

2
∂
∂w
M>

ω 0


C̄m =

 03×3
∂
∂w
Mvω 03×1

03×3
1
2
∂
∂w
Mω 03×1

∂
∂w
M>

vq
∂
∂w
M>

ωq
1
2
∂
∂w
Mq


avec pl et pr définis comme

pl ,
[
I3 03×3 03×1

]
Mv =

[
I3 03×3 03×1

]
MP (Θ) q̇ (A.3)

pr ,
[

03×3 I3 03×1

]
Mv =

[
03×3 I3 03×1

]
MP (Θ) q̇ (A.4)

On peut réécrire (A.2) en fonction de q, q̇ et q̈

MP (Θ) q̈ + CH q̇ + kH (q) = τH

avec
CH (q, v) , Ct (w, v)P (Θ) + ṀP (Θ) +M Ṗ (Θ)

en multipliant chaque coté de l’équation par P (Θ)> à gauche, on obtient

Mq̈ + P (Θ)>CH (q, v) q̇ + P (Θ)> kH (q) = P (Θ)> τH

On remarque que cette écriture est comparable à (5.15). Pour que ces deux équa-

tions soient identiques, on doit vérifier C (q, q̇) q̇ =
(
P (Θ)>CH (q, v)

)
q̇, k (q) =

P (Θ)> kH (q) et Q = P (Θ)> τH . Pour alléger les développements mathématiques
qui suivent, les matrices R (Θ), G (Θ) et P (Θ) seront notées respectivement R, G et
P .

2. Comme on l’a vu au §4.1.5 on ne prend pas en compte ici le poids du navire puisqu’il est déjà
inclus dans les forces hydrodynamiques, donc dans τH .
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A.2 Comparaison de k

On commence par développer

P>kH (q) =g

 −RmtR
>z

G>S
(
R>z

)
ρ
´ ςp
−ςs At (σ) rb (σ) dσ

−ρAvz>R
(
rb (ςp)− rb (−ςs)

)


=g

 −mtz
G>S

(
R>z

)
ρ
´ ςp
−ςs At (σ) rb (σ) dσ

−ρAvz>R
(
rb (ςp)− rb (−ςs)

)


Comme on l’a vu au §(5.15) k (q) s’écrit pour nc = 1

k (q) , −g

 mtz

−G>S
(
R>z

) (
ρ
´ ςp
−ςs At (σ) rb (σ) dσ

)
ρAvz

>R
(
rb (ςp)− rb (−ςs)

)


On a donc montré que k (q) et P>kH (q) sont identiques.

A.3 Comparaison de C

On a
P>CH (q, v) = P>Ct (w, v)P + P>ṀP + P>M Ṗ

et d’après (5.15) C (q, q̇) s’écrit pour nc = 1

C (q, q̇) = Ṗ>MP + P>ṀP + P>M Ṗ −

 03×7

∂(P q̇)>
∂Θ

MP
1
2
q̇>P> ∂M

∂w
P


Il nous reste donc à montrer qu’on vérifie

cL , Ṗ>MP q̇ −

 03×1

∂(P q̇)>
∂Θ

MP q̇
1
2
q̇>P> ∂M

∂w
P q̇

 = P>Ct (w, v)P q̇ , cH

⇐⇒ Ṗ>Mv −

 03×1
∂v>

∂Θ
Mv

1
2
v> ∂M

∂w
v

 = P>Ct (w, v) v
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Pour ce faire, on commence par développer ces expressions en utilisant (5.1, 5.5,
5.6)

Ṗ>Mv =

 mtṘvb + ṘMvωω
b + ṘMvqẇ

Ġ>M>
vωv

b + Ġ>Mωω
b + Ġ>Mωqẇ

0


=

 mtRS
(
ωb
)
vb +RS

(
ωb
)
Mvωω

b +RS
(
ωb
)
Mvqẇ

Ġ>M>
vωv

b + Ġ>Mωω
b + Ġ>Mωqẇ

0


∂v>

∂Θ
Mv =

(
mt
∂vb>

∂Θ
+
∂ωb>

∂Θ
M>

vω

)
vb

+

(
∂vb>

∂Θ
Mvω +

∂ωb>

∂Θ
Mω

)
ωb

+

(
∂vb>

∂Θ
Mvq +

∂ωb>

∂Θ
Mωq

)
ẇ

1

2
v>
∂M

∂w
v =

1

2

((
vb> (03×3) + ωb>

∂

∂w
M>

vω + ẇ
∂

∂w
M>

vq

)
vb

+

(
vb>

∂

∂w
Mvω + ωb>

∂

∂w
Mω + ẇ

∂

∂w
M>

ωq

)
ωb

+

(
vb>

∂

∂w
Mvq + ωb>

∂

∂w
Mωq + ẇ

∂

∂w
Mq

)
ẇ

)
=

(
ωb>

∂

∂w
M>

vω + ẇ
∂

∂w
M>

vq

)
vb

+

(
1

2
ωb>

∂

∂w
Mω + ẇ

∂

∂w
M>

ωq

)
ωb +

1

2
ẇ
∂

∂w
Mqẇ

cH = P>Ct (w, v) v

=

 R
(
−S (pl)− ẇ ∂

∂w
Mvω

)
ωb +R

(
∂
∂w
Mvωω

b
)
ẇ

G> (−S (pl)) vb +G>
(
−S (pr)− ẇ 1

2
∂
∂w
Mω

)
ωb +G>

(
1
2
∂
∂w
Mωω

b
)
ẇ(

−ωb> ∂
∂w
M>

vω − ẇ ∂
∂w
M>

vq

)
vb +

(
−ωb> 1

2
∂
∂w
M>

ω − ẇ ∂
∂w
M>

ωq

)
ωb +

(
−ẇ 1

2
∂
∂w
Mq

)
ẇ


=

 −RS (pl)ω
b

−G>S (pl) vb −G>S (pr)ω
b(

−ωb> ∂
∂w
M>

vω − ẇ ∂
∂w
M>

vq

)
vb +

(
−ωb> 1

2
∂
∂w
M>

ω − ẇ ∂
∂w
M>

ωq

)
ωb +

(
−ẇ 1

2
∂
∂w
Mq

)
ẇ


On peut séparer la vérification en sous-problèmes : nous allons vérifier l’égalité

pour chaque bloc de cL et cH , ensuite nous identifierons les termes. Commençons par
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vérifier l’égalité sur les trois premières composante de cL et cH

cL[1..3] = mtRS
(
ωb
)

vb +RS
(
ωb
)
Mvωω

b +RS
(
ωb
)
Mvqẇ

= RS
(
ωb
) (
mtv

b +Mvωω
b +Mvqẇ

)
cH [1..3] = −RS (pl)ω

b

= RS
(
ωb
)
pl

on développe les expressions de pl et pr données en (A.3-A.4)

pl =mtv
b +Mvωω

b + ẇMvq

pr =M>
vωv

b +Mωω
b + ẇMωq

on a donc cL[1..3] = cH [1..3].
Nous continuons avec les trois composantes suivantes de cL et cH

cL[4..6] =
(
Ṗ>Mv

)
[4..6]− ∂v

∂Θ
Mv

= Ġ>M>
vωv

b + Ġ>Mωω
b + Ġ>Mωqẇ −

(
mt
∂vb>

∂Θ
+
∂ωb>

∂Θ
M>

vω

)
vb

−
(
∂vb>

∂Θ
Mvω +

∂ωb>

∂Θ
Mω

)
ωb −

(
∂vb>

∂Θ
Mvq +

∂ωb>

∂Θ
Mωq

)
ẇ

= −∂vb>

∂Θ

(
mtv

b +Mvωω
b +Mvqẇ

)
+

(
Ġ>− ∂ω

b>

∂Θ

)(
M>

vωv
b +Mωω

b +Mωqẇ
)

= −∂vb>

∂Θ
pl +

(
Ġ> − ∂ωb>

∂Θ

)
pr

cH [4..6] = −G>S (pl) vb −G>S (pr)ω
b

= G>S
(
vb
)
pl +G>S

(
ωb
)
pr

d’après (5.5-5.6) on a

−∂vb>

∂Θ
= G>S

(
vb
)

Ġ> − ∂ωb>

∂Θ
= G>S

(
ωb
)

et par conséquent on vérifie cL[4..6] = cH [4..6].
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Enfin, nous regardons la dernière composante de cL et cH

cL[7] =−
(
ωb>

∂

∂w
M>

vω + ẇ
∂

∂w
M>

vq

)
vb

−
(

1

2
ωb>

∂

∂w
Mω + ẇ

∂

∂w
M>

ωq

)
ωb − 1

2
ẇ
∂

∂w
Mqẇ

cH [7] =

(
−ωb> ∂

∂w
M>

vω − ẇ
∂

∂w
M>

vq

)
vb

+

(
−ωb> 1

2

∂

∂w
M>

ω − ẇ
∂

∂w
M>

ωq

)
ωb +

(
−ẇ1

2

∂

∂w
Mq

)
ẇ

comme Mω est symétrique, ces deux termes sont égaux.
On a donc montré cL = cH , par conséquent on vérifie C (q, q̇) = P>Ct (w, v) v.

A.4 Comparaison des forces généralisées

Par définition, la puissance dissipée par le vecteur des forces généralisées, τH , vaut

v>τH = q̇>P>τH

or on peut aussi exprimer cette puissance en fonction de Q

v>τH = q̇>P>τH = q̇>Q

On a donc Q = P>τH

A.5 Bilan

On a comparé terme à terme les équations que nous proposons avec celles proposées
par Holden et Fossen (2012), il ressort de cette comparaison que ces équations sont
identiques.
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Annexe B

Symétrie des problèmes 3S et 3P

B.1 Expression de P120 et PF

Dans cette annexe, nous allons noter Θ0 , [ϕ, θ]> et ω0 , [ϕ̇, θ̇]> = Θ̇0, on réécrit

donc X =
[
Θ>0 , w

>, ω>0 , ẇ
>]>, on écrit aussi X120 ,

[
Θ>120, w

>
120, ω

>
120, ẇ

>
120

]>
.

B.1.1 Expression de PF

On écrit simplement PF comme la matrice de permutation circulaire suivante

PF =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0


B.1.2 Obtention de Θ120

Nous rappelons que les valeurs de X sont petites et que ψ, l’angle du lacet, est
nul. En Fig. 5.1 (recopiée ici en Fig. B.1 ), on voit que ϕ est définie comme la rotation
autour de xb, et θ comme la rotation autour de ye (puisqu’ici ψ est nul).

On introduit Re120 et Rb120 , ces repères sont tournés de 120° autour de leur axe z
respectif par rapport à Re et Rb respectivement. Les repères Re120 et Rb120 sont reliés
respectivement à Re et Rb par Rz (120°), avec ∀r ∈ R3,

re = Rz (120°) re120

et
rb = Rz (120°) rb120
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Figure B.1 – Orientation de Rb par rapport à Re

on cherche donc Θ120 , [ϕ120, θ120]> les rotations autour de xb120 et ye120 qui décrivent
l’orientation de Re120 par rapport à Rb120 . On note R (Θ120) la matrice liant Re120 à
Rb120 telle que ∀r ∈ R3, re120 = R (Θ120) rb120 . Par définition on a

re120 = R>z (120°) re = R>z (120°)R (Θ0) rb = R>z (120°)R (Θ0)Rz (120°) rb120

et
re120 = R (Θ120) rb120

c’est-à-dire
R (Θ120) = R>z (120°)R (Θ0)Rz (120°) (B.1)

on obtient donc une équation liant Θ0 à Θ120. Il nous faut maintenant réécrire R (Θ)
dans le cas de ϕ et θ petits, et ψ nul. On rappelle que la matrice liant Re à Rb telle
que ∀r ∈ R3, re = R (Θ0) rb s’écrit

R (Θ0) ,Rz (0)Ry (θ)Rx (ϕ)

avec

Rx (ϕ) ,

 1 0 0
0 cos (ϕ) −sin (ϕ)
0 sin (ϕ) cos (ϕ)

 Ry (θ) ,

 cos (θ) 0 sin (θ)
0 1 0

−sin (θ) 0 cos (θ)


Rz (ψ) ,

 cos (ψ) −sin (ψ) 0
sin (ψ) cos (ψ) 0

0 0 1


pour des petits angles, ces matrices deviennent

Rx (ϕ) ≈

 1 0 0
0 1 −ϕ
0 ϕ 1

 Ry (θ) ≈

 1 0 θ
0 1 0
−θ 0 1

 Rz (0) =I3×3
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et avec le produit ϕθ négligeable on réécrit

R (Θ0) ≈

 1 0 θ
0 1 −ϕ
−θ ϕ 1

 (B.2)

et par conséquent

R (Θ120) ≈

 1 0 θ120

0 1 −ϕ120

−θ120 ϕ120 1

 (B.3)

Avec les équations (B.1,B.2,B.3), on peut donc exprimer Θ120 en fonction de Θ0

Θ120 =

[
−1

2

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

]
Θ0

B.1.3 Expression de ω120

Comme ω120 , [ϕ̇120, θ̇120]> = Θ̇120, on obtient directement son expression en
fonction de ω0 = Θ̇0

ω120 =

[
−1

2

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

]
ω0

B.1.4 Obtention de w120 et ẇ120

Abordons maintenant le lien entre ẇ et ẇ120. Pour le 3S, on rappelle que ẇ est le
vecteur des vitesses de l’eau dans les colonnes verticales 1 et 2. Par conséquent, ẇ120

est le vecteur des vitesses de l’eau dans les colonnes verticales 2 et 3. On a donc

ẇ120 =
[
I2 02×1

]
PFPv3S ẇ =

[
0 1
−1 −1

]
ẇ

avec Pv3S défini en (5.18).
Pour le 3P, ẇ est le vecteur des vitesses de l’eau dans les colonnes verticales 1

et 2 et de la vitesse de l’eau dans le tube horizontal 3. Donc w120 est le vecteur des
vitesses de l’eau dans les colonnes verticales 2 et 3, et de la vitesse de l’eau dans le
tube horizontal 1. On a donc

ẇ120 =

([
I2 02×1

01×2 0

]
PFPv3P +

[
02 02×1

01×2 1

]
PFPh3P

)
ẇ =

 0 1 0
−1 −1 0
ν 0 1

 ẇ
avec Pv3P et Pv3P définies en (5.22).

141



B.1.5 Expression de P120

Par conséquent P120 est diagonale par bloc, et elle vaut pour le système 3S

P120 =

[
−1

2

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

]
⊕
[

0 1
−1 −1

]
⊕

[
−1

2

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

]
⊕
[

0 1
−1 −1

]
et pour le système 3P

P120 =

[
−1

2

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

]
⊕

 0 1 0
−1 −1 0
ν 0 1

⊕ [ −1
2

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

]
⊕

 0 1 0
−1 −1 0
ν 0 1


On écrit donc pour le 3S

X120 = P120X =



−1
2
ϕ+

√
3

2
θ

−
√

3
2
ϕ− 1

2
θ

w2

−w1 − w2

−1
2
ϕ̇+

√
3

2
θ̇

−
√

3
2
ϕ̇− 1

2
θ̇

ẇ2

−ẇ1 − ẇ2


et pour le 3P

X120 = P120X =



−1
2
ϕ+

√
3

2
θ

−
√

3
2
ϕ− 1

2
θ

w2

−w1 − w2

νw1 + w3

−1
2
ϕ̇+

√
3

2
θ̇

−
√

3
2
ϕ̇− 1

2
θ̇

ẇ2

−ẇ1 − ẇ2

νẇ1 + ẇ3


B.2 Pondération du LQR

On sait que P120 et Q sont diagonales par blocs de même taille, on peut donc
vérifier (5.32) pour chaque bloc indépendamment.
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Pour le bloc q1I2, on a[
−1

2

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

]
q1I2

[
−1

2
−
√

3
2√

3
2
−1

2

]
= q1I2

puisque q1 est un scalaire. On obtient le même résultat pour la matrice q3I2.
Le bloc q2P

>
h3S
Ph3S nous donne[

0 −1
1 −1

]
q2P

>
h3S
Ph3S

[
0 1
−1 −1

]
=q2ν

[
0 −1
1 −1

] [
2 1
1 2

] [
0 1
−1 −1

]
=q2ν

[
2 1
1 2

]
=q2P

>
h3S
Ph3S

Pour q2P
>
v3P
Pv3P on a 0 −1 ν

1 −1 0
0 0 1

 q2P
>
v3P
Pv3P

 0 1 0
−1 −1 0
ν 0 1


=q2

 0 −1 ν
1 −1 0
0 0 1

 2 1 0
1 2 0
0 0 0

 0 1 0
−1 −1 0
ν 0 1


=q2

 2 1 0
1 2 0
0 0 0


=q2P

>
v3P
Pv3P

Le bloc q3P
>
h3P
Ph3P vérifie 0 −1 ν

1 −1 0
0 0 1

 q3P
>
h3P
Ph3P

 0 1 0
−1 −1 0
ν 0 1


=q3

 0 −1 ν
1 −1 0
0 0 1

 2ν2 ν2 2ν
ν2 ν2 ν
2ν ν 3

 0 1 0
−1 −1 0
ν 0 1


=q3

 2ν2 ν2 2ν
ν2 ν2 ν
2ν ν 3


=q3P

>
h3P
Ph3P
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On a donc vérifié bloc par bloc (5.32).
La matrice de permutation PF vérifie P>F = P−1

F , si on pose R = r1I3, avec r1 > 0
on a

P>F RPF = r1P
>
F PF = r1I3 = R

on vérifie donc (5.33).

B.3 Propriétés de la solution de l’équation de Ric-

cati

On rappelle que dans cette section, les équations (5.30-5.33) sont vérifiées. Puisque
P120P

−1
120 = I2(2+nc) et PFP

>
F = I3, on réécrit CARE, l’équation algébrique de Riccati,

comme

A>χ+ χA− χP120P
−1
120BPFP

>
F R−1PFP

>
F B>

(
P−1

120

)>
P>120χ+Q = 0

P>120

(
A>
(
P−1

120

)>
P>120χ+ χP120P

−1
120A− χP120BR−1B>P>120χ+Q

)
P120 = 0

A>P>120χP120 + P>120χP120A− P>120χP120BR−1B>P>120χP120 +Q = 0

On voit donc que si χ est solution de CARE, P>120χP120 l’est aussi.
On suppose que χ est l’unique solution stabilisante de CARE, i.e. la matrice

A − BR−1B>χ est Hurwitz. On peut écrire par similitude entre les deux matrices
ci-dessous

A− BR−1B>χ est Hurwitz ⇐⇒ P−1
120

(
A− BR−1B>χ

)
P120 est Hurwitz

car les valeurs propres sont invariantes par changement de base. Or on a

P−1
120

(
A− BR−1B>χ

)
P120 =A− P−1

120BPFP
>
F R−1PFP

>
F B>

(
P−1

120

)>
P>120χP120

=A− BR−1B>P>120χP120

Donc si χ est l’unique solution stabilisante de CARE alors P>120χP120 est est aussi
stabilisante. Par unicité de χ, on déduit

χ = P>120χP120

et par conséquent

A− BR−1B>χ = A− BR−1B>P>120χP120 = P−1
120

(
A− BR−1B>χ

)
P120

donc le système bouclé par le LQR dont la dynamique est décrite par ABF , A −
BR−1B>χ vérifie aussi (5.30).
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Annexe C

Résultats complémentaires sur les
systèmes 3D

C.1 Systèmes passifs : origine de la dépendance à

l’incidence de la houle

Nous émettons l’hypothèse suivante : la dépendance du système amorti à l’inci-
dence de la houle est essentiellement due à la force quadratique développée par les
restrictions dans les tubes horizontaux.

Pour vérifier cela, on simule les TLMCD en modèle complet, en remplaçant Fh par
Fh = −cPhNU ẇ (linéaire) comme défini au §5.3.2.

Les résultats sont tracés en Fig. C.1, on observe que la performance est mainte-
nant indépendante de l’angle d’incidence. Ces résultats confirment l’hypothèse selon
laquelle la sensibilité à l’incidence de la houle est essentiellement imputable à la non-
linéarité de la force créée par la restriction. On a aussi tracé la réponse du système
excité par une houle de très faible amplitude et différentes d’incidences de houle en
Fig. C.2, on constate qu’on est alors complètement indépendants de la houle

Les résultats tracés en Fig. C.1 nous apprennent donc que si l’on cherche à im-
plémenter un contrôle semi-actif sur ces dispositifs d’amortissement, qui est une com-
mande saturée et donc non-linéaire, il faudra qu’elle soit spécialement conçue pour
rester robuste à l’incidence de la houle.
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Figure C.1 – RAO des TLMCD sur le modèle complet avec Fh linéarisé pour diffé-
rents angles d’incidence en houle monochromatique d’amplitude 3 m
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Figure C.2 – RAO des TLMCD sur le modèle complet avec Fh linéarisé pour diffé-
rents angles d’incidence en houle monochromatique d’amplitude faible (0.1 m)
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C.2 Robustesse du contrôle LQR non saturé par

rapport à l’incidence de la houle

On a tracé en Fig. C.3 les RAO de notre système bouclé par un LQR non saturé
et excité par une houle monochromatique de faible amplitude, pour différentes inci-
dences. On observe que ce système bouclé est complètement insensible au changement
d’incidence de la houle. On notera que ni les matrices A, B, Q, R ni le vecteur K ne
dépendent de β.

C.3 Comportement des systèmes 2U, 3S et 3P pour

différentes incidences de houle polychroma-

tique

Nous avons tracé en Fig. (C.4) les performances que fournissent les systèmes 2U,
3S et 3P soumis à une houle polychromatique pour différentes incidences de houle. On
observe la même chose que sur la Fig. (C.4) i.e. les RAO sont quasiment indépendantes
de l’incidence et le 3S est légèrement meilleur que les autres pour amortir le roulis, ce
qui s’explique notamment par le fait qu’il est plus massif.
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Figure C.3 – RAO sur le modèle complet de nos TLMCD 2U, 3S et 3P en LQR non-
saturé pour différents angles d’incidence pour une houle monochromatique de faible
amplitude (0.1 m)
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Figure C.4 – RAO sur le modèle complet de nos TLMCD 2U, 3S et 3P en LQR saturé
pour différents angles d’incidence pour une houle polychromatique d’amplitude 3 m
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Annexe D

Tests de robustesse sur les
systèmes 3D

D.1 Perte de charge minimale non nulle

Jusque là, on a considéré que les pertes de charges minimales dans les systèmes
2U, 3S, et 3P étaient nulles (ηL = 0). Dans cette sous-section on va évaluer le plus
précisément possible les pertes de charges singulières de nos TLMCD et voir comment
les performances d’amortissement sont impactées.

Pour le système 2U, on suit simplement la démarche explicitée au §4.6.1, nous
aurons donc trois valeurs de ηL.

Pour le système 3S, on doit ajouter au modèle de simulation quatre forces sup-
plémentaires : les trois pertes de charges dans les trois jonctions (coudes) entre les
tubes horizontaux et les tubes verticaux, ainsi que la perte de charge à l’endroit où se
rejoignent les tubes horizontaux. Les abaques de Idel’Cik (1969) ainsi que les relations
entre η et Kps développées au §4.6.1 nous donnent pour chaque coude

ηL = 0.2 + (0.24) ν−2 ' 0.215

si le fluide monte dans la colonne verticale

ηL = 0.33 + (0.24) ν−2 ' 0.345

dans le cas contraire. La perte de charge à la jonction des trois tubes horizontaux
est définie à partir d’une interpolation des abaques de Miller (1990) concernant les
jonctions en “Y”.

Dans le cas du système 3P, il n’existe pas à notre connaissance d’abaques ou de
formules permettant de connâıtre la perte de charge dans la jonction entre le tube ver-
tical et les deux tubes horizontaux qui en sortent. Pour pallier à cet inconvénient, on
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considère que le lien entre la colonne verticale et les tubes horizontaux est constituée
d’un coude puis d’un cône puis d’une jonction en “Y”. En suivant la même démarche
que précédemment, on obtient les efforts développés par ces pertes de charge singu-
lières à la base de chaque colonne verticale.

Nous avons donc tracé en Fig. D.1 les résultats de ces simulations. Pour le système
2U, les résultats sont quasiment identiques à ceux obtenus au § 4.6.1. Pour les systèmes
3S et 3P on voit sur le cas polychromatique, le plus réaliste, que la modification de
ηL a un impact assez limité.

D.2 Assiette moyenne

Nous évaluons l’impact d’un roulis moyen de 5 degrés sur l’amortissement créé
par les systèmes 2U et 3S. Nous simulons ces systèmes avec les mêmes modifications
qu’au §4.6.2. Les résultats sont tracés en Fig. D.2. Comme au §4.6.2, on voit que
l’impact du roulis moyen sur les performances est limité.

D.3 Mât flexible

Nous rendons au mât ses degrés de liberté en flexion selon x et y, le modèle de
simulation est obtenu de manière identique à ce qui est fait au §4.6.3. Nous avons
tracé en Fig. D.3 et D.4 les résultats de ces simulations pour les systèmes 2U, 3S et
3P commandés par le LQR saturé. On observe, comme au §4.6.3, une résonance du
mât en flexion aux alentours de Tp =6 s. On remarque surtout que le système 3P est
le seul qui n’est pas sujet à cette résonance.
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Figure D.1 – RAO en roulis sur le modèle complet en “LQR saturé” pour différentes
assiettes pour une houle monochromatique (à gauche) et pour une houle polychroma-
tique (à droite)
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Figure D.2 – RAO en roulis sur le modèle complet en “LQR saturé” pour différentes
assiettes et une houle est monochromatique (à gauche) et polychromatique (à droite)
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Figure D.3 – RAO en roulis, à gauche, accélération moyenne de la nacelle, à droite,
sur le modèle complet en “LQR saturé” pour une houle monochromatique, pour un
mât flexible
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Figure D.4 – RAO en roulis, à gauche, accélération moyenne de la nacelle, à droite,
sur le modèle complet en “LQR saturé” pour une houle polychromatique, pour un mât
flexible
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Résumé 
 

L'éolien offshore posé, seule technologie 

déployée, est trop chère en eau profonde. 

Nous nous intéressons donc aux éoliennes 

flottantes (FWT). Comme les FWT ne sont 

pas encastrées au fond marin, les contraintes 

mécaniques dues aux vagues augmentent. 

 

Pour réduire ces forces, nous utilisons un 

tube en U contenant un liquide (TLCD). 

Comme la performance du TLCD passif est 

limitée, on propose de modifier 

continuellement la perte de charge du TLCD. 

Comme le TLCD classique n'est pas robuste 

à l'incidence de la houle, nous avons imaginé 

et modélisé les TLMCD, basés sur le TLCD, 

plus robustes à l'incidence. 

 

Nous proposons des TLMCD actifs qui 

suivent une stratégie LQR spécifique 

permettant d'amortir indépendamment de 

l'incidence. 

 

Nous avons simulé notre système pour un 

large éventail de houles. Nous observons que 

le roulis peut être divisé par 4 comparé à la 

FWT non amortie. Le TLMCD que nous 

proposons amortit de manière robuste et 

économique la FWT. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Mots Clés 
 

eolienne,flottante,stabilisation,controle,tube 

antiroulis,tube en U 

Abstract 
 

Fixed-bottom wind turbines technology, the 

only one currently deployed, are too costly for 

deep waters. This is why we studied floating 

wind turbines (FWT). But, since the FWT are 

not fixed into the seabed, the mechanical 

stress due to the waves raises. 

 

To reduce these loads, we use a Tuned 

Liquid Column Damper (a U-tube containing a 

liquid, TLCD). As the passive TLCD 

performance is limited, we propose to change 

continuously the parameters of the TLCD. As 

the classic TLCD is not robust to wave 

incidence, we imagined and modeled new 

dampers named TLMCD, based on TLCD, 

more robust against incidence.  

 

The dampers we propose are active TLMCD 

following a specific Linear Quadratic 

Regulator strategy designed to damp 

regardless of the wave incidence. 

 

We simulated our damped system for a wide 

range of sea conditions. We observe that 

barge roll can be divided by 4 compared to 

the undamped FWT. Therefore, the TLMCD 

we propose damps significantly, robustly and 

economically our FWT. 
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