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Introduction

This thesis is devoted to undestanding the Hodge theory of singularities of complex varieties
of codimension greater than 1. Following the work of P. Maisonobe in [Mail3|, we investigate the
case of singularities coming from morphisms without slopes. The motivation is to generalise the tools
developed for singularities of complex hypersurfaces to singularities of greater codimension.

Singularities of hypersurfaces

Let us recall known results for hypersurface singularities. Let f : (C"*!,0) — (C,0) be a germ
of holomorphic function. In [Mil68] J. Milnor showed that if we restrict our function to small balls
around 0 in C**! and C then we get a locally trivial fibration above a small punctured disc. The
fiber of this fibration is a smooth manifold called the Milnor fiber Mily . The topological invariants
of the Milnor fiber are important invariants of the singularity. For example in the case of an isolated
singularity we have the Milnor number p := dimc¢ H"(Mily, C) which is finite.

Using sheaves and his functorial formalism A. Grothendieck defined in [GDKT72| a global version
of the Milnor fiber called nearby cycles. For a morphism f : X — C the nearby cycles ¥ (Cy) are a
complex of constructible sheaves with support on f~!(0) satisfying for all z € f~!(0) and all n € N

A"V (Cx)e = H" (Mily, C).

Actually we have the two functors of nearby and vanishing cycles W, ¢ : D2(X) — Db(f1(0))
between bounded derived categories of constructible sheaves. Inside the bounded derived categories of
constructible sheaves lies the abelian category of perverse sheaves. O. Gabber showed that nearby and
vanishing cycles preserve perversity in the following sense : if F is a perverse sheaf then W ;(F)[—1]
and ®¢(F)[—1] are perverse.

The Riemmann-Hilbert correspondence, proved independently by M. Kashiwara and Z. Meb-
khout in [Kas84| and [Meb84], states the existence of an equivalence of categories between regular
holonomic Z-modules and perverse sheaves. This suggests a Z-module version of nearby and vani-
shing cycles. This was achieved by B. Malgrange and M. Kashiwara, in [Mal83| and [Kas83|, using
what is now called the Kashiwara-Malgrange filtration. They constructed two functors \Il‘;clg, @?lg :
Modp, (Zx) — Mody (Z4-1(0)) corresponding to the nearby and vanishing functors on perverse
sheaves via the Riemann-Hilbert correspondence.

Hodge theory

In [Ste76] J. H. M. Steenbrink constructed a mixed Hodge structure on the cohomology of the
Milnor fiber called the limit mixed Hodge structure. This construction relies on the monodromy
autmorphism which comes from the lifting of a loop around 0 in the Milnor fibration. This study
was continued by E. Cattani, A. Kaplan and W. Schmid in [Sch73| [CKS86, [CKS87] and M. Kashiwara



and T. Kawai in [KK87] who described the degeneration of abstract polarized variations of Hodge
structures on the complement of a normal crossing divisor. On the other hand, in [Zuc79], S. Zucker
showed that the cohomology of a polarized variation of Hodge structure on a punctured Riemann
surface admits a natural Hodge structure. Relying on these results M. Saito constructed in [Sai88§|
and [Sai90] the category of mixed Hodge modules which can be seen as "variations of mixed Hodge
structures with singularities". The nearby and vanishing cycles for perverse sheaves and for Z-
modules play a key role in this construction.

Morphisms without slope

The following example of Lé shows that in general, for a morphism f : C" — CP with p > 2,
there is no Milnor fibration :

f ((C3,0) — ((CQ,O)
(,y,2) = (2% —y’zy).

Indeed it can be shown that there is no closed analytic subset F' in C? such that the number of
connected components of the fiber of a representative of the germ of f is constant on (C? — F,0).

In order to study morphisms f : C" — CP with p > 2 we must then add conditions. In [HMS84] J.
P. Henry, M. Merle and C. Sabbah introduce for the morphism f = (f1,..., fp) the condition of being
without blow-up in codimension 0. Under this condition they manage to construct stratifications of
the morphism satisfying Whitney and Thom type conditions. Following ideas of Lé D. T. ([L&77]),
with such a stratification we get Milnor type fibrations above the strata of the target of the morphism.
In [Sab83| C. Sabbah shows that, for any analytical morphism f, after a proper sequence of blowings-
up of the target we can reduce to the case without blow-up in codimension 0.

If furthermore the critical locus of f is a subset of the union of the hypersurfaces fj_l(O) for
j = 1,..,p, following [BMMO02|, the morphism is called without slope. For a Z-module M or a
perverse sheaf F they also define what it means for pairs (f, M) or (f,F) to be without slope.
In this case the former stratification of the target is the usual stratification associated with the
coordinate hyperplanes.

In [Mail3|] P. Maisonobe proves important results about these morphisms. He shows that if M
corresponds to F via the Riemann-Hilbert correspondence, i.e. DR(M) ~ F| then it is equivalent
to have (f, M) without slope or (f, F) without slope. He defines the functors \If‘}lg , @C}lg and ¥ ¢ for
pairs without slope. He shows that as for the Milnor fibration we have in this case

V4(F)o =~ RL(Ben fH(Dy) 0 f7H(t), F)

for t € Dy and 0 <n « € « 1, where D} is a polydisc of radius 7 minus the coordinate hyperplanes.
He then shows that there exist natural isomorphisms

UsF o~ WUy F,
TYIM ~ 0PI TIM,
(I)algM ~ (I>alg (I)ang
I - fr 05 T

Content of the thesis

The leading problem of this thesis has its origins in the work of P. Maisonobe on Z-modules
without slopes in [Mail3| on the one hand, and in results of M. Saito on mixed Hodge modules of
normal crossing type in [Sai88] and [Sai90] on the other hand. Normal crossing being a special case



of a morphism without slope and having in mind the results and technics of P. Maisonobe, the aim
of this thesis is to extend the properties of mixed Hodge modules of normal crossing type to the
without slope case. More precisely we want to prove results on the compatibility of the filtrations
involved, namely the Kashiwara-Malgragne filtrations and the Hodge filtration.

In [Sai90], M. Saito shows that, for a mixed Hodge module of normal crossing type, the Kashiwara-
Malgrange filtrations and the Hodge filtration are compatible in the sense of definition Using
P. Maisonobe results, we show in chapter 2 the following proposition

Proposition. If ((fi,..., fp), M) is without slope then the Kashiwara-Malgrange filtrations for the
p hypersurfaces f;l(O) are compatible in the sense of the definition ,

The leading conjecture for this thesis is then the following

Conjecture A. Let A be a mized Hodge module with underlying -module M such that the pair
(f, M) is without slope. Then the Kashiwara-Malgrange filtrations for the p hypersurfaces f;l(O)
and the Hodge filtration F, M are compatible in the sense of the definition [A.2.3

A result of [DMSTO06] gives an evidence for this conjecture. In this article the authors showed
the compatibility of the filtrations in the non-characteristic case which is a particular case of being
without slope.

We will use two approaches to tackle this problem. The first will consists in using the description
of nearby and vanishing cycles functors involving Nilsson classes. The functoriality of this description
will enable us to make use of the power of M. Saito’s theory of mixed Hodge modules. In this way, we
will prove the commutativity of the different nearby and vanishing cycles functors for mixed Hodge
modules, using their commutativity for the underlying Z-modules.

For the second approache, we will developed the theory of strictly multispecialisable Z-modules
which mimics the theory of Z-modules without slope, while taking the Hodge filtration into ac-
count. We will highlight the link between this notion and the compatibility of Kashiwara-Malgrange
filtrations and the Hodge filtration. In this way we will prove the stability of these properties by
a projective direct image. We will also give results on the monodromy filtrations inspired by the
normal crossing case. We will then apply these results to quasi-ordinary hypersurface singularities.

The thesis is divided into two parts. In the first part, we work with Z-modules and we prove
preliminary resultats about morphisms without slope. We construct a morphism of comparison
between algebraic and topological nearby cycles and we construct a topological vanishing cycles
functor for a morphism without slope.

In the second part, we add the Hodge filtration. We prove the commutativity of nearby and
vanishing cycles functors for mixed Hodge modules. Then we define stricly multispecialisable -
modules and we prove a theorem of direct image.

Comparison theorem

In chapter 3 and chapter 4 we study the comparison, via the Riemann-Hilbert correspondence,
between ¥ ¢ and \If‘}lg . By iterating the comparison theorem of Malgrange and Kashiwara for hyper-
surfaces, we get an isomorphism

~ Mg alg
Uy Wy ~ \Iff1 ...\Iffp .

However this isomorphism could depend on the ordering of the functions fi, .., f,. In order to show
the independence on the ordering we define, for a pair (f, M) without slope, a natural morphism
Comp : DR(\I’(}IQM) — W¢DR(M) and we prove the following theorem

9



Theorem A (Théoréme 3.4.1)). The following diagram is commutative :

Comp

DR(¥49M) ¥ sDR(M)

~ l l
DR(Vy.. ¥ M) — \II'JICIQ...\IJ%JQDR(M)
where the lower arrow comes from the iteration of the comparison isomorphisms for hypersurfaces.

Thus we see, first, that Comp is an isomorphism and, second, that the iterated comparison
morphisms are independent of the ordering of the functions.

In chapter 4 we give another proof that the morphism Comp is an isomorphism without using
the hypersurface case. This proof highlights the local structure of morphisms without slope and the
similarities with the Milnor fibration.

Vanishing cycles for perverse sheaves and morphisms without slope

In chapter 5 we study the vanishing cycles functors in the category of perverse sheaves. Following
the idea of M. Kashiwara and P. Schapira in [KS94| 8.6] we give a functorial definition of ® ¢ to avoid
the use of the mapping cone in derived categories. We show that this functor fits inside the expected
diagram of distinguished triangles for a pair (f,F) without slope. This and the commutation of
nearby cycles implies the following theorem

Theorem B (Théoréme [5.3.3). Let (f,F) be a pair made up of a morphism and a perverse sheaf
without slope. We have a natural isomorpshim

Bp(F) = By,...B (F).

This implies the commutation of the vanishing cycles functors for each function f; for j =1,...,p
and the following corollary

Corollary. Let F be a perverse sheaf, then ®¢(F)[—p] is perverse.

Mixed Hodge modules without slope
In the second part of this thesis we study morphisms without slope and Hodge modules. Following
[Sai88], a Hodge module is a triple .# = (M, F, M, F) satisfying some Hodge conditions where :
1. F is a perverse sheaf over Q,

2. M is a regular holonomic Z-module corresponding to C ®g F via the Riemann-Hilbert cor-
respondence, in other words DR(M) ~ C®q F.

3. F,M is a good filtration by &-coherent submodules of M.

Nearby and vanishing cycles functors are among the main ingredients used in the inductive definition
of Hodge modules by M. Saito. We give results on the relations between Kashiwara-Malgrange
filtrations and the Hodge filtration F, M for a Hodge module .# such that the pair (f, M) is
without slope.

In chapter 7 we prove a theorem of commutation of the nearby and vanishing cycles applied to
Hodge modules.

10



Theorem C (Théoréme [7.6.2). Let .# be a Hodge module and let us suppose that (f, M) without
slope where M is the P-module underlying .# . Then we have the following isomorphisms

\I’HM \I/HM ~ \IJHM \I/HM
T o~ oM gt
¢f1 ¢--¢fp : @fo-(l)-¢-¢fa(p>
where o is a permutation of {1,...,p} and ‘IJ?M and @?M are the nearby and vanishing cycles

functors in the category of Hodge modules.
Remark. If conjecture [A] were true, then this theorem would be an easy consequence of it.

In chapter 8, mimicking the definition of being without slope for a pair (f, M), we give a
definition of being strictly multispecialisable for the pair (f,.#) and we prove the following theorem

Theorem D (Propositions et 8.1.8). Let .4 be a Hodge module and f a morphism such that
the pair (f, M) is without slope, then the following statements are equivalent :

1. the pair (f, #) is strictly multispecialisable
2. the filtrations (Fo M, VP M, ..., Vs M) are compatible.
Here V. M is the Kashiwara-Malgrange filiration for the hypersurface f;l(O).

We then prove two theorems of push-forward for Hodge modules strictly multispecialisable.

Theorem E (Théoréme 8.2.1)). Being strictly multispecialisable is preserved by proper push-forward
and in this case the Kashiwara-Malgrange multifiltration, the nearby cycles \II?M and the vanishing

cycles @?M commute with the push-forward.

Definition. Let A be an object in an abelian category equipped with p nilpotent endomorphisms
Ni, ..., Np. We say that (A, Ny, ..., N,) satisfy property (M F) if relative monodromy filtrations satisfy

W (N1, W(No, W(..W(Np))))A =W(Ni + ... + Np)A.
(See section |6.1| for definitions.)

Theorem F (Théoreme|8.3.3). Let f : X x C} — Y x C} be a projective morphism and suppose that
(M, Nu,...,N,) satisfy property (MF), then (grh 7 fodl , N1, ..., Np) also satisfy property (MF).

As an application we prove conjecture [A] for quasi-ordinary hypersurface singularities.

11



Notations

Faisceaux

Soit X une variété complexe, on considérera les faisceaux suivants :
— Ox le faisceau des fonctions holomorphes sur X,

QF le faisceau p-formes holomorphes sur X,

— 9x le faisceau des opérateurs différentiels sur X,

— F,9x la filtration par l'ordre des opérateurs de Zx,

— 9x = Rp%x le faisceau associ¢ & (Zx, FeZx) par la construction de Rees

Catégories

Soit X une variété complexe, on considérera les catégories suivantes :

— la catégorie des faisceau pervers Perv(X),

— la catégorie des Zx-modules holonomes réguliers Mody, (Zx),

— la catégorie des 9 x-modules holonomes réguliers Modh,r(.@x),

— la catégorie dérivée bornée des faisceaux a cohomologie constructible D5(X),

— la catégorie dérivée bornée des Zx-modules & cohomologie holonome réguliére D;’l A Dx),
— la catégorie des modules de Hodge purs polarisables de poids £ MHP(X, Q, k), ’

— la catégorie des modules de Hodge mixtes polarisables MHM? (X, Q).

Objets

On utilisera les notations suivantes pour les objets des catégories précédentes :
- F,G e DY(X),

- M,NE MOdhﬂn(.@)(),

— 9, N € Mody, . (Zx),

— M, N € MHMP(X,Q).

Multi-indices

Soit X une variété complexe de dimension d. Soient p hypersurfaces lisses H; d’équation t; = 0
pour un entier 1 < p < d. On utilisera les notations suivantes :

— O; = 6ti € QX,
— 62 = 5152. = z&, S .@)(,
- Ej =140,

—x = (21,...,Tq—p),
=(0,...,0,1,0,...,0) ou le 1 est en position ¢,

— b=ty by,
— 5=ty
- -@X S] = QX[Slv 7Sp]
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Premiére partie

Cycles proches et cycles évanescents par
un morphisme sans pente
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on donne les définitions et principaux résultats sur les cycles proches et les
cycles évanescents pour les faisceaux pervers et les Z-modules.

1.1 Fibration de Milnor, cycles proches et cycles évanescents topo-
logiques

On définit ici les cycles proches et les cycles évanescents pour les faisceaux pervers et on explicite
le lien avec la fibration de Milnor.
1.1.1 Fibration de Milnor
Théoréme 1.1.1. Soit X < U < C" un espace analytique et f : X — C une fonction analytique.
Soit x € X tel que f(x) = 0. Alors il existe 0 <n < € < 1 tels que la restriction

fn,e :Ben X n fﬁl(Dn —{0}) — Dy — {0}

soit une fibration topologique localement triviale. Ici, B est la boule fermée de centre x et de rayon
€ dans C" et D, est le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 dans C.

Démonstration. Pour X = C" et f polynomiale, ce résultat est dt a J. Milnor [Mil68]. Le cas général
est da a D.T. Le |LeTT].

O
Remarque 1.1.2. — La fibre de cette fibration ne dépend pas de € et de i pourvu qu’ils soient

o
suffisamment petits. On la note Mily, := f,]}l (¢) pour un point ¢ € D, — {0}.

o
— En relevant le champ de vecteurs tournant autour de 0 dans D,, — {0}, le flot du champ de vec-
teurs obtenu fournit un automorphisme de la fibre. L’automorphisme induit sur la cohomologie
de la fibre de Milnor est indépendant du relévement, c’est ’automorphisme de monodromie

M : H*(Mil;,,C) = H*(Mils,,, C).
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1.1.2 Cycles proches et cycles évanescents

Soit X une variété analytique complexe et f : X — C une fonction holomorphe. On va définir
les foncteurs cycles proches et cycles évanescents. Considérons le diagramme suivant ou les carrés
sont cartésiens :

Xg - x <l x» ba
l | lf | if | J{N
{0} —=C=<~"—Cr<"—Cs

oit Xg := f~1(0), C* est un revétement universel de C* et on peut identifier le morphisme p : C* -
C* a
exp: C » C*

2 > 62171'2 )

Soit DY(X) la catégorie dérivée bornée des faisceaux & cohomologie constructible sur X. On
définit le foncteur cycles proches de la fagon suivante :

Up: DYX) — Db(Xo)
F* > i 'R(jop)(jop)  'F.

La translation N "
T: C* - C*
z = z4+1.

permet d’induire I’automorphisme de monodromie T': W;F* — W, F*. Le foncteur cycles proches
est lié & la fibration de Milnor par le résultat suivant.

Proposition 1.1.3. Soit F* € DY(X) et x € Xo. Il existe un isomorphisme compatible auz auto-
morphismes de monodromie

ARV F*) ~ B (Mily . F*).

Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif

ARV F*)y —— HF(Mily ., F*)

I |
RV F*)y —— HF(Mily ., F*)
Par adjonction, on a le morphisme naturel suivant :
ciiTlF - UpF.

On définit le complexe des cycles évanescents ®;F* € D%(Xo) comme étant le cone du morphisme
c. Ainsi, on obtient le triangle distingué suivant dans la catégorie D2(Xj) :

TS W S e (1.1)

Remarque 1.1.4. Le céne n’étant pas une construction fonctorielle dans les catégories dérivées, il
faut faire attention au fait que cette définition des cycles évanescents n’est pas fonctorielle.

Soit Perv(X) la catégorie abélienne des faisceaux pervers sur X et notons PW; := W;[—1] et
PPy := & ¢[—1]. Le théoréme suivant est dit & O. Gabber.

Théoréme 1.1.5. Si F* € Perv(X) alors PV F* et PO F* sont dans Perv(Xp).
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1.2 Généralités sur les Z-modules

On définit dans cette section les Z-modules holonomes et réguliers afin d’énoncer la correspon-
dance de Riemann-Hilbert. On définit également le foncteur image directe.

1.2.1 9-modules cohérents

Soit X une variété complexe de dimension n, on note Ox le faisceau des fonctions holomorphes
sur X. On définit Zx comme étant le sous-faisceau de H#2».c(Ox, Ox) engendré par

— la multiplication par des fonctions holomorphes,

— la dérivation par des champs de vecteurs holomorphes.
Localement on a, pour tout x € X, Zx, ~ Yeng = C{z1,...,2,}{0%, ..., 0z,) avec les relations
suivantes :

[0-,,0.,] =0
140 si 1# ]
[0, 2] = { 1 sinon.

Proposition 1.2.1. Le faisceau d’anneaur Px est cohérent.

Démonstration. [MS02, 2.1]
O

Définition 1.2.2. On définit la filtration par 'ordre F,%Zx de Zx, indexée par les entiers, de la
fagon suivante :

- Fy9x =0si k< —1,

- IhW9x = Ok,

— P € Fy119x si et seulement si [P, ¢| € Fi,Zx pour tout ¢ € Ox.

Remarque 1.2.3. On a une équivalence de catégories entre Zx-modules & droite et Zx-modules &
gauche donnée par les foncteurs quasi-inverses M — Q% g, M et N' = g, (V% , N).

Définition 1.2.4. Soit M un Zx-module, il est cohérent s’il est localement de présentation finie,
i.e., si pour tout x € X il existe un voisinage U de x et une suite exacte

P q

1.2.2 La variété caractéristique d’'un Z-module

Définition 1.2.5. Soit M un Zx-module et F, M une F-filtration de M, i.e. une filtration croissante
exhaustive de M par des Ox-modules compatible a la filtration Fp%x (i.e. pour tout k,m € Z,
Fy9x - FpoM < Fp i xM). La F-filtration F, M est une bonne filtration de M si pour tout m € Z,
F,,, M est un Ox-module cohérent et §’il existe localement mg € N tel que, pour tout k£ € N,

FyDx - FipgM = Fpp 1 g M.
Proposition 1.2.6. Un Zx-module cohérent admet localement une bonne filtration.

Démonstration. [MS02, Proposition 2.4]
O

Soit £, M une F-filtration de M. On note grf.@x = F.9x/F, 19x et grf/\/l = FpM/Fp M.
On note également Grf’ 2y := D=0 grf Dx et Grif' M := D=0 gri M.
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Proposition 1.2.7. Soit 7 : T*X — X la projection du fibré cotangent o X sur X. Le faisceau
Gr' 9x est isomorphe au sous faisceau d’anneaux de m,Opxx consistant en les fonctions polyno-
miales en les fibres de .

Démonstration. [MG93, Proposition 5]

Proposition 1.2.8. Le faisceau d’anneaus Grf’ Py est cohérent.

Démonstration. |[MG93, Proposition 9|
0

Proposition 1.2.9. Une F-filtration F,M de M est bonne si et seulement si Gri' M est un
Gr! Zx -module cohérent.

Démonstration. [MG93, Theorem 1|
O

Proposition 1.2.10. Soit M un ZPx-module cohérent. Il existe un faisceau d’idéauz cohérent de

Grt" 2y qui est localement égal o \/annGrF@X Gr" M pour toute bonne filtration FyM.

Démonstration. [MG93, Proposition 17 et Remark 6]

On note J(M) ce faisceau d’idéaux.

Définition 1.2.11. Etant donnée la proposition on définit la variété caractéristique car(M)
de M comme étant I'espace analytique fermé dans 7% X défini par le faisceau d’idéaux J(M).

1.2.3 La correspondance de Riemann-Hilbert

Définition 1.2.12. Un Zx-module M est holonome si sa variété caractéristique car(M) est de
dimension n.

Un Zx-module M est régulier s’il existe localement une bonne filtration F, M telle que J(M) =
anng, r o Grf M.

On note €% le faisceau des n-formes holomorphes sur X et DZ(.@X) la catégorie dérivée bornée
des Zx-modules & cohomologie holonome.
Définition 1.2.13. On définit le foncteur De Rham
DR: DY (2x) —  DYX)
M - Qr &)@X M

La notion de régularité a été introduite par P. Deligne dans le cas des connexions holomorphes
dans [Del70]. Dans le cas des Z-modules, il existe deux définitions équivalentes de la régularité, I'une
due a M. Kashiwara (cf.[Kas84]) et 'autre due a Z. Mebkhout (cf.[Meb04]).

Théoréme 1.2.14. La restriction du foncteur DR est une équivalence de catégorie entre la catégorie
des Px-modules holonomes réguliers et la catégorie des faisceauz pervers

DR : MOdh’T(.@)() = Perv(X).

Démonstration. |[Kas84] ou [Meb84] selon la définition de régularité.
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1.2.4 Image inverse et image directe

Soit f : X — Y un morphisme de variétés analytiques complexes. On définit le module de
transfert

Dxy = O0x Qp-10, ' Dy.

Définition 1.2.15. Soit M*® un complexe de Zy-modules, on définit 'image inverse de N'* par f
comme étant le complexe

fEM® = QX_>Y®f—1_@Yf_1M..

Définition 1.2.16. Soit A'* un complexe de Zx-modules a droite, on définit les images directes de
N*® par f comme étant les complexes

FN® = REAWN® oy Dxoy),
L
N = RfI(N® Ray Dx-Y).

Pour un complexe de Zx-modules & gauche, on utilise I’équivalence de catégorie pour se
ramener au cas précédent.

Le théoréme suivant est connu sous le nom d’équivalence de Kashiwara.

Théoréme 1.2.17. Soit i : Y — X une immersion fermée, le foncteur i, induit une équivalence
de catégories entre la catégorie dérivée bornée des Py -modules cohérents et celle des Px-modules
cohérents supportés sur'Y .

Définition 1.2.18 (Micro-support (cf. [KS94])). Soit F € D’(X) un objet de la catégorie déri-
vée bornée des faisceaux sur X. On définit le micro-support de F, noté SS(F), comme étant le
complémentaire dans T*X de I’ensemble des points p € T*X satisfaisant & la condition suivante :

1l existe un voisinage U de p tel que, pour tout xg € X et toute fonction C*® réelle ¢ définie dans
un voisinage de x( satisfaisant & ¥(z¢) = 0 et dy)(zp) € U, on ait :

(BL {g55(2)204 F g = 0

Les deux théorémes suivants permettent de controler la cohérence de I'image directe d’'un Z-
module.

Théoréme 1.2.19. Soit M € Dg(.@x) un compleze borné de Px-modules a cohomologie holonome
et F e D%_C(X) un complexe R-constructible (i.e. a cohomologie localement constante sur les strates
d’une stratification sous-analytique). On suppose, de plus, que la restriction de f a supp(M) N
supp(F) est propre et que

car(M) n SS(F) = Tx X.

Alors IIM @ F) € DZ(-@X), c’est en particulier un complexe a cohomologie cohérente.

Démonstration. [SS94, Theorem 4.2]
O

On note 7 : T*X — X la projection. Soit ¢ : X — R une fonction analytique réelle. On définit

Ay = {(w,do(x)) | z € X},
Zy = {re X |p(r) <t}
U = {zeX|pl) <t}
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Théoréme 1.2.20. Soient M € D%(Px) et F € D% (X) tels que
(i) pour tout t € R, f est propre sur supp(M) n supp(F) N Z,
(it) car(M) N SS(F) =T%X,

(111) il existe to € R tel que
Ay 0 (car(M) + SS(F)) c 1 (Zy,).

Alors

(a) Sil'on pose F; := Fy,, alors le morphisme naturel

[sM@Fi) = fu(M®F)

est un isomorphisme pour t > tg,

(b) f+(M®F)e DY(D%), c'est en particulier un compleze & cohomologie cohérente.

Démonstration. [SS94, Corollary 8.1]

Pour appliquer ces théorémes, on utilisera la proposition suivante.

Proposition 1.2.21. Soit A < T*X un sous-ensemble analytique complexe fermé conique et iso-
trope. Notons
S:={teR |t =p(x)dp(z) € A pour un z € X}.

Supposons, de plus, que ¢ est propre sur w(A). Alors S est un ensemble discret.

Démonstration. [KS94, Proposition 8.3.12]

1.3 Cycles proches et cycles évanescents algébriques

Pour définir les cycles proches et les cycles évanescents dans le cas des Z-modules, on introduit
la filtration de Kashiwara-Malgrange. On énonce alors le théoréme de comparaison entre cycles
évanescents algébriques et topologiques.

1.3.1 V-filtration de Kashiwara-Malgrange
Soit Y < X une hypersurface lisse d’idéal .#y-. Pour tout entier k < 0, on pose J{Z . = Ox.

Définition 1.3.1. On définit la V-filtration du faisceau Zx indexée par les entiers. Le terme d’ordre
k € Z est le sous-faisceau de Zx satisfaisant, pour tout z € X, a

(ViZx)e :={P € Dx0 |Ym € Z, P(F ™) € A}
Proposition 1.3.2. Le faisceau d’anneaur VoDx est cohérent.

Démonstration. [MMO04, Proposition 4.1-5]
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Définition 1.3.3. Soit M un Zx-module cohérent et U, M une V-filtration de M, i.e. une filtration
croissante exhaustive de M par des VpZx-modules compatibles & la filtration V3 Zx (i.e. pour tout
k,meZ, Vii%x - UpM < UprxM). La V-iltration U, M est une bonne V-filtration de M si pour
tout m € Z, U, M est un Vg Zx-module cohérent et s’il existe localement mg € N tel que pour tout
keN

Vk-@X . UmOM = Um0+k/\/l et V,k.@)( . U_mOM = Ufmofk./\/l.

Proposition 1.3.4. Soit t une équation locale réduite de Y et soit E la classe de l'opérateur to;
dans ng.@X, la classe E est indépendante de I’équation t = 0.

Démonstration. [MMO04, Lemme 4.1-12]

On notera également E un relévement de E dans VyZx.

Définition 1.3.5. Soit M un Zx-module cohérent.

1. On dit que M est spécialisable si au voisinage de tout point de X, il existe une bonne V-
filtration U, (M) de M et un polynoéme b(s) € Cl[s] tels que pour tout k € Z, b(E + k) UM
U 1 M.

2. On dit que M est spécialisable par section si, pour toute section locale m de M, il existe un
polynome b(s) € C[s] tel que b(E)m € V_1Zx - m.

Proposition 1.3.6. Les deux définitions précédentes sont équivalentes et si la premiére est satisfaite
pour une bonne V -filtration de M, elle l’est pour toutes.

Démonstration. [MMO04, Proposition 4.2-2]
O

Proposition 1.3.7. Les Zx-modules holonomes sont spécialisables le long de toute hypersurface.

Démonstration. [MMO04, Proposition 4.4-2]
[

Définition 1.3.8. Soit M un Zx-module spécialisable, les polyndmes unitaires de plus bas degré
satisfaisant les relations de la définition sont appelés polyndmes de Bernstein-Sato et sont notés
bU' et bm.

Si les racines des polyndmes de Bernstein-Sato sont dans R, on dira que M est R-spécialisable.

Définition 1.3.9. On définit la filtration V, (M) indexée par C suivante :
Vee X, Vo(M), :={me My; s> —a—1, Vseb,'(0)}.
Cette V-filtration est appelée V -filtration canonique ou V -filtration de Malgrange-Kashiwara.

Proposition 1.3.10. La V-filtration canonique satisfait & la propriété suivante : pour tout a €
C, VareM est l'unique bonne V-filtration telle que les racines de by, ., soient dans l'intervalle
[-a—1,—al.

Démonstration. [MMO4, Propositions 4.2-6 et 4.3-5]
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1.3.2 Cycles proches algébriques
On note Vo, M = U6<a VaM et grh M := VoMV oy M.

Définition 1.3.11. On définit les cycles proches algébriques

\Ilaylg/\/l = 6—) ngM

—1<a<0

et les cycles évanescents algébriques

@%lg/\/l = @ gry M.

—1l<a<0

Théoréme 1.3.12. Soit M un Px-module holonome régulier. Le triangle distingué (cf. (1.1]))
i'"DRM — ¥;DRM — &, DRM -5

est naturellement isomorphe au triangle distingué obtenu en appliquant le foncteur DR au triangle
distingué

M= TUIM I L
De plus, cet isomorphisme est compatible a la monodromie ou les automorphismes de monodromie
sur \IJ?,ZQM et CID;Z“]M sont induits par exp(—2i7E).

Démonstration. |[MMO4, Theoréme 5.3-2|. On donnera également dans le chapitre 4| une démonstra-

tion de ce résultat pour les cycles proches dans le cas plus général d’'un morphisme sans pente.
O

1.4 Opérations sur les faisceaux

On liste ici quelques morphismes qui seront utilisés dans la suite. Soit f : X — Y une application
continue, JF, Fa, F3 € D’(Cy) et G1,Ga € D*(Cy ), on a les morphismes suivants :

R Ao (Fy & Fo, Fs) = RAoon (Fr, R Ao (Fo, F3)), (1.2)
1, B 1, k

TG G ~f (G ®G), (1.3)

RfAFI®G — REA(FI® f1G), (1.4)

FTIR A (G1,G2) = R Ao (f71G1, f71Ga). (1.5)

Ce sont respectivement les morphismes (2.6.7), (2.6.18), (2.6.21) et (2.6.27) de [KS94].
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Chapitre 2

Morphismes sans pente

Dans ce chapitre, on donne les principaux résultats sur les morphismes sans pente, on suivra
essentiellement [Mail3]. On définit la V-multifiltration de Kashiwara-Malgrange d'un Zx-module
sans pente. Comme dans le cas d’une fonction, on utilise cette multifiltration pour définir les cycles
proches algébriques.

On définit ensuite les cycles proches topologiques associés & un morphisme sans pente. Enfin, on
introduit les fonctions de classe de Nilsson & plusieurs variables, ces fonctions seront utilisées dans
la suite pour établir un lien entre cycles proches algébriques et cycles proches topologiques.

Notations On rappelle les notations relatives aux multi-indices :

— dx := dim¢ X,
- 8Z = 6“,
- E; :=t,;0;,

—x = (21,0, Ty —p),

- 1;:=(0,...,0,1,0,...,0) ou le 1 est en position i,
— o= (g, ..., 0p),

- Oy = (ai)iel pour Ic {17"'7p}7

— b=ty

— 5=t

- Ix|s| :== Dx|s1, ..., Spl-

2.1 Z-modules sans pente et V-multifiltration de Kashiwara-Malgrange

On définit la notion de Z-module sans pente le long d’une famille d’hypersurfaces lisses. On
introduit alors pour un tel Z-module la V-multifiltration de Kashiwara-Malgrange.

Soit H = {Hjy, ..., Hp} ot les H; sont des hypersurfaces lisses dont la réunion définit un diviseur a
croisements normaux. On se place ici dans le cas ot il existe localement des coordonnées (x, t1, ..., tp)
telles que

I X - cr
(T, b1, tp) > (L1, tp)
et H; = {ti = 0}
Définition 2.1.1. Notons, pour tout 1 < i < p, Z; I'idéal de I'hypersurface H; et Z% := leIfi.

Pour tout k € ZP et pour tout x € X, on définit :

(VikPx), == {P € Dx. | Ym e ZP, P(TF ™) c Tkt ™}
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ceci permet de définir une filtration croissante de Zx indexée par Z”.

Soit M un Zx-module cohérent. Une V-multifiltration U, M de M est une filtration croissante
indexée par ZP satisfaisant a VpZx - Uy M < U 1w M pour tout k et k' dans ZP. Une telle V-
multifiltration est bonne si elle est engendrée localement par un nombre fini de sections (m;);es,
c’est-a-dire que, pour tout j € J, il existe k; € ZP tel que pour tout k € ZP,

UM = Vierr, Zx - m;.
jeJ
Lorsque des inégalités entre nombres complexes apparaitront, I'ordre considéré sera toujours
Iordre lexicographique sur C, c’est-a-dire

r+iy<a+ib < zr<aou(x=aety<bh).

En suivant [Mail3|, on commence par donner les conditions pour qu'un couple (H, M) soit sans
pente, puis on définit la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara.

Définition 2.1.2. Soit M un Zx-module cohérent.

1. On dit que le couple (H, M) est multispécialisable sans pente si, au voisinage de tout point
de X, il existe une bonne V-multifiltration U, (M) de M et des polynomes b;(s) € C[s] pour
tout 1 < i < p tels que pour tout k € ZP, bj(E; + ki)UpM < Up—_1, M.

2. On dit que le couple (H, M) est multispécialisable sans pente par section si, pour toute section
locale m de M, il existe des polynémes b;(s) € C[s]| pour tout 1 < ¢ < p tels que b;(E;)m €
V—li-@X -m.

Rappelons la proposition 1 de [Mail3] :

Proposition 2.1.3. Les deuz définitions précédentes sont équivalentes et, si la premiére est satisfaite
pour une bonne V-multifiltration de M, elle l’est pour toutes. On dit alors que le couple (H, M) est
sans pente.

On fixe M un Zx-module cohérent tel que le couple (H, M) soit sans pente.

Définition 2.1.4. Le polynéme unitaire de plus bas degré vérifiant la propriété 1. de la définition
pour U'indice i est appelé polynéme de Bernstein-Sato d’indice i de la V-multifiltration Us(M), on
le note b; 17, (Am)-

Le polynome unitaire de plus bas degré vérifiant la propriété 2. de la définition pour I'indice ¢
est appelé polyndéme de Bernstein-Sato d’indice i de la section m, on le note b; ,.

Proposition 2.1.5. Soient, pour 1 < i < p, des sections o; : C/Z — C de la projection naturelle
C — C/Z. 1l existe une unique bonne V-multifiltration V(M) de M telle que, pour tout i, les
racines de b; yo(ag) soient dans l'image de o;.

La démonstration de cette proposition et celle de la proposition [2.1.7| sont identiques & celle du
théoréeme 1. de [Mail3].

Définition 2.1.6. On définit la multifiltration V, (M) indexée par CP et vérifiant :
Vee X, Vo(M)gy:={me My; s; =2 —a; — 1, Vs, € b;gl(O) et 1 <i < p}.

Cette V-multifiltration est appelée V -multifiltration canonique ou V -multifiltration de Malgrange-
Kashiwara.
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Si on considére 'ordre partiel standard sur CP
a<fB < «o; < f;pourtout 1 <7< p,

on peut définir
Vea(M) = > V(M

B<a
et
gro (M) := Va(M)/Vea(M).

Soient I < {1,...,p} et I¢ son complémentaire, on définit

Vearare (M) = 2 Vﬁz,alc (M

Br<aj

Proposition 2.1.7. On a l’égalité des V-multifiltrations Vica, ae)+k(M) = V,:ml’alc (M) ou
O<a,ae est la section dont I'image est ['ensemble

aecCP telque —o;—1<a;<—q; Viel€
et —z—1<az\ —o; Viel |-

Il existe un ensemble fini A < [—1,0[P tel que la V-multifiltration canonique soit indexée par A +7ZP.
Ainsi, la V-multifiltration canonique est cohérente.

Soit I < {1,...,p} et J < I¢ Comme pour les Zx-modules cohérents, on a une notion de
VO}III P x-module multispécialisable sans pente le long des hypersurfaces H; := (H;)e-

Définition 2.1.8. Soit M un VOPIII P x-module cohérent et J < I€, on note q := #.J.

1. On dit que le couple (Hj, M) est multispécialisable sans pente (ou spécialisable si ¢ = 1) si
au voisinage de tout point de X, il existe une bonne V-multifiltration U,(M) de M et des
polynomes b;(s) € C[s] pour tout i € J tels que pour tout k € Z9, b;(E; + ki) UpM < Ug_1, M.

2. On dit que le couple (Hj, M) est multispécialisable sans pente par section (ou spécialisable

par section si ¢ = 1) si, pour toute section locale m de M, il existe des polynomes b;(s) € C|s]
pour tout i € J tels que b;(E;)m € V_Hl‘z (VOIj’.@X) -m = V_1,Px - m.

Remarque 2.1.9. Comme pour les Zx-modules (proposition [2.1.3)), les deux définitions sont équiva-
lentes et, si elles sont satisfaites, on dira que le couple Hj, M) est sans pente (ou spécialisable si
q = 1). Les analogues des pr0p081t10ns ” et sont vrais pour les VO 9 x-modules sans pente.

Proposition 2.1.10. Soit I < {1,...,p} et M un Px-module cohérent tel que le couple (H, M)
soit sans pente. Alors le couple (Hy, M) est sans pente et pour tout o le couple (Hye, V;{I’M) est
sans pente. De plus, pour I,J < {1,...,p} disjoints, les V-multifiltrations de Malgrange-Kashiwara
satisfont a :
VA (M) = V(M) A VEL (M) = VI (VEL (M) (2.1)
On a également ’analogue de [MMO04, corollaire 4.2-7|

Proposition 2.1.11. Pour tout a € C et tout j € I¢, Uapplication M +— ij (M) définit un
foncteur exact de la catégorie des VO}II’ Dx -modules spécialisables le long de Hj vers la catégorie des

VOHj (VOII{’).@X -modules.
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Sachant que la V-multifiltration canonique est indexée par A + ZP avec A < [—1, 0[P fini, quitte
a renuméroter ces indices, on peut la supposer indexée par ZP et appliquer la définition [A72.3] de
I’appendice aux V-filtrations canoniques de M.

La condition sans pente s’interpréte de maniére naturelle comme une condition de compatibilité
des V-filtrations relatives aux différentes hypersurfaces considérées.

Proposition 2.1.12. Si le couple (H, M) est sans pente, alors les filtrations VA1 (M), ..., vl (M)
de M sont compatibles au sens de la définition[A.2.3

Démonstration. Soit o« < B € CP et notons I, := {1,...,q}. On va construire par récurrence sur
I'entier p le p-hypercomplexe X, correspondant a la compatibilité des sous-objets

H H; H, Hj Hj
Vall(V,BI:M)v . Vapp (V,@Ipp./\/l) c Vﬁ[ppM'

D’aprés la remarque [A22:2] deux filtrations sont toujours compatibles. Supposons construit le
g-hypercomplexe X,. D’aprés la proposition [2.1.10} la propriété sans pente assure que les objets qui

H
apparailssen ans son €S x-Imodules conerents speclalisables le 1on, € 1- 1 dedul
issent dans X, sont des Vy '* Zx-modules cohérents spécialisables le long de Hys1. On déduit

q

alors de la proposition [2.1.11] que lapplication de Vogfﬁl() et Vﬁi]j’jl(.) a de tels objets sont deux

foncteurs exacts munis d’'un monomorphisme de foncteurs donné par 'inclusion naturelle déduite
de I'inégalité ag41 < Bg+1. On applique alors ces deux foncteurs a X, la fonctorialité fournit un
(¢ + 1)-hypercomplexe

0 ——= Vgt (X0 V17" (X%) — Coker(i) —0.

Qg+1

C’est le (¢ + 1)-hypercomplexe X441 voulu. L’exactitude des différentes suites courtes provient de
'exactitude des suites courtes de X9, de I'exactitude des foncteurs VHa+1-filtration ainsi que de
I'exactitude du foncteur Coker(.) appliqué a des inclusions (lemme du serpent). On utilise également
ici les identifications ([2.1)). Ceci nous donne par récurrence le p-hypercomplexe X,,. En prenant alors
la limite inductive des p-hypercomplexes X, sur 3 € CP, on obtient le p-hypercomplexe correspondant
a la compatibilité des sous-objets

H
VM), ..., Vi, (M) € M.
Ceci étant vérifié pour tout a € CP, la proposition est démontrée. O
La proposition fournit le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.13. Si le couple (H, M) est sans pente, alors l'objet obtenu en appliquant successi-
vement les gradués grgii par rapport aux V -filtrations canoniques Vi ne dépend pas de l'ordre dans
lequel on applique ces foncteurs et est égal a gro, (M).

Proposition 2.1.14. Soit M un Zx-module cohérent tel que (H, M) soit sans pente et soit 1 <
i < p. Alors le Dx-module M(xH;) est cohérent et le couple (H, M(xH;)) est sans pente. De plus,
pour tout o vérifiant a; < 0, le morphisme naturel de Vo@D x-modules :

Va(M) = Va(M(xH,))

est un isomorphisme.
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Démonstration. Comme (H, M) est sans pente, M est spécialisable le long de H; et on peut appli-
quer [MMO04, proposition 4.4-3] qui assure que M (xH;) est cohérent, spécialisable le long de H; et
que pour o4 < 0,

Vali(M) = VT (M (= H,))
est un isomorphisme.

Montrons que le couple (H, M(xH;)) est sans pente. C’est un probléme local, on peut supposer
que H; = {t; = 0}. Soit m/ une section de M(xH;), on a m' = m/t;* ott m est dans I'image de
M — M[1/t;] et k € N. Le couple (H, M) étant sans pente, pour tout 1 < j < p, il existe un
polyndme non nul b;(s;) satisfaisant a

bj(Ej)m e V_1,(Zx)m.
On a alors
b;(Ej)tim’ e V_lj(@X)tfm'
thb;(E; + d5k)m’ € iV 1 (Zx)m.
En divisant par t¥, on obtient b;(E; + &;;k;)m’ € V_1,(Zx)m/, ce qui permet de conclure que
(H, M(xH;)) est sans pente.

D’aprés la proposition 2.1.10, V7 (M) et VHi(M(xH;)) sont des Vi 9x-modules sans pente le
long de Hy;e donc, si a satisfait a a; <0, on a un isomorphisme

H e _ ~ - Hie .
Va(M) = Vo 11 (VM) 5 Vo '\2 (VI (M(5H)))) = Va M(xHy)),

ce qui conclut la démonstration de la proposition.
O

Corollaire 2.1.15. Soit M un Px-module cohérent tel que (H, M) soit sans pente. Alors le Dx -
module M(x(Hy v ... U Hp)) est cohérent et le couple (H, M(%(H1 U ... u H,))) est sans pente. De
plus, pour tout a vérifiant a; < 0 pour tout 1 < i < p, le morphisme naturel de VoZx -modules :

Va(M) = Vo M(x(Hy v ... u Hp))
est un isomorphisme.

Démonstration. On effectue une récurrence sur le nombre d’hypersurfaces par rapport auxquelles
on localise M et le corollaire est une conséquence immédiate de la proposition précédente.
O

2.2 Gradués d’'un Zx-module sans pente et cycles proches algé-
briques

Ici, on démontre des propriétés des gradués de la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara et
on définit les cycles proches algébriques.

Proposition 2.2.1. Soit M un Zx-module tel que (H, M) soit sans pente. Pour tout 5 € C et tout
1 <i < p, Uendomorphisme (E; + 3+ 1) de

Vﬁ,a{i}c (M)/V<B,a{i}c (M)

est nilpotent.
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Démonstration. Notons o := 0g.qa,;. €t bi(s) le polynome de Bernstein-Sato d’indice i de la multifil-
tration correspondant a la section o. Les racines de b; sont donc dans l'intervalle [-3 — 1, —3[. Soit
¢ la multiplicité de la racine —3 — 1 de b;. On pose b;(s) = bi(s)(s + B + 1)*. On considére comme
dans la preuve de [Kas83, Théoréme 1] la V-multifiltration de M suivante :

Ue(M) := V71 (M) + (E; + ki + B+ 1)V (M).

On peut montrer que c’est une bonne V-multifiltration, que ses polynémes de Bernstein-Sato d’indice
j§ # i divisent ceux de VZ et que son polynome de Bernstein-Sato d’indice i divise ¥'(s)(s 4+ 3)°. Les
racines de b'(s)(s + B)¢ sont dans | — 3 — 1, —f3], par unicité, la multifiltration U, (M) est égale a
la multifiltration VZ(M) ot & = O<Bagye- On a donc Ug(M) = Vepa,. (M) et on en déduit que
(E; + B + 1) annule

Vﬁ,a“}c (M)/V<ﬁ,a{i}c (M)

O

Etant donnée la définition de gr, (M), on déduit immédiatement de cette proposition le corollaire
suivant.

Corollaire 2.2.2. Soit M un Px-module tel que (H, M) soit sans pente. Pour tout e € CP et tout
1 <i < p, Uendomorphisme (E; + o + 1) de gro, (M) est nilpotent.

Proposition 2.2.3. Soit M un Px-module tel que (H, M) soit sans pente. Pour tout I < {0, ..., p},
le couple (Hye, grili M) est sans pente.

I

Démonstration. [Mail3, Proposition 3|
O

Définition 2.2.4. Etant donné un couple (H, M) sans pente, on définit les cycles proches algébriques
de M relatifs a la famille d’hypersurfaces H de la maniére suivante :

IgM:= @  gre(M).

ae[—1,0[P

C’est un grg.@X—module cohérent. Or, si 'on note X := ﬂlgigp H;, on a ng@X ~ Dxo|En, ..., Epl.
Le corollaire implique ainsi que ¥YgM est un Zx,-module cohérent. Les cycles proches algé-
briques sont munis d’endomorphismes de monodromie pour 1 <7 < p

T; := exp(—2imE;).
La proposition suivante est une conséquence du corollaire [2.1.13

Proposition 2.2.5. Soit [ < {1,...,p}. Si le couple (H, M) est sans pente, alors il existe un mor-
phisme naturel de gry Px-modules

UgM — ¥y, (Vg M)
qui est un isomorphisme.

Dans le cas général f : X — CP, I'inclusion du graphe de f permet de définir les cycles proches
algébriques.
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Définition 2.2.6. Considérons le diagramme

iy
X— X xCP

X lﬂ'=(7‘(‘1,...,ﬂ'p)

Cr.

ol if est le graphe de f. Soit H; := 7r[1(0). D’aprés ce qui précede, si le couple (H, iz M) est sans
pente, alors Wiy M est un Zxxo-module cohérent a support {(z,0)|f(z) = 0}. On peut le voir

comme un Zx-module cohérent a support f *1(0), on le note alors \I/?clg/\/l.
On déduit de la proposition I’isomorphisme

alg alg /.1,alg
\Iff M — \IIfI (\IffIc ).

2.3 Morphismes sans pente dans le cas topologique

On donne la définition de la condition sans pente pour un couple (f, A) composé d’un morphisme
et d’une sous-variété lagrangienne conique de 7% X. On explicite le lien avec la notion de Z-module
sans pente.

Soit X une variété analytique et ¥ un sous-espace irréductible de X. Soient f1, ..., f,, p fonctions
analytiques sur X. On note F':= fi...f, leur produit,

f: X - cr
z > (fi®), ., fp(2))

et fly la restriction & Y. On note 7 : T*X — X la projection canonique du fibré cotangent et Ty X
I’espace conormal & Y dans X. On définit WJE y comme étant 'adhérence dans T#X x CP de

{(x,£ + Z sidfi(x) v Sp) | 8i € C(x,8) e Ty X et F(x) # 0}.

381y -+5 Sp
1S fi(z)
Notons w1 : T*X x CP - T*X et my : T*X x CP — CP les deux projections canoniques.

Proposition 2.3.1. La projection par wo de W]ﬁc y 0 F~Y(0) est une réunion d’hyperplans vectoriels
de CP.

Démonstration. [BMMO0, Proposition 2|
O

Définition 2.3.2. On dit que le morphisme f|y est sans pente si la projection o (Wﬁ y N F_1(0)>

est la réunion d’hyperplans de coordonnées.
Soit A une variété lagrangienne conique de T*X. On dit que le couple (f, A) est sans pente si,
pour toute composante irréductible 77X de A, le morphisme f;|, est sans pente ot [ = {1 < i <

p | filz #0}.
Proposition 2.3.3. Le morphisme 71 : VVJﬁc y — T*X est fini et propre.

Démonstration. [BMMO2], preuve du théoréme 2.7]
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Proposition 2.3.4. Soit iy : X — X x C} linjection du graphe de f. Le morphisme f|y est sans
pente si et seulement si t|y est sans pente.

Théoréme 2.3.5. Soit M un Zx -module holonome régulier. Soit un systéme de coordonnées (x1, ..., Tpn,t1, ...

de X et H; := {t; = 0}. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Le couple ((t1,...,tp), car(M)) est sans pente.
2. Le couple (H, M) est sans pente.

Démonstration. [Mail3, Théoréme 3|

2.4 Cycles proches topologiques par un morphisme sans pente

Ici on définit le foncteur cycles proches topologiques associé a une fonction f : X — CP sans
pente et appliqué a la catégorie des complexes de faisceaux & cohomologie C-constructible.

Définition 2.4.1. Considérons le diagramme suivant ou les carrés sont cartésiens :

FH0) S X

I ij

{0} ——— cr <2 (C*)p<L

Ici, X* = X — F1(0) avec F = fi...f, et (/@)7’ est le revétement universel de (C*)P.
Si F est un complexe de faisceaux & cohomologie C-constructible, on définit :

U F =i ' Rjupsp tj 7 F,

c’est le foncteur cycles proches. On peut identifier le morphisme w — (C*)P

exp : (0

(21, ..y 2p)

(C*)P

N
— (62i7rz1’ . e?iﬂ'zp)‘

Pour 1 < i < p, les translations

T (C*)p - (C*)p

(21,0 Ziy oo 2p) > (2150020 + 1,00, 2p).

permettent d’induire des endomorphismes de monodromie 7; : W F — W F.

Proposition 2.4.2. Soit I < {1, ...,p}. Sile couple ((f1, ..., fp), SS(F)) est sans pente, alors il existe
un morphisme naturel

ViF — \Ilfl(qulc]:) (2.2)
qui est un isomorphisme. Ici, SS(F) est le micro-support de F (définition .
Démonstration. |[Mail3l Théoréme 4]

O

Proposition 2.4.3. Soit I  {1,...,p}. Sile couple ((f1, ..., fp), SS(F)) est sans pente, alors il existe
un morphisme naturel

I_l(\IlfIc]:) - Wy (ZI_IJ:) (2.3)
qui est un isomorphisme.

Démonstration. [Mail3, Théoréme 5|
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2.5 Fonctions de classe de Nilsson

On définit ici les fonction de classe de Nilsson & plusieurs variables. On se place & nouveau dans le
cas d’une famille d’hypersurfaces qui forment un diviseur & croisements normaux. Quitte & diminuer
X, on suppose qu’il existe un systéme de coordonnées (x,t1,...,t,) tel que, pour tout 1 < i < p,
I’hypersurface H; ait pour équation ¢; = 0. On note

T X — Cr
(@, b1, tp) > (t1, . tp).

Définition 2.5.1. Soit ac € [—1,0[” et k € NP. On note Nyt la connexion méromorphe sur C? :

Na,k: (—B O(Cp[

0<el<k

]ea,ﬂ
Z1---Zp

avec la structure de Z-module donnée par la formule
2i0zeae = (0 +1)eq e + €ap—1,-
On définit T;, le morphisme de monodromie d’indice ¢, par la formule
(2dm)™

Tiea e = exp(2im(o; + 1)) Z | Calomls (2.4)

Ong&;

Remarque 2.5.2. Pour se souvenir de la structure de Z-module et de la monodromie, il faut remarquer

a+1logt 2y log'? z,
T .

4y Lp!

que la section eq ¢ se comporte comme la fonction multiforme z
!

Définition 2.5.3. Soit M un Zx-module tel que le couple (H, M) soit sans pente. On définit :

1
th..t

Ma,k =M ®7r*1(9cp L (Na,k) = M[ ] ®ﬂ"1(9cp w! (Na,k:) :

D’autre part, on a
Ma,k: =M ®OX " (Na,k:)
ou m* est I'image inverse dans la catégorie des Z-modules. Ceci permet de munir Mg g d'une

structure naturelle de Zx-module. Notons Y := ﬂ H;. La restriction de Mg g a Y est munie
1<i<p
d’endomorphismes 7; induits par les morphismes de monodromie de Nq et définis par :

Ti(m®eqr) =M Tieqr.

Proposition 2.5.4. Soit a € [-1,0[", k € NP et M un Zx-module tel que le couple (H, M) soit
sans pente. Le couple (H, Mq ) est sans pente. De plus, pour tout 3 € CP, on a :

VoMas) = @ Varpir (Ml 1) car

o<t<k ty...tp
On commence par un lemme qui sera utile dans la démonstration de cette proposition.

Définition 2.5.5. Soit («,t1,...,t,) un systéme de coordonnées locales ou ¢; = 0 est une équation
de H;. Soit M[1/t, s|t® le Ox|s]-module isomorphe & M|1/t, s] par 'application m +— mt®. Il est
muni d’une structure naturelle de Zx[s]-module par la formule :

S;Mm

)te.

)



Lemme 2.5.6. Soit m une section locale de M[1/t] et b(s) € C[s]. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. b(E;)m € V_1i(.@)()m.
2. b(—s; — 1)mt® € Dx|[s]|t;mts.

Démonstration. Montrons que 1 implique 2. Dans M[1/t, s]t®, on a l'égalité
(t;0;m)t® = (—s; — 1)mt® + 0;(t;mt®).
On montre alors par récurrence que pour tout k,
((t:0;)Fm)t® — (—s; — 1)*mt® € Dx[s]|timt®.
On a donc pour tout polynéme b(s) € C[s],
(b(E;)m)t® — b(—s; — 1)mt® € Dx|s|t;mt?.

D’autre part, si b(E;)m € V_1,(Zx)m, une récurrence permet de montrer que (b(E;)m)t® € Dx|[s]timt?®
et on en déduit 2.

Montrons que 2 implique 1. D’une part, on peut montrer par récurrence que pour tout k € N et
tout 1 < ¢ < k, il existe my, o € M[1/t] satisfaisant a :

k
stmt® = ((=0it;)"m)t® + > 3f (my ot). (2.5)
(=1
D’autre part, en faisant opérer les 0% = 8?1...8% et en annulant les coefficients du polynéme en les
s; que l'on obtient, on peut montrer le résultat suivant :

[2 0% (mat®) = o] = [ma =0 Va] (2.6)

pour une somme finie sur les a. Enfin, si I'on regarde plus précisément la récurrence faite dans la
premiére partie de la démonstration, on obtient

(B(E)m)t® — b(—s; — 1)mt® € &; Dx|s|t;mt®.

L’hypothése 2 implique
b(—s; — )mt® = Z (9“3’“Aa7ktimts,
a,k
oll Aq i est un opérateur différentiel indépendant des 0; pour tout 1 <4 < p. En utilisant ’égalité
(2.5)), on peut substituer les s; et on obtient

(b(E)m)t = [(~t01 = D (10, — 1) g gtim | £ = 3 0%(mat?),
k a>0

avec mq € M[1/t]. En utilisant (2.6) et le fait que (—t10; — 1)¥1...(=t,0, — 1)*» Ag st; € V_1,(Px),
on conclut que b(E;)m € V_1,(Zx)m.
O
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Démonstration de la proposition[2.5.4 On commence par montrer que le couple (H, Mg, k) est sans
pente. Quel que soit 1 < i < p, le Zep-module Ny g/ Ng k—1, s'identifie & Ng g—r;.1, On a donc la
suite exacte :

0= Nak—1, = Nak = Nak—k.1, = 0.

Pour tout k € NP, le 7~ 'Ocp-module ﬁ_lN.Lk est a fibres plates car libres, il est donc acyclique

pour le foncteur de produit tensoriel par M[tl}.tp] et on a la suite exacte :

0—> Mar-1, > Mar = Mar—r.1, = 0. (2.7)

Le module central est sans pente si et seulement si les deux autres modules le sont. En effet, comme
dans le cas des bonnes V-filtration pour p = 1 (cf [MMO04]), une bonne V-multifiltration du terme
central induit des bonnes V-multifiltrations des termes extrémes. On considére alors la suite exacte

0— UMar-1, > UMar = UMapr—k,1, 0

et on observe que la condition multispécialisable sans pente de la définition [2.1.2]est satisfaite pour le
module central si et seulement si elle ’est pour les deux autres modules. Par récurrence, on est alors

ramené & montrer que (H, Mq0) est sans pente. Soit m une section locale de M| lt ]. D’aprés la
ip

proposition [2.1.15} le couple (H, M[ﬁ]) est sans pente et par conséquent, le lemme donne
localement, pour 1 < ¢ < p, des polynémes b; non nuls vérifiant :

bi(si)mts S @X [s]timts.
Par définition du Zx|s]-module M[1/t, s]|t®, on obtient les équations :
bi(Si + o, + 1)(m ® eayo)ts € .@)([S]ti(m ® ea’o)ts. (28)

Soit kg € NP tel que pour tout k; € N vérifiant k; > ko; + 1, 'entier —k; n’est pas racine de
bi(s; + a; + 1) € C[s;]. En remplagant les s; par les entiers k; dans la relation (2.8)) et en multipliant
éventuellement par des t;, on obtient que, pour tout k € ZP,

(M ® ea0)t? € Dx (N ® eao)t ).

De plus, pour tout 1 < i < p, I'égalité (8;(m®ea.0))t® = 0;(M®@eq.0)t*) +ki(m®eq,0)tF 1 montre

que (0;(m®eq.0))tk € Zx((m®ea,0)t~*0) pour tout k € ZP. Comme M est engendré par un nombre

fini de sections, en utilisant des extensions successives, on peut supposer que m engendre M. On a

donc Ma0 = Zx((m ® eq0)t™*). La filtration Zx(1)((m @ eq,0)t%0)) étant une bonne filtration

du Zx-module Mg, g, celui-ci est cohérent. Les équations ainsi que le lemme permettent

alors de conclure que (H, Mg o) est sans pente et donc, par ce qui précéde, que (H, Mg ) lest.
Pour démontrer la deuxiéme partie de la proposition, on commence par noter

1
UsMak) = @ Vaipi (M[tt]> €a.l
o<t<k 1--%p

et on va montrer que c’est une bonne V-multifiltration qui satisfait & toutes les propriétés caracté-
ristiques de la multifiltration de Malgrange-Kashiwara. Soit me M, £e NP, e Cet 1 <i < p. On
a localement

(tidi +B)(m®ear) = (tidi+ B+ +1)m)Qear+m® eqr 1, (2.9)
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et pour tout n € ZP
t"(Mm®eqr) = (t"M)Rear.

Ceci permet de montrer que U, (Mg,) est une V-multifiltration de Mg (c’est-a-dire que cette
multifiltration vérifie VpZx.Ug(Ma.k) < Ugye(Ma,k) pour tout 8 € CP et pour tout £ € ZP).

Pour montrer que c’est une bonne V-multifiltration, on fixe 3 € CP et on montre que la V-
multifiltration indexée par ZP, Ugie(Mq,k), est une bonne V-multifiltration de Mg . Comme la

V-multifiltration indexée par ZP, Voig1et1 (./\/l[ est une bonne V-multifiltration, elle est

)
engendrée localement par un nombre fini de sections {m;};c;. Si k = 0, I'égalité (2.9) permet de
montrer que les sections {m; ® eq,0}jes engendrent la V-multifiltration Ug +(Maq,0). On peut alors
montrer par récurrence, en considérant la suite exacte (2.7)) et I'égalité (2.9)), que, pour tout k € NP,
les sections m;j ® eq ¢, pour j € J et 0 < £ < k, engendrent la V-multifiltration Ugie(Mqk). Clest
donc une bonne V-multifiltration de Mg k.

On fixe maintenant B € CP et on va construire, pour tout 1 < ¢ < p, un polynome b;(s) qui
satisfait a

bi(t:0:)Ug(Mak) € Ug—1,(Mak)-

Par définition de la multifiltration de Malgrange-Kashiwara, on peut choisir, pour tout 1 < i < p,
un polynoéme ¢;(s) vérifiant

1 1
ci(ti0i + o + B + 1)Vaypt1 (M[tl . ]) < Vatpt1-1; <M[t1 p ])
oty oty

et ayant ses racines dans I'intervalle [—1,0[. Soit m € Vhyg41 (M[ﬁ]), Iégalité (2.9) permet de
montrer que

ci(ti0i + Bi)(m®eqe) = (ci(tils + fi + i + 1)m) Q eq e + M

ou m € Ug(Maq k—1,) si on pose Ug(Mq ) = 0 pour /; < 0. On peut donc construire par récurrence
un polynoéme b; ,,,(s) ayant ses racines dans 'intervalle [—1,0[ et vérifiant

bim(ti0; + Bi)(m @ eap) € Ug—1,(Mayk)-

Comme Ug(M k) est localement engendré par un nombre fini de sections de la forme m®eq ¢ pour
0 < £ < k, on peut construire b;(s) ayant ses racines dans [—1, 0] tel que

bi(ti0; + Bi)Ug(Mak) © Ug—1,(Ma,k)-

Les racines du polynome de Bernstein-Sato de la V-multifiltration U,(Mgq g—1,) sont donc dans
I'intervalle [—1,0[, ce qui permet de conclure que c’est bien la V-multifiltration de Malgrange-
Kashiwara :

Vo Mas) = @ Varpir (Ml 1) car

o<t<k bty

La proposition suivante sera utilisée dans le chapitre

Proposition 2.5.7. Soit M un Px-module holonome régulier et soit m une section engendrant M.
Le module Zx|s|timt® est un Px|s|-module cohérent de variété caractéristique

car@X[s](-@X[S]timts): U W)%,Ye'
Fly,#0

Ici, la variété caractéristique est définie en considérant la filtration de Px[s] pour laquelle s; est de
poids 1.
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Démonstration. Proposition 9|
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Chapitre 3

Morphisme de comparaison pour les
cycles proches

On va construire un morphisme de comparaison entre les cycles proches algébriques d’'un Zx-
module M et les cycles proches topologiques de DR(M) relativement a ’application

T X — Cr
(@, b1, tp) > (t1, . tp).

On établira le lien avec la composition du morphisme de comparaison relatif aux r premiéres coor-
données t; et de celui relatif aux p — r coordonnées t; suivantes, pour 1 < r < p.
3.1 Comparaison avec les gradués

Commengons par donner deux définitions.

Définition 3.1.1. Soit M un Zx-module tel que le couple (H, M) soit sans pente. On considére la
famille {gry (M), 0i}refo,1}r,1<i<p composée des objets gry (M) pour k € {0,1}? et des morphismes
0; : g (M) — grgyq,(M). On définit

i"M := s(Cube(gr,(M)))
ou s(.) et Cube(.) sont les foncteurs définis dans ’annexe et |A.1.5

Par exemple, pour p = 2, on a
M= 0- gr—1,—1(M) - gl"o,—l(M) @gT—Lo(M) - gr070(/\/l) -0
m — (rm, —dam)
(m1, ma) > dymy + d1my

Définition 3.1.2. De la méme maniére que pour la définition précédente, on considére la fa-
mille {Vi(M), 0i}refo,11p,1<i<p composée des objets V(M) pour k € {0,1}” et des morphismes
0i : Vie(M) = Vigiq,(M). On définit

i* M := s(Cube(V,(M))).
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Remarque 3.1.3. 1. Notons que si on considere la famille .Z := {M, 0;}refo,11»1<i<ps OD @
s(Cube(.#)) ~ DR /x,(M)
ol 'on considére la projection

T: X
(:It,tl, ...,tp)

U
]
£ x
s

2. On étend ces définitions aux complexes en commengant par appliquer Cube(.) en chaque degré
puis en prenant le complexe simple associé & I'hypercomplexe obtenu. On note encore i# et i
ces foncteurs appliqués aux complexes.

D’aprés la remarque précédente, les morphismes naturels pour tout k € {0, 1}?
grp (M) « V(M) > M

induisent les morphismes de complexes

"M« i# M — DRy x, (M) |. (3.1)

Soit I = {1,...,7} < {1,...,p} les r premiers entiers pour r < p, on note

T X — cr
(:I},tl,...,tp) g (tl,...,tr)

et Xé = 7r1_1(0). On note V! la V-multifiltration par rapport aux fonctions t¢i,...,t,.. La V-
multifiltration de Malgrange-Kashiwara de M induit une V!*-multifiltration du QXé—module grl (M)
pour tout ey € C". Pour tout a € CP, on a le diagramme commutatif suivant :

groaM VoM (3.2)

|

gl (grl, M) <— VI (erh M) <— VI (VI M).

Qjc

On définit les foncteurs z} et z}% en considérant respectivement les familles {gry,, (M), 0; } i, 0,137 1<i<r

et {Vk, (M), 0i}k,ef0,1)m 1<i<r- On définit de maniére analogue les foncteurs i}c et zﬁ appliqués a la

catégorie des @Xé—modules en considérant la projection
e Xé — cp—r
(m,tr+1,...,tp) = (tr+1,...,tp).

Les propriétés des hypercomplexes, du foncteur s(.) et le diagramme commutatif (3.2)) pour a €
{0, 1}? fournissent le diagramme commutatif suivant :

iy, (M) =7 (] M) =— i (if M) — ZIC(DRX/XIM) —— DR/, (DR /x1 M).

(3.3)
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3.2 Le morphisme Nils
D’aprés la proposition on a

g1 (Mak) = @D gia (M[tlftp]) et

o<U<k

La proposition [2.1.15| assure que pour a € [—1,0[?, on a I'isomorphisme

tta (M) = g0 (MI1).

ty..ty
On définit alors le morphisme suivant :
o: g, (M) — gr_1(Mak)
m - Y [(—1)fl+---+fp (1101 + ar + 1) (0 + o + 1)‘fpm] ® et
0<e<k
qui induit un morphisme de complexes
Nils : gr,, (M) — i' Mg, (3.4)

ou l'on identifie gr,, (M) avec un complexe concentré en degré zéro et ot Mgy est la limite inductive
des Mg, i prise sur k € NP.

Remarque 3.2.1. Remarquons ici que Mg n’est pas un Zx-module de type fini. Mais le fait qu’il soit
limite des Mg i et que les couples (H, Mg k) soient sans pente suffit pour le reste de la construction
et pour le théoréme de comparaison.

En utilisant la définition [2.5.1] on obtient

Ox @100 T (Nar) = (OX 1o T I(Nabkr)> ®ox <(9X O Ogyr Wﬁl(/\/afc,klc)) :

On déduit de cet isomorphisme et de la définition du morphisme & le diagramme commutatif suivant

gro M Nt iTMa (3.5)

|

it (ifMa)

grlacfc (ngaIM) *)grlaczc (i}MaI> - i}ﬁ [(i}MOtI)OéIC] :

3.3 Le morphisme Topo

Rappelons le diagramme commutatif utilisé pour définir les cycles proches topologiques :

p

71(0) - 1{ ! )1 %
{0} ——cr <L (C*p <2 TP
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Lemme 3.3.1. Soit a € CP, il existe un morphisme naturel

’Topo :DRx(My) — VDR x(M). ‘

Démonstration. Par définition, Mq = M®, 10,7 'Na, or, on a une inclusion No © j*p*pfl(’)(@*)p
dans le faisceau des fonctions holomorphes multiformes. Par fonctorialité, on a donc le morphisme :

DRx(My) > DRx(M® W_lj*p*p_lo((c*)l’)~

L’adjonction des foncteurs image inverse et image directe fournit un morphisme de foncteurs

7Y (jop)s = (jop)«® L. Ceci donne le morphisme :

DRx (M ® W_lj*p*p_lo) - DR x (M ®j*p*7~7_1p_10)
= DRx (M ® jupsp~'m x 10).

Par adjonction on a le morphisme :

DRx(MQ jupsp 'mix+10) — Rjuj 'DRx(M® jupsp™'m x5~ 1O)
= Rj*DRX(jilM ®j71j*p*p7177710)
= Rj,DRx(j7'M@p.p 77 t0).

On applique ensuite le morphisme ([1.4)) (formule de projection) a la fonction p, en considérant le fait
que p, est un foncteur exact car p est a fibres discrétes. Par fonctorialité, on a alors le morphisme
suivant :

Rj.DRx(j-'M®@p.p~'7710) — Rj.DRx(p:p ' (j-M@710))
= Rj.DRx(pp i 'M).

L
Sachant que DRxM = Q" ®4, M, on peut appliquer le morphisme (1.4) a p (formule de
projection) et on obtient le morphisme :

Rj.DRx(p:p 1~ M) — Rj.p.DRx(p 1 M)
= Rj.p«p i 'DRx(M).

Si I'on compose tous les morphismes naturels que 'on vient de construire, on obtient bien le
morphisme naturel attendu :

DR x(Mga) = V. DRx(M).

O
La naturalité de ce morphisme, ainsi que la définition du morphisme ([2.2))
¥, DRx(M) - ¥, . (¥, DRx(M))
permettent de montrer que le diagramme suivant est commutatif :
T
DRy M, opo ¥, DRxM (3.6)

DRx [(Mal)oqc] > \Pﬂ‘]c (DRXMCKI) — \Ilﬂ'lc (\I’ﬂ-IDRx./\/l).
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3.4 Le morphisme de comparaison

En combinant les morphismes (3.1)), Nils et Topo, on obtient la suite de morphismes suivante :

DRy, Uy (M) 2% P DRy,i'Mg— @ DRy, i* Mgy —
ae[-1,0[P aeg[—1,0[P
D DRx(Ma) —2% ¥, DRy (M). (3.7)
ae[—-1,0[P

On a appliqué les morphisme (3.1)) & Mg, on a ensuite appliqué le foncteur DR, et on a pris la
somme sur a €] — 1, 0]? en utilisant la définition

V(M) = D  era(M).

ae[—1,0[P

Théoréme 3.4.1. Si le couple (H, M) est sans pente, alors les morphismes (3.7)) sont des iso-
morphismes qui commutent aux endomorphismes de monodromie T;. On obtient l’isomorphisme de
comparaison

DRy, Uy (M) ~ U, DRx(M).

De plus, si I = {1,...,7} < {1,...,p} et si 'on applique successivement cet isomorphisme de compa-
raison par rapport aux familles d’hypersurfaces Hy et Hye, le résultat ne dépend pas de ’ordre dans
lequel on applique lisomorphisme. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

DRXO\IIHIC (\I/HIM) <~7 DRXO\IIH (M) *~> DRXOquI(\PHICM)

~ ~ ~

Vrpe (U, DRx (M) <—— Uz DRx (M) —— Vs, (¥, DRx (M),

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre p d’hypersurfaces dans H, le cas p = 1
est le théoréeme [[L3.12

Pour p > 1, soit I = {1,...,r} < {1,...,p} avec 1 < r < p, on va considérer les diagrammes
commutatifs , et . L’hypothése sans pente permet d’appliquer la proposition m
(resp. qui assure que les fleches verticales des diagrammes et (resp. ) sont des

isomorphismes. La commutativité de ces diagrammes permet de se ramener aux cas de r et p — r
hypersurfaces en appliquant successivement les deux isomorphismes de comparaison obtenus par

récurrence. La commutativité donne alors également directement la deuxiéme partie du théoréme.
O

Pour un morphisme f : X — CP, l'inclusion du graphe de f permet de donner une version
générale de ce théoréme.

Corollaire 3.4.2. Soit f : X — CP un morphisme d’espaces analytiques complexes réduits et M un
Dx-module holonome régulier tel que le couple (H iy M) soit sans pente. On a un isomorphisme
de comparaison

DRy ¥4® (M) ~ ¥;DRx (M).

De plus, si I = {1,...,r} < {1,...,p} et si l'on applique successivement cet isomorphisme de com-
paraison par rapport aux fonctions f; et fic, le résultat ne dépend pas de l'ordre dans lequel on
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applique ’isomorphisme. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

DRXxpjlegc (\IfjjlgM) <= DRX\Ifj)g (M) —— DRXxpj}f(qfaliM)

~ ~ ~

Vs (Up DRx(M)) <—— ¥sDRx(M) —— Vs (Vy DRx(M)).
Démonstration. On applique le théoréme aig, M, on obtient I'isomorphisme
DRXO\I/H (Zf*M) ~ \I/WDRXX(Cp(if*M).

1A cet isomorphisme. On observe

L~ if_l\I/Tr.

oum: X x CP — CP est la projection. On applique le foncteur iy~
qu'un théoréme de changement de base propre donne 'isomorphisme de foncteur Wiz~
On en déduit I'isomorphisme

Z'fleRXO\IfH (Zf*M) ~ \I/fifleRXX(cp(if*M).

On déduit enfin de I’équivalence de Kashiwara (théoréme [1.2.17)) appliquée a 'injection du graphe
de f dans X x CP I'isomorphisme attendu

DRy ¥4* (M) ~ ¥;DRx (M).

La suite du corollaire se démontre de la méme maniére.

O

On déduit en particulier de ce corollaire que, dans le cas sans pente, si I’on applique 1'isomor-
phisme de comparaison par rapport aux fonctions fi, ..., f, I'une aprés 'autre, I'isomorphisme

DRy (v (.0fe (9% Mm))) = vy (0, (V1,0 DRx(M)))

ne dépend pas de la permutation o de {1, ..., p}.
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Chapitre 4

Démonstration du théoréme de
comparaison pour un morphisme sans
pente

Dans ce chapitre, on redémontre le théoréme de comparaison des cycles proches pour un mor-
phisme sans pente sans se ramener au cas d’une fonction. Cette démonstration passe par une étude
approfondie de la structure locale d’un morphisme sans pente. On observera ainsi une situation
analogue & celle de la fibration de Milnor.

Dans la premiére section, on montre que, dans le cas sans pente, le morphisme Nils (3.4) est un
isomorphisme.

Dans la deuxiéme section, on démontre le théoréme de comparaison pour une connexion mé-
romorphe & singularité réguliére le long d’un diviseur & croisement normal. On commence par dé-
montrer un résultat de forme normale pour les singularités réguliéres similaire au cas classique en
dimension 1. On démontre alors le théoréme grace & une description explicite de la filtration de
Kashiwara-Malgrange et de ses gradués.

Dans la troisiéme section, on démontre le théoréme de comparaison dans le cas général. On va se
ramener au cas précédent d’une connexion méromorphe en étudiant les images directes locales par
le morphisme sans pente. N’étant plus dans le cas d’un morphisme propre, on a besoin du théoréme
d’image directe On commence donc par vérifier que ’hypothése sans pente implique que les
conditions du théoréme [1.2.20] sont satisfaites. On montre ensuite un théoréme de commutation de
la filtration de Kashiwara-Malgrange avec les images directes locales. On déduit finalement du cas
d’une connexion méromorphe a singularité réguliére le long d'un diviseur a croisement normal le
théoréme de comparaison dans le cas général.

4.1 Le morphisme Nils est un isomorphisme

On commence par montrer que, dans le cas sans pente, le morphisme Nils (3.4) est un isomor-
phisme.

Théoréme 4.1.1. Soit M un Px-module tel que le couple (H, M) soit sans pente et o € [—1,0[P.
1l existe un quasi-isomorphisme naturel de complexes :

gro (M) = lim i’ Mo g

ou le complexe de gauche est concentré en degré zéro et la limite est prise sur l'indice k € NP, De
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plus, laction de monodromie T sur li_lr)niT/\/laJc correspond a laction de ’exponentielle de [’endo-
morphisme —2imE; de gr, (M) pour tout 1 < j <p

Démonstration. Pour montrer la premiére partie du théoréme, on va appliquer le théoréme
aux p-hypercomplexes lim Cube(gr, (Ma,k)) et gro (M) concentré en degré (0, ..., 0). Calculons

lim H,(Cube(gr,(Ma,x)))

ot Hy, est le foncteur défini dans la partie [Al On fixe (e1,...,ep-1) € {—1,0}P~! et on note € 1 =

€1,...,6p_1,—1) et €9 = (€1,...,€6p_1,0). On cherche & calculer la limite inductive du noyau et du
P P

conoyau du morphisme

Op 1 8, (Mak) = gre,(Mak). (4.1)

(1) Commengons par calculer le noyau. La multiplication ¢, : gr (Mak) — gre_, (Max) est un
isomorphisme, on est alors ramené au calcul de

limy Ker [t : gre_, (Mak) = gre_,(Magk)|
D’aprés la proposition précédente, une section m de gr,_, (Mq,x) s'écrit :

Z Mg eap
o<tk

Ol Mg € Blote_;+1 (

t ) La section m est dans le noyau de ¢,0, si et seulement si pour tout
? e NP1 vérifiant 0{p}c < Z <k

{pye (on fixe les p — 1 premiers indices) :

(tpdp + ap + 1)m2,ep + mz,ép—i-l) ® Ca, @) ~ 0
o\ep kp

OU My 11
Or, on déduit du corollaire [2.2.2| que I'endomorphisme (¢,0p +a; +1) de gro e 11 (./\/l[m]) est

nilpotent. Donc, pour k, suffisamment grand, on a un isomorphisme

= 0. Ce qui donne m3;, = P(tpdp + +1£Pm o et (tpdp + +1kp+1m~ =0.
i P P

1
5 #arenn (M) eme = Ker [0y e, (M) = o1, (M)
0<e<k L
£p=0
Y, Me®car — S Y (Dt +ap + 1) e @ e
0<t<k o<U<k \0<U<kp
0,~0 0,~0

On en déduit la limite inductive du noyau du morphisme (4.1]).
(2) Calculons la limite inductive du conoyau du morphisme (4.1). Comme précédemment, la
multiplication par ¢, étant un isomorphisme, on est ramené au calcul de

lim Coker [dptp : gre,(Mak) = 8leg(Ma)] -
Soit m € gry e 11 (./\/l[ﬁ]) et soit £€ NP on a :
m® eae = Optp(M @ eqer1,) — ((Optp + ap +1)m) @ eaqpr1,-
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Par induction, on en déduit, pour tout N € N,

m® eae = Oplp ( Z (=1)" ((Optp + ap +1)"m) @ ea,e+(n+1).1p> -

os<nsN
N N
(=1) ((aptp +ap + 1) Hm) ® o0+ (N+1).1,-
Comme précédemment, on déduit du corollaire que I'endomorphisme

1 1
(5ptp + ap + 1: &oten+1 (M[tl...tp]> 7 Blateo+1 (M[tltp]>

est nilpotent et donc, pour IV suffisamment grand, la section m @ eq ¢ est dans I'image de dpt,. On
en déduit que la limite inductive du conoyau du morphisme (4.1)) est nulle.

L’¢lément de degré (eq,...,€p) du p-hypercomplexe lim H,(Cube(gr,(Mak))) est donc nul si
€p = 1 et est isomorphe a

. 1
lim > 8rate 41 (M[t ; ]) Ca,t
1--Tp

0<e<k
0p=0
si €, = 0. On peut donc le considérer comme un (p—1)-hypercomplexe et appliquer les mémes raison-
nements pour calculer la limite inductive de Hy_1(H,(Cube(gr,(Ma.)))) en utilisant le fait que la
limite inductive commute aux foncteurs H;(.). Par induction, on montre alors que 1’élément de degré
(€1, ..., €p) du p-hypercomplexe lim Hy (Ha(...(Hp(Cube(gr,(Ma,k)))) est nul si (e1, ..., €,) # (0, ..., 0)

1
ti...tp

et que I'élément de degré (0, ...,0) est isomorphe a gr,, (./\/l[ ]) De plus, cet isomorphisme est

induit par le morphisme :

d: gr, (M[tl}.tp]) — gr_1(Mak)

m — 2 (—1)Z1+“'+£1’ (t101 + a1 + 1)61“_(%51) + o, + 1)€Pm @ ear
0<e<k
(4.2)
Etant donné que l'on a supposé o € [—1,0[?, on peut appliquer la proposition et on a un
isomorphisme

st (MI 1) = ra (M),

ty..t

Le p-hypercomplexe gr, (M) concentré en degré (0, ...,0) est isomorphe a Hy(Ha(...(Hp(gry(M)))).
Le théoreme assure alors que 1'on a l'isomorphisme de complexes suivant :

gt (M) ~ lim s(Cube(gr,(Ma,k))) = li_n)liTMmk

ce qui donne la premiére partie du théoréme.

Pour déterminer I’action des morphismes de monodromie sur gr,, (M), on considére le morphisme
([@.2). Soit m € gry (M) ~ grg, (M[ﬁ]), on observe que, pour connaitre 'action de Tj sur m,
il suffit de déterminer le coefficient devant eq,o de T;(®(m)). L’égalité permet de calculer ce
coefficient. En utilisant le fait que 'endomorphisme (¢;0; + o + 1) de gr, (M) est nilpotent, on
montre alors que 'action de la monodromie T} est donnée par I’endomorphisme exp(—2imFE};) de

gro (M), ce qui conclut la démonstration du théoréme.
0
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4.2 Cas d’une connexion méromorphe & singularité réguliére

Ici, on traite le cas d’une connexion méromorphe a singularité réguliére sur un polydisque D et
ou les cycles proches sont pris relativement & la fonction Idp.

4.2.1 V-multifiltration et gradués

On calcule la V-multifiltration de Kashiwara-Malgrange et ses gradués. Soit D un polydisque de
centre 0 dans CP, muni des coordonnées (ti,...,t,). On note Y le diviseur a croisements normaux
d’équation {t;...t, = 0}.

Définition 4.2.1. Soit (M, V) une connexion méromorphe sur D a poéles le long de Y. On dit que
(M, V) est a singularité réguliere le long de Y s’il existe une Op(*Y’) base de M dans laquelle les

coefficients la matrice de V sont dans le Op-module engendré par les %" pour 1 <7 < p.

Lemme 4.2.2. Si (M, V) est a singularité réguliére le long de Y, alors il existe une Op(*Y)-base
de M dans laquelle la matrice de la connexion s’écrit :

P dt
2R

ot les R; sont des matrices constantes qui commutent deuzx o deuz et dont les valeurs propres vérifient
-1 <A<0.

La preuve de ce lemme est similaire au cas classique en dimension 1. On commence par montrer
le résultat d’algébre linéaire suivant.

Lemme 4.2.3. Soit P € End(CP) et Q € End(CP), I’équation
XP-QX =Y

a une unique solution X € Hom(CP,C?) pour tout Y € Hom(CP,C?), si et seulement si P et Q n’ont
pas de valeur propre en commun.

Démonstration du lemme[{.2.3. Si (M, V) est a singularité réguliere le long de Y, la matrice de la
connexion s’écrit :

p

dt;
Z Rz‘(tl, ceny tp)?
i=1 ’

ol les R; sont a coefficients holomorphes. Le fait que la connexion soit plate donne les relations de
commutation suivantes pour tout couple (i, 7) :

OR; y OR;
ot; oty
Si on arrive & se ramener au cas de matrices R; constantes, la platitude implique alors immédia-
tement que ces matrices commutent deux & deux.
Si B est une matrice de changement de base pour M, alors la matrice de la connexion s’écrit
dans la nouvelle base :

[Ri, Rj] = t;

(4.3)

p
~ dt;
Z Ri(tl, ...,tp)—
. t;
1=1
ol 2B
R; = BR;B~' +1 (at-> B~ (4.4)

La démonstration se déroule en trois étapes :
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. On commence par se ramener au cas ou :

Pour tout ¢, les valeurs propres de la partie constante

de la matrice R; vérifient les inégalités —1 < A < 0. (4.5)

. On construit alors, par récurrence, une matrice de changement de base a coefficients dans
C[[t1, .-tp]], 'anneau des séries formelles, qui donne le résultat voulu.

. On montre que cette matrice est en fait a coefficients convergents.

. Notons R;(0) la partie constante de la matrice R; et {A1, ..., A\, } I'ensemble des valeurs propres
de la matrice R;(0). Si l'on fait un changement de base & coefficients constants, la deuxiéme
partie de la formule (4.4) est nulle et on peut donc se ramener au cas ot R1(0) est sous forme

de Jordan :
(P 0
R1(0) = ( 0 O )

ol P est composé des blocs de Jordan associés & Aj et ()1 de ceux associés aux valeurs propres
de R1(0) différentes de \;. De plus, les relations de commutation (4.3)) assurent que la partie
constante des matrices R; commutent deux & deux. Dans la nouvelle base, on a alors pour tout

- Ri(O):<];icgi>.

On peut effectuer alors le changement de base par la matrice
_( tdd 0
= ()
et on vérifie, a I'aide de la formule (4.4)), que dans la nouvelle base I’ensemble des valeurs

propres de R1(0) est {\1 +1,..., A\, } et que les valeurs propres de R;(0), pour i > 1, n’ont pas
été modifiées. De la méme facon, on peut effectuer le changement de base par la matrice

1
=Id 0
B=( 1t
( 0 Id )
et, dans la nouvelle base, 'ensemble des valeurs propres de R;1(0) est {A1 — 1,...,A\,} et les
valeurs propres de R;(0) restent inchangées.

Avec des opérations de ce type, on peut donc se ramener au cas o, pour tout ¢, les valeurs
propres de la partie constante de R; satisfont & —1 < A < 0.

. On va montrer, par récurrence sur p, le nombre de matrices, que si ’hypothése (4.5)) est vérifiée
alors on peut trouver une matrice B(ti,...,t,) € GI(C|[t1, ..., tp]]) telle que B(0,...,0) = Id et
telle que, pour tout 7, on ait

0B

BR,B' +t; [ — | B~! = R;(0).

ot;
Si p = 0, la condition est vide. Supposons que p > 1 et que I'hypothése (4.5) est vérifiée.
Notons R;(t1,...,tp) = D=0 Rik(t2, .., tp)t¥. Dans un premier temps, on va se ramener au
cas ol Ry est constante. On remarque que, si 'on fait un changement de base par une
matrice B(ta,...,tp) € GI(C[[t2, ..., tp]]) indépendante de 1, alors, pour ¢ > 2, la partie de R;

indépendante de ¢; devient
0B
BR;oB™ '+t | — | B~
' ot;
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De plus, la partie constante de la matrice R; g est la matrice R;(0), donc les matrices Ry g, ..., Rp 0
vérifient 1’hypothése (4.5). On peut donc appliquer 'hypothése de récurrence aux matrices
Ry, ..., Rpp et trouver une matrice C(ta, ..., t,) € GI(C[[t2, ..., tp]]) telle que C(0,...,0) = Id

et telle que, pour ¢ = 2,
oC
CRZ‘C_I +i; <8t> C_l = R;

ou la partie de R} indépendante de ¢; est constante. Dans cette nouvelle base, les relations
(4.3) donnent, pour tout i > 2,

OR) OR!
[Rl,R}] =ti—+ —t1——.
ot; oty
Si 'on regarde la partie indépendante de t; de cette égalité, on obtient :
Ry

[ /1,07 ;,O]Zti s

Fixons i < 2 et notons Rll,O = 2 tfR’LO,k(tg, o tic1, tig1, .oy tp). Légalité précédente donne,
k=0
pour tout k£ = 0,

(Rg,o + k1d) ll,O,k - R/I,O,kR;,O = 0.
Si l'on regarde cette équation pour tous les degrés en (ta,...,ti—1,tit1, ..., tp), le lemme m
et I’hypothése sur R;(0) assurent que, pour k # 0, R}, = 0. Ceci est valable pour tout
i = 2 donc RII,O est constante. De plus, comme C(0, ...,0) 7=71d, la formule de changement de
base assure que R, = R1(0).
On peut alors construire By (1, ...,t,) € Gl(d, C[[t1, ..., t,]]) telle que

0B
BIR\B; '+t | —= | B;' = R}(0).
ot1
ou, de maniére équivalente,
0B
BiR, +t ( =) = R} (0)B,. (4.6)
oty
Pour faire cela, on écrit
k. k k
Bi= Y #"y’Big.k, et Ri= > LG R
(k1,...kp)ENP (K1,...kp)ENP
et on construit les matrices Bj, ..k, de manicre inductive. En degré (0, ko, ..., kp), I'équation

[E6) impose

! !
B1,0ks,...kpB10...0 = B1,0..081,0,k1...kp

car, pour (ka,...,kp) # (0, ...,0), Il,O,kl...,kp = 0. On pose B1o..0 = Id et Bigg,...k, = 0 pour
(k2, ..., kp) # (0, ...,0). Si k1 # 0, I'équation (4.6]) impose

Blykl---kpRll,O...O + (klld - R&,O...O)Blvkl---kp = < ll,fl...fp; B17m1-~~mp) ([1,...,fp)€Np
(ma,...;mp)<(k1,...kp)

Si les Bim,..m, qui apparaissent dans la fonction de droite de I'égalité sont fixés, alors le
lemme et I'hypothése (4.5 assurent l'existence (et 'unicité) de Byg,. x,- On peut donc
construire les By g, .k, par induction sur Uentier ki + ... + k.
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Dans la nouvelle base, notons R; = B\ R.By iy (aa%) By !, Les relations (#.3) donnent,
pour tout ¢ = 2,

N oR;
By Bi| =t
[ 1 7 1 atl
car Ry = Ry(0) est constante. Si on écrit B; = 2 t’fﬁiyk(tg, ..., tp) dans I'égalité précédente,

k=0
on a pour tout k£ >0

(fNﬂl + kld)ﬁi,k — fi@kﬁl = 0.

Si l'on regarde cette équation pour tous les degrés en (g, ..., 1), le lemme et I'hypothése
(4.5) sur Ry(0) assurent que, pour k # 0, ]szk = 0, donc pour ¢ > 2, les matrices R; sont &
coefficients indépendants de ¢;. De plus, comme les coefficients de By sont dans C[[t1, ..., tp]]
et comme B .o = Id, la formule assure que la partie constante de R; reste inchangée

pour tout 4. Les matrices Ry, ..., R, vérifient donc I’hypothése de récurrence et on peut trouver
By (ta, ..., t,) € GI(C[[ta, ..., tp]]) tel que

~ 0B
BgRi351 + t; (atQ) B;l = RZ(O)

pour tout ¢ > 2. Les relation (4.3) assurent que, pour tout ¢, la matrice }Nh commute avec
R;(0) et avec R;, I’équation précédente nous donne, pour tout ¢ > 2, I’équation

~ d[Ba, R ~
[B2, R1]Ri +t; <[62t1]) = R;(0)[ B2, R1].

En considérant ces équations pour tout degré et en remarquant que [Ba, ]Bq] (0,...,0) = [Id, ﬁl]
= (0, on montre, en appliquant un raisonnement analogue & ce qui a été fait précédemment,
que [B2, R1] = 0 et donc que

0Bs

BgﬁlBgl + 1 <§t1> B2_1 = f%l = Rl(O).

On peut donc prendre pour B la matrice BoB1C, ce qui conclut 'étape 2.

. Il reste & montrer que les coeflicients de la matrice B sont convergents. On montre que, pour
tout 4, si Uon fixe (¢1, ..., ti—1, tit1, -.s tp) = (a1, ..., @i—1, @iy 1, ..., ap) un (p—1)-uplet de nombres
complexes suffisamment proches de zéro, alors

Ba(ti) = B(al, vy @1, b5, i1y eens ap) € Gl(C[[tZ]])

est en fait a coefficients dans C{t;}, c’est-a-dire a coefficients convergents. La matrice R; vérifie
cette propriété et By est solution de

0B
t; (525(1) = Rl(O)Ba(tZ) + Ba(ti)Ri@(ti).
(2
Il suffit alors d’appliquer la proposition 1.1.2 du chapitre II de [Sab93| pour montrer que
Bq(t;) est a coefficients convergents. Ce résultat étant vrai pour tout i et tout (p — 1)-uplet

suffisamment proche de zéro, B est a coefficients convergents, ce qui conclut la démonstration
du lemme.
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O

Notons C' le C-espace vectoriel de dimension finie engendré par la base fournie par le lemme pré-
cédent. Etant donné que les matrices R; commutent deux a deux, les sous-espaces propres généralisés
de I'une de ces matrices sont stables par les autres. Comme les valeurs propres des R; satisfont a
—1 < XA <0, on peut décomposer C' de la facon suivante :

C= @ Ca,

ae[—1,0[P

ol
Cq = ﬂ Ker [(EZ +o+ D)V C > C]

1<i<p

pour des entiers N; suffisamment grands. Les C-espaces vectoriels Cq, sont de dimension finie et sont
nuls sauf pour un nombre fini de a vérifiant a €] —1,0]P. On définit alors pour ax €] — 1, 0]P et pour
tout k € ZP, le C-espace vectoriel Cyyk := t*Cq. On vérifie facilement que, pour tout o € C?,

Co C ﬂ Ker[(E,'+oci+1)Ni:./\/l—>/\/l]

1<i<p
pour des N; suffisamment grands. Or, on a

M = Op(*Y)®cC
= C—D OD(*Y) ®c Cq.
ae[-1,0[

On en déduit que pour tout « € CP,

Co = ﬂ Ker[(Ei+ai+l)Ni:M—>./\/l]

1<i<p

pour des N; suffisamment grands. On observe donc que :
— Si on note H; les hyperplans d’équation {¢; = 0}, alors le couple (H, M) est sans pente.
— Le C-espace vectoriel Cy, est de dimension finie et nul sauf pour un nombre fini de o + ZP.
— Pour tout 1 <4 < p et tout a € CP, on a un isomorphisme

tz’ : Ca ; Ca—li-

D’autre part, 0;(Co) € Ca+1, et E; : Cq — Cq est une bijection pour a; # —1. On a donc un
isomorphisme
0i : Cop = Coy1,

pour tout a vérifiant o; # —1. Si 'on considére la filtration de Kashiwara-Malgrange de M, on
observe que Veq, ;. (M) est le Op-module libre engendré par

@ Cs, 8, (4.7)

aj—1;<B<ay
aIc—11c<ﬁIc<a[c

pour tout I < {1,...,p}, ar € C* et aye € C#°. On déduit de ceci que

Ca ~gry (M)
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Proposition 4.2.4. Soiti: {0} — D, on a un isomorphisme fonctoriel
iT'DR(M) ~ DR(i'M) =it M

ot il est le foncteur de la définition [3.1.1]

Démonstration. L’égalité DR(i"M) = iTM vient du fait que la variété sous-jacente a i M est le
point {0}. Si I'on considére la famille M* := {MP¥, 0;}kezr 1<i<p 011, pour tout k € ZP, M* := M,
on observe que

DR(M) ~ s(Cube(M?*)).

On cherche donc & construire un isomorphisme
s(Cube(M?®)) |, = s(Cube(gr,(M)))|(o;-

Pour simplifier les notations, on pose pour tout a € CP, gr,, := gro(M) et Vy := Vyu(M) et on

oubliera de noter que les complexes sont restreints au point {0}. Pour tous les autres hypercubes

considérés dans cette démonstration, les morphismes seront toujours les dérivés ¢; pour 1 < i < p.
On construira en fait deux isomorphismes :

5(Cube(M?*)) < s(Cube(V4)) — s(Cube(gr,)).
(1) Construisons I'isomorphisme s(Cube(V,)) = s(Cube(M?*)). On a une injection naturelle
s(Cube(Vs)) < s(Cube(M?*)).

Par exactitude des foncteurs s(.) et Cube(.), le conoyau de cette injection est s(Cube(M?*/V,)).
Pour montrer que l'on a un isomorphisme, il suffit donc de montrer que s(Cube(M*®/V,)) est quasi-
isomorphe au complexe nul. Comme M est filtré par les V,, il suffit de montrer que pour tout
a € CP vérifiant a > (0, ...,0), le complexe s(Cube(Vy1+/Vs)) est quasi-isomorphe a 0. On rappelle
que l'ordre considéré est obtenu en prenant ’ordre total lexicographique de C provenant de 1'ordre
sur R, puis en prenant l'ordre partiel naturel sur CP.

On fixe un o > (0, ...,0). Supposons par exemple a; > 0, on a la suite exacte

0— s(Cube(V(<a17a{1}c+,)/V.)) — s(Cube(Vate/Va)) —
S(Cube(va+°/‘/k<a1,a{1}c+0))) — 0. (48)

Montrons que le complexe de droite est quasi-isomorphe a 0. La proposition [2.2.1] assure que I'endo-
morphisme (t101 + a1+ k1) de Va+k—11/V(<(a1+k1—1)7a{1}c+k{1}c) est nilpotent, donc pour ay +k; > 0
le morphisme

61 : V¢1+k—11/‘/(<(a1+k171),a{1}c+k{1}c) - Va+k/‘/v(<(a1—‘r—kl),a{l}c—i-k{l}c)

est injectif. De méme, 'endomorphisme (d1¢1 + a1+ k1) de Va+k/V(<(a1+k1),a{1}c+k{1>c) est nilpotent,
donc pour a; + k1 > 0 le morphisme précédent est surjectif donc bijectif. Comme pour 'hypercube
considéré, les ¢léments non nuls vérifient ki = 0 et comme ay > 0, F1(Cube(Vare/Vi<ar,aqye+e)))
est exact (avec Fi(.) le foncteur défini dans la partie [A). Le corollaire assure alors que

s(Cube(Va+e/Vi<ay.aqye+9))) €st quasi-isomorphe & 0. On déduit alors de la suite exacte (4.8) que
le complexe 5(Cube(Va-+s/Vs)) est quasi-isomorphe a 0 si et seulement si s(Cube(Vi<a, ayje+9)/Ve))
I’est. On peut donc se ramener par récurrence au cas ol a1 = 0. Le méme raisonnement permet de se
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ramener au cas ou tous les «; sont nuls et dans ce cas le complexe s(Cube(Vaie/Ve)) est clairement
nul. L’injection naturelle
s(Cube(Vs)) < s(Cube(M?*))

est donc bien un quasi-isomorphisme.
(2) Construisons I'isomorphisme s(Cube(V,)) = s(Cube(gr,)). On a une surjection naturelle

s(Cube(V,)) — s(Cube(gr,)).

Comme précédemment, I'exactitude des foncteurs s(.) et Cube(.) assure que le noyau de cette surjec-
tion est s(Cube(V.,)). On cherche donc a montrer que le complexe s(Cube(V.,)) est quasi-isomorphe
a 0. On va montrer ce résultat par récurrence sur la dimension p de D. Considérons la suite exacte
de complexes

0 — s(Cube(Vaeyyy 00yc)) = s(Cube(Va,)) — s(Cube(Vae/ Ve yy0014)) — 0. (4.9)

.{1}(2

On va montrer dans un premier temps que le complexe s(Cube(V<.{1},.{1}c)) est quasi-isomorphe
a 0. Pour pouvoir appliquer un raisonnement similaire a la partie (1) de la démonstration, on va
montrer que pour tout (ka, ..., kp) € {—1,0}?~! le morphisme

01 Velka, by = V<0ka,ky
est un isomorphisme. Le morphisme de multiplication par t1, Voo k,,.. k, RALN Vet ko,

isomorphisme car il admet la multiplication par %
que le morphisme

o €st un
comme réciproque, on est donc ramené & montrer
Er=t101 Ve 1 kyky = Ve lko,ky

est un isomorphisme. On a vu précédemment (4.7) que

V<fl,k2,...,kp = @ Op ®c Calﬁu}c

—2 < o < -1
ke —1aye< Buyes ke

ou les Cal,ﬁ{ 1je sont stables par t101 et non nuls pour un nombre fini de (a7, B{l}c) apparaissant
dans la somme directe. Il suffit donc de montrer que, pour tout a; < —1, le morphisme

t101: Op Q¢ Cal,ﬁ{l}c — Op ®c Ca1,,3{1}c

est un isomorphisme. Par définition, on observe que le morphisme t10; : Cy, g aye Cal’[;{ e s’écrit
—(aj + 1)Id + N ou N est nilpotent. Soit ¢ un élément du noyau de NV, on a la suite exacte

0— Op ®c C.c > Op Qc Cay 8y = Ob ®c Ca, gy,/C.c > 0

ot les morphismes commutent a I’action de ¢10;. Comme 'espace vectoriel Cy, g (1ye st de dimension

finie, une récurrence sur cette dimension et la suite exacte précédente permettent de se ramener au

cas ol Cal,ﬁ{l}c est de dimension 1 et donc ou t10; = —(a1 + 1)Id. Dans ce cas, on a
t101: Op®cC.c — Op ®c C.c
PRcC —  (t101p — (a1 + 1)p) ®c.

La bijectivité se montre alors facilement en développant ¢ en série convergente. On a donc montré que
F1(Cube(Vae )y 000,c)) est exact et, par conséquent, le corollaire assure que s(Cube(Vae )1 o/ ))
est quasi-isomorphe a 0.
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Montrons alors par récurrence sur la dimension p du polydisque D que le complexe s(Cube(V,))
est quasi-isomorphe a 0. On déduit de la suite exacte et de ce qui précéde que le complexe
s(Cube(V<,)) est quasi-isomorphe & 0 si et seulement si le complexe s(Cube(Vee/Vae ) 0(1,c)) Vest.
Si la dimension p du polydisque D est égale a 1, le complexe s(Cube(Ves/Vea ) 0(1,c)) est nul et on
en déduit le résultat. Supposons p > 1 et notons D’ la sous-variété de D d’équation {t; = 0}, c’est
un polydisque de centre 0 dans CP~1. Soit (ky, ..., kp) € {—1,0}? et notons

;ﬂ := Ker [(E1 + k1 + 1)N : M —>./\/l]

pour N assez grand. Comme M;ﬁ est stable par 'action de ¢; pour tout 2 < ¢ < p, la restriction de

.. & D" a une structure de connexion méromorphe sur D’ et la base de M fournie par le lemme
donne une base de le vérifiant les mémes propriétés. La décomposition (4.7)) permet alors
de montrer que

V<(k217...,k’2)(M)/V<k‘1,(k2,...,kp)(M) =~ V<D(/k‘27,‘,7kp)( ;’01)

On en déduit que le p-hypercomplexe [Cube(V<.(M)/V<.{1}7.{1}c (M))] est isomorphe a

0 — Cube(VE (M'_1)) — Cube(VE (M'y)) — 0.

L’hypothése de récurrence assure que les complexes s(Cube(VE (M'_1))) et s(Cube(VE (M)
sont quasi-isomorphes & 0. Donc le complexe obtenu en appliquant le foncteur Fij(.) au complexe
double

0 — s(Cube(VE (M'_1))) — s(Cube(VE (M'g))) — 0

est exact et le corollaire assure alors que le complexe simple associé a ce complexe double est
quasi-isomorphe a 0. Or, en appliquant la définition du foncteur s(.), on observe que le complexe
s(Cube(Vee/V<a(y),001yc)) €t isomorphe au complexe simple associé au complexe double précédent,
ce qui montre que s(Cube(Ves/Vea ) o/1,c)) st quasi-isomorphe & 0.

On a donc montré par récurrence sur la dimension p du polydisque D que s(Cube(V.,)) est
quasi-isomorphe a 0 et donc que la surjection naturelle

s(Cube(Vy,)) — s(Cube(gr,)).

est un isomorphisme.
On a donc construit un isomorphisme

iT'DR(M) = 5(Cube(M®)) gy <= s(Cube(V4))| (g, = s(Cube(gr,))|(q, ~ DR(i'M) = ifM.

La fonctorialité de la filtration de Kashiwara-Malgrange et des gradués associés & cette filtration
implique la fonctorialité de cet isomorphisme.
O

4.2.2 Théoréme de comparaison

On démontre le théoréme de comparaison pour une connexion méromorphe & singularité réguliére
le long d’un diviseur a croisement normal.

Avec les notations de la définition on observe que si M est a singularité réguliere M®ANq g
I’est aussi. On déduit alors de la proposition un isomorphisme fonctoriel

T DR(M @ Nax) ~ i'(MONa ) (4.10)
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pour tout a € [—1,0[P et k € NP. On note

Na :zli_H)lj\/'mk et N := @ Na.

k ae[—1,0[7
On déduit alors du théoréme et de l'isomorphisme (4.10]) un quasi-isomorphisme de complexes :

D @M > i 'DRMON)

a€e[—1,0[P

ou le complexe de droite est concentré en degré 0. On redonne la définition du foncteur cycles proches
pour la fonction f = Idgcs.

Définition 4.2.5. Considérons les morphismes suivants :

(0} or <2 (Cp <" (T

ou (C*)P est le revétement universel de (C*)P isomorphe a CP et I'application p est donnée par

p: (Cp=C - (C*)?

(21, 2p) > (2771, ),

On définit W le foncteur cycles proches de la catégorie des faisceaux d’espaces vectoriels complexes
sur CP? dans la catégorie des espaces vectoriels complexes :

UF :=i 'Rjupsp ‘5 F.
On notera (5((@*)17 = p*pflO((c*)p le faisceau des fonctions holomorphes mutiformes sur (C*)P.

On notera encore V la restriction du foncteur cycles proches au polydisque D et D* := D —
{t1...t, = 0} avec D* c (C*)P.

Proposition 4.2.6. Pour tout Zp-module M, on a un morphisme naturel
i 'DR(M ®N) — UDR(M).
Si M est une connexion méromorphe a singularité réguliére, ce morphisme est un isomorphisme.

Démonstration. On commence par construire le morphisme naturel de la méme maniére que dans

la partie
— De l'inclusion N < j,Op=, on déduit par fonctorialité le morphisme :

DR(MQN) — DR(M ® j.Ops).
— Par adjonction, on a le morphisme :

DR(M ®o,, j+Op+) — Rjsj "DR(M ®0,, jxOp+) = RjDR(M®o,, i ':Op+)
Rj:DR(j "M ®0,. p«p ' Opx)

ot la derniére égalité vient du fait que le foncteur j71j, est égal a I'identité.
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— On peut alors appliquer le morphisme (1.4)) en utilisant le fait que le foncteur p, est exact, car
p est & fibres discrétes. On obtient par fonctorialité :

Rj.DR(jT'M®0,, p«p~'Opx) — RGiDR(p«(p™'j "M ®p-10,, p™'Op+))
= Rj.DR(p.p~ ' (7'M ®0,,,. Op*))
= Rj*DR(p*piljilM)

— En appliquant a nouveau le morphisme , on trouve, pour tout 0 < k£ < p, un morphisme
naturel QF ® p.p™*M — p.p (¥ @I M) ot QF est le faisceau des k-formes holomorphes
sur D*. On montre que ce morphisme est un isomorphisme en considérant sa restriction aux
fibres et en utilisant le fait que QF est un Ops-module de type fini. On a donc I'égalité

Rj*DR(p*pfljflM) = Rj*p*pilDR(jilM) = Rj*p*piljilDR(M)'

L on obtient bien

En composant les quatre morphismes précédents et en appliquant le foncteur ¢~
un morphisme

i ' DR(M®N) — UDR(M). (4.11)

On suppose maintenant que M est une connexion méromorphe a singularité réguliére. Comme les
singularités de M sont sur le diviseur {¢;...t, = 0}, la théorie classique des équations différentielles
assure que DR(j ' M) n’a de cohomologie qu’en degré 0, et que celle-ci est un faisceau localement
constant de rang fini. Donc p~'DR(j 7' M) est un faisceau constant de rang fini, car le revétement
universel de (C*)? est simplement connexe. L’'image réciproque par jop de tout polydisque voisinage
de {0} dans D est simplement connexe, donc pour tout k£ > 0, le C-espace vectoriel iT'RE(j o
p)p ' DR(j7IM) est nul et i L RO(jop)p !DR(j ' M) est un C-espace vectoriel de dimension finie.
Le morphisme p est a fibres discrétes, donc le foncteur p, est exact et on a l’égalité Rj.p. = R(jop)«.
On en déduit que le complexe YDR(M) n’a de cohomologie qu’en degré 0 et que celle-ci est un
C-espace vectoriel de dimension finie. On a déja vu que le complexe DR{M®N) n’a de cohomologie
qu’en degré 0. Pour montrer que le morphisme est un isomorphisme, il suffit alors de montrer
qu’il induit un isomorphisme des J#7.

On considére alors une Op(*Y')-base de M fournie par le lemme dans laquelle la connexion

s’écrit ,
dt;
Sl
o b

ou les R; sont des matrices constantes commutant deux a deux. Si les R; sont toutes des matrices
scalaires, alors un élément de la base considérée engendre une connexion méromorphe de rang 1
incluse dans M. Si, par exemple, R; n’est pas scalaire, on peut considérer I'un de ses sous-espaces
propres non nuls, il est stable par les R; pour ¢ > 1, il engendre donc une connexion méromorphe
incluse dans M de rang strictement inférieur a celui de M. On peut ainsi trouver, par induction sur
le rang de M, une connexion méromorphe de rang 1 incluse dans M que 1’on note M. On considére
alors la suite exacte :

0— M; = M — M/M; — 0.

Par fonctorialité, et étant donné que le 7! des complexes considérés est nul, on a le morphisme de
suites exactes suivant :

0—— Y% ' DRM; QN) —— # % 'DR(MRN) —= A% ' DR(M/M; QN) —=0

| | !

0 —— °UDR(M,) A OUDR(M) HAOUDR(M/M;) —0.
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Il suffit donc de montrer le résultat pour M de rang 1, une récurrence permettant alors de conclure.
Dans ce cas, il existe un vecteur m engendrant M sur Op(xY’) et des nombres complexes (o, ..., ap)
dont la partie réelle est dans l'intervalle [—1,0], tels que pour tout 1 < i < p, on ait t;0;m =
—(Ozl‘ + 1)m.

Comme précédemment, on remarque que I'image réciproque de tout polydisque Dg voisinage de
{0} par j o p est le produit de p demi-plans dans C? et donc H*((j o p)~! Dy, Opx) = 0 pour k > 0.
On en déduit 'égalité

VOp =i 'R(jop)«p” ' Ops =i jupsp™ Ops.

D’autre part, étant donné que M|px ~ Opx comme Opx-module, le complexe DR(M|px) est
composé de Op=-modules libres ou I'isomorphisme envoie la section m € M |p« sur 1 € Op«. On
déduit de ceci que

r%O\I/D:R,(./\/l) >~ ﬂ Ker [61 — alti—i_l : \I/OD e \I/OD .

1<i<p !

Comme la multiplication par t; sur WOp est bijective, #°UDR(M) est formé des germes en 0 de
fonctions holomorphes multiformes ¢ sur D* solutions de

[tiai — (Oél' + 1)] p=20 (4.12)

pour tout 1 < i < p. Si on note @q := t (@D, on voit que la fonction holomorphe multiforme
Yo doit étre solution de
tiaigoa =0

pour tout 1 < ¢ < p. On effectue alors le changement de variable t; = e2im% on les z; sont les
coordonnées du revétement universel D* de D*. On cherche alors les fonctions holomorphes sur D*

solutions de :
0P

0z
pour tout 1 < ¢ < p. Comme D* est connexe, ce sont les fonctions constantes. Les solutions de (4.12)

sont donc de la forme c¢t®*1 ou ¢ est une constante.
De maniére analogue, on observe que comme M |ps ~ Ops,

=0

AT DRM@N) ~ ) Ker[tid; — (a; +1) : N —> N].

1<i<p
Comme, pour tout ¢ € C, la fonction holomorphe multiforme ct®**! € A/, on a bien
i DR(M ®N) ~ UDR(M).

Ceci conclut la démonstration de la proposition.
O

Conclusion 4.2.7. Finalement, on a montré en combinant le théoréme la proposition [.2.4] et
la proposition que si M est une connexion méromorphe a singularité réguliére sur le polydisque
de centre 0, D € CP, alors on a un isomorphisme fonctoriel naturel

P  gro(M) S TDR(M).

ae[—1,0[P
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4.3 Le théoréme de comparaison : cas général

Soit D < CP un polydisque et f : X — D un morphisme d’espaces analytiques complexes réduits.
Dans ce chapitre, on démontre le théoréme de comparaison :

Théoréme 4.3.1. Soit M un Px-module holonome régulier. On suppose, de plus, que le couple
(f,car(M)) est sans pente. On note M’ Iimage directe de M par le graphe de f etp: X x D — D
la projection. Alors, les complexes

\PPDRXXD(M/) et D]:_{X0 @ gra(/\/l/)
a€e[-1,0[P

sont naturellement isomorphes avec Xy := X x {0}.

Le théoréme fournit par fonctorialité un isomorphisme naturel

DRy, @ gro(M)=DRx, @ i'M,. (4.13)

a€e[—1,0[P a€e[-1,0[P

On va montrer que sous les hypothéses du théoréme les autres morphismes apparaissant
dans sont des isomorphismes, ce qui conclura la démonstration de ce théoréme. C’est un
probléme local, on va se ramener au cas d’une connexion méromorphe sur le polydisque D et de la
fonction Idp, en étudiant les images directes locales des différents modules en jeu.

4.3.1 Images directes locales

Pour simplifier, on considérera dans cette section des Z-modules a droite. Soit M un Zx-module
holonome régulier vérifiant M = M [Tlfp] Considérons le diagramme suivant :

N

D

D

ot le morphisme if : (1,...,2n) = (1, ..., Tn, f1(x), ..., fp(x)) est le graphe de f et p la projection.
On suppose de plus que le couple (f, car(M)) est sans pente.

On étudiera le Zx, p/p-module iy M, image directe au sens des Z-modules de M par if, que
'on notera M’ := iy M. On a car(M') = if,r(ti'f)*lcar(/\/l) ou l'on considére le diagramme entre
espaces cotangents associé a iy :

til

T* <L X xxupT*(X x D) =X x D .

Si 'on note (t1,...,tp) les coordonnées du polydisque D, la proposition assure que le couple
((t1, ..., tp), car(M’)) est sans pente.

On veut montrer que, sous ces hypothéses, I'image directe (dans la catégorie dérivée des Zx p /D~
modules) pex VoM’ est un complexe a cohomologie O p-cohérente ou p, est la restriction de p a B x D
pour € assez petit. On appliquera le théoréme a VoM’ et au faisceau constant en considérant
le morphisme p: X x D — D et la fonction analytique réelle

p: XxD — R
(@,t) o Xl
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Pour appliquer le corollaire dans ce cas-1a, il faut montrer que le Vo Zx x p-module cohérent Vy M’
est Yx p/p-cohérent et il faut controler I'intersection

-1 I
Ap 7 cargy, ,, , (VaM')

ou m:T*(X x D) - T*(X x D/D) est la projection et A, = {(x,t,dp(x,t)) : (x,t) € X x D}.

Soit m une section de M qui engendre M. Le Zx « p-module (& droite) M’ est engendré par un
élément que 1'on notera m ® 0(t — f) et qui vérifie, pour tout 1 <i < n et tout 1 < j < p,

-~ mo(t— flz, =mz; Q(t — f),

- m(t = flt; =mf; @4t~ f),

~ M@t — f)Oa, = My, @(t— F) — mgfj ®5(t— f)or,.

Ijsp Y
Définition 4.3.2. On note M|[s]f*® le Ox[s]-module isomorphe & M[s] et on le munit d’une
structure de Zx[s]-module a droite de la maniére suivante, pour toute section m de M|s] et pour
tout 1 <1< n:
2]

ox; fj

Soit m une section qui engendre M, on peut munir le Zx[s]-module engendré par mf* d’'une
structure de Vo %x « p-module en fixant les relations suivantes :

(m_fs)tjé’tj = —mf?%s;,
(m-fs)t] = mfsfjv

et les relations de commutation

(mf®)0y, := mf0,, + Z mf?

1<j<p

tjsi = Sﬂfj sii # 7,
thj = Sjtj + tj.
Les Vo Zxxp-modules m ® 6(t — f)VoZx«xp et mf®Px|s]| sont respectivement engendrés par

les sections m ® 6(t — f) et mf*. De plus, si P € VpPx«p, on peut montrer par récurrence sur le
degré de P en les 0, que si

(m@d(t— P =) mk @t — f)of,
k

ou les my, sont des sections de M, alors
—1 |k:‘sk
mfeP = Zfsmki( )k .
A I
On en déduit que
(m®it—f)P=0 < mf°’P=0.

Les Vo Zx « p-modules m ® 6(t — f)VoZxxp et mf*Px|s] sont donc isomorphes.

On utilisera dans la suite un résultat que 'on énonce sans démonstration. Soit Y une variété
complexe, m € Net 7 : Y x P™ — Y la projection. On note Oy xpm (xHy) le faisceau des sections
méromorphes de Y x P™ a poles le long de Y x Hy oit Hy est Phyperplan a 'infini de P™. On
remarque que 7Oy xpm(*¥Hy) ~ Oy [t1, ..., tn]. On introduit les deux foncteurs suivants :

T Mod(Oyxpm(xHy)) — Mod(Oy [t1, ..., tm])
Ty, Mod(Oy [t1,...;tm]) — Mod(Oy xpm (x*Hy))
F = W_IF ®7T71(9y[t1,...,t7n] OYXPM(*HOO)‘
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Définition 4.3.3. Soit F un faisceau de Oy ypm(*Hy)-modules. On dira que F est m-good si tout
point y € Y admet un voisinage Vj, tel qu’il existe un Oy, xpm-module cohérent G inclus dans
F v, xpm vérifiant

Flv,xpm =G 0y, pm Oy xpm (xHo).

On notera Mod_go0d (Oy xpm (xHy)) la catégorie des Oy xpm (*Hy)-modules m-good. On notera éga-
lement Modeon (Oy [t1, ..., tm]) la catégorie des Oy [ty, ..., ty,]-modules cohérents.

Théoréme 4.3.4. On a les résultats suivants :
— 8i F € Modr_good(Oy xpm (*Hwy)), alors mu F est un Oy [t ..., ty|-module cohérent.
~ Si F € Modeon(Oy [t1, ..., tim]), alors 7f; F est un Oy xpm (xHe)-module m-good.
— Si Don restreint les foncteurs w, et 71'1”21% auz catégories Modr_good(Oy xpm (xHey)) et
Mod con(Oy [t1, ..., tm]), alors ils sont quasi-inverses l'un de ’autre.

Résultat de cohérence On montre ici que les VpZx x p-modules cohérents (m®d(t—f))VoZx xp,
(Mm@t — f))VePxxp et VoM’ sont Dx, p/p-cohérents pour tout k € ZP et tout o € CP.

Lemme 4.3.5. Le module mf*%x|[s] est Zx«p/p-cohérent.

Démonstration. Le module m f*Zx|[s] est cohérent sur Zx[s] et donc aussi sur Zx, p/p[s]. On filtre

ces anneaux en donnant le poids 1 aux s;. Le Z-module M est holonome, donc car(M) = U Ty, X

el
ou les Yy sont les projections sur X des composantes irréductibles de car(M). D’aprés 'hypothése

de régularité et la proposition la variété caractéristique de mf®Zx|[s] comme Zx[s]-module
est

car_@X[S]mfs.@X[s]z U W;%Yz
Fly,#0

ot F' = fi...fp. On va calculer la variété caractéristique de mf*Zx[s] comme Zx, p,p[s]-module.
On considére la bonne filtration suivante :

Fp(mf*Zx|s]) := mf*F.(Zx(s]) ~ mf°Fx(Zx«p/plsl)

qui coincide quand on regarde m f®Zx|s] comme un module sur Zx[s] ou Zx.p/pls]. Notons
{Py(x,&, s)}e, une famille de générateurs locaux de 'idéal

Anngr@X [s] (gr(mfsgx [S]))

Il est clair que les {P(z, &, s)}; appartiennent a I'idéal

Anngr@XXD/D[s] (gr(m-fs@X [S]))

Soit 1 < j < p, on va montrer que le polynome (t; — f;) est dans Anng,p 151 (8r(mf*Zx|s])).
Soit Q(w,§,t,5) € Fi.(Zxxp/pls]), on peut écrire :

Q(‘,E7 a’Ea t) 8) = Z QZ(ZE, ax, t)Sz.
£

Alors

mFoQ(w, 0u,t,5)(t; — f3) = Y mF*Qu(x, 0, )(t; — ;)" + D mF*Qulw, 0u, )[4, (t; — f)]-
4 £
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Or, mf?Qe(x, 02, t)(t; — fj) =0 et [s¢, (t; — fi)] € Flo—1(Zx xp/pls])- On en déduit que
mf*Q(z,0z,t,8)(t; — f;) € Fy—1(mf*Ix|[s])

et donc que (t; — f;) € Anngg , L(s)(8r(mf* Px[s])).
Réciproquement, soit P(x,&,s,t) € Ann [s)(gr(mf®Zx[s])). On peut écrire

8r%9x xD/D
P(xa€737t) = ZQm(.%',f,S)tm
ZQm([B,f,S)(t—f—l-f)m.

En développant (¢t — f + f)™, on remarque que

P($7 57 S? t) = P(x? g’ 8? f) + Q(x7 6) 87 t)

ol ) appartient a 1'idéal engendré par les {(t; — fj)}1<j<p- Etant donné que
P(x,&,s,t) € Anngr@XXD/D[S] (gr(mf*Zx|s])),

on montre, en étudiant comme précédemment la commutativité de P(x,d,,s,t) et de st que le
polynoéme P(z,&,s, f) € Anng.g [s(er(mf*Px[s])) qui est engendré par la famille {FP(z, ¢, s)}e.
Le polynéme P(x,&,s,t) est donc dans I'idéal engendré par les polynémes {P(z,&,s)}s et {(t; —
filh<j<p-
On en déduit que l'idéal Anng,g (5] (8r(mf°Zx[s])) est engendré par les polynomes { Py(z, &, s)}e
et {(t; — fj)hr<j<p, et donc que carg, , [1s)mf°Zx[s] est égale a I'image de U W}%Yz par le
F|y,#0
morphisme
ip: T*X xCP - T*X xCPxD
(xagvs) = ($7£757f1(x)7'“afp(x))'

On considére alors le morphisme

m: T*X xCPxD —>T*X xD=T*X xD/D)
(‘/1:757 S’t) s ($’€’t)'

Comme le couple (f,car(M)) est sans pente, la proposition assure que la restriction de w &
carg, s F?Px([s] est un morphisme fini et propre. On va déduire de ce résultat, en utilisant
le théoreme que le gr%x . p;pls]-module cohérent 89y pypls] (mf?Px][s]) est cohérent sur
grPx xp;p- Or, ce module est le gradu¢ de m f°Zx[s] vu comme Zx  p/p-module pour la filtration
F(mf*Px[s]) = mf*F(Zxxp/pls]). On déduira alors de la cohérence que c’est une bonne filtra-
tion par rapport au faisceau d’anneau Zx . p;p et donc que mf*®%x|[s] est cohérent sur Zx, p/p-

La cohérence étant une propriété locale, quitte a restreindre X, on peut supposer que X est
un ouvert de C" et on a alors gr%x, p/pls] =~ Oxxpl&][s] ont £ est la deuxiéme coordonnée de
T*X ~ X x C". Pour alléger les notations, on pose F := 89 pyls] (mf®Px][s]). On veut montrer
que F est Oxx p[&]-cohérent.

On va appliquer le théoréme de cohérence de I'image directe par un morphisme fini dans le cas
analytique. Pour se ramener au cas analytique, on va utiliser ’équivalence de catégories du théoréme
ainsi que la version suivante légérement différente. On introduit le foncteur

i1, - Modeon(Ox xp[€][8]) — Mod;_go0d (Ox x Dxpr (*Ho)[8])
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de la méme maniére qu’a la section précédente. On a un théoréme analogue au théoréme {4.3.4] qui
assure que T;}v est une équivalence de catégories admettant 7, comme quasi-inverse. On note

Tzcﬁf = g®OX><D><[P’”[5] OXXDXPH(*HOO)[S]
g ®OX><D><]P” OXXDXP" (*HOO)

ot G est un Ox« pxpr[s]-module cohérent. On peut supposer que G n’a pas de h-torsion ou h est
une équation locale de Hy. Le support de G n’a donc pas de composante irréductible incluse dans
Hy. Notons G%* 'analytifié de G par rapport aux variables polynomiales s et F*" 'analytifié de F
par rapport aux variables s et £&. On a supp(G*") = supp(F") ou l'on considére I'adhérence dans
X x D x P" x CP. Or, supp(F") = carg. o [s)mS°Ix [s] est conique par rapport aux variables
s et &, on en déduit que le morphisme

m: XxP"xCPxD —»XxP*xD
(x7 67 87 t) = (x7 57 t)

est encore un morphisme fini et propre sur le support de (G*").
On introduit alors le foncteur

2

$§i‘:hdodam(C)Xxl)XP”[s])_ﬁ'thngood(ClXXZDXP"de(*ﬁiﬁ)[S])

D’aprés le théoréeme TuTir, G ~ G. Or, comme 7' est fini et propre sur le support de (G*"), on
a supp(?}‘}”g) e ﬁoo = J et donc %;f,_ﬁg = G Le module G vu comme un Ox« pxpr-module est
alors égal a TG qui est Oxx Dpxpn-cohérent par le théoréme de cohérence de image directe par
un morphisme fini. On en déduit que 77; F € Modr_good (Ox x Dxpr(xHy)) et, d’aprés le théoréme
F =71y Foest OXXD[E']—cohérentk.

Finalement, on a montré que 89 ppls] (mf®Px|[s]) est cohérent sur grZx,p/p- Or, ce mo-
dule est le gradué de mf*%Zx[s] vu comme Zx, p/p-module pour la filtration Fy(mf*Zx[s]) =
mf*F(Zxxp/pls]), on en déduit que mf*Zx|[s]| est Px, p/p-cohérent.

O

Lemme 4.3.6. Pour tout k€ ZP, (m ® 0(t — f))VikPxxp est un Px . p/p-module cohérent.

Démonstration. On a vu que (m ® §(t — f))VoPxxp et mf*Px[s] sont isomorphes en tant que
Vo2 x x p-modules, le lemme précédent assure donc que (m ® §(t — f))Vo%xxp est un Zx.p;p-
module cohérent. Fixons k € ZP et notons k~ ’ensemble des k; tels que k; < 0 et k* I’ensemble des
k; tels que k; > 0. On a alors I'égalité

VieDxxp = Z Vo.@xxptkiﬁz.

e<k*

On sait que (m ® 6(t — f))VoZxxp est localement de type fini sur Zx, p/p et on observe que s'il
est localement engendré par les sections {(m ® d(t — f))Pj}jes, alors (m @ §(t — f))VePx«p est
localement engendré par les sections

{mest—ptet .,
L<k*
On a donc montré que, pour tout k € ZP, (m®@45(t— f)) Ve Px x p est un Px  p;p-module localement
de type fini. Or, (m®0(t— f))VieDxxp < M’ et M’ étant Px « p-cohérent, il admet localement une
filtration exhaustive par des Zx » p/p-modules cohérents. Le Zx , p/p-module (m@d(t—f)) Ve Px x D
étant localement de type fini, il est localement inclus dans I'un de ces Zx  p/p-modules cohérents

et il est donc cohérent sur Zx . p/p.
O
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Lemme 4.3.7. La V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara de M’ vérifie que, pour tout o € CP,
le module VoM’ est cohérent sur DxxD/D-

Démonstration. La multifiltration (m ® 6(t — f))VegPxxp de M’ est une bonne V-multifiltration.
Fixons a € CP. On peut obtenir VoM’ en effectuant un nombre fini d’opérations élémentaires de
décalage par des entiers a partir des (m®0(t— f)) Vi Zx x p pour un nombre fini de k € ZP. Le résultat
de ces opérations élémentaires reste localement de type fini sur Zy, p/p. Par le méme argument que
dans la démonstration du lemme précédent, on conclut que VoM’ est Dxp /D-cohérent.

O]

Controle de la variété caractéristique Ici, on compare les variétés caractéristiques des Zx « p/p-
modules (Mt — f))VoPxxp, (Mm@t — f))VieDxxp et VoM’ pour tout k € ZP et tout o € CP.

Lemme 4.3.8. Soit k € ZP. Le Dxxp/p-module (m ® d(t — f))VikPxxp satisfait a

cargy, pp (M@t — f))VePx«p] < cargy ,, [(M®6(t — f))VoZxxp] -

Démonstration. Soit k € Z. On note {F,Vp}sen une bonne filtration du Dx xp/p-module cohérent
(m®6(t— f))VoZx xp. On définit k* et k~ comme dans la démonstration du lemme et on a

(M@6(t— F))ViZxxp = Y. (M@t — f)VoZxxnt* .

<kt
On note || la somme des ¢; et on pose
FVi:= ). (Fy_jg Vo)t o*. (4.14)
L<k™

Commencons par vérifier que, pour tout ¢ € N, Fi Vi est un Oxxp-module. La multiplication
par les z; pour 0 < @ < n et par les ¢; pour les indices j de k™~ laisse F,Vj stable, car pour tout
g€ N, F,Vp est un Oxxp-module. Soit j un indice de kT ona

ott; =t;0t + ot 1.
On en déduit que
(FymjgVo)t™ 0% < (FyjgVolt™ 0% + (Fyjga Vo)t™ o,

La multiplication par ¢; laisse I,V stable et F;Vj est bien un Oxx p-module.

On vérifie ensuite que {F;;V}qen est une bonne filtration du Zy  p/p-module cohérent (m®d(t—
INVePx «p. Pour tout g € N, F, Vg est un Ox« p-module cohérent, I’expression assure alors
que, pour tout ¢ € N, F,V}, est localement de type fini sur Oxxp. Or, (m®6(t — f))VePx xp est un
D x x p/p-module cohérent et admet donc une filtration exhaustive par des Ox x p-modules cohérents.
Comme F;Vj, est localement de type fini sur Oxxp, il est inclus dans I'un de ces Ox x p-modules et
il est donc Ox « p-cohérent.

L’expression assure également que (FyVi)(FpZxxp/p) © Fy+pVe pour tout (¢,p) € N2,
car la filtration {F,Vp}een vérifie cette propriété.

Soit go € N tel que, pour tout g € N, (FyVo)(FyZx xp/p) = Fyo+qV0- Soit £y < k™, ona

Foosqeliet—1eo) Vo = (Fy ik |1y Vo) (FyZx x /D)-

62



On en déduit que

(Fo g i it VIR0 € 3 (Fyp gt 1 Vo)t 8 (FyZx <)

£<£y

et donc, pour tout g € N,

(quJr\kﬂVk)(Fq@XxD/D) = Fq0+|k+|+qvk,.

Ceci assure que {F,Vi}qen est une bonne filtration de (m ® §(t — f))VaZxxD-
En considérant le gradué associé & ces bonnes filtrations, on va montrer que

Annggy ,, (81(M®@6(t — f))VoZxxp) © Atngay , , (81(M @ 6(t — f))VikZx«D).

Soit P(x,&,t) € Annggy ,, p, (8r(m ® 6(t — f))VoZx xp). On peut supposer P homogene de degré
d, alors, pour tout ¢,
(FqVQ)P(J?, 837, t) c Fq+d,1V0.

Pour £ < k™, on a

(qu\€|v0)tkiagp(x7 aan t) = (qu\E\VO)P(:I:? aa}v t)tkr a@ + (Fq7|Z\VO)[tk7 aea P(.’L’, aa}v t)]

Or, (Fy_jgVo) P(w, 0z, )tk of (Fq_|e|+d_1V0)t’°7 0% et en considérant les relations de commutation
en t; et 0;, on observe que

(Fy1eVOIt* 6%, Pz, 0p, 0] € Y (FyjeaVO)t* 8 © D (Fyppea1Vo)t* "

e<t V<t
On en déduit que, pour tout g,
(FyVi)P(x,0:,t) © Fyra—1Vi
et donc que P(z,¢&,t) € Annggy , , (81{m ® 0(t — f))VikPx xp). On a montré que
Anng gy, (81(M @ 3(t — £))VoZxxp) © Anngay, p, p, (&8(M @ 6(t — f))VekDxxD).
Ceci implique finalement que

Ca'r@XxD/D [(m® 5(t - f))Vk‘@XXD] c Car@xxD/D [(m®6(t - f))VO-@XXD] .

Lemme 4.3.9. Soit a € CP. Le Px p/p-module Vo M’ vérifie
Car@XxD/DVO‘M, C gy, p/p [(m®d(t — f))VoPxxp] -

Démonstration. Soit o € CP. Comme dans la démonstration du lemme[4.3.7] on remarque que Vg M’
s’obtient en effectuant un nombre fini d’opérations élémentaires de décalage d’entiers & partir des
(m® ot — f)VekPxxp. On va montrer qu’a chaque étape, on controle la variété caractéristique
relative du Zx , p/p-module cohérent obtenue.

Une opération élémentaire de décalage d’entiers est de la forme

Up, := Up_1, + Up(ti0; — \)*
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ot on suppose que {Ug}rez est une bonne V-multifiltration de M’ et que les Uy sont Dx xD/D~
cohérents. Alors, {Up }rez et une bonne V-multifiltration de M’ et les Uy, sont Zx p/p-cohérents.
Fixons {F,Ug}qen une bonne filtration de Uy, on pose

/—1
FqU,g = Fqufli + 2 Fqul,TUkti(tiai - A)r + Fqu(tiai — /\)E.
r=0

On peut alors vérifier que pour tout ¢ € N, F,U}, est un Oxxp-module et que {F U} }sen est une
bonne filtration du Zy p;p-module cohérent Up- En considérant le gradué associé a ces bonnes
filtrations on vérifie alors que

Anngr@XXD/D (grUg) N Anngr@XXD/D (grUg_1,) < Anngr@XXD/D (grUy).

Ceci implique que
cargy, ,p(Up) < cargy 0, (Ug) v carg, o (Uk-1,)-

Etant donné que VoM’ peut étre obtenu aprés un nombre fini d’opérations de ce type en partant
des (m®6(t — f))ViePxxp le lemme précédent assure que

Car@XxD/DVO‘M, C gy, p/p [(m®d(t — f))VoZxxp] -
O
Dans le lemme suivant on notera wx : T*X — X et mxxp : T*(X x D) —> X x D les projections.

Lemme 4.3.10. I existe to suffisamment petit tel que pour tout 0 < € < to, quitte a réduire le
polydisque D, le Dx «p/p-module (m @ (t — f))VoZxxp satisfait a

Ay ﬂflcar_@XXD/D(m@)(S)Vo.@XXD N 7T)_(1XD (Pto x D — By x D) = .

ou By, est la boule de centre 0 et de rayon ty dans X.

Démonstration. On note WJQ,Y@ := Wy, n{f = 0}. On applique la proposition|1.2.21{en considérant
la fonction analytique réelle
g: X — R
T P Dicicn i |?

et le sous-ensemble U Wfo,ye c T*X. Cet ensemble est clairement fermé, conique et analytique.

Fly, #0
Pour appliquer la proposition il reste & voir qu’il est isotrope. Le couple (f, car(M)) est sans pente
donc le théoréme 2 de [Mail3] assure que pour tout £, f|y, est sans éclatement en codimension 0 et
W})’YE est donc une sous-variété lagrangienne de 7% X. On peut donc appliquer la proposition [1.2.21
qui assure que ’ensemble

{t e R|t = §(x),dp(x) € U W}),Yg n {f = 0} pour un certain x € X'}
Fly,#0

est discret. Pour t( suffisamment petit on a alors

Az | Wiy, nrx'(By) < {0} (4.15)
Fly, #0
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Fixons un tel tg et soit 0 < ¢ < tg, on va montrer par ’absurde que pour 7 suffisamment petit on a

Az n U Wﬁyem{|f|<77}m7r)_(1(§t0—36/)zg.
F‘Yg;‘éo

Supposons que cet énoncé soit faux, il existe alors une suite {(zn,&,)}n € %X vérifiant

1 .
(&) €Ap | Wry, 0 {If] < Yoy (Biy — Bo)-
F‘yﬂEO

L’ensemble A@ﬂﬂ')_(l (Eto — Bef) est compact donc la suite {(zy, &,)}n admet une valeur d’adhérence
(z,€) qui veérifie
(r,8) € Az n U Wey, 0 {f=0}n 7r)_(1 (Bto — Be/) ,
F‘yﬂé()

ceci est en contradiction avec (4.15)). Soit g vérifiant

Asn | Wry o {Ifl < mo} nrxt (Bi, - Bo) = .
F|y,#0

On fixe D un polydisque contenu dans la boule de centre 0 et de rayon 7. Ce qui précéde implique
que

Ago ﬁTI’ilif U Wey, N {1f1 < no} ﬁﬂ';(lxD (Eto x D — Be X D) = .
Fly, #0

wilcar@XXD/D(m®5)Vo.@XxD =7 lig U Wty

d’oul le résultat.
O

Application du théoréme d’image directe On est alors en mesure d’appliquer le théoréme
1.2.20] pour montrer le résultat qui nous intéresse. On note p. la restriction de p & B, x D et p, la
restriction de p & B¢ x D.

Théoréme 4.3.11. Il existe ty tel que pour tout 0 < € < tg on puisse trouver D(€') un polydisque
suffisamment petit vérifiant : quitte a restreindre la projection p a X x D(€') on a pour tout € < e <t
limage directe

pe*VaMI = Tje*VaMI'
De plus c’est un complexe a cohomologie Op-cohérente qui ne dépend pas de € €]€, tg].

Démonstration. Soit ty fourni par le lemme [4.3.10| et soit 0 < € < ¢y et supposons D suffisamment
petit pour avoir le résultat de ce lemme. Soit € €€/, tg]. On applique le théoréme [1.2.20[ au faisceau
constant sur Be x D et & Vo M'|p_xp qui est, d’aprés le lemme PB.x p/p-cohérent. Posons

Yv: BexD — R

)
(1) —o(x)
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et 7p = ﬁle, (tel que ¥(79) = €’). D’aprés les lemmes et 4.3.10/on a

—1 / —1
Ay nmcargy, |, VaM' © g p(Z5)

ou Z,, = {(z,t) € Be x Djip(z,t) < 70}.
Les hypothéses du théoréme [1.2.20| sont donc vérifiées. On conclut que pour tout € €]€’, €]

T)E’* VaMI = pg* VaMI

De plus ce sont des complexes a cohomologie Op-cohérente. Ceci est vérifié pour tout € < € < tg ce
qui conclut la démonstration du théoréme.
O

4.3.2 Démonstration du théoréme de comparaison

On est en mesure de montrer le théoréme de comparaison :

Théoréme 4.3.12. Soit M un Zx-module holonome régulier. On suppose de plus que le couple
(f,car(M)) est sans pente. On note M’ l'image directe de M sur le graphe de f et p: X x D — D
la projection. Alors les complexes

U,DRxxp(M') et DRx, P gro(M’)
ae[—1,0[P

sont naturellement isomorphes.

Le théoréme fournit par fonctorialité un isomorphisme naturel

DRy, @ gro(M)~DRx, P i'M,. (4.16)

a€e[—1,0[P a€e[-1,0[P
On va montrer que sous les hypothéses du théoréme [4.3.12| les morphismes de (3.7) :

C—B DR, (Z#Mla) - @ DRx, (iTMch)-
ae[—1,0[P ae[-1,0[P
et
@ DRy, (i#My) > @ i 'DRxxp(M'a) = UxDRxxp(M).
ae[—1,0[P ae[—1,0[P

sont des isomorphismes, ce qui conclura la démonstration de ce théoréme. C’est un probléme local,
I’étude précédente des images directes locales permet de se ramener au cas d’une connexion mé-
romorphe sur le polydisque D et de la fonction Idp traité dans la partie On aura besoin du
résultat suivant :

Théoréme 4.3.13. Soit f : X — Y wune application holomorphe entre deux variétés complexes, et
F=fxId: XxCP—>Y xCP. Soit M un Dxxcer-module holonome régulier tel que le couple
((t1, ..., tp), car(M)) soit sans pente ot les (t1,...,t,) sont les coordonnés de CP. Soit F un faisceau
R-constructible sur X x CP. On suppose de plus que pour o suffisamment grand

Tr_lcarF|(CpVa./\/l NSS(F)cTxX (4.17)

et que F' est propre sur supp(M) n supp(F). Alors pour tout k € Z :
~ Le Dy xcr-module ¥ Fy(M ® F) est cohérent.
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~ le couple ((t1,...,tp), car(H*F, (M @ F))) est sans pente.
— Pour tout ¢ € C la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara par rapport aux fonctions
(t1,...,tp) satisfait a
HF,(VaM @ F) =~ Vot *Fy (M ® F) (4.18)

et
HPFu(graM @ F) = gro A Fu(M @ F) (4.19)

Remarque 4.3.14. D’aprés la partie précédente (Lemme [4.3.7)) les hypothéses faites sur M assurent
que VoM est Dx crjcr-cohérent et donc que cela a un sens de parler de carpcp VoM.

Démonstration. Pour a suffisamment grand les propriétés de bonne filtration nous donnent un
morphisme surjectif

Dx xcr Oz cpjep VaM — M

et on en déduit
carp(M) c ﬂ_lcarF‘CpVaM.

Ainsi la relation (4.17)) implique
carp(M) n SS(F) c Tx X

et le théoréme [1.2.19| assure que J%Fy(M ® F) est Dy xcr-cohérent.
On définit une V-multifiltration de S F, (M ® F) de la maniére suivante :

UaHFFy(M® F) := image[ X F (VoM ® F) — HAFF(M® F)]. (4.20)
On va montrer que le morphisme naturel
HPFy(VaM ® F) - A F (M@ F)

est une injection, puis que la V-multifiltration (4.20)) est une bonne V-multifiltration et qu’elle
vérifie les propriétés de la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara. Ceci impliquera que le couple
((t1, ..., tp), car(H*F (M ® F))) est sans pente et fournira I'isomorphisme naturel (£.18). Enfin on

construira l'isomorphisme (4.19)).
Injectivité :
Montrons que le morphisme naturel
HPE,(VaM Q@ F) » H*F (M F)

est une injection. On va montrer ceci par récurrence sur ’entier p en utilisant la propriété 7.5.8 de
[MS02] pour p = 1. On va montrer que les deux morphismes suivants sont des injections

A, (VaM @ F) i A (V> i? M@ F) 3 HFF (M F).

omM est la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara associ¢e aux p — 1 fonctions s, ..., 2,
et le morphisme (1) découle de I'égalité VoM = V1 (V(gf’ag ). Notons N'* := F*(Vog?jj;&ﬁ./\/l(@]:)

eey

muni de la V-filtration U, , N* := Fy (Vo M®F) relativement a ’hyperplan {¢; = 0}. Pour considérer
Ua, N comme un sous-objet de A'* on utilise ici une définition du foncteur Fy avec des résolutions
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explicites données dans [MS02| définition 4.3.3, Fx M est le complexe simple associé au complexe
double
F*M = F*G’Od. (M ®@X><(Cp Sp;{X(Cp_)YX(Cp(@XX(CP)) .

Le morphisme (1) se réécrit
AU N®) (—1; HE(N?).
Veérifions les trois hypothéses de la propriété 7.5.8 de [MS02] :

1. L’hypothése sans pente assure que grU/\/ * est monodromique.

2. Par définition de la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara, pour a1 < 0 la multiplication
a gauche par ¢; induit un isomorphisme t; : Uy, N7 = Uy, 1 N7 pour tout j.

3. Laremarque 4.3.4(4) de [MS02] assure que pour k& > 2dimX +p, pour tout ay, % (UaN*) = 0.

Ainsi le morphisme (1) est injectif. On applique I’hypothése de récurrence pour montrer que le
morphisme (2) est une injection. Le morphisme naturel

HEF(VaM Q@ F) > A F (M@ F) (4.21)

est bien une injection.

Propriétés de bonne V-multifiltration :

La suite exacte courte pour a € C?
0> Voe1,M = VoM - VoMV 1, M — 0

implique que
car picp VaM = carpcr Va—1, M U carpcr (VaM/Va-1,M).

On considere de plus I'isomorphisme de multiplication par ¢;, pour a;; > —1
O, 2 VaM Va1, M = Vg 11, MV M

qui induit un isomorphisme des variétés caractéristiques relatives. On observe ainsi que pour «
suffisamment grand on a, pour tout 3 e CP

carF‘(chgM c CarF|CpVaM. (4.22)

Montrons que la V-multifiltration est une bonne V-multifiltration, il faut montrer que
pour tout e € CP la V-multifiltration, indicée par ZP, Upyo(H¥Fy(M ® F)) est bonne. Pour
alléger les notations on traite le cas a = 0. La propriété d’injectivité du morphisme fournit
I’isomorphisme

HEF (kM @ F) 5 U (A F (M@ F)).

Les hypothéses du théoréme et 'inclusion (4.22)) permettent d’appliquer le théoréme [1.2.19/a Vi M
et F et de déduire que A7 F, (VeM ® F) est Dy xcvjco-cohérent ainsi que Ug (A5 F (M @ F)). 1l
découle facilement que Uy (% Fy(M ® F)) est Vo Py xcr-cohérent.
Notons que, pour tout 1 < i < p et k € ZP vérifiant k; < 1, I'isomorphisme de multiplication par
t;
t; : Vk./\/l = kaliM
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induit un isomorphisme
ti: Ug(APFe( M@ F)) 5> Up 1, (HFF (M F)). (4.23)
considérons la suite exacte courte
0> Vet MRF > VMO F = VeM/Vig_ g, M®F — 0

et appliquons le foncteur F,. On a la suite exacte longue associée,

w o HF (Ve 1, M@ F) = HPF (kM Q F) — A Fu (VM) Vie 1, M F) —
A (Ve i, MO F) » AN, (VMR F) — ...

D’apres (4.21)) le premier morphisme et le dernier morphisme sont injectifs, on a donc la suite exacte
courte

0 — Up_1, " Fu(M®F) = Up A F (MR F) = HF(VikM/ Vi1, M@ F) — 0.

Considérons le diagramme commutatif suivant :

0—> U1, F(MQF) —— Up " F (MR F) HEE(VieM Vi1, M @ F) —= 0

la la la

Up HFF(M® F) Uki1, " Fe( M@ F) — A Fe(Vig o1, M/ Vit M @ F) — 0.

0

Pour k; = 0, d’aprés les propriétés de la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara, la troisiéme
fléche verticale du diagramme est un isomorphisme. En utilisant le lemme du serpent on déduit que

U1, " Fu (M@ F) = Up A" FL (M ® F) + 0,Ug ¥ F (M ® F).
Ce résultat ainsi que l'isomorphisme (4.23)) donnent la propriété de bonne V-multifiltration de

Up X F (M@ F).
V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara :

Montrons que la bonne V-multifiltration U, 2% F,(M®JF) est la V-multifiltration de Malgrange-
Kashiwara. Soit (y,t) € Y xCP et soit 1 < i < p, on va trouver un polynéme b;(s) € C[s] vérifiant pour
tout a € CP, bi(E; + o) (Ua Al ¥ Fe(M ® F))(yt) € (Ua 1, Fu(M Q@ F))(ypy- Soit z € f~y),
par définition de la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara il existe un voisinage ouvert U de
(x,t) et un polynéme bf(s) € C[s] vérifiant pour tout a € CP, b7 (E; + ;) VoM |y < Vg1, M| et
dont les racines sont dans l'intervalle [—1,0[. L’application F' étant propre sur supp(M) nsupp(F),
f71(y) N suppM n supp(F) est compacte, il existe donc un ensemble fini .J, des points z; € f~1(y)
pour tout j € I et un voisinage ouvert V de f~!(y) x {t} tels que

Hbfj (Ez + Oél')Va./\/l\V (= VafliM\V-
jeJ

Par définition de I'image directe on a alors

[ 07 (Bi + ) (UaHl " Fu( M ® F))(y1) © (Uae1, £ Fu(M ® F)) ().

jeJ
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Les racines des polynomes b;’(s) sont dans lintervalle [—1,0[. Ceci assure que U, #*F,(M ®
F) est la filtration de Malgrange-Kashiwara. Combiné avec la propriété d’injectivité, ceci donne

I'isomorphisme naturel (4.18))
HPFy(VaM @ F) =~ Vo ¥ F(M Q F).

Gradués :

On va commencer par montrer par récurrence que pour tout 1 < r < p, si on note I, :=
{1,...,r} = {1,...,p} alors on a un isomorphisme

jko*(V<aIwaI$M ®F) ~ Veay, ap HEE (M F). (4.24)

L’isomorphisme (4.18)) régle le cas r = 1. Supposons la propriété démontrée au rang r et considérons
la suite courte

0— V<041r,<ar+17011g+1 - V<041r,04r+1,04179+1 C—B Valr,<01r+17011§+1 - V<(a[T,a,«+1),aI$+l —0 (4'25)

ou l'on omet d’écrire M & F pour alléger les notations et oli < ay.11 est le prédécesseur de a4 1.
On montre 'exactitude de cette suite en utilisant la compatibilité des V-filtrations de la proposition
2.1.12] On considére le p-hypercomplexe X correspondant & la compatibilité des sous-objets

{Va1,...7<o¢i7...,ap}1<z<p-

Si on note k" € {—1,0,1}? le multi-indice vérifiant k] = 1si i < r et k] = 0 sinon, I'exactitude de la
suite (4.25)) est équivalente a l'injectivité du morphisme

XKt o xR

On applique alors le foncteur #*F, a cette suite exacte, ce foncteur étant additif le premier
morphisme reste injectif par hypothése de récurrence. En observant la suite exacte longue associée
au foncteur F et en utilisant I’hypothése de récurrence on obtient la suite exacte courte

0 - V<a1T,<ar+1,a1$+1%kF*(M ®]:) -
Vear, arsiare, | AFF(MOF)P Vo, <arsnae, HPF(MQF) -
%kF*(V<(a1rvar+l)vaI$+lM ® f) — 0.

Par propriété universelle on déduit ’isomorphisme

V<( M F).

oy, 0 1)

o 1%”’“F*(M QF) = HFFu(V
T+

. var+1)»a1ﬁ+1

On a montré par récurrence l'existence de I'isomorphisme (4.24)).
Construisons maintenant 'isomorphisme (4.19). On considére la suite exacte courte

0> VecaM@®F >V MRJSF - gr, M F — 0

et appliquons le foncteur F. On a la suite exacte longue associée,

o> HPF,(VeaM R F) = HPE (VaMQ F) —» HFFy(graMQ F) —
A F(VeaM @ F) = A F (VoM Q F) — ...
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D’apres I'isomorphisme (4.24)) cette suite est égale a la suite
o > Veqdl"F,(MRF) = Vo F e (MQF) » HFFy(graMQ F) —
Veadl*"NE(MF) - Vol " IE, (M F) — ..

Par définition de V.4 et le premier morphisme et le dernier morphisme sont injectifs et on a donc
la suite exacte courte

0= Veqg F (M@ F) = Vo' Fu(M®F) — HFFy(gra M ® F) — 0.
La propriété universelle du conoyau fournit alors I'isomorphisme naturel (4.19))
gra " Fu(M®@F) = A Fu(gra M@ F),

O
Exemple 4.3.15. 1. Si F est le faisceau constant et si le morphisme F' est propre on obtient
que 'image directe par un morphisme propre commute & la V-multifiltration de Malgrange-

Kashiwara.
2. Si F est le faisceau constant sur B, x D, nul ailleurs et si F': X x D — D est la projection,
en suivant le théoréme on obtient
D VaM ~ Vot M
et
AP gt oM ~ gr P M.

Lemme 4.3.16. Soit M un Zx-module holonome réqulier et M’ l’image directe de M sur le graphe
de f. Le morphisme naturel

DRy, (i* M') - DR, (i' M)
est un isomorphisme.

Démonstration. Soit © € X, on se place sur une carte locale de X au voisinage de . On notera p,
la restriction de p & B, x D ou B, est la boule fermée de centre x et de rayon e.
En raisonnant avec des coordonnées locales (x1, ..., p, t1,...,tp) de X x D on observe que

DRy, (i* M') ~ i~ 's(Cube(DRxx p/pVaM")), (4.26)
DRy, (i"M') ~ i~ s(Cube(DR x  p/pgr.M")). (4.27)
Dans la partie de droite on applique le foncteur Cube(.) & des p~'Zp-modules en considérant les

morphismes de multiplication par 0;.
On a alors le diagramme commutatif suivant :

(A DR, (#0), (DR, i10M)),

(1) |= >
hH[l) HA*RI (B, i 's(Cube(DRy 4 p/pVeM))) — = liH(l) HA*RI (B, i 's(Cube(DRy, p/pgr.M')))
(2) | ~ >~
hH(l) HF (i_lRﬁe*s(Cube(DRxXD/DV.M'))) - hn’(l) HF (i_lRﬁE*s(Cube(DRXXD/Dgr,M’)))
3= =

lin[l) HF (i71s(Cube(p,, VaM'))) 8 lin(l) HF (i71s(Cube(p,,gr,M')))
e— 5 €—
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— L’isomorphisme (1) se déduit de (4.26]) et (4.27) par fonctorialité.
— L’isomorphisme (2) se déduit de la formule de changement de base propre appliquée au dia-
gramme cartésien

B x {0} ——=B. x D

|

{0} —* D.

— L’isomorphisme (3) se déduit de la définition de 'image directe au sens des Z-modules appli-
quée & une projection. On a également fait commuter s(Cube(.)) et Rp,,, car le foncteur Cube
est appliqué a des p~' Zp-modules.
Pour montrer que le morphisme (5) est un isomorphisme on considére les complexes doubles obtenus
en appliquant i~*s(Cube(.)) en chaque degré aux familles de complexes p,, (Vo M') et b, (gr, M'). Les
suites spectrales associées & ces complexes doubles permettent de calculer 7% (iils(Cube(ﬁe*V.M' )))
apartir des " (i~1s(Cube(#™p,, Vo M'))) pour [+m = n et de la méme maniére % (i~!s(Cube(p,,gr,M’)))
a partir des ' (i~'s(Cube(#™p,,gr,M'))) pour I +m = n.
L’exemple montre que pour tout a € CP, S*p_ VoM =~ Vo i *p M et H*p,_, gr M ~
gr o P, M donc pour tout (I,m) € Z2

A (i71s(Cube(A# P, Ve M')))

H (i_ls(Cube(V.ffmf?e*M')))
_ S (A M)

et de maniére analogue
A" (i~ 's(Cube( AP gr M) = A (i#%mﬁE*MI) )

D’autre part les hypothéses du lemme que I'on est en train de démontrer et le théoréme
assurent que pour e suffisamment petit, pour tout a € CP, #*p ,(VaM') = Voit*p. (M') est
un complexe & cohomologie Op-cohérent. On est donc dans le cas d’'une connexion méromorphe a
singularité réguliére que I'on a traité précédemment. On a alors pour tout (I,m) € Z? un quasi-
isomorphisme

AT A" Peu(M') =5 AT AT Pef(M).
On en déduit que le morphisme (5) est un isomorphisme.
Finalement la premiére ligne du diagramme est un isomorphisme pour tout = € X et tout k € Z.

Le morphisme
DRy, (i* M') - DR, (i* M)

est donc un isomorphisme. ]

Lemme 4.3.17. Soit M un Px-module holonome régulier et M’ l’image directe de M sur le graphe
de f. Les morphismes naturels

@ DRy (*M,)—> P i 'DRx«p(M'a)— ¥,DRyxp(M).
ae[—1,0[P ae[—1,0[P

sont des isomorphismes.
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Démonstration. On raisonne de la méme maniére que pour le lemme précédent. Soit x € X, par les
méme arguments que précédemment on obtient les diagrammes commutatifs suivants :

A% (DR, (i* M),)) it (DRxxp(M'a))

- -

lim 5% (i~1s(Cube(Pe,er, ML) — = lim 7% (DRpP,, (ML)

e—0 (a) e—0

xT

et
1 4k
@ it (DRXXD(MIOC))QE%%k(‘l’pDRXXD(M,))

a€e[—1,0[P J{

D lim A" (DRDP(Ma)) =~ lim #* (Uq, DR pP,, (M)

ag[—1,0[P (b) €0

T

Comme dans la démonstration du lemme précédent on considére les suites spectrales associées
aux complexes doubles en jeu. Ceci qui permet de se ramener au cas d’une connexion méromorphe
a singularité réguliere s#%p,_, (M’) et d’en déduire que les morphismes (a) et (b) sont des isomor-
phismes. On en déduit que les morphismes

#* (DRx, (#My)) = #* (DRxxp(M'a))

T T

et
@ i ' (DRxxp(M'a)), = H" (U,DRxp(M))
ae[—1,0[P

T

sont des isomorphismes pour tout z € X et tout k € Z. Finalement les morphismes naturels

@ DRy, (i*M,)—> @ i 'DRxxp(M's)— ¥,DRyxp(M).
a€eg[—1,0[P ae[—1,0[P

sont des isomorphismes.

O

On combine alors I'isomorphisme naturel (4.16)) et les isomorphismes naturels des lemmes
et pour obtenir un isomorphisme naturel

DRy, &P gro(M')=¥,DRxyp(M)
ae[—1,0[P

ce qui conclut la démonstration du théoréme [4.3.12
Soit I = {1,...,7} < {1,..,p}, pr = (t1,..str) €t pre = (tr41,-.,tp). On note grl” M’ le gra-
dué de la V-multifiltration de Malgrange-Kashiwara relative aux fonctions (t,11,...,t,). La propo-

sition et le théoréme assurent que si le couple ((¢1,...,tp), car(M’)) est sans pente alors
(pl‘p—l(o),car(grglcj\/l')) est sans pente. Dans le cas sans pente on peut donc appliquer I'isomor-
IC

phisme de comparaison pour les fonctions t1,...,t, I'une aprés 'autre. Suivant le chapitre 3| on en
déduit que si le couple ((t1, ...,t,), car(M)) est sans pente alors 'isomorphisme

DRy, @ o < ) grg'g}( D grg}l}M’>>:\1/tp (.., (U, DRx(M)))

ap€e[—1,0( aze[—1,0[ a1e[—1,0[

ne dépend pas de l'ordre des indices {1, ..., p}.
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Chapitre 5

Théoréme de commutativité pour les
cycles évanescents

Dans ce chapitre, on étudie la commutativité des foncteurs cycles évanescents appliqués aux
faisceaux pervers dans le cas sans pente. L’idée est d’utiliser les résultats de commutativité des
cycles proches et des restrictions des propositions et et d’utiliser les triangles distingués
des cycles proches/évanescents. Néanmoins, pour faire fonctionner cette stratégie, on a besoin de
fonctorialité, c’est pourquoi on utilisera 'approche de [KS94l 8.6] qui permet de définir les cycles
évanescents de maniére fonctorielle.

5.1 Cas d’une fonction

On rappelle ici Papproche de [KS94] 8.6] pour définir les cycles proches et les cycles évanescents.
Soit f : X — C une fonction holomorphe. Considérons le diagramme suivant :

FHO) s x <" g

ol

C~" G

On note Ay le faisceau constant sur Y. On définit les complexes de D%(C) suivants :

1 0 — 0 — A¢c —> 0
N 0 — pgA@v* - 0 - 0 (5.1)
\%4 0 — pgA@;< — Ac — 0

ou le symbole o désigne le degré zéro. En suivant [KS94, 8.6], on peut utiliser ces complexes pour
définir les cycles proches et les cycles évanescent de la maniére suivante. Soit F € DIC’(X ), on a

Ui(F) =~ iT'RAwm(fIN,F)
OH(F) = i 'Rm(fV,F)
7,_1(]:)[1] >~ i_lR%ﬂW&(f_II7F).

On a une suite exacte naturelle de complexes

0->1I—->V->N-=0 (5.2)
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qui induit le triangle distingué

THF) = Up(F) = 0p(F) (5:3)

5.2 Cas de deux fonctions

Soient deux fonctions holomorphes fi, fo : X — C. On va définir les cycles proches et les cycles
évanescents associés a la fonction f = (f1, f2) : X — C2. On considére le diagramme suivant pour
i=1,2:

L0 X <P g
ij O l?}
P~
C~=— C*
Avec les définitions (5.1]), on définit les complexes de D%(C?) suivants :

N = N1N2
14 ViKW,

ot [X] est défini & partir des deux projections de C? dans C. On considére le diagramme suivant :

FHO) > X ~"— X+
o s
N GO

On définit alors

U ¢ (F) i 'R o (f LN, F)
Op(F) = i 'R (f 'V, F).

On va montrer, comme dans [KS94] 8.6.2|, que la définition de W ¢(F) coincide avec la définition

24Tl

Lemme 5.2.1. [l existe un isomorphisme N =~ pgA(@)/Q.

Démonstration. Ces deux faisceaux sont faiblement constructibles relativement & la stratification
C? = {0} [1(C* x {0}) [T ({0} x C*) [ (C* x C*).
- Size {OII(C* x 0N LI({0} x €. No = (pAzp) =0.
~Size(C*xC*), N, ~ C® @c C® ot (p!A@)/Q)m ~ C@),
L’isomorphisme
COg.Cc® cz?)
(ar)rez ® (Do)eez. = (an - be) (g p)ez

ainsi que l'identification des monodromies permettent de conclure.

Proposition 5.2.2. Les cycles proches de la définition sont isomorphes a WV ¢(F)
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Démonstration.

iR A (f
iR Home (f plA(C*)Q,f)

(f

(
i_lR’%’”(p'f A(C*)zﬂf)

(™

(

<

>

3
I

~'N, F)

2

2

iR Ao Ax,p _1]:)
'71R%m Ax,ﬁ*p 1.7)
1_15*5_1]:'

12 12

En utilisant les propositions et on va montrer que dans le cas sans pente
Dp(F) = p @p,y (F).
Considérons le diagramme de suites exactes courtes suivant :

N1 X[y — Ni [X] Vo —— N; X] Ng (5.4)

I

ViKl —— Vi X Vo —— Vi X Ny

] |

LKy —— L X Vo —— 11 XI Ny

Soient K; = I, Nj ou V}, pour j = 1,2, on a

—
-

a

iR Mo (FTU KL R K2), F) 2 i "Rlm(f{ ' K1 ® fy ' Ka, F)
= i "R Aon(f7 KR Ao (f5 Ko, F))

ou (a) vient de et (b) de . On applique ensuite le morphisme ([1.5} , qui nous donne
rlR%m(fl—lKl,R%m(f; Ky, F)) = i 'R Ao (i 7 K i3 "R o (f3 Ko, F)).

—
=

On obtient ainsi un morphisme
T R Ao (fTHEI R Ks), F) = iy 'R Ao iy [ K1, iy 'R Ao (fy  Ka, F)). (5.5)
Par exemple, pour K1 = N; et Ko = N, ceci nous donne un morphisme
Vg(F) = Wy (V5 (F)).

En appliquant le foncteur contravariant i 'R . (f 1 (e), F) au diagramme (5.4), on obtient le
diagramme suivant :

iy “IlflT (F)[1] iy 1‘I)f1T(~7: )[1] il(? 2] (5.6)
iR Ao (FH(NL ) Va), F) Dy (F) i g, (F)[]
U g (F) iR Ao (f (VIR Na), F) — iy "Wy, (F)[1]
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ou les lignes et les colonnes sont des triangles distingués. En appliquant la construction du triangle
distingué ([5.3) successivement pour fi puis f2, on obtient le diagramme suivant :

iy Wpy (F)[1] — iy @y (P[] —= iy iy (F)[2] (5.7)

T | |

D, Uy, (F) ——= @5, @y, (F) —— 04, (i F)[1]

| | N

\I’f2qu1(‘7:)4>\1/f2q>f1(]:)4>\1’f2 ]

dont les lignes et les colonnes sont aussi des triangles distingués. Les morphismes (/5.5 fournissent
un morphisme de diagramme entre (5.6 et (5.7). Supposons désormais que le couple (f,F) soit

sans pente. D’aprés les propositions et les morphismes ((5.5) construits entre les objets
situés aux quatre coins des diagrammes (5.6 et (5.7) sont des isomorphismes. En utilisant les

propriétés des morphismes de triangles distingués, on en déduit que tous les morphismes ([5.5) sont
des isomorphismes. En particulier, on en déduit 'isomorphisme

Dy (F) ~ @p @y, (F).

Corollaire 5.2.3. Si F est un faisceau pervers et si le couple (f, F) est sans pente, alors ® (F)[—2]
est pervers.

5.3 Cas de p fonctions

Soient p fonctions holomorphes fi, ..., f, : X — C. On va définir les cycles proches et les cycles
évanescents associés a la fonction f = (fi,..., fp) : X — CP. On considére le diagramme suivant
pour j=1,....p

Ji O X < 7
ij O l}?
Pj  ~
C=—— C*
Avec les définitions ([5.1), on définit les complexes de D%(CP) suivants :

N = NMX..®N,
1% ViK...1V,

ol [X] est défini a partir des p projections de CP dans C. On considére le diagramme suivant :

On définit alors
i_lR%m(f_lN, F)

iR oo (FIV, F).

EE
-

Pg(

78



Comme dans le cas de deux fonctions, on va montrer que la définition de W¢(F) coincide avec

la définition P41l

Lemme 5.3.1. [ existe un isomorphisme N =~ puA(C*)p

Démonstration. Ces deux faisceaux sont faiblement constructibles relativement a la partition cano-
nique donnée par les hyperplans de coordonnées de CP (le cas p = 2 est donné dans la démonstration

du lemme

— Si z € CP appartient a une strate différente de la strate (C*)P, alors N, ~ (p'A(C*)P) =0.
~ Size (CHP, Ny ~ (C®)® of (p!A@TQ)I ~ C@),
L’isomorphisme
(C@)@p N Cz®)
(allﬂ)hez ®..& (aip)kpez — (all'ﬁ et aip)(k17_n7kp)ezp
ainsi que l'identification des monodromies permettent de conclure.
O
Proposition 5.3.2. Les cycles proches définis de la définition sont isomorphes a W ¢(F).
Démonstration.
Up(F) = i 'R (f 'N,F)
~ i_lR%m(f puA (C*)P"F)
~ z'*lRf%”am(pf e C*)p,}')
=~ i_lR %M%( AX, ]:)
~ "R (Ax,Dsp ' F)
~ ppLF.
O

On va raisonner comme dans le cas de deux fonctions pour établir le lien entre ®¢(F) et les
cycles évanescents itérés. On définit les complexes suivants :

0 si keé{ 10,1}

ki . Iz si ]{3
Cit = Vi st k; =
Nz' si k =

On utilisera dans la suite la notion d’hypercomplexes dont la définition se trouve dans I’annexe
On définit le p-hypercomplexe X dont les objets sont

k
ki OME..RC,"
et les morphismes sont induits par les morphismes
I; > Vi > N;

pour tout 1 < ¢ < p. Le cas p = 2 est donné par le 2-hypercomplexe (5 . Dans toutes les directions,
les lignes de X sont des suites exactes courtes. Soient I < {1,...,p} et I son complémentaire. On
notera :
k ks
Cyl= C’i .

el
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Pour tout k€ {—1,0,1}, on a

Z_lR%m(ffl(Cfl C;;p)’f) (i) l_ch%m(fIIC?I ®f;clcfcjc,-7:)
Y TR A (1 CF R Ao (f11CR° F))

ou (a) vient de ([1.3]) et (b) de (1.2]). On note i; la composition des morphismes i; pour 7 € I. On
applique le morphisme (|1.5)), qui nous donne

TR Ao (F7ICF R Ao (F7.1CF1 F)) — i7 R Ao (7 £7CF1 TR Ao (F70CF1° L F)).
On obtient ainsi un morphisme
TR A (fTHCH R RCR?), F) = i "R Ao (i f7CF i IR An (F7.0CF1° F)). (5.8)
Par exemple, si pour tout 1 < i < p, k; = 1, ceci nous donne un morphisme
Up(F) = g, (Vg (F))-

En appliquant le foncteur contravariant i 'R .2 (f !(e), F) au p-hypercomplexe X, on obtient
le p-hypercomplexe X dont les lignes sont des triangles distingués dans toutes les directions.
D’autre part, on peut appliquer i;clR%m( fI_CI(O),]: )) a I'hypercomplexe X défini comme
X, mais en utilisant uniquement les indices appartenant & I¢, on note 5(\12 I’hypercomplexe obtenu.
Avec les mémes notations, on applique ensuite i;lR%%m(i;cl f;l(O),E(\IJc)) a X7 pour obtenir le
p-hypercomplexe Y dont les lignes dans toutes les directions sont des triangles distingués.
Les morphismes fournissent un morphisme de p-hypercomplexes

X Y.

Supposons désormais que le couple (f,F) soit sans pente. D’aprés les propositions et
pour tout k tel que pour tout 1 < ¢ < p, k; # 0, le morphisme est un isomorphisme. En utilisant
les propriétés des morphismes de triangles distingués, on en déduit que tous les morphismes
sont des isomorphismes. En particulier, on en déduit I'isomorphisme

Dp(F) = @y, (P, (F)).
Ceci donne le théoréme suivant

Théoréme 5.3.3. Supposons le couple (f,F) sans pente. Alors on a un isomorphisme naturel
Dp(F) = @y ... Dy (F).

Corollaire 5.3.4. Si F est un faisceau pervers et si le couple (f, F) est sans pente, alors ® ¢(F)[—p]
est pervers.
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Deuxiéme partie

Théorie de Hodge et morphismes sans
pente
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Chapitre 6

Théorie de Hodge : modules de Hodge
mixtes

Dans la suite, on étudiera la théorie de Hodge des morphismes sans pente. On donne dans ce
chapitre les notions relatives a la théorie des modules de Hodge mixtes de M. Saito, qui seront
utilisées dans la suite. On suivra essentiellement [Sai88] et [Sai90].

6.1 Filtrations monodromiques relatives

Proposition 6.1.1. Soient & catégorie abélienne et H un objet de </ muni d’un endomorphisme
nilpotent N. Il existe une unique filtration M¢H satisfaisant a :

1. pour tout L € Z, N(M/H) < My_oH
2. pour tout £ =1, N induit un isomorphisme, gré\/[H = gr%H.

Cette filtration est appelée filtration monodromique associée ¢ N.

Démonstration. |PS08, Lemma-Definition 11.9]
O

Proposition 6.1.2. Soient <7 catégorie abélienne et (H,L,H) un objet filtré de o/ muni d’un
endomorphisme nilpotent filtré N. Il existe au plus une filtration M,H satisfaisant a :

1. pour tout L€ Z, N(MH) < M;,_oH,
2. pour tout £ =1, et tout k € Z, N* induit un isomorphisme gr%kgrﬁH = gr%JrkgrﬁH.

St cette filtration existe, elle est appelée filtration monodromique relative associée a N.

Démonstration. [Sai90, 1.1]

6.2 Structures de Hodge-Lefschetz p-graduées polarisées

6.2.1 Structures de Lefschetz graduées polarisées

Définition 6.2.1. Une structure de Lefschetz graduée consiste en la donnée d’un R-espace vectoriel
gradué H muni d’un endomorphisme nilpotent N satisfaisant, pour tout £ € Z

'Hg = gréV[H
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ot M, est la filtration monodromique associée & N. Pour £ € N, on note P;H := ker N1 : H, — H_y
la partie primitive de degré £.

L’algebre de Lie s[(2,R) admet pour base :

0 0 0 1 -1 0
() o) (0
Les commutateurs sont donnés par les formules suivantes :
[X,Y]=H, [X,H|=-2X, [Y,H]|=2Y.

Lemme 6.2.2. 1. Soit (H, N) une structure de Lefschetz graduée. Il existe une unique représen-
tation de p : sl(2,R) — H telle que p(Y) = N et, pour tout £ € 7, Hy est l’espace propre de
p(H) pour la valeur propre £.

2. Soit M € End(H), si M commute avec p(H) et p(Y'), alors M commute avec p(X).

Démonstration. 1. [PS08, Lemma 1.21]

2. Pour tout ¢ € R, les endomorphismes (e ™™ p(X)e!™, p(Y), p(H)) forment également une re-
présentation de s[(2,R), par unicité on a e "M p(X)e!M = p(X). Ceci étant vérifiéc pour tout
teRona|[p(X),M]=0.

O

Définition 6.2.3. Pour une structure de Lefschetz graduée (#,N) de représentation de sl(2,R)
correspondante p, on définit w := e P ep(Y)g=p(X)

Définition 6.2.4. Une polarisation d’une structure de Lefschetz graduée est une forme bilinéaire
graduée
E:H®H—-R

telle que pour tout x,y € H
E(Nz,y) + k(z,Ny) =0

et telle que, pour tout £ € N, la restriction de k(., N ¢ .) & PyH est symétrique définie positive.

Proposition 6.2.5. Une forme bilinéaire k est une polarisation de (H,N) si et seulement si la
forme bilinéaire

est symétrique définie positive.

Démonstration. |GNA9Q, (4.3)]

6.2.2 Structures de Lefschetz p-graduées polarisées

Définition 6.2.6. Une structure de Lefschetz p-graduée consiste en la donnée d’un R-espace vectoriel
p-gradué ‘H muni d’endomorphismes nilpotents N;, pour 1 < ¢ < p, qui commutent deux & deux et
tels que, pour tout 1 < i < p et pour tout (¢1,...,4i—1,0iy1,..,¢p) € /2 (Hey,tior,olissity Ni)
est une structure de Lefschetz graduée.

Ainsi, une structure de Lefschetz p-graduée admet p actions de s[(2,R). En identifiant les élé-
ments de sl(2,R) et leurs images dans End(#), on obtient, pour 1 < i < p, les endomorphismes
(Xi, }/i) Hz) € End(?—[)
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Lemme 6.2.7. Pour i # j, Y;, X; et H; commutent avec X;,Y; et H;. Donc w; et w; commutent.

Démonstration. Ceci découle du lemme [6.2.2)
O

On définit w := wy...wp.

Définition 6.2.8. Une polarisation d’une structure de Lefschetz p-graduée est une forme bilinéaire
p-graduée
k:H®H—-R

telle que pour tout x,ye Hettout 1 <7< p
k(Niz,y) + k(z, Niy) =0

et telle que, pour tout £ € NP, la restriction de k(., Nfl ...Ng” .) & PyH est symétrique définie positive.
Ici,
PeH :=Hyp 0 keer1+1 NN Ng”“.

Proposition 6.2.9. Une forme bilinéaire k est une polarisation de (H, Ny, ..., Np) si et seulement
st, pour tout x,y € H et tout 1 <1< p

k(Niz,y) + k(z, Niy) =0

et la forme bilinéaire

est symétrique définie positive.

Démonstration. |[GNA9Q, (4.3)]
O

Quitte a réindexer, considérons 7 = 1 et j = 2, les endomorphismes X := X1+ X5, YV :=Y1 + Yy
et H := Hy + Hy donnent une action de sl(2,R) telle que w = wjws. Ainsi, en posant

Hits, oty = D Heytots,.. by
l1+0o=F

on obtient une structure de Lefschetz (p — 1)-graduée.

Proposition 6.2.10. Si (H,N1,...Np, k) est une structure de Lefschetz p-graduée polarisée, alors
(H,N = Ny + Na, N3...Ny,, k) est une structure de Lefschetz (p — 1)-graduée polarisée.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition [6.2.9]si 'on remarque que w =
W1W2W3... Wp = WW3...Wp.

O]

85



6.2.3 Structures de Hodge-Lefschetz p-graduées polarisées

Définition 6.2.11. Une structure de Hodge-Lefschetz p-graduée centrée en m est une structure de
Lefschetz p-graduée (#H, Ny, ..., Np) telle que, pour tout € € Z, H, a une structure de Hodge réelle
de poids m + £1 + ... + ¢, et telle que, pour tout 1 < i < p, N; : H — H(—1) est un morphisme de
structure de Hodge. Ici (—1) désigne le twist de Tate.

Définition 6.2.12. Une forme bilinéaire
k:H®H—-R

est une polarisation de la structure de Hodge-Lefschetz p-graduée centrée en m (H, Ny, ..., Np),
si pour tout z,ye Het tout 1 <t <p

k(Niz,y) + k(z, Niy) = 0
et pour tout £ € NP,
Pk : PPFH® PbH — R
est une polarisation de la structure de Hodge de poids m + 1 + ... + £, PpH.

Proposition 6.2.13. Si (H, N1,...N,, k) est une structure de Hodge-Lefschetz p-graduée polarisée
centrée en m, alors (H,N = Ny + N2, N3...N,, k) est une structure de Lefschetz (p — 1)-graduée
polarisée centrée en m.

Démonstration. La démonstration est identique a celle de la proposition [6.2.10

6.3 Modules de Hodge-Lefschetz p-gradués polarisés

6.3.1 Modules de Hodge purs

Soit X une variété complexe lisse. Soit MF,(Zx) la catégorie des Zx-modules holonomes munis
d’une bonne filtration F'.

Définition 6.3.1. Soit Y une hypersurface lisse d’équation ¢ = 0 et soit (M, F') € MF,(Zx) ou M
est R-spécialisable le long de Y (définition [1.3.5). On dit que (M, F) est strictement R-spécialisable
si

1. Va<0etVpeZ,t: F,V,M — F,V,_1M est un isomorphisme
2. Va> —letVpeZ, o : Fpgrg./\/l - Fp+1grg+1./\/l est un isomorphisme
3. grffery 41 M est un grf’ Zy-module cohérent.

Soit g : X — C une fonction holomorphe, on dit que (M, F) € MF,(Zx) est strictement R-
spécialisable le long de g si 'image directe de (M, F') par le graphe de g est strictement spécialisable
le long de I'hypersurface définie par la coordonnée de C.

On définit la catégorie

MF,(Zx,Q) := MF(Zx) Xperve(x) Pervg(X),

un objet de MF(Zx,Q) est la donnée d'un couple (M, F'), F) € MF,(Zx) x Pervg(X) et d'un
isomorphisme
DR(M) ~ Cy ®g F.
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Définition 6.3.2. Soit (M, F, F) € MF,,(Zx, Q) tel que (M, F) soit strictement R-spécialisable le
long d’une fonction holomorphe g, on définit les cycles proches et les cycles évanescents :

Uy(M,F,F) = (Vi9M, F[1],T,F)

et
Dy(M, F, F) 1= (PGIM, F, . F).

Pour définir la filtration F' sur \Ifglg M et @Zlg M on filtre les gradués pour la filtration de Kashiwara-
Malgrange de la maniére suivante :

E,M A VoM
FgrY M .= 22— 27
rBla FyM A VoM
Définition 6.3.3. Soit (M, F,F) € MF,(Zx,Q) tel que (M, F) soit strictement R-spécialisable
le long de toute fonction holomorphe g localement définie sur X. On dit que (M, F, F) est stricte-
ment S-décomposable si, pour toute fonction holomorphe g localement définie sur X, il existe une
décomposition
(M7F7~F) = (M17F7F1) C—B(MZaFv]:Q)

telle que

— (Mq, F) et (Ma, F) sont strictement R-spécialisables le long de g,

~ supp(Mi) = g=1(0),

— (Mg, F, F2) n’a ni sous-objet ni quotient supporté sur g~ *(0).

On note MF,(Zx, Q) la sous-catégorie de MFj (Zx, Q) des modules strictement S-décomposables.

Définition 6.3.4. On définit la catégorie MH(X,Q,n) des modules de Hodge de poids n comme
étant la sous-catégorie de MF(Zx,Q)g dont les objets satisfont a
—si (M,F,F) € MH(X,Q,n) et si suppM = {z}, alors (M, F,F) ~ iz(Hc,F,Hgp) ou
(He, F, Hg) est une structure de Hodge de poids n et i, : {} — X,
— 81 (M, F, F) e MH(X,Q,n) et si dimsuppM > 0 et g est une fonction holomorphe localement
définie sur X, alors pour tout f € Z,

gry' Uy(M, F, F) e MH(X,Q, € +n — 1)
et
g’ ®y (M, F, F) e MH(X,Q, £ +n).

Définition 6.3.5. Soit MF,W(Zx,Q) la catégorie des objets de MF,(Zx, Q) munis d’une filtra-
tion croissante localement finie . On définit la sous-catégorie MHW (X, Q) composée des objets

satisfaisant, pour tout i € Z, a
ar!V # € MH(X,Q, ).

Proposition 6.3.6. Les catégories MH(X,Q,n) et MHW(X, Q) sont des catégories abéliennes.

Démonstration. [Sai88, Proposition 5.1.14]
O

Définition 6.3.7. On définit la catégorie MHL(X, Q, n, p) des modules de Hodge-Lefschetz p-gradués
centrés en n dont les objets sont les uplets (M, F, F, Ny, ..., N,) tels que

— sisuppM = {z}, alors il existe une structure de Hodge-Lefschetz p graduée centrée en n (défini-

tion6.2.11) (Hc, F, Ho, N1, ..., Np) telle que (M, F, F, N1, ..., Np) =~ izs(He, F, Ho, N7, ..., Np),

— si dimsuppM > 0 et g est une fonction holomorphe localement définie sur X, alors

g, (M, F,F,Ny,...,N,,N) e MHL(X,Q,n — 1,p + 1).
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6.3.2 Polarisation
On note ax : X — {x} et on définit le twist de Tate pour F € Pervg(X) pour r € Z,
F(r):=FQZ(r)
ou Z(r) := (2in)"Z < C.
Définition 6.3.8. Soit (M, F, F) € MF,(Zx,Q)g et
S:FRF — axQ,(r)
un accouplement. On dit que S est compatible avec la filtration F sl existe un (unique) morphisme
(M,F,F) - DM, F,F)(r)

tel que lorsqu’on applique le foncteur d’oubli vers la catégorie des faisceaux pervers, on obtienne le
morphisme

F — DF(r)
correspondant & S.

Définition 6.3.9. Soit (M, F,F) € MH(X,Q,n). On dit que (M, F, F) est polarisable s’il existe
un accouplement S : F @ F — a!X@X(—n) compatible avec la filtration F' tel que
— si suppM = {z}, alors il existe une structure de Hodge de poids n polarisée (Hc, F, Hp, S")
telle que (M, F, F) ~ iz (Hc, F, Hg) et S = iz..5,
— si dimsuppM > 0 et g est une fonction holomorphe localement définie sur X, alors, pour tout
leZ,
PiUySo(Id@N') : PU,F @ PV, F — axQ, (1 —n—0)

est une polarisation de la partie primitive PW,(M, F, F).

Proposition 6.3.10. Soit MH®) (X,Q,n) € MH(X,Q,n) la sous-catégorie pleine des modules de
Hodge de poids n polarisables. La catégorie MH® (X,Q,n) est semi-simple.

Démonstration. |Sai88| Corollaire 5.2.13]
O

Définition 6.3.11. On définit la sous-catégorie MHW®) (X, Q) de MHW(X,Q) dont les objets
satisfont, pour tout i € Z, a
gtV e MHP) (X, Q, ).

Définition 6.3.12. Soit (M, F, F, Ny,...,N,) € MHL(X,Q, n, p) et soit
S:FQF — a!X@X(—n)
un accouplement. S est une polarisation de (M, F, F, N1, ..., Np,) si, pour tout 1 < i < p,
So(Id®N;)+ So(N;,®Id) =0
et pour tout £ € ZP,
So(Id@N{1..Ny) : PoF @ PuF — axQy(—n — b1 — ... — )
est une polarisation de PpF € MH(X,Q,n + 01 + ... + ;).

On note MHL(®) (X,Q,n,p) la catégorie des modules de Hodge-Lefschetz p-gradués centrés en n
polarisables.
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6.3.3 Image directe

Soient f: X — Y un morphisme projectif, g une fonction holomorphe sur ¥ et h:=go f.

Théoréme 6.3.13. Soit (M, F, F) e MH®) (X, Q, n),
~ Hifo (M, F, F) e MHP)(Y,Q,n + 1),
~ U H fu (M, F, F) ~ Hif Uy (M, F, F),
- (I)gHZf*(M,F, ]:) =~ %lf*q)h(MaFa ]:);
— on considére la filtration image

WH Uy (M, F, F) :=Im (H' fs WO, (M, F, F) > H ¥ (M, F, F)).
Cette filtration est égale a la filtration monodromique de N sur \Ifg”Hif* (M, F,F).

Démonstration. [Sai88, Théoréme 5.3.1 et Proposition 5.3.4]
O

Théoréme 6.3.14. Si (M, F, F, Ny, ..., N,) € MHL®) (X, Q, n, p) alors H! fo(M, F,F,Ny,...,N,) €
MHL(p) (Y7 @7 n + va)

Démonstration. [Sai88, Proposition 5.3.5]

6.4 Modules de Hodge mixtes

6.4.1 Définition

Définition 6.4.1. Soit (M, F, F; W) e MHW(X,Q) et g une fonction holomorphe localement défi-
nie sur X. On dit que les foncteurs cycles évanescents sont bien définis le long de g pour (M, F, F; W)
si
— localement les filtrations F, W et la filtration canonique le long de ¢g='(0) V de M sont
compatibles au sens de la définition
— la filtration monodromique relative sur (P¥,F, L) et (P®,F, L) existe, ol

Li(p\pg}—) = p\Pg(WHl}—)
Li(P(I)g}“) = pq)g(WiJT).

Définition 6.4.2. Soit g une fonction holomorphe localement définie sur X et 4 = (M, F, F; W) €
MHW (X —¢g~1(0),Q). On note j : X —g~1(0) — X I'immersion ouverte. On dit que l’image directe
Jx (resp. ji) est bien définie pour A s'il existe une extension M e MHW(X,Q) de .#, notée j,.
(resp. ji#) telle que

— pour toute fonction holomorphe f localement définie sur un ouvert U < X telle que f~1(0) =

Un g 1(0), les foncteurs cycles évanescents sont bien définis le long de f pour M| U-
— F = juF (resp. jiF).

Définition 6.4.3. On définit la sous-catégorie pleine MHM(X,Q) < MHW(X,Q) des modules
de Hodge mixtes. Soit .4 € MHW(X,Q), .# € MHM(X, Q) si et seculement si pour toute variété
complexe Y et tout ensemble fini de fonctions holomorphes localement définies g1, ..., gn, la condition
suivante est satisfaite inductivement pour tout r > 1 :

les foncteurs cycles évanescents sont bien définis le long de g, pour ., et les images directes
()« (jr)1 sont bien définies pour j, ..

Avec j, 1 X — g, 1(0) — X, A = 4 KQE[dy] (ot Q[dy] est le module de Hodge constant
sur Y) et, pour r > 0, M1 = Vg My, @y My, (Gi)ui oty o0 (G )il
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Définition 6.4.4. On définit la catégorie des modules de Hodge mixtes polarisables comme étant
MHM®) (X, Q) = MHM(X, Q) n MHW®) (X, Q).

Proposition 6.4.5. Les catégories MHM®) (X, Q)et MHM (X, Q) sont abéliennes.

Démonstration. [Sai90, Théoréme 0.1]

O]

Proposition 6.4.6. Soit oy : M — N un morphisme dans la catégorie MHM(X, Q). Notons
op : M — N le morphisme sous-jacent dans la catégorie des Dx-modules holonomes. Si op est un
isomorphisme, alors @y l'est aussi.

Démonstration. La catégorie MHM(X, Q) étant abélienne, on peut considérer % et € le noyau et
le conoyau de @p. Le morphisme pp étant un isomorphisme, et le foncteur d’oubli étant exact, les
P x-modules holonomes sous-jacents a % et € sont nuls. D’autre part, le foncteur d’oubli est fidéle,
ceci implique que JZ et € sont eux-mémes nuls et donc que @ est un isomorphisme.

O

6.4.2 Image inverse

Définition 6.4.7. Soit .# € MHM(Y, Q) et soit i : X < Y une immersion fermée telle que X = ng
ou g1, ..., gr sont des fonctions holomorphes sur Y. On note U; := {g; # 0} et, pour I < {1,...,7},

j]lU]ZZﬂUl‘—)Y

i€l
'inclusion. On définit i, H7i*.# comme étant la j-iéme cohomologie du complexe

P Gt

1]=—e

ou (jrh jl_l/// existe grace a la condition d’images directes bien définies (définition D pour les
modules de Hodge mixtes (définition |6.4.3)).

Définition 6.4.8. Soit f : X — Y un morphisme lisse de variétés complexes avec dimX —dimY = ¢
et M = (M,F,F;W)e MHW(X,Q). On définit 't = (M', F', F'; W') avec

(M ES W) = f5 (M, Fs W-L])
(F; W) = fHFW[=0)[-L).

Pour la premiére égalité on passe par I’équivalence de catégorie entre Z-modules a droite et a gauche
pour appliquer le foncteur image inverse pour les Z-modules a gauche. On définit également

M = A (—0)

6.4.3 Image directe

Théoréme 6.4.9. Soient A € MHM(;”)(X7 Q), f: X = Y un morphisme projectif, g une fonction
holomorphe surY et h =go f.
— Pour tout i € Z, H foll € MHM®) (Y,Q),
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— considérons (M',F,F'; Ly{W) = (V,(M,F,F); L,W) ou (Pp(M,F,F); L,W) ou W est la
filtration monodromique relative & L.
On consideére la filtration image

WH fo (M, F,F') :=Im (H' fW(M', F,F') > H' f (M, F, F")).
Alors WH fo (M, F, F))[4] est la filtration monodromique relative de (H' fo(M', F, F'), H' f« L[1]).

Démonstration. [Sai90l, Proposition 2.16]
O

6.4.4 Localisation

Soit j : Y < X l’inclusion d’une hypersurface lisse, on considére ici la filtration de Kashiwara-
Malgrange le long de cette hypersurface. On définit la localisation le long de Y.

Définition 6.4.10. Soit .# = (M, F, F; W) e MHM® (X, Q), on définit le localisé naif de RpM
comme étant N
RFM(*Y) = RpM ®5X ﬁx(*Y).

On pose
VoRFM(xY) := V1 (RpM)t™' € REM(+Y)

et on définit le localisé de Rp M comme étant

RpM[+Y] := VoRpM(+Y) - Dx.

6.4.5 Recollement

Théoréme 6.4.11. Soit i : X — Y une tmmersion fermée et j : U :=Y — X — Y immersion
ouverte. Soit MHM(U)%@ la sous-catégorie pleine de MHM(U)®) des objets que l’on peut étendre
sur'Y et MHM(U,X)&I;C) la catégorie dont les objets sont {A", M", u,v} ou

— " e MEM(U)? et ." € MEM(X)®),

- we Hom(Wg 4", M"), ve Hom( A", Vy1.4'(—1)) etvou=N.
Alors le foncteur

MHM(Y)®) - MHM(U, X))
M — (LA, Ry M, can, var)

est une équivalence de catégories.

Démonstration. [Sai90, Proposition 2.2§]
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Chapitre 7

Théoréme de commutativité des cycles
proches et des cycles évanescents pour
les modules de Hodge mixtes

Dans ce chapitre, on démontre le résultat de commutativité pour les modules de Hodge mixtes
suivants :

Soit .# € MHMP(X x AY) un module de Hodge mizte sur X x A tel que le couple (H, M) soit
sans pente ot M est le @Xfo -module & droite sous-jacent a A . Alors, pour toute permutation o
de {1,...,p}, on a un isomorphisme

\Ijtl'--q]tp% ~ \I/t ..\I/t %

o) F ta(p)

On va utiliser les résultats de commutativité de la proposition [2.2.5] pour le Z-module sous-jacent
a /. Néanmoins, cette proposition permet de comparer les cycles évanescents itérés en passant
par les cycles évanescents pour plusieurs fonctions. A priori, on ne sait pas munir ces derniers
d’une structure de module de Hodge mixte. On utilisera donc plutét la définition des cycles proches
algébriques impliquant le module des fonctions de classe de Nilsson. Cette définition nous permettra
d’utiliser la puissance du formalisme fonctoriel de la catégorie des modules de Hodge mixtes.

Ainsi, on commencera par munir le module des fonctions de classe de Nilsson d’une structure de
module de Hodge mixte. On définira ensuite le morphisme Nils (cf. section pour les modules
de Hodge mixtes. Ceci nous permettra de construire un morphisme de comparaison entre les cycles
évanescents itérés dans la catégorie des modules de Hodge mixtes. On pourra alors utiliser les résultats
sur les Z-modules grace a la proposition [6.4.6]

Notations

On rappelle quelques notations qui seront utilisées dans ce chapitre :

— On fixe X une variété analytique complexe.

— On note Yx le faisceau des opérateurs différentiels holomorphes sur X et @X = Rp9x le
faisceau associé par la construction de Rees & Zx muni de la filtration par ’ordre des opérateurs
différentiels.

— On indiquera en bas a gauche de chaque foncteur la catégorie de faisceaux dans laquelle on
se place. On utilisera les lettres D, l~), P et H pour désigner respectivement les catégories
Mod(Zx), Mod(Zx), Perv(Qx) et MHMP(X). Par exemple, le foncteur image inverse par un
morphisme lisse dans la catégorie des faisceaux pervers sur Q sera noté pf* et le foncteur
produit tensoriel dans la catégorie des modules de Hodge mixtes polarisables sera noté g®.
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Remarque 7.0.12. Dans la catégorie MHMP(X), le produit tensoriel de .# et .4 est défini par la
formule suivante :

.//H®</V:=H(5*(//H</V)

o § : X —» X x X est l'inclusion de la diagonale.

7.1 Le module de Hodge mixte .4

Soit A < C un disque de centre 0, de rayon suffisamment petit et de coordonnée s. On note
A* := A — {0}. On commence par définir une structure de Hodge mixte polarisée de poids k pour
tout k e N.

Définition 7.1.1. Soient k € N et Vi le Q-espace vectoriel de base {vg}o<r<k, on définit :
— la filtration décroissante FPV}, := Vect({ve}p<i<k),
— I’endomorphisme nilpotent N satisfaisant, pour tout 0 < £ < k, & N(vp) = vy_1,
— la forme bilinéaire @ satisfaisant, pour tout 0 < ¢ < k, & Q(vg, vp_p) = Oppr-

La filtration par le poids de cette structure de Hodge mixte polarisée est donnée par

WiVi = Veet ({or}ocpes).

L’orbite nilpotente associée a cette structure de Hodge mixte polarisée est une variation de
structure de Hodge polarisée sur A* de rayon suffisamment petit, on la note Hy. Le Q-systéme local
correspondant est donné par Iapplication de monodromie exp(/NV). La filtration de Hodge est donnée

par la formule suivante :

1
FPH,, := exp ( ;§ﬂ8N> FPV,.

On note {eg}o<r<k la base de sections holomorphes définie par

. 1 [logs\’
com it 3 L (Y

i
o<j<t

on a
505 -€er = ep_1,

et
Fka = @ Opxey.
p<t<k

On passe a la convention Za=-modules & droite et on note 77, le module de Hodge polarisé corres-
pondant & la variation de structure de Hodge polarisée Hy. En suivant I’équivalence de catégories du
théoréme [6.4.11], on va définir un module de Hodge mixte polarisé sur A. On considére les données
suivantes :

— 7%, vu comme module de Hodge mixte polarisé sur A*,

— la structure de Hodge mixte polarisée Vi vue comme module de Hodge mixte polarisé sur {0},

— les morphismes

u: g¥o1d, — Vi o v: Vi — gV
e v, v ee

Définition 7.1.2. On définit 'objet A4 € MHMP(A) en appliquant I’équivalence de catégories du

théoréme [6.4.11) au quadruplet
(%7 Vk? u7 v) *
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Le 9Aa-module & droite sous-jacent a 4% est engendré par les sections { &£ ou €y = %,
A ] k g p 5 ; 0= 20
0<r<k

On a

€r €r—1
— 805 = — .
S S

Considérons 'application
rg: A — A

s > t=s7"
Définition 7.1.3. On définit un module de Hodge mixte polarisé :

%,k = H?“q*c/%f.

On note VqQk le faisceau pervers rationnel sous-jacent a A4 et {vp,s}o<e<i la base naturelle de
) 1<p<q

p\Ilth@k. Le .@A-module a droite sous-jacent a .4 s’écrit

C—B m—%,k?

1<p<q

ot N_p 4, est le Za-module a droite engendré par les sections {5, 2 @} o1& »,:= 5 Pq¢'&. On
q’ q’ o<k a’
a

gPg't6t=—<1—p>2'gpg—gpgl. (71)
q’ q q’ q’

Ainsi, pour tout v € Q n[—1,0[ et pour tout k£ € N, N, , et facteur direct d'un module de Hodge
mixte polarisable.

D’autre part, pour tout o € Q n [—=1,0[ et pour tout k € N, 9, est égal & sont localisé. En
effet, si a €] — 1,0],

Volak = VaNar = Vo (ma,k(*{o})) =W (mox,k(*{o}))‘
Donc, d’apres la définition No ke = Nak[*{0}]. Pour a = —1, P'égalité ([7.1) donne

€1y

=€_1,0-0¢+€_10-1.

On en déduit que
Vot e VoM,

et donc, d’aprés la définition 6.4.10, que M_; p = N_1 x[+{0}].

7.2 Calcul de la V-filtration de 9,

Dans cette section, on fixe 99T un .@XXA—module sous-jacent & un module de Hodge mixte pola-
risable et on considére la projection

T X xA —> A
(z,t) — t°

On note Xy := X x {0}.
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Définition 7.2.1. Pour a € Q n [—1,0[ et k € N, on définit
Map =M 5@ (ﬁw*mmk) )

Remarque 7.2.2. Dans la définition on utilise le produit tensoriel entre deux J-modules &
droite, on le définit de la maniére suivante : soient I et N deux Zx-modules & droite, leur produit
tensoriel est donné par la formule suivante :

9)? 5@ ‘ﬁ = 93?®5X %Omﬁx(a}x,m).

Ce O x-module est muni de la structure de @X—module a droite provenant de la structure de @X—
module & gauche de #omg (@x,MN).

Proposition 7.2.3. Soient « € Q n [—1,0[ et k € N, le @XXA—module My est strictement R-
spécialisable le long de X et pour tout € R, on a :

Va(Map) = @ Virars (M[Xo]) Car-

0<t<k
avec la localisation de la définition |0.4.10,

Démonstration. D’aprés ce qui précede, M, ;. est facteur direct d'un @XX A-module sous-jacent a
un module de Hodge mixte polarisable, il est donc strictement R-spécialisable le long de Xj.

On note
Us(Ma) == D Vara+1 (M[xXo]) Eae-
o<t<k
Soit m € M[*Xo], fe Net ye R, on a
(M ®€n0)(tds +v2) = (M(t0; + 72 — (@ + 1)2)) @ €qp — M Q €q 01, (7.2)

ainsi, pour tout § € R, Ug(M, 1) est un %@XXA—module.
Montrons que Ug(M, 1) < Va(Mq ). Soit m € Vayai1 (M[*Xo]), il existe des polynomes
— b(s) = [[,ea(s —az) tel que pour tout a€ A, a < B +a+1,
- P(s)€e éXxA/A [s] & coefficients indépendants de 0
tels que
m - (b(td;) — tP(td)) = 0.

On déduit de 'égalité (7.2)) que
(M®@€u) - (b0 + (+1)2) —tP{td; + (a+ 1)2)) € P Vatat1 (M[=Xo]) Eae,

ot/ <t

or les racines de b (s + (a + 1)z) sont inférieures ou égales & 3, on montre ainsi par récurrence que
(M ®eqr) € Va(Mqr) et donc que Ug(My i) < V/g(ima,ﬁ).
Réciproquement, considérons la suite exacte de Vj(Zx )-modules :

0— Ug(Mak—1) = Ug(Mar) = Ug(Mayp) — 0,

d’aprés ce qui précede, il suffit de montrer que Ug(Mq0) = Va(Ma,0) pour conclure que Ug(My i) =
V(M i) pour tout k € N. Soit (m ® €n,0) € Va(May0), il existe des polynomes
— b(s) = [ [,ea(s — az) tel que pour tout a € A, a < 3,

~

— P(s) € Zxxa/als] a coefficients indépendants de 0y
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tels que

(m @ €a0) - (b(td:) — tP(td:)) = 0.
On déduit de I'égalité (7.2) que
[m - (b(td; — (e + 1)z) — tP(td; — (v + 1)2))] ® €n0 = 0,

et donc
m - (b(td; — (v + 1)z) — tP(td; — (a + 1)2)) = 0.

Finalement, m € V4q+1 (M[*X0]), ce qui conclut la démonstration.

7.3 Le morphisme Nils

Définition 7.3.1. Soit 9T un .@XX A-module sous-jacent a un module de Hodge mixte polarisable.
En suivant la proposition on définit le morphisme suivant :
X m — gr‘_/l (Mo k)

m — 2 [m - (t0y — az)ﬁ] ® €qr-

0<l<k

pN = gr

Définition 7.3.2. On considére ici le faisceau pervers rationnel VqQk de la définition Soit K €

Perv(Qxxa) un faisceau pervers rationnel sur X x A. On définit pN : pU4(K) — p¥; 1 (K p® pw!VqQk[l])
comme étant le morphisme de faisceaux pervers

Z (log TU)Z @ Upe
o<t<k
1<p<q

composé avec la projection de pW; sur pW; 1. Ici, T;, est la partie unipotente de la monodromie.

Définition 7.3.3. Soit .# € MHMP(X x A) un module de Hodge mixte sur X x A. Il existe
un ensemble fini A de nombres rationnels dans [—1,0[ tel que la V-filtration du Zx «a-module
sous-jacent & .# soit indexée par A + Z. Soit g € N tel que A {—§|1 < p < ¢}, on définit :

My =M g® g (M)

ou g7 est définit par Si M est un Zxxa-module, la monodromie sur p¥ ;DR xxA M
correspond & l'action de exp(2intd;) sur pW¥M. En combinant les définitions et |7.3.2] on
obtient un morphisme de modules de Hodge mixtes

HN : \Ilt(.//) e \Pt,l(%q,k)-

Lemme 7.3.4. Soit kq l'ordre de nilpotence de la multiplication & droite par (t0; — az) sur Wy .M
o \ := €% Alors, pour tout k = maXae[—1,0[ ka, le morphisme

cano gN : Uyl — Oy (Mg )

est nul.
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Démonstration. On vérifie cela sur la définition de xN. Le foncteur d’oubli de la catégorie des

modules de Hodge mixtes vers celle des Z-modules est fidele, donc si cano 5N est nul, alors cano yN
I’est aussi.

O
Définition 7.3.5. On a la suite exacte (2.24.3) de [Sai90, Corollaire 2.24|
0= piadl ' gi* (Meg) = Vin (Myp) == Qo1 (M) — win° i (M) — 0. (7.3)

Combiné avec le lemme précédent ceci fournit un morphisme naturel

Nils : Uyl — gi st yi* (M) -

Remarque 7.3.6. Ici, 7 est 'inclusion de Xy dans X x A. On note j : X x A* — X x A l'inclusion
du complémentaire de Xy. D’apreés la définition Hix I it M est le 71 du complexe

0— giuj* M — H — 0.

7.4 Morphisme naturel pour deux hypersurfaces

Dans cette section on construit, a ’aide de ce qui précéde, un morphismes de comparaison
entre Wy Wy, 4 et Uy, Wy, . # . Les objets intermédiaires apparaissant dans cette construction seront
définis & l'aide de foncteurs usuels. Grace au formalisme fonctorielle de M. Saito, le morphisme
de comparaison sera ainsi un morphisme définit dans la catégorie des modules de Hodge miztes
contrairement au morphisme qui découle de la proposition

Définition 7.4.1. Soit 4" € MHMP?(X), on dira que A est plat si le Zx-module qui lui est sous-
jacent est plat en tant que Ox-module.

Lemme 7.4.2. Si /" € MHMP(X) est plat, alors le foncteur -g® A est exact.

Démonstration. Le foncteur produit tensoriel dans la catégorie MHMP(X) correspond au produit
tensoriel des Zx-modules via le foncteur d’oubli naturel. Soit 0 — #, — #5 — #3 — 0 une
suite exacte dans MHMP(X) que I'on voit comme un complexe .#,. Pour tout i € Z, le Zx-module
sous-jacent a S (Myg® ) est nul par platitude du Ox-module sous-jacent a .4". On en déduit
que, pour tout i € Z, ' (Myg® A) est le module de Hodge mixte nul et donc que .#, y® A est
une suite exacte courte.

O]

Lemme 7.4.3. Soit i : Y — X [llinclusion d’une hypersurface lisse, M et A des objets de
MHMP(X) avec A plat. 1l existe un morphisme naturel

Hi*%_lHi*(//H(&/V) — (Hl*%_lHZ*//)H(@(/V (7.4)

Démonstration. Dans cette démonstration, on omettra l'indice H des foncteurs pour alléger les
notations. On va utiliser la définition de la remarque du foncteur 4,5 ~1i*. Notons j : X\Y —
X linclusion. On considére le carré commutatif suivant :

(") @ N MN

‘! |

e 6
Wi (Gg* ) @ N ) —— jij* (M @ N).
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Le foncteur ji7* ne dépend que de la restriction & X\Y, donc le morphisme ¢ est un isomorphisme.
On en déduit que le morphisme de complexes induit par f est un quasi-isomorphisme. On a donc
un morphisme de complexes

00— (j* )N —= M QN —0

e

0—jj (M@N) —= AN
Ceci induit un morphisme entre les J# ! des deux complexes, en appliquant la définition de la
remarque du foncteur i, ~1i*, on obtient le morphisme

i TV MRQN) — (15N R N,

on utilise ici 'exactitude du foncteur - ® A".

Considérons la projection

7= (m,m): X xA? — A?
(@,t1,t2) > (t1,t2).

On note H; := {t; = 0} pour i € {1,2}, on a les inclusions naturelles
- Z'1:H1;>XXA2,
- iQiHQHXXAQ,
~ (19t Hi 0 Hy > X x A2

On définit le module de Hodge mixte polarisable sur A? suivant :

Nk = Nk HE Ao ko

et
///%k =M gR HW!%,k-

Proposition 7.4.4. Soit .# € MHMP(X x A?), il existe des morphismes naturels

Hil*%ilHiT(HiQ*%ilHi;(‘///m,kl) H® Hﬂ?l%z,kz) (7'5)

|

Hi(1,2)*<%p_2HZ’z<172) (f%q,k)

|

. -1 . . -1 . |
Hioe ™ 15 (Hi1 HZT(‘//lquz) H® HT '/‘{117’61)'

Remarque 7.4.5. Le foncteur H’L'(LQ)*%_zHZ.ZkLQ) est ici aussi défini en suivant la définition w

Démonstration. On va construire le morphisme naturel
. —2 % . -1 = . -1 % !
Hl(l’g)*% HY(12) (//q,k) — i1 I HYq (HZQ*% Hly (jlqh/ﬁ) H® gmo %2,]@),

le deuxiéme s’en déduisant par symétrie. On omettra I'indice H des foncteurs pour alléger les nota-
tions. On note U; := HY = {t; # 0} pour i € {1,2}, on a les inclusions naturelles
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*jllUlHXXAg,

*jQ:UQ%XXA2,

- j(1’2) U nUs =X x (A*)2 — X X AQ.
D’aprés la définition , /&‘(1’2)*%72Z‘2‘1’2)(%q7k) est le 2 du complexe simple associé¢ au com-
plexe double suivant :

Tt Mgy ———— 4 (7.6)

T I
J(,2)13(1 2 Mgk — jo1j5 My k-

Considérons le carré cartésien

UlﬁUQLUl

bl

Uy —2 > X.

Par adjonction, on a une transformation naturelle de changement de base propre
Jagi = i

Si on applique ce morphisme & un module de Hodge mixte, les faisceaux pervers sous-jacents au noyau

et au conoyau sont nuls, car le changement de base propre est un isomorphisme dans la catégorie

des faisceaux pervers. Ainsi, le noyau et le conoyau sont nuls dans la catégorie MHMP(X). La

transformation naturelle de changement de base propre est donc un isomorphisme dans MHMP(X).
On en déduit I'isomorphisme de foncteurs

Ja2pdtiey = Juitiags

en utilisant I'égalité ji1 2y = j2 © j1. On déduit alors du complexe double (7.6) le diagramme com-
mutatif suivant, o les suites courtes sont exactes :

il*%_li’f (Mg 1) Jujt Mg —— ,///:Lk

| | |

il*e%p_ligf (jz!];«//q’k) %‘jl!jfﬁ!]gﬁq,k H']'Q!ljékjlq,k:

|

i1x V1Y (00705 (M) -

On a i1, _22”1“ = 0, donc l'exactitude de la suite courte verticale provient du résultat analogue
pour les faisceaux pervers. Comme i1 9)4 7 *21'2‘1 ) (Mg ) est le ~2 du complexe simple associé

au complexe double (7.6, on a I'isomorphisme
i(l’z)*e%pi%ag) (./lq,k) ~ Z‘l*i%ﬂiliaf (ig*%fll; (e//q,k)) . (7.7)

Le module de Hodge mixte H7T2!</‘{12’k2 est plat au sens de la définition En effet, d’aprés la
définition le Zx a2-module qui lui est sous-jacent est I'image inverse au sens des Z-modules
du module sous-jacent & .47, ,. Ce dernier est un &a-module libre et sont image inverse par la
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projection sur A est encore libre donc plate. On applique alors le lemme a ig, Mg i, €t
172 Ay ky- On obtient le morphisme

Z‘Q*%ili; (‘//lq,k) - Z‘Q*i%pili; (‘//lql,kl) ® 772!'/%12,162' (7'8)

En combinant les morphismes ([7.7)) et ([7.8]), on obtient le morphisme attendu.
O

En appliquant le morphisme Nils de la définition pour les fonctions ¢; : X x A2 — C et
to : X x A? — C, on ajoute deux morphismes au diagramme (7.5 de la facon suivante :

Wy, Uy M — iy 0 i (e 0 i3 (Myy py) H® 572 Ny 1) (7.9)

|

Hi(1,2)*e%”*2HiZ‘1,g)(///q,k)

|

. -1 . -1 - |
\Ijtijh%*)Hl%k% Hlék (Hll*% HZT(%qh]ﬂ) H® HT1 ‘/‘{12,192) .

7.5 Application du foncteur d’oubli

Dans cette section, on considére encore la projection

m=(m,m): X xA? — A?
(2, t1,t2) > (t1,t2).

On note H := {H;, Ha}. Soit M un Zx . a2-module a droite cohérent tel que le couple (H, M) soit
sans pente. D’aprés le corollaire [2.1.13] la V-multifiltration canonique vérifie pour tout (aq, as) € C?,

VH1 VH2 VH Hoy VHl

8, 8o, M @gral,wj\/l l)ngQ gry, M. (7.10)

Définition 7.5.1. Soit N, i le Za-module sous-jacent au @A—module de la définition Soient
a€[-1,0[? et k € N2, on définit le Zx2-module suivant :

Neak := Nay gy DI Nag ko

pour 0 < £ < k, on note
€a,l ‘= €aq,0q ® Cag,la-

On définit
Ma,k: =M p® DW*Na,k~

Proposition 7.5.2. Soient a € [—1,0[% et k € N2. Sous les hypothéses précédentes, le couple
(H, Mq.) est sans pente et pour tout B € C?, ona:

VoMas) = @ Vasass (Mg 1) car

0<et<k tit

Démonstration. C’est le cas p = 2 de la proposition [2.5.4]
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Définition 7.5.3. On définit le morphisme suivant :

H H
pN(2): grp M — gty 1 Mak

m — Z m - (t10y — 1) (t20r, — 2)? ® eqe-
0<t<k

Proposition 7.5.4. Considérons le complexe double suivant :

-0t
gV o Mag —> g1ty Mak (7.11)

'51&2T ~0t2T

H Uty H
g’ Magk —grf 1 Mak
et notons Gr, le complexe simple associé, concentré en degrés —2, —1 et 0. Si, pouri =1 et i =2,

k; est plus grand que Uordre de nilpotence de la multiplication a droite par (t;0r, — ;) sur grgHM,
alors le morphisme pN(q 9) se factorise en un isomorphisme

pN(1 2 : gt M > #72(Gr).

Démonstration. Par définition, .#2(Gr,) est I'intersection des noyaux de la multiplication & droite
par o, : gr‘_/i_lMa,k — gr&ill./\/la,k et par dy, : gr‘_/i_l_/\/lmk — gr‘_/ioMa,k- D’autre part la multi-
plication a droite par t1 et to sur Mg, i étant bijective, les propriétés de la V-multifiltration canonique
assurent que les morphismes de multiplication & droite par ¢ : gr(‘{ ?1/\/1,17,c — gr‘_/i_lj\/la,k et par

to : grYiOMo‘,k — gr‘_/i_lj\/lajk sont bijectifs. On a donc

H7Gr,) = ) ker[-dti cgr¥)  Mag = g1’y 1 Magl: (7.12)

1<i<2

D’aprés la proposition un élément de grYiflMo"k est de la forme suivante :

Z My, e, @ €a e

0l <k
0<la<ko

ti1to
et seulement si pour tout couple (¢1,¢3) :

ot les my, ¢, sont dans gr’/" (M[LD D’aprés 1'égalité (7.12)), cet élément est dans 7 2(Gr,) si

My 0y - (1108 — Q1) — Mgy 11,0, = Mgy 0y - (8201, — a2) — Mgy 0541 = 0,
ce qui est équivalent & avoir pour tout couple ({1, /¢s) :
My, = Mo - (818, — o1)" (8261, — a2)®.
D’autre part, comme a1 < 0 et ag < 0, on a grgH (M[ﬁ]) = grgH (M). En notant que, d’aprés
I’hypothése faite sur la taille des k;, pour tout m € grgH (M)
m - (t10y, — o)™ = m - (t2dy, — ag)*? =0,

on conclut que pN(y oy se factorise en un isomorphisme

pN(12) i e M = #7(Gr).
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Lemme 7.5.5. On a un isomorphisme naturel
Di2)s# Dify 9)(Mak) = H#*(Gr.).

Démonstration. En suivant la démonstration de la proposition [7.4.4] on observe qu’on a les isomor-
phismes naturels

. 1 a1 . 1 4 ~ . —9 . ~ . -1 1 . 1 4
Digw ™ Diypi1x ™ Diy(Mak) < Di(2)s /" Di(1 9)(Mak) = pira? ™ Dii1pisudt’ ™ piz(Mak)

Dans la catégorie des Z-modules, on a encore la suite exacte (7.3) (cf [Sai90, (2.24.3)]). On
I'applique deux fois au complexe double ([7.11)) et, en utilisant l'exactitude des foncteurs cycles
proches, on obtient le diagramme de suites exactes suivant :

H? . 1 VvH yH
()*>gr(‘)/ (Dzl*%” 1D7,‘1Ma,k) grlioMak gr0.0 Mak

H H
grYLilMa,k; gr}]/zflMa k

)

H2
. -1
0—=g")" (pir s pitMa)

. -2 .1 1 i . 1 . .
0 — Di(1,2)+ DY(19) (Mag) — grYf (D22*<%”_1Dz!2/\/la,k) — grgH (022*%_113@!2/\/1,171@)

0 0 0.

Les lignes et les colonnes de ce diagramme étant exactes, on a bien un isomorphisme

Di(12)s 7 iy 9 (Mag) = A2 (Gr.).

On déduit du lemme [7.5.5] et de la proposition [7.5.4] un isomorphisme
H ~ . — .|
grey M 5> pig oyt ?pif1 9y (Mak)-

On combine ceci aux morphismes ([7.10) et au diagramme ([7.9)) auquel on applique le foncteur d’oubli
de la catégorie des modules de Hodge mixtes vers celle des Zx-modules et on obtient le diagramme
commutatif suivant :

(a) . 1 . 1 .
gV eV M ——> piy A il (pige T Diy(Mag k) D® DT1*Nay iy (7.13)

aq [e %5}

| T

ngHM Di(172)*%_2Di!(172) (Ma k)

| l

Hy Hy . -1 ! . -1 _ ;!
gr&; grgl M —— Do, I " pis (Dzl*% DZl(Mm,lﬂ) DX D7T2*Na27k2) .

Proposition 7.5.6. Le morphisme (a) est un isomorphisme.

Démonstration. On montre, de la méme fagon que pour la proposition m que pour j € {1,2}
ngjHj./\/l ~ Dij*%ﬂflpi;’(/\/laj,kj)

pour ki et ko suffisamment grands. Il suffit alors d’appliquer deux fois cet isomorphisme pour

conclure.

O
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7.6 Théoréme de commutativité

Théoréme 7.6.1. Soit .# € MHMP(X x A?) un module de Hodge mizte sur X x A%, tel que le
couple (H, M) soit sans pente ot M est le Dx , p2-module a droite sous-jacent & A . On a alors un

isomorphisme
‘lltl\Ith% >~ ‘I’tQ\Ith%.

Démonstration. On considére le diagramme ((7.9)

. -1 . -1 |
Uy Uiyl — iy 0 i} (it 1is( Moy jy) 5® 1ma' N i)

|

Hi(1,2)*<%072Hi2‘172) (My1)

|

. -1 . -1 - |
\Ijtgqjtlf%*)HZQ*% HZ,Qk (Hll*% HZT(%qh/ﬂ) H® HT1 ‘/‘{12,192) .

On va montrer que sous les hypothéses du théoréme, toutes les fléches de ce diagramme sont des
isomorphismes. Quand on applique le foncteur d’oubli de la catégorie des modules de Hodge mixtes
vers celle des Zx-modules a droite, le diagramme et la proposition assurent que les
fleches du diagramme sont des isomorphismes dans la catégorie des Zx-modules & droite. Or,
d’aprés la proposition [6.4.6] un morphisme de modules de Hodge mixtes qui est un isomorphisme
entre les Zx-modules & droite sous-jacents est un isomorphisme de modules de Hodge mixtes. Ainsi,
on obtient un isomorphisme

\Iltl \Iltz'% >~ \Iltg \Ptlﬂ.

Considérons la projection

= (m,.,mp): X xAP - AP
(z,t1, .. tp) > (b1, .. tp)

et H:={Hi,...,Hp} ou H; := {t; = 0}. On déduit du théoréme le corollaire suivant.

Corollaire 7.6.2. Soit .# € MHMP(X x AP) un module de Hodge mixte sur X x AP tel que le
couple (H, M) soit sans pente ot M est le Dxxar-module a droite sous-jacent & A . Alors, pour
tout permutation o de {1,...,p}, on a un isomorphisme

\Iltl---qjtp% ~ \Ijt(,(l)---\pt %

a(p) 7 -

Démonstration. On utilise la proposition qui assure que si (H, M) est sans pente alors pour
tout I < {1,...,p} le couple (Hye, ngIHI M) est sans pente. On peut donc appliquer autant de fois
qu’il est nécessaire le théoréme aux couples de foncteurs ¥y, qui se succédent. On obtient ainsi
I’isomorphisme recherché.

O
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Chapitre 8

Modules de Hodge mixtes sans pente

Dans ce chapitre, on définit une condition analogue & la condition sans pente pour un Z-module
filtré. Cette condition sera appelée R-multispécialisabilité stricte. On considérera en réalité le module
de Rees associé a un module filtré (cf. [A.2.6). On définira la R-multispécialisabilité stricte pour un
Rp%-module.

Dans la section 8.1, on définit la R-multispécialisabilité stricte. On établit ensuite le lien entre le
cas des Z-modules filtrés et celui des Rrp Z-modules quand ceux-ci sont sous-jacents & un module de
Hodge mixte. On verra que la notion de compatibilité des filtrations joue un role central (cf. .

Dans la section 8.2, on démontre la stabilité de la condition R-multispécialisabilité stricte par
image directe propre. C’est ’analogue du théoréme d’image directe de M. Saito pour les modules
de Hodge mixtes. L’approche utilisant les RrpZ-modules différe de celle de M. Saito qui considére
des Z-modules filtrés. Ceci nous permet d’évoluer dans une catégorie abélienne et de manipuler plus
aisément le foncteur d’image directe dans la catégorie dérivée correspondante.

Dans la section 8.3, on étudie le comportement des filtrations par le poids. On s’attend & ob-
server le méme comportement que dans le cas d’une variation de structures de Hodge polarisable
au voisinage d'un diviseur & croisement normaux. On démontre la stabilité de cette condition par
image directe par un morphisme projectif.

Dans la section 8.4, on s’intéresse au cas des hypersurfaces a singularité quasi-ordinaires. Certains
modules de Hodge purs supportés sur de telles singularités apparaissent naturellement comme I'image
directe de variation de structures de Hodge définies en dehors d’un diviseur & croisement normal.
On pourra ainsi leur appliquer les résultats des sections précédentes.

8.1 Condition de R-multispécialisabilité stricte

Ici, on définit la R-multispécialisabilité stricte et on démontre le lien entre cette condition et la
compatibilité des différentes filtrations en jeu au sens de la définition

Définition 8.1.1 (multispécialisabilité). Soient H := {Hj, ..., H,} p hypersurfaces lisses de X et
soit M un Zx-module (& droite) cohérent.

1. On dit que 91 est multispécialisable le long de H, si au voisinage de tout point, il existe une
bonne V-multifiltration U9t de M, des polyndmes b;(s) = [ [(s — a;z) (pour 1 < ¢ < p) et
des entiers ¢; € N (pour 1 < i < p) tels que pour tout k € ZP

Ukm . Zeibi(Ei - kiz) c kalim. (8.1)
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2. On dit que M est multispécialisable par section le long de H si, pour toute section locale m de
M et pour tout 1 < i < p, il existe 4; € N, bi(s) = [[(s — a;2) et P, € V_1,Px tels que

m - (Z&bl(El) — Pz) =0. (8.2)

Remarque 8.1.2. — Ces deux définitions sont équivalentes, et si elles sont satisfaites, alors la

condition 1. I'est pour toute bonne V-multifiltration.

— Si M est multispécialisable le long de H, les polynomes unitaires de plus bas degré vérifiant
I’équation ou I’équation sont appelés polynomes de Bernstein faibles.

— Si ces deux propriétés sont vérifiées et si les racines des polyndémes b; sont réelles, on dit que
I est R-multispécialisable le long de H.

— Dans le cas R-multispécialisable par section, on peut définir la multifiltration par 'ordre le
long de H, en considérant les polynomes unitaires de plus bas degré vérifiant les équations
pour une section locale m donnée.

Définition 8.1.3. Soit M un Zx-module tel que le couple (H, M) soit sans pente et tel que les
racines des polynémes de Bernstein-Sato soient réelles. On dira également que M est R-multispéciali-
sable le long de H.

Lemme 8.1.4. Soit M un Px-module cohérent muni d’une F-filtration cohérente. Si M est R-
multispécialisable le long de H, alors le module de Rees Rp M est R-multispécialisable le long de H
et réciproquement.

Démonstration. Supposons que M est R-multispécialisable le long de H. Soit m une section locale de
RpM, elle s’écrit comme une somme finie > myz* ot my, € Fj M pour tout k € Z. On va construire
une équation du type pour m, en raisonnant par récurrence sur le nombre de my non nuls.

Fixons 1 < i < pet k € Z tel que my, # 0. Par hypothese, il existe un polynome b; ;(s) = | [(s—a;)
et un opérateur différentiel P, € V_1,Zx tels que

my - (bix(E;) — Pig) = 0.

Notons
ko
P@k = Z ak(az)é’k
k=0
On définit

ko
Pi,k: Z Zko—\k|ak(m)5k
k=0

et bf;ﬁ(s) = zko—deg(bix) (s — y2). Le morphisme de multiplication par (bf;g(E,,) - ]3;;) est un
morphisme gradué de degré ky de .# qui annule la section myz*. On peut alors appliquer I'hypothése
de récurrence a la section m - (bf;g(Ez) - 15;;) pour construire une équation du type pour m.
On a montré que RpM est R-multispécialisable par section le long de H.

Réciproquement, supposons que Rr M soit R-multispécialisable par section le long de H, et soit
m une section locale de M. Il existe k € Z tel que m € F M. Par hypothése, pour tout 1 < ¢ < p, il
existe un entier ¢; € N, un polynéme b; 1.(s) = [ [(s — a;) et un opérateur différentiel P, € V,liéx
tels que

mz¥ - (24ib; 1 (E;) — Pig) = 0.

En fixant z = 1, on montre que M est R-multispécialisable par section le long de H.
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Définition 8.1.5 (R-multispécialisabilité stricte). Soit 9T un Px-module R-multispécialisable le
long de H. On dit que 90 est strictement R-multispécialisable le long de H, si

1. il existe un ensemble fini A €] —1,0]? tel que la multifiltration par 'ordre le long de H est une
bonne V-multifiltration indexée par A + Z?,
2. pour tout I < {1,...,p} et tout v € RP, Vo M/Vqa; ;e M est strict,

3. pour tout 1 < i < p et tout a; < 0, le morphisme ¢; : gro, M — gry,_1, 9N est surjecti,

NN

4. pour tout 1 <4 < p et tout a; > —1, le morphisme 9; : gr, 9 — graﬂifm(—l) est surjectif.

Dans ce cas-1a, on appelle la V-multifiltration par Uordre V -multifiltration canonique.

Remarque 8.1.6.

Si 9 est strictement R-multispécialisable le long de H, alors
— pour tout 1 < ¢ < p et tout a; < 0, le morphisme ¢; : gr, M — gr,_1, M est un isomorphisme,
— pour tout 1 < 7 < p et tout oy > —1, le morphisme 0; : gr,™M — gr, 1, M(—1) est un
isomorphisme.

Démonstration.

Soit m une section de gr, 9 alors, pour tout 1 < i < p, m est annulé par un opérateur de la forme
(B — ayz)ke.

— Soit m une section non nulle de gr 9. Supposons que m - t; = 0, alors m - 2%k afi = 0. Or,
d’apres le point 2., gr 9 est strict donc a; = 0. Ainsi, pour tout 1 < i < p et tout a;; <0, le
morphisme #; : gro, M — gry,_q, 9N est injectif.

— Soit m une section non nulle de gr, 9. Supposons que m-d; = 0, alors m- 25 % (a; +-1)% = 0.
Or, d’aprés le point 2., gr 9 est strict donc a; = —1. Ainsi, pour tout 1 < ¢ < p et tout
a; > —1, le morphisme #; : gro, M — gr,_q, 9N est injectif.

O

Proposition 8.1.7. Soit M un Zx-module cohérent, R-multispécialisable le long de H et muni
d’une F-filtration cohérente tel que

1. le module de Rees RpM est sous-jacent a un module de Hodge mixte,
2. les filtrations (FyM, VM, ..., VEM) sont compatibles.
Alors RpM est strictement R-multispécialisable le long de H.

Démonstration. D’aprés le lemme [8.1.4] Rp M est R-multispécialisable le long de H. On définit une
V-multifiltration de RpM de la fagon suivante :

UaRpM := @ (FyVaM)2P. (8.3)

pEZ

Par définition, il existe un ensemble fini A <] — 1,0]? tel que cette V-multifiltration est indexée
par A+7ZP. Les filtrations (F, M, V! M, ..., VP M) étant compatibles, on obtient immédiatement que
pour tout I < {1,...,p} et tout @ € RP, UoRpM/Ucq;,a,e REM = Rp (VaM/Vea, o, M), done
UaRFM/Ucq; 00;c REM est strict.

Soit mzP une section locale de (F,VoM)2P, pour tout 1 < i < p, il existe un entier v; tel que

M) PV

mzp(ti6i - aiz)w € (FP+ViVa1,...,<ai,...,ap

ainsi, on a U RpM < Vo Rp M.
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On va montrer que la V-multifiltration U, Rp M est une bonne V-multifiltration, ceci impliquera
que c’est la V-multifiltration canonique et donc que les points 1. et 2. de la définition [8:I.5] sont
vérifies. On commence par montrer les points 3. et 4. de la définition 8.1.5] Le module de Rees RpM
étant sous-jacent & un module de Hodge mixte, il est strictement R-spécialisable le long de toute
hypersurface, en particulier on a pour tout 1 < ¢ < p:

(a’) Vpet Va; <0,t; : FpVa[fi/\/l — FpVanilM est un isomorphisme,

(b’) Vp et Vo > —1,0; : Fpgr(‘)/jij\/l — Fpﬂgrg’;HM est un isomorphisme.
D’autre part, on déduit de la propriété de R-multispécialisabilité de M que, pour tout 1 <7 < p:

(") Yoy <0,t; : Vo M — V1, M est un isomorphisme,

(b”) Ya; > —1,0; : gro M — gr, 1. M est un isomorphisme.
On peut alors déduire que pour tout 1 < i < p:

(a) Vpet Va; <0,t; : F,VaM — F,Vq 1, M est un isomorphisme,

(b) Vpet Va; > —1,0; : Fpgro M — Fpi18r4 1, M est un isomorphisme.
Démontrons @, pour alléger les notations, on prend ¢ = 1. L’injectivité découle immédiatement de
Pour la surjectivité, on utilise la compatibilité des filtrations. Soit m € Fp118r44q, M et m €
Fp+1Va27,,,7apgrgll+1M un représentant.‘ D’aprés la surjectivité de |(b”)] il existe m € Fpgr&M telle
que dym = m. D’aprés la surjectivité de (b”)l, il existe m’ € Va%,,%grgll./\/( etn e Z§:2 Va27,,_,<aj7._,,apgr&+1./\/l
telles que 01m’' = n + m. Pour 2 < 1 < p, il existe des réels §; tels que 5; = «a; et m —m' €

) N 99 : \% Vs .

Vs,....8,8Tet M. D’aprés |(b”)| le morphisme 0y : 8r528T0, Bs...8, M — BI58Ta 41,6,..8,/M est in-

jectif. Or, la classe de n dans gr}ggraﬁlﬁ?)mﬁp/\/l est nulle et d1(m —m') = n. On en déduit que
m—m' € Vg, . g gret M. Ainsi, on montre par induction que m—m’ € Vu, ... q,8r5! M. Finalement,
m € FpVa%._,,apgrgllM et 0ym = m, d’ou la surjectivité dans L’assertion m se démontre de
maniére analogue.

Ceci implique clairement les points 3. et 4. de la définition [8.I.5|pour la V-multifiltration Uy Rp M.

Il reste donc & montrer que c’est une bonne V-multifiltration. Etant donné que I’ensemble A
des indices dans [—1,0]? de la multifiltration U, RpM est fini, pour montrer la cohérence il suffit
de montrer que pour tout a € [—1,0]?, le module Uy RpM est Vo RpPx-cohérent, et de conclure
en utilisant les deux isomorphismes ci-dessus. On va montrer plus précisément que Uy RpM est
Rp9x jcr-cohérent oti 'on considere des équations locales réduites (t1,...,t,) : X — CP de H.

Montrons que F,VoM est Ox-cohérent pour tout p. Le module M est R-multispécialisable le
long de H donc VoM est VoD x-cohérent, on peut donc filtrer VoM par des sous-modules Ox-
cohérents (Vo M);. La suite croissante de Ox-modules cohérents F, M n (VoM); est incluse dans
FyM donc elle stationne localement, ainsi F},Vo M est Ox-cohérent.

Il reste & montrer que, localement, il existe po tel que F,Zx cp - FpyVaM = Fpip,VaM pour
tout p = 0. Le module de Rees Rrp M est sous-jacent & un module de Hodge mixte et les filtrations
(FLM,VIM, ..., VEM) sont compatibles, donc Rpgr, M est également sous-jacent & un module de
Hodge mixte sur n;H; et est donc Rp %, g,-cohérent. On en déduit la Rp %, g,-cohérence de

> RpVa1,M

1<i<p

et donc l'existence de pg tel que, pour tout p = 0,
FpoVaM _ FpipoVaM
3 FpVar,M ) FpipgVa-1,M

1<i<p 1<i<p

Fp@mHi ’
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Notons U,y 1= FpDx cr * FpoVaM. D’apres @ si a € [—1,0[P, alors on peut réécrire I’égalité

B.4) :

Uap _ FpipoVaM
2 Uap - ti Z FpipgVaM - t;
1<i<p 1<i<p
Par le lemme de Nakayama, ceci implique que Uq,p = Fpyp, VoM au voisinage de n; H;.

Il reste a traiter le cas ol a; = 0 pour un indice 1 < ¢ < p. On raisonne par récurrence sur le
nombre d’indices 1 < 7 < tels que o; = 0. Pour simplifier, on suppose qu’il existe 1 < k < p tel que
(a1, ..., ar) € [-1,0[F et agy1 = ... = o, = 0. On peut appliquer ce qui précéde a RFgrg,ffll,',','aI{f’M
et en déduire que

Fp@(ﬂDk H;)/Ck Fpo Va1---ockgrak+1...apM = Fp+po Va1---akgrak+1...apM-
On peut réécrire cette égalité

FyipgVaM = FyDxjcoFpVaM + Y FypipyVay...<asapM.

k+1<i<p

Dans la somme de droite, on a diminué de 1 le nombre d’indices 1 < ¢ < tels que a; = 0. Ainsi,
par hypothése de récurrence, on a

Fp+pova1...<o¢i...apM = Fp@X/CPFpOVozl...<ai...osz

et on en déduit que
FpipoVaM = F,Dx jcp Fpy VoM.

La multifiltration (8.3)) est donc une bonne V-multifiltration de RpM, on en déduit que c’est la
multifiltration canonique, ce qui donne les points 1. et 2. de la définition [8.1.5]et permet de conclure

la démonstration de la proposition.
O

Dans 'autre sens, la stricte R-multispécialisabilité implique la compatibilité des filtrations.

Proposition 8.1.8. Si RpM est strictement R-multispécialisable le long de H, alors les filtrations
(FLM,VIM, ..., VEM) sont compatibles.

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, on notera .# le C[z,y1,...,yp]-module obtenu
par la construction de Rees de la définition [A:2.6] & partir de M, de la filtration F,M et des V-
filtrations canoniques V.”* M. Pour montrer la compatibilité des filtrations, on montrera que .# est
un Clz,y1, ..., yp|-module plat (proposition . D’aprés le corollaire il suffit de montrer
que, pour tout 0 < k < p, la suite y1, ..., yx, 2 est réguliére.

Commengons par montrer que la multiplication par y, sur .4 /(y1, ..., yo—1)-# est injective pour
tout 1 < ¢ < k. Considérons le diagramme suivant :

%/(yh“vyefl)% % ‘%/(ylw“ay@fl)%

| l

M1y o1, 7 = V)l =L )1,y yp 1,7 — 1) M

D’aprés le lemme M est R-multispécialisable le long de H. D’aprés la proposition [2.1.12
les filtrations (V1 M, ...,V.Hp M) de M sont donc compatibles. On en déduit que le morphisme
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horizontal inférieur du diagramme précédent est injectif. D’aprés le point 2. de la définition [8.1.5]
MY, ..., Yo—1)-# est un C[z]-module gradué strict, de plus, la multiplication par yy sur A /(y1, ..., ye—1) #
est un morphisme de C[z]-modules gradués de degré zéro. Ceci implique que la multiplication par
ye sur A /(y1,...,Ye—1)-# est injective. De la méme maniére, .#/(y1, ..., yr).# est un C[z]-module
strict d’aprés le point 2. de la définition la multiplication par z est donc injective. La suite
Y1, ..., Yk, 2 est donc réguliére et ceci conclut la démonstration de la proposition.

O

Proposition 8.1.9. Soit I c {1,...,p} et notons Hy := {H;}ier. Soit M un Px-module cohérent
muni d’une F-filtration cohérente tel que RpM est sous-jacent a un module de Hodge mixte. Si
RpM est strictement R-multispécialisable le long de H, alors

- RpM est strictement R-multispécialisable le long de Hy,

— la VBI_multifiltration canonique de RpM satisfait o : VCEIRFM = 2 VOI:I’

I,&xjc

RpM,
a]ce(clc

— pour tout g € RI, grEIIRF./\/l est strictement R-multispécialisable le long de Hpe.

Démonstration. D’aprés [Mail3l corollaire 1] M est R-multispécialisable le long de Hj. De plus,
d’aprés la proposition les filtrations (FoM,VIM,...,VPM) sont compatibles, on a donc
la compatibilité des filtrations (Fo M, {ViM}es). La proposition donne donc la strict R-
multispécialisabilité de RpM le long de Hj.

On déduit de Iégalité de la preuve de la proposition et de [Mail3l corollaire 1] que la
VHI_multifiltration canonique de RpM satisfait a : V£1RFM = Z V,Efalc RpM.

aceCl®

La compatibilité des filtrations implique que grgll RpM = RFgrEII M est sous-jacent & un mo-
dule de Hodge mixte. De plus, d’aprés les filtrations (F,gri M, {VfgrEj M}iere) sont encore
compatibles. On déduit une fois encore grace a la proposition que grgj RpM est strictement
R-multispécialisable le long de Hje.

O

8.2 Image directe

On montre ici la stabilité de la condition strictement R-multispécialisable par image directe
propre. On montre également la commutativité, sous cette condition, de la V-multifiltration cano-
nique et de ses gradués avec 'image directe propre.

Théoréme 8.2.1. Soith : X — Y une application holomorphe propre entre deux variétés complezes,
et f=hxId: X xCP —-Y xCP. On note H l’ensemble des hyperplans d’équation {t; = 0} pour
1 <i < poulest; sont les coordonnées de CP. Soit M un PDx xcr-module cohérent muni d’une
bonne F-filtration. On suppose que RpM est strictement R-multispécialisable le long de H et que
RpM est sous-jacent & un module de Hodge mizte. Alors pour tout k € 7, :

~ le Rp Dy wcr-module H* f(RpM) est strictement R-multispécialisable le long de H.

— Pour tout o € CP, la V-multifiltration canonique par rapport aux fonctions (t1,...,tp) satisfait
a
HE o (VaRpM) ~ Vo HE fo(REM) (8.5)
et a
HE fu(gra REM) = gro HE fo(REM). (8.6)
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Démonstration. On définit une V-multifiltration de H* f,(RrM) de la maniére suivante :
UaMF fo(REM) := image[H f. (Vo R M) — HE f(REM)]. (8.7)
On va commencer par trouver localement, pour tout 1 < ¢ < p, des polynémes satisfaisant &
(UaH* fu(REM))bi(E; — 0i2) < (Ua1,HE fo(REM))
et dont les racines sont dans l'intervalle [—1,0[. On va ensuite montrer que le morphisme naturel
H* fu(VaRpM) — HE fo(RpM)

est une injection, que la V-multifiltration (8.7) est une bonne V-multifiltration et qu’elle vérifie
les propriétés de la V-multifiltration canonique. Ceci impliquera que H* f,(RpM) est strictement
R-multispécialisable le long de H et fournira 'isomorphisme naturel (8.5). Enfin, on construira

I’isomorphisme .

Polynémes annulateurs. Soit (y,t) € Y x CP et soit 1 < 7 < p, on va trouver un polyndme b;(s) €
C[s] vérifiant pour tout a € CP, (UaH* fx(RpM))(y1)bi(Bi — aiz) © (Ua—1,H* fo (RpM)) (1) Soit
x € f~Y(y), par définition de la V-multifiltration canonique il existe un voisinage ouvert U de (z, 1)
et un polynome b7 (s) € C[s] vérifiant pour tout a € CP, Vo Rp M |7 (E; — jz) © Vo1, REM | et
dont les racines sont dans l'intervalle [—1,0[. L’application f étant propre, f~!(y) est compact, il
existe donc un ensemble fini J, des points x; € f ~1(y) pour tout j € I et un voisinage ouvert V de
f~Hy) x {t} tels que
VaReMiy | [0 (Ei — 0i2) © Va_1,RpM]|,y.
JjeJ

Par fonctorialité, 'action de E; sur le Zx-module Vo Rp M /Vy_1, RpM descend a
(Va1 REM)) | (Uama, HE Fu(REM))
et _
(UaH fu(REM)) (g0 [ [ 7 (Bi — i2) © (Ua1, H" fu(REM)) (.19
jeJ

Les racines des polynomes b;’ (s) sont dans Uintervalle [—1, 0[.

Injectivité. Montrons que le morphisme naturel
HE fo (VaRpM) — HE f . (REM)

est une injection. On va montrer ceci par récurrence sur I’entier p, en utilisant la propriété 7.5.8 de
IMS02|. On va montrer que les deux morphismes suivants sont des injections :

{t1 = 0}. Pour considérer U,, N* comme un sous objet de A'*, on utilise ici une définition du
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foncteur fy avec des résolutions explicites données dans [MS02| définition 4.3.3, fxRpM est le
complexe simple associé au complexe double

f+RpM := f,God® (RFM QRpay .o SPX xCry xcr(RFEDx xcr)) -

Le morphisme (1) se réécrit
HE(Ua, N*) 3 HE(N®).

Vérifions les trois hypothéses de la propriété 7.5.8 de [MS02] :
1. Montrons que gr/ N'* est strict, c’est-a-dire que pour tout ke N, HFgrY N'* est strict. On
a, par compatibilité des ﬁltrations HrEgrU N = HF f*(vaz, saberft RpM). Par définition des
modules de Hodge mixtes, gr ! Rp M satisfait également aux hypothéses du théoréme. Par
récurrence on obtient donc

HE fo(Var 2ot gri Rp M) = Va2 HE fu(grfi RpM).

D’aprés le théoréme d’image directe m grgl1 RpM étant sous-jacent & un module de Hodge
mixte, 1" f,(grlt Rp M) est strict. Ainsi gr/ V'* est strict.

2. La stricte R-spécialisabilité et le fait que f est propre permettent de montrer, comme précé-
demment, I’existence de polynomes annulateurs de gr/ N'* et donc I’hypothése de monodromie
de la propriété 7.5.8 de [MS02].

3. Par définition de la V-multifiltration canonique, pour a7 < 0, la multiplication & droite par t;
induit un isomorphisme ¢ : Uy, N7 = U,, 1 N7 pour tout j.

4. La remarque 4.3.4(4) de [MS02] assure que pour k > 2dimX +p et pour tout oy, H¥(Un, N*) =
0.

Ainsi, le morphisme (1) est injectif. On applique 'hypothése de récurrence pour montrer que le
morphisme (2) est une injection. Le morphisme naturel

HE o (VaRp M) — H* fo(Rp M) (8.8)
est bien une injection. Ainsi on a

HE fo (VaRpM) = UaHE fo(RpM) (8.9)
De plus la propriété 7.5.8 de [MS02| fournit également ’égalité

grgi%kf*(vag,---@pRFM) H* I\ 7OCpgra1RFM) (8.10)

Propriétés de bonne V-multifiltration. Montrons que la V-multifiltration (8.7)) est une bonne
V-multifiltration. Il faut montrer que, pour tout a € CP, la V-multifiltration Uy yo(H* fo(RpM))
(indicée par ZP) est bonne. Pour alléger les notations, on traite le cas a = 0. D’apres on a

HE fo (VikREM) 5> U (HE fo(REM)). (8.11)

La propriété de compatibilité assure que VxyRpM = Rp(ViM), donc Vi RpM est un VoéyX@p—
module cohérent et strict. Il est donc filtré par les Oy xcr-modules

Z FngMZe

0<l<p
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qui en donnent une bonne filtration. Comme f est propre on peut alors appliquer le théoréme
de cohérence de Grauert a ces Oy cp-modules. On en déduit que H* f, (Vi RpM) est Vo.@chp—
cohérente. Ainsi, Ug(H* f+(RpM)) est Vo Py xco-cohérent.
Notons que, pour tout 1 < i < p et k € ZP vérifiant k; < —1, I'isomorphisme de multiplication
par t;
ti - Vie.M = kaliM

induit un isomorphisme
ti : Up(H* fo(RpM)) = Ug_1,(H* fu(REM)). (8.12)
Pour alléger les notations on note ici 91 a la place de Rp M. Considérons la suite exacte courte
0— Vi1, - Vi — Vi /Vi_ 1,9 — 0
et appliquons le foncteur f,. On a la suite exacte longue associée,
= HE fo(Vieo1,90) — HE £ (Vi) — HE fo (Ve Vi1, 00) —
HE o (Ve ) — HEPL £ (VeIR) — .

D’aprés (88.8), le premier morphisme et le dernier morphisme sont injectifs, on a donc la suite exacte
courte

0 — Up—1,H* £ (M) — UpHE £ (D) — HE £ (VD Vi1, 900) — 0.

Considérons le diagramme commutatif suivant :

0 — Up_1, HE fo (M) ——— UpHE f (M) ——— HF [ (ViR / Vi1, M) — 0

iﬁtl iﬁti lgtl

0 —— UpHE £ (M) — Upy1, HE fo (ON) —— HF £ (Vig11,90/VieDN) — 0.

Pour k; = 0, d’aprés les propriétés de la V-multifiltration canonique, la troisiéme fléche verticale du
diagramme est un isomorphisme. En utilisant le lemme du serpent, on déduit que

U1, HE fu (M) = Up 1 £ (ON) + U H” £, (9N) - By,
Ce résultat, ainsi que l'isomorphisme (8.12]), donnent la propriété de bonne V-multifiltration de

UH" f(RpM).

Gradués. On va montrer que pour tout I  {1,...,p} et tout o € RP,

UaH* f(RpM)
U<a],0qc7-lkf* (RFM)

~ Ua e HY fu(grnl RpM). (8.13)

On va raisonner par récurrence sur le cardinal de I. Quitte & renuméroter on suppose que 1 € I.
En omettant d’écrire H* f.(RrM) on a

Ua _ Ua Z M (8~14)
Ucarage U<cv1,0é{1}c iel—{1} Usar..<ai...

D’apres (8.9), (8-10) et la compatibilité des filtrations canoniques de RpM on a
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Ua
7_grU1/ka*( az,...,x RFM) H f*( az,.. ,OtpgroqRFM): az,...,x H f*(gr RFM)

U<o¢1,a{1}c
De la méme maniére on obtient, en utilisant (8.14)),

Us Uagyye HE f+(grit RpM)
Ucar,ae U<a1_{1} aIc% f*(grmRFM)

Etant donné que gr)’ ! Rp M satisfait aux hypothése du théoréme on a, par hypothese de récurrence,

UaHE fo(RpM)
U<C!],a[chf*(RFM)

ou la derniére égalité provient de la compatibilité des filtrations.

— Unpe Hr fu(gral et RpM) = Uny HE fu(erB ReM)

Propriétés de V-multifiltration canonique. Montrons que la V-multifiltration U, 7 f, (RpM)
satisfait aux propriétés de la définition de la V-multifiltration canonique. On a déja montré la
propriété de bonne V-multifiltration.

D’apres I'isomorphisme , le module

Ua " fo(RpM)
U<a1,a[c%kf* (RFM)

est un sous- obJet de HF f,(gri! TRpM). Or, étant donné que RpM est sous-jacent & un module de
Hodge mixte, gril TRpM Test aussi, ainsi son image directe est stricte et on en déduit que

Ua " fo(RpM)
U<a1,a1c%kf* (RFM)

est strict pour tout I < {1,...,p} et tout ax € RP.
On déduit les propriétés de surjectivité de la multiplication par t; et 9; de I'isomorphisme

%kf* (graRFM) =~ grg%kf*(RFM%

et du fait que

— pour tout 1 < @ < p et tout a; < 0, le morphisme ¢; : gr, ReM — gry 1 RpM est un
isomorphisme,

— pour tout 1 <7 < p et tout a; > —1, le morphisme 0; : gr, RFM — gry 1. REM(—1) est un
isomorphisme.

Ainsi, la V-multifiltration
U, " fo(REM)

est la V-multifiltration canonique, % f, (RpM) est donc strictement R-multispécialisable le long
de H et on a les isomorphismes suivants

A f(VaRpM) ~ Vo ¥ f.(RpM)

et
A fi(gri RpM) = grl, A5 fo (RpM).
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8.3 Image directe des filtrations monodromiques relatives

Soient X une variété analytique complexe, .# € MH(X x C}) un module de Hodge pur sur
X x CL et S(.,.) une polarisation de .. On suppose que .# est strictement R-multispécialisable le
long de H ot H; := {t; = 0}. On note V;.# la filtration de Malgrange-Kashiwara de .# relative a
la fonction ¢; pour 1 < i < p. Fixons a € [0, 1], le module de Hodge mixte gr’.# est muni de p
endomorphismes nilpotents N;, pour 1 < ¢ < p, qui correspondent & la multiplication a droite par

(tiéi - O[Z').

Définition 8.3.1. Soit A un objet d’une catégorie abélienne muni de p endomorphismes nilpotents
Ni,...,Np. On dira que (A, Ny, ..., Np) satisfait a la propriété (F'M) si les filtrations monodromiques
relatives (définition [6.1.2)) satisfont a

W Ny, W(No, W(..W(N))A = W(Ny + ... + N,)A.

Remarque 8.3.2. D’aprés [Sch73l 4.12] et [CKS86L Proposition 4.72] cette condition est satisfaite
dans le cas d’une orbite nilpotente.

Théoréme 8.3.3. Soit f : X xC} — Y xC} un morphisme projectif et supposons que (grl. 4, N1, ..., Np)
satisfait a la propriété (FM), alors (gry, 7 fudl , Nu, ..., Np) satisfait également o (FM).

On commence par montrer un lemme.

Lemme 8.3.4. Soit (A4, N1, ..., Np,S) un module de Hodge-Lefschetz p-gradué polarisé par S (dé-
finition . Si Uon introduit la (p — 1)-graduation

Mgty = D Moy, t,5
l1+0o=¢

alors (M, N1 + N2, N3, ..., N, S) est un module de Hodge-Lefschetz gradué polarisé par S.

Démonstration. On raisonne par induction sur la dimension du support de .#. En utilisant 1’équi-
valence de Kashiwara on rameéne le cas de dimension 0 & celui des structures de Hodge-Lefschetz

polarisées de la proposition [6.2.13
Soit g un germe de fonction holomorphe. La définition [6.3.7] par induction des modules de H-L

gradués polarisés implique que
(PeW gt ,PpVy N1, ..., Pp¥ 4 x\Np, N, PV, ,S5)
est un module de H-L (p + 1)-gradué polarisé. Localement, on a une décomposition

M= My
Z

ou Z est irréductible et .#7 est a support strict Z. Si g est identiquement nul sur Z, alors ¥, y.#7 = 0
pour tout A, sinon ¥, y.#7 a un support de codimension 1 dans Z. On a donc diminué strictement
la dimension du support et, par induction, on obtient que

(PoVg A, (PrVy \N1+ PV, \Na), PV N3, ..., PV \Np, N, P¥, 5\5)
= (P, PyUg(Ny + No), PU, AN, ... Uy \Ny, N, Py0, 1)

est un module de H-L bigradué polarisé. Ainsi, (.#, N1 + N2, N3, ..., N,, S) satisfait & la définition
par induction des modules de Hodge-Lefschetz gradués polarisés.
O
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Démonstration du théoréme[8.3.3. On doit montrer que
W (N1, W (N, W (.. W(N))))grhe 57 fucl = W (N1 + ... + Np)gros 7 fo bl . (8.15)

Notons A := gtV # et WA := W (N1, W (Na, W(..W(Np)))) AN = W(Ny+...4+N,)A . D’aprés
I’hypotheése strictement R-multispécialisable et le théoréme [8.2.1} on a

gty A foll ~ A oot M = AT oV
On définit la filtration suivante :

Werl A fol := Tm( A7 f W N — AT [ V). (8.16)

On va montrer que cette filtration est égale aux deux filtrations apparaissant dans (8.15[). D’aprés
le théoréme la filtration

(t%ﬂ]f* (I, )grap%_)%]f*gr M)

de 7 f*grx’;//{ est la filtration associée a N,. D’autre part, par définition des modules de Hodge

purs, on peut considérer le module de Hodge mixte (grap/// W(Np)). Les résultats d'image directe
pour les modules de Hodge mixtes (théoréme [6.4.9)) assurent que la filtration

(%Jf* (I, p— 17W(N ))grap 1grap///_><%ﬂ]f*grap 1g1"ap///)
est égale &
Vb
W (Np—1, W(N,))grel 3 7 fugrat l ~ W (Ny—1, W(N,))grol s grat A7 futl

On peut ainsi, par induction, en appliquant les théorémes d’image directe a chaque étape, montrer

I'égalité entre la premiére filtration de ({8.15) et celle de (8.16]) :
Warl A9 fol ~ W (Ny, W (No, W(..W(N))))grh A7 fo . (8.17)

Pour la deuxiéme filtration de (8.15), on va utiliser le lemme Considérons le module de
H-L bigradué polarisé suivant :

<E|-) GrZ(Nl)...GrZ:(Np)JV,Nl, ...,Np,s> :
¢
En itérant [Kas86, Theorem 3.2.9|, on obtient

Gr, MWW @y )™ a0y (8.18)
ki+...+kp={ ! ?

L’égalité W (Ny, W(No, W(..W(Np)))) A = W(Ny + ... + Np)A et l'itération du lemme im-
pliquent alors que

(@ Gr) NNy Ny 4L+ N, S)

¢

est un module de Hodge-Lefschetz gradué polarisé. Le théoréme d’image directe assure alors
que la filtration

m( 7 fW(Ny + .. + NN — A fu V)
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est égale a la filtration monodromique
W (N + ... + NS fo V.

D’ou I'égalité . .
Werh A7 ful ~ W (Ny + ... + Ny)grb A7 fo . (8.19)
En combinant (8.17) et (8.19)), on obtient ’égalité attendue

W (Ny, W (N, W (.. W (N))))grh A7 fucl = W(Ny + ... + Np)grbo A fo .

8.4 Application : hypersurfaces a singularité quasi-ordinaire

On applique ici les résultats précédents au cas de certains modules de Hodge mixtes définis sur
une hypersurface a singularité quasi-ordinaire.

Définition 8.4.1. Un germe d’espace analytique complexe (Z,0) de dimension p est a singularité
quasi-ordinaire s'il admet une projection finie (Z,0) — (CP,0) non ramifiée en dehors d’un diviseur
a croisement normal dans (CP,0).

Si (Z,0) est une hypersurface irréductible a singularité quasi-ordinaire, alors elle admet une
paramétrisation

y ct — ct!
(t1, s tp) = (5, th H(t, . tp))

ol H est une série convergente.

Soit D := {t1...t, = 0} < C} et U := C}\D.

Proposition 8.4.2. Soit (M, F,M) un Px-module filtré sous-jacent a un module de Hodge pur
polarisable M o support strict CY et dont la restriction a U est lisse ( autrement dit M est lex-
tension intermédiaire d’une variation de structure polarisée supportée sur U ). Alors l’image directe
y+ RpM, qui est également sous-jacente a un module de Hodge pur polarisable, est strictement R-
multispécialisable le long de la famille H, donnée par les hyperplans de coordonnées H,, := {z; = 0}
pour 1 < i < p. De plus, pour tout j € Z, le module de Hodge-Lefschetz (gr¥, #7y, M, Ny, o Np),
satisfait & la propriété (FM).
Démonstration. Considérons la famille d’hypersurfaces H; donnée par les hyperplans de coordonnées
Hy, := {t; = 0} pour 1 < i < p. D’aprés [Sai90, 3.b], les filtrations de M (F, M, V.Htl./\/l, veny V.Hti/\/l)
sont compatibles. De plus, en utilisant la définition 2:3.2] et le théoréme [2.3.5] on observe que
M est R-multispécialisable le long de Hg. D’aprés la proposition RpM est strictement R-
multispécialisable le long de Hy.

Soit

i ct — Ch x C%
(b1, tp) > (b, e by B, ),

I'inclusion par le graphe. D’aprés [Sai90, Théoréeme 3.4|, i RpM est également strictement R-
multispécialisable le long de H,.

D’aprés le théoréme (y x idep) iy RpM est strictement R-multispécialisable le long de
H.. Or, (y x idgp) 0i = joy ou

. 1 1
j o CEt — cett x CE

(21, ey 2pg1) 2 (Bl ooy Zpt1s 215 -5 Zp)
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est l'inclusion du graphe de la projection sur les p premiéres coordonnées. Ainsi j,y, RpM est
strictement R-multispécialisable le long de H,.

D’aprés le théoréme de I'orbite nilpotente [Sch73) 4.12] et [CKS86), Proposition 4.72],(gr&.# , N1, ..., Np)
satisfait a la propriété (FM). Le théoréme implique alors que (gr¥, 7y M, N1, ..., N,) satisfait
a la propriété (F'M).

O
Corollaire 8.4.3. Awvec les notations de la proposition précédente, les filtrations
H, H,
(F.erM,V; 1y+M7"'7V; y+M)
sont compatibles.
Démonstration. Ceci découle du théoréme et de la proposition [8.1.8
O
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Annexe A

Hypercomplexes et filtrations
compatibles

Dans ce chapitre, on introduit les hypercomplexes, le complexe simple associé et une condition
sur un morphisme d’hypercomplexes assurant que le morphisme induit sur les complexes simples as-
sociés soit un quasi-isomorphisme. On définira également une notion de compatibilité entre plusieurs
filtrations d’'un méme objet.

A.1 Hypercomplexes

uple

On définit ici les n-hypercomplexes qui correspondent aux complexes n naifs introduits par

P. Deligne au paragraphe 0.4 de [Del73].

Définition A.1.1. Soit C une catégorie abélienne, on définit par induction la catégorie abélienne
des n-hypercompleze de la fagon suivante :

— Les 1-hypercomplexes sont les complexes d’objets de C.

— Les n-hypercomplexes sont les complexes de (n-1)-hypercomplexes.
On notera C™(C) la catégorie abélienne des n-hypercomplexes d’objets de C. Par exemple, les 2-
hypercomplexes sont les complexes doubles. Un n-hypercomplexe est donc la donnée, pour tout
k € 7", d'un objet X* de C et, pour tout 1 < ¢ < n, de morphismes dD¥ : X* — X*+1i yerifiant
les propriétés suivantes :

d® o d@® =0 pour tout ¢
d® o d9) = d9) o d®  pour tout (4, 7)

pour les exposants k convenables.

Soit X un n-hypercomplexe, pour tout 1 < i < n, et tout m € Z on note X" le (n — 1)-
hypercomplexe composé des X* avec k; = m et des différentielles correspondantes. Les différentielles
d®% avec k; = m définissent un morphisme

m . m m+1
i X" — X]

qui vérifie dg”“ od!" = 0 par définition d’un n-hypercomplexe. On a donc pour tout 1 < ¢ < n un
foncteur
F: C'(C) — c(c™ )
X = {Xm dm}mGZ

(2]
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de la catégorie des n-hypercomplexes dans la catégorie des complexes de (n — 1)-hypercomplexes.
On introduit alors le (n — 1)-hypercomplexe :

HI(X) := HP(Fi(X)),

)

et le n-hypercomplexe :
Hi(X):= ... > H(X) S HTH(X) - ...

ol toutes les fléches horizontales sont nulles.

Définition A.1.2. Si un n-hypercomplexe X vérifie la propriété de finitude suivante,
pour tout m € Z Pensemble {(ki, ..., k,) € Z"k1 + ... + ky, = m, X* % 0} est fini, (A.1)

alors on peut associer & X un complexe simple s(X). On pose

s(X)™ = @ Xk,

ki+...+kn=m

Soit k € Z™ tel que k1 + ...+ k, = m, on note i : X¥ — s(X)™ et pg : s(X)™ — X* les morphismes
naturels. On peut alors définir la différentielle dixy - s(X)™ — s(X)™*! du complexe s(X) par

m . (mDRtetRiegUk s ik £ 1} = 1 ou j vérifie ky # [
pie dS(X) ok = { 0 sinon
pour tout k et I vérifiant k1 + ... + k, = m et [y + ... + I, = m + 1. On peut alors vérifier que

d’;&; odgyy =0et (s(X), dy(x)) est donc bien un complexe. On a défini un foncteur

si OO > €
X = (S(X))ds(X))

ol C’?(C) est la catégorie des n-hypercomplexes vérifiant la propriété (A.1)). De plus, on observe
facilement que s(.) est un foncteur exact.

Théoréme A.1.3. Soit f : X — Y un morphisme de n-hypercomplexes ot X et Y wvérifient la
propriété (A.1]) et supposons que f induise un isomorphisme :

f i Hi(Ho(...Hy (X)) ~ Hy(Hao(...H,(Y))).
Alors, s(f) : s(X) — s(Y) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 'entier n. Pour n = 1, c’est la définition d’un quasi-
isomorphisme, pour n = 2, ¢’est le théoréme 1.9.3 de [KS94]. On suppose que n = 3. Pour tout p € Z,
on a deux (n — 1)-hypercomplexes, H5(X) et HL(Y), qui vérifient les hypothéses du théoréme et
donc, par hypothése de récurrence, f induit un quasi-isomorphisme entre s (HL (X)) et s (HA(Y)).
Or HL(X) = HP(F,(X)) et HP(.) est un foncteur additif, il commute donc avec le foncteur s(.)
et f induit un quasi-isomorphisme entre HP({s(X"), s(d}")}mez) et HP({s(Y,)"), s(d]) }mez) pour
tout p € Z. Mais ce quasi-isomorphisme correspond aux conditions du théoréme pour les complexes
doubles {s(X"), s(d")}mez et {s(Y;™), s(d]")}mez. Les complexes simples associés & ces deux com-
plexes doubles sont donc quasi-isomorphes par hypothése de récurrence pour n = 2. En appliquant
la définition du foncteur s, on montre alors que ces deux derniers complexes simples sont en fait les
complexes simples associés & X et a Y, ce qui conclut la démonstration du théoréme.

O
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Corollaire A.1.4. Soit X un n-hypercompleze tel qu’il existe un indice © pour lequel le complexe
F;(X) soit exact, alors s(X) est quasi-isomorphe au complexe nul.

Démonstration. Le théoréme précédent est évidemment vérifié si ’'on permute les indices des H;. Si
le complexe F;(X) est exact, alors H;(X) ~ H;(0,) ou 0, est le n-hypercomplexe nul. On a donc

Hy (o Hy1 (Hipr (oo Hy (H3 (X)) > Hy (oo Hi1 (Hip1 (... Ho (H;(0,)))

et on peut appliquer le théoréme précédent, s(X) ~ s(0,), s(X) est quasi-isomorphe au complexe
nul.

O

Définition A.1.5. Soit {Xk7f(i)k}keZn’1<i<n une famille d’objets de C et de morphismes f(i)k :
X¥* — XFk+Li on appelle hypercube associé¢ & X le n-hypercomplexe noté Cube(X)* vérifiant

Xbolekol G ke (0.1}
0 sinon

&qu%»wnz{

les morphismes étant ceux donnés par les (V¥ On vérifie facilement que Cube(.) définit un foncteur
exact.

Par exemple, pour n = 3 on a

X—l,0,0 X0’070
///// ////
x-1-10 X0,-1,0
Cube(X) =
x—1.0,-1 X001
////7 ////
x-1-1,-1 x0,-1,-1

ot le reste de I’hypercomplexe est nul et X 111 est en degré (0,0,0).

A.2 Filtrations compatibles, suites réguliéres et complexes de Kos-
zul

A.2.1 Filtrations compatibles

Les définitions qui suivent ont été introduites par Morihiko Saito dans [Sai8§|

Définition A.2.1. Soit A un objet de la catégorie abélienne C et Aq,..., A, © A des sous-objets
de A. On dit que Aq, ..., A, sont des sous-objets compatibles de A §’il existe un n-hypercomplexe X
satisfaisant a :

1. Xk =0sik¢{-1,0,1}"
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2. X0 =A.
3. X0 i = A, pour 1 <i < n.
4. Pour tout 1 < i < n et tout ke {—1,0,1}" tel que k; = 0, la suite
0— kali N Xk N XkJrli -0
est une suite exacte courte.

Remarque A.2.2. — En utilisant les propriétés universelles fournies par les suites exactes courtes,
on observe que si les sous-objets Ay, ..., A, sont compatibles, alors le n-hypercomplexe X est
déterminé de maniére unique. Par exemple, si k € {—1,0}" et si I = {i;k; = —1} < {1, ..., n},

alors
Xk =4
i€l

— Sin =1, le complexe X est la suite exacte courte
0> A > A—- A/A; — 0.

— Si n = 2, deux sous-objets A; et As sont toujours compatibles et X est le complexe double

suivant :
Al/(Al ) Ag) A/AQ A/(Al + AQ)
Ay A A/A
A1 M A2 A2 AQ/(Al M AQ)
— Si n = 3, des sous-objets Ay, ..., A, ne sont pas compatibles en général.

— Par définition, si 4y, ..., A, € A sont compatibles, alors pour tout I c {1, ...,n}, les sous-objets
(A;)ier € A sont compatibles et 'hypercomplexe correspondant est le #I-hypercomplexe X7
dont les objets sont les X* tels que k; = 0 pour tout i € I¢.

Définition A.2.3. Soient F!, ..., F" des filtrations croissantes indexées par Z d’un objet A, on
dit que ces filtrations sont compatibles si, pour tout £ € Z™, les sous-objets Fgll, .y ' de A sont
compatibles.

Remarque A.2.4. — D’apreés la remarque précédente, toute sous-famille d’'une famille de filtra-
tions compatibles est compatible.
— On peut montrer que si FJ, ..., F" sont compatibles, alors pour tout ¢ € Z, les filtrations
induites par F!, ..., F*~! sur gréP ™ sont compatibles.

— Si Fl, ..., F" sont compatibles, alors les filtrations induites sur FKI1 N...n Fy sont compatibles.
La proposition suivante correspond a [Sai88| corollaire 1.2.13].
Proposition A.2.5. Soit F}, ..., F" des filtrations compatibles d’un objet A. L’objet obtenu en appli-
. F . S Fo_ F,
quant successivement les gradués gr, ((7) ) par rapport aux filtrations Fy ;) induites sur gr, ((7 11)) .81, ((11))
o(g o(j— o
pour 1 < j < n, ne dépend pas de la permutation o de {1,...,n} et est égal &
F/An..nFA
1 1 :
2 AN Fp jAn..nlFpA

122



A.2.2 Construction de Rees

Définition A.2.6. Soit (A, F1A, ..., F'A) un objet filtré tel que les filtrations F? A soient indexées
par S +Z ou S c [0, 1] est un ensemble fini contenant 0. Soit ¢ : Z — S + Z l'unique bijection
préservant l'ordre et satisfaisant a ¢(0) = 0. On définit le Cly, ..., yp]-module gradué de Rees o
associé & cet objet comme étant le sous C[zy, ..., 2p]-module de A ® Clzy, 2, ..., zp, x;l] suivant :

of = (—B F@(k)AﬁU]fla'E’;"
kezm

ou Fap(kz)A = Fgo(’ﬁ)A N ..M F<p(kn)A

Proposition A.2.7. Un Clz1, ..., z,]-module gradué <7 est le module de Rees d’un objet muni de n
filtrations compatibles si et seulement si c¢’est un Clxy, ..., z,]-module plat.

Lemme A.2.8. Un Clzy,...,z,]|-module of est plat si et seulement si toute permutation de x1, ..., Ty,
est une suite o/ -réquliére.

A.2.3 Suites réguliéres et complexes de Koszul

Soit R un anneau commutatif et o/ un R-module. Soit z1,...,x, € R, on note K(x1, ..., zp; o)
le complexe de Koszul de &7 associé aux éléments x1, ..., z, et situé entre les degré —p et 0.

Proposition A.2.9. La suite x1,...,x, de R est o -régulicre si et seulement si pour tout 1 < k < p,
le complexe de Koszul K(x1,xa,...,x; ) est une résolution a gauche de of [(x1, 2, ..., x)) A .

Démonstration. Supposons 1, ..., T, &-réguliére, alors pour tout 1 < k < p, la suite x1, ...,z est
o -réguliére. Le fait que le complexe de Koszul K (1,2, ..., ;<) soit une résolution a gauche de
o [(x1,x9,...,x)< est alors un résultat classique. Réciproquement, on observe que ’annulation de
H YK (z1, 29, ..., 25;27)) pour 1 < k < p implique que le morphisme de multiplication par

LQ//(95179627---,961~:71)J2/id/(iﬂl,ﬂﬁz,---,iﬁkfl)d

soit injectif. Ce résultat pour tout 1 < k < p signifie que la suite x1, ..., x) est o/-réguliére.

Corollaire A.2.10. Les deux énoncés suivants sont équivalents :
1. Toute permutation de x1, ...,x, est &/ -régulicre.

2. Toute sous-suite de 1, ...,x, est o -réquliére.

Démonstration. Le complexe de Koszul associé a une suite d’éléments ne dépend pas de la maniére
dont ils sont ordonnés. On déduit alors de la proposition précédente que les énoncés 1. et 2. sont
équivalents & Iénoncé suivant : Pour tout sous-ensemble J < {1,...,p}, le complexe de Koszul
K({x;}jes; o) est une résolution a gauche de &7/ .o/ ou Z est I'idéal engendré par les x; pour
jed.

O
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