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Introduction

This thesis is devoted to undestanding the Hodge theory of singularities of complex varieties
of codimension greater than 1. Following the work of P. Maisonobe in [Mai13], we investigate the
case of singularities coming from morphisms without slopes. The motivation is to generalise the tools
developed for singularities of complex hypersurfaces to singularities of greater codimension.

Singularities of hypersurfaces

Let us recall known results for hypersurface singularities. Let f : ♣Cn�1, 0q Ñ ♣C, 0q be a germ
of holomorphic function. In [Mil68] J. Milnor showed that if we restrict our function to small balls
around 0 in Cn�1 and C then we get a locally trivial fibration above a small punctured disc. The
fiber of this fibration is a smooth manifold called the Milnor fiber Milf,0. The topological invariants
of the Milnor fiber are important invariants of the singularity. For example in the case of an isolated
singularity we have the Milnor number µ :✏ dimCH

n♣Milf,0,Cq which is finite.
Using sheaves and his functorial formalism A. Grothendieck defined in [GDK72] a global version

of the Milnor fiber called nearby cycles. For a morphism f : X Ñ C the nearby cycles Ψf ♣CXq are a
complex of constructible sheaves with support on f✁1♣0q satisfying for all x P f✁1♣0q and all n P N

H nΨf ♣CXqx ✔ Hn♣Milf,x,Cq.

Actually we have the two functors of nearby and vanishing cycles Ψf ,Φf : Db
c♣Xq Ñ Db

c♣f
✁1♣0qq

between bounded derived categories of constructible sheaves. Inside the bounded derived categories of
constructible sheaves lies the abelian category of perverse sheaves. O. Gabber showed that nearby and
vanishing cycles preserve perversity in the following sense : if F is a perverse sheaf then Ψf ♣Fqr✁1s
and Φf ♣Fqr✁1s are perverse.

The Riemmann-Hilbert correspondence, proved independently by M. Kashiwara and Z. Meb-
khout in [Kas84] and [Meb84], states the existence of an equivalence of categories between regular
holonomic D-modules and perverse sheaves. This suggests a D-module version of nearby and vani-
shing cycles. This was achieved by B. Malgrange and M. Kashiwara, in [Mal83] and [Kas83], using
what is now called the Kashiwara-Malgrange filtration. They constructed two functors Ψ

alg
f ,Φ

alg
f :

Modh,r♣DXq Ñ Modh,r♣Df✁1♣0qq corresponding to the nearby and vanishing functors on perverse
sheaves via the Riemann-Hilbert correspondence.

Hodge theory

In [Ste76] J. H. M. Steenbrink constructed a mixed Hodge structure on the cohomology of the
Milnor fiber called the limit mixed Hodge structure. This construction relies on the monodromy
autmorphism which comes from the lifting of a loop around 0 in the Milnor fibration. This study
was continued by E. Cattani, A. Kaplan and W. Schmid in [Sch73, CKS86, CKS87] and M. Kashiwara
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and T. Kawai in [KK87] who described the degeneration of abstract polarized variations of Hodge
structures on the complement of a normal crossing divisor. On the other hand, in [Zuc79], S. Zucker
showed that the cohomology of a polarized variation of Hodge structure on a punctured Riemann
surface admits a natural Hodge structure. Relying on these results M. Saito constructed in [Sai88]
and [Sai90] the category of mixed Hodge modules which can be seen as "variations of mixed Hodge
structures with singularities". The nearby and vanishing cycles for perverse sheaves and for D-
modules play a key role in this construction.

Morphisms without slope

The following example of Lê shows that in general, for a morphism f : Cn Ñ Cp with p ➙ 2,
there is no Milnor fibration :

f : ♣C3, 0q Ñ ♣C2, 0q
♣x, y, zq ÞÑ ♣x2 ✁ y2z, yq.

Indeed it can be shown that there is no closed analytic subset F in C2 such that the number of
connected components of the fiber of a representative of the germ of f is constant on ♣C2 ✁ F, 0q.

In order to study morphisms f : Cn Ñ Cp with p ➙ 2 we must then add conditions. In [HMS84] J.
P. Henry, M. Merle and C. Sabbah introduce for the morphism f ✏ ♣f1, ..., fpq the condition of being
without blow-up in codimension 0. Under this condition they manage to construct stratifications of
the morphism satisfying Whitney and Thom type conditions. Following ideas of Lê D. T. ([Lê77]),
with such a stratification we get Milnor type fibrations above the strata of the target of the morphism.
In [Sab83] C. Sabbah shows that, for any analytical morphism f , after a proper sequence of blowings-
up of the target we can reduce to the case without blow-up in codimension 0.

If furthermore the critical locus of f is a subset of the union of the hypersurfaces f✁1
j ♣0q for

j ✏ 1, ..., p, following [BMM02], the morphism is called without slope. For a D-module M or a
perverse sheaf F they also define what it means for pairs ♣f ,Mq or ♣f ,Fq to be without slope.
In this case the former stratification of the target is the usual stratification associated with the
coordinate hyperplanes.

In [Mai13] P. Maisonobe proves important results about these morphisms. He shows that if M
corresponds to F via the Riemann-Hilbert correspondence, i.e. DR♣Mq ✔ F , then it is equivalent
to have ♣f ,Mq without slope or ♣f ,Fq without slope. He defines the functors Ψalg

f , Φalgf and Ψf for
pairs without slope. He shows that as for the Milnor fibration we have in this case

Ψf ♣Fq0 ✔ RΓ♣Bǫ ❳ f✁1♣D✝
η q ❳ f✁1♣tq,Fq

for t P D✝
η and 0 ➔ η ✦ ǫ ✦ 1, where D✝

η is a polydisc of radius η minus the coordinate hyperplanes.
He then shows that there exist natural isomorphisms

ΨfF ✔ Ψf1 ...ΨfpF ,

Ψ
alg
f M ✔ Ψ

alg
f1
...Ψ

alg
fp

M,

Φ
alg
f M ✔ Φ

alg
f1
...Φ

alg
fp

M.

Content of the thesis

The leading problem of this thesis has its origins in the work of P. Maisonobe on D-modules
without slopes in [Mai13] on the one hand, and in results of M. Saito on mixed Hodge modules of
normal crossing type in [Sai88] and [Sai90] on the other hand. Normal crossing being a special case
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of a morphism without slope and having in mind the results and technics of P. Maisonobe, the aim
of this thesis is to extend the properties of mixed Hodge modules of normal crossing type to the
without slope case. More precisely we want to prove results on the compatibility of the filtrations
involved, namely the Kashiwara-Malgragne filtrations and the Hodge filtration.

In [Sai90], M. Saito shows that, for a mixed Hodge module of normal crossing type, the Kashiwara-
Malgrange filtrations and the Hodge filtration are compatible in the sense of definition A.2.3. Using
P. Maisonobe results, we show in chapter 2 the following proposition

Proposition. If ♣♣f1, ..., fpq,Mq is without slope then the Kashiwara-Malgrange filtrations for the
p hypersurfaces f✁1

j ♣0q are compatible in the sense of the definition A.2.3.

The leading conjecture for this thesis is then the following

Conjecture A. Let M be a mixed Hodge module with underlying D-module M such that the pair
♣f ,Mq is without slope. Then the Kashiwara-Malgrange filtrations for the p hypersurfaces f✁1

j ♣0q
and the Hodge filtration F✌M are compatible in the sense of the definition A.2.3.

A result of [DMST06] gives an evidence for this conjecture. In this article the authors showed
the compatibility of the filtrations in the non-characteristic case which is a particular case of being
without slope.

We will use two approaches to tackle this problem. The first will consists in using the description
of nearby and vanishing cycles functors involving Nilsson classes. The functoriality of this description
will enable us to make use of the power of M. Saito’s theory of mixed Hodge modules. In this way, we
will prove the commutativity of the different nearby and vanishing cycles functors for mixed Hodge
modules, using their commutativity for the underlying D-modules.

For the second approache, we will developed the theory of strictly multispecialisable rD-modules
which mimics the theory of D-modules without slope, while taking the Hodge filtration into ac-
count. We will highlight the link between this notion and the compatibility of Kashiwara-Malgrange
filtrations and the Hodge filtration. In this way we will prove the stability of these properties by
a projective direct image. We will also give results on the monodromy filtrations inspired by the
normal crossing case. We will then apply these results to quasi-ordinary hypersurface singularities.

The thesis is divided into two parts. In the first part, we work with D-modules and we prove
preliminary resultats about morphisms without slope. We construct a morphism of comparison
between algebraic and topological nearby cycles and we construct a topological vanishing cycles
functor for a morphism without slope.

In the second part, we add the Hodge filtration. We prove the commutativity of nearby and
vanishing cycles functors for mixed Hodge modules. Then we define stricly multispecialisable rD-
modules and we prove a theorem of direct image.

Comparison theorem

In chapter 3 and chapter 4 we study the comparison, via the Riemann-Hilbert correspondence,
between Ψf and Ψ

alg
f . By iterating the comparison theorem of Malgrange and Kashiwara for hyper-

surfaces, we get an isomorphism
Ψf1 ...Ψfp ✔ Ψ

alg
f1
...Ψ

alg
fp
.

However this isomorphism could depend on the ordering of the functions f1, .., fp. In order to show
the independence on the ordering we define, for a pair ♣f ,Mq without slope, a natural morphism
Comp : DR♣Ψalg

f Mq Ñ ΨfDR♣Mq and we prove the following theorem

9



Theorem A (Théorème 3.4.1). The following diagram is commutative :

DR♣Ψalg
f Mq

Comp //

✔

��

ΨfDR♣Mq

✔

��

DR♣Ψf1 ...ΨfpMq ✔ // Ψ
alg
f1
...Ψ

alg
fp

DR♣Mq

where the lower arrow comes from the iteration of the comparison isomorphisms for hypersurfaces.

Thus we see, first, that Comp is an isomorphism and, second, that the iterated comparison
morphisms are independent of the ordering of the functions.

In chapter 4 we give another proof that the morphism Comp is an isomorphism without using
the hypersurface case. This proof highlights the local structure of morphisms without slope and the
similarities with the Milnor fibration.

Vanishing cycles for perverse sheaves and morphisms without slope

In chapter 5 we study the vanishing cycles functors in the category of perverse sheaves. Following
the idea of M. Kashiwara and P. Schapira in [KS94, 8.6] we give a functorial definition of Φf to avoid
the use of the mapping cone in derived categories. We show that this functor fits inside the expected
diagram of distinguished triangles for a pair ♣f ,Fq without slope. This and the commutation of
nearby cycles implies the following theorem

Theorem B (Théorème 5.3.3). Let ♣f ,Fq be a pair made up of a morphism and a perverse sheaf
without slope. We have a natural isomorpshim

Φf ♣Fq ✔ Φf1 ...Φfp♣Fq.

This implies the commutation of the vanishing cycles functors for each function fj for j ✏ 1, ..., p

and the following corollary

Corollary. Let F be a perverse sheaf, then Φf ♣Fqr✁ps is perverse.

Mixed Hodge modules without slope

In the second part of this thesis we study morphisms without slope and Hodge modules. Following
[Sai88], a Hodge module is a triple M ✏ ♣M, F✌M,Fq satisfying some Hodge conditions where :

1. F is a perverse sheaf over Q,

2. M is a regular holonomic D-module corresponding to C ❜Q F via the Riemann-Hilbert cor-
respondence, in other words DR♣Mq ✔ C❜Q F .

3. F✌M is a good filtration by O-coherent submodules of M.

Nearby and vanishing cycles functors are among the main ingredients used in the inductive definition
of Hodge modules by M. Saito. We give results on the relations between Kashiwara-Malgrange
filtrations and the Hodge filtration F✌M for a Hodge module M such that the pair ♣f ,Mq is
without slope.

In chapter 7 we prove a theorem of commutation of the nearby and vanishing cycles applied to
Hodge modules.

10



Theorem C (Théorème 7.6.2). Let M be a Hodge module and let us suppose that ♣f ,Mq without
slope where M is the D-module underlying M . Then we have the following isomorphisms

ΨHM
f1

...ΨHM
fp

✔ ΨHM
fσ♣1q

...ΨHM
fσ♣pq

,

ΦHMf1 ...ΦHMfp ✔ ΦHMfσ♣1q
...ΦHMfσ♣pq

where σ is a permutation of t1, ..., p✉ and ΨHM
f and ΦHMf are the nearby and vanishing cycles

functors in the category of Hodge modules.

Remark. If conjecture A were true, then this theorem would be an easy consequence of it.

In chapter 8, mimicking the definition of being without slope for a pair ♣f ,Mq, we give a
definition of being strictly multispecialisable for the pair ♣f ,M q and we prove the following theorem

Theorem D (Propositions 8.1.7 et 8.1.8). Let M be a Hodge module and f a morphism such that
the pair ♣f ,Mq is without slope, then the following statements are equivalent :

1. the pair ♣f ,M q is strictly multispecialisable

2. the filtrations ♣F✌M, V ✌
1 M, ..., V ✌

p Mq are compatible.

Here V ✌
j M is the Kashiwara-Malgrange filtration for the hypersurface f✁1

j ♣0q.

We then prove two theorems of push-forward for Hodge modules strictly multispecialisable.

Theorem E (Théorème 8.2.1). Being strictly multispecialisable is preserved by proper push-forward
and in this case the Kashiwara-Malgrange multifiltration, the nearby cycles ΨHM

f and the vanishing
cycles ΦHMf commute with the push-forward.

Definition. Let A be an object in an abelian category equipped with p nilpotent endomorphisms
N1, ..., Np. We say that ♣A,N1, ..., Npq satisfy property ♣MF q if relative monodromy filtrations satisfy

W ♣N1,W ♣N2,W ♣...W ♣NpqqqqA ✏W ♣N1 � ...�NpqA.

(See section 6.1 for definitions.)

Theorem F (Théorème 8.3.3). Let f : X✂C
p
t Ñ Y ✂C

p
t be a projective morphism and suppose that

♣M , N1, ..., Npq satisfy property ♣MF q, then ♣grVαH jf✝M , N1, ..., Npq also satisfy property ♣MF q.

As an application we prove conjecture A for quasi-ordinary hypersurface singularities.
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Notations

Faisceaux

Soit X une variété complexe, on considérera les faisceaux suivants :
– OX le faisceau des fonctions holomorphes sur X,
– Ω

p
X le faisceau p-formes holomorphes sur X,

– DX le faisceau des opérateurs différentiels sur X,
– F✌DX la filtration par l’ordre des opérateurs de DX ,
– rDX :✏ RFDX le faisceau associé à ♣DX , F✌DXq par la construction de Rees A.2.6.

Catégories

Soit X une variété complexe, on considérera les catégories suivantes :
– la catégorie des faisceau pervers Perv♣Xq,
– la catégorie des DX -modules holonomes réguliers Modh,r♣DXq,
– la catégorie des rDX -modules holonomes réguliers Modh,r♣ rDXq,
– la catégorie dérivée bornée des faisceaux à cohomologie constructible Db

c♣Xq,
– la catégorie dérivée bornée des DX -modules à cohomologie holonome régulière Db

h,r♣DXq,
– la catégorie des modules de Hodge purs polarisables de poids k MHp♣X,Q, kq,
– la catégorie des modules de Hodge mixtes polarisables MHMp♣X,Qq.

Objets

On utilisera les notations suivantes pour les objets des catégories précédentes :
– F ,G P Db

c♣Xq,
– M,N P Modh,r♣DXq,
– M,N P Modh,r♣ rDXq,
– M ,N P MHMp♣X,Qq.

Multi-indices

Soit X une variété complexe de dimension d. Soient p hypersurfaces lisses Hi d’équation ti ✏ 0

pour un entier 1 ↕ p ↕ d. On utilisera les notations suivantes :
– ❇i :✏ ❇ti P DX ,
– ði :✏ ðti ✏ z❇i P rDX ,
– Ei :✏ ti❇i,
– x :✏ ♣x1, ..., xd✁pq,
– 1i :✏ ♣0, ..., 0, 1, 0, ..., 0q où le 1 est en position i,
– α :✏ ♣α1, ..., αpq,
– αI :✏ ♣αiqiPI pour I ⑨ t1, ..., p✉,
– t :✏ t1...tp,
– ts :✏ ts11 ...t

sp
p ,

– DX rss :✏ DX rs1, ..., sps.
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Première partie

Cycles proches et cycles évanescents par

un morphisme sans pente
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on donne les définitions et principaux résultats sur les cycles proches et les
cycles évanescents pour les faisceaux pervers et les D-modules.

1.1 Fibration de Milnor, cycles proches et cycles évanescents topo-

logiques

On définit ici les cycles proches et les cycles évanescents pour les faisceaux pervers et on explicite
le lien avec la fibration de Milnor.

1.1.1 Fibration de Milnor

Théorème 1.1.1. Soit X ⑨ U ⑨ Cn un espace analytique et f : X Ñ C une fonction analytique.
Soit x P X tel que f♣xq ✏ 0. Alors il existe 0 ➔ η ✦ ǫ ✦ 1 tels que la restriction

fη,ǫ : Bǫ ❳X ❳ f✁1♣
✆
Dη ✁ t0✉q Ñ

✆
Dη ✁ t0✉

soit une fibration topologique localement triviale. Ici, Bǫ est la boule fermée de centre x et de rayon

ǫ dans Cn et
✆
Dη est le disque ouvert de centre 0 et de rayon η dans C.

Démonstration. Pour X ✏ Cn et f polynomiale, ce résultat est dû à J. Milnor [Mil68]. Le cas général
est dû à D.T. Lê [Lê77].

Remarque 1.1.2. – La fibre de cette fibration ne dépend pas de ǫ et de η pourvu qu’ils soient

suffisamment petits. On la note Milf,x :✏ f✁1
η,ǫ ♣cq pour un point c P

✆
Dη ✁ t0✉.

– En relevant le champ de vecteurs tournant autour de 0 dans
✆
Dη✁t0✉, le flot du champ de vec-

teurs obtenu fournit un automorphisme de la fibre. L’automorphisme induit sur la cohomologie
de la fibre de Milnor est indépendant du relèvement, c’est l’automorphisme de monodromie

M : H✝♣Milf,x,Cq
✒
ÝÑ H✝♣Milf,x,Cq.
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1.1.2 Cycles proches et cycles évanescents

Soit X une variété analytique complexe et f : X Ñ C une fonction holomorphe. On va définir
les foncteurs cycles proches et cycles évanescents. Considérons le diagramme suivant où les carrés
sont cartésiens :

X0

❧

i //

��

X

❧f

��

X✝

❧

joo

f

��

rXpoo

rf
��

t0✉
i // C C✝

joo ⑨C✝poo

où X0 :✏ f✁1♣0q, ⑨C✝ est un revêtement universel de C✝ et on peut identifier le morphisme p : ⑨C✝ Ñ
C✝ à

exp : C Ñ C✝

z ÞÑ e2iπz.

Soit Db
c♣Xq la catégorie dérivée bornée des faisceaux à cohomologie constructible sur X. On

définit le foncteur cycles proches de la façon suivante :

Ψf : Db
c♣Xq Ñ Db

c♣X0q
F✌ ÞÑ i✁1R♣j ✆ pq✝♣j ✆ pq

✁1F✌.

La translation
τ : ⑨C✝ Ñ ⑨C✝

z ÞÑ z � 1.

permet d’induire l’automorphisme de monodromie T : ΨfF
✌ Ñ ΨfF

✌. Le foncteur cycles proches
est lié à la fibration de Milnor par le résultat suivant.

Proposition 1.1.3. Soit F✌ P Db
c♣Xq et x P X0. Il existe un isomorphisme compatible aux auto-

morphismes de monodromie
H k♣ΨfF

✌qx ✔ Hk♣Milf,x.F
✌q.

Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif

H k♣ΨfF
✌qx

✒ //

T
��

Hk♣Milf,x,F✌q

M
��

H k♣ΨfF
✌qx

✒ // Hk♣Milf,x,F✌q

Par adjonction, on a le morphisme naturel suivant :

c : i✁1F✌ Ñ ΨfF
✌.

On définit le complexe des cycles évanescents ΦfF
✌ P Db

c♣X0q comme étant le cône du morphisme
c. Ainsi, on obtient le triangle distingué suivant dans la catégorie Db

c♣X0q :

i✁1F✌ c
ÝÑ ΨfF

✌ can
ÝÝÑ ΦfF

✌ �1
ÝÝÑ . (1.1)

Remarque 1.1.4. Le cône n’étant pas une construction fonctorielle dans les catégories dérivées, il
faut faire attention au fait que cette définition des cycles évanescents n’est pas fonctorielle.

Soit Perv(X) la catégorie abélienne des faisceaux pervers sur X et notons pΨf :✏ Ψf r✁1s et
pΦf :✏ Φf r✁1s. Le théorème suivant est dû à O. Gabber.

Théorème 1.1.5. Si F✌ P Perv♣Xq alors pΨfF
✌ et pΦfF✌ sont dans Perv♣X0q.
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1.2 Généralités sur les D-modules

On définit dans cette section les D-modules holonomes et réguliers afin d’énoncer la correspon-
dance de Riemann-Hilbert. On définit également le foncteur image directe.

1.2.1 D-modules cohérents

Soit X une variété complexe de dimension n, on note OX le faisceau des fonctions holomorphes
sur X. On définit DX comme étant le sous-faisceau de H♦♠ C♣OX ,OXq engendré par

– la multiplication par des fonctions holomorphes,
– la dérivation par des champs de vecteurs holomorphes.

Localement on a, pour tout x P X, DX,x ✔ DCn,0 ✏ Ctz1, ..., zn✉①❇z1 , ..., ❇zn② avec les relations
suivantes :

r❇zi , ❇zj s ✏ 0

r❇zi , zjs ✏

✧
0 si i ✘ j

1 sinon.

Proposition 1.2.1. Le faisceau d’anneaux DX est cohérent.

Démonstration. [MS02, 2.1]

Définition 1.2.2. On définit la filtration par l’ordre F✌DX de DX , indexée par les entiers, de la
façon suivante :

– FkDX ✏ 0 si k ↕ ✁1,
– F0DX ✏ OX ,
– P P Fk�1DX si et seulement si rP, φs P FkDX pour tout φ P OX .

Remarque 1.2.3. On a une équivalence de catégories entre DX -modules à droite et DX -modules à
gauche donnée par les foncteurs quasi-inverses M Ñ ΩnX ❜OX

M et N Ñ H♦♠ OX
♣ΩnX ,N q.

Définition 1.2.4. Soit M un DX -module, il est cohérent s’il est localement de présentation finie,
i.e., si pour tout x P X il existe un voisinage U de x et une suite exacte

Dp

X⑤U Ñ Dq

X⑤U Ñ M⑤U Ñ 0.

1.2.2 La variété caractéristique d’un D-module

Définition 1.2.5. Soit M un DX -module et F✌M une F -filtration de M, i.e. une filtration croissante
exhaustive de M par des OX -modules compatible à la filtration FkDX (i.e. pour tout k,m P Z,
FkDX ☎ FmM ⑨ Fm�kM). La F -filtration F✌M est une bonne filtration de M si pour tout m P Z,
FmM est un OX -module cohérent et s’il existe localement m0 P N tel que, pour tout k P N,

FkDX ☎ Fm0
M ✏ Fm0�kM.

Proposition 1.2.6. Un DX-module cohérent admet localement une bonne filtration.

Démonstration. [MS02, Proposition 2.4]

Soit F✌M une F -filtration de M. On note grFk DX :✏ FkDX④Fk✁1DX et grFkM :✏ FkM④Fk✁1M.
On note également GrFDX :✏

➚
k➙0 grFk DX et GrFM :✏

➚
k➙0 grFkM.
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Proposition 1.2.7. Soit π : T ✝X Ñ X la projection du fibré cotangent à X sur X. Le faisceau
GrFDX est isomorphe au sous faisceau d’anneaux de π✝OT✝X consistant en les fonctions polyno-
miales en les fibres de π.

Démonstration. [MG93, Proposition 5]

Proposition 1.2.8. Le faisceau d’anneaux GrFDX est cohérent.

Démonstration. [MG93, Proposition 9]

Proposition 1.2.9. Une F -filtration F✌M de M est bonne si et seulement si GrFM est un
GrFDX-module cohérent.

Démonstration. [MG93, Theorem 1]

Proposition 1.2.10. Soit M un DX-module cohérent. Il existe un faisceau d’idéaux cohérent de

GrFDX qui est localement égal à
❜

annGrF DX
GrFM pour toute bonne filtration F✌M.

Démonstration. [MG93, Proposition 17 et Remark 6]

On note J♣Mq ce faisceau d’idéaux.

Définition 1.2.11. Étant donnée la proposition 1.2.7, on définit la variété caractéristique car♣Mq
de M comme étant l’espace analytique fermé dans T ✝X défini par le faisceau d’idéaux J♣Mq.

1.2.3 La correspondance de Riemann-Hilbert

Définition 1.2.12. Un DX -module M est holonome si sa variété caractéristique car♣Mq est de
dimension n.

Un DX -module M est régulier s’il existe localement une bonne filtration F✌M telle que J♣Mq ✏
annGrF DX

GrFM.

On note ΩnX le faisceau des n-formes holomorphes sur X et Db
h♣DXq la catégorie dérivée bornée

des DX -modules à cohomologie holonome.

Définition 1.2.13. On définit le foncteur De Rham

DR : Db
h♣DXq Ñ Db

c♣Xq

M ÞÑ Ωn
L
❜DX

M
.

La notion de régularité a été introduite par P. Deligne dans le cas des connexions holomorphes
dans [Del70]. Dans le cas des D-modules, il existe deux définitions équivalentes de la régularité, l’une
due à M. Kashiwara (cf.[Kas84]) et l’autre due à Z. Mebkhout (cf.[Meb04]).

Théorème 1.2.14. La restriction du foncteur DR est une équivalence de catégorie entre la catégorie
des DX-modules holonomes réguliers et la catégorie des faisceaux pervers

DR : Modh,r♣DXq
✒
ÝÑ Perv♣Xq.

Démonstration. [Kas84] ou [Meb84] selon la définition de régularité.
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1.2.4 Image inverse et image directe

Soit f : X Ñ Y un morphisme de variétés analytiques complexes. On définit le module de
transfert

DXÑY :✏ OX ❜f✁1OY
f✁1DY .

Définition 1.2.15. Soit M✌ un complexe de DY -modules, on définit l’image inverse de N ✌ par f
comme étant le complexe

f✝M✌ :✏ DXÑY❜f✁1DY
f✁1M✌.

Définition 1.2.16. Soit N ✌ un complexe de DX -modules à droite, on définit les images directes de
N ✌ par f comme étant les complexes

f✝N
✌ :✏ Rf✝♣N

✌
L
❜DX

DXÑY q,

f!N
✌ :✏ Rf!♣N

✌
L
❜DX

DXÑY q.

Pour un complexe de DX -modules à gauche, on utilise l’équivalence de catégorie 1.2.3 pour se
ramener au cas précédent.

Le théorème suivant est connu sous le nom d’équivalence de Kashiwara.

Théorème 1.2.17. Soit i : Y Ñ X une immersion fermée, le foncteur i✝ induit une équivalence
de catégories entre la catégorie dérivée bornée des DY -modules cohérents et celle des DX-modules
cohérents supportés sur Y .

Définition 1.2.18 (Micro-support (cf. [KS94])). Soit F P Db♣Xq un objet de la catégorie déri-
vée bornée des faisceaux sur X. On définit le micro-support de F , noté SS♣Fq, comme étant le
complémentaire dans T ✝X de l’ensemble des points p P T ✝X satisfaisant à la condition suivante :

Il existe un voisinage U de p tel que, pour tout x0 P X et toute fonction C✽ réelle ψ définie dans
un voisinage de x0 satisfaisant à ψ♣x0q ✏ 0 et dψ♣x0q P U , on ait :

♣RΓtx;ψ♣xq➙0✉Fqx0 ✏ 0.

Les deux théorèmes suivants permettent de contrôler la cohérence de l’image directe d’un D-
module.

Théorème 1.2.19. Soit M P Db
h♣DXq un complexe borné de DX-modules à cohomologie holonome

et F P Db
R✁c♣Xq un complexe R-constructible (i.e. à cohomologie localement constante sur les strates

d’une stratification sous-analytique). On suppose, de plus, que la restriction de f à supp♣Mq ❳
supp♣Fq est propre et que

car♣Mq ❳ SS♣Fq ✏ T ✝XX.

Alors f!♣M❜ Fq P Db
h♣DXq, c’est en particulier un complexe à cohomologie cohérente.

Démonstration. [SS94, Theorem 4.2]

On note π : T ✝X Ñ X la projection. Soit ϕ : X Ñ R une fonction analytique réelle. On définit

Λϕ ✏ t♣x, dϕ♣xqq ⑤ x P X✉,
Zt ✏ tx P X ⑤ ϕ♣xq ↕ t✉,
Ut ✏ tx P X ⑤ ϕ♣xq ➔ t✉.
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Théorème 1.2.20. Soient M P Db
h♣DXq et F P Db

R✁c♣Xq tels que

(i) pour tout t P R, f est propre sur supp♣Mq ❳ supp♣Fq ❳ Zt,

(ii) car♣Mq ❳ SS♣Fq ✏ T ✝XX,

(iii) il existe t0 P R tel que
Λϕ ❳ ♣car♣Mq � SS♣Fqq ⑨ π✁1♣Zt0q.

Alors

(a) Si l’on pose Ft :✏ FUt , alors le morphisme naturel

f✝♣M❜ Ftq Ñ f✝♣M❜ Fq

est un isomorphisme pour t → t0,

(b) f✝♣M❜ Fq P Db♣Dh
Xq, c’est en particulier un complexe à cohomologie cohérente.

Démonstration. [SS94, Corollary 8.1]

Pour appliquer ces théorèmes, on utilisera la proposition suivante.

Proposition 1.2.21. Soit Λ ⑨ T ✝X un sous-ensemble analytique complexe fermé conique et iso-
trope. Notons

S :✏ tt P R ⑤ t ✏ ϕ♣xq, dϕ♣xq P Λ pour un x P X✉.

Supposons, de plus, que ϕ est propre sur π♣Λq. Alors S est un ensemble discret.

Démonstration. [KS94, Proposition 8.3.12]

1.3 Cycles proches et cycles évanescents algébriques

Pour définir les cycles proches et les cycles évanescents dans le cas des D-modules, on introduit
la filtration de Kashiwara-Malgrange. On énonce alors le théorème de comparaison entre cycles
évanescents algébriques et topologiques.

1.3.1 V -filtration de Kashiwara-Malgrange

Soit Y ⑨ X une hypersurface lisse d’idéal IY . Pour tout entier k ➔ 0, on pose I k
Y,x ✏ OX .

Définition 1.3.1. On définit la V -filtration du faisceau DX indexée par les entiers. Le terme d’ordre
k P Z est le sous-faisceau de DX satisfaisant, pour tout x P X, à

♣VkDXqx :✏ tP P DX,x ⑤ ❅m P Z, P ♣I k�m
Y,x q ⑨ Im

Y,x✉.

Proposition 1.3.2. Le faisceau d’anneaux V0DX est cohérent.

Démonstration. [MM04, Proposition 4.1-5]
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Définition 1.3.3. Soit M un DX -module cohérent et U✌M une V -filtration de M, i.e. une filtration
croissante exhaustive de M par des V0DX -modules compatibles à la filtration VkDX (i.e. pour tout
k,m P Z, VkDX ☎ UmM ⑨ Um�kM). La V -filtration U✌M est une bonne V -filtration de M si pour
tout m P Z, UmM est un V0DX -module cohérent et s’il existe localement m0 P N tel que pour tout
k P N

VkDX ☎ Um0
M ✏ Um0�kM et V✁kDX ☎ U✁m0

M ✏ U✁m0✁kM.

Proposition 1.3.4. Soit t une équation locale réduite de Y et soit E la classe de l’opérateur t❇t
dans grV0 DX , la classe E est indépendante de l’équation t ✏ 0.

Démonstration. [MM04, Lemme 4.1-12]

On notera également E un relèvement de E dans V0DX .

Définition 1.3.5. Soit M un DX -module cohérent.

1. On dit que M est spécialisable si au voisinage de tout point de X, il existe une bonne V -
filtration U✌♣Mq de M et un polynôme b♣sq P Crss tels que pour tout k P Z, b♣E � kqUkM ⑨
Uk✁1M.

2. On dit que M est spécialisable par section si, pour toute section locale m de M, il existe un
polynôme b♣sq P Crss tel que b♣Eqm P V✁1DX ☎m.

Proposition 1.3.6. Les deux définitions précédentes sont équivalentes et si la première est satisfaite
pour une bonne V -filtration de M, elle l’est pour toutes.

Démonstration. [MM04, Proposition 4.2-2]

Proposition 1.3.7. Les DX-modules holonomes sont spécialisables le long de toute hypersurface.

Démonstration. [MM04, Proposition 4.4-2]

Définition 1.3.8. Soit M un DX -module spécialisable, les polynômes unitaires de plus bas degré
satisfaisant les relations de la définition 1.3.5 sont appelés polynômes de Bernstein-Sato et sont notés
bU✌ et bm.

Si les racines des polynômes de Bernstein-Sato sont dans R, on dira que M est R-spécialisable.

Définition 1.3.9. On définit la filtration V✌♣Mq indexée par C suivante :

❅x P X, Vα♣Mqx :✏ tm P Mx; s ➙ ✁α✁ 1, ❅s P b✁1
m ♣0q✉.

Cette V -filtration est appelée V -filtration canonique ou V -filtration de Malgrange-Kashiwara.

Proposition 1.3.10. La V -filtration canonique satisfait à la propriété suivante : pour tout α P
C, Vα�✌M est l’unique bonne V -filtration telle que les racines de bVα�✌ soient dans l’intervalle
r✁α✁ 1,✁αr.

Démonstration. [MM04, Propositions 4.2-6 et 4.3-5]
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1.3.2 Cycles proches algébriques

On note V➔αM :✏
➈
β➔α VβM et grVαM :✏ VαM④V➔αM.

Définition 1.3.11. On définit les cycles proches algébriques

Ψ
alg
Y M :✏

à
✁1↕α➔0

grVαM

et les cycles évanescents algébriques

Φ
alg
Y M :✏

à
✁1➔α↕0

grVαM.

Théorème 1.3.12. Soit M un DX-module holonome régulier. Le triangle distingué (cf. (1.1))

i✁1DRM ÝÑ ΨfDRM ÝÑ ΦfDRM
�1
ÝÝÑ

est naturellement isomorphe au triangle distingué obtenu en appliquant le foncteur DR au triangle
distingué

i!M ÝÑ Ψ
alg
Y M ÝÑ Φ

alg
Y M

�1
ÝÝÑ .

De plus, cet isomorphisme est compatible à la monodromie où les automorphismes de monodromie
sur Ψ

alg
Y M et ΦalgY M sont induits par exp♣✁2iπEq.

Démonstration. [MM04, Theorème 5.3-2]. On donnera également dans le chapitre 4 une démonstra-
tion de ce résultat pour les cycles proches dans le cas plus général d’un morphisme sans pente.

1.4 Opérations sur les faisceaux

On liste ici quelques morphismes qui seront utilisés dans la suite. Soit f : X Ñ Y une application
continue, F1,F2,F3 P D

b♣CXq et G1,G2 P D
b♣CY q, on a les morphismes suivants :

RH♦♠ ♣F1

L
❜ F2,F3q ✔ RH♦♠ ♣F1,RH♦♠ ♣F2,F3qq, (1.2)

f✁1G1

L
❜ f✁1G2 ✔ f✁1♣G1

L
❜ G2q, (1.3)

Rf✝F1

L
❜ G1 Ñ Rf✝♣F1

L
❜ f✁1G2q, (1.4)

f✁1RH♦♠ ♣G1,G2q Ñ RH♦♠ ♣f✁1G1, f
✁1G2q. (1.5)

Ce sont respectivement les morphismes (2.6.7), (2.6.18), (2.6.21) et (2.6.27) de [KS94].
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Chapitre 2

Morphismes sans pente

Dans ce chapitre, on donne les principaux résultats sur les morphismes sans pente, on suivra
essentiellement [Mai13]. On définit la V -multifiltration de Kashiwara-Malgrange d’un DX -module
sans pente. Comme dans le cas d’une fonction, on utilise cette multifiltration pour définir les cycles
proches algébriques.

On définit ensuite les cycles proches topologiques associés à un morphisme sans pente. Enfin, on
introduit les fonctions de classe de Nilsson à plusieurs variables, ces fonctions seront utilisées dans
la suite pour établir un lien entre cycles proches algébriques et cycles proches topologiques.

Notations On rappelle les notations relatives aux multi-indices :
– dX :✏ dimCX,
– ❇i :✏ ❇ti ,
– Ei :✏ ti❇i,
– x :✏ ♣x1, ..., xdX✁pq,
– 1i :✏ ♣0, ..., 0, 1, 0, ..., 0q où le 1 est en position i,
– α :✏ ♣α1, ..., αpq,
– αI :✏ ♣αiqiPI pour I ⑨ t1, ..., p✉,
– t :✏ t1...tp,
– ts :✏ ts11 ...t

sp
p ,

– DX rss :✏ DX rs1, ..., sps.

2.1 D-modules sans pente et V -multifiltration de Kashiwara-Malgrange

On définit la notion de D-module sans pente le long d’une famille d’hypersurfaces lisses. On
introduit alors pour un tel D-module la V -multifiltration de Kashiwara-Malgrange.

Soit H ✏ tH1, ..., Hp✉ où les Hi sont des hypersurfaces lisses dont la réunion définit un diviseur à
croisements normaux. On se place ici dans le cas où il existe localement des coordonnées ♣x, t1, ..., tpq
telles que

f : X Ñ Cp

♣x, t1, ..., tpq ÞÑ ♣t1, ..., tpq

et Hi ✏ tti ✏ 0✉.

Définition 2.1.1. Notons, pour tout 1 ↕ i ↕ p, Ii l’idéal de l’hypersurface Hi et Ik :✏
➧p
i✏1 I

ki
i .

Pour tout k P Zp et pour tout x P X, on définit :

♣VkDXqx :✏ tP P DX,x ⑤ ❅m P Zp, P ♣Ik�m
x q ⑨ Ik�m

x ✉,
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ceci permet de définir une filtration croissante de DX indexée par Zp.
Soit M un DX -module cohérent. Une V -multifiltration U✌M de M est une filtration croissante

indexée par Zp satisfaisant à VkDX ☎ Uk✶M ⑨ Uk�k✶M pour tout k et k✶ dans Zp. Une telle V -
multifiltration est bonne si elle est engendrée localement par un nombre fini de sections ♣mjqjPJ ,
c’est-à-dire que, pour tout j P J , il existe kj P Zp tel que pour tout k P Zp,

UkM ✏
➳
jPJ

Vk�kj
DX ☎mj .

Lorsque des inégalités entre nombres complexes apparaîtront, l’ordre considéré sera toujours
l’ordre lexicographique sur C, c’est-à-dire

x� iy ↕ a� ib ðñ x ➔ a ou ♣x ✏ a et y ↕ bq.

En suivant [Mai13], on commence par donner les conditions pour qu’un couple ♣H,Mq soit sans
pente, puis on définit la V -multifiltration de Malgrange-Kashiwara.

Définition 2.1.2. Soit M un DX -module cohérent.

1. On dit que le couple ♣H,Mq est multispécialisable sans pente si, au voisinage de tout point
de X, il existe une bonne V -multifiltration U✌♣Mq de M et des polynômes bi♣sq P Crss pour
tout 1 ↕ i ↕ p tels que pour tout k P Zp, bi♣Ei � kiqUkM ⑨ Uk✁1i

M.

2. On dit que le couple ♣H,Mq est multispécialisable sans pente par section si, pour toute section
locale m de M, il existe des polynômes bi♣sq P Crss pour tout 1 ↕ i ↕ p tels que bi♣Eiqm P
V✁1i

DX ☎m.

Rappelons la proposition 1 de [Mai13] :

Proposition 2.1.3. Les deux définitions précédentes sont équivalentes et, si la première est satisfaite
pour une bonne V -multifiltration de M, elle l’est pour toutes. On dit alors que le couple ♣H,Mq est
sans pente.

On fixe M un DX -module cohérent tel que le couple ♣H,Mq soit sans pente.

Définition 2.1.4. Le polynôme unitaire de plus bas degré vérifiant la propriété 1. de la définition
pour l’indice i est appelé polynôme de Bernstein-Sato d’indice i de la V -multifiltration U✌♣Mq, on
le note bi,U✌♣Mq.

Le polynôme unitaire de plus bas degré vérifiant la propriété 2. de la définition pour l’indice i
est appelé polynôme de Bernstein-Sato d’indice i de la section m, on le note bi,m.

Proposition 2.1.5. Soient, pour 1 ↕ i ↕ p, des sections σi : C④Z Ñ C de la projection naturelle
C Ñ C④Z. Il existe une unique bonne V -multifiltration V σ

✌ ♣Mq de M telle que, pour tout i, les
racines de bi,V σ

✌ ♣Mq soient dans l’image de σi.

La démonstration de cette proposition et celle de la proposition 2.1.7 sont identiques à celle du
théorème 1. de [Mai13].

Définition 2.1.6. On définit la multifiltration V✌♣Mq indexée par Cp et vérifiant :

❅x P X, Vα♣Mqx :✏ tm PMx; si ➙ ✁αi ✁ 1, ❅si P b
✁1
i,m♣0q et 1 ↕ i ↕ p✉.

Cette V -multifiltration est appelée V -multifiltration canonique ou V -multifiltration de Malgrange-
Kashiwara.
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Si on considère l’ordre partiel standard sur Cp

α ↕ β ðñ αi ↕ βi pour tout 1 ↕ i ↕ p,

on peut définir
V➔α♣Mq :✏

➳
β➔α

Vβ♣Mq

et
grα♣Mq :✏ Vα♣Mq④V➔α♣Mq.

Soient I ⑨ t1, ..., p✉ et Ic son complémentaire, on définit

V➔αI ,αIc
♣Mq :✏

➳
βI➔αI

VβI ,αIc
♣Mq.

Proposition 2.1.7. On a l’égalité des V -multifiltrations V♣➔αI ,αIc q�k♣Mq ✏ V
σ➔αI ,αIc

k ♣Mq où
σ➔αI ,αIc

est la section dont l’image est l’ensemble✧
a P Cp tel que ✁αi ✁ 1 ↕ ai ➔ ✁αi ❅ i P I

c

et ✁αi ✁ 1 ➔ ai ↕ ✁αi ❅ i P I

✯
.

Il existe un ensemble fini A ⑨ r✁1, 0rp tel que la V -multifiltration canonique soit indexée par A�Zp.
Ainsi, la V -multifiltration canonique est cohérente.

Soit I ⑨ t1, ..., p✉ et J ⑨ Ic. Comme pour les DX -modules cohérents, on a une notion de
V

HI

0I
DX -module multispécialisable sans pente le long des hypersurfaces HJ :✏ ♣HiqiPJ .

Définition 2.1.8. Soit M un V HI

0I
DX -module cohérent et J ⑨ Ic, on note q :✏ #J .

1. On dit que le couple ♣HJ ,Mq est multispécialisable sans pente (ou spécialisable si q ✏ 1) si
au voisinage de tout point de X, il existe une bonne V -multifiltration U✌♣Mq de M et des
polynômes bi♣sq P Crss pour tout i P J tels que pour tout k P Zq, bi♣Ei�kiqUkM ⑨ Uk✁1i

M.

2. On dit que le couple ♣HJ ,Mq est multispécialisable sans pente par section (ou spécialisable
par section si q ✏ 1) si, pour toute section locale m de M, il existe des polynômes bi♣sq P Crss
pour tout i P J tels que bi♣Eiqm P V HJ

✁1i
♣V HI

0I
DXq ☎m ✏ V✁1i

DX ☎m.

Remarque 2.1.9. Comme pour les DX -modules (proposition 2.1.3), les deux définitions sont équiva-
lentes et, si elles sont satisfaites, on dira que le couple ♣HJ ,Mq est sans pente (ou spécialisable si
q ✏ 1). Les analogues des propositions 2.1.5 et 2.1.7 sont vrais pour les V HI

0I
DX -modules sans pente.

Proposition 2.1.10. Soit I ⑨ t1, ..., p✉ et M un DX-module cohérent tel que le couple ♣H,Mq
soit sans pente. Alors le couple ♣HI ,Mq est sans pente et pour tout αI le couple ♣HIc , V

HI
αI

Mq est
sans pente. De plus, pour I, J ⑨ t1, ..., p✉ disjoints, les V -multifiltrations de Malgrange-Kashiwara
satisfont à :

V HI❨HJ
αI ,αJ

♣Mq ✏ V HI
αI

♣Mq ❳ V HJ
αJ

♣Mq ✏ V HI
αI

�
V HJ
αJ

♣Mq
✟
. (2.1)

On a également l’analogue de [MM04, corollaire 4.2-7]

Proposition 2.1.11. Pour tout α P C et tout j P Ic, l’application M ÞÑ V
Hj
α ♣Mq définit un

foncteur exact de la catégorie des V HI

0I
DX-modules spécialisables le long de Hj vers la catégorie des

V
Hj

0 ♣V HI

0I
qDX-modules.
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Sachant que la V -multifiltration canonique est indexée par A�Zp avec A ⑨ r✁1, 0rp fini, quitte
à renuméroter ces indices, on peut la supposer indexée par Zp et appliquer la définition A.2.3 de
l’appendice A.2 aux V -filtrations canoniques de M.

La condition sans pente s’interprète de manière naturelle comme une condition de compatibilité
des V -filtrations relatives aux différentes hypersurfaces considérées.

Proposition 2.1.12. Si le couple ♣H,Mq est sans pente, alors les filtrations V H1

✌ ♣Mq, ..., V
Hp
✌ ♣Mq

de M sont compatibles au sens de la définition A.2.3.

Démonstration. Soit α ➔ β P Cp et notons Iq :✏ t1, ..., q✉. On va construire par récurrence sur
l’entier p le p-hypercomplexe Xp correspondant à la compatibilité des sous-objets

V H1

α1
♣V

HIp

βIp
Mq, ..., V

Hp
αp ♣V

HIp

βIp
Mq ❸ V

HIp

βIp
M.

D’après la remarque A.2.2, deux filtrations sont toujours compatibles. Supposons construit le
q-hypercomplexe Xq. D’après la proposition 2.1.10, la propriété sans pente assure que les objets qui

apparaissent dans Xq sont des V
HIq

0Iq
DX -modules cohérents spécialisables le long de Hq�1. On déduit

alors de la proposition 2.1.11 que l’application de V Hq�1

αq�1
♣.q et V Hq�1

βq�1
♣.q à de tels objets sont deux

foncteurs exacts munis d’un monomorphisme de foncteurs donné par l’inclusion naturelle déduite
de l’inégalité αq�1 ↕ βq�1. On applique alors ces deux foncteurs à Xq, la fonctorialité fournit un
♣q � 1q-hypercomplexe

0 // V
Hq�1

αq�1
♣Xqq

�

� i // V
Hq�1

βq�1
♣Xqq // Coker♣iq // 0.

C’est le ♣q � 1q-hypercomplexe Xq�1 voulu. L’exactitude des différentes suites courtes provient de
l’exactitude des suites courtes de Xq, de l’exactitude des foncteurs V Hq�1-filtration ainsi que de
l’exactitude du foncteur Coker(.) appliqué à des inclusions (lemme du serpent). On utilise également
ici les identifications (2.1). Ceci nous donne par récurrence le p-hypercomplexe Xp. En prenant alors
la limite inductive des p-hypercomplexesXp sur β P Cp, on obtient le p-hypercomplexe correspondant
à la compatibilité des sous-objets

V H1

α1
♣Mq, ..., V

Hp
αp ♣Mq ❸M.

Ceci étant vérifié pour tout α P Cp, la proposition est démontrée.

La proposition A.2.5 fournit le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.13. Si le couple ♣H,Mq est sans pente, alors l’objet obtenu en appliquant successi-
vement les gradués grHi

αi
par rapport aux V -filtrations canoniques V Hi

✌ ne dépend pas de l’ordre dans
lequel on applique ces foncteurs et est égal à grα♣Mq.

Proposition 2.1.14. Soit M un DX-module cohérent tel que ♣H,Mq soit sans pente et soit 1 ↕
i ↕ p. Alors le DX-module M♣✝Hiq est cohérent et le couple ♣H,M♣✝Hiqq est sans pente. De plus,
pour tout α vérifiant αi ➔ 0, le morphisme naturel de V0DX-modules :

Vα♣Mq Ñ Vα♣M♣✝Hiqq

est un isomorphisme.
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Démonstration. Comme ♣H,Mq est sans pente, M est spécialisable le long de Hi et on peut appli-
quer [MM04, proposition 4.4-3] qui assure que M♣✝Hiq est cohérent, spécialisable le long de Hi et
que pour αi ➔ 0,

V Hi
αi
♣Mq Ñ V Hi

αi
♣M♣✝Hiqq

est un isomorphisme.
Montrons que le couple ♣H,M♣✝Hiqq est sans pente. C’est un problème local, on peut supposer

que Hi ✏ tti ✏ 0✉. Soit m✶ une section de M♣✝Hiq, on a m✶ ✏ m④ti
k où m est dans l’image de

M Ñ Mr1④tis et k P N. Le couple ♣H,Mq étant sans pente, pour tout 1 ↕ j ↕ p, il existe un
polynôme non nul bj♣sjq satisfaisant à

bj♣Ejqm P V✁1j
♣DXqm.

On a alors

bj♣Ejqt
k
im

✶ P V✁1j
♣DXqt

k
im

✶

tki bj♣Ej � δijkqm
✶ P tki V✁1j

♣DXqm
✶.

En divisant par tki , on obtient bj♣Ej � δijkiqm
✶ P V✁1j

♣DXqm
✶, ce qui permet de conclure que

♣H,M♣✝Hiqq est sans pente.
D’après la proposition 2.1.10, V Hi

αi
♣Mq et V Hi

αi
♣M♣✝Hiqq sont des V Hi

0 DX -modules sans pente le
long de Hti✉c donc, si α satisfait à αi ➔ 0, on a un isomorphisme

Vα♣Mq ✔ V
Hti✉c

αti✉c

�
V Hi
αi
♣Mq

✟ ✒
ÝÑ V

Hti✉c

αti✉c

�
V Hi
αi
♣M♣✝Hiqq

✟
✔ Vα♣M♣✝Hiqq,

ce qui conclut la démonstration de la proposition.

Corollaire 2.1.15. Soit M un DX-module cohérent tel que ♣H,Mq soit sans pente. Alors le DX-
module M♣✝♣H1 ❨ ...❨Hpqq est cohérent et le couple ♣H,M♣✝♣H1 ❨ ...❨Hpqqq est sans pente. De
plus, pour tout α vérifiant αi ➔ 0 pour tout 1 ↕ i ↕ p, le morphisme naturel de V0DX-modules :

Vα♣Mq Ñ Vα♣M♣✝♣H1 ❨ ...❨Hpqq

est un isomorphisme.

Démonstration. On effectue une récurrence sur le nombre d’hypersurfaces par rapport auxquelles
on localise M et le corollaire est une conséquence immédiate de la proposition précédente.

2.2 Gradués d’un DX-module sans pente et cycles proches algé-

briques

Ici, on démontre des propriétés des gradués de la V -multifiltration de Malgrange-Kashiwara et
on définit les cycles proches algébriques.

Proposition 2.2.1. Soit M un DX-module tel que ♣H,Mq soit sans pente. Pour tout β P C et tout
1 ↕ i ↕ p, l’endomorphisme ♣Ei � β � 1q de

Vβ,αti✉c
♣Mq④V➔β,αti✉c

♣Mq

est nilpotent.
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Démonstration. Notons σ :✏ σβ,αti✉c
et bi♣sq le polynôme de Bernstein-Sato d’indice i de la multifil-

tration correspondant à la section σ. Les racines de bi sont donc dans l’intervalle r✁β ✁ 1,✁βr. Soit
ℓ la multiplicité de la racine ✁β ✁ 1 de bi. On pose bi♣sq ✏ b✶i♣sq♣s � β � 1qℓ. On considère comme
dans la preuve de [Kas83, Théorème 1] la V -multifiltration de M suivante :

Uk♣Mq :✏ V σ
k✁1i

♣Mq � ♣Ei � ki � β � 1qℓV σ
k ♣Mq.

On peut montrer que c’est une bonne V -multifiltration, que ses polynômes de Bernstein-Sato d’indice
j ✘ i divisent ceux de V σ

✌ et que son polynôme de Bernstein-Sato d’indice i divise b✶♣sq♣s� βqℓ. Les
racines de b✶♣sq♣s � βqℓ sont dans s ✁ β ✁ 1,✁βs, par unicité, la multifiltration U✌♣Mq est égale à
la multifiltration V rσ

✌ ♣Mq où rσ ✏ σ➔β,αti✉c
. On a donc U0♣Mq ✏ V➔β,αti✉c

♣Mq et on en déduit que

♣Ei � β � 1qℓ annule
Vβ,αti✉c

♣Mq④V➔β,αti✉c
♣Mq.

Étant donnée la définition de grα♣Mq, on déduit immédiatement de cette proposition le corollaire
suivant.

Corollaire 2.2.2. Soit M un DX-module tel que ♣H,Mq soit sans pente. Pour tout α P Cp et tout
1 ↕ i ↕ p, l’endomorphisme ♣Ei � αi � 1q de grα♣Mq est nilpotent.

Proposition 2.2.3. Soit M un DX-module tel que ♣H,Mq soit sans pente. Pour tout I ⑨ t0, ..., p✉,
le couple ♣HIc , grHI

αI
Mq est sans pente.

Démonstration. [Mai13, Proposition 3]

Définition 2.2.4. Étant donné un couple ♣H,Mq sans pente, on définit les cycles proches algébriques
de M relatifs à la famille d’hypersurfaces H de la manière suivante :

ΨHM :✏
à

αPr✁1,0rp
grα♣Mq.

C’est un grV0 DX -module cohérent. Or, si l’on note X0 :✏
➇

1↕i↕pHi, on a grV0 DX ✔ DX0
rE1, ..., Eps.

Le corollaire 2.2.2 implique ainsi que ΨHM est un DX0
-module cohérent. Les cycles proches algé-

briques sont munis d’endomorphismes de monodromie pour 1 ↕ i ↕ p

Ti :✏ exp♣✁2iπEiq.

La proposition suivante est une conséquence du corollaire 2.1.13.

Proposition 2.2.5. Soit I ⑨ t1, ..., p✉. Si le couple ♣H,Mq est sans pente, alors il existe un mor-
phisme naturel de grV0 DX-modules

ΨHM Ñ ΨHI
♣ΨHIc

Mq

qui est un isomorphisme.

Dans le cas général f : X Ñ Cp, l’inclusion du graphe de f permet de définir les cycles proches
algébriques.
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Définition 2.2.6. Considérons le diagramme

X
if //

f

$$H
H

H
H

H
H

H
H

H X ✂ Cp

π✏♣π1,...,πpq

��
Cp.

où if est le graphe de f . Soit Hi :✏ π✁1
i ♣0q. D’après ce qui précède, si le couple ♣H, if�Mq est sans

pente, alors ΨHif�M est un DX✂0-module cohérent à support t♣x, 0q⑤f♣xq ✏ 0✉. On peut le voir

comme un DX -module cohérent à support f✁1♣0q, on le note alors Ψ
alg
f M.

On déduit de la proposition 2.2.5 l’isomorphisme

Ψ
alg
f MÑ Ψ

alg
fI
♣Ψalg

fIc
Mq.

2.3 Morphismes sans pente dans le cas topologique

On donne la définition de la condition sans pente pour un couple ♣f ,Λq composé d’un morphisme
et d’une sous-variété lagrangienne conique de T ✝X. On explicite le lien avec la notion de D-module
sans pente.

Soit X une variété analytique et Y un sous-espace irréductible de X. Soient f1, ..., fp, p fonctions
analytiques sur X. On note F :✏ f1...fp leur produit,

f : X Ñ Cp

x ÞÑ ♣f1♣xq, ..., fp♣xqq

et f Y la restriction à Y . On note π : T ✝X Ñ X la projection canonique du fibré cotangent et T ✝YX
l’espace conormal à Y dans X. On définit W ✼

f ,Y comme étant l’adhérence dans T ✝X ✂ Cp de★
♣x, ξ �

➳
1↕i↕p

si
dfi♣xq

fi♣xq
, s1, ..., spq ⑤ si P C, ♣x, ξq P T ✝YX et F ♣xq ✘ 0

✰
.

Notons π1 : T ✝X ✂ Cp Ñ T ✝X et π2 : T ✝X ✂ Cp Ñ Cp les deux projections canoniques.

Proposition 2.3.1. La projection par π2 de W ✼
f ,Y ❳F

✁1♣0q est une réunion d’hyperplans vectoriels
de Cp.

Démonstration. [BMM00, Proposition 2]

Définition 2.3.2. On dit que le morphisme f Y est sans pente si la projection π2
✁
W

✼
f ,Y ❳ F✁1♣0q

✠
est la réunion d’hyperplans de coordonnées.

Soit Λ une variété lagrangienne conique de T ✝X. On dit que le couple ♣f ,Λq est sans pente si,
pour toute composante irréductible T ✝ZX de Λ, le morphisme f I Z est sans pente où I ✏ t1 ↕ i ↕
p ⑤ fi Z ✙ 0✉.

Proposition 2.3.3. Le morphisme π1 :W
✼
f ,Y Ñ T ✝X est fini et propre.

Démonstration. [BMM02, preuve du théorème 2.7]
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Proposition 2.3.4. Soit if : X Ñ X ✂ C
p
t l’injection du graphe de f . Le morphisme f Y est sans

pente si et seulement si t Y est sans pente.

Théorème 2.3.5. Soit M un DX-module holonome régulier. Soit un système de coordonnées ♣x1, ..., xn, t1, ..., tpq
de X et Hi :✏ tti ✏ 0✉. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Le couple ♣♣t1, ..., tpq, car♣Mqq est sans pente.

2. Le couple ♣H,Mq est sans pente.

Démonstration. [Mai13, Théorème 3]

2.4 Cycles proches topologiques par un morphisme sans pente

Ici on définit le foncteur cycles proches topologiques associé à une fonction f : X Ñ Cp sans
pente et appliqué à la catégorie des complexes de faisceaux à cohomologie C-constructible.

Définition 2.4.1. Considérons le diagramme suivant où les carrés sont cartésiens :

f✁1♣0q
i //

��

X

f

��

X✝
joo

f X✝

��

rXpoo

rf
��

t0✉
i // Cp ♣C✝qp

joo ❷♣C✝qp.poo

Ici, X✝ ✏ X ✁ F✁1♣0q avec F ✏ f1...fp et❷♣C✝qp est le revêtement universel de ♣C✝qp.
Si F est un complexe de faisceaux à cohomologie C-constructible, on définit :

ΨfF :✏ i✁1Rj✝p✝p
✁1j✁1F ,

c’est le foncteur cycles proches. On peut identifier le morphisme❷♣C✝qp Ñ ♣C✝qp à

exp : Cp Ñ ♣C✝qp

♣z1, ..., zpq ÞÑ ♣e2iπz1 , ..., e2iπzpq.

Pour 1 ↕ i ↕ p, les translations

τi :
❷♣C✝qp Ñ ❷♣C✝qp

♣z1, ..., zi, ..., zpq ÞÑ ♣z1, ..., zi � 1, ..., zpq.

permettent d’induire des endomorphismes de monodromie Ti : ΨfF Ñ ΨfF .

Proposition 2.4.2. Soit I ⑨ t1, ..., p✉. Si le couple ♣♣f1, ..., fpq, SS♣Fqq est sans pente, alors il existe
un morphisme naturel

ΨfF Ñ ΨfI ♣ΨfIcFq (2.2)

qui est un isomorphisme. Ici, SS♣Fq est le micro-support de F (définition 1.2.18).

Démonstration. [Mai13, Théorème 4]

Proposition 2.4.3. Soit I ⑨ t1, ..., p✉. Si le couple ♣♣f1, ..., fpq, SS♣Fqq est sans pente, alors il existe
un morphisme naturel

i✁1
I ♣ΨfIcFq Ñ ΨfIc ♣i

✁1
I Fq (2.3)

qui est un isomorphisme.

Démonstration. [Mai13, Théorème 5]
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2.5 Fonctions de classe de Nilsson

On définit ici les fonction de classe de Nilsson à plusieurs variables. On se place à nouveau dans le
cas d’une famille d’hypersurfaces qui forment un diviseur à croisements normaux. Quitte à diminuer
X, on suppose qu’il existe un système de coordonnées ♣x, t1, ..., tpq tel que, pour tout 1 ↕ i ↕ p,
l’hypersurface Hi ait pour équation ti ✏ 0. On note

π : X Ñ Cp

♣x, t1, ..., tpq ÞÑ ♣t1, ..., tpq.

Définition 2.5.1. Soit α P r✁1, 0rp et k P Np. On note Nα,k la connexion méromorphe sur Cp :

Nα,k ✏
à

0↕ℓ↕k

OCpr
1

z1...zp
seα,ℓ

avec la structure de D-module donnée par la formule

zi❇zieα,ℓ ✏ ♣αi � 1qeα,ℓ � eα,ℓ✁1i
.

On définit Ti, le morphisme de monodromie d’indice i, par la formule

Tieα,ℓ ✏ exp♣2iπ♣αi � 1qq
➳

0↕m↕ℓi

♣2iπqm

m!
eα,ℓ✁m.1i

. (2.4)

Remarque 2.5.2. Pour se souvenir de la structure de D-module et de la monodromie, il faut remarquer

que la section eα,ℓ se comporte comme la fonction multiforme zα�1 logℓ1 z1
ℓ1!

...
logℓp zp
ℓp!

.

Définition 2.5.3. Soit M un DX -module tel que le couple ♣H,Mq soit sans pente. On définit :

Mα,k ✏ M❜π✁1OCp
π✁1 ♣Nα,kq ✏ Mr

1

t1...tp
s ❜π✁1OCp

π✁1 ♣Nα,kq .

D’autre part, on a
Mα,k ✏ M❜OX

π✝ ♣Nα,kq

où π✝ est l’image inverse dans la catégorie des D-modules. Ceci permet de munir Mα,k d’une

structure naturelle de DX -module. Notons Y :✏
↔

1↕i↕p

Hi. La restriction de Mα,k à Y est munie

d’endomorphismes Ti induits par les morphismes de monodromie de Nα,k et définis par :

Ti♣m❜ eα,ℓq ✏ m❜ Tieα,ℓ.

Proposition 2.5.4. Soit α P r✁1, 0rp, k P Np et M un DX-module tel que le couple ♣H,Mq soit
sans pente. Le couple ♣H,Mα,kq est sans pente. De plus, pour tout β P Cp, on a :

Vβ♣Mα,kq ✏
à

0↕ℓ↕k

Vα�β�1

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
eα,ℓ.

On commence par un lemme qui sera utile dans la démonstration de cette proposition.

Définition 2.5.5. Soit ♣x, t1, ..., tpq un système de coordonnées locales où ti ✏ 0 est une équation
de Hi. Soit Mr1④t, ssts le OX rss-module isomorphe à Mr1④t, ss par l’application m ÞÑ mts. Il est
muni d’une structure naturelle de DX rss-module par la formule :

❇i♣mtsq :✏ ♣❇imqt
s � ♣

sim

ti
qts.
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Lemme 2.5.6. Soit m une section locale de Mr1④ts et b♣sq P Crss. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. b♣Eiqm P V✁1i
♣DXqm.

2. b♣✁si ✁ 1qmts P DX rsstimts.

Démonstration. Montrons que 1 implique 2. Dans Mr1④t, ssts, on a l’égalité

♣ti❇imqt
s ✏ ♣✁si ✁ 1qmts � ❇i♣timtsq.

On montre alors par récurrence que pour tout k,

♣♣ti❇iq
kmqts ✁ ♣✁si ✁ 1qkmts P DX rsstimts.

On a donc pour tout polynôme b♣sq P Crss,

♣b♣Eiqmqt
s ✁ b♣✁si ✁ 1qmts P DX rsstimts.

D’autre part, si b♣Eiqm P V✁1i
♣DXqm, une récurrence permet de montrer que ♣b♣Eiqmqts P DX rsstimts

et on en déduit 2.
Montrons que 2 implique 1. D’une part, on peut montrer par récurrence que pour tout k P N et

tout 1 ↕ ℓ ↕ k, il existe mk,ℓ P Mr1④ts satisfaisant à :

skimts ✏ ♣♣✁❇itiq
kmqts �

k➳
ℓ✏1

❇ℓi ♣mk,ℓt
sq. (2.5)

D’autre part, en faisant opérer les ❇α ✏ ❇α1

1 ...❇
αp
p et en annulant les coefficients du polynôme en les

si que l’on obtient, on peut montrer le résultat suivant :✓➳
α

❇α♣mαt
sq ✏ 0

✛
ñ rmα ✏ 0 ❅αs (2.6)

pour une somme finie sur les α. Enfin, si l’on regarde plus précisément la récurrence faite dans la
première partie de la démonstration, on obtient

♣b♣Eiqmqt
s ✁ b♣✁si ✁ 1qmts P ❇iDX rsstimts.

L’hypothèse 2 implique
b♣✁si ✁ 1qmts ✏

➳
α,k

❇αskAα,ktimts,

où Aα,k est un opérateur différentiel indépendant des ❇i pour tout 1 ↕ i ↕ p. En utilisant l’égalité
(2.5), on peut substituer les sj et on obtient

♣b♣Eiqmqt
s ✁

➳
k

✑
♣✁t1❇1 ✁ 1qk1 ...♣✁tp❇p ✁ 1qkpA0,ktim

✙
ts ✏

➳
α→0

❇α♣mαt
sq,

avec mα P Mr1④ts. En utilisant (2.6) et le fait que ♣✁t1❇1 ✁ 1qk1 ...♣✁tp❇p ✁ 1qkpA0,kti P V✁1i
♣DXq,

on conclut que b♣Eiqm P V✁1i
♣DXqm.
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Démonstration de la proposition 2.5.4. On commence par montrer que le couple ♣H,Mα,kq est sans
pente. Quel que soit 1 ↕ i ↕ p, le DCp-module Nα,k④Nα,k✁1i

s’identifie à Nα,k✁ki.1i
On a donc la

suite exacte :
0Ñ Nα,k✁1i

Ñ Nα,k Ñ Nα,k✁ki.1i
Ñ 0.

Pour tout k P Np, le π✁1OCp-module π✁1Nα,k est à fibres plates car libres, il est donc acyclique
pour le foncteur de produit tensoriel par Mr 1

t1...tp
s et on a la suite exacte :

0ÑMα,k✁1i
ÑMα,k ÑMα,k✁ki.1i

Ñ 0. (2.7)

Le module central est sans pente si et seulement si les deux autres modules le sont. En effet, comme
dans le cas des bonnes V -filtration pour p ✏ 1 (cf [MM04]), une bonne V -multifiltration du terme
central induit des bonnes V -multifiltrations des termes extrêmes. On considère alors la suite exacte

0Ñ UℓMα,k✁1i
Ñ UℓMα,k Ñ UℓMα,k✁ki.1i

Ñ 0

et on observe que la condition multispécialisable sans pente de la définition 2.1.2 est satisfaite pour le
module central si et seulement si elle l’est pour les deux autres modules. Par récurrence, on est alors
ramené à montrer que ♣H,Mα,0q est sans pente. Soit m une section locale de Mr 1

t1...tp
s. D’après la

proposition 2.1.15, le couple ♣H,Mr 1
t1...tp

sq est sans pente et par conséquent, le lemme 2.5.6 donne
localement, pour 1 ↕ i ↕ p, des polynômes bi non nuls vérifiant :

bi♣siqmts P DX rsstimts.

Par définition du DX rss-module Mr1④t, ssts, on obtient les équations :

bi♣si � αi � 1q♣m❜ eα,0qt
s P DX rssti♣m❜ eα,0qt

s. (2.8)

Soit k0 P Np tel que pour tout ki P N vérifiant ki ➙ k0,i � 1, l’entier ✁ki n’est pas racine de
bi♣si�αi� 1q P Crsis. En remplaçant les si par les entiers ki dans la relation (2.8) et en multipliant
éventuellement par des ti, on obtient que, pour tout k P Zp,

♣m❜ eα,0qt
k P DX♣♣m❜ eα,0qt

✁k0q.

De plus, pour tout 1 ↕ i ↕ p, l’égalité ♣❇i♣m❜eα,0qqt
k ✏ ❇i♣♣m❜eα,0qt

kq�ki♣m❜eα,0qt
k✁1i montre

que ♣❇i♣m❜eα,0qqt
k P DX♣♣m❜eα,0qt

✁k0q pour tout k P Zp. Comme M est engendré par un nombre
fini de sections, en utilisant des extensions successives, on peut supposer que m engendre M. On a
donc Mα,0 ✏ DX♣♣m❜ eα,0qt

✁k0q. La filtration DX♣lq♣♣m❜ eα,0qt
✁k0qq étant une bonne filtration

du DX -module Mα,0, celui-ci est cohérent. Les équations (2.8) ainsi que le lemme 2.5.6 permettent
alors de conclure que ♣H,Mα,0q est sans pente et donc, par ce qui précède, que ♣H,Mα,kq l’est.

Pour démontrer la deuxième partie de la proposition, on commence par noter

Uβ♣Mα,kq :✏
à

0↕ℓ↕k

Vα�β�1

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
eα,ℓ

et on va montrer que c’est une bonne V -multifiltration qui satisfait à toutes les propriétés caracté-
ristiques de la multifiltration de Malgrange-Kashiwara. Soit m PM, ℓ P Np, β P C et 1 ↕ i ↕ p. On
a localement

♣ti❇i � βq♣m❜ eα,ℓq ✏ ♣♣ti❇i � β � αi � 1qmq ❜ eα,ℓ �m❜ eα,ℓ✁1i
(2.9)
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et pour tout n P Zp

tn♣m❜ eα,ℓq ✏ ♣tnmq ❜ eα,ℓ.

Ceci permet de montrer que U✌♣Mα,kq est une V -multifiltration de Mα,k (c’est-à-dire que cette
multifiltration vérifie VℓDX .Uβ♣Mα,kq ⑨ Uβ�ℓ♣Mα,kq pour tout β P Cp et pour tout ℓ P Zp).

Pour montrer que c’est une bonne V -multifiltration, on fixe β P Cp et on montre que la V -
multifiltration indexée par Zp, Uβ�✌♣Mα,kq, est une bonne V -multifiltration de Mα,k. Comme la

V -multifiltration indexée par Zp, Vα�β�✌�1

✁
Mr 1

t1...tp
s
✠
, est une bonne V -multifiltration, elle est

engendrée localement par un nombre fini de sections tmj✉jPJ . Si k ✏ 0, l’égalité (2.9) permet de
montrer que les sections tmj ❜ eα,0✉jPJ engendrent la V -multifiltration Uβ�✌♣Mα,0q. On peut alors
montrer par récurrence, en considérant la suite exacte (2.7) et l’égalité (2.9), que, pour tout k P Np,
les sections mj ❜ eα,ℓ, pour j P J et 0 ↕ ℓ ↕ k, engendrent la V -multifiltration Uβ�✌♣Mα,kq. C’est
donc une bonne V -multifiltration de Mα,k.

On fixe maintenant β P Cp et on va construire, pour tout 1 ↕ i ↕ p, un polynôme bi♣sq qui
satisfait à

bi♣ti❇iqUβ♣Mα,kq ⑨ Uβ✁1i
♣Mα,kq.

Par définition de la multifiltration de Malgrange-Kashiwara, on peut choisir, pour tout 1 ↕ i ↕ p,
un polynôme ci♣sq vérifiant

ci♣ti❇i � αi � βi � 1qVα�β�1

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
⑨ Vα�β�1✁1i

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
et ayant ses racines dans l’intervalle r✁1, 0r. Soit m P Vα�β�1

✁
Mr 1

t1...tp
s
✠
, l’égalité (2.9) permet de

montrer que
ci♣ti❇i � βiq♣m❜ eα,ℓq ✏ ♣ci♣ti❇i � βi � αi � 1qmq ❜ eα,ℓ � rm

où rm P Uβ♣Mα,k✁1i
q si on pose Uβ♣Mα,ℓq ✏ 0 pour li ➔ 0. On peut donc construire par récurrence

un polynôme bi,m♣sq ayant ses racines dans l’intervalle r✁1, 0r et vérifiant

bi,m♣ti❇i � βiq♣m❜ eα,ℓq P Uβ✁1i
♣Mα,kq.

Comme Uβ♣Mα,kq est localement engendré par un nombre fini de sections de la forme m❜eα,ℓ pour
0 ↕ ℓ ↕ k, on peut construire bi♣sq ayant ses racines dans r✁1, 0r tel que

bi♣ti❇i � βiqUβ♣Mα,kq ⑨ Uβ✁1i
♣Mα,kq.

Les racines du polynôme de Bernstein-Sato de la V -multifiltration U✌♣Mα,k✁1i
q sont donc dans

l’intervalle r✁1, 0r, ce qui permet de conclure que c’est bien la V -multifiltration de Malgrange-
Kashiwara :

Vβ♣Mα,kq ✏
à

0↕ℓ↕k

Vα�β�1

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
eα,ℓ.

La proposition suivante sera utilisée dans le chapitre 4.

Proposition 2.5.7. Soit M un DX-module holonome régulier et soit m une section engendrant M.
Le module DX rsstimts est un DX rss-module cohérent de variété caractéristique

carDX rss♣DX rsstimtsq ✏
↕

F Yℓ
✘0

W
✼
f ,Yℓ

.

Ici, la variété caractéristique est définie en considérant la filtration de DX rss pour laquelle si est de
poids 1.
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Démonstration. [Mai13, Proposition 9]
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Chapitre 3

Morphisme de comparaison pour les

cycles proches

On va construire un morphisme de comparaison entre les cycles proches algébriques d’un DX -
module M et les cycles proches topologiques de DR♣Mq relativement à l’application

π : X Ñ Cp

♣x, t1, ..., tpq ÞÑ ♣t1, ..., tpq.

On établira le lien avec la composition du morphisme de comparaison relatif aux r premières coor-
données ti et de celui relatif aux p✁ r coordonnées ti suivantes, pour 1 ➔ r ➔ p.

3.1 Comparaison avec les gradués

Commençons par donner deux définitions.

Définition 3.1.1. Soit M un DX -module tel que le couple ♣H,Mq soit sans pente. On considère la
famille tgrk♣Mq, ❇i✉kPt0,1✉p,1↕i↕p composée des objets grk♣Mq pour k P t0, 1✉p et des morphismes
❇i : grk♣Mq Ñ grk�1i

♣Mq. On définit

i✿M :✏ s♣Cube♣gr✌♣Mqqq

où s♣.q et Cube♣.q sont les foncteurs définis dans l’annexe A.1.2 et A.1.5.

Par exemple, pour p ✏ 2, on a

i✿M ✏ 0Ñ gr✁1,✁1♣Mq Ñ gr0,✁1♣Mq
➚

gr✁1,0♣Mq Ñ gr0,0♣Mq Ñ 0

m ÞÑ ♣❇1m,✁❇2mq

♣m1,m2q ÞÑ ❇2m1 � ❇1m2 .

Définition 3.1.2. De la même manière que pour la définition précédente, on considère la fa-
mille tVk♣Mq, ❇i✉kPt0,1✉p,1↕i↕p composée des objets Vk♣Mq pour k P t0, 1✉p et des morphismes
❇i : Vk♣Mq Ñ Vk�1i

♣Mq. On définit

i#M :✏ s♣Cube♣V✌♣Mqqq.
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Remarque 3.1.3. 1. Notons que si on considère la famille M :✏ tM, ❇i✉kPt0,1✉p,1↕i↕p, on a

s♣Cube♣M qq ✔ DRX④X0
♣Mq

où l’on considère la projection

τ : X Ñ X0

♣x, t1, ..., tpq ÞÑ ♣x, 0, ..., 0q.

2. On étend ces définitions aux complexes en commençant par appliquer Cube♣.q en chaque degré
puis en prenant le complexe simple associé à l’hypercomplexe obtenu. On note encore i# et i✿

ces foncteurs appliqués aux complexes.

D’après la remarque précédente, les morphismes naturels pour tout k P t0, 1✉p

grk♣Mq Ð Vk♣Mq ÑM

induisent les morphismes de complexes

i✿MÐ i#MÑ DRX④X0
♣Mq . (3.1)

Soit I ✏ t1, ..., r✉ ⑨ t1, ..., p✉ les r premiers entiers pour r ➔ p, on note

πI : X Ñ Cr

♣x, t1, ..., tpq ÞÑ ♣t1, ..., trq

et XI
0 :✏ π✁1

I ♣0q. On note V I
✌ la V -multifiltration par rapport aux fonctions t1, ..., tr. La V -

multifiltration de Malgrange-Kashiwara de M induit une V Ic-multifiltration du DXI
0

-module grIαI
♣Mq

pour tout αI P Cr. Pour tout α P Cp, on a le diagramme commutatif suivant :

grαM

��

VαMoo

grI
c

αIc

�
grIαI

M
✟

V Ic

αIc

�
grIαI

M
✟

oo V Ic

αIc

�
V I
αI

M
✟
.oo

(3.2)

On définit les foncteurs i✿I et i#I en considérant respectivement les familles tgrkI
♣Mq, ❇i✉kIPt0,1✉r,1↕i↕r

et tVkI
♣Mq, ❇i✉kIPt0,1✉r,1↕i↕r. On définit de manière analogue les foncteurs i✿Ic et i#Ic appliqués à la

catégorie des DXI
0

-modules en considérant la projection

πIc : XI
0 Ñ Cp✁r

♣x, tr�1, ..., tpq ÞÑ ♣tr�1, ..., tpq.

Les propriétés des hypercomplexes, du foncteur s♣.q et le diagramme commutatif (3.2) pour α P
t0, 1✉p fournissent le diagramme commutatif suivant :

i✿M

��

i#Moo // DRX④X0
M

i
✿
Ic
♣i✿IMq i

#
Ic
♣i✿IMqoo i

#
Ic
♣i#I Mqoo // i

#
Ic♣DRX④XI

0

Mq // DRXI
0
④X0

♣DRX④XI
0

Mq.

(3.3)
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3.2 Le morphisme Nils

D’après la proposition 2.5.4, on a

gr✁1♣Mα,kq ✏
à

0↕ℓ↕k

grα

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
eα,ℓ.

La proposition 2.1.15 assure que pour α P r✁1, 0rp, on a l’isomorphisme

grα ♣Mq ✔ grα

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
.

On définit alors le morphisme suivant :

Φ : grα ♣Mq ÝÑ gr✁1♣Mα,kq

m ÞÝÑ
➳

0↕ℓ↕k

✑
♣✁1qℓ1�...�ℓp♣t1❇1 � α1 � 1qℓ1 ...♣tp❇p � αp � 1qℓpm

✙
❜ eα,ℓ

qui induit un morphisme de complexes

Nils : grα ♣Mq Ñ i✿Mα (3.4)

où l’on identifie grα ♣Mq avec un complexe concentré en degré zéro et où Mα est la limite inductive
des Mα,k prise sur k P Np.

Remarque 3.2.1. Remarquons ici que Mα n’est pas un DX -module de type fini. Mais le fait qu’il soit
limite des Mα,k et que les couples ♣H,Mα,kq soient sans pente suffit pour le reste de la construction
et pour le théorème de comparaison.

En utilisant la définition 2.5.1, on obtient

OX ❜π✁1OCp
π✁1♣Nα,kq ✔

✁
OX ❜π✁1

I
OCr

π✁1
I ♣NαI ,kI

q
✠
❜OX

✁
OX ❜π✁1

Ic
O

Cp✁r
π✁1
Ic ♣NαIc ,kIc

q
✠
.

On déduit de cet isomorphisme et de la définition du morphisme Φ le diagramme commutatif suivant

grαM
Nils //

��

i✿Mα

��

i
✿
Ic
♣i✿IMαq

grI
c

αIc

�
grIαI

M
✟

// grI
c

αIc

✁
i
✿
IMαI

✠
// i
✿
Ic

✑
♣i✿IMαI

qαIc

✙
.

(3.5)

3.3 Le morphisme Topo

Rappelons le diagramme commutatif utilisé pour définir les cycles proches topologiques :

π✁1♣0q
i //

��

X

π

��

X✝
joo

π X✝

��

rXpoo

rπ
��

t0✉
i // Cp ♣C✝qp

joo ❷♣C✝qp.poo
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Lemme 3.3.1. Soit α P Cp, il existe un morphisme naturel

Topo : DRX♣Mαq Ñ ΨπDRX♣Mq.

Démonstration. Par définition, Mα ✏ M❜π✁1OCp
π✁1Nα, or, on a une inclusion Nα ⑨ j✝p✝p

✁1O♣C✝qp

dans le faisceau des fonctions holomorphes multiformes. Par fonctorialité, on a donc le morphisme :

DRX♣Mαq Ñ DRX♣M❜ π✁1j✝p✝p
✁1O♣C✝qpq.

L’adjonction des foncteurs image inverse et image directe fournit un morphisme de foncteurs
π✁1♣j ✆ pq✝ Ñ ♣j ✆ pq✝rπ✁1. Ceci donne le morphisme :

DRX♣M❜ π✁1j✝p✝p
✁1Oq Ñ DRX♣M❜ j✝p✝rπ✁1p✁1Oq

✏ DRX♣M❜ j✝p✝p
✁1π X✝

✁1Oq.

Par adjonction on a le morphisme :

DRX♣M❜ j✝p✝p
✁1π X✝

✁1Oq Ñ Rj✝j
✁1DRX♣M❜ j✝p✝p

✁1π X✝
✁1Oq

✏ Rj✝DRX♣j
✁1M❜ j✁1j✝p✝p

✁1π✁1Oq
✏ Rj✝DRX♣j

✁1M❜ p✝p
✁1π✁1Oq.

On applique ensuite le morphisme (1.4) (formule de projection) à la fonction p, en considérant le fait
que p✝ est un foncteur exact car p est à fibres discrètes. Par fonctorialité, on a alors le morphisme
suivant :

Rj✝DRX♣j
✁1M❜ p✝p

✁1π✁1Oq Ñ Rj✝DRX♣p✝p
✁1♣j✁1M❜ π✁1Oqq

✏ Rj✝DRX♣p✝p
✁1j✁1Mq.

Sachant que DRXM ✏ Ωn
L
❜DX

M, on peut appliquer le morphisme (1.4) à p (formule de
projection) et on obtient le morphisme :

Rj✝DRX♣p✝p
✁1j✁1Mq Ñ Rj✝p✝DRX♣p

✁1j✁1Mq
✏ Rj✝p✝p

✁1j✁1DRX♣Mq.

Si l’on compose tous les morphismes naturels que l’on vient de construire, on obtient bien le
morphisme naturel attendu :

DRX♣Mαq Ñ ΨπDRX♣Mq.

La naturalité de ce morphisme, ainsi que la définition du morphisme (2.2)

ΨπDRX♣Mq Ñ ΨπIc ♣ΨπIDRX♣Mqq

permettent de montrer que le diagramme suivant est commutatif :

DRXMα

Topo // ΨπDRXM

��
DRX r♣MαI

qαIc
s // ΨπIc ♣DRXMαI

q // ΨπIc ♣ΨπIDRXMq.

(3.6)
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3.4 Le morphisme de comparaison

En combinant les morphismes (3.1), Nils et Topo, on obtient la suite de morphismes suivante :

DRX0
ΨH ♣Mq

Nils
ÝÝÝÑ

à
αPr✁1,0rp

DRX0
i✿Mα Ð

à
αPr✁1,0rp

DRX0
i#Mα Ñ

à
αPr✁1,0rp

DRX♣Mαq
Topo
ÝÝÝÑ ΨπDRX♣Mq. (3.7)

On a appliqué les morphisme (3.1) à Mα, on a ensuite appliqué le foncteur DRX0
et on a pris la

somme sur α Ps ✁ 1, 0sp en utilisant la définition

ΨH ♣Mq :✏
à

αPr✁1,0rp
grα♣Mq.

Théorème 3.4.1. Si le couple ♣H,Mq est sans pente, alors les morphismes (3.7) sont des iso-
morphismes qui commutent aux endomorphismes de monodromie Ti. On obtient l’isomorphisme de
comparaison

DRX0
ΨH ♣Mq ✔ ΨπDRX♣Mq.

De plus, si I ✏ t1, ..., r✉ ⑨ t1, ..., p✉ et si l’on applique successivement cet isomorphisme de compa-
raison par rapport aux familles d’hypersurfaces HI et HIc , le résultat ne dépend pas de l’ordre dans
lequel on applique l’isomorphisme. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

DRX0
ΨHIc

♣ΨHI
Mq

✔

DRX0
ΨH ♣Mq

✒oo ✒ //

✔

DRX0
ΨHI

♣ΨHIc
Mq

✔

ΨπIc ♣ΨπIDRX♣Mqq ΨπDRX♣Mq
✒oo ✒ // ΨπI ♣ΨπIcDRX♣Mqq.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre p d’hypersurfaces dans H, le cas p ✏ 1

est le théorème 1.3.12.
Pour p → 1, soit I ✏ t1, ..., r✉ ⑨ t1, ..., p✉ avec 1 ➔ r ➔ p, on va considérer les diagrammes

commutatifs (3.3), (3.5) et (3.6). L’hypothèse sans pente permet d’appliquer la proposition 2.2.5
(resp. 2.4.2) qui assure que les flèches verticales des diagrammes (3.3) et (3.5) (resp. (3.6)) sont des
isomorphismes. La commutativité de ces diagrammes permet de se ramener aux cas de r et p ✁ r

hypersurfaces en appliquant successivement les deux isomorphismes de comparaison obtenus par
récurrence. La commutativité donne alors également directement la deuxième partie du théorème.

Pour un morphisme f : X Ñ Cp, l’inclusion du graphe de f permet de donner une version
générale de ce théorème.

Corollaire 3.4.2. Soit f : X Ñ Cp un morphisme d’espaces analytiques complexes réduits et M un
DX-module holonome régulier tel que le couple ♣H, if✝Mq soit sans pente. On a un isomorphisme
de comparaison

DRXΨ
alg
f ♣Mq ✔ ΨfDRX♣Mq.

De plus, si I ✏ t1, ..., r✉ ⑨ t1, ..., p✉ et si l’on applique successivement cet isomorphisme de com-
paraison par rapport aux fonctions f I et f Ic , le résultat ne dépend pas de l’ordre dans lequel on
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applique l’isomorphisme. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

DRXΨ
alg
fIc

♣Ψalg
fI

Mq

✔

DRXΨ
alg
f ♣Mq

✒oo ✒ //

✔

DRXΨ
alg
fI
♣Ψalg

fIc
Mq

✔

ΨfIc
♣ΨfI

DRX♣Mqq ΨfDRX♣Mq✒oo ✒ // ΨfI
♣ΨfIc

DRX♣Mqq.

Démonstration. On applique le théorème 3.4.1 à if✝M, on obtient l’isomorphisme

DRX0
ΨH

�
if✝M

✟
✔ ΨπDRX✂Cp♣if✝Mq.

où π : X ✂Cp Ñ Cp est la projection. On applique le foncteur if✁1 à cet isomorphisme. On observe
qu’un théorème de changement de base propre donne l’isomorphisme de foncteur Ψf if

✁1 ✔ if
✁1Ψπ.

On en déduit l’isomorphisme

if
✁1DRX0

ΨH

�
if✝M

✟
✔ Ψf if

✁1DRX✂Cp♣if✝Mq.

On déduit enfin de l’équivalence de Kashiwara (théorème 1.2.17) appliquée à l’injection du graphe
de f dans X ✂ Cp l’isomorphisme attendu

DRXΨ
alg
f ♣Mq ✔ ΨfDRX♣Mq.

La suite du corollaire se démontre de la même manière.

On déduit en particulier de ce corollaire que, dans le cas sans pente, si l’on applique l’isomor-
phisme de comparaison par rapport aux fonctions f1, ..., fp l’une après l’autre, l’isomorphisme

DRX

✁
Ψ

alg
fσ♣pq

✁
...Ψ

alg
fσ♣2q

✁
Ψ

alg
fσ♣1q

M

✠✠✠
✔ Ψfσ♣pq

✁
...Ψfσ♣2q

✁
Ψfσ♣1q

DRX♣Mq
✠✠

ne dépend pas de la permutation σ de t1, ..., p✉.
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Chapitre 4

Démonstration du théorème de

comparaison pour un morphisme sans

pente

Dans ce chapitre, on redémontre le théorème de comparaison des cycles proches pour un mor-
phisme sans pente sans se ramener au cas d’une fonction. Cette démonstration passe par une étude
approfondie de la structure locale d’un morphisme sans pente. On observera ainsi une situation
analogue à celle de la fibration de Milnor.

Dans la première section, on montre que, dans le cas sans pente, le morphisme Nils (3.4) est un
isomorphisme.

Dans la deuxième section, on démontre le théorème de comparaison pour une connexion mé-
romorphe à singularité régulière le long d’un diviseur à croisement normal. On commence par dé-
montrer un résultat de forme normale pour les singularités régulières similaire au cas classique en
dimension 1. On démontre alors le théorème grâce à une description explicite de la filtration de
Kashiwara-Malgrange et de ses gradués.

Dans la troisième section, on démontre le théorème de comparaison dans le cas général. On va se
ramener au cas précédent d’une connexion méromorphe en étudiant les images directes locales par
le morphisme sans pente. N’étant plus dans le cas d’un morphisme propre, on a besoin du théorème
d’image directe 1.2.20. On commence donc par vérifier que l’hypothèse sans pente implique que les
conditions du théorème 1.2.20 sont satisfaites. On montre ensuite un théorème de commutation de
la filtration de Kashiwara-Malgrange avec les images directes locales. On déduit finalement du cas
d’une connexion méromorphe à singularité régulière le long d’un diviseur à croisement normal le
théorème de comparaison dans le cas général.

4.1 Le morphisme Nils est un isomorphisme

On commence par montrer que, dans le cas sans pente, le morphisme Nils (3.4) est un isomor-
phisme.

Théorème 4.1.1. Soit M un DX-module tel que le couple ♣H,Mq soit sans pente et α P r✁1, 0rp.
Il existe un quasi-isomorphisme naturel de complexes :

grα♣Mq ✔ limÝÑ i✿Mα,k

où le complexe de gauche est concentré en degré zéro et la limite est prise sur l’indice k P Np. De
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plus, l’action de monodromie Tj sur limÝÑ i✿Mα,k correspond à l’action de l’exponentielle de l’endo-
morphisme ✁2iπEj de grα♣Mq pour tout 1 ↕ j ↕ p.

Démonstration. Pour montrer la première partie du théorème, on va appliquer le théorème A.1.3
aux p-hypercomplexes limÝÑCube♣gr✌♣Mα,kqq et grα♣Mq concentré en degré ♣0, ..., 0q. Calculons

limÝÑHp♣Cube♣gr✌♣Mα,kqqq

où Hp est le foncteur défini dans la partie A. On fixe ♣ǫ1, ..., ǫp✁1q P t✁1, 0✉p✁1 et on note ǫ✁1 ✏
♣ǫ1, ..., ǫp✁1,✁1q et ǫ0 ✏ ♣ǫ1, ..., ǫp✁1, 0q. On cherche à calculer la limite inductive du noyau et du
conoyau du morphisme

❇p : grǫ✁1
♣Mα,kq Ñ grǫ0♣Mα,kq. (4.1)

(1) Commençons par calculer le noyau. La multiplication tp : grǫ0♣Mα,kq Ñ grǫ✁1
♣Mα,kq est un

isomorphisme, on est alors ramené au calcul de

limÝÑKer
✑
tp❇p : grǫ✁1

♣Mα,kq Ñ grǫ✁1
♣Mα,kq

✙
.

D’après la proposition précédente, une section m de grǫ✁1
♣Mα,kq s’écrit :➳

0↕ℓ↕k

mℓ ❜ eα,ℓ

où mℓ P grα�ǫ✁1�1

✁
Mr 1

t1...tp
s
✠
. La section m est dans le noyau de tp❇p si et seulement si pour toutrℓ P Np✁1 vérifiant 0tp✉c ↕ rℓ ↕ ktp✉c (on fixe les p✁ 1 premiers indices) :➳

0↕ℓp↕kp

✁
♣tp❇p � αp � 1qmrℓ,ℓp �mrℓ,ℓp�1

✠
❜ e

α,♣rℓ,ℓpq ✏ 0

où mrℓ,kp�1
✏ 0. Ce qui donne mrℓ,ℓp ✏ ♣✁1qℓp♣tp❇p � αp � 1qℓpmrℓ,0 et ♣tp❇p � αp � 1qkp�1mrℓ,0 ✏ 0.

Or, on déduit du corollaire 2.2.2 que l’endomorphisme ♣tp❇p�αp� 1q de grα�ǫ✁1�1

✁
Mr 1

t1...tp
s
✠

est

nilpotent. Donc, pour kp suffisamment grand, on a un isomorphisme

➳
0↕ℓ↕k
ℓp✏0

grα�ǫ✁1�1

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
eα,ℓ ÝÑ Ker

✑
❇p : grǫ✁1

♣Mα,kq Ñ grǫ0♣Mα,kq
✙

➳
0↕ℓ↕k
ℓp✏0

mℓ ❜ eα,ℓ ÞÝÑ
➳

0↕ℓ↕k
ℓp✏0

☎✆ ➳
0↕ℓ↕kp

♣✁1qℓ♣tp❇p � αp � 1qℓmℓ ❜ eα,ℓ

☞✌.
On en déduit la limite inductive du noyau du morphisme (4.1).

(2) Calculons la limite inductive du conoyau du morphisme (4.1). Comme précédemment, la
multiplication par tp étant un isomorphisme, on est ramené au calcul de

limÝÑCoker
✏
❇ptp : grǫ0♣Mα,kq Ñ grǫ0♣Mα,kq

✘
.

Soit m P grα�ǫ0�1

✁
Mr 1

t1...tp
s
✠

et soit ℓ P Np on a :

m❜ eα,ℓ ✏ ❇ptp♣m❜ eα,ℓ�1p
q ✁ ♣♣❇ptp � αp � 1qmq ❜ eα,ℓ�1p

.
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Par induction, on en déduit, pour tout N P N,

m❜ eα,ℓ ✏ ❇ptp

✄ ➳
0↕n↕N

♣✁1qn ♣♣❇ptp � αp � 1qnmq ❜ eα,ℓ�♣n�1q.1p

☛
✁

♣✁1qN
�
♣❇ptp � αp � 1qN�1m

✟
❜ eα,ℓ�♣N�1q.1p

.

Comme précédemment, on déduit du corollaire 2.2.2 que l’endomorphisme

♣❇ptp � αp � 1q : grα�ǫ0�1

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
Ñ grα�ǫ0�1

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
est nilpotent et donc, pour N suffisamment grand, la section m❜ eα,ℓ est dans l’image de ❇ptp. On
en déduit que la limite inductive du conoyau du morphisme (4.1) est nulle.

L’élément de degré ♣ǫ1, ..., ǫpq du p-hypercomplexe limÝÑHp♣Cube♣gr✌♣Mα,kqqq est donc nul si
ǫp ✏ 1 et est isomorphe à

limÝÑ

➳
0↕ℓ↕k
ℓp✏0

grα�ǫ✁1�1

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
eα,ℓ

si ǫp ✏ 0. On peut donc le considérer comme un ♣p✁1q-hypercomplexe et appliquer les mêmes raison-
nements pour calculer la limite inductive de Hp✁1♣Hp♣Cube♣gr✌♣Mα,kqqqq en utilisant le fait que la
limite inductive commute aux foncteurs Hl♣.q. Par induction, on montre alors que l’élément de degré
♣ǫ1, ..., ǫpq du p-hypercomplexe limÝÑH1♣H2♣...♣Hp♣Cube♣gr✌♣Mα,kqqqq est nul si ♣ǫ1, ..., ǫpq ✘ ♣0, ..., 0q

et que l’élément de degré ♣0, ..., 0q est isomorphe à grα
✁
Mr 1

t1...tp
s
✠
. De plus, cet isomorphisme est

induit par le morphisme :

Φ : grα
✁
Mr 1

t1...tp
s
✠

ÝÑ gr✁1♣Mα,kq

m ÞÝÑ
➳

0↕ℓ↕k

♣✁1qℓ1�...�ℓp♣t1❇1 � α1 � 1qℓ1 ...♣tp❇p � αp � 1qℓpm❜ eα,ℓ

(4.2)
Étant donné que l’on a supposé α P r✁1, 0rp, on peut appliquer la proposition 2.1.15 et on a un
isomorphisme

grα

✂
Mr

1

t1...tp
s

✡
✔ grα♣Mq.

Le p-hypercomplexe grα♣Mq concentré en degré ♣0, ..., 0q est isomorphe à H1♣H2♣...♣Hp♣grα♣Mqqqq.
Le théorème A.1.3 assure alors que l’on a l’isomorphisme de complexes suivant :

grα♣Mq ✔ limÝÑ s♣Cube♣gr✌♣Mα,kqqq ✏ limÝÑ i✿Mα,k

ce qui donne la première partie du théorème.
Pour déterminer l’action des morphismes de monodromie sur grα♣Mq, on considère le morphisme

(4.2). Soit m P grα♣Mq ✔ grα
✁
Mr 1

t1...tp
s
✠
, on observe que, pour connaître l’action de Tj sur m,

il suffit de déterminer le coefficient devant eα,0 de Tj♣Φ♣mqq. L’égalité (2.4) permet de calculer ce
coefficient. En utilisant le fait que l’endomorphisme ♣tj❇j � αj � 1q de grα♣Mq est nilpotent, on
montre alors que l’action de la monodromie Tj est donnée par l’endomorphisme exp♣✁2iπEjq de
grα♣Mq, ce qui conclut la démonstration du théorème.
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4.2 Cas d’une connexion méromorphe à singularité régulière

Ici, on traite le cas d’une connexion méromorphe à singularité régulière sur un polydisque D et
où les cycles proches sont pris relativement à la fonction IdD.

4.2.1 V -multifiltration et gradués

On calcule la V -multifiltration de Kashiwara-Malgrange et ses gradués. Soit D un polydisque de
centre 0 dans Cp, muni des coordonnées ♣t1, ..., tpq. On note Y le diviseur à croisements normaux
d’équation tt1...tp ✏ 0✉.

Définition 4.2.1. Soit ♣M,∇q une connexion méromorphe sur D à pôles le long de Y . On dit que
♣M,∇q est à singularité régulière le long de Y s’il existe une OD♣✝Y q base de M dans laquelle les
coefficients la matrice de ∇ sont dans le OD-module engendré par les dti

ti
pour 1 ↕ i ↕ p.

Lemme 4.2.2. Si ♣M,∇q est à singularité régulière le long de Y , alors il existe une OD♣✝Y q-base
de M dans laquelle la matrice de la connexion s’écrit :

p➳
i✏1

Ri
dti

ti

où les Ri sont des matrices constantes qui commutent deux à deux et dont les valeurs propres vérifient
✁1 ↕ λ ➔ 0.

La preuve de ce lemme est similaire au cas classique en dimension 1. On commence par montrer
le résultat d’algèbre linéaire suivant.

Lemme 4.2.3. Soit P P End♣Cpq et Q P End♣Cpq, l’équation

XP ✁QX ✏ Y

a une unique solution X P Hom♣Cp,Cqq pour tout Y P Hom♣Cp,Cqq, si et seulement si P et Q n’ont
pas de valeur propre en commun.

Démonstration du lemme 4.2.2. Si ♣M,∇q est à singularité régulière le long de Y , la matrice de la
connexion s’écrit :

p➳
i✏1

Ri♣t1, ..., tpq
dti

ti

où les Ri sont à coefficients holomorphes. Le fait que la connexion soit plate donne les relations de
commutation suivantes pour tout couple ♣i, jq :

rRi, Rjs ✏ tj
❇Ri
❇tj

✁ ti
❇Rj
❇ti

. (4.3)

Si on arrive à se ramener au cas de matrices Ri constantes, la platitude implique alors immédia-
tement que ces matrices commutent deux à deux.

Si B est une matrice de changement de base pour M, alors la matrice de la connexion s’écrit
dans la nouvelle base :

p➳
i✏1

⑨Ri♣t1, ..., tpqdti
ti

où ⑨Ri ✏ BRiB
✁1 � ti

✂
❇B

❇ti

✡
B✁1. (4.4)

La démonstration se déroule en trois étapes :
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1. On commence par se ramener au cas où :

Pour tout i, les valeurs propres de la partie constante

de la matrice Ri vérifient les inégalités ✁ 1 ↕ λ ➔ 0. (4.5)

2. On construit alors, par récurrence, une matrice de changement de base à coefficients dans
Crrt1, ..tpss, l’anneau des séries formelles, qui donne le résultat voulu.

3. On montre que cette matrice est en fait à coefficients convergents.

1. Notons Ri♣0q la partie constante de la matrice Ri et tλ1, ..., λn✉ l’ensemble des valeurs propres
de la matrice R1♣0q. Si l’on fait un changement de base à coefficients constants, la deuxième
partie de la formule (4.4) est nulle et on peut donc se ramener au cas où R1♣0q est sous forme
de Jordan :

R1♣0q ✏

✂
P1 0

0 Q1

✡
où P1 est composé des blocs de Jordan associés à λ1 et Q1 de ceux associés aux valeurs propres
de R1♣0q différentes de λ1. De plus, les relations de commutation (4.3) assurent que la partie
constante des matrices Ri commutent deux à deux. Dans la nouvelle base, on a alors pour tout
i :

Ri♣0q ✏

✂
Pi 0

0 Qi

✡
.

On peut effectuer alors le changement de base par la matrice

B ✏

✂
t1Id 0

0 Id

✡
et on vérifie, à l’aide de la formule (4.4), que dans la nouvelle base l’ensemble des valeurs
propres de R1♣0q est tλ1 � 1, ..., λn✉ et que les valeurs propres de Ri♣0q, pour i ➙ 1, n’ont pas
été modifiées. De la même façon, on peut effectuer le changement de base par la matrice

B ✏

✂
1
t1

Id 0

0 Id

✡
et, dans la nouvelle base, l’ensemble des valeurs propres de R1♣0q est tλ1 ✁ 1, ..., λn✉ et les
valeurs propres de Ri♣0q restent inchangées.
Avec des opérations de ce type, on peut donc se ramener au cas où, pour tout i, les valeurs
propres de la partie constante de Ri satisfont à ✁1 ↕ λ ➔ 0.

2. On va montrer, par récurrence sur p, le nombre de matrices, que si l’hypothèse (4.5) est vérifiée
alors on peut trouver une matrice B♣t1, ..., tpq P Gl♣Crrt1, ..., tpssq telle que B♣0, ..., 0q ✏ Id et
telle que, pour tout i, on ait

BRiB
✁1 � ti

✂
❇B

❇ti

✡
B✁1 ✏ Ri♣0q.

Si p ✏ 0, la condition est vide. Supposons que p ➙ 1 et que l’hypothèse (4.5) est vérifiée.
Notons Ri♣t1, ..., tpq ✏

➦
k➙0Ri,k♣t2, ..., tpqt

k
1. Dans un premier temps, on va se ramener au

cas où R1,0 est constante. On remarque que, si l’on fait un changement de base par une
matrice B♣t2, ..., tpq P Gl♣Crrt2, ..., tpssq indépendante de t1, alors, pour i ➙ 2, la partie de Ri
indépendante de t1 devient

BRi,0B
✁1 � ti

✂
❇B

❇ti

✡
B✁1.
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De plus, la partie constante de la matriceRi,0 est la matriceRi♣0q, donc les matricesR2,0, ..., Rp,0
vérifient l’hypothèse (4.5). On peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence aux matrices
R2,0, ..., Rp,0 et trouver une matrice C♣t2, ..., tpq P Gl♣Crrt2, ..., tpssq telle que C♣0, ..., 0q ✏ Id
et telle que, pour i ➙ 2,

CRiC
✁1 � ti

✂
❇C

❇ti

✡
C✁1 ✏ R✶

i

où la partie de R✶
i indépendante de t1 est constante. Dans cette nouvelle base, les relations

(4.3) donnent, pour tout i ➙ 2, ✏
R✶

1, R
✶
i

✘
✏ ti

❇R✶
1

❇ti
✁ t1

❇R✶
i

❇t1
.

Si l’on regarde la partie indépendante de t1 de cette égalité, on obtient :✏
R✶

1,0, R
✶
i,0

✘
✏ ti

❇R✶
1,0

❇ti
.

Fixons i ↕ 2 et notons R✶
1,0 ✏

➳
k➙0

tkiR
✶
1,0,k♣t2, ..., ti✁1, ti�1, ..., tpq. L’égalité précédente donne,

pour tout k ➙ 0,
♣R✶

i,0 � kIdqR✶
1,0,k ✁R✶

1,0,kR
✶
i,0 ✏ 0.

Si l’on regarde cette équation pour tous les degrés en ♣t2, ..., ti✁1, ti�1, ..., tpq, le lemme 4.2.3
et l’hypothèse (4.5) sur Ri♣0q assurent que, pour k ✘ 0, R✶

1,0,k ✏ 0. Ceci est valable pour tout
i ➙ 2 donc R✶

1,0 est constante. De plus, comme C♣0, ..., 0q ✏ Id, la formule de changement de
base (4.4) assure que R✶

1,0 ✏ R1♣0q.
On peut alors construire B1♣t1, ..., tpq P Gl♣d,Crrt1, ..., tpssq telle que

B1R
✶
1B

✁1
1 � t1

✂
❇B1

❇t1

✡
B✁1

1 ✏ R✶
1♣0q.

ou, de manière équivalente,

B1R
✶
1 � t1

✂
❇B1

❇t1

✡
✏ R✶

1♣0qB1. (4.6)

Pour faire cela, on écrit

B1 ✏
➳

♣k1,...kpqPNp

tk11 ...t
kp
p B1,k1...kp et R✶

1 ✏
➳

♣k1,...kpqPNp

tk11 ...t
kp
p R

✶
1,k1...kp

et on construit les matrices B1,k1...kp de manière inductive. En degré ♣0, k2, ..., kpq, l’équation
(4.6) impose

B1,0,k2,...,kpR
✶
1,0...0 ✏ R✶

1,0...0B1,0,k1...,kp

car, pour ♣k2, ..., kpq ✘ ♣0, ..., 0q, R✶
1,0,k1...,kp

✏ 0. On pose B1,0...0 ✏ Id et B1,0,k1...,kp ✏ 0 pour
♣k2, ..., kpq ✘ ♣0, ..., 0q. Si k1 ✘ 0, l’équation (4.6) impose

B1,k1...kpR
✶
1,0...0 � ♣k1Id✁R✶

1,0...0qB1,k1...kp ✏ Φ
✁
R✶

1,ℓ1...ℓp
;B1,m1...mp

✠
♣ℓ1,...,ℓpqPNp

♣m1,...,mpq➔♣k1,...kpq

.

Si les B1,m1...mp qui apparaissent dans la fonction de droite de l’égalité sont fixés, alors le
lemme 4.2.3 et l’hypothèse (4.5) assurent l’existence (et l’unicité) de B1,k1...kp . On peut donc
construire les B1,k1...kp par induction sur l’entier k1 � ...� kp.
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Dans la nouvelle base, notons ⑨Ri :✏ B1R
✶
iB

✁1
1 � ti

✁
❇B1

❇ti

✠
B✁1

1 . Les relations (4.3) donnent,

pour tout i ➙ 2, ✑ rR1, rRi✙ ✏ ✁t1
❇⑨Ri
❇t1

car ⑨R1 ✏ R1♣0q est constante. Si on écrit ⑨Ri ✏ ➳
k➙0

tk1
rRi,k♣t2, ..., tpq dans l’égalité précédente,

on a pour tout k ➙ 0

♣ rR1 � kIdq rRi,k ✁ rRi,k rR1 ✏ 0.

Si l’on regarde cette équation pour tous les degrés en ♣t2, ..., tpq, le lemme 4.2.3 et l’hypothèse
(4.5) sur R1♣0q assurent que, pour k ✘ 0, rRi,k ✏ 0, donc pour i ➙ 2, les matrices rRi sont à
coefficients indépendants de t1. De plus, comme les coefficients de B1 sont dans Crrt1, ..., tpss
et comme B1,0...0 ✏ Id, la formule (4.4) assure que la partie constante de Ri reste inchangée
pour tout i. Les matrices rR2, ..., rRp vérifient donc l’hypothèse de récurrence et on peut trouver
B2♣t2, ..., tpq P Gl♣Crrt2, ..., tpssq tel que

B2
rRiB✁1

2 � ti

✂
❇B2

❇ti

✡
B✁1

2 ✏ Ri♣0q

pour tout i ➙ 2. Les relation (4.3) assurent que, pour tout i, la matrice rR1 commute avec
Ri♣0q et avec rRi, l’équation précédente nous donne, pour tout i ➙ 2, l’équation

rB2, rR1s rRi � ti

✄
❇rB2, rR1s

❇ti

☛
✏ Ri♣0qrB2, rR1s.

En considérant ces équations pour tout degré et en remarquant que rB2, rR1s♣0, ..., 0q ✏ rId, rR1s
✏ 0, on montre, en appliquant un raisonnement analogue à ce qui a été fait précédemment,
que rB2, rR1s ✏ 0 et donc que

B2
rR1B

✁1
2 � t1

✂
❇B2

❇t1

✡
B✁1

2 ✏ rR1 ✏ R1♣0q.

On peut donc prendre pour B la matrice B2B1C, ce qui conclut l’étape 2.

3. Il reste à montrer que les coefficients de la matrice B sont convergents. On montre que, pour
tout i, si l’on fixe ♣t1, ..., ti✁1, ti�1, ..., tpq ✏ ♣a1, ..., ai✁1, ai�1, ..., apq un ♣p✁1q-uplet de nombres
complexes suffisamment proches de zéro, alors

Ba♣tiq :✏ B♣a1, ..., ai✁1, ti, ai�1, ..., apq P Gl♣Crrtissq

est en fait à coefficients dans Ctti✉, c’est-à-dire à coefficients convergents. La matrice Ri vérifie
cette propriété et Ba est solution de

ti

✂
❇Ba

❇ti

✡
✏ Ri♣0qBa♣tiq �Ba♣tiqRi,a♣tiq.

Il suffit alors d’appliquer la proposition 1.1.2 du chapitre II de [Sab93] pour montrer que
Ba♣tiq est à coefficients convergents. Ce résultat étant vrai pour tout i et tout ♣p ✁ 1q-uplet
suffisamment proche de zéro, B est à coefficients convergents, ce qui conclut la démonstration
du lemme.
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Notons C le C-espace vectoriel de dimension finie engendré par la base fournie par le lemme pré-
cédent. Étant donné que les matrices Ri commutent deux à deux, les sous-espaces propres généralisés
de l’une de ces matrices sont stables par les autres. Comme les valeurs propres des Ri satisfont à
✁1 ↕ λ ➔ 0, on peut décomposer C de la façon suivante :

C ✏
à

αPr✁1,0rp
Cα,

où
Cα :✏

↔
1↕i↕p

Ker
✏
♣Ei � αi � 1qNi : C Ñ C

✘
pour des entiers Ni suffisamment grands. Les C-espaces vectoriels Cα sont de dimension finie et sont
nuls sauf pour un nombre fini de α vérifiant α Ps✁ 1, 0sp. On définit alors pour α Ps✁ 1, 0sp et pour
tout k P Zp, le C-espace vectoriel Cα�k :✏ tkCα. On vérifie facilement que, pour tout α P Cp,

Cα ⑨
↔

1↕i↕p

Ker
✏
♣Ei � αi � 1qNi : MÑM

✘
pour des Ni suffisamment grands. Or, on a

M ✏ OD♣✝Y q ❜C C

✏
à

αPr✁1,0rp
OD♣✝Y q ❜C Cα.

On en déduit que pour tout α P Cp,

Cα ✏
↔

1↕i↕p

Ker
✏
♣Ei � αi � 1qNi : MÑM

✘
pour des Ni suffisamment grands. On observe donc que :

– Si on note Hi les hyperplans d’équation tti ✏ 0✉, alors le couple ♣H,Mq est sans pente.
– Le C-espace vectoriel Cα est de dimension finie et nul sauf pour un nombre fini de α� Zp.
– Pour tout 1 ↕ i ↕ p et tout α P Cp, on a un isomorphisme

ti : Cα
✒
ÝÑ Cα✁1i

.

D’autre part, ❇i♣Cαq ⑨ Cα�1i
et Ei : Cα Ñ Cα est une bijection pour αi ✘ ✁1. On a donc un

isomorphisme
❇i : Cα

✒
ÝÑ Cα�1i

pour tout α vérifiant αi ✘ ✁1. Si l’on considère la filtration de Kashiwara-Malgrange de M, on
observe que V➔αI ,αIc

♣Mq est le OD-module libre engendré parà
αI✁1I↕βI➔αI

αIc✁1Ic➔βIc↕αIc

CβI ,βIc
(4.7)

pour tout I ⑨ t1, ..., p✉, αI P C#I et αIc P C#Ic . On déduit de ceci que

Cα ✔ grα♣Mq.
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Proposition 4.2.4. Soit i : t0✉ ãÑ D, on a un isomorphisme fonctoriel

i✁1DR♣Mq ✔ DR♣i✿Mq ✏ i✿M

où i✿ est le foncteur de la définition 3.1.1.

Démonstration. L’égalité DR♣i✿Mq ✏ i✿M vient du fait que la variété sous-jacente à i✿M est le
point t0✉. Si l’on considère la famille M✌ :✏ tMk, ❇i✉kPZp,1↕i↕p où, pour tout k P Zp, Mk :✏ M,
on observe que

DR♣Mq ✔ s♣Cube♣M✌qq.

On cherche donc à construire un isomorphisme

s♣Cube♣M✌qq t0✉ ✔ s♣Cube♣gr✌♣Mqqq t0✉.

Pour simplifier les notations, on pose pour tout α P Cp, grα :✏ grα♣Mq et Vα :✏ Vα♣Mq et on
oubliera de noter que les complexes sont restreints au point t0✉. Pour tous les autres hypercubes
considérés dans cette démonstration, les morphismes seront toujours les dérivés ❇i pour 1 ↕ i ↕ p.

On construira en fait deux isomorphismes :

s♣Cube♣M✌qq
✒
ÐÝ s♣Cube♣V✌qq

✒
ÝÑ s♣Cube♣gr✌qq.

(1) Construisons l’isomorphisme s♣Cube♣V✌qq
✒
ÝÑ s♣Cube♣M✌qq. On a une injection naturelle

s♣Cube♣V✌qq ãÑ s♣Cube♣M✌qq.

Par exactitude des foncteurs s♣.q et Cube♣.q, le conoyau de cette injection est s♣Cube♣M✌④V✌qq.
Pour montrer que l’on a un isomorphisme, il suffit donc de montrer que s♣Cube♣M✌④V✌qq est quasi-
isomorphe au complexe nul. Comme M est filtré par les Vα, il suffit de montrer que pour tout
α P Cp vérifiant α → ♣0, ..., 0q, le complexe s♣Cube♣Vα�✌④V✌qq est quasi-isomorphe à 0. On rappelle
que l’ordre considéré est obtenu en prenant l’ordre total lexicographique de C provenant de l’ordre
sur R, puis en prenant l’ordre partiel naturel sur Cp.

On fixe un α → ♣0, ..., 0q. Supposons par exemple α1 → 0, on a la suite exacte

0Ñ s♣Cube♣V♣➔α1,αt1✉c�✌q④V✌qq Ñ s♣Cube♣Vα�✌④V✌qq Ñ

s♣Cube♣Vα�✌④V♣➔α1,αt1✉c�✌qqq Ñ 0. (4.8)

Montrons que le complexe de droite est quasi-isomorphe à 0. La proposition 2.2.1 assure que l’endo-
morphisme ♣t1❇1�α1�k1q de Vα�k✁11

④V♣➔♣α1�k1✁1q,αt1✉c�kt1✉c q est nilpotent, donc pour α1�k1 → 0

le morphisme

❇1 : Vα�k✁11
④V♣➔♣α1�k1✁1q,αt1✉c�kt1✉c q Ñ Vα�k④V♣➔♣α1�k1q,αt1✉c�kt1✉c q

est injectif. De même, l’endomorphisme ♣❇1t1�α1�k1q de Vα�k④V♣➔♣α1�k1q,αt1✉c�kt1✉c q est nilpotent,
donc pour α1 � k1 → 0 le morphisme précédent est surjectif donc bijectif. Comme pour l’hypercube
considéré, les éléments non nuls vérifient k1 ➙ 0 et comme α1 → 0, F1♣Cube♣Vα�✌④V♣➔α1,αt1✉c�✌qqq
est exact (avec F1♣.q le foncteur défini dans la partie A). Le corollaire A.1.4 assure alors que
s♣Cube♣Vα�✌④V♣➔α1,αt1✉c�✌qqq est quasi-isomorphe à 0. On déduit alors de la suite exacte (4.8) que
le complexe s♣Cube♣Vα�✌④V✌qq est quasi-isomorphe à 0 si et seulement si s♣Cube♣V♣➔α1,αt1✉c�✌q④V✌qq
l’est. On peut donc se ramener par récurrence au cas où α1 ✏ 0. Le même raisonnement permet de se
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ramener au cas où tous les αi sont nuls et dans ce cas le complexe s♣Cube♣Vα�✌④V✌qq est clairement
nul. L’injection naturelle

s♣Cube♣V✌qq ãÑ s♣Cube♣M✌qq

est donc bien un quasi-isomorphisme.
(2) Construisons l’isomorphisme s♣Cube♣V✌qq

✒
ÝÑ s♣Cube♣gr✌qq. On a une surjection naturelle

s♣Cube♣V✌qq։ s♣Cube♣gr✌qq.

Comme précédemment, l’exactitude des foncteurs s♣.q et Cube♣.q assure que le noyau de cette surjec-
tion est s♣Cube♣V➔✌qq. On cherche donc à montrer que le complexe s♣Cube♣V➔✌qq est quasi-isomorphe
à 0. On va montrer ce résultat par récurrence sur la dimension p de D. Considérons la suite exacte
de complexes

0Ñ s♣Cube♣V➔✌t1✉,✌t1✉c qq Ñ s♣Cube♣V➔✌qq Ñ s♣Cube♣V➔✌④V➔✌t1✉,✌t1✉c qq Ñ 0. (4.9)

On va montrer dans un premier temps que le complexe s♣Cube♣V➔✌t1✉,✌t1✉c qq est quasi-isomorphe
à 0. Pour pouvoir appliquer un raisonnement similaire à la partie (1) de la démonstration, on va
montrer que pour tout ♣k2, ..., kpq P t✁1, 0✉p✁1 le morphisme

❇1 : V➔✁1,k2,...,kp Ñ V➔0,k2,...,kp

est un isomorphisme. Le morphisme de multiplication par t1, V➔0,k2,...,kp
t1.ÝÑ V➔✁1,k2,...,kp , est un

isomorphisme car il admet la multiplication par 1
t1

comme réciproque, on est donc ramené à montrer
que le morphisme

E1 ✏ t1❇1 : V➔✁1,k2,...,kp Ñ V➔✁1,k2,...,kp

est un isomorphisme. On a vu précédemment (4.7) que

V➔✁1,k2,...,kp ✏
à

✁2 ↕ α1 ➔ ✁1
kt1✉c✁1t1✉c➔ βt1✉c↕ kt1✉c

OD ❜C Cα1,βt1✉c

où les Cα1,βt1✉c
sont stables par t1❇1 et non nuls pour un nombre fini de ♣α1,βt1✉cq apparaissant

dans la somme directe. Il suffit donc de montrer que, pour tout α1 ➔ ✁1, le morphisme

t1❇1 : OD ❜C Cα1,βt1✉c
Ñ OD ❜C Cα1,βt1✉c

est un isomorphisme. Par définition, on observe que le morphisme t1❇1 : Cα1,βt1✉c
Ñ Cα1,βt1✉c

s’écrit
✁♣α1 � 1qId�N où N est nilpotent. Soit c un élément du noyau de N , on a la suite exacte

0Ñ OD ❜C C.cÑ OD ❜C Cα1,βt1✉c
Ñ OD ❜C Cα1,βt1✉c

④C.cÑ 0

où les morphismes commutent à l’action de t1❇1. Comme l’espace vectoriel Cα1,βt1✉c
est de dimension

finie, une récurrence sur cette dimension et la suite exacte précédente permettent de se ramener au
cas où Cα1,βt1✉c

est de dimension 1 et donc où t1❇1 ✏ ✁♣α1 � 1qId. Dans ce cas, on a

t1❇1 : OD ❜C C.c Ñ OD ❜C C.c

ϕ❜ c ÞÑ ♣t1❇1ϕ✁ ♣α1 � 1qϕq ❜ c.

La bijectivité se montre alors facilement en développant ϕ en série convergente. On a donc montré que
F1♣Cube♣V➔✌t1✉,✌t1✉c qq est exact et, par conséquent, le corollaire A.1.4 assure que s♣Cube♣V➔✌t1✉,✌t1✉c qq
est quasi-isomorphe à 0.
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Montrons alors par récurrence sur la dimension p du polydisque D que le complexe s♣Cube♣V➔✌qq
est quasi-isomorphe à 0. On déduit de la suite exacte (4.9) et de ce qui précède que le complexe
s♣Cube♣V➔✌qq est quasi-isomorphe à 0 si et seulement si le complexe s♣Cube♣V➔✌④V➔✌t1✉,✌t1✉c qq l’est.
Si la dimension p du polydisque D est égale à 1, le complexe s♣Cube♣V➔✌④V➔✌t1✉,✌t1✉c qq est nul et on
en déduit le résultat. Supposons p → 1 et notons D✶ la sous-variété de D d’équation tt1 ✏ 0✉, c’est
un polydisque de centre 0 dans Cp✁1. Soit ♣k1, ..., kpq P t✁1, 0✉p et notons

M✶
k1

:✏ Ker
✏
♣E1 � k1 � 1qN : MÑM

✘
pour N assez grand. Comme M✶

k1
est stable par l’action de ❇i pour tout 2 ↕ i ↕ p, la restriction de

M✶
k1

à D✶ a une structure de connexion méromorphe sur D✶ et la base de M fournie par le lemme
4.2.2 donne une base de M✶

k1
vérifiant les mêmes propriétés. La décomposition (4.7) permet alors

de montrer que
V➔♣k1,...,k2q♣Mq④V➔k1,♣k2,...,kpq♣Mq ✔ V D✶

➔♣k2,...,kpq
♣M✶

k1
q.

On en déduit que le p-hypercomplexe
✑
Cube♣V➔✌♣Mq④V➔✌t1✉,✌t1✉c ♣Mqq

✙
est isomorphe à

0Ñ Cube♣V D✶

➔✌ ♣M
✶
✁1qq Ñ Cube♣V D✶

➔✌ ♣M
✶
0qq Ñ 0.

L’hypothèse de récurrence assure que les complexes s♣Cube♣V D✶

➔✌ ♣M
✶
✁1qqq et s♣Cube♣V D✶

➔✌ ♣M
✶
0qqq

sont quasi-isomorphes à 0. Donc le complexe obtenu en appliquant le foncteur F1♣.q au complexe
double

0Ñ s♣Cube♣V D✶

➔✌ ♣M
✶
✁1qqq Ñ s♣Cube♣V D✶

➔✌ ♣M
✶
0qqq Ñ 0

est exact et le corollaire A.1.4 assure alors que le complexe simple associé à ce complexe double est
quasi-isomorphe à 0. Or, en appliquant la définition du foncteur s♣.q, on observe que le complexe
s♣Cube♣V➔✌④V➔✌t1✉,✌t1✉c qq est isomorphe au complexe simple associé au complexe double précédent,
ce qui montre que s♣Cube♣V➔✌④V➔✌t1✉,✌t1✉c qq est quasi-isomorphe à 0.

On a donc montré par récurrence sur la dimension p du polydisque D que s♣Cube♣V➔✌qq est
quasi-isomorphe à 0 et donc que la surjection naturelle

s♣Cube♣V✌qq։ s♣Cube♣gr✌qq.

est un isomorphisme.
On a donc construit un isomorphisme

i✁1DR♣Mq ✔ s♣Cube♣M✌qq t0✉
✒
ÐÝ s♣Cube♣V✌qq t0✉

✒
ÝÑ s♣Cube♣gr✌qq t0✉ ✔ DR♣i✿Mq ✏ i✿M.

La fonctorialité de la filtration de Kashiwara-Malgrange et des gradués associés à cette filtration
implique la fonctorialité de cet isomorphisme.

4.2.2 Théorème de comparaison

On démontre le théorème de comparaison pour une connexion méromorphe à singularité régulière
le long d’un diviseur à croisement normal.

Avec les notations de la définition 2.5.1, on observe que si M est à singularité régulière M❜Nα,k

l’est aussi. On déduit alors de la proposition 4.2.4 un isomorphisme fonctoriel

i✁1DR♣M❜Nα,kq ✔ i✿♣M❜Nα,kq (4.10)
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pour tout α P r✁1, 0rp et k P Np. On note

Nα :✏ limÝÑ
k

Nα,k et N :✏
à

αPr✁1,0rp
Nα.

On déduit alors du théorème 4.1.1 et de l’isomorphisme (4.10) un quasi-isomorphisme de complexes :à
αPr✁1,0rp

grα♣Mq
✒
ÝÑ i✁1DR♣M❜N q

où le complexe de droite est concentré en degré 0. On redonne la définition du foncteur cycles proches
pour la fonction f ✏ IdCp .

Définition 4.2.5. Considérons les morphismes suivants :

t0✉ �

� i // Cp ♣C✝qp
joo ❷♣C✝qp

poo

où❷♣C✝qp est le revêtement universel de ♣C✝qp isomorphe à Cp et l’application p est donnée par

p : ❷♣C✝qp ✏ Cp Ñ ♣C✝qp

♣z1, ..., zpq ÞÑ ♣e2iπz1 , ..., e2iπzpq.

On définit Ψ le foncteur cycles proches de la catégorie des faisceaux d’espaces vectoriels complexes
sur Cp dans la catégorie des espaces vectoriels complexes :

ΨF :✏ i✁1Rj✝p✝p
✁1j✁1F .

On notera rO♣C✝qp :✏ p✝p
✁1O♣C✝qp le faisceau des fonctions holomorphes mutiformes sur ♣C✝qp.

On notera encore Ψ la restriction du foncteur cycles proches au polydisque D et D✝ :✏ D ✁
tt1...tp ✏ 0✉ avec D✝ ⑨ ♣C✝qp.

Proposition 4.2.6. Pour tout DD-module M, on a un morphisme naturel

i✁1DR♣M❜N q ÝÑ ΨDR♣Mq.

Si M est une connexion méromorphe à singularité régulière, ce morphisme est un isomorphisme.

Démonstration. On commence par construire le morphisme naturel de la même manière que dans
la partie 3.

– De l’inclusion N ⑨ j✝ rOD✝ , on déduit par fonctorialité le morphisme :

DR♣M❜N q ÝÑ DR♣M❜ j✝ rOD✝q.

– Par adjonction, on a le morphisme :

DR♣M❜OD
j✝ rOD✝q ÝÑ Rj✝j

✁1DR♣M❜OD
j✝ rOD✝q ✏ Rj✝DR♣j✁1M❜OD✝

j✁1j✝ rOD✝q
✏ Rj✝DR♣j✁1M❜OD✝

p✝p
✁1OD✝q

où la dernière égalité vient du fait que le foncteur j✁1j✝ est égal à l’identité.

54



– On peut alors appliquer le morphisme (1.4) en utilisant le fait que le foncteur p✝ est exact, car
p est à fibres discrètes. On obtient par fonctorialité :

Rj✝DR♣j✁1M❜OD✝
p✝p

✁1OD✝q ÝÑ Rj✝DR♣p✝♣p
✁1j✁1M❜p✁1OD✝

p✁1OD✝qq

✏ Rj✝DR♣p✝p
✁1♣j✁1M❜OD✝

OD✝qq
✏ Rj✝DR♣p✝p

✁1j✁1Mq

.

– En appliquant à nouveau le morphisme (1.4), on trouve, pour tout 0 ↕ k ↕ p, un morphisme
naturel Ωk ❜ p✝p✁1M ÝÑ p✝p

✁1♣Ωk ❜ j✁1Mq où Ωk est le faisceau des k-formes holomorphes
sur D✝. On montre que ce morphisme est un isomorphisme en considérant sa restriction aux
fibres et en utilisant le fait que Ωk est un OD✝-module de type fini. On a donc l’égalité

Rj✝DR♣p✝p
✁1j✁1Mq ✏ Rj✝p✝p

✁1DR♣j✁1Mq ✏ Rj✝p✝p
✁1j✁1DR♣Mq.

En composant les quatre morphismes précédents et en appliquant le foncteur i✁1, on obtient bien
un morphisme

i✁1DR♣M❜N q ÝÑ ΨDR♣Mq. (4.11)

On suppose maintenant que M est une connexion méromorphe à singularité régulière. Comme les
singularités de M sont sur le diviseur tt1...tp ✏ 0✉, la théorie classique des équations différentielles
assure que DR♣j✁1Mq n’a de cohomologie qu’en degré 0, et que celle-ci est un faisceau localement
constant de rang fini. Donc p✁1DR♣j✁1Mq est un faisceau constant de rang fini, car le revêtement
universel de ♣C✝qp est simplement connexe. L’image réciproque par j ✆p de tout polydisque voisinage
de t0✉ dans D est simplement connexe, donc pour tout k → 0, le C-espace vectoriel i✁1Rk♣j ✆
pqp✁1DR♣j✁1Mq est nul et i✁1R0♣j ✆pqp✁1DR♣j✁1Mq est un C-espace vectoriel de dimension finie.
Le morphisme p est à fibres discrètes, donc le foncteur p✝ est exact et on a l’égalité Rj✝p✝ ✏ R♣j✆pq✝.
On en déduit que le complexe ΨDR♣Mq n’a de cohomologie qu’en degré 0 et que celle-ci est un
C-espace vectoriel de dimension finie. On a déjà vu que le complexe DR♣M❜N q n’a de cohomologie
qu’en degré 0. Pour montrer que le morphisme (4.11) est un isomorphisme, il suffit alors de montrer
qu’il induit un isomorphisme des H 0.

On considère alors une OD♣✝Y q-base de M fournie par le lemme 4.2.2, dans laquelle la connexion
s’écrit

p➳
i✏1

Ri
dti

ti

où les Ri sont des matrices constantes commutant deux à deux. Si les Ri sont toutes des matrices
scalaires, alors un élément de la base considérée engendre une connexion méromorphe de rang 1

incluse dans M. Si, par exemple, R1 n’est pas scalaire, on peut considérer l’un de ses sous-espaces
propres non nuls, il est stable par les Ri pour i → 1, il engendre donc une connexion méromorphe
incluse dans M de rang strictement inférieur à celui de M. On peut ainsi trouver, par induction sur
le rang de M, une connexion méromorphe de rang 1 incluse dans M que l’on note M1. On considère
alors la suite exacte :

0ÑM1 ÑM ÑM④M1 Ñ 0.

Par fonctorialité, et étant donné que le H 1 des complexes considérés est nul, on a le morphisme de
suites exactes suivant :

0 // H 0i✁1DR♣M1 ❜N q //

��

H 0i✁1DR♣M❜N q //

��

H 0i✁1DR♣M④M1 ❜N q //

��

0

0 // H 0ΨDR♣M1q // H 0ΨDR♣Mq // H 0ΨDR♣M④M1q // 0.
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Il suffit donc de montrer le résultat pour M de rang 1, une récurrence permettant alors de conclure.
Dans ce cas, il existe un vecteur m engendrant M sur OD♣✝Y q et des nombres complexes ♣α1, ..., αpq
dont la partie réelle est dans l’intervalle r✁1, 0r, tels que pour tout 1 ↕ i ↕ p, on ait ti❇im ✏
✁♣αi � 1qm.

Comme précédemment, on remarque que l’image réciproque de tout polydisque D0 voisinage de
t0✉ par j ✆ p est le produit de p demi-plans dans Cp et donc Hk♣♣j ✆ pq✁1D0,O⑩D✝q ✏ 0 pour k → 0.
On en déduit l’égalité

ΨOD ✏ i✁1R♣j ✆ pq✝p
✁1OD✝ ✏ i✁1j✝p✝p

✁1OD✝ .

D’autre part, étant donné que M D✝ ✔ OD✝ comme OD✝-module, le complexe DR♣M D✝q est
composé de OD✝-modules libres où l’isomorphisme envoie la section m P M D✝ sur 1 P OD✝ . On
déduit de ceci que

H 0ΨDR♣Mq ✔
↔

1↕i↕p

Ker

✒
❇i ✁

αi � 1

ti
: ΨOD ÝÑ ΨOD

✚
.

Comme la multiplication par ti sur ΨOD est bijective, H 0ΨDR♣Mq est formé des germes en 0 de
fonctions holomorphes multiformes ϕ sur D✝ solutions de

rti❇i ✁ ♣αi � 1qsϕ ✏ 0 (4.12)

pour tout 1 ↕ i ↕ p. Si l’on note ϕα :✏ t✁♣α�1qϕ, on voit que la fonction holomorphe multiforme
ϕα doit être solution de

ti❇iϕα ✏ 0

pour tout 1 ↕ i ↕ p. On effectue alors le changement de variable ti ✏ e2iπzi où les zi sont les
coordonnées du revêtement universel rD✝ de D✝. On cherche alors les fonctions holomorphes sur rD✝

solutions de :
❇ϕα

❇zi
✏ 0

pour tout 1 ↕ i ↕ p. Comme D✝ est connexe, ce sont les fonctions constantes. Les solutions de (4.12)
sont donc de la forme ctα�1 où c est une constante.

De manière analogue, on observe que comme M D✝ ✔ OD✝ ,

H 0i✁1DR♣M❜N q ✔
↔

1↕i↕p

Ker rti❇i ✁ ♣αi � 1q : N ÝÑ N s .

Comme, pour tout c P C, la fonction holomorphe multiforme ctα�1 P N , on a bien

i✁1DR♣M❜N q ✔ ΨDR♣Mq.

Ceci conclut la démonstration de la proposition.

Conclusion 4.2.7. Finalement, on a montré en combinant le théorème 4.1.1, la proposition 4.2.4 et
la proposition 4.2.6 que si M est une connexion méromorphe à singularité régulière sur le polydisque
de centre 0, D P Cp, alors on a un isomorphisme fonctoriel naturelà

αPr✁1,0rp
grα♣Mq

✒
ÝÑ ΨDR♣Mq.
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4.3 Le théorème de comparaison : cas général

Soit D ⑨ Cp un polydisque et f : X Ñ D un morphisme d’espaces analytiques complexes réduits.
Dans ce chapitre, on démontre le théorème de comparaison :

Théorème 4.3.1. Soit M un DX-module holonome régulier. On suppose, de plus, que le couple
♣f, car♣Mqq est sans pente. On note M✶ l’image directe de M par le graphe de f et p : X ✂D Ñ D

la projection. Alors, les complexes

ΨpDRX✂D♣M
✶q et DRX0

à
αPr✁1,0rp

grα♣M
✶q

sont naturellement isomorphes avec X0 :✏ X ✂ t0✉.

Le théorème 4.1.1 fournit par fonctorialité un isomorphisme naturel

DRX0

à
αPr✁1,0rp

grα♣M
✶q ✔ DRX0

à
αPr✁1,0rp

i✿M✶
α. (4.13)

On va montrer que sous les hypothèses du théorème 4.3.1, les autres morphismes apparaissant
dans (3.7) sont des isomorphismes, ce qui conclura la démonstration de ce théorème. C’est un
problème local, on va se ramener au cas d’une connexion méromorphe sur le polydisque D et de la
fonction IdD, en étudiant les images directes locales des différents modules en jeu.

4.3.1 Images directes locales

Pour simplifier, on considérera dans cette section des D-modules à droite. Soit M un DX -module

holonome régulier vérifiant M ✏ M

✑
1

f1...fp

✙
. Considérons le diagramme suivant :

X
if //

f

##G
G

G
G

G
G

G
G

G X ✂D

p

��
D

où le morphisme if : ♣x1, ..., xnq ÞÑ ♣x1, ..., xn, f1♣xq, ..., fp♣xqq est le graphe de f et p la projection.
On suppose de plus que le couple ♣f, car♣Mqq est sans pente.

On étudiera le DX✂D④D-module if�M, image directe au sens des D-modules de M par if , que
l’on notera M✶ :✏ if�M. On a car♣M✶q ✏ ifπ♣

ti✶f q
✁1car♣Mq où l’on considère le diagramme entre

espaces cotangents associé à if :

T ✝ X ✂X✂D T
✝♣X ✂Dq

ti✶
foo

ifπ // X ✂D .

Si l’on note ♣t1, ..., tpq les coordonnées du polydisque D, la proposition 2.3.4 assure que le couple
♣♣t1, ..., tpq, car♣M✶qq est sans pente.

On veut montrer que, sous ces hypothèses, l’image directe (dans la catégorie dérivée des DX✂D④D-
modules) pǫ✝VαM✶ est un complexe à cohomologie OD-cohérente où pǫ est la restriction de p à Bǫ✂D
pour ǫ assez petit. On appliquera le théorème 1.2.20 à VαM✶ et au faisceau constant en considérant
le morphisme p : X ✂D Ñ D et la fonction analytique réelle

ϕ : X ✂D Ñ R

♣x, tq ÞÑ
➦
i ⑤xi⑤

2 .
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Pour appliquer le corollaire dans ce cas-là, il faut montrer que le V0DX✂D-module cohérent VαM✶

est DX✂D④D-cohérent et il faut contrôler l’intersection

Λϕ ❳ π✁1carDX✂D④D
♣VαM

✶q

où π : T ✝♣X ✂Dq Ñ T ✝♣X ✂D④Dq est la projection et Λϕ ✏ t♣x, t, dϕ♣x, tqq : ♣x, tq P X ✂D✉.
Soit m une section de M qui engendre M. Le DX✂D-module (à droite) M✶ est engendré par un

élément que l’on notera m❜ δ♣t✁ fq et qui vérifie, pour tout 1 ↕ i ↕ n et tout 1 ↕ j ↕ p,
– m❜ δ♣t✁ fqxi ✏ mxi ❜ δ♣t✁ fq,
– m❜ δ♣t✁ fqtj ✏ mfj ❜ δ♣t✁ fq,

– m❜ δ♣t✁ fq❇xi ✏ m❇xi ❜ δ♣t✁ fq ✁
➳

1↕j↕p

m
❇fj
❇xi

❜ δ♣t✁ fq❇tj .

Définition 4.3.2. On note Mrssfs le OX rss-module isomorphe à Mrss et on le munit d’une
structure de DX rss-module à droite de la manière suivante, pour toute section m de Mrss et pour
tout 1 ↕ i ↕ n :

♣mfsq❇xi :✏ mfs❇xi �
➳

1↕j↕p

mfs ❇fj
❇xi

sj

fj
.

Soit m une section qui engendre M, on peut munir le DX rss-module engendré par mfs d’une
structure de V0DX✂D-module en fixant les relations suivantes :

♣mfsqtj❇tj :✏ ✁mfssj ,

♣mfsqtj :✏ mfsfj ,

et les relations de commutation

tjsi ✏ sitj si i ✘ j,

tjsj ✏ sjtj � tj .

Les V0DX✂D-modules m ❜ δ♣t ✁ fqV0DX✂D et mfsDX rss sont respectivement engendrés par
les sections m ❜ δ♣t ✁ fq et mfs. De plus, si P P V0DX✂D, on peut montrer par récurrence sur le
degré de P en les ❇xi que si

♣m❜ δ♣t✁ fqqP ✏
➳
k

mk ❜ δ♣t✁ fq❇kt ,

où les mk sont des sections de M, alors

mfsP ✏
➳
k

fsmk

♣✁1q⑤k⑤sk

fk
.

On en déduit que
♣m❜ δ♣t✁ fqqP ✏ 0 ðñ mfsP ✏ 0.

Les V0DX✂D-modules m❜ δ♣t✁ fqV0DX✂D et mfsDX rss sont donc isomorphes.
On utilisera dans la suite un résultat que l’on énonce sans démonstration. Soit Y une variété

complexe, m P N et π : Y ✂ Pm Ñ Y la projection. On note OY✂Pm♣✍H✽q le faisceau des sections
méromorphes de Y ✂ Pm à pôles le long de Y ✂ H✽ où H✽ est l’hyperplan à l’infini de Pm. On
remarque que π✝OY✂Pm♣✍H✽q ✔ OY rt1, ..., tms. On introduit les deux foncteurs suivants :

π✝ : Mod♣OY✂Pm♣✍H✽qq Ñ Mod♣OY rt1, ..., tmsq

π✝H✽ : Mod♣OY rt1, ..., tmsq Ñ Mod♣OY✂Pm♣✍H✽qq

F ÞÑ π✁1F ❜π✁1OY rt1,...,tms OY✂Pm♣✍H✽q.
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Définition 4.3.3. Soit F un faisceau de OY✂Pm♣✍H✽q-modules. On dira que F est π-good si tout
point y P Y admet un voisinage Vy, tel qu’il existe un OVy✂Pm-module cohérent G inclus dans
F Vy✂Pm vérifiant

F Vy✂Pm ✏ G ❜OVy✂Pm
OY✂Pm♣✍H✽q.

On notera Modπ-good♣OY✂Pm♣✍H✽qq la catégorie des OY✂Pm♣✍H✽q-modules π-good. On notera éga-
lement Modcoh♣OY rt1, ..., tmsq la catégorie des OY rt1, ..., tms-modules cohérents.

Théorème 4.3.4. On a les résultats suivants :
– Si F P Modπ-good♣OY✂Pm♣✍H✽qq, alors π✝F est un OY rt1, ..., tms-module cohérent.
– Si F P Modcoh♣OY rt1, ..., tmsq, alors π✝H✽F est un OY✂Pm♣✍H✽q-module π-good.
– Si l’on restreint les foncteurs π✝ et π✝H✽ aux catégories Modπ-good♣OY✂Pm♣✍H✽qq et

Modcoh♣OY rt1, ..., tmsq, alors ils sont quasi-inverses l’un de l’autre.

Résultat de cohérence On montre ici que les V0DX✂D-modules cohérents ♣m❜δ♣t✁fqqV0DX✂D,
♣m❜ δ♣t✁ fqqVkDX✂D et VαM✶ sont DX✂D④D-cohérents pour tout k P Zp et tout α P Cp.

Lemme 4.3.5. Le module mfsDX rss est DX✂D④D-cohérent.

Démonstration. Le modulemfsDX rss est cohérent sur DX rss et donc aussi sur DX✂D④Drss. On filtre

ces anneaux en donnant le poids 1 aux sj . Le D-module M est holonome, donc car♣Mq ✏
↕
ℓPL

T ✝
Yℓ
X

où les Yℓ sont les projections sur X des composantes irréductibles de car♣Mq. D’après l’hypothèse
de régularité et la proposition 2.5.7, la variété caractéristique de mfsDX rss comme DX rss-module
est

carDX rssmfsDX rss ✏
↕

F Yℓ
✘0

W
#
f ,Yℓ

où F ✏ f1...fp. On va calculer la variété caractéristique de mfsDX rss comme DX✂D④Drss-module.
On considère la bonne filtration suivante :

Fk♣mfsDX rssq :✏ mfsFk♣DX rssq ✔ mfsFk♣DX✂D④Drssq

qui coïncide quand on regarde mfsDX rss comme un module sur DX rss ou DX✂D④Drss. Notons
tPℓ♣x, ξ, sq✉ℓ, une famille de générateurs locaux de l’idéal

AnngrDX rss♣gr♣mfsDX rssqq.

Il est clair que les tPl♣x, ξ, sq✉l appartiennent à l’idéal

AnngrDX✂D④Drss♣gr♣mfsDX rssqq.

Soit 1 ↕ j ↕ p, on va montrer que le polynôme ♣tj ✁ fjq est dans AnngrDX✂D④Drss♣gr♣mfsDX rssqq.
Soit Q♣x, ξ, t, sq P Fk♣DX✂D④Drssq, on peut écrire :

Q♣x, ❇x, t, sq ✏
➳
ℓ

Qℓ♣x, ❇x, tqs
ℓ.

Alors

mfsQ♣x, ❇x, t, sq♣tj ✁ fjq ✏
➳
ℓ

mfsQℓ♣x, ❇x, tq♣tj ✁ fjqs
ℓ �
➳
ℓ

mfsQℓ♣x, ❇x, tqrs
ℓ, ♣tj ✁ fjqs.
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Or, mfsQℓ♣x, ❇x, tq♣tj ✁ fjq ✏ 0 et rsℓ, ♣tj ✁ fjqs P F⑤ℓ⑤✁1♣DX✂D④Drssq. On en déduit que

mfsQ♣x, ❇x, t, sq♣tj ✁ fjq P Fk✁1♣mfsDX rssq

et donc que ♣tj ✁ fjq P AnngrDX✂D④Drss♣gr♣mfsDX rssqq.
Réciproquement, soit P ♣x, ξ, s, tq P AnngrDX✂D④Drss♣gr♣mfsDX rssqq. On peut écrire

P ♣x, ξ, s, tq ✏
➳
m

Qm♣x, ξ, sqtm

✏
➳
m

Qm♣x, ξ, sq♣t✁ f � fqm.

En développant ♣t✁ f � fqm, on remarque que

P ♣x, ξ, s, tq ✏ P ♣x, ξ, s, fq �Q♣x, ξ, s, tq

où Q appartient à l’idéal engendré par les t♣tj ✁ fjq✉1↕j↕p. Étant donné que

P ♣x, ξ, s, tq P AnngrDX✂D④Drss♣gr♣mfsDX rssqq,

on montre, en étudiant comme précédemment la commutativité de P ♣x, ❇x, s, tq et de sℓ, que le
polynôme P ♣x, ξ, s, fq P AnngrDX rss♣gr♣mfsDX rssqq qui est engendré par la famille tPℓ♣x, ξ, sq✉ℓ.
Le polynôme P ♣x, ξ, s, tq est donc dans l’idéal engendré par les polynômes tPℓ♣x, ξ, sq✉ℓ et t♣tj ✁
fjq✉1↕j↕p.

On en déduit que l’idéal AnngrDX✂D④Drss♣gr♣mfsDX rssqq est engendré par les polynômes tPℓ♣x, ξ, sq✉ℓ

et t♣tj ✁ fjq✉1↕j↕p, et donc que carDX✂D④DrssmfsDX rss est égale à l’image de
↕

F Yℓ
✘0

W
#
f ,Yℓ

par le

morphisme
if : T ✝X ✂ Cp Ñ T ✝X ✂ Cp ✂D

♣x, ξ, sq ÞÑ ♣x, ξ, s, f1♣xq, ..., fp♣xqq.

On considère alors le morphisme

π : T ✝X ✂ Cp ✂D Ñ T ✝X ✂D ✏ T ✝♣X ✂D④Dq
♣x, ξ, s, tq ÞÑ ♣x, ξ, tq.

Comme le couple ♣f , car♣Mqq est sans pente, la proposition 2.3.3 assure que la restriction de π à
carDX✂D④DrssmfsDX rss est un morphisme fini et propre. On va déduire de ce résultat, en utilisant
le théorème 4.3.4, que le grDX✂D④Drss-module cohérent grDX✂D④Drss

♣mfsDX rssq est cohérent sur
grDX✂D④D. Or, ce module est le gradué de mfsDX rss vu comme DX✂D④D-module pour la filtration
Fk♣mfsDX rssq ✏ mfsFk♣DX✂D④Drssq. On déduira alors de la cohérence que c’est une bonne filtra-
tion par rapport au faisceau d’anneau DX✂D④D et donc que mfsDX rss est cohérent sur DX✂D④D.

La cohérence étant une propriété locale, quitte à restreindre X, on peut supposer que X est
un ouvert de Cn et on a alors grDX✂D④Drss ✔ OX✂Drξsrss où ξ est la deuxième coordonnée de
T ✝X ✔ X ✂Cn. Pour alléger les notations, on pose F :✏ grDX✂D④Drss

♣mfsDX rssq. On veut montrer
que F est OX✂Drξs-cohérent.

On va appliquer le théorème de cohérence de l’image directe par un morphisme fini dans le cas
analytique. Pour se ramener au cas analytique, on va utiliser l’équivalence de catégories du théorème
4.3.4 ainsi que la version suivante légèrement différente. On introduit le foncteur

τ✝H✽ : Modcoh♣OX✂Drξsrssq Ñ Modτ -good♣OX✂D✂Pn♣✍H✽qrssq
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de la même manière qu’à la section précédente. On a un théorème analogue au théorème 4.3.4, qui
assure que τ✝H✽ est une équivalence de catégories admettant τ✝ comme quasi-inverse. On note

τ✝H✽F ✔ G ❜OX✂D✂Pn rss OX✂D✂Pn♣✍H✽qrss

✔ G ❜OX✂D✂Pn
OX✂D✂Pn♣✍H✽q

où G est un OX✂D✂Pnrss-module cohérent. On peut supposer que G n’a pas de h-torsion où h est
une équation locale de H✽. Le support de G n’a donc pas de composante irréductible incluse dans
H✽. Notons Gan l’analytifié de G par rapport aux variables polynomiales s et Fan l’analytifié de F

par rapport aux variables s et ξ. On a supp♣Ganq ✏ supp♣Fanq où l’on considère l’adhérence dans
X ✂D ✂ Pn ✂ Cp. Or, supp♣Fanq ✏ carDX✂D④DrssmfsDX rss est conique par rapport aux variables
s et ξ, on en déduit que le morphisme

π✶ : X ✂ Pn ✂ Cp ✂D Ñ X ✂ Pn ✂D

♣x, ξ, s, tq ÞÑ ♣x, ξ, tq

est encore un morphisme fini et propre sur le support de ♣Ganq.
On introduit alors le foncteur

rτ✝H✽ : Modcoh♣OX✂D✂Pnrssq Ñ Modrτ -good♣OX✂D✂Pn✂Pd♣✍ rH✽qrssq.

D’après le théorème 4.3.4, rτ✝rτ✝H✽G ✔ G. Or, comme π✶ est fini et propre sur le support de ♣Ganq, on

a supp♣rτ✝H✽Gq ❳ rH✽ ✏ ❍ et donc rτ✝H✽G ✏ Gan. Le module G vu comme un OX✂D✂Pn-module est
alors égal à π✶✝G

an, qui est OX✂D✂Pn-cohérent par le théorème de cohérence de l’image directe par
un morphisme fini. On en déduit que τ✝H✽F P Modτ -good♣OX✂D✂Pn♣✍H✽qq et, d’après le théorème
4.3.4, F ✔ τ✝τ

✝
H✽

F est OX✂Drξs-cohérent.
Finalement, on a montré que grDX✂D④Drss

♣mfsDX rssq est cohérent sur grDX✂D④D. Or, ce mo-
dule est le gradué de mfsDX rss vu comme DX✂D④D-module pour la filtration Fk♣mfsDX rssq ✏
mfsFk♣DX✂D④Drssq, on en déduit que mfsDX rss est DX✂D④D-cohérent.

Lemme 4.3.6. Pour tout k P Zp, ♣m❜ δ♣t✁ fqqVkDX✂D est un DX✂D④D-module cohérent.

Démonstration. On a vu que ♣m ❜ δ♣t ✁ fqqV0DX✂D et mfsDX rss sont isomorphes en tant que
V0DX✂D-modules, le lemme précédent assure donc que ♣m ❜ δ♣t ✁ fqqV0DX✂D est un DX✂D④D-
module cohérent. Fixons k P Zp et notons k✁ l’ensemble des ki tels que ki ↕ 0 et k� l’ensemble des
ki tels que ki → 0. On a alors l’égalité

VkDX✂D ✏
➳

ℓ↕k�

V0DX✂Dt
k✁❇ℓ.

On sait que ♣m ❜ δ♣t ✁ fqqV0DX✂D est localement de type fini sur DX✂D④D et on observe que s’il
est localement engendré par les sections t♣m ❜ δ♣t ✁ fqqPj✉jPJ , alors ♣m ❜ δ♣t ✁ fqqVkDX✂D est
localement engendré par les sections✦

♣m❜ δ♣t✁ fqqPjt
k✁❇ℓ

✮
jPJ

ℓ↕k�

.

On a donc montré que, pour tout k P Zp, ♣m❜δ♣t✁fqqVkDX✂D est un DX✂D④D-module localement
de type fini. Or, ♣m❜δ♣t✁fqqVkDX✂D ⑨M✶ et M✶ étant DX✂D-cohérent, il admet localement une
filtration exhaustive par des DX✂D④D-modules cohérents. Le DX✂D④D-module ♣m❜δ♣t✁fqqVkDX✂D

étant localement de type fini, il est localement inclus dans l’un de ces DX✂D④D-modules cohérents
et il est donc cohérent sur DX✂D④D.
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Lemme 4.3.7. La V -multifiltration de Malgrange-Kashiwara de M✶ vérifie que, pour tout α P Cp,
le module VαM✶ est cohérent sur DX✂D④D.

Démonstration. La multifiltration ♣m ❜ δ♣t ✁ fqqVkDX✂D de M✶ est une bonne V -multifiltration.
Fixons α P Cp. On peut obtenir VαM✶ en effectuant un nombre fini d’opérations élémentaires de
décalage par des entiers à partir des ♣m❜δ♣t✁fqqVkDX✂D pour un nombre fini de k P Zp. Le résultat
de ces opérations élémentaires reste localement de type fini sur DX✂D④D. Par le même argument que
dans la démonstration du lemme précédent, on conclut que VαM✶ est DX✂D④D-cohérent.

Contrôle de la variété caractéristique Ici, on compare les variétés caractéristiques des DX✂D④D-
modules ♣m❜ δ♣t✁fqqV0DX✂D, ♣m❜ δ♣t✁fqqVkDX✂D et VαM✶ pour tout k P Zp et tout α P Cp.

Lemme 4.3.8. Soit k P Zp. Le DX✂D④D-module ♣m❜ δ♣t✁ fqqVkDX✂D satisfait à

carDX✂D④D
r♣m❜ δ♣t✁ fqqVkDX✂Ds ⑨ carDX✂D④D

r♣m❜ δ♣t✁ fqqV0DX✂Ds .

Démonstration. Soit k P Z. On note tFqV0✉qPN une bonne filtration du DX✂D④D-module cohérent
♣m❜ δ♣t✁ fqqV0DX✂D. On définit k� et k✁ comme dans la démonstration du lemme 4.3.6 et on a

♣m❜ δ♣t✁ fqqVkDX✂D ✏
➳

ℓ↕k�

♣m❜ δ♣t✁ fqqV0DX✂Dt
k✁❇ℓ.

On note ⑤ℓ⑤ la somme des ℓi et on pose

FqVk :✏
➳

ℓ↕k�

♣Fq✁⑤ℓ⑤V0qt
k✁❇ℓ. (4.14)

Commençons par vérifier que, pour tout q P N, FqVk est un OX✂D-module. La multiplication
par les xi pour 0 ↕ i ↕ n et par les tj pour les indices j de k✁ laisse FqVk stable, car pour tout
q P N, FqV0 est un OX✂D-module. Soit j un indice de k�, on a

❇ℓtj ✏ tj❇
ℓ � ❇ℓ✁1j .

On en déduit que

♣Fq✁⑤ℓ⑤V0qt
k✁❇ℓtj ⑨ ♣Fq✁⑤ℓ⑤V0qt

k✁❇ℓ � ♣Fq✁⑤ℓ⑤�1V0qt
k✁❇ℓ✁1j .

La multiplication par tj laisse FqVk stable et FqVk est bien un OX✂D-module.
On vérifie ensuite que tFqVk✉qPN est une bonne filtration du DX✂D④D-module cohérent ♣m❜δ♣t✁

fqqVkDX✂D. Pour tout q P N, FqV0 est un OX✂D-module cohérent, l’expression (4.14) assure alors
que, pour tout q P N, FqVk est localement de type fini sur OX✂D. Or, ♣m❜ δ♣t✁fqqVkDX✂D est un
DX✂D④D-module cohérent et admet donc une filtration exhaustive par des OX✂D-modules cohérents.
Comme FqVk est localement de type fini sur OX✂D, il est inclus dans l’un de ces OX✂D-modules et
il est donc OX✂D-cohérent.

L’expression (4.14) assure également que ♣FqVkq♣FpDX✂D④Dq ⑨ Fq�pVk pour tout ♣q, pq P N2,
car la filtration tFqV0✉qPN vérifie cette propriété.

Soit q0 P N tel que, pour tout q P N, ♣Fq0V0q♣FqDX✂D④Dq ✏ Fq0�qV0. Soit ℓ0 ↕ k�, on a

Fq0�q�⑤k�⑤✁⑤ℓ0⑤V0 ✏ ♣Fq0�⑤k�⑤✁⑤ℓ0⑤V0q♣FqDX✂D④Dq.
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On en déduit que

♣Fq0�q�⑤k�⑤✁⑤ℓ0⑤V0qt
k✁❇ℓ0 ⑨

➳
ℓ↕ℓ0

♣Fq0�⑤k�⑤✁⑤ℓ⑤V0qt
k✁❇ℓ♣FqDX✂D④Dq

et donc, pour tout q P N,

♣Fq0�⑤k�⑤Vkq♣FqDX✂D④Dq ✏ Fq0�⑤k�⑤�qVk.

Ceci assure que tFqVk✉qPN est une bonne filtration de ♣m❜ δ♣t✁ fqqVkDX✂D.
En considérant le gradué associé à ces bonnes filtrations, on va montrer que

AnngrDX✂D④D
♣gr♣m❜ δ♣t✁ fqqV0DX✂Dq ⑨ AnngrDX✂D④D

♣gr♣m❜ δ♣t✁ fqqVkDX✂Dq.

Soit P ♣x, ξ, tq P AnngrDX✂D④D
♣gr♣m❜ δ♣t✁ fqqV0DX✂Dq. On peut supposer P homogène de degré

d, alors, pour tout q,
♣FqV0qP ♣x, ❇x, tq ⑨ Fq�d✁1V0.

Pour ℓ ↕ k�, on a

♣Fq✁⑤ℓ⑤V0qt
k✁❇ℓP ♣x, ❇x, tq ✏ ♣Fq✁⑤ℓ⑤V0qP ♣x, ❇x, tqt

k✁❇ℓ � ♣Fq✁⑤ℓ⑤V0qrt
k✁❇ℓ, P ♣x, ❇x, tqs.

Or, ♣Fq✁⑤ℓ⑤V0qP ♣x, ❇x, tqt
k✁❇ℓ ⑨ ♣Fq✁⑤ℓ⑤�d✁1V0qt

k✁❇ℓ et en considérant les relations de commutation
en ti et ❇i, on observe que

♣Fq✁⑤ℓ⑤V0qrt
k✁❇ℓ, P ♣x, ❇x, tqs ⑨

➳
ℓ✶↕ℓ

♣Fq✁⑤ℓ⑤�dV0qt
k✁❇l

✶
⑨
➳
l✶↕ℓ

♣Fq✁⑤l✶⑤�d✁1V0qt
k✁❇l

✶
.

On en déduit que, pour tout q,

♣FqVkqP ♣x, ❇x, tq ⑨ Fq�d✁1Vk

et donc que P ♣x, ξ, tq P AnngrDX✂D④D
♣gr♣m❜ δ♣t✁ fqqVkDX✂Dq. On a montré que

AnngrDX✂D④D
♣gr♣m❜ δ♣t✁ fqqV0DX✂Dq ⑨ AnngrDX✂D④D

♣gr♣m❜ δ♣t✁ fqqVkDX✂Dq.

Ceci implique finalement que

carDX✂D④D
r♣m❜ δ♣t✁ fqqVkDX✂Ds ⑨ carDX✂D④D

r♣m❜ δ♣t✁ fqqV0DX✂Ds .

Lemme 4.3.9. Soit α P Cp. Le DX✂D④D-module VαM✶ vérifie

carDX✂D④D
VαM

✶ ⑨ carDX✂D④D
r♣m❜ δ♣t✁ fqqV0DX✂Ds .

Démonstration. Soit α P Cp. Comme dans la démonstration du lemme 4.3.7, on remarque que VαM✶

s’obtient en effectuant un nombre fini d’opérations élémentaires de décalage d’entiers à partir des
♣m ❜ δ♣t ✁ fqqVkDX✂D. On va montrer qu’à chaque étape, on contrôle la variété caractéristique
relative du DX✂D④D-module cohérent obtenue.

Une opération élémentaire de décalage d’entiers est de la forme

U ✶
k :✏ Uk✁1i

� Uk♣ti❇i ✁ λqℓ
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où on suppose que tUk✉kPZ est une bonne V -multifiltration de M✶ et que les Uk sont DX✂D④D-
cohérents. Alors, tU ✶

k✉kPZ et une bonne V -multifiltration de M✶ et les U ✶
k sont DX✂D④D-cohérents.

Fixons tFqUk✉qPN une bonne filtration de Uk, on pose

FqU
✶
k :✏ FqUk✁1i

�
ℓ✁1➳
r✏0

Fq�l✁rUkti♣ti❇i ✁ λqr � FqUk♣ti❇i ✁ λqℓ.

On peut alors vérifier que pour tout q P N, FqU ✶
k est un OX✂D-module et que tFqU ✶

k✉qPN est une
bonne filtration du DX✂D④D-module cohérent U ✶

k. En considérant le gradué associé à ces bonnes
filtrations on vérifie alors que

AnngrDX✂D④D
♣grUkq ❳AnngrDX✂D④D

♣grUk✁1i
q ⑨ AnngrDX✂D④D

♣grU ✶
kq.

Ceci implique que

carDX✂D④D
♣U ✶

kq ⑨ carDX✂D④D
♣Ukq ❨ carDX✂D④D

♣Uk✁1i
q.

Étant donné que VαM✶ peut être obtenu après un nombre fini d’opérations de ce type en partant
des ♣m❜ δ♣t✁ fqqVkDX✂D le lemme précédent assure que

carDX✂D④D
VαM

✶ ⑨ carDX✂D④D
r♣m❜ δ♣t✁ fqqV0DX✂Ds .

Dans le lemme suivant on notera πX : T ✝X Ñ X et πX✂D : T ✝♣X✂Dq Ñ X✂D les projections.

Lemme 4.3.10. Il existe t0 suffisamment petit tel que pour tout 0 ➔ ǫ✶ ↕ t0, quitte à réduire le
polydisque D, le DX✂D④D-module ♣m❜ δ♣t✁ fqqV0DX✂D satisfait à

Λϕ ❳ π✁1carDX✂D④D
♣m❜ δqV0DX✂D ❳ π✁1

X✂D

�
Bt0 ✂D ✁Bǫ✶ ✂D

✟
✏ ❍.

où Bt0 est la boule de centre 0 et de rayon t0 dans X.

Démonstration. On note W 0
f ,Yℓ

:✏Wf ,Yℓ❳tf ✏ 0✉. On applique la proposition 1.2.21 en considérant
la fonction analytique réelle rϕ : X Ñ R

x ÞÑ
➦

1↕i↕n ⑤xi⑤
2

et le sous-ensemble
↕

F Yℓ
✘0

W 0
f ,Yℓ

⑨ T ✝X. Cet ensemble est clairement fermé, conique et analytique.

Pour appliquer la proposition il reste à voir qu’il est isotrope. Le couple ♣f , car♣Mqq est sans pente
donc le théorème 2 de [Mai13] assure que pour tout ℓ, f Yℓ

est sans éclatement en codimension 0 et
W 0

f ,Yℓ
est donc une sous-variété lagrangienne de T ✝X. On peut donc appliquer la proposition 1.2.21

qui assure que l’ensemble

tt P R⑤t ✏ rϕ♣xq, drϕ♣xq P ↕
F Yℓ

✘0

W 0
f ,Yℓ

❳ tf ✏ 0✉ pour un certain x P X✉

est discret. Pour t0 suffisamment petit on a alors

Λrϕ ❳
↕

F Yℓ
✘0

W 0
f ,Yℓ

❳ π✁1
X ♣Bt0q ⑨ t0✉. (4.15)
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Fixons un tel t0 et soit 0 ➔ ǫ✶ ↕ t0, on va montrer par l’absurde que pour η suffisamment petit on a

Λrϕ ❳
↕

F Yℓ
✘0

Wf ,Yℓ ❳ t⑤f ⑤ ↕ η✉ ❳ π✁1
X

�
Bt0 ✁Bǫ✶

✟
✏ ❍.

Supposons que cet énoncé soit faux, il existe alors une suite t♣xn, ξnq✉n P T ✝X vérifiant

♣xn, ξnq P Λrϕ ❳
↕

F Yℓ
✘0

Wf ,Yℓ ❳ t⑤f ⑤ ↕
1

n
✉ ❳ π✁1

X

�
Bt0 ✁Bǫ✶

✟
.

L’ensemble Λrϕ❳π✁1
X

�
Bt0 ✁Bǫ✶

✟
est compact donc la suite t♣xn, ξnq✉n admet une valeur d’adhérence

♣x, ξq qui vérifie
♣x, ξq P Λrϕ ❳

↕
F Yℓ

✘0

Wf ,Yℓ ❳ tf ✏ 0✉ ❳ π✁1
X

�
Bt0 ✁Bǫ✶

✟
,

ceci est en contradiction avec (4.15). Soit η0 vérifiant

Λrϕ ❳
↕

F Yℓ
✘0

Wf ,Yℓ ❳ t⑤f ⑤ ↕ η0✉ ❳ π✁1
X

�
Bt0 ✁Bǫ✶

✟
✏ ❍.

On fixe D un polydisque contenu dans la boule de centre 0 et de rayon η0. Ce qui précède implique
que

Λϕ ❳ π✁1if

☎✆ ↕
F Yℓ

✘0

Wf ,Yℓ ❳ t⑤f ⑤ ↕ η0✉

☞✌❳ π✁1
X✂D

�
Bt0 ✂D ✁Bǫ✶ ✂D

✟
✏ ❍.

Or

π✁1carDX✂D④D
♣m❜ δqV0DX✂D ✏ π✁1if

☎✆ ↕
F Yℓ

✘0

Wf ,Yℓ

☞✌
d’où le résultat.

Application du théorème d’image directe On est alors en mesure d’appliquer le théorème
1.2.20 pour montrer le résultat qui nous intéresse. On note pǫ la restriction de p à Bǫ ✂D et pǫ la
restriction de p à Bǫ ✂D.

Théorème 4.3.11. Il existe t0 tel que pour tout 0 ➔ ǫ✶ ↕ t0 on puisse trouver D♣ǫ✶q un polydisque
suffisamment petit vérifiant : quitte à restreindre la projection p à X✂D♣ǫ✶q on a pour tout ǫ✶ ➔ ǫ ↕ t0
l’image directe

pǫ✝VαM
✶ ✏ pǫ✝VαM

✶.

De plus c’est un complexe à cohomologie OD-cohérente qui ne dépend pas de ǫ Psǫ✶, t0s.

Démonstration. Soit t0 fourni par le lemme 4.3.10 et soit 0 ➔ ǫ✶ ↕ t0 et supposons D suffisamment
petit pour avoir le résultat de ce lemme. Soit ǫ Psǫ✶, t0s. On applique le théorème 1.2.20 au faisceau
constant sur Bǫ ✂D et à VαM✶

Bǫ✂D qui est, d’après le lemme 4.3.7, DBǫ✂D④D-cohérent. Posons

ψ : Bǫ ✂D Ñ R

♣x, tq ÞÑ φ♣xq
ǫ✁φ♣xq
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et τ0 ✏ ǫ✶

1�ǫ✶ (tel que ψ♣τ0q ✏ ǫ✶). D’après les lemmes 4.3.9 et 4.3.10 on a

Λψ ❳ π✁1carDBǫ✂D④D
VαM

✶ ⑨ π✁1
Bǫ✂D

♣Zτ0q

où Zτ0 ✏ t♣x, tq P Bǫ ✂D⑤ψ♣x, tq ↕ τ0✉.
Les hypothèses du théorème 1.2.20 sont donc vérifiées. On conclut que pour tout rǫ Psǫ✶, ǫs

prǫ✝VαM
✶ ✏ pǫ✝VαM

✶.

De plus ce sont des complexes à cohomologie OD-cohérente. Ceci est vérifié pour tout ǫ✶ ➔ ǫ ↕ t0 ce
qui conclut la démonstration du théorème.

4.3.2 Démonstration du théorème de comparaison

On est en mesure de montrer le théorème de comparaison :

Théorème 4.3.12. Soit M un DX-module holonome régulier. On suppose de plus que le couple
♣f, car♣Mqq est sans pente. On note M✶ l’image directe de M sur le graphe de f et p : X ✂D Ñ D

la projection. Alors les complexes

ΨpDRX✂D♣M
✶q et DRX0

à
αPr✁1,0rp

grα♣M
✶q

sont naturellement isomorphes.

Le théorème 4.1.1 fournit par fonctorialité un isomorphisme naturel

DRX0

à
αPr✁1,0rp

grα♣M
✶q ✔ DRX0

à
αPr✁1,0rp

i✿M✶
α. (4.16)

On va montrer que sous les hypothèses du théorème 4.3.12 les morphismes de (3.7) :à
αPr✁1,0rp

DRX0
♣i#M✶

αq Ñ
à

αPr✁1,0rp
DRX0

♣i✿M✶
αq.

et à
αPr✁1,0rp

DRX0
♣i#M✶

αq Ñ
à

αPr✁1,0rp
i✁1DRX✂D♣M

✶
αq Ñ ΨπDRX✂D♣M

✶q.

sont des isomorphismes, ce qui conclura la démonstration de ce théorème. C’est un problème local,
l’étude précédente des images directes locales permet de se ramener au cas d’une connexion mé-
romorphe sur le polydisque D et de la fonction IdD traité dans la partie 4.2. On aura besoin du
résultat suivant :

Théorème 4.3.13. Soit f : X Ñ Y une application holomorphe entre deux variétés complexes, et
F ✏ f ✂ Id : X ✂ Cp Ñ Y ✂ Cp. Soit M un DX✂Cp-module holonome régulier tel que le couple
♣♣t1, ..., tpq, car♣Mqq soit sans pente où les ♣t1, ..., tpq sont les coordonnés de Cp. Soit F un faisceau
R-constructible sur X ✂ Cp. On suppose de plus que pour α suffisamment grand

π✁1carF ⑤CpVαM❳ SS♣Fq ⑨ T ✝
XX (4.17)

et que F est propre sur supp♣Mq ❳ supp♣Fq. Alors pour tout k P Z :
– Le DY✂Cp-module H kF✝♣M❜ Fq est cohérent.
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– le couple
�
♣t1, ..., tpq, car♣H kF✝♣M❜ Fqq

✟
est sans pente.

– Pour tout α P C la V -multifiltration de Malgrange-Kashiwara par rapport aux fonctions
♣t1, ..., tpq satisfait à

H kF✝♣VαM❜ Fq ✔ VαH kF✝♣M❜ Fq (4.18)

et
H kF✝♣grαM❜ Fq ✔ grαH kF✝♣M❜ Fq (4.19)

Remarque 4.3.14. D’après la partie précédente (Lemme 4.3.7) les hypothèses faites sur M assurent
que VαM est DX✂Cp④Cp-cohérent et donc que cela a un sens de parler de carF ⑤CpVαM.

Démonstration. Pour α suffisamment grand les propriétés de bonne filtration nous donnent un
morphisme surjectif

DX✂Cp ❜DX✂Cp④Cp
VαM ։ M

et on en déduit
carF ♣Mq ⑨ π✁1carF ⑤CpVαM.

Ainsi la relation (4.17) implique

carF ♣Mq ❳ SS♣Fq ⑨ T ✝
XX

et le théorème 1.2.19 assure que H kF✝♣M❜ Fq est DY✂Cp-cohérent.
On définit une V -multifiltration de H kF✝♣M❜ Fq de la manière suivante :

UαH kF✝♣M❜ Fq :✏ imagerH kF✝♣VαM❜ Fq Ñ H kF✝♣M❜ Fqs. (4.20)

On va montrer que le morphisme naturel

H kF✝♣VαM❜ Fq Ñ H kF✝♣M❜ Fq

est une injection, puis que la V -multifiltration (4.20) est une bonne V -multifiltration et qu’elle
vérifie les propriétés de la V -multifiltration de Malgrange-Kashiwara. Ceci impliquera que le couple�
♣t1, ..., tpq, car♣H kF✝♣M❜ Fqq

✟
est sans pente et fournira l’isomorphisme naturel (4.18). Enfin on

construira l’isomorphisme (4.19).

Injectivité :

Montrons que le morphisme naturel

H kF✝♣VαM❜ Fq Ñ H kF✝♣M❜ Fq

est une injection. On va montrer ceci par récurrence sur l’entier p en utilisant la propriété 7.5.8 de
[MS02] pour p ✏ 1. On va montrer que les deux morphismes suivants sont des injections

H kF✝♣VαM❜ Fq Ñ
♣1q

H kF✝♣V
H2,...,p
α2,...,αpM❜ Fq Ñ

♣2q
H kF✝♣M❜ Fq.

où VH2,...,p
α2,...,αpM est la V -multifiltration de Malgrange-Kashiwara associée aux p✁ 1 fonctions t2, ..., tp

et le morphisme (1) découle de l’égalité VαM ✏ V H1

α1
♣V

H2,...,p
α2,...,αpMq. Notons N ✌ :✏ F✝♣V

H2,...,p
α2,...,αpM❜Fq

muni de la V -filtration Uα1
N ✌ :✏ F✝♣VαM❜Fq relativement à l’hyperplan tt1 ✏ 0✉. Pour considérer

Uα1
N ✌ comme un sous-objet de N ✌ on utilise ici une définition du foncteur F✝ avec des résolutions
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explicites données dans [MS02] définition 4.3.3, F✝M est le complexe simple associé au complexe
double

F✝M :✏ F✝God✌
�
M❜DX✂Cp

Sp✌X✂CpÑY✂Cp♣DX✂Cpq
✟
.

Le morphisme (1) se réécrit
H k♣Uα1

N ✌q Ñ
♣1q

H k♣N ✌q.

Vérifions les trois hypothèses de la propriété 7.5.8 de [MS02] :

1. L’hypothèse sans pente assure que grUN ✌ est monodromique.

2. Par définition de la V -multifiltration de Malgrange-Kashiwara, pour α1 ➔ 0 la multiplication
à gauche par t1 induit un isomorphisme t1 : Uα1

N j ✒
ÝÑ Uα1✁1N

j pour tout j.

3. La remarque 4.3.4(4) de [MS02] assure que pour k → 2dimX�p, pour tout α1, H k♣UαN
✌q ✏ 0.

Ainsi le morphisme (1) est injectif. On applique l’hypothèse de récurrence pour montrer que le
morphisme (2) est une injection. Le morphisme naturel

H kF✝♣VαM❜ Fq Ñ H kF✝♣M❜ Fq (4.21)

est bien une injection.

Propriétés de bonne V -multifiltration :

La suite exacte courte pour α P Cp

0Ñ Vα✁1i
MÑ VαMÑ VαM④Vα✁1i

MÑ 0

implique que
carF ⑤CpVαM ✏ carF ⑤CpVα✁1i

M❨ carF ⑤Cp ♣VαM④Vα✁1i
Mq .

On considère de plus l’isomorphisme de multiplication par ❇ti pour αi → ✁1

❇ti : VαM④Vα✁1i
M

✒
ÝÑ Vα�1i

M④VαM

qui induit un isomorphisme des variétés caractéristiques relatives. On observe ainsi que pour α

suffisamment grand on a, pour tout β P Cp

carF ⑤CpVβM ⑨ carF ⑤CpVαM. (4.22)

Montrons que la V -multifiltration (4.20) est une bonne V -multifiltration, il faut montrer que
pour tout α P Cp la V -multifiltration, indicée par Zp, Uα�✌♣H

kF✝♣M ❜ Fqq est bonne. Pour
alléger les notations on traite le cas α ✏ 0. La propriété d’injectivité du morphisme (4.21) fournit
l’isomorphisme

H kF✝♣VkM❜ Fq
✒
ÝÑ Uk♣H

kF✝♣M❜ Fqq.

Les hypothèses du théorème et l’inclusion (4.22) permettent d’appliquer le théorème 1.2.19 à VkM
et F et de déduire que H kF✝♣VkM❜ Fq est DY✂Cp④Cp-cohérent ainsi que Uk♣H

kF✝♣M❜ Fqq. Il
découle facilement que Uk♣H

kF✝♣M❜ Fqq est V0DY✂Cp-cohérent.
Notons que, pour tout 1 ↕ i ↕ p et k P Zp vérifiant ki ↕ 1, l’isomorphisme de multiplication par

ti
ti : VkM

✒
ÝÑ Vk✁1i

M
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induit un isomorphisme

ti : Uk♣H
kF✝♣M❜ Fqq

✒
ÝÑ Uk✁1i

♣H kF✝♣M❜ Fqq. (4.23)

considérons la suite exacte courte

0Ñ Vk✁1i
M❜ F Ñ VkM❜ F Ñ VkM④Vk✁1i

M❜ F Ñ 0

et appliquons le foncteur F✝. On a la suite exacte longue associée,

...Ñ H kF✝♣Vk✁1i
M❜ Fq Ñ H kF✝♣VkM❜ Fq Ñ H kF✝♣VkM④Vk✁1i

M❜ Fq Ñ

H k�1F✝♣Vk✁1i
M❜ Fq Ñ H k�1F✝♣VkM❜ Fq Ñ ...

D’après (4.21) le premier morphisme et le dernier morphisme sont injectifs, on a donc la suite exacte
courte

0Ñ Uk✁1i
H kF✝♣M❜ Fq Ñ UkH kF✝♣M❜ Fq Ñ H kF✝♣VkM④Vk✁1i

M❜ Fq Ñ 0.

Considérons le diagramme commutatif suivant :

0 // Uk✁1i
H kF✝♣M❜ Fq //

❇ti ☎

��

UkH kF✝♣M❜ Fq //

❇ti ☎

��

H kF✝♣VkM④Vk✁1i
M❜ Fq //

❇ti ☎

��

0

0 // UkH kF✝♣M❜ Fq // Uk�1i
H kF✝♣M❜ Fq // H kF✝♣Vk�1i

M④VkM❜ Fq // 0.

Pour ki ➙ 0, d’après les propriétés de la V -multifiltration de Malgrange-Kashiwara, la troisième
flèche verticale du diagramme est un isomorphisme. En utilisant le lemme du serpent on déduit que

Uk�1i
H kF✝♣M❜ Fq ✏ UkH kF✝♣M❜ Fq � ❇tiUkH kF✝♣M❜ Fq.

Ce résultat ainsi que l’isomorphisme (4.23) donnent la propriété de bonne V -multifiltration de

UkH kF✝♣M❜ Fq.

V -multifiltration de Malgrange-Kashiwara :

Montrons que la bonne V -multifiltration U✌H kF✝♣M❜Fq est la V -multifiltration de Malgrange-
Kashiwara. Soit ♣y, tq P Y✂Cp et soit 1 ↕ i ↕ p, on va trouver un polynôme bi♣sq P Crss vérifiant pour
tout α P Cp, bi♣Ei � αiq♣UαH kF✝♣M ❜ Fqq♣y,tq ⑨ ♣Uα✁1i

H kF✝♣M ❜ Fqq♣y,tq. Soit x P f✁1♣yq,
par définition de la V -multifiltration de Malgrange-Kashiwara il existe un voisinage ouvert U de
♣x, tq et un polynôme bxi ♣sq P Crss vérifiant pour tout α P Cp, bxi ♣Ei � αiqVαM U ⑨ Vα✁1i

M U et
dont les racines sont dans l’intervalle r✁1, 0r. L’application F étant propre sur supp♣Mq❳ supp♣Fq,
f✁1♣yq ❳ suppM❳ supp♣Fq est compacte, il existe donc un ensemble fini J , des points xj P f✁1♣yq
pour tout j P I et un voisinage ouvert V de f✁1♣yq ✂ tt✉ tels que➵

jPJ

b
xj
i ♣Ei � αiqVαM V ⑨ Vα✁1i

M V .

Par définition de l’image directe on a alors➵
jPJ

b
xj
i ♣Ei � αiq♣UαH kF✝♣M❜ Fqq♣y,tq ⑨ ♣Uα✁1i

H kF✝♣M❜ Fqq♣y,tq.
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Les racines des polynômes b
xj
i ♣sq sont dans l’intervalle r✁1, 0r. Ceci assure que U✌H

kF✝♣M ❜
Fq est la filtration de Malgrange-Kashiwara. Combiné avec la propriété d’injectivité, ceci donne
l’isomorphisme naturel (4.18)

H kF✝♣VαM❜ Fq ✔ VαH kF✝♣M❜ Fq.

Gradués :

On va commencer par montrer par récurrence que pour tout 1 ↕ r ↕ p, si on note Ir :✏
t1, ..., r✉ ⑨ t1, ..., p✉ alors on a un isomorphisme

H kF✝♣V➔αIr ,αIcr
M❜ Fq ✔ V➔αIr ,αIcr

H kF✝♣M❜ Fq. (4.24)

L’isomorphisme (4.18) règle le cas r ✏ 1. Supposons la propriété démontrée au rang r et considérons
la suite courte

0Ñ V➔αIr ,➔αr�1,αIc
r�1

Ñ V➔αIr ,αr�1,αIc
r�1

à
VαIr ,➔αr�1,αIc

r�1

Ñ V➔♣αIr ,αr�1q,αIc
r�1

Ñ 0 (4.25)

où l’on omet d’écrire M ❜ F pour alléger les notations et où ➔ αr�1 est le prédécesseur de αr�1.
On montre l’exactitude de cette suite en utilisant la compatibilité des V -filtrations de la proposition
2.1.12. On considère le p-hypercomplexe X correspondant à la compatibilité des sous-objets

tVα1,...,➔αi,...,αp✉1↕i↕p.

Si on note kr P t✁1, 0, 1✉p le multi-indice vérifiant kri ✏ 1 si i ↕ r et kri ✏ 0 sinon, l’exactitude de la
suite (4.25) est équivalente à l’injectivité du morphisme

Xkr✁1r�1 Ñ Xkr

.

On applique alors le foncteur H kF✝ à cette suite exacte, ce foncteur étant additif le premier
morphisme reste injectif par hypothèse de récurrence. En observant la suite exacte longue associée
au foncteur F✝ et en utilisant l’hypothèse de récurrence on obtient la suite exacte courte

0Ñ V➔αIr ,➔αr�1,αIc
r�1

H kF✝♣M❜ Fq Ñ

V➔αIr ,αr�1,αIc
r�1

H kF✝♣M❜ Fq
à

VαIr ,➔αr�1,αIc
r�1

H kF✝♣M❜ Fq Ñ

H kF✝♣V➔♣αIr ,αr�1q,αIc
r�1

M❜ Fq Ñ 0.

Par propriété universelle on déduit l’isomorphisme

V➔♣αIr ,αr�1q,αIc
r�1

H kF✝♣M❜ Fq
✒
ÝÑ H kF✝♣V➔♣αIr ,αr�1q,αIc

r�1

M❜ Fq.

On a montré par récurrence l’existence de l’isomorphisme (4.24).
Construisons maintenant l’isomorphisme (4.19). On considère la suite exacte courte

0Ñ V➔αM❜ F Ñ VαM❜ F Ñ grαM❜ F Ñ 0

et appliquons le foncteur F✝. On a la suite exacte longue associée,

...Ñ H kF✝♣V➔αM❜ Fq Ñ H kF✝♣VαM❜ Fq Ñ H kF✝♣grαM❜ Fq Ñ

H k�1F✝♣V➔αM❜ Fq Ñ H k�1F✝♣VαM❜ Fq Ñ ...
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D’après l’isomorphisme (4.24) cette suite est égale à la suite

...Ñ V➔αH kF✝♣M❜ Fq Ñ VαH kF✝♣M❜ Fq Ñ H kF✝♣grαM❜ Fq Ñ

V➔αH k�1F✝♣M❜ Fq Ñ VαH k�1F✝♣M❜ Fq Ñ ...

Par définition de V➔α et le premier morphisme et le dernier morphisme sont injectifs et on a donc
la suite exacte courte

0Ñ V➔αH kF✝♣M❜ Fq Ñ VαH kF✝♣M❜ Fq Ñ H kF✝♣grαM❜ Fq Ñ 0.

La propriété universelle du conoyau fournit alors l’isomorphisme naturel (4.19)

grVαH kF✝♣M❜ Fq
✒
ÝÑ H kF✝♣grVαM❜ Fq.

Exemple 4.3.15. 1. Si F est le faisceau constant et si le morphisme F est propre on obtient
que l’image directe par un morphisme propre commute à la V -multifiltration de Malgrange-
Kashiwara.

2. Si F est le faisceau constant sur Bǫ ✂D, nul ailleurs et si F : X ✂D Ñ D est la projection,
en suivant le théorème 4.3.11 on obtient

H kpǫ✝VαM ✔ VαH kpǫ✝M

et
H kpǫ✝grαM ✔ grαH kpǫ✝M.

Lemme 4.3.16. Soit M un DX-module holonome régulier et M✶ l’image directe de M sur le graphe
de f . Le morphisme naturel

DRX0
♣i#M✶q Ñ DRX0

♣i✿M✶q

est un isomorphisme.

Démonstration. Soit x P X, on se place sur une carte locale de X au voisinage de x. On notera pǫ
la restriction de p à Bǫ ✂D où Bǫ est la boule fermée de centre x et de rayon ǫ.

En raisonnant avec des coordonnées locales ♣x1, ..., xn, t1, ..., tpq de X ✂D on observe que

DRX0
♣i#M✶q ✔ i✁1s♣Cube♣DRX✂D④DV✌M

✶qq, (4.26)

DRX0
♣i✿M✶q ✔ i✁1s♣Cube♣DRX✂D④Dgr✌M

✶qq. (4.27)

Dans la partie de droite on applique le foncteur Cube(.) à des p✁1DD-modules en considérant les
morphismes de multiplication par ❇i.

On a alors le diagramme commutatif suivant :�
H kDRX0

♣i#M✶q
✟
x

//

♣1q ✕
��

�
H kDRX0

♣i✿M✶q
✟
x

✕
��

lim
ǫÑ0

H kRΓ
�
Bǫ, i

✁1s♣Cube♣DRX✂D④DV✌M
✶qq

✟
//

♣2q ✕
��

lim
ǫÑ0

H kRΓ
�
Bǫ, i

✁1s♣Cube♣DRX✂D④Dgr✌M
✶qq

✟
✕

��
lim
ǫÑ0

H k
�
i✁1Rpǫ✝s♣Cube♣DRX✂D④DV✌M

✶qq
✟

//

♣3q ✕
��

lim
ǫÑ0

H k
�
i✁1Rpǫ✝s♣Cube♣DRX✂D④Dgr✌M

✶qq
✟

✕
��

lim
ǫÑ0

H k
�
i✁1s♣Cube♣pǫ✝V✌M

✶qq
✟

♣5q
// lim
ǫÑ0

H k
�
i✁1s♣Cube♣pǫ✝gr✌M

✶qq
✟
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– L’isomorphisme (1) se déduit de (4.26) et (4.27) par fonctorialité.
– L’isomorphisme (2) se déduit de la formule de changement de base propre appliquée au dia-

gramme cartésien

Bǫ ✂ t0✉
i //

��

Bǫ ✂D

pǫ

��
t0✉

i // D.

– L’isomorphisme (3) se déduit de la définition de l’image directe au sens des D-modules appli-
quée à une projection. On a également fait commuter s♣Cube♣.qq et Rpǫ✝ car le foncteur Cube
est appliqué à des p✁1DD-modules.

Pour montrer que le morphisme (5) est un isomorphisme on considère les complexes doubles obtenus
en appliquant i✁1s♣Cube♣.qq en chaque degré aux familles de complexes pǫ✝♣V✌M

✶q et pǫ✝♣gr✌M
✶q. Les

suites spectrales associées à ces complexes doubles permettent de calculer H k
�
i✁1s♣Cube♣pǫ✝V✌M

✶qq
✟

à partir des H l
�
i✁1s♣Cube♣H mpǫ✝V✌M

✶qq
✟

pour l�m ✏ n et de la même manière H k
�
i✁1s♣Cube♣pǫ✝gr✌M

✶qq
✟

à partir des H l
�
i✁1s♣Cube♣H mpǫ✝gr✌M

✶qq
✟

pour l �m ✏ n.
L’exemple 4.3.15 montre que pour tout α P Cp, H kpǫ✝VαM ✔ VαH kpǫ✝M et H kpǫ✝grαM ✔

grαH kpǫ✝M donc pour tout ♣l,mq P Z2

H l
�
i✁1s♣Cube♣H mpǫ✝V✌M

✶qq
✟

✏ H l
�
i✁1s♣Cube♣V✌H mpǫ✝M

✶qq
✟

✏ H l
�
i✿H mpǫ✝M

✶
✟

et de manière analogue

H l
�
i✁1s♣Cube♣H mpǫ✝gr✌M

✶qq
✟
✏ H l

✁
i#H mpǫ✝M

✶
✠
.

D’autre part les hypothèses du lemme que l’on est en train de démontrer et le théorème 4.3.11
assurent que pour ǫ suffisamment petit, pour tout α P Cp, H kpǫ✝♣VαM

✶q ✏ VαH kpǫ✝♣M
✶q est

un complexe à cohomologie OD-cohérent. On est donc dans le cas d’une connexion méromorphe à
singularité régulière que l’on a traité précédemment. On a alors pour tout ♣l,mq P Z2 un quasi-
isomorphisme

H li#H mpǫ✝♣M
✶q

✒
ÝÑ H li✿H mpǫ✝♣M

✶q.

On en déduit que le morphisme (5) est un isomorphisme.
Finalement la première ligne du diagramme est un isomorphisme pour tout x P X et tout k P Z.

Le morphisme
DRX0

♣i#M✶q Ñ DRX0
♣i✿M✶q

est donc un isomorphisme.

Lemme 4.3.17. Soit M un DX-module holonome régulier et M✶ l’image directe de M sur le graphe
de f . Les morphismes naturelsà

αPr✁1,0rp
DRX0

♣i#M✶
αq Ñ

à
αPr✁1,0rp

i✁1DRX✂D♣M
✶
αq Ñ ΨpDRX✂D♣M

✶q.

sont des isomorphismes.
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Démonstration. On raisonne de la même manière que pour le lemme précédent. Soit x P X, par les
même arguments que précédemment on obtient les diagrammes commutatifs suivants :

H k
�
DRX0

♣i#M✶
αq
✟
x

//

✔
��

i✁1H k ♣DRX✂D♣M
✶
αqqx

✔
��

lim
ǫÑ0

H k
�
i✁1s♣Cube♣pǫ✝gr✌M

✶
αqq
✟

✒

♣aq
// lim
ǫÑ0

H k ♣DRDpǫ✝♣M
✶
αqq

et à
αPr✁1,0rp

i✁1H k
�
DRX✂D♣M

✶
αq
✟
x //

✔

��

H k ♣ΨpDRX✂D♣M
✶qqx

✔

��à
αPr✁1,0rp

lim
ǫÑ0

H k
�
DRDpǫ✝♣M

✶
αq
✟

✒

♣bq
// lim
ǫÑ0

H k ♣ΨidD
DRDpǫ✝♣M

✶qq

Comme dans la démonstration du lemme précédent on considère les suites spectrales associées
aux complexes doubles en jeu. Ceci qui permet de se ramener au cas d’une connexion méromorphe
à singularité régulière H kpǫ✝♣M

✶q et d’en déduire que les morphismes (a) et (b) sont des isomor-
phismes. On en déduit que les morphismes

H k
✁
DRX0

♣i#M✶
αq
✠
x
Ñ H k

�
DRX✂D♣M

✶
αq
✟
x

et à
αPr✁1,0rp

i✁1H k
�
DRX✂D♣M

✶
αq
✟
x
Ñ H k

�
ΨpDRX✂D♣M

✶q
✟
x

sont des isomorphismes pour tout x P X et tout k P Z. Finalement les morphismes naturelsà
αPr✁1,0rp

DRX0
♣i#M✶

αq Ñ
à

αPr✁1,0rp
i✁1DRX✂D♣M

✶
αq Ñ ΨpDRX✂D♣M

✶q.

sont des isomorphismes.

On combine alors l’isomorphisme naturel (4.16) et les isomorphismes naturels des lemmes 4.3.16
et 4.3.17 pour obtenir un isomorphisme naturel

DRX0

à
αPr✁1,0rp

grα♣M
✶q ✕ ΨpDRX✂D♣M

✶q

ce qui conclut la démonstration du théorème 4.3.12.
Soit I ✏ t1, ..., r✉ ⑨ t1, ..., p✉, pI ✏ ♣t1, ..., trq et pIc ✏ ♣tr�1, ..., tpq. On note grI

c

✌ M✶ le gra-
dué de la V -multifiltration de Malgrange-Kashiwara relative aux fonctions ♣tr�1, ..., tpq. La propo-
sition 2.2.3 et le théorème 2.3.5 assurent que si le couple ♣♣t1, ..., tpq, car♣M✶qq est sans pente alors
♣pI p✁1

Ic
♣0q, car♣grI

c

αIc
M✶qq est sans pente. Dans le cas sans pente on peut donc appliquer l’isomor-

phisme de comparaison pour les fonctions t1, ..., tp l’une après l’autre. Suivant le chapitre 3 on en
déduit que si le couple ♣♣t1, ..., tpq, car♣Mqq est sans pente alors l’isomorphisme

DRX0

à
αpPr✁1,0r

grtp✉αp

✄
...

à
α2Pr✁1,0r

grt2✉α2

✄ à
α1Pr✁1,0r

grt1✉α1
M✶

☛☛
✔ Ψtp

�
...Ψt2

�
Ψt1DRX♣M

✶q
✟✟

ne dépend pas de l’ordre des indices t1, ..., p✉.
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Chapitre 5

Théorème de commutativité pour les

cycles évanescents

Dans ce chapitre, on étudie la commutativité des foncteurs cycles évanescents appliqués aux
faisceaux pervers dans le cas sans pente. L’idée est d’utiliser les résultats de commutativité des
cycles proches et des restrictions des propositions 2.4.2 et 2.4.3 et d’utiliser les triangles distingués
des cycles proches/évanescents. Néanmoins, pour faire fonctionner cette stratégie, on a besoin de
fonctorialité, c’est pourquoi on utilisera l’approche de [KS94, 8.6] qui permet de définir les cycles
évanescents de manière fonctorielle.

5.1 Cas d’une fonction

On rappelle ici l’approche de [KS94, 8.6] pour définir les cycles proches et les cycles évanescents.
Soit f : X Ñ C une fonction holomorphe. Considérons le diagramme suivant :

f✁1♣0q
�

� i // X

f

��
❧

⑨X✝

rf
��

rpoo

C ⑨C✝poo

.

On note AY le faisceau constant sur Y . On définit les complexes de Db
c♣Cq suivants :

I : 0 Ñ 0 Ñ AC Ñ 0

N : 0 Ñ p!A⑨C✝ Ñ 0 Ñ 0

V : 0 Ñ p!A⑨C✝ Ñ AC Ñ 0

✌

(5.1)

où le symbole ✌ désigne le degré zéro. En suivant [KS94, 8.6], on peut utiliser ces complexes pour
définir les cycles proches et les cycles évanescent de la manière suivante. Soit F P Db

c♣Xq, on a

Ψf ♣Fq ✔ i✁1RH♦♠ ♣f✁1N,Fq
Φf ♣Fq ✔ i✁1RH♦♠ ♣f✁1V,Fq

i✁1♣Fqr1s ✔ i✁1RH♦♠ ♣f✁1I,Fq.

On a une suite exacte naturelle de complexes

0 Ñ I Ñ V Ñ N Ñ 0 (5.2)
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qui induit le triangle distingué

i✁1♣Fq Ñ Ψf ♣Fq Ñ Φf ♣Fq Ñ
�1
. (5.3)

5.2 Cas de deux fonctions

Soient deux fonctions holomorphes f1, f2 : X Ñ C. On va définir les cycles proches et les cycles
évanescents associés à la fonction f ✏ ♣f1, f2q : X Ñ C2. On considère le diagramme suivant pour
j ✏ 1, 2 :

fj
✁1♣0q

�

�
ij // X

fj

��
❧

⑨X✝

⑨fj
��

⑨pjoo

C ⑨C✝
pjoo

.

Avec les définitions (5.1), on définit les complexes de Db
c♣C

2q suivants :

N :✏ N1 ❜N2

V :✏ V1 ❜ V2

où ❜ est défini à partir des deux projections de C2 dans C. On considère le diagramme suivant :

f✁1♣0q
�

� i // X

f

��
❧

⑨X✝

rf
��

rpoo

C2 ❷♣C✝q2
poo

.

On définit alors
Ψf ♣Fq :✏ i✁1RH♦♠ ♣f✁1N,Fq
Φf ♣Fq :✏ i✁1RH♦♠ ♣f✁1V,Fq.

On va montrer, comme dans [KS94, 8.6.2], que la définition de Ψf ♣Fq coïncide avec la définition
2.4.1.

Lemme 5.2.1. Il existe un isomorphisme N ✔ p!A❷♣C✝q2 .

Démonstration. Ces deux faisceaux sont faiblement constructibles relativement à la stratification
C2 ✏ t0✉

➨
♣C✝ ✂ t0✉q

➨
♣t0✉ ✂ C✝q

➨
♣C✝ ✂ C✝q.

– Si x P t0✉
➨
♣C✝ ✂ t0✉q

➨
♣t0✉ ✂ C✝q, Nx ✔

✁
p!A❷♣C✝q2

✠
x
✏ 0.

– Si x P ♣C✝ ✂ C✝q, Nx ✔ C♣Zq ❜C C♣Zq et
✁
p!A❷♣C✝q2

✠
x
✔ C♣Z2q.

L’isomorphisme
C♣Zq ❜C C♣Zq Ñ C♣Z2q

♣akqkPZ ❜ ♣bℓqℓPZ ÞÑ ♣ak ☎ bℓq♣k,ℓqPZ2

ainsi que l’identification des monodromies permettent de conclure.

Proposition 5.2.2. Les cycles proches de la définition 2.4.1 sont isomorphes à Ψf ♣Fq
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Démonstration.
Ψf ♣Fq ✏ i✁1RH♦♠ ♣f✁1N,Fq

✔ i✁1RH♦♠ ♣f✁1p!A❷♣C✝q2 ,Fq

✔ i✁1RH♦♠ ♣rp!rf✁1
A❷♣C✝q2 ,Fq

✔ i✁1RH♦♠ ♣rp✁1AX , rp✁1Fq
✔ i✁1RH♦♠ ♣AX , rp✝rp✁1Fq
✔ i✁1rp✝rp✁1F .

En utilisant les propositions 2.4.2 et 2.4.3 on va montrer que dans le cas sans pente

Φf ♣Fq ✔ Φf1Φf2♣Fq.

Considérons le diagramme de suites exactes courtes suivant :

N1 ❜ I2 // N1 ❜ V2 // N1 ❜N2

V1 ❜ I2 //

OO

V1 ❜ V2 //

OO

V1 ❜N2

OO

I1 ❜ I2 //

OO

I1 ❜ V2 //

OO

I1 ❜N2

OO

(5.4)

Soient Kj ✏ Ij , Nj ou Vj , pour j ✏ 1, 2, on a

i✁1RH♦♠ ♣f✁1♣K1 ❜K2q,Fq
♣aq
✏ i✁1RH♦♠ ♣f✁1

1 K1 ❜ f✁1
2 K2,Fq

♣bq
✏ i✁1RH♦♠ ♣f✁1

1 K1,RH♦♠ ♣f✁1
2 K2,Fqq

où ♣aq vient de (1.3) et ♣bq de (1.2). On applique ensuite le morphisme (1.5), qui nous donne

i✁1RH♦♠ ♣f✁1
1 K1,RH♦♠ ♣f✁1

2 K2,Fqq Ñ i✁1
1 RH♦♠ ♣i✁1

2 f✁1
1 K1, i

✁1
2 RH♦♠ ♣f✁1

2 K2,Fqq.

On obtient ainsi un morphisme

i✁1RH♦♠ ♣f✁1♣K1 ❜K2q,Fq Ñ i✁1
1 RH♦♠ ♣i✁1

2 f✁1
1 K1, i

✁1
2 RH♦♠ ♣f✁1

2 K2,Fqq. (5.5)

Par exemple, pour K1 ✏ N1 et K2 ✏ N2, ceci nous donne un morphisme

Ψf ♣Fq Ñ Ψf1♣Ψf2♣Fqq.

En appliquant le foncteur contravariant i✁1RH♦♠ ♣f✁1♣✌q,Fq au diagramme (5.4), on obtient le
diagramme suivant :

i✁1
2 Ψf1♣Fqr1s

// i✁1
2 Φf1♣Fqr1s

// i✁1♣Fqr2s

i✁1RH♦♠ ♣f✁1♣N1 ❜ V2q,Fq //

OO

Φf ♣Fq //

OO

i✁1
1 Φf2♣Fqr1s

OO

Ψf ♣Fq //

OO

i✁1RH♦♠ ♣f✁1♣V1 ❜N2q,Fq //

OO

i✁1
1 Ψf2♣Fqr1s

OO

(5.6)
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où les lignes et les colonnes sont des triangles distingués. En appliquant la construction du triangle
distingué (5.3) successivement pour f1 puis f2, on obtient le diagramme suivant :

i✁1
2 Ψf1♣Fqr1s

// i✁1
2 Φf1♣Fqr1s

// i✁1
2 i✁1

1 ♣Fqr2s

Φf2Ψf1♣Fq //

OO

Φf2Φf1♣Fq //

OO

Φf2♣i
✁1
1 Fqr1s

OO

Ψf2Ψf1♣Fq //

OO

Ψf2Φf1♣Fq //

OO

Ψf2♣i
✁1
1 Fqr1s

OO

(5.7)

dont les lignes et les colonnes sont aussi des triangles distingués. Les morphismes (5.5) fournissent
un morphisme de diagramme entre (5.6) et (5.7). Supposons désormais que le couple ♣f ,Fq soit
sans pente. D’après les propositions 2.4.2 et 2.4.3, les morphismes (5.5) construits entre les objets
situés aux quatre coins des diagrammes (5.6) et (5.7) sont des isomorphismes. En utilisant les
propriétés des morphismes de triangles distingués, on en déduit que tous les morphismes (5.5) sont
des isomorphismes. En particulier, on en déduit l’isomorphisme

Φf ♣Fq ✔ Φf2Φf1♣Fq.

Corollaire 5.2.3. Si F est un faisceau pervers et si le couple ♣f ,Fq est sans pente, alors Φf ♣Fqr✁2s
est pervers.

5.3 Cas de p fonctions

Soient p fonctions holomorphes f1, ..., fp : X Ñ C. On va définir les cycles proches et les cycles
évanescents associés à la fonction f ✏ ♣f1, ..., fpq : X Ñ Cp. On considère le diagramme suivant
pour j ✏ 1, ..., p :

fj
✁1♣0q

�

�
ij // X

fj

��
❧

⑨X✝

⑨fj
��

⑨pjoo

C ⑨C✝pjoo

.

Avec les définitions (5.1), on définit les complexes de Db
c♣C

pq suivants :

N :✏ N1 ❜ ...❜Np

V :✏ V1 ❜ ...❜ Vp

où ❜ est défini à partir des p projections de Cp dans C. On considère le diagramme suivant :

f✁1♣0q
�

� i // X

f

��
❧

⑨X✝

rf
��

rpoo

Cp ❷♣C✝qppoo

.

On définit alors
Ψf ♣Fq :✏ i✁1RH♦♠ ♣f✁1N,Fq
Φf ♣Fq :✏ i✁1RH♦♠ ♣f✁1V,Fq.
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Comme dans le cas de deux fonctions, on va montrer que la définition de Ψf ♣Fq coïncide avec
la définition 2.4.1.

Lemme 5.3.1. Il existe un isomorphisme N ✔ p!A❷♣C✝qp .

Démonstration. Ces deux faisceaux sont faiblement constructibles relativement à la partition cano-
nique donnée par les hyperplans de coordonnées de Cp (le cas p ✏ 2 est donné dans la démonstration
du lemme 5.2.1).

– Si x P Cp appartient à une strate différente de la strate ♣C✝qp, alors Nx ✔
✁
p!A❷♣C✝qp

✠
x
✏ 0.

– Si x P ♣C✝qp, Nx ✔ ♣C♣Zqq❜p et
✁
p!A❷♣C✝q2

✠
x
✔ C♣Zpq.

L’isomorphisme
♣C♣Zqq❜p Ñ C♣Zpq

♣a1k1qk1PZ ❜ ...❜ ♣apkpqkpPZ ÞÑ ♣a1k1 ☎ ... ☎ a
p
kp
q♣k1,...,kpqPZp

ainsi que l’identification des monodromies permettent de conclure.

Proposition 5.3.2. Les cycles proches définis de la définition 2.4.1 sont isomorphes à Ψf ♣Fq.

Démonstration.
Ψf ♣Fq ✏ i✁1RH♦♠ ♣f✁1N,Fq

✔ i✁1RH♦♠ ♣f✁1p!A❷♣C✝qp ,Fq

✔ i✁1RH♦♠ ♣rp!rf✁1
A❷♣C✝qp ,Fq

✔ i✁1RH♦♠ ♣rp✁1AX , rp✁1Fq
✔ i✁1RH♦♠ ♣AX , rp✝rp✁1Fq
✔ i✁1rp✝rp✁1F .

On va raisonner comme dans le cas de deux fonctions pour établir le lien entre Φf ♣Fq et les
cycles évanescents itérés. On définit les complexes suivants :

Ckii :✏

✩✬✬✫✬✬✪
0 si ki ❘ t✁1, 0, 1✉
Ii si ki ✏ ✁1
Vi si ki ✏ 0

Ni si ki ✏ 1.

On utilisera dans la suite la notion d’hypercomplexes dont la définition se trouve dans l’annexe A.1.
On définit le p-hypercomplexe X dont les objets sont

Xk :✏ Ck11 ❜ ...❜ C
kp
p

et les morphismes sont induits par les morphismes

Ii Ñ Vi Ñ Ni

pour tout 1 ↕ i ↕ p. Le cas p ✏ 2 est donné par le 2-hypercomplexe (5.4). Dans toutes les directions,
les lignes de X sont des suites exactes courtes. Soient I ⑨ t1, ..., p✉ et Ic son complémentaire. On
notera :

C
kI

I :✏
ò
iPI

Ckii .
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Pour tout k P t✁1, 0, 1✉, on a

i✁1RH♦♠ ♣f✁1♣Ck11 ❜ ...❜ C
kp
p q,Fq

♣aq
✏ i✁1RH♦♠ ♣f✁1

I C
kI

I ❜ f✁1
Ic C

kIc

Ic ,Fq
♣bq
✏ i✁1RH♦♠ ♣f✁1

I C
kI

I ,RH♦♠ ♣f✁1
Ic C

kIc

Ic ,Fqq

où ♣aq vient de (1.3) et ♣bq de (1.2). On note iI la composition des morphismes ii pour i P I. On
applique le morphisme (1.5), qui nous donne

i✁1RH♦♠ ♣f✁1
I C

kI

I ,RH♦♠ ♣f✁1
Ic C

kIc

Ic ,Fqq Ñ i✁1
I RH♦♠ ♣i✁1

Ic f
✁1
I C

kI

I , i✁1
Ic RH♦♠ ♣f✁1

Ic C
kIc

Ic ,Fqq.

On obtient ainsi un morphisme

i✁1RH♦♠ ♣f✁1♣Ck11 ❜ ...❜ C
kp
p q,Fq Ñ i✁1

I RH♦♠ ♣i✁1
Ic f

✁1
I C

kI

I , i✁1
Ic RH♦♠ ♣f✁1

Ic C
kIc

Ic ,Fqq. (5.8)

Par exemple, si pour tout 1 ↕ i ↕ p, ki ✏ 1, ceci nous donne un morphisme

Ψf ♣Fq Ñ ΨfI
♣ΨfIc

♣Fqq.

En appliquant le foncteur contravariant i✁1RH♦♠ ♣f✁1♣✌q,Fq au p-hypercomplexe X, on obtient
le p-hypercomplexe rX dont les lignes sont des triangles distingués dans toutes les directions.

D’autre part, on peut appliquer i✁1
Ic RH♦♠ ♣f✁1

Ic ♣✌q,Fqq à l’hypercomplexe XIc défini comme

X, mais en utilisant uniquement les indices appartenant à Ic, on note ⑩XIc l’hypercomplexe obtenu.
Avec les mêmes notations, on applique ensuite i✁1

I RH♦♠ ♣i✁1
Ic f

✁1
I ♣✌q,⑩XIcqq à XI pour obtenir le

p-hypercomplexe Y dont les lignes dans toutes les directions sont des triangles distingués.
Les morphismes (5.8) fournissent un morphisme de p-hypercomplexes

rX Ñ Y.

Supposons désormais que le couple ♣f ,Fq soit sans pente. D’après les propositions 2.4.2 et 2.4.3,
pour tout k tel que pour tout 1 ↕ i ↕ p, ki ✘ 0, le morphisme (5.8) est un isomorphisme. En utilisant
les propriétés des morphismes de triangles distingués, on en déduit que tous les morphismes (5.8)
sont des isomorphismes. En particulier, on en déduit l’isomorphisme

Φf ♣Fq ✔ ΦfI
♣ΦfIc

♣Fqq.

Ceci donne le théorème suivant

Théorème 5.3.3. Supposons le couple ♣f ,Fq sans pente. Alors on a un isomorphisme naturel

Φf ♣Fq ✔ Φf1 ...Φfp♣Fq.

Corollaire 5.3.4. Si F est un faisceau pervers et si le couple ♣f ,Fq est sans pente, alors Φf ♣Fqr✁ps
est pervers.
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Deuxième partie

Théorie de Hodge et morphismes sans

pente
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Chapitre 6

Théorie de Hodge : modules de Hodge

mixtes

Dans la suite, on étudiera la théorie de Hodge des morphismes sans pente. On donne dans ce
chapitre les notions relatives à la théorie des modules de Hodge mixtes de M. Saito, qui seront
utilisées dans la suite. On suivra essentiellement [Sai88] et [Sai90].

6.1 Filtrations monodromiques relatives

Proposition 6.1.1. Soient A catégorie abélienne et H un objet de A muni d’un endomorphisme
nilpotent N . Il existe une unique filtration M✌H satisfaisant à :

1. pour tout ℓ P Z, N♣MℓHq ⑨Mℓ✁2H

2. pour tout ℓ ➙ 1, N ℓ induit un isomorphisme, grMℓ H
✒
ÝÑ grM✁ℓH.

Cette filtration est appelée filtration monodromique associée à N .

Démonstration. [PS08, Lemma-Definition 11.9]

Proposition 6.1.2. Soient A catégorie abélienne et ♣H,L✌Hq un objet filtré de A muni d’un
endomorphisme nilpotent filtré N . Il existe au plus une filtration M✌H satisfaisant à :

1. pour tout ℓ P Z, N♣MℓHq ⑨Mℓ✁2H,

2. pour tout ℓ ➙ 1, et tout k P Z, N ℓ induit un isomorphisme grMℓ�kgrLkH
✒
ÝÑ grM✁ℓ�kgrLkH.

Si cette filtration existe, elle est appelée filtration monodromique relative associée à N .

Démonstration. [Sai90, 1.1]

6.2 Structures de Hodge-Lefschetz p-graduées polarisées

6.2.1 Structures de Lefschetz graduées polarisées

Définition 6.2.1. Une structure de Lefschetz graduée consiste en la donnée d’un R-espace vectoriel
gradué H muni d’un endomorphisme nilpotent N satisfaisant, pour tout ℓ P Z

Hℓ ✏ grMℓ H
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oùM✌ est la filtration monodromique associée à N . Pour ℓ P N, on note PℓH :✏ kerN ℓ�1 : Hℓ Ñ H✁ℓ

la partie primitive de degré ℓ.

L’algèbre de Lie sl♣2,Rq admet pour base :

X ✏

✂
0 0

1 0

✡
, Y ✏

✂
0 1

0 0

✡
, H ✏

✂
✁1 0

0 1

✡
.

Les commutateurs sont donnés par les formules suivantes :

rX,Y s ✏ H, rX,Hs ✏ ✁2X, rY,Hs ✏ 2Y.

Lemme 6.2.2. 1. Soit ♣H, Nq une structure de Lefschetz graduée. Il existe une unique représen-
tation de ρ : sl♣2,Rq Ñ H telle que ρ♣Y q ✏ N et, pour tout ℓ P Z, Hℓ est l’espace propre de
ρ♣Hq pour la valeur propre ℓ.

2. Soit M P End♣Hq, si M commute avec ρ♣Hq et ρ♣Y q, alors M commute avec ρ♣Xq.

Démonstration. 1. [PS08, Lemma 1.21]

2. Pour tout t P R, les endomorphismes ♣e✁tMρ♣XqetM , ρ♣Y q, ρ♣Hqq forment également une re-
présentation de sl♣2,Rq, par unicité on a e✁tMρ♣XqetM ✏ ρ♣Xq. Ceci étant vérifié pour tout
t P R on a rρ♣Xq,M s ✏ 0.

Définition 6.2.3. Pour une structure de Lefschetz graduée ♣H, Nq de représentation de sl♣2,Rq
correspondante ρ, on définit w :✏ e✁ρ♣Xqeρ♣Y qe✁ρ♣Xq.

Définition 6.2.4. Une polarisation d’une structure de Lefschetz graduée est une forme bilinéaire
graduée

k : H❜H Ñ R

telle que pour tout x, y P H

k♣Nx, yq � k♣x,Nyq ✏ 0

et telle que, pour tout ℓ P N, la restriction de k♣., N ℓ.q à PℓH est symétrique définie positive.

Proposition 6.2.5. Une forme bilinéaire k est une polarisation de ♣H, Nq si et seulement si la
forme bilinéaire

h♣., .q :✏ k♣., w.q

est symétrique définie positive.

Démonstration. [GNA90, (4.3)]

6.2.2 Structures de Lefschetz p-graduées polarisées

Définition 6.2.6. Une structure de Lefschetz p-graduée consiste en la donnée d’un R-espace vectoriel
p-gradué H muni d’endomorphismes nilpotents Ni, pour 1 ↕ i ↕ p, qui commutent deux à deux et
tels que, pour tout 1 ↕ i ↕ p et pour tout ♣ℓ1, ..., ℓi✁1, ℓi�1, .., ℓpq P Zp✁1, ♣Hℓ1,...,ℓi✁1,✌,ℓi�1,..,ℓp , Niq
est une structure de Lefschetz graduée.

Ainsi, une structure de Lefschetz p-graduée admet p actions de sl♣2,Rq. En identifiant les élé-
ments de sl♣2,Rq et leurs images dans End♣Hq, on obtient, pour 1 ↕ i ↕ p, les endomorphismes
♣Xi, Yi, Hiq P End♣Hq.

84



Lemme 6.2.7. Pour i ✘ j, Yi, Xi et Hi commutent avec Xj , Yj et Hj. Donc wi et wj commutent.

Démonstration. Ceci découle du lemme 6.2.2.

On définit w :✏ w1...wp.

Définition 6.2.8. Une polarisation d’une structure de Lefschetz p-graduée est une forme bilinéaire
p-graduée

k : H❜HÑ R

telle que pour tout x, y P H et tout 1 ↕ i ↕ p

k♣Nix, yq � k♣x,Niyq ✏ 0

et telle que, pour tout ℓ P Np, la restriction de k♣., N ℓ1
1 ...N

ℓp
p .q à PℓH est symétrique définie positive.

Ici,
PℓH :✏ Hℓ ❳ kerN ℓ1�1

1 ❳ ...❳N
ℓp�1
p .

Proposition 6.2.9. Une forme bilinéaire k est une polarisation de ♣H, N1, ..., Npq si et seulement
si, pour tout x, y P H et tout 1 ↕ i ↕ p

k♣Nix, yq � k♣x,Niyq ✏ 0

et la forme bilinéaire
h♣., .q :✏ k♣.,w.q

est symétrique définie positive.

Démonstration. [GNA90, (4.3)]

Quitte à réindexer, considérons i ✏ 1 et j ✏ 2, les endomorphismes X :✏ X1�X2, Y :✏ Y1�Y2
et H :✏ H1 �H2 donnent une action de sl♣2,Rq telle que w ✏ w1w2. Ainsi, en posant

Hℓ,ℓ3,...,ℓp :✏
à

ℓ1�ℓ2✏ℓ

Hℓ1,ℓ2,ℓ3,...,ℓp ,

on obtient une structure de Lefschetz ♣p✁ 1q-graduée.

Proposition 6.2.10. Si ♣H, N1, ...Np, kq est une structure de Lefschetz p-graduée polarisée, alors
♣H, N ✏ N1 �N2, N3...Np, kq est une structure de Lefschetz ♣p✁ 1q-graduée polarisée.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 6.2.9 si l’on remarque que w ✏
w1w2w3...wp ✏ ww3...wp.
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6.2.3 Structures de Hodge-Lefschetz p-graduées polarisées

Définition 6.2.11. Une structure de Hodge-Lefschetz p-graduée centrée en m est une structure de
Lefschetz p-graduée ♣H, N1, ..., Npq telle que, pour tout ℓ P Z, Hℓ a une structure de Hodge réelle
de poids m � ℓ1 � ... � ℓp et telle que, pour tout 1 ↕ i ↕ p, Ni : H Ñ H♣✁1q est un morphisme de
structure de Hodge. Ici ♣✁1q désigne le twist de Tate.

Définition 6.2.12. Une forme bilinéaire

k : H❜HÑ R

est une polarisation de la structure de Hodge-Lefschetz p-graduée centrée en m ♣H, N1, ..., Npq,
si pour tout x, y P H et tout 1 ↕ i ↕ p

k♣Nix, yq � k♣x,Niyq ✏ 0

et pour tout ℓ P Np,
Pℓk : PℓH❜ PℓHÑ R

est une polarisation de la structure de Hodge de poids m� ℓ1 � ...� ℓp PℓH.

Proposition 6.2.13. Si ♣H, N1, ...Np, kq est une structure de Hodge-Lefschetz p-graduée polarisée
centrée en m, alors ♣H, N ✏ N1 � N2, N3...Np, kq est une structure de Lefschetz ♣p ✁ 1q-graduée
polarisée centrée en m.

Démonstration. La démonstration est identique à celle de la proposition 6.2.10.

6.3 Modules de Hodge-Lefschetz p-gradués polarisés

6.3.1 Modules de Hodge purs

Soit X une variété complexe lisse. Soit MFh♣DXq la catégorie des DX -modules holonomes munis
d’une bonne filtration F .

Définition 6.3.1. Soit Y une hypersurface lisse d’équation t ✏ 0 et soit ♣M, F q P MFh♣DXq où M

est R-spécialisable le long de Y (définition 1.3.5). On dit que ♣M, F q est strictement R-spécialisable
si

1. ❅α ➔ 0 et ❅p P Z, t : FpVαMÑ FpVα✁1M est un isomorphisme

2. ❅α → ✁1 et ❅p P Z, ❇t : FpgrVαMÑ Fp�1grVα�1M est un isomorphisme

3. grF grVα�1M est un grFDY -module cohérent.

Soit g : X Ñ C une fonction holomorphe, on dit que ♣M, F q P MFh♣DXq est strictement R-
spécialisable le long de g si l’image directe de ♣M, F q par le graphe de g est strictement spécialisable
le long de l’hypersurface définie par la coordonnée de C.

On définit la catégorie

MFh♣DX ,Qq :✏ MFh♣DXq ✂PervC♣Xq PervQ♣Xq,

un objet de MFh♣DX ,Qq est la donnée d’un couple ♣♣M, F q,Fq P MFh♣DXq ✂ PervQ♣Xq et d’un
isomorphisme

DR♣Mq ✔ CX ❜Q F .
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Définition 6.3.2. Soit ♣M, F,Fq P MFh♣DX ,Qq tel que ♣M, F q soit strictement R-spécialisable le
long d’une fonction holomorphe g, on définit les cycles proches et les cycles évanescents :

Ψg♣M, F,Fq :✏ ♣Ψalg
g M, F r1s,ΨgFq

et
Φg♣M, F,Fq :✏ ♣Φalgg M, F,ΦgFq.

Pour définir la filtration F sur Ψalg
g M et Φalgg M on filtre les gradués pour la filtration de Kashiwara-

Malgrange de la manière suivante :

FpgrVαM :✏
FpM❳ VαM

FpM❳ V➔αM
.

Définition 6.3.3. Soit ♣M, F,Fq P MFh♣DX ,Qq tel que ♣M, F q soit strictement R-spécialisable
le long de toute fonction holomorphe g localement définie sur X. On dit que ♣M, F,Fq est stricte-
ment S-décomposable si, pour toute fonction holomorphe g localement définie sur X, il existe une
décomposition

♣M, F,Fq ✏ ♣M1, F,F1q ❵ ♣M2, F,F2q

telle que
– ♣M1, F q et ♣M2, F q sont strictement R-spécialisables le long de g,
– supp♣M1q ⑨ g✁1♣0q,
– ♣M2, F,F2q n’a ni sous-objet ni quotient supporté sur g✁1♣0q.

On note MFh♣DX ,QqS la sous-catégorie de MFh♣DX ,Qq des modules strictement S-décomposables.

Définition 6.3.4. On définit la catégorie MH♣X,Q, nq des modules de Hodge de poids n comme
étant la sous-catégorie de MFh♣DX ,QqS dont les objets satisfont à

– si ♣M, F,Fq P MH♣X,Q, nq et si suppM ✏ tx✉, alors ♣M, F,Fq ✔ ix✝♣HC, F,HQq où
♣HC, F,HQq est une structure de Hodge de poids n et ix : tx✉ ãÑ X,

– si ♣M, F,Fq P MH♣X,Q, nq et si dim suppM → 0 et g est une fonction holomorphe localement
définie sur X, alors pour tout ℓ P Z,

grMℓ Ψg♣M, F,Fq P MH♣X,Q, ℓ� n✁ 1q

et
grMℓ Φg♣M, F,Fq P MH♣X,Q, ℓ� nq.

Définition 6.3.5. Soit MFhW ♣DX ,Qq la catégorie des objets de MFh♣DX ,Qq munis d’une filtra-
tion croissante localement finie W . On définit la sous-catégorie MHW♣X,Qq composée des objets
satisfaisant, pour tout i P Z, à

grWi M P MH♣X,Q, iq.

Proposition 6.3.6. Les catégories MH♣X,Q, nq et MHW♣X,Qq sont des catégories abéliennes.

Démonstration. [Sai88, Proposition 5.1.14]

Définition 6.3.7. On définit la catégorie MHL♣X,Q, n, pq des modules de Hodge-Lefschetz p-gradués
centrés en n dont les objets sont les uplets ♣M, F,F , N1, ..., Npq tels que

– si suppM ✏ tx✉, alors il existe une structure de Hodge-Lefschetz p graduée centrée en n (défini-
tion 6.2.11) ♣HC, F,HQ, N

✶
1, ..., N

✶
pq telle que ♣M, F,F , N1, ..., Npq ✔ ix✝♣HC, F,HQ, N

✶
1, ..., N

✶
pq,

– si dim suppM → 0 et g est une fonction holomorphe localement définie sur X, alors

grM✌ Ψg♣M, F,F , N1, ..., Np, Nq P MHL♣X,Q, n✁ 1, p� 1q.
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6.3.2 Polarisation

On note aX : X Ñ t✝✉ et on définit le twist de Tate pour F P PervQ♣Xq pour r P Z,

F♣rq :✏ F ❜ Z♣rq

où Z♣rq :✏ ♣2iπqrZ ⑨ C.

Définition 6.3.8. Soit ♣M, F,Fq P MFh♣DX ,QqS et

S : F ❜ F Ñ a!XQX
♣rq

un accouplement. On dit que S est compatible avec la filtration F s’il existe un (unique) morphisme

♣M, F,Fq Ñ D♣M, F,Fq♣rq

tel que lorsqu’on applique le foncteur d’oubli vers la catégorie des faisceaux pervers, on obtienne le
morphisme

F Ñ DF♣rq

correspondant à S.

Définition 6.3.9. Soit ♣M, F,Fq P MH♣X,Q, nq. On dit que ♣M, F,Fq est polarisable s’il existe
un accouplement S : F ❜ F Ñ a!XQX

♣✁nq compatible avec la filtration F tel que
– si suppM ✏ tx✉, alors il existe une structure de Hodge de poids n polarisée ♣HC, F,HQ, S

✶q
telle que ♣M, F,Fq ✔ ix✝♣HC, F,HQq et S ✏ ix✝S

✶,
– si dim suppM → 0 et g est une fonction holomorphe localement définie sur X, alors, pour tout
ℓ P Z,

PℓΨgS ✆ ♣Id❜N ℓq : PℓΨgF ❜ PℓΨgF Ñ a!XQX
♣1✁ n✁ ℓq

est une polarisation de la partie primitive PℓΨg♣M, F,Fq.

Proposition 6.3.10. Soit MH♣pq♣X,Q, nq ⑨ MH♣X,Q, nq la sous-catégorie pleine des modules de
Hodge de poids n polarisables. La catégorie MH♣pq♣X,Q, nq est semi-simple.

Démonstration. [Sai88, Corollaire 5.2.13]

Définition 6.3.11. On définit la sous-catégorie MHW♣pq♣X,Qq de MHW♣X,Qq dont les objets
satisfont, pour tout i P Z, à

grWi M P MH♣pq♣X,Q, iq.

Définition 6.3.12. Soit ♣M, F,F , N1, ..., Npq P MHL♣X,Q, n, pq et soit

S : F ❜ F Ñ a!XQX
♣✁nq

un accouplement. S est une polarisation de ♣M, F,F , N1, ..., Npq si, pour tout 1 ↕ i ↕ p,

S ✆ ♣Id❜Niq � S ✆ ♣Ni ❜ Idq ✏ 0

et pour tout ℓ P Zp,

S ✆ ♣Id❜N ℓ1
1 ...N

ℓp
p q : PℓF ❜ PℓF Ñ a!XQX

♣✁n✁ ℓ1 ✁ ...✁ ℓpq

est une polarisation de PℓF P MH♣X,Q, n� ℓ1 � ...� ℓpq.

On note MHL♣pq♣X,Q, n, pq la catégorie des modules de Hodge-Lefschetz p-gradués centrés en n
polarisables.
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6.3.3 Image directe

Soient f : X Ñ Y un morphisme projectif, g une fonction holomorphe sur Y et h :✏ g ✆ f .

Théorème 6.3.13. Soit ♣M, F,Fq P MH♣pq♣X,Q, nq,
– Hif✝♣M, F,Fq P MH♣pq♣Y,Q, n� iq,
– ΨgH

if✝♣M, F,Fq ✔ Hif✝Ψh♣M, F,Fq,
– ΦgH

if✝♣M, F,Fq ✔ Hif✝Φh♣M, F,Fq,
– on considère la filtration image

WHif✝Ψh♣M, F,Fq :✏ Im
�
Hif✝WΨh♣M, F,Fq Ñ Hif✝Ψh♣M, F,Fq

✟
.

Cette filtration est égale à la filtration monodromique de N sur ΨgH
if✝♣M, F,Fq.

Démonstration. [Sai88, Théorème 5.3.1 et Proposition 5.3.4]

Théorème 6.3.14. Si ♣M, F,F , N1, ..., Npq P MHL♣pq♣X,Q, n, pq alors Hif✝♣M, F,F , N1, ..., Npq P
MHL♣pq♣Y,Q, n� i, pq.

Démonstration. [Sai88, Proposition 5.3.5]

6.4 Modules de Hodge mixtes

6.4.1 Définition

Définition 6.4.1. Soit ♣M, F,F ;W q P MHW♣X,Qq et g une fonction holomorphe localement défi-
nie surX. On dit que les foncteurs cycles évanescents sont bien définis le long de g pour ♣M, F,F ;W q
si

– localement les filtrations F , W et la filtration canonique le long de g✁1♣0q V de M sont
compatibles au sens de la définition A.2.3,

– la filtration monodromique relative sur ♣pΨgF , Lq et ♣pΦgF , Lq existe, où

Li♣
pΨgFq :✏ pΨg♣Wi�1Fq

Li♣
pΦgFq :✏ pΦg♣WiFq.

Définition 6.4.2. Soit g une fonction holomorphe localement définie sur X et M ✏ ♣M, F,F ;W q P
MHW♣X✁ g✁1♣0q,Qq. On note j : X✁ g✁1♣0q ãÑ X l’immersion ouverte. On dit que l’image directe
j✝ (resp. j!) est bien définie pour M s’il existe une extension ⑨M P MHW♣X,Qq de M , notée j✝M
(resp. j!M ) telle que

– pour toute fonction holomorphe f localement définie sur un ouvert U ⑨ X telle que f✁1♣0q ✏

U ❳ g✁1♣0q, les foncteurs cycles évanescents sont bien définis le long de f pour ⑨M U .
– rF ✏ j✝F (resp. j!F).

Définition 6.4.3. On définit la sous-catégorie pleine MHM♣X,Qq ⑨ MHW♣X,Qq des modules
de Hodge mixtes. Soit M P MHW♣X,Qq, M P MHM♣X,Qq si et seulement si pour toute variété
complexe Y et tout ensemble fini de fonctions holomorphes localement définies g1, ..., gn, la condition
suivante est satisfaite inductivement pour tout r ➙ 1 :

les foncteurs cycles évanescents sont bien définis le long de gr pour Mr et les images directes
♣jrq✝ ♣jrq! sont bien définies pour j✁1

r Mr.
Avec jr : X ✁ g✁1

r ♣0q ãÑ X, M1 :✏ M ❜ QH
Y rdY s (où QH

Y rdY s est le module de Hodge constant
sur Y ) et, pour r → 0, Mr�1 ✏ ΨgrMr, ΦgrMr, ♣jrq✝j✁1

r Mr où ♣jrq!j✁1
r Mr.
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Définition 6.4.4. On définit la catégorie des modules de Hodge mixtes polarisables comme étant

MHM♣pq♣X,Qq ✏ MHM♣X,Qq ❳MHW♣pq♣X,Qq.

Proposition 6.4.5. Les catégories MHM♣pq♣X,Qqet MHM♣X,Qq sont abéliennes.

Démonstration. [Sai90, Théorème 0.1]

Proposition 6.4.6. Soit ϕH : M Ñ N un morphisme dans la catégorie MHM♣X,Qq. Notons
ϕD : M Ñ N le morphisme sous-jacent dans la catégorie des DX-modules holonomes. Si ϕD est un
isomorphisme, alors ϕH l’est aussi.

Démonstration. La catégorie MHM♣X,Qq étant abélienne, on peut considérer K et C le noyau et
le conoyau de ϕH . Le morphisme ϕD étant un isomorphisme, et le foncteur d’oubli étant exact, les
DX -modules holonomes sous-jacents à K et C sont nuls. D’autre part, le foncteur d’oubli est fidèle,
ceci implique que K et C sont eux-mêmes nuls et donc que ϕH est un isomorphisme.

6.4.2 Image inverse

Définition 6.4.7. Soit M P MHM♣Y,Qq et soit i : X ãÑ Y une immersion fermée telle que X ✏ ❳g0i
où g1, ..., gr sont des fonctions holomorphes sur Y . On note Ui :✏ tgi ✘ 0✉ et, pour I ⑨ t1, ..., r✉,

jI : UI :✏
↔
iPI

Ui Ñ Y

l’inclusion. On définit i✝Hji✝M comme étant la j-ième cohomologie du complexeà
⑤I⑤✏✁✌

♣jIq!j
✁1
I M

où ♣jIq!j
✁1
I M existe grâce à la condition d’images directes bien définies (définition 6.4.2) pour les

modules de Hodge mixtes (définition 6.4.3).

Définition 6.4.8. Soit f : X Ñ Y un morphisme lisse de variétés complexes avec dimX✁dimY ✏ ℓ

et M ✏ ♣M, F,F ;W q P MHW♣X,Qq. On définit H ✁ℓf !M ✏ ♣M✶, F ✶,F ✶;W ✶q avec

♣M✶, F ✶;W ✶q ✏ f✝♣M, F ;W r✁ℓsq
♣F ✶;W ✶q ✏ f !♣F ;W r✁ℓsqr✁ℓs.

Pour la première égalité on passe par l’équivalence de catégorie entre D-modules à droite et à gauche
pour appliquer le foncteur image inverse pour les D-modules à gauche. On définit également

H ℓf✝M ✏ H ✁ℓf !M ♣✁ℓq

6.4.3 Image directe

Théorème 6.4.9. Soient M P MHM♣pq♣X,Qq, f : X Ñ Y un morphisme projectif, g une fonction
holomorphe sur Y et h ✏ g ✆ f .

– Pour tout i P Z, Hif✝M P MHM♣pq♣Y,Qq,
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– considérons ♣M✶, F,F ✶;L,W q ✏ ♣Ψh♣M, F,Fq;L,W q ou ♣Φh♣M, F,Fq;L,W q où W est la
filtration monodromique relative à L.
On considère la filtration image

WHif✝♣M
✶, F,F ✶q :✏ Im

�
Hif✝W ♣M✶, F,F ✶q Ñ Hif✝♣M

✶, F,F ✶q
✟
.

Alors WHif✝♣M
✶, F,F ✶qrjs est la filtration monodromique relative de ♣Hif✝♣M

✶, F,F ✶q,Hif✝Lrjsq.

Démonstration. [Sai90, Proposition 2.16]

6.4.4 Localisation

Soit j : Y ãÑ X l’inclusion d’une hypersurface lisse, on considère ici la filtration de Kashiwara-
Malgrange le long de cette hypersurface. On définit la localisation le long de Y .

Définition 6.4.10. Soit M ✏ ♣M, F,F ;W q P MHM♣pq♣X,Qq, on définit le localisé naïf de RFM
comme étant

RFM♣✝Y q :✏ RFM❜ rOX

rOX♣✝Y q.

On pose
V0RFM♣✝Y q :✏ V✁1♣RFMqt✁1 ⑨ RFM♣✝Y q

et on définit le localisé de RFM comme étant

RFMr✝Y s :✏ V0RFM♣✝Y q ☎ rDX .

6.4.5 Recollement

Théorème 6.4.11. Soit i : X ãÑ Y une immersion fermée et j : U :✏ Y ✁ X ãÑ Y l’immersion
ouverte. Soit MHM♣Uq

♣pq
Y la sous-catégorie pleine de MHM♣Uq♣pq des objets que l’on peut étendre

sur Y et MHM♣U,Xq
♣pq
ex la catégorie dont les objets sont tM ✶,M ✷, u, v✉ où

– M ✶ P MHM♣Uq
♣pq
Y et M ✷ P MHM♣Xq♣pq,

– u P Hom♣Ψg,1M
✶,M ✷q, v P Hom♣M ✷,Ψg,1M

✶♣✁1qq et v ✆ u ✏ N .
Alors le foncteur

MHM♣Y q♣pq Ñ MHM♣U,Xq
♣pq
ex

M ÞÑ ♣j✁1M ,Φg,1M , can, varq

est une équivalence de catégories.

Démonstration. [Sai90, Proposition 2.28]

91



92



Chapitre 7

Théorème de commutativité des cycles

proches et des cycles évanescents pour

les modules de Hodge mixtes

Dans ce chapitre, on démontre le résultat de commutativité pour les modules de Hodge mixtes
suivants :

Soit M P MHMp♣X ✂∆
p
tq un module de Hodge mixte sur X ✂∆

p
t tel que le couple ♣H,Mq soit

sans pente où M est le DX✂∆
p
t
-module à droite sous-jacent à M . Alors, pour toute permutation σ

de t1, ..., p✉, on a un isomorphisme

Ψt1 ...ΨtpM ✔ Ψtσ♣1q
...Ψtσ♣pq

M .

On va utiliser les résultats de commutativité de la proposition 2.2.5 pour le D-module sous-jacent
à M . Néanmoins, cette proposition permet de comparer les cycles évanescents itérés en passant
par les cycles évanescents pour plusieurs fonctions. A priori, on ne sait pas munir ces derniers
d’une structure de module de Hodge mixte. On utilisera donc plutôt la définition des cycles proches
algébriques impliquant le module des fonctions de classe de Nilsson. Cette définition nous permettra
d’utiliser la puissance du formalisme fonctoriel de la catégorie des modules de Hodge mixtes.

Ainsi, on commencera par munir le module des fonctions de classe de Nilsson d’une structure de
module de Hodge mixte. On définira ensuite le morphisme Nils (cf. section 3.2) pour les modules
de Hodge mixtes. Ceci nous permettra de construire un morphisme de comparaison entre les cycles
évanescents itérés dans la catégorie des modules de Hodge mixtes. On pourra alors utiliser les résultats
sur les D-modules grâce à la proposition 6.4.6.

Notations

On rappelle quelques notations qui seront utilisées dans ce chapitre :
– On fixe X une variété analytique complexe.
– On note DX le faisceau des opérateurs différentiels holomorphes sur X et rDX :✏ RFDX le

faisceau associé par la construction de Rees à DX muni de la filtration par l’ordre des opérateurs
différentiels.

– On indiquera en bas à gauche de chaque foncteur la catégorie de faisceaux dans laquelle on
se place. On utilisera les lettres D, rD, P et H pour désigner respectivement les catégories
Mod♣DXq, Mod♣ rDXq, Perv♣QXq et MHMp♣Xq. Par exemple, le foncteur image inverse par un
morphisme lisse dans la catégorie des faisceaux pervers sur Q sera noté P f

✝ et le foncteur
produit tensoriel dans la catégorie des modules de Hodge mixtes polarisables sera noté H❜.
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Remarque 7.0.12. Dans la catégorie MHMp♣Xq, le produit tensoriel de M et N est défini par la
formule suivante :

MH❜ N :✏ Hδ
✝ ♣MH❜ N q

où δ : X Ñ X ✂X est l’inclusion de la diagonale.

7.1 Le module de Hodge mixte Nq,k

Soit ∆ ⑨ C un disque de centre 0, de rayon suffisamment petit et de coordonnée s. On note
∆✝ :✏ ∆ ✁ t0✉. On commence par définir une structure de Hodge mixte polarisée de poids k pour
tout k P N.

Définition 7.1.1. Soient k P N et Vk le Q-espace vectoriel de base tvℓ✉0↕ℓ↕k, on définit :
– la filtration décroissante F pVk :✏ Vect♣tvℓ✉p↕ℓ↕kq,
– l’endomorphisme nilpotent N satisfaisant, pour tout 0 ↕ ℓ ↕ k, à N♣vℓq ✏ vℓ✁1,
– la forme bilinéaire Q satisfaisant, pour tout 0 ↕ ℓ ↕ k, à Q♣vℓ, vk✁ℓ✶q ✏ δℓℓ✶ .

La filtration par le poids de cette structure de Hodge mixte polarisée est donnée par

WiVk ✏ Vect♣tvℓ✉0↕ℓ↕ i
2

q.

L’orbite nilpotente associée à cette structure de Hodge mixte polarisée est une variation de
structure de Hodge polarisée sur ∆✝ de rayon suffisamment petit, on la note Hk. Le Q-système local
correspondant est donné par l’application de monodromie exp♣Nq. La filtration de Hodge est donnée
par la formule suivante :

F pHk :✏ exp

✂
log s

2iπ
N

✡
F pVk.

On note teℓ✉0↕ℓ↕k la base de sections holomorphes définie par

eℓ :✏ ♣2iπqℓ
➳

0↕j↕ℓ

1

j!

✂
log s

2iπ

✡j
vℓ✁j ,

on a
s❇s ☎ eℓ ✏ eℓ✁1,

et
F pHk ✏

à
p↕ℓ↕k

O∆✝eℓ.

On passe à la convention D∆✝-modules à droite et on note Hk le module de Hodge polarisé corres-
pondant à la variation de structure de Hodge polarisée Hk. En suivant l’équivalence de catégories du
théorème 6.4.11, on va définir un module de Hodge mixte polarisé sur ∆. On considère les données
suivantes :

– Hk vu comme module de Hodge mixte polarisé sur ∆✝,
– la structure de Hodge mixte polarisée Vk vue comme module de Hodge mixte polarisé sur t0✉,
– les morphismes

u : HΨt,1Hk Ñ Vk
eℓ ÞÑ vℓ✁1,

v : Vk Ñ HΨt,1Hk

vℓ ÞÑ eℓ
.

Définition 7.1.2. On définit l’objet Nk P MHMp♣∆q en appliquant l’équivalence de catégories du
théorème 6.4.11 au quadruplet

♣Hk, Vk, u, vq .
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Le rD∆-module à droite sous-jacent à Nk est engendré par les sections
✦
reℓ
s

✮
0↕ℓ↕k

, où reℓ :✏ eℓ
zℓ

.

On a reℓ
s
☎ sðs ✏ ✁

reℓ✁1

s
.

Considérons l’application
rq : ∆ Ñ ∆

s ÞÑ t ✏ sq
.

Définition 7.1.3. On définit un module de Hodge mixte polarisé :

Nq,k :✏ Hrq✝Nk.

On note V Q
q,k le faisceau pervers rationnel sous-jacent à Nq,k et tvp,ℓ✉0↕ℓ↕k

1↕p↕q
la base naturelle de

PΨtV
Q
q,k. Le rD∆-module à droite sous-jacent à Nq,k s’écrità

1↕p↕q

N✁ p

q
,k,

où N✁ p

q
,k est le rD∆-module à droite engendré par les sections

✦re✁ p

q
,ℓ

✮
0↕ℓ↕k

où re✁ p

q
,ℓ :✏ s✁pqℓreℓ. On

a

re✁ p

q
,ℓ ☎ tðt ✏ ✁

✂
1✁

p

q

✡
z ☎ re✁ p

q
,ℓ ✁ re✁ p

q
,ℓ✁1. (7.1)

Ainsi, pour tout α P Q❳r✁1, 0r et pour tout k P N, Nα,k et facteur direct d’un module de Hodge
mixte polarisable.

D’autre part, pour tout α P Q ❳ r✁1, 0r et pour tout k P N, Nα,k est égal à sont localisé. En
effet, si α Ps ✁ 1, 0r,

V0Nα,k ✏ VαNα,k ✏ Vα ♣Nα,k♣✝t0✉qq ✏ V0 ♣Nα,k♣✝t0✉qq .

Donc, d’après la définition 6.4.10, Nα,k ✏ Nα,kr✝t0✉s. Pour α ✏ ✁1, l’égalité (7.1) donne

re✁1,ℓ

t
✏ re✁1,ℓ ☎ ðt � re✁1,ℓ✁1.

On en déduit que
V✁1N✁1,kt

✁1 ⑨ V0N✁1,k

et donc, d’après la définition 6.4.10, que N✁1,k ✏ N✁1,kr✝t0✉s.

7.2 Calcul de la V -filtration de Mα,k

Dans cette section, on fixe M un rDX✂∆-module sous-jacent à un module de Hodge mixte pola-
risable et on considère la projection

π : X ✂∆ Ñ ∆

♣x, tq ÞÑ t
.

On note X0 :✏ X ✂ t0✉.
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Définition 7.2.1. Pour α P Q❳ r✁1, 0r et k P N, on définit

Mα,k :✏M rD❜
�
rDπ

✝
Nα,k

✟
.

Remarque 7.2.2. Dans la définition 7.2.1, on utilise le produit tensoriel entre deux rD-modules à
droite, on le définit de la manière suivante : soient M et N deux rDX -modules à droite, leur produit
tensoriel est donné par la formule suivante :

M rD❜ N :✏M❜rOX
H omrOX

♣rωX ,Nq.
Ce rOX -module est muni de la structure de rDX -module à droite provenant de la structure de rDX -
module à gauche de H omrOX

♣rωX ,Nq.
Proposition 7.2.3. Soient α P Q ❳ r✁1, 0r et k P N, le rDX✂∆-module Mα,k est strictement R-
spécialisable le long de X0 et pour tout β P R, on a :

Vβ♣Mα,kq ✏
à

0↕ℓ↕k

Vβ�α�1 ♣M r✝X0sq reα,ℓ.
avec la localisation de la définition 6.4.10.

Démonstration. D’après ce qui précède, Mα,k est facteur direct d’un rDX✂∆-module sous-jacent à
un module de Hodge mixte polarisable, il est donc strictement R-spécialisable le long de X0.

On note
Uβ♣Mα,kq :✏

à
0↕ℓ↕k

Vβ�α�1 ♣Mr✝X0sq reα,ℓ.
Soit m PMr✝X0s, ℓ P N et γ P R, on a

♣m❜ reα,ℓq♣tðt � γzq ✏ ♣m♣tðt � γz ✁ ♣α� 1qzqq ❜ reα,ℓ ✁m❜ reα,ℓ✁1, (7.2)

ainsi, pour tout β P R, Uβ♣Mα,kq est un V0 rDX✂∆-module.
Montrons que Uβ♣Mα,kq ⑨ Vβ♣Mα,kq. Soit m P Vβ�α�1 ♣Mr✝X0sq, il existe des polynômes
– b♣sq ✏

➧
aPA♣s✁ azq tel que pour tout a P A, a ↕ β � α� 1,

– P ♣sq P rDX✂∆④∆rss à coefficients indépendants de ðt
tels que

m ☎ ♣b♣tðtq ✁ tP ♣tðtqq ✏ 0.

On déduit de l’égalité (7.2) que

♣m❜ reα,ℓq ☎ ♣b ♣tðt � ♣α� 1qzq ✁ tP ♣tðt � ♣α� 1qzqq P
à

0↕ℓ✶➔ℓ

Vβ�α�1 ♣Mr✝X0sq reα,ℓ✶ ,
or les racines de b ♣s� ♣α� 1qzq sont inférieures ou égales à β, on montre ainsi par récurrence que
♣m❜ reα,ℓq P Vβ♣Mα,kq et donc que Uβ♣Mα,kq ⑨ Vβ♣Mα,kq.

Réciproquement, considérons la suite exacte de V0♣ rDXq-modules :

0Ñ Uβ♣Mα,k✁1q Ñ Uβ♣Mα,kq Ñ Uβ♣Mα,0q Ñ 0,

d’après ce qui précède, il suffit de montrer que Uβ♣Mα,0q ✏ Vβ♣Mα,0q pour conclure que Uβ♣Mα,kq ✏
Vβ♣Mα,kq pour tout k P N. Soit ♣m❜ reα,0q P Vβ♣Mα,0q, il existe des polynômes

– b♣sq ✏
➧
aPA♣s✁ azq tel que pour tout a P A, a ↕ β,

– P ♣sq P rDX✂∆④∆rss à coefficients indépendants de ðt
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tels que
♣m❜ reα,0q ☎ ♣b♣tðtq ✁ tP ♣tðtqq ✏ 0.

On déduit de l’égalité (7.2) que

rm ☎ ♣b♣tðt ✁ ♣α� 1qzq ✁ tP ♣tðt ✁ ♣α� 1qzqqs ❜ reα,0 ✏ 0,

et donc
m ☎ ♣b♣tðt ✁ ♣α� 1qzq ✁ tP ♣tðt ✁ ♣α� 1qzqq ✏ 0.

Finalement, m P Vβ�α�1 ♣Mr✝X0sq, ce qui conclut la démonstration.

7.3 Le morphisme Nils

Définition 7.3.1. Soit M un rDX✂∆-module sous-jacent à un module de Hodge mixte polarisable.
En suivant la proposition 7.2.3, on définit le morphisme suivant :

rDN : grVα ♣Mq ÝÑ grV✁1♣Mα,kq

m ÞÝÑ
➳

0↕ℓ↕k

✑
m ☎ ♣tðt ✁ αzqℓ

✙
❜ reα,ℓ.

Définition 7.3.2. On considère ici le faisceau pervers rationnel V Q
q,k de la définition 7.1.3. Soit K P

Perv♣QX✂∆q un faisceau pervers rationnel surX✂∆. On définit PN : PΨt♣Kq ÝÑ PΨt,1♣K P❜ Pπ
!V Q
q,kr1sq

comme étant le morphisme de faisceaux pervers➳
0↕ℓ↕k
1↕p↕q

♣log Tuq
ℓ ❜ vp,ℓ

composé avec la projection de PΨt sur PΨt,1. Ici, Tu est la partie unipotente de la monodromie.

Définition 7.3.3. Soit M P MHMp♣X ✂ ∆q un module de Hodge mixte sur X ✂ ∆. Il existe
un ensemble fini A de nombres rationnels dans r✁1, 0r tel que la V -filtration du rDX✂∆-module
sous-jacent à M soit indexée par A� Z. Soit q P N tel que A ⑨ t✁p

q
⑤1 ↕ p ↕ q✉, on définit :

Mq,k :✏ M H❜ Hπ
! ♣Nq,kq

où Hπ
! est définit par 6.4.8. Si M est un DX✂∆-module, la monodromie sur PΨtDRX✂∆M

correspond à l’action de exp♣2iπt❇tq sur DΨtM. En combinant les définitions 7.3.1 et 7.3.2, on
obtient un morphisme de modules de Hodge mixtes

HN : Ψt♣M q ÝÑ Ψt,1♣Mq,kq.

Lemme 7.3.4. Soit kα l’ordre de nilpotence de la multiplication à droite par ♣tðt ✁ αzq sur Ψt,λM
où λ :✏ e2iπα. Alors, pour tout k ➙ maxαPr✁1,0r kα, le morphisme

can ✆ HN : ΨtM Ñ Φt,1 ♣Mq,kq

est nul.
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Démonstration. On vérifie cela sur la définition de rDN. Le foncteur d’oubli de la catégorie des

modules de Hodge mixtes vers celle des rD-modules est fidèle, donc si can✆ rDN est nul, alors can✆HN

l’est aussi.

Définition 7.3.5. On a la suite exacte (2.24.3) de [Sai90, Corollaire 2.24]

0 Ñ Hi✝H
✁1

Hi
✝ ♣Mq,kq Ñ Ψt,1 ♣Mq,kq

can
ÝÝÑ Φt,1 ♣Mq,kq Ñ Hi✝H

0
Hi

✝ ♣Mq,kq Ñ 0. (7.3)

Combiné avec le lemme précédent 7.3.4, ceci fournit un morphisme naturel

Nils : ΨtM Ñ Hi✝H
✁1

Hi
✝ ♣Mq,kq .

Remarque 7.3.6. Ici, i est l’inclusion de X0 dans X ✂∆. On note j : X ✂∆✝ ãÑ X ✂∆ l’inclusion
du complémentaire de X0. D’après la définition 6.4.7, Hi✝H ✁1

Hi
✝M est le H ✁1 du complexe

0 Ñ Hj!Hj
✝M Ñ M

✌
Ñ 0.

7.4 Morphisme naturel pour deux hypersurfaces

Dans cette section on construit, à l’aide de ce qui précède, un morphismes de comparaison
entre Ψt1Ψt2M et Ψt1Ψt2M . Les objets intermédiaires apparaissant dans cette construction seront
définis à l’aide de foncteurs usuels. Grâce au formalisme fonctorielle de M. Saito, le morphisme
de comparaison sera ainsi un morphisme définit dans la catégorie des modules de Hodge mixtes
contrairement au morphisme qui découle de la proposition 2.2.5.

Définition 7.4.1. Soit N P MHMp♣Xq, on dira que N est plat si le DX -module qui lui est sous-
jacent est plat en tant que OX -module.

Lemme 7.4.2. Si N P MHMp♣Xq est plat, alors le foncteur ☎H❜ N est exact.

Démonstration. Le foncteur produit tensoriel dans la catégorie MHMp♣Xq correspond au produit
tensoriel des DX -modules via le foncteur d’oubli naturel. Soit 0 Ñ M1 Ñ M2 Ñ M3 Ñ 0 une
suite exacte dans MHMp♣Xq que l’on voit comme un complexe M✌. Pour tout i P Z, le DX -module
sous-jacent à H i♣M✌H❜ N q est nul par platitude du OX -module sous-jacent à N . On en déduit
que, pour tout i P Z, H i♣M✌H❜ N q est le module de Hodge mixte nul et donc que M✌H❜ N est
une suite exacte courte.

Lemme 7.4.3. Soit i : Y Ñ X l’inclusion d’une hypersurface lisse, M et N des objets de
MHMp♣Xq avec N plat. Il existe un morphisme naturel

Hi✝H
✁1

Hi
✝♣MH❜N q Ñ ♣Hi✝H

✁1
Hi

✝M qH❜N . (7.4)

Démonstration. Dans cette démonstration, on omettra l’indice H des foncteurs pour alléger les
notations. On va utiliser la définition de la remarque 7.3.6 du foncteur i✝H ✁1i✝. Notons j : X③Y Ñ
X l’inclusion. On considère le carré commutatif suivant :

♣j!j
✝M q ❜N // M ❜N

j!j
✝ ♣♣j!j

✝M q ❜N q

ψ

OO

φ // j!j
✝♣M ❜N q.

OO
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Le foncteur j!j✝ ne dépend que de la restriction à X③Y , donc le morphisme φ est un isomorphisme.
On en déduit que le morphisme de complexes induit par f est un quasi-isomorphisme. On a donc
un morphisme de complexes

0 // ♣j!j
✝M q ❜N // M ❜N // 0

0 // j!j
✝♣M ❜N q

ψ✆φ✁1

OO

// M ❜N
✌

// 0.

Ceci induit un morphisme entre les H ✁1 des deux complexes, en appliquant la définition de la
remarque 7.3.6 du foncteur i✝H ✁1i✝, on obtient le morphisme

i✝H
✁1i✝♣M ❜N q ÝÑ ♣i✝H

✁1i✝M q ❜N ,

on utilise ici l’exactitude du foncteur ☎ ❜N .

Considérons la projection

π ✏ ♣π1, π2q : X ✂∆2 Ñ ∆2

♣x, t1, t2q ÞÑ ♣t1, t2q.

On note Hi :✏ tti ✏ 0✉ pour i P t1, 2✉, on a les inclusions naturelles
– i1 : H1 ãÑ X ✂∆2,
– i2 : H2 ãÑ X ✂∆2,
– i♣1,2q : H1 ❳H2 ãÑ X ✂∆2.

On définit le module de Hodge mixte polarisable sur ∆2 suivant :

Nq,k :✏ Nq1,k1 H❜ Nq2,k2

et
Mq,k :✏ M H❜ Hπ

!Nq,k.

Proposition 7.4.4. Soit M P MHMp♣X ✂∆2q, il existe des morphismes naturels

Hi1✝H
✁1

Hi
✝
1♣Hi2✝H

✁1
Hi

✝
2♣Mq1,k1q H❜ Hπ2

!Nq2,k2q

Hi♣1,2q✝H
✁2

Hi
✝
♣1,2q♣Mq,kq

OO

��

Hi2✝H
✁1

Hi
✝
2♣Hi1✝H

✁1
Hi

✝
1♣Mq2,k2q H❜ Hπ1

!Nq1,k1q.

(7.5)

Remarque 7.4.5. Le foncteur Hi♣1,2q✝H
✁2

Hi
✝
♣1,2q est ici aussi défini en suivant la définition 6.4.7.

Démonstration. On va construire le morphisme naturel

Hi♣1,2q✝H
✁2

Hi
✝
♣1,2q♣Mq,kq Ñ Hi1✝H

✁1
Hi

✝
1♣Hi2✝H

✁1
Hi

✝
2♣Mq1,k1q H❜ Hπ2

!Nq2,k2q,

le deuxième s’en déduisant par symétrie. On omettra l’indice H des foncteurs pour alléger les nota-
tions. On note Ui :✏ Hc

i ✏ tti ✘ 0✉ pour i P t1, 2✉, on a les inclusions naturelles
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– j1 : U1 ãÑ X ✂∆2,
– j2 : U2 ãÑ X ✂∆2,
– j♣1,2q : U1 ❳ U2 ✏ X ✂ ♣∆✝q2 ãÑ X ✂∆2.

D’après la définition 6.4.7, i♣1,2q✝H
✁2i✝♣1,2q♣Mq,kq est le H ✁2 du complexe simple associé au com-

plexe double suivant :

j1!j
✝
1Mq,k

// ✌
Mq,k

j♣1,2q!j
✝
♣1,2qMq,k //

OO

j2!j
✝
2Mq,k.

OO
(7.6)

Considérons le carré cartésien

U1 ❳ U2
j2 //

j1
��

U1

j1

��
U2

j2 // X.

Par adjonction, on a une transformation naturelle de changement de base propre

j2!j
✝
1 ÝÑ j✝1 j2!.

Si on applique ce morphisme à un module de Hodge mixte, les faisceaux pervers sous-jacents au noyau
et au conoyau sont nuls, car le changement de base propre est un isomorphisme dans la catégorie
des faisceaux pervers. Ainsi, le noyau et le conoyau sont nuls dans la catégorie MHMp♣Xq. La
transformation naturelle de changement de base propre est donc un isomorphisme dans MHMp♣Xq.

On en déduit l’isomorphisme de foncteurs

j♣1,2q!j
✝
♣1,2q

✒
ÝÑ j1!j

✝
1 j2!j

✝
2

en utilisant l’égalité j♣1,2q ✏ j2 ✆ j1. On déduit alors du complexe double (7.6) le diagramme com-
mutatif suivant, où les suites courtes sont exactes :

i1✝H
✁1i✝1 ♣Mq,kq // j1!j

✝
1Mq,k

// ✌
Mq,k

i1✝H
✁1i✝1 ♣j2!j

✝
2Mq,kq //

OO

j1!j
✝
1 j2!j

✝
2Mq,k

//

OO

j2!j
✝
2Mq,k

OO

i1✝H
✁1i✝1

�
i2✝H

✁1i✝2 ♣Mq,kq
✟
.

OO

On a i1✝H
✁2i✝1 ✏ 0, donc l’exactitude de la suite courte verticale provient du résultat analogue

pour les faisceaux pervers. Comme i♣1,2q✝H
✁2i✝♣1,2q♣Mq,kq est le H ✁2 du complexe simple associé

au complexe double (7.6), on a l’isomorphisme

i♣1,2q✝H
✁2i✝♣1,2q♣Mq,kq ✔ i1✝H

✁1i✝1
�
i2✝H

✁1i✝2 ♣Mq,kq
✟
. (7.7)

Le module de Hodge mixte Hπ2
!Nq2,k2 est plat au sens de la définition 7.4.1. En effet, d’après la

définition 6.4.8, le DX✂∆2-module qui lui est sous-jacent est l’image inverse au sens des D-modules
du module sous-jacent à Nq2,k2 . Ce dernier est un O∆-module libre et sont image inverse par la
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projection sur ∆ est encore libre donc plate. On applique alors le lemme 7.4.3 à i2, Mq1,k1 et

Hπ2
!Nq2,k2 . On obtient le morphisme

i2✝H
✁1i✝2♣Mq,kq Ñ i2✝H

✁1i✝2♣Mq1,k1q ❜ π2
!Nq2,k2 . (7.8)

En combinant les morphismes (7.7) et (7.8), on obtient le morphisme attendu.

En appliquant le morphisme Nils de la définition 7.3.5 pour les fonctions t1 : X ✂∆2 Ñ C et
t2 : X ✂∆2 Ñ C, on ajoute deux morphismes au diagramme (7.5) de la façon suivante :

Ψt1Ψt2M //
Hi1✝H

✁1
Hi

✝
1

�
Hi2✝H

✁1
Hi

✝
2♣Mq2,k2q H❜ Hπ2

!Nq1,k1

✟

Hi♣1,2q✝H
✁2

Hi
✝
♣1,2q♣Mq,kq

OO

��
Ψt2Ψt1M //

Hi2✝H
✁1

Hi
✝
2

�
Hi1✝H

✁1
Hi

✝
1♣Mq1,k1q H❜ Hπ1

!Nq2,k2

✟
.

(7.9)

7.5 Application du foncteur d’oubli

Dans cette section, on considère encore la projection

π ✏ ♣π1, π2q : X ✂∆2 Ñ ∆2

♣x, t1, t2q ÞÑ ♣t1, t2q.

On note H :✏ tH1, H2✉. Soit M un DX✂∆2-module à droite cohérent tel que le couple ♣H,Mq soit
sans pente. D’après le corollaire 2.1.13, la V -multifiltration canonique vérifie pour tout ♣α1, α2q P C2,

grV
H1

α1
grV

H2

α2
M

✒
ÐÝ grV

H

α1,α2
M

✒
ÝÑ grV

H2

α2
grV

H1

α1
M. (7.10)

Définition 7.5.1. Soit Nα,k le D∆-module sous-jacent au rD∆-module de la définition 7.1.3. Soient
α P r✁1, 0r2 et k P N2, on définit le D∆2-module suivant :

Nα,k :✏ Nα1,k1 D❜ Nα2,k2 ,

pour 0 ↕ ℓ ↕ k, on note
eα,ℓ :✏ eα1,ℓ1 ❜ eα2,ℓ2 .

On définit
Mα,k :✏M D❜ Dπ

✝Nα,k.

Proposition 7.5.2. Soient α P r✁1, 0r2 et k P N2. Sous les hypothèses précédentes, le couple
♣H,Mα,kq est sans pente et pour tout β P C2, on a :

Vβ♣Mα,kq ✏
à

0↕ℓ↕k

Vβ�α�1

✂
Mr

1

t1t2
s

✡
eα,ℓ.

Démonstration. C’est le cas p ✏ 2 de la proposition 2.5.4.
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Définition 7.5.3. On définit le morphisme suivant :

DN♣1,2q : grV
H

α M ÝÑ grV
H

✁1,✁1Mα,k

m ÞÝÑ
➳

0↕ℓ↕k

m ☎ ♣t1❇t1 ✁ α1q
ℓ1♣t2❇t2 ✁ α2q

ℓ2 ❜ eα,ℓ.

Proposition 7.5.4. Considérons le complexe double suivant :

grV
H

✁1,0Mα,k

☎❇t1 // grV
H

0,0 Mα,k

grV
H

✁1,✁1Mα,k

☎❇t1 //

☎❇t2

OO

grV
H

0,✁1Mα,k

☎❇t2

OO
(7.11)

et notons Gr✌ le complexe simple associé, concentré en degrés ✁2, ✁1 et 0. Si, pour i ✏ 1 et i ✏ 2,
ki est plus grand que l’ordre de nilpotence de la multiplication à droite par ♣ti❇ti ✁ αiq sur grV

H

α M,
alors le morphisme DN♣1,2q se factorise en un isomorphisme

DN♣1,2q : grV
H

α M
✒
ÝÑ H ✁2♣Gr✌q.

Démonstration. Par définition, H ✁2♣Gr✌q est l’intersection des noyaux de la multiplication à droite
par ❇t1 : grV

H

✁1,✁1Mα,k Ñ grV
H

0,✁1Mα,k et par ❇t2 : grV
H

✁1,✁1Mα,k Ñ grV
H

✁1,0Mα,k. D’autre part la multi-
plication à droite par t1 et t2 sur Mα,k étant bijective, les propriétés de la V -multifiltration canonique

assurent que les morphismes de multiplication à droite par t1 : grV
H

0,✁1Mα,k Ñ grV
H

✁1,✁1Mα,k et par

t2 : grV
H

✁1,0Mα,k Ñ grV
H

✁1,✁1Mα,k sont bijectifs. On a donc

H ✁2♣Gr✌q ✏
↔

1↕i↕2

kerr☎❇titi : grV
H

✁1,✁1Mα,k Ñ grV
H

✁1,✁1Mα,ks. (7.12)

D’après la proposition 7.5.2, un élément de grV
H

✁1,✁1Mα,k est de la forme suivante :➳
0↕ℓ1↕k1
0↕ℓ2↕k2

mℓ1,ℓ2 ❜ eα,ℓ

où les mℓ1,ℓ2 sont dans grV
H

α

✁
Mr 1

t1t2
s
✠
. D’après l’égalité (7.12), cet élément est dans H ✁2♣Gr✌q si

et seulement si pour tout couple ♣ℓ1, ℓ2q :

mℓ1,ℓ2 ☎ ♣t1❇t1 ✁ α1q ✁mℓ1�1,ℓ2 ✏ mℓ1,ℓ2 ☎ ♣t2❇t2 ✁ α2q ✁mℓ1,ℓ2�1 ✏ 0,

ce qui est équivalent à avoir pour tout couple ♣ℓ1, ℓ2q :

mℓ1,ℓ2 ✏ m0,0 ☎ ♣t1❇t1 ✁ α1q
ℓ1♣t2❇t2 ✁ α2q

ℓ2 .

D’autre part, comme α1 ➔ 0 et α2 ➔ 0, on a grV
H

α

✁
Mr 1

t1t2
s
✠
✏ grV

H

α ♣Mq. En notant que, d’après

l’hypothèse faite sur la taille des ki, pour tout m P grV
H

α ♣Mq

m ☎ ♣t1❇t1 ✁ α1q
k1 ✏ m ☎ ♣t2❇t2 ✁ α2q

k2 ✏ 0,

on conclut que DN♣1,2q se factorise en un isomorphisme

DN♣1,2q : grV
H

α M
✒
ÝÑ H ✁2♣Gr✌q.
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Lemme 7.5.5. On a un isomorphisme naturel

Di♣1,2q✝H
✁2

Di
!
♣1,2q♣Mα,kq

✒
ÝÑ H ✁2♣Gr✌q.

Démonstration. En suivant la démonstration de la proposition 7.4.4, on observe qu’on a les isomor-
phismes naturels

Di2✝H
✁1

Di
!
2Di1✝H

✁1
Di

!
1♣Mα,kq

✒
ÐÝ Di♣1,2q✝H

✁2
Di

!
♣1,2q♣Mα,kq

✒
ÝÑ Di1✝H

✁1
Di

!
1Di2✝H

✁1
Di

!
2♣Mα,kq

Dans la catégorie des D-modules, on a encore la suite exacte (7.3) (cf [Sai90, (2.24.3)]). On
l’applique deux fois au complexe double (7.11) et, en utilisant l’exactitude des foncteurs cycles
proches, on obtient le diagramme de suites exactes suivant :

0 // grV
H2

0

�
Di1✝H

✁1
Di

!
1Mα,k

✟ // grV
H

✁1,0Mα,k
// grV

H

0,0 Mα,k

0 // grV
H2

✁1

�
Di1✝H

✁1
Di

!
1Mα,k

✟
OO

// grV
H

✁1,✁1Mα,k
//

OO

grV
H

0,✁1Mα,k

OO

0 // Di♣1,2q✝H
✁2

Di
!
♣1,2q♣Mα,kq

OO

// grV
H1

✁1

�
Di2✝H

✁1
Di

!
2Mα,k

✟ //

OO

grV
H1

0

�
Di2✝H

✁1
Di

!
2Mα,k

✟
OO

0

OO

0

OO

0.

OO

Les lignes et les colonnes de ce diagramme étant exactes, on a bien un isomorphisme

Di♣1,2q✝H
✁2

Di
!
♣1,2q♣Mα,kq

✒
ÝÑ H ✁2♣Gr✌q.

On déduit du lemme 7.5.5 et de la proposition 7.5.4 un isomorphisme

grV
H

α M
✒
ÝÑ Di♣1,2q✝H

✁2
Di

!
♣1,2q♣Mα,kq.

On combine ceci aux morphismes (7.10) et au diagramme (7.9) auquel on applique le foncteur d’oubli
de la catégorie des modules de Hodge mixtes vers celle des DX -modules et on obtient le diagramme
commutatif suivant :

grV
H1

α1
grV

H2

α2
M

♣aq //
Di1✝H

✁1
Di

!
1

�
Di2✝H

✁1
Di

!
2♣Mα2,k2q D❜ Dπ1

✝Nα1,k1

✟

grV
H

α M
✔ //

��

✔

OO

Di♣1,2q✝H
✁2

Di
!
♣1,2q♣Mα,kq

OO

��

grV
H2

α2
grV

H1

α1
M //

Di2✝H
✁1

Di
!
2

�
Di1✝H

✁1
Di

!
1♣Mα1,k1q D❜ Dπ2

✝Nα2,k2

✟
.

(7.13)

Proposition 7.5.6. Le morphisme ♣aq est un isomorphisme.

Démonstration. On montre, de la même façon que pour la proposition 7.5.4, que pour j P t1, 2✉

grV
Hj

αj
M ✔ Dij✝H

✁1
Di

!
j♣Mαj ,kj q

pour k1 et k2 suffisamment grands. Il suffit alors d’appliquer deux fois cet isomorphisme pour
conclure.
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7.6 Théorème de commutativité

Théorème 7.6.1. Soit M P MHMp♣X ✂ ∆2q un module de Hodge mixte sur X ✂ ∆2, tel que le
couple ♣H,Mq soit sans pente où M est le DX✂∆2-module à droite sous-jacent à M . On a alors un
isomorphisme

Ψt1Ψt2M ✔ Ψt2Ψt1M .

Démonstration. On considère le diagramme (7.9)

Ψt1Ψt2M //
Hi1✝H

✁1
Hi

✝
1

�
Hi2✝H

✁1
Hi

✝
2♣Mq2,k2q H❜ Hπ2

!Nq1,k1

✟

Hi♣1,2q✝H
✁2

Hi
✝
♣1,2q♣Mq,kq

OO

��
Ψt2Ψt1M //

Hi2✝H
✁1

Hi
✝
2

�
Hi1✝H

✁1
Hi

✝
1♣Mq1,k1q H❜ Hπ1

!Nq2,k2

✟
.

On va montrer que sous les hypothèses du théorème, toutes les flèches de ce diagramme sont des
isomorphismes. Quand on applique le foncteur d’oubli de la catégorie des modules de Hodge mixtes
vers celle des DX -modules à droite, le diagramme (7.13) et la proposition 7.5.6 assurent que les
flèches du diagramme (7.9) sont des isomorphismes dans la catégorie des DX -modules à droite. Or,
d’après la proposition 6.4.6, un morphisme de modules de Hodge mixtes qui est un isomorphisme
entre les DX -modules à droite sous-jacents est un isomorphisme de modules de Hodge mixtes. Ainsi,
on obtient un isomorphisme

Ψt1Ψt2M ✔ Ψt2Ψt1M .

Considérons la projection

π ✏ ♣π1, ..., πpq : X ✂∆p Ñ ∆p

♣x, t1, ..., tpq ÞÑ ♣t1, ..., tpq

et H :✏ tH1, ..., Hp✉ où Hi :✏ tti ✏ 0✉. On déduit du théorème 7.6.1 le corollaire suivant.

Corollaire 7.6.2. Soit M P MHMp♣X ✂ ∆pq un module de Hodge mixte sur X ✂ ∆p tel que le
couple ♣H,Mq soit sans pente où M est le DX✂∆p-module à droite sous-jacent à M . Alors, pour
tout permutation σ de t1, ..., p✉, on a un isomorphisme

Ψt1 ...ΨtpM ✔ Ψtσ♣1q
...Ψtσ♣pq

M .

Démonstration. On utilise la proposition 2.2.3 qui assure que si ♣H,Mq est sans pente alors pour
tout I ⑨ t1, ..., p✉ le couple ♣HIc , grV

HI

αI
Mq est sans pente. On peut donc appliquer autant de fois

qu’il est nécessaire le théorème 7.6.1 aux couples de foncteurs Ψti qui se succèdent. On obtient ainsi
l’isomorphisme recherché.
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Chapitre 8

Modules de Hodge mixtes sans pente

Dans ce chapitre, on définit une condition analogue à la condition sans pente pour un D-module
filtré. Cette condition sera appelée R-multispécialisabilité stricte. On considérera en réalité le module
de Rees associé à un module filtré (cf. A.2.6). On définira la R-multispécialisabilité stricte pour un
RFD-module.

Dans la section 8.1, on définit la R-multispécialisabilité stricte. On établit ensuite le lien entre le
cas des D-modules filtrés et celui des RFD-modules quand ceux-ci sont sous-jacents à un module de
Hodge mixte. On verra que la notion de compatibilité des filtrations joue un rôle central (cf. A.2.3).

Dans la section 8.2, on démontre la stabilité de la condition R-multispécialisabilité stricte par
image directe propre. C’est l’analogue du théorème d’image directe de M. Saito pour les modules
de Hodge mixtes. L’approche utilisant les RFD-modules diffère de celle de M. Saito qui considère
des D-modules filtrés. Ceci nous permet d’évoluer dans une catégorie abélienne et de manipuler plus
aisément le foncteur d’image directe dans la catégorie dérivée correspondante.

Dans la section 8.3, on étudie le comportement des filtrations par le poids. On s’attend à ob-
server le même comportement que dans le cas d’une variation de structures de Hodge polarisable
au voisinage d’un diviseur à croisement normaux. On démontre la stabilité de cette condition par
image directe par un morphisme projectif.

Dans la section 8.4, on s’intéresse au cas des hypersurfaces à singularité quasi-ordinaires. Certains
modules de Hodge purs supportés sur de telles singularités apparaissent naturellement comme l’image
directe de variation de structures de Hodge définies en dehors d’un diviseur à croisement normal.
On pourra ainsi leur appliquer les résultats des sections précédentes.

8.1 Condition de R-multispécialisabilité stricte

Ici, on définit la R-multispécialisabilité stricte et on démontre le lien entre cette condition et la
compatibilité des différentes filtrations en jeu au sens de la définition A.2.3.

Définition 8.1.1 (multispécialisabilité). Soient H :✏ tH1, ..., Hp✉ p hypersurfaces lisses de X et
soit M un rDX -module (à droite) cohérent.

1. On dit que M est multispécialisable le long de H, si au voisinage de tout point, il existe une
bonne V -multifiltration U✌M de M, des polynômes bi♣sq ✏

➧
♣s ✁ αizq (pour 1 ↕ i ↕ p) et

des entiers ℓi P N (pour 1 ↕ i ↕ p) tels que pour tout k P Zp

UkM ☎ zℓibi♣Ei ✁ kizq ⑨ Uk✁1i
M. (8.1)

105



2. On dit que M est multispécialisable par section le long de H si, pour toute section locale m de
M et pour tout 1 ↕ i ↕ p, il existe ℓi P N, bi♣sq ✏

➧
♣s✁ αizq et Pi P V✁1i

rDX tels que

m ☎ ♣zℓibi♣Eiq ✁ Piq ✏ 0. (8.2)

Remarque 8.1.2. – Ces deux définitions sont équivalentes, et si elles sont satisfaites, alors la
condition 1. l’est pour toute bonne V -multifiltration.

– Si M est multispécialisable le long de H, les polynômes unitaires de plus bas degré vérifiant
l’équation (8.1) ou l’équation (8.2) sont appelés polynômes de Bernstein faibles.

– Si ces deux propriétés sont vérifiées et si les racines des polynômes bi sont réelles, on dit que
M est R-multispécialisable le long de H.

– Dans le cas R-multispécialisable par section, on peut définir la multifiltration par l’ordre le
long de H, en considérant les polynômes unitaires de plus bas degré vérifiant les équations
(8.2) pour une section locale m donnée.

Définition 8.1.3. Soit M un DX -module tel que le couple ♣H,Mq soit sans pente et tel que les
racines des polynômes de Bernstein-Sato soient réelles. On dira également que M est R-multispéciali-
sable le long de H.

Lemme 8.1.4. Soit M un DX-module cohérent muni d’une F -filtration cohérente. Si M est R-
multispécialisable le long de H, alors le module de Rees RFM est R-multispécialisable le long de H

et réciproquement.

Démonstration. Supposons que M est R-multispécialisable le long de H. Soit m une section locale de
RFM, elle s’écrit comme une somme finie

➦
mkz

k où mk P FkM pour tout k P Z. On va construire
une équation du type (8.2) pour m, en raisonnant par récurrence sur le nombre de mk non nuls.

Fixons 1 ↕ i ↕ p et k P Z tel quemk ✘ 0. Par hypothèse, il existe un polynôme bi,k♣sq ✏
➧
♣s✁αiq

et un opérateur différentiel Pi,k P V✁1i
DX tels que

mk ☎ ♣bi,k♣Eiq ✁ Pi,kq ✏ 0.

Notons

Pi,k ✏
k0➳

⑤k⑤✏0

ak♣xq❇
k.

On définit ⑩Pi,k ✏ k0➳
⑤k⑤✏0

zk0✁⑤k⑤ak♣xqð
k

et ⑨bi,k♣sq ✏ zk0✁deg♣bi,kq
➧
♣s ✁ αizq. Le morphisme de multiplication par ♣⑨bi,k♣Eiq ✁⑩Pi,kq est un

morphisme gradué de degré k0 de M qui annule la section mkz
k. On peut alors appliquer l’hypothèse

de récurrence à la section m ☎ ♣⑨bi,k♣Eiq ✁⑩Pi,kq pour construire une équation du type (8.2) pour m.
On a montré que RFM est R-multispécialisable par section le long de H.

Réciproquement, supposons que RFM soit R-multispécialisable par section le long de H, et soit
m une section locale de M. Il existe k P Z tel que m P FkM. Par hypothèse, pour tout 1 ↕ i ↕ p, il
existe un entier ℓi P N, un polynôme bi,k♣sq ✏

➧
♣s✁ αiq et un opérateur différentiel Pi,k P V✁1i

rDX

tels que
mzk ☎ ♣zℓibi,k♣Eiq ✁ Pi,kq ✏ 0.

En fixant z ✏ 1, on montre que M est R-multispécialisable par section le long de H.
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Définition 8.1.5 (R-multispécialisabilité stricte). Soit M un rDX -module R-multispécialisable le
long de H. On dit que M est strictement R-multispécialisable le long de H, si

1. il existe un ensemble fini A Ps✁ 1, 0sp tel que la multifiltration par l’ordre le long de H est une
bonne V -multifiltration indexée par A� Zp,

2. pour tout I ⑨ t1, ..., p✉ et tout α P Rp, VαM④V➔αI ,αIc
M est strict,

3. pour tout 1 ↕ i ↕ p et tout αi ➔ 0, le morphisme ti : grαM Ñ grα✁1i
M est surjectif,

4. pour tout 1 ↕ i ↕ p et tout αi → ✁1, le morphisme ði : grαM Ñ grα�1i
M♣✁1q est surjectif.

Dans ce cas-là, on appelle la V -multifiltration par l’ordre V -multifiltration canonique.

Remarque 8.1.6.

Si M est strictement R-multispécialisable le long de H, alors
– pour tout 1 ↕ i ↕ p et tout αi ➔ 0, le morphisme ti : grαM Ñ grα✁1i

M est un isomorphisme,
– pour tout 1 ↕ i ↕ p et tout αi → ✁1, le morphisme ði : grαM Ñ grα�1i

M♣✁1q est un
isomorphisme.

Démonstration.

Soit m une section de grαM alors, pour tout 1 ↕ i ↕ p, m est annulé par un opérateur de la forme
zℓi♣Ei ✁ αizq

ki .
– Soit m une section non nulle de grαM. Supposons que m ☎ ti ✏ 0, alors m ☎ zℓi�kiαkii ✏ 0. Or,

d’après le point 2., grαM est strict donc αi ✏ 0. Ainsi, pour tout 1 ↕ i ↕ p et tout αi ➔ 0, le
morphisme ti : grαM Ñ grα✁1i

M est injectif.
– Soit m une section non nulle de grαM. Supposons que m ☎ði ✏ 0, alors m ☎zℓi�ki♣αi�1qki ✏ 0.

Or, d’après le point 2., grαM est strict donc αi ✏ ✁1. Ainsi, pour tout 1 ↕ i ↕ p et tout
αi → ✁1, le morphisme ti : grαM Ñ grα✁1i

M est injectif.

Proposition 8.1.7. Soit M un DX-module cohérent, R-multispécialisable le long de H et muni
d’une F -filtration cohérente tel que

1. le module de Rees RFM est sous-jacent à un module de Hodge mixte,

2. les filtrations ♣F✌M, V 1
✌ M, ..., V

p
✌ Mq sont compatibles.

Alors RFM est strictement R-multispécialisable le long de H.

Démonstration. D’après le lemme 8.1.4, RFM est R-multispécialisable le long de H. On définit une
V -multifiltration de RFM de la façon suivante :

UαRFM :✏
à
pPZ

♣FpVαMqzp. (8.3)

Par définition, il existe un ensemble fini A ⑨s ✁ 1, 0sp tel que cette V -multifiltration est indexée
par A�Zp. Les filtrations ♣F✌M, V 1

✌ M, ..., V
p
✌ Mq étant compatibles, on obtient immédiatement que

pour tout I ⑨ t1, ..., p✉ et tout α P Rp, UαRFM④U➔αI ,αIc
RFM ✏ RF ♣VαM④V➔αI ,αIc

Mq, donc
UαRFM④U➔αI ,αIc

RFM est strict.
Soit mzp une section locale de ♣FpVαMqzp, pour tout 1 ↕ i ↕ p, il existe un entier νi tel que

mzp♣tiði ✁ αizq
νi P ♣Fp�νiVα1,...,➔αi,...,αpMqzp�νi ,

ainsi, on a UαRFM ⑨ VαRFM.
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On va montrer que la V -multifiltration U✌RFM est une bonne V -multifiltration, ceci impliquera
que c’est la V -multifiltration canonique et donc que les points 1. et 2. de la définition 8.1.5 sont
vérifiés. On commence par montrer les points 3. et 4. de la définition 8.1.5. Le module de Rees RFM
étant sous-jacent à un module de Hodge mixte, il est strictement R-spécialisable le long de toute
hypersurface, en particulier on a pour tout 1 ↕ i ↕ p :

(a’) ❅p et ❅αi ➔ 0, ti : FpV
Hi
αi

MÑ FpV
Hi

αi✁1M est un isomorphisme,

(b’) ❅p et ❅αi → ✁1, ❇i : FpgrViαi
MÑ Fp�1grViαi�1M est un isomorphisme.

D’autre part, on déduit de la propriété de R-multispécialisabilité de M que, pour tout 1 ↕ i ↕ p :

(a”) ❅αi ➔ 0, ti : VαMÑ Vα✁1i
M est un isomorphisme,

(b”) ❅αi → ✁1, ❇i : grαMÑ grα�1i
M est un isomorphisme.

On peut alors déduire que pour tout 1 ↕ i ↕ p :

(a) ❅p et ❅αi ➔ 0, ti : FpVαMÑ FpVα✁1i
M est un isomorphisme,

(b) ❅p et ❅αi → ✁1, ❇i : FpgrαMÑ Fp�1grα�1i
M est un isomorphisme.

Démontrons (b), pour alléger les notations, on prend i ✏ 1. L’injectivité découle immédiatement de
(b”). Pour la surjectivité, on utilise la compatibilité des filtrations. Soit m P Fp�1grα�11

M et m P

Fp�1Vα2,...,αpgrV1α1�1M un représentant. D’après la surjectivité de (b’), il existe rm P FpgrV1α1
M telle

que ❇1 rm ✏ m. D’après la surjectivité de (b”), il existem✶ P Vα2,...,αpgrV1α1
M et n P

➦p
j✏2 Vα2,...,➔αj ,...,αpgrV1α1�1M

telles que ❇1m
✶ ✏ n � m. Pour 2 ↕ i ↕ p, il existe des réels βi tels que βi ➙ αi et rm ✁ m✶ P

Vβ2,...,βpgrV1α1
M. D’après (b”), le morphisme ❇1 : grV2β2grα1,β3...,βp

M Ñ grV2β2grα1�1,β3...,βp
M est in-

jectif. Or, la classe de n dans grV2β2grα1�1,β3...,βp
M est nulle et ❇1♣rm ✁m✶q ✏ n. On en déduit querm✁m✶ P V➔β2,...,βpgrV1α1

M. Ainsi, on montre par induction que rm✁m✶ P Vα2,...,αpgrV1α1
M. Finalement,rm P FpVα2,...,αpgrV1α1

M et ❇1 rm ✏ m, d’où la surjectivité dans (b). L’assertion (a) se démontre de
manière analogue.

Ceci implique clairement les points 3. et 4. de la définition 8.1.5 pour la V -multifiltration U✌RFM.
Il reste donc à montrer que c’est une bonne V -multifiltration. Étant donné que l’ensemble A

des indices dans r✁1, 0sp de la multifiltration U✌RFM est fini, pour montrer la cohérence il suffit
de montrer que pour tout α P r✁1, 0sp, le module UαRFM est V0RFDX -cohérent, et de conclure
en utilisant les deux isomorphismes ci-dessus. On va montrer plus précisément que UαRFM est
RFDX④Cp-cohérent où l’on considère des équations locales réduites ♣t1, ..., tpq : X Ñ Cp de H.

Montrons que FpVαM est OX -cohérent pour tout p. Le module M est R-multispécialisable le
long de H donc VαM est V0DX -cohérent, on peut donc filtrer VαM par des sous-modules OX -
cohérents ♣VαMql. La suite croissante de OX -modules cohérents FpM ❳ ♣VαMql est incluse dans
FpM donc elle stationne localement, ainsi FpVαM est OX -cohérent.

Il reste à montrer que, localement, il existe p0 tel que FpDX④Cp ☎ Fp0VαM ✏ Fp�p0VαM pour
tout p ➙ 0. Le module de Rees RFM est sous-jacent à un module de Hodge mixte et les filtrations
♣F✌M, V 1

✌ M, ..., V
p
✌ Mq sont compatibles, donc RF grαM est également sous-jacent à un module de

Hodge mixte sur ❳iHi et est donc RFD❳iHi
-cohérent. On en déduit la RFD❳iHi

-cohérence de

RFVαM➳
1↕i↕p

RFVα✁1i
M

et donc l’existence de p0 tel que, pour tout p ➙ 0,

FpD❳iHi
☎

Fp0VαM➳
1↕i↕p

Fp0Vα✁1i
M

✏
Fp�p0VαM➳

1↕i↕p

Fp�p0Vα✁1i
M

. (8.4)
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Notons Uα,p :✏ FpDX④Cp ☎ Fp0VαM. D’après (a), si α P r✁1, 0rp, alors on peut réécrire l’égalité
(8.4) :

Uα,p➳
1↕i↕p

Uα,p ☎ ti
✏

Fp�p0VαM➳
1↕i↕p

Fp�p0VαM ☎ ti
.

Par le lemme de Nakayama, ceci implique que Uα,p ✏ Fp�p0VαM au voisinage de ❳iHi.
Il reste à traiter le cas où αi ✏ 0 pour un indice 1 ↕ i ↕ p. On raisonne par récurrence sur le

nombre d’indices 1 ↕ i ↕ tels que αi ✏ 0. Pour simplifier, on suppose qu’il existe 1 ↕ k ↕ p tel que
♣α1, ..., αkq P r✁1, 0rk et αk�1 ✏ ... ✏ αp ✏ 0. On peut appliquer ce qui précède à RF grHk�1...Hp

αk�1...αp M

et en déduire que

FpD♣
➇

i→kHiq④CkFp0Vα1...αk
grαk�1...αp

M ✏ Fp�p0Vα1...αk
grαk�1...αp

M.

On peut réécrire cette égalité

Fp�p0VαM ✏ FpDX④CpFp0VαM�
➳

k�1↕i↕p

Fp�p0Vα1...➔αi...αpM.

Dans la somme de droite, on a diminué de 1 le nombre d’indices 1 ↕ i ↕ tels que αi ✏ 0. Ainsi,
par hypothèse de récurrence, on a

Fp�p0Vα1...➔αi...αpM ✏ FpDX④CpFp0Vα1...➔αi...αpM

et on en déduit que
Fp�p0VαM ✏ FpDX④CpFp0VαM.

La multifiltration (8.3) est donc une bonne V -multifiltration de RFM, on en déduit que c’est la
multifiltration canonique, ce qui donne les points 1. et 2. de la définition 8.1.5 et permet de conclure
la démonstration de la proposition.

Dans l’autre sens, la stricte R-multispécialisabilité implique la compatibilité des filtrations.

Proposition 8.1.8. Si RFM est strictement R-multispécialisable le long de H, alors les filtrations
♣F✌M, V 1

✌ M, ..., V
p
✌ Mq sont compatibles.

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, on notera M le Crz, y1, ..., yps-module obtenu
par la construction de Rees de la définition A.2.6 à partir de M, de la filtration F✌M et des V -
filtrations canoniques V Hi

✌ M. Pour montrer la compatibilité des filtrations, on montrera que M est
un Crz, y1, ..., yps-module plat (proposition A.2.7). D’après le corollaire A.2.10, il suffit de montrer
que, pour tout 0 ↕ k ↕ p, la suite y1, ..., yk, z est régulière.

Commençons par montrer que la multiplication par yℓ sur M ④♣y1, ..., yℓ✁1qM est injective pour
tout 1 ↕ ℓ ↕ k. Considérons le diagramme suivant :

M ④♣y1, ..., yℓ✁1qM
.yℓ //

��

M ④♣y1, ..., yℓ✁1qM

��
M ④♣y1, ..., yℓ✁1, z ✁ 1qM

.yℓ // M ④♣y1, ..., yℓ✁1, z ✁ 1qM .

D’après le lemme 8.1.4, M est R-multispécialisable le long de H. D’après la proposition 2.1.12,
les filtrations ♣V H1

✌ M, ..., V
Hp
✌ Mq de M sont donc compatibles. On en déduit que le morphisme
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horizontal inférieur du diagramme précédent est injectif. D’après le point 2. de la définition 8.1.5,
M ④♣y1, ..., yℓ✁1qM est un Crzs-module gradué strict, de plus, la multiplication par yℓ sur M ④♣y1, ..., yℓ✁1qM
est un morphisme de Crzs-modules gradués de degré zéro. Ceci implique que la multiplication par
yℓ sur M ④♣y1, ..., yℓ✁1qM est injective. De la même manière, M ④♣y1, ..., ykqM est un Crzs-module
strict d’après le point 2. de la définition 8.1.5, la multiplication par z est donc injective. La suite
y1, ..., yk, z est donc régulière et ceci conclut la démonstration de la proposition.

Proposition 8.1.9. Soit I ⑨ t1, ..., p✉ et notons HI :✏ tHi✉iPI . Soit M un DX-module cohérent
muni d’une F -filtration cohérente tel que RFM est sous-jacent à un module de Hodge mixte. Si
RFM est strictement R-multispécialisable le long de H, alors

– RFM est strictement R-multispécialisable le long de HI ,
– la V HI -multifiltration canonique de RFM satisfait à : V HI

αI
RFM ✏

➳
αIcPCIc

V HI
αI ,αIc

RFM,

– pour tout αI P RI , grH
I

αI
RFM est strictement R-multispécialisable le long de HIc .

Démonstration. D’après [Mai13, corollaire 1] M est R-multispécialisable le long de HI . De plus,
d’après la proposition 8.1.8, les filtrations ♣F✌M, V 1

✌ M, ..., V
p
✌ Mq sont compatibles, on a donc

la compatibilité des filtrations ♣F✌M, tV i
✌M✉iPIq. La proposition 8.1.7 donne donc la strict R-

multispécialisabilité de RFM le long de HI .
On déduit de l’égalité (8.3) de la preuve de la proposition 8.1.7 et de [Mai13, corollaire 1] que la

V HI -multifiltration canonique de RFM satisfait à : V HI
αI

RFM ✏
➳

αIcPCIc

V HI
αI ,αIc

RFM.

La compatibilité des filtrations implique que grH
I

αI
RFM ✏ RF grH

I

αI
M est sous-jacent à un mo-

dule de Hodge mixte. De plus, d’après A.2, les filtrations ♣F✌grH
I

αI
M, tV i

✌grH
I

αI
M✉iPIcq sont encore

compatibles. On déduit une fois encore grâce à la proposition 8.1.7 que grH
I

αI
RFM est strictement

R-multispécialisable le long de HIc .

8.2 Image directe

On montre ici la stabilité de la condition strictement R-multispécialisable par image directe
propre. On montre également la commutativité, sous cette condition, de la V -multifiltration cano-
nique et de ses gradués avec l’image directe propre.

Théorème 8.2.1. Soit h : X Ñ Y une application holomorphe propre entre deux variétés complexes,
et f ✏ h ✂ Id : X ✂ Cp Ñ Y ✂ Cp. On note H l’ensemble des hyperplans d’équation tti ✏ 0✉ pour
1 ↕ i ↕ p où les ti sont les coordonnées de Cp. Soit M un DX✂Cp-module cohérent muni d’une
bonne F -filtration. On suppose que RFM est strictement R-multispécialisable le long de H et que
RFM est sous-jacent à un module de Hodge mixte. Alors pour tout k P Z :

– le RFDY✂Cp-module Hkf✝♣RFMq est strictement R-multispécialisable le long de H.
– Pour tout α P Cp, la V -multifiltration canonique par rapport aux fonctions ♣t1, ..., tpq satisfait

à
Hkf✝♣VαRFMq ✔ VαH

kf✝♣RFMq (8.5)

et à
Hkf✝♣grαRFMq ✔ grαH

kf✝♣RFMq. (8.6)
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Démonstration. On définit une V -multifiltration de Hkf✝♣RFMq de la manière suivante :

UαH
kf✝♣RFMq :✏ imagerHkf✝♣VαRFMq Ñ Hkf✝♣RFMqs. (8.7)

On va commencer par trouver localement, pour tout 1 ↕ i ↕ p, des polynômes satisfaisant à

♣UαH
kf✝♣RFMqqbi♣Ei ✁ αizq ⑨ ♣Uα✁1i

Hkf✝♣RFMqq

et dont les racines sont dans l’intervalle r✁1, 0r. On va ensuite montrer que le morphisme naturel

Hkf✝♣VαRFMq Ñ Hkf✝♣RFMq

est une injection, que la V -multifiltration (8.7) est une bonne V -multifiltration et qu’elle vérifie
les propriétés de la V -multifiltration canonique. Ceci impliquera que Hkf✝♣RFMq est strictement
R-multispécialisable le long de H et fournira l’isomorphisme naturel (8.5). Enfin, on construira
l’isomorphisme (8.6).

Polynômes annulateurs. Soit ♣y, tq P Y ✂Cp et soit 1 ↕ i ↕ p, on va trouver un polynôme bi♣sq P
Crss vérifiant pour tout α P Cp, ♣UαH

kf✝♣RFMqq♣y,tqbi♣Ei ✁ αizq ⑨ ♣Uα✁1i
Hkf✝♣RFMqq♣y,tq. Soit

x P f✁1♣yq, par définition de la V -multifiltration canonique il existe un voisinage ouvert U de ♣x, tq
et un polynôme bxi ♣sq P Crss vérifiant pour tout α P Cp, VαRFM Ub

x
i ♣Ei✁αizq ⑨ Vα✁1i

RFM U et
dont les racines sont dans l’intervalle r✁1, 0r. L’application f étant propre, f✁1♣yq est compact, il
existe donc un ensemble fini J , des points xj P f✁1♣yq pour tout j P I et un voisinage ouvert V de
f✁1♣yq ✂ tt✉ tels que

VαRFM V

➵
jPJ

b
xj
i ♣Ei ✁ αizq ⑨ Vα✁1i

RFM V .

Par fonctorialité, l’action de Ei sur le DX -module VαRFM④Vα✁1i
RFM descend à✁

UαH
kf✝♣RFMq

✠
④
✁
Uα✁1i

Hkf✝♣RFMq
✠

et
♣UαH

kf✝♣RFMqq♣y,tq
➵
jPJ

b
xj
i ♣Ei ✁ αizq ⑨ ♣Uα✁1i

Hkf✝♣RFMqq♣y,tq.

Les racines des polynômes b
xj
i ♣sq sont dans l’intervalle r✁1, 0r.

Injectivité. Montrons que le morphisme naturel

Hkf✝♣VαRFMq Ñ Hkf✝♣RFMq

est une injection. On va montrer ceci par récurrence sur l’entier p, en utilisant la propriété 7.5.8 de
[MS02]. On va montrer que les deux morphismes suivants sont des injections :

Hkf✝♣VαRFMq Ñ
♣1q

Hkf✝♣V
H2,...,p
α2,...,αpRFMq Ñ

♣2q
Hkf✝♣RFMq,

où V
H2,...,p
α2,...,αpRFM est la V -multifiltration canonique associée aux p ✁ 1 fonctions t2, ..., tp. Notons

N ✌ :✏ f✝♣V
H2,...,p
α2,...,αpRFMq muni de la V -filtration Uα1

N ✌ :✏ f✝♣VαRFMq relativement à l’hyperplan
tt1 ✏ 0✉. Pour considérer Uα1

N ✌ comme un sous objet de N ✌, on utilise ici une définition du
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foncteur f✝ avec des résolutions explicites données dans [MS02] définition 4.3.3, f✝RFM est le
complexe simple associé au complexe double

f✝RFM :✏ f✝God✌
�
RFM❜RF DX✂Cp

Sp✌X✂CpÑY✂Cp♣RFDX✂Cpq
✟
.

Le morphisme (1) se réécrit
Hk♣Uα1

N ✌q Ñ
♣1q

Hk♣N ✌q.

Vérifions les trois hypothèses de la propriété 7.5.8 de [MS02] :

1. Montrons que grUN ✌ est strict, c’est-à-dire que pour tout k P N, HkgrUN ✌ est strict. On
a, par compatibilité des filtrations, HkgrUN ✌ ✏ Hkf✝♣V

H2,...,p
α2,...,αpgrH1

α1
RFMq. Par définition des

modules de Hodge mixtes, grH1

α1
RFM satisfait également aux hypothèses du théorème. Par

récurrence on obtient donc

Hkf✝♣V
H2,...,p
α2,...,αpgrH1

α1
RFMq ✔ V

H2,...,p
α2,...,αpH

kf✝♣grH1

α1
RFMq.

D’après le théorème d’image directe 6.4.9, grH1

α1
RFM étant sous-jacent à un module de Hodge

mixte, Hkf✝♣grH1

α1
RFMq est strict. Ainsi grUN ✌ est strict.

2. La stricte R-spécialisabilité et le fait que f est propre permettent de montrer, comme précé-
demment, l’existence de polynômes annulateurs de grUN ✌ et donc l’hypothèse de monodromie
de la propriété 7.5.8 de [MS02].

3. Par définition de la V -multifiltration canonique, pour α1 ➔ 0, la multiplication à droite par t1
induit un isomorphisme t1 : Uα1

N j ✒
ÝÑ Uα1✁1N

j pour tout j.

4. La remarque 4.3.4(4) de [MS02] assure que pour k → 2dimX�p et pour tout α1, Hk♣Uα1
N ✌q ✏

0.

Ainsi, le morphisme (1) est injectif. On applique l’hypothèse de récurrence pour montrer que le
morphisme (2) est une injection. Le morphisme naturel

Hkf✝♣VαRFMq Ñ Hkf✝♣RFMq (8.8)

est bien une injection. Ainsi on a

Hkf✝♣VαRFMq ✏ UαH
kf✝♣RFMq (8.9)

De plus la propriété 7.5.8 de [MS02] fournit également l’égalité

grU1

α1
Hkf✝♣Vα2,...,αpRFMq ✏ Hkf✝♣Vα2,...,αpgrV1α1

RFMq. (8.10)

Propriétés de bonne V -multifiltration. Montrons que la V -multifiltration (8.7) est une bonne
V -multifiltration. Il faut montrer que, pour tout α P Cp, la V -multifiltration Uα�✌♣H

kf✝♣RFMqq
(indicée par Zp) est bonne. Pour alléger les notations, on traite le cas α ✏ 0. D’après (8.9) on a

Hkf✝♣VkRFMq
✒
ÝÑ Uk♣H

kf✝♣RFMqq. (8.11)

La propriété de compatibilité assure que VkRFM ✏ RF ♣VkMq, donc VkRFM est un V0 rDY✂Cp-
module cohérent et strict. Il est donc filtré par les OY✂Cp-modules➳

0↕ℓ↕p

FℓVkMzℓ
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qui en donnent une bonne filtration. Comme f est propre on peut alors appliquer le théorème
de cohérence de Grauert à ces OY✂Cp-modules. On en déduit que Hkf✝♣VkRFMq est V0 rDY✂Cp-
cohérente. Ainsi, Uk♣H

kf✝♣RFMqq est V0 rDY✂Cp-cohérent.
Notons que, pour tout 1 ↕ i ↕ p et k P Zp vérifiant ki ↕ ✁1, l’isomorphisme de multiplication

par ti
ti : VkM

✒
ÝÑ Vk✁1i

M

induit un isomorphisme

ti : Uk♣H
kf✝♣RFMqq

✒
ÝÑ Uk✁1i

♣Hkf✝♣RFMqq. (8.12)

Pour alléger les notations on note ici M à la place de RFM. Considérons la suite exacte courte

0Ñ Vk✁1i
MÑ VkMÑ VkM④Vk✁1i

MÑ 0

et appliquons le foncteur f✝. On a la suite exacte longue associée,

...Ñ Hkf✝♣Vk✁1i
Mq Ñ Hkf✝♣VkMq Ñ Hkf✝♣VkM④Vk✁1i

Mq Ñ

Hk�1f✝♣Vk✁1i
Mq Ñ Hk�1f✝♣VkMq Ñ ...

D’après (8.8), le premier morphisme et le dernier morphisme sont injectifs, on a donc la suite exacte
courte

0Ñ Uk✁1i
Hkf✝♣Mq Ñ UkH

kf✝♣Mq Ñ Hkf✝♣VkM④Vk✁1i
Mq Ñ 0.

Considérons le diagramme commutatif suivant :

0 // Uk✁1i
Hkf✝♣Mq //

☎ðti
��

UkH
kf✝♣Mq //

☎ðti
��

Hkf✝♣VkM④Vk✁1i
Mq //

☎ðti
��

0

0 // UkH
kf✝♣Mq // Uk�1i

Hkf✝♣Mq // Hkf✝♣Vk�1i
M④VkMq // 0.

Pour ki ➙ 0, d’après les propriétés de la V -multifiltration canonique, la troisième flèche verticale du
diagramme est un isomorphisme. En utilisant le lemme du serpent, on déduit que

Uk�1i
Hkf✝♣Mq ✏ UkH

kf✝♣Mq � UkH
kf✝♣Mq ☎ ðti .

Ce résultat, ainsi que l’isomorphisme (8.12), donnent la propriété de bonne V -multifiltration de

U✌H
kf✝♣RFMq.

Gradués. On va montrer que pour tout I ⑨ t1, ..., p✉ et tout α P Rp,

UαH
kf✝♣RFMq

U➔αI ,αIc
Hkf✝♣RFMq

✔ UαIc
Hkf✝♣grHI

αI
RFMq. (8.13)

On va raisonner par récurrence sur le cardinal de I. Quitte à renuméroter on suppose que 1 P I.
En omettant d’écrire Hkf✝♣RFMq on a

Uα

U➔αI ,αIc

✏
Uα

U➔α1,αt1✉c

❖ ➳
iPI✁t1✉

Uα1,...,➔αi,...

U➔α1,...,➔αi,...
(8.14)

D’après (8.9), (8.10) et la compatibilité des filtrations canoniques de RFM on a
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Uα

U➔α1,αt1✉c

✏ grU1

α1
Hkf✝♣Vα2,...,αpRFMq ✏ Hkf✝♣Vα2,...,αpgrV1α1

RFMq ✏ Uα2,...,αpH
kf✝♣grV1α1

RFMq.

De la même manière on obtient, en utilisant (8.14),

Uα

U➔αI ,αIc

✏
Uαt1✉c

Hkf✝♣grV1α1
RFMq

U➔αI✁t1✉,αIc
Hkf✝♣grV1α1

RFMq
.

Étant donné que grV1α1
RFM satisfait aux hypothèse du théorème on a, par hypothèse de récurrence,

UαH
kf✝♣RFMq

U➔αI ,αIc
Hkf✝♣RFMq

✏ UαIc
Hkf✝♣gr

HI✁t1✉
αI✁t1✉

grV1α1
RFMq ✏ UαIc

Hkf✝♣grHI
αI
RFMq

où la dernière égalité provient de la compatibilité des filtrations.

Propriétés de V -multifiltration canonique. Montrons que la V -multifiltration U✌H kf✝♣RFMq
satisfait aux propriétés de la définition 8.1.5 de la V -multifiltration canonique. On a déjà montré la
propriété de bonne V -multifiltration.

D’après l’isomorphisme (8.13), le module

UαH kf✝♣RFMq

U➔αI ,αIc
H kf✝♣RFMq

est un sous-objet de H kf✝♣grHI
αI
RFMq. Or, étant donné que RFM est sous-jacent à un module de

Hodge mixte, grHI
αI
RFM l’est aussi, ainsi son image directe est stricte et on en déduit que

UαH kf✝♣RFMq

U➔αI ,αIc
H kf✝♣RFMq

est strict pour tout I ⑨ t1, ..., p✉ et tout α P Rp.
On déduit les propriétés de surjectivité de la multiplication par ti et ði de l’isomorphisme

H kf✝♣grαRFMq ✔ grUαH kf✝♣RFMq,

et du fait que
– pour tout 1 ↕ i ↕ p et tout αi ➔ 0, le morphisme ti : grαRFM Ñ grα✁1i

RFM est un
isomorphisme,

– pour tout 1 ↕ i ↕ p et tout αi → ✁1, le morphisme ði : grαRFMÑ grα�1i
RFM♣✁1q est un

isomorphisme.
Ainsi, la V -multifiltration

U✌H
kf✝♣RFMq

est la V -multifiltration canonique, H kf✝♣RFMq est donc strictement R-multispécialisable le long
de H et on a les isomorphismes suivants

H kf✝♣VαRFMq ✔ VαH kf✝♣RFMq

et
H kf✝♣grVαRFMq ✔ grVαH kf✝♣RFMq.
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8.3 Image directe des filtrations monodromiques relatives

Soient X une variété analytique complexe, M P MH♣X ✂ C
p
tq un module de Hodge pur sur

X ✂C
p
t et S♣., .q une polarisation de M . On suppose que M est strictement R-multispécialisable le

long de H où Hi :✏ tti ✏ 0✉. On note ViM la filtration de Malgrange-Kashiwara de M relative à
la fonction ti pour 1 ↕ i ↕ p. Fixons α P r0, 1sp, le module de Hodge mixte grVαM est muni de p
endomorphismes nilpotents Ni, pour 1 ↕ i ↕ p, qui correspondent à la multiplication à droite par
♣tiði ✁ αiq.

Définition 8.3.1. Soit A un objet d’une catégorie abélienne muni de p endomorphismes nilpotents
N1, ..., Np. On dira que ♣A,N1, ..., Npq satisfait à la propriété ♣FMq si les filtrations monodromiques
relatives (définition 6.1.2) satisfont à

W ♣N1,W ♣N2,W ♣...W ♣NpqqqqA ✏W ♣N1 � ...�NpqA.

Remarque 8.3.2. D’après [Sch73, 4.12] et [CKS86, Proposition 4.72] cette condition est satisfaite
dans le cas d’une orbite nilpotente.

Théorème 8.3.3. Soit f : X✂C
p
t Ñ Y✂C

p
t un morphisme projectif et supposons que ♣grVαM , N1, ..., Npq

satisfait à la propriété ♣FMq, alors ♣grVαH jf✝M , N1, ..., Npq satisfait également à ♣FMq.

On commence par montrer un lemme.

Lemme 8.3.4. Soit ♣M , N1, ..., Np, Sq un module de Hodge-Lefschetz p-gradué polarisé par S (dé-
finition 6.3.12). Si l’on introduit la ♣p✁ 1q-graduation

Mℓ,ℓ3,...,ℓp ✏
à

ℓ1�ℓ2✏ℓ

Mℓ1,ℓ2,ℓ3,...,ℓp ,

alors ♣M , N1 �N2, N3, ..., Np, Sq est un module de Hodge-Lefschetz gradué polarisé par S.

Démonstration. On raisonne par induction sur la dimension du support de M . En utilisant l’équi-
valence de Kashiwara on ramène le cas de dimension 0 à celui des structures de Hodge-Lefschetz
polarisées de la proposition 6.2.13.

Soit g un germe de fonction holomorphe. La définition 6.3.7 par induction des modules de H-L
gradués polarisés implique que

♣PℓΨg,λM , PℓΨg,λN1, ..., PℓΨg,λNp, N, PℓΨg,λSq

est un module de H-L ♣p� 1q-gradué polarisé. Localement, on a une décomposition

M ✏
à
Z

MZ

où Z est irréductible et MZ est à support strict Z. Si g est identiquement nul sur Z, alors Ψg,λMZ ✏ 0

pour tout λ, sinon Ψg,λMZ a un support de codimension 1 dans Z. On a donc diminué strictement
la dimension du support et, par induction, on obtient que

♣PℓΨg,λM , ♣PℓΨg,λN1 � PℓΨg,λN2q, PℓΨg,λN3, ..., PℓΨg,λNp, N, PℓΨg,λSq
✏ ♣PℓΨg,λM , PℓΨg,λ♣N1 �N2q, PℓΨg,λN3, ..., PℓΨg,λNp, N, PℓΨg,λSq

est un module de H-L bigradué polarisé. Ainsi, ♣M , N1 �N2, N3, ..., Np, Sq satisfait à la définition
par induction des modules de Hodge-Lefschetz gradués polarisés.
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Démonstration du théorème 8.3.3. On doit montrer que

W ♣N1,W ♣N2,W ♣...W ♣NpqqqqgrVαH jf✝M ✏W ♣N1 � ...�NpqgrVαH jf✝M . (8.15)

Notons N :✏ grVαM etWN :✏W ♣N1,W ♣N2,W ♣...W ♣NpqqqqN ✏W ♣N1�...�NpqN . D’après
l’hypothèse strictement R-multispécialisable et le théorème 8.2.1, on a

grVαH jf✝M ✔ H jf✝grVαM ✏ H jf✝N .

On définit la filtration suivante :

WgrVαH jf✝M :✏ Im♣H jf✝WN Ñ H jf✝N q. (8.16)

On va montrer que cette filtration est égale aux deux filtrations apparaissant dans (8.15). D’après
le théorème 6.3.13, la filtration

Im♣H jf✝W ♣NpqgrVpαpM Ñ H jf✝grVpαpM q

de H jf✝grVpαpM est la filtration associée à Np. D’autre part, par définition des modules de Hodge

purs, on peut considérer le module de Hodge mixte ♣grVpαpM ,W ♣Npqq. Les résultats d’image directe
pour les modules de Hodge mixtes (théorème 6.4.9) assurent que la filtration

Im♣H jf✝W ♣Np✁1,W ♣NpqqgrVp✁1

αp✁1
grVpαpM Ñ H jf✝grVp✁1

αp✁1
grVpαpM q

est égale à

W ♣Np✁1,W ♣NpqqgrVp✁1

αp✁1
H jf✝grVpαpM ✔W ♣Np✁1,W ♣NpqqgrVp✁1

αp✁1
grVpαpH

jf✝M .

On peut ainsi, par induction, en appliquant les théorèmes d’image directe à chaque étape, montrer
l’égalité entre la première filtration de (8.15) et celle de (8.16) :

WgrVαH jf✝M ✔W ♣N1,W ♣N2,W ♣...W ♣NpqqqqgrVαH jf✝M . (8.17)

Pour la deuxième filtration de (8.15), on va utiliser le lemme 8.3.4. Considérons le module de
H-L bigradué polarisé suivant :✄à

ℓ

GrW ♣N1q
ℓ1

...GrW ♣Npq
ℓp

N , N1, ..., Np, S

☛
.

En itérant [Kas86, Theorem 3.2.9], on obtient

GrW ♣N1,W ♣N2,W ♣...W ♣Npqqqq
ℓ N ✏

à
k1�...�kp✏ℓ

GrW ♣N1q
k1

...GrW ♣Npq
kp

N . (8.18)

L’égalité W ♣N1,W ♣N2,W ♣...W ♣NpqqqqN ✏ W ♣N1 � ... �NpqN et l’itération du lemme 8.3.4 im-
pliquent alors que ✄à

ℓ

GrW ♣N1�...�Npq
ℓ N , N1 � ...�Np, S

☛
est un module de Hodge-Lefschetz gradué polarisé. Le théorème d’image directe 6.3.14 assure alors
que la filtration

Im♣H jf✝W ♣N1 � ...�NpqN Ñ H jf✝N q
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est égale à la filtration monodromique

W ♣N1 � ...�NpqH
jf✝N .

D’où l’égalité
WgrVαH jf✝M ✔W ♣N1 � ...�NpqgrVαH jf✝M . (8.19)

En combinant (8.17) et (8.19), on obtient l’égalité attendue

W ♣N1,W ♣N2,W ♣...W ♣NpqqqqgrVαH jf✝M ✏W ♣N1 � ...�NpqgrVαH jf✝M .

8.4 Application : hypersurfaces à singularité quasi-ordinaire

On applique ici les résultats précédents au cas de certains modules de Hodge mixtes définis sur
une hypersurface à singularité quasi-ordinaire.

Définition 8.4.1. Un germe d’espace analytique complexe ♣Z, 0q de dimension p est à singularité
quasi-ordinaire s’il admet une projection finie ♣Z, 0q Ñ ♣Cp, 0q non ramifiée en dehors d’un diviseur
à croisement normal dans ♣Cp, 0q.

Si ♣Z, 0q est une hypersurface irréductible à singularité quasi-ordinaire, alors elle admet une
paramétrisation

y : C
p
t Ñ C

p�1
z

♣t1, ..., tpq ÞÑ ♣tk1, ..., t
k
p, H♣t1, ..., tpqq

où H est une série convergente.

Soit D :✏ tt1...tp ✏ 0✉ ⑨ C
p
t et U :✏ C

p
t③D.

Proposition 8.4.2. Soit ♣M, F✌Mq un DX-module filtré sous-jacent à un module de Hodge pur
polarisable M à support strict C

p
t et dont la restriction à U est lisse ( autrement dit M est l’ex-

tension intermédiaire d’une variation de structure polarisée supportée sur U ). Alors l’image directe
y�RFM, qui est également sous-jacente à un module de Hodge pur polarisable, est strictement R-
multispécialisable le long de la famille Hz donnée par les hyperplans de coordonnées Hzi :✏ tzi ✏ 0✉
pour 1 ↕ i ↕ p. De plus, pour tout j P Z, le module de Hodge-Lefschetz ♣grVαH jy�M , N1, ..., Npq,
satisfait à la propriété ♣FMq.

Démonstration. Considérons la famille d’hypersurfaces Ht donnée par les hyperplans de coordonnées

Hti :✏ tti ✏ 0✉ pour 1 ↕ i ↕ p. D’après [Sai90, 3.b], les filtrations de M ♣F✌M, V
Ht1
✌ M, ..., V

Hti
✌ Mq

sont compatibles. De plus, en utilisant la définition 2.3.2 et le théorème 2.3.5, on observe que
M est R-multispécialisable le long de Ht. D’après la proposition 8.1.7, RFM est strictement R-
multispécialisable le long de Ht.

Soit
i : C

p
t Ñ C

p
t ✂ C

p
z

♣t1, ..., tpq ÞÑ ♣t1, ..., tp, t
k
1, ..., t

k
pq,

l’inclusion par le graphe. D’après [Sai90, Théorème 3.4], i�RFM est également strictement R-
multispécialisable le long de Hz.

D’après le théorème 8.2.1, ♣y ✂ idCp
z
q�i�RFM est strictement R-multispécialisable le long de

Hz. Or, ♣y ✂ idCp
z
q ✆ i ✏ j ✆ y où

j : C
p�1
z Ñ C

p�1
z ✂ C

p
z

♣z1, ..., zp�1q ÞÑ ♣z1, ..., zp�1, z1, ..., zpq
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est l’inclusion du graphe de la projection sur les p premières coordonnées. Ainsi j�y�RFM est
strictement R-multispécialisable le long de Hz.

D’après le théorème de l’orbite nilpotente [Sch73, 4.12] et [CKS86, Proposition 4.72],♣grVαM , N1, ..., Npq
satisfait à la propriété ♣FMq. Le théorème 8.3.3 implique alors que ♣grVαH jy�M , N1, ..., Npq satisfait
à la propriété ♣FMq.

Corollaire 8.4.3. Avec les notations de la proposition précédente, les filtrations

♣F✌y�M, V
Hz1
✌ y�M, ..., V

Hzi
✌ y�Mq

sont compatibles.

Démonstration. Ceci découle du théorème 8.2.1 et de la proposition 8.1.8.
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Annexe A

Hypercomplexes et filtrations

compatibles

Dans ce chapitre, on introduit les hypercomplexes, le complexe simple associé et une condition
sur un morphisme d’hypercomplexes assurant que le morphisme induit sur les complexes simples as-
sociés soit un quasi-isomorphisme. On définira également une notion de compatibilité entre plusieurs
filtrations d’un même objet.

A.1 Hypercomplexes

On définit ici les n-hypercomplexes qui correspondent aux complexes nuple naïfs introduits par
P. Deligne au paragraphe 0.4 de [Del73].

Définition A.1.1. Soit C une catégorie abélienne, on définit par induction la catégorie abélienne
des n-hypercomplexe de la façon suivante :

– Les 1-hypercomplexes sont les complexes d’objets de C.
– Les n-hypercomplexes sont les complexes de (n-1)-hypercomplexes.

On notera Cn♣Cq la catégorie abélienne des n-hypercomplexes d’objets de C. Par exemple, les 2-
hypercomplexes sont les complexes doubles. Un n-hypercomplexe est donc la donnée, pour tout
k P Zn, d’un objet Xk de C et, pour tout 1 ↕ i ↕ n, de morphismes d♣iqk : Xk Ñ Xk�1i vérifiant
les propriétés suivantes :

d♣iq ✆ d♣iq ✏ 0 pour tout i

d♣iq ✆ d♣jq ✏ d♣jq ✆ d♣iq pour tout ♣i, jq

pour les exposants k convenables.

Soit X un n-hypercomplexe, pour tout 1 ↕ i ↕ n, et tout m P Z on note Xm
i le ♣n ✁ 1q-

hypercomplexe composé des Xk avec ki ✏ m et des différentielles correspondantes. Les différentielles
d♣iqk avec ki ✏ m définissent un morphisme

dmi : Xm
i Ñ Xm�1

i

qui vérifie dm�1
i ✆ dmi ✏ 0 par définition d’un n-hypercomplexe. On a donc pour tout 1 ↕ i ↕ n un

foncteur
Fi : Cn♣Cq Ñ C♣C♣n✁1q♣Cqq

X ÞÑ tXm
i , d

m
i ✉mPZ
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de la catégorie des n-hypercomplexes dans la catégorie des complexes de ♣n ✁ 1q-hypercomplexes.
On introduit alors le ♣n✁ 1q-hypercomplexe :

H
p
i ♣Xq :✏ Hp♣Fi♣Xqq,

et le n-hypercomplexe :

Hi♣Xq :✏ ...Ñ H
p
i ♣Xq

0
ÝÑ H

p�1
i ♣Xq Ñ ...

où toutes les flèches horizontales sont nulles.

Définition A.1.2. Si un n-hypercomplexe X vérifie la propriété de finitude suivante,

pour tout m P Z l’ensemble t♣k1, ..., knq P Zn⑤k1 � ...� kn ✏ m,Xk ✘ 0✉ est fini, (A.1)

alors on peut associer à X un complexe simple s♣Xq. On pose

s♣Xqm :✏
à

k1�...�kn✏m

Xk.

Soit k P Zn tel que k1� ...�kn ✏ m, on note ik : Xk Ñ s♣Xqm et pk : s♣Xqm Ñ Xk les morphismes
naturels. On peut alors définir la différentielle dm

s♣Xq : s♣Xq
m Ñ s♣Xqm�1 du complexe s♣Xq par

pl ✆ d
m
s♣Xq ✆ ik ✏

✧
♣✁1qk1�...�kj✁1d♣jqk si #ti⑤ki ✘ li✉ ✏ 1 où j vérifie kj ✘ lj

0 sinon

pour tout k et l vérifiant k1 � ... � kn ✏ m et l1 � ... � ln ✏ m � 1. On peut alors vérifier que
dm�1
s♣Xq ✆ d

m
s♣Xq ✏ 0 et ♣s♣Xq, ds♣Xqq est donc bien un complexe. On a défini un foncteur

s : Cn
f ♣Cq Ñ C♣Cq

X ÞÑ ♣s♣Xq, ds♣Xqq

où Cn
f ♣Cq est la catégorie des n-hypercomplexes vérifiant la propriété (A.1). De plus, on observe

facilement que s♣.q est un foncteur exact.

Théorème A.1.3. Soit f : X Ñ Y un morphisme de n-hypercomplexes où X et Y vérifient la
propriété (A.1) et supposons que f induise un isomorphisme :

f : H1♣H2♣...Hn♣Xqqq ✔ H1♣H2♣...Hn♣Y qqq.

Alors, s♣fq : s♣Xq Ñ s♣Y q est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur l’entier n. Pour n ✏ 1, c’est la définition d’un quasi-
isomorphisme, pour n ✏ 2, c’est le théorème 1.9.3 de [KS94]. On suppose que n ➙ 3. Pour tout p P Z,
on a deux ♣n ✁ 1q-hypercomplexes, Hp

n♣Xq et Hp
n♣Y q, qui vérifient les hypothèses du théorème et

donc, par hypothèse de récurrence, f induit un quasi-isomorphisme entre s ♣Hp
n♣Xqq et s ♣Hp

n♣Y qq.
Or Hp

n♣Xq ✏ Hp♣Fn♣Xqq et Hp♣.q est un foncteur additif, il commute donc avec le foncteur s♣.q
et f induit un quasi-isomorphisme entre Hp♣ts♣Xm

n q, s♣d
m
n q✉mPZq et Hp♣ts♣Y m

n q, s♣dmn q✉mPZq pour
tout p P Z. Mais ce quasi-isomorphisme correspond aux conditions du théorème pour les complexes
doubles ts♣Xm

i q, s♣d
m
i q✉mPZ et ts♣Y m

i q, s♣dmi q✉mPZ. Les complexes simples associés à ces deux com-
plexes doubles sont donc quasi-isomorphes par hypothèse de récurrence pour n ✏ 2. En appliquant
la définition du foncteur s, on montre alors que ces deux derniers complexes simples sont en fait les
complexes simples associés à X et à Y , ce qui conclut la démonstration du théorème.
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Corollaire A.1.4. Soit X un n-hypercomplexe tel qu’il existe un indice i pour lequel le complexe
Fi♣Xq soit exact, alors s♣Xq est quasi-isomorphe au complexe nul.

Démonstration. Le théorème précédent est évidemment vérifié si l’on permute les indices des Hi. Si
le complexe Fi♣Xq est exact, alors Hi♣Xq ✔ Hi♣0nq où 0n est le n-hypercomplexe nul. On a donc

H1♣...Hi✁1♣Hi�1♣...Hn♣Hi♣Xqqq ✔ H1♣...Hi✁1♣Hi�1♣...Hn♣Hi♣0nqqq

et on peut appliquer le théorème précédent, s♣Xq ✔ s♣0nq, s♣Xq est quasi-isomorphe au complexe
nul.

Définition A.1.5. Soit tXk, f ♣iqk✉kPZn,1↕i↕n une famille d’objets de C et de morphismes f ♣iqk :

Xk Ñ Xk�1i , on appelle hypercube associé à X le n-hypercomplexe noté Cube♣Xq✌ vérifiant

Cube♣Xqk1,...,kn ✏

✧
Xk1✁1,...,kn✁1 si k P t0, 1✉n

0 sinon

les morphismes étant ceux donnés par les f ♣iqk. On vérifie facilement que Cube♣.q définit un foncteur
exact.

Par exemple, pour n ✏ 3 on a

X✁1,0,0 // X0,0,0

X✁1,✁1,0

77ppppppppppp

// X0,✁1,0

88qqqqqqqqqq

Cube♣Xq ✏

X✁1,0,✁1

OO

// X0,0,✁1

OO

X✁1,✁1,✁1 //

77ppppppppppp

OO

X0,✁1,✁1

88qqqqqqqqqq

OO

où le reste de l’hypercomplexe est nul et X✁1,✁1,✁1 est en degré ♣0, 0, 0q.

A.2 Filtrations compatibles, suites régulières et complexes de Kos-

zul

A.2.1 Filtrations compatibles

Les définitions qui suivent ont été introduites par Morihiko Saito dans [Sai88]

Définition A.2.1. Soit A un objet de la catégorie abélienne C et A1, ..., An ❸ A des sous-objets
de A. On dit que A1, ..., An sont des sous-objets compatibles de A s’il existe un n-hypercomplexe X
satisfaisant à :

1. Xk ✏ 0 si k ❘ t✁1, 0, 1✉n.
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2. X0 ✏ A.

3. X0✁1i ✏ Ai pour 1 ↕ i ↕ n.

4. Pour tout 1 ↕ i ↕ n et tout k P t✁1, 0, 1✉n tel que ki ✏ 0, la suite

0Ñ Xk✁1i Ñ Xk Ñ Xk�1i Ñ 0

est une suite exacte courte.

Remarque A.2.2. – En utilisant les propriétés universelles fournies par les suites exactes courtes,
on observe que si les sous-objets A1, ..., An sont compatibles, alors le n-hypercomplexe X est
déterminé de manière unique. Par exemple, si k P t✁1, 0✉n et si I ✏ ti; ki ✏ ✁1✉ ⑨ t1, ..., n✉,
alors

Xk ✏
↔
iPI

Ai.

– Si n ✏ 1, le complexe X est la suite exacte courte

0Ñ A1 Ñ AÑ A④A1 Ñ 0.

– Si n ✏ 2, deux sous-objets A1 et A2 sont toujours compatibles et X est le complexe double
suivant :

A1④♣A1 ❳A2q // A④A2
// A④♣A1 �A2q

A1
//

OO

A //

OO

A④A1

OO

A1 ❳A2
//

OO

A2
//

OO

A2④♣A1 ❳A2q.

OO

– Si n ➙ 3, des sous-objets A1, ..., An ne sont pas compatibles en général.
– Par définition, si A1, ..., An ❸ A sont compatibles, alors pour tout I ⑨ t1, ..., n✉, les sous-objets
♣AiqiPI ❸ A sont compatibles et l’hypercomplexe correspondant est le #I-hypercomplexe XI

dont les objets sont les Xk tels que ki ✏ 0 pour tout i P Ic.

Définition A.2.3. Soient F 1
✌ , ..., F

n
✌ des filtrations croissantes indexées par Z d’un objet A, on

dit que ces filtrations sont compatibles si, pour tout ℓ P Zn, les sous-objets F 1
ℓ1
, ..., Fnℓn de A sont

compatibles.

Remarque A.2.4. – D’après la remarque précédente, toute sous-famille d’une famille de filtra-
tions compatibles est compatible.

– On peut montrer que si F 1
✌ , ..., F

n
✌ sont compatibles, alors pour tout ℓ P Z, les filtrations

induites par F 1
✌ , ..., F

n✁1
✌ sur grFn

ℓ sont compatibles.
– Si F 1

✌ , ..., F
n
✌ sont compatibles, alors les filtrations induites sur F 1

ℓ1
❳ ...❳Fnℓn sont compatibles.

La proposition suivante correspond à [Sai88, corollaire 1.2.13].

Proposition A.2.5. Soit F 1
✌ , ..., F

n
✌ des filtrations compatibles d’un objet A. L’objet obtenu en appli-

quant successivement les gradués gr
Fσ♣jq

ℓσ♣jq
par rapport aux filtrations Fσ♣jq induites sur gr

Fσ♣j✁1q

ℓσ♣j✁1q
...gr

Fσ♣1q

ℓσ♣1q
A

pour 1 ↕ j ↕ n, ne dépend pas de la permutation σ de t1, ..., n✉ et est égal à

F 1
ℓ1
A❳ ...❳ FnℓnA➦

j F
1
ℓ1
A❳ ...❳ F 1

ℓj✁1A❳ ...❳ FnℓnA
.
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A.2.2 Construction de Rees

Définition A.2.6. Soit ♣A,F 1
✌A, ..., F

n
✌ Aq un objet filtré tel que les filtrations F i✌A soient indexées

par S � Z où S ⑨ r0, 1r est un ensemble fini contenant 0. Soit ϕ : Z Ñ S � Z l’unique bijection
préservant l’ordre et satisfaisant à ϕ♣0q ✏ 0. On définit le Cry1, ..., yps-module gradué de Rees A
associé à cet objet comme étant le sous Crx1, ..., xps-module de A❜ Crx1, x

✁1
1 ..., xp, x

✁1
p s suivant :

A :✏
à
kPZn

Fϕ♣kqA ☎ xki1 ...x
kn
p

où Fϕ♣kqA :✏ Fϕ♣k1qA❳ ...❳ Fϕ♣knqA.

Proposition A.2.7. Un Crx1, ..., xns-module gradué A est le module de Rees d’un objet muni de n
filtrations compatibles si et seulement si c’est un Crx1, ..., xns-module plat.

Lemme A.2.8. Un Crx1, ..., xns-module A est plat si et seulement si toute permutation de x1, ..., xn
est une suite A -régulière.

A.2.3 Suites régulières et complexes de Koszul

Soit R un anneau commutatif et A un R-module. Soit x1, ..., xp P R, on note K♣x1, ..., xp;A q
le complexe de Koszul de A associé aux éléments x1, ..., xp et situé entre les degré ✁p et 0.

Proposition A.2.9. La suite x1, ..., xp de R est A -régulière si et seulement si pour tout 1 ↕ k ↕ p,
le complexe de Koszul K♣x1, x2, ..., xk;A q est une résolution à gauche de A ④♣x1, x2, ..., xkqA .

Démonstration. Supposons x1, ..., xp A -régulière, alors pour tout 1 ↕ k ↕ p, la suite x1, ..., xk est
A -régulière. Le fait que le complexe de Koszul K♣x1, x2, ..., xk;A q soit une résolution à gauche de
A ④♣x1, x2, ..., xkqA est alors un résultat classique. Réciproquement, on observe que l’annulation de
H✁1♣K♣x1, x2, ..., xk;A qq pour 1 ↕ k ↕ p implique que le morphisme de multiplication par xk

A ④♣x1, x2, ..., xk✁1qA
xkÝÑ A ④♣x1, x2, ..., xk✁1qA

soit injectif. Ce résultat pour tout 1 ↕ k ↕ p signifie que la suite x1, ..., xp est A -régulière.

Corollaire A.2.10. Les deux énoncés suivants sont équivalents :

1. Toute permutation de x1, ..., xp est A -régulière.

2. Toute sous-suite de x1, ..., xp est A -régulière.

Démonstration. Le complexe de Koszul associé à une suite d’éléments ne dépend pas de la manière
dont ils sont ordonnés. On déduit alors de la proposition précédente que les énoncés 1. et 2. sont
équivalents à l’énoncé suivant : Pour tout sous-ensemble J ⑨ t1, ..., p✉, le complexe de Koszul
K♣txj✉jPJ ;A q est une résolution à gauche de A ④J A où J est l’idéal engendré par les xj pour
j P J .
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