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Résumé

Nous reportons dans ce travail le comportement mécanique, solide et liquide, de maté-
riaux granulaires liés par un liquide non saturant, qui intervient par sa viscosité et par des
e�ets capillaires. De tels matériaux, intermédiaires entre les assemblages granulaires secs et
les suspensions très concentrées, sont étudiés expérimentalement et par simulations discrètes
depuis la microstructure jusqu'au comportement macroscopique. Ainsi, on adopte une dé-
marche multi-échelle, dont l'objectif est d'établir les fondements de la compréhension des
phénomènes capillaires, qui interviennent dans la formulation de lois de comportement, et
d'y intégrer une caractérisation de la microstructure de ces matériaux. Nous nous intéressons
notamment au modèle d'interactions capillaire par ponts simples (régime pendulaire), dans
un cadre où l'on fait varier l'inertie, le degré de con�nement, le frottement intergranulaire du
matériau ainsi que la quantité de liquide introduite. Pour répondre à cet objectif, ce travail
de thèse s'articule autour de trois volets.

Un travail de rhéologie expérimentale macroscopique sur matériau modèle (billes de po-
lystyrènes monodisperses, mouillées avec une huile de silicone newtonienne) nous permet de
délimiter des régimes d'écoulement et de caractériser l'in�uence de l'e�et cohésif. Le dispo-
sitif expérimental adopté nous permet de cisailler les échantillons sur des temps très longs et
d'atteindre des régimes d'écoulement stationnaires. Ainsi, à l'instar des matériaux secs, on
retrouve des régimes quasistatiques puis inertiels à mesure que la vitesse d'écoulement aug-
mente. On met aussi en avant une très forte in�uence de l'e�et cohésif qui tend à augmenter
drastiquement la résistance au cisaillement et à diminuer la compacité de nos échantillons.

Des expériences de microtomographie à rayons X permettent d'étudier la microstruc-
ture à l'état statique. On remarque notamment une bonne homogénéité des échantillons,
qu'ils soient faiblement ou fortement saturés. On détecte aussi un nombre non-négligeable
de morphologies capillaires complexes, ce qui, par comparaison aux résultats de rhéologie
macroscopique, ne semble pas in�uencer les propriétés d'écoulement. Ce résultat est particu-
lièrement intéressant puisqu'il montre la capacité du modèle d'interactions par pont simple
à décrire le comportement de systèmes à priori hors de sa portée descriptive.

Des simulations numériques discrètes nous permettent d'élargir la gamme de paramètres
étudiée expérimentalement, notamment avec des caractéristiques du matériau comme la
friction de Coulomb. L'étude micromécanique, permise par les simulations, autorise aussi
l'analyse des questions d'anisotropie, de coordination et de contraintes capillaires. On met
en avant l'importance des interactions capillaires à distance lors de l'utilisation d'un modèle
de contraintes e�ectives. Les limites de ce modèle, usuellement adapté à la description du
comportement en régime quasi-statique, sont aussi testées et discutées dans le régime inertiel.

La bonne concordance entre résultats expérimentaux et numériques permet de valider le
modèle numérique qui, en retour, aura donc fourni une analyse viable des e�ets microstruc-
turels pour la compréhension du comportement et la transition de l'échelle microscopique à
l'échelle macroscopique.
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Abstract

With this doctoral research, we report on the solid and liquid-like mechanical behaviors
of wet granular materials, which exhibit viscous and capillary e�ects. Such systems, standing
between dry and immersed granular materials, are studied both in experiments and discrete
numerical simulations, from the microstructural aspects to the mechanical behavior. We
therefore adopt a multiscale approach whose purposes are to understand the origins and roles
of capillary e�ects in constitutive laws and to include a microstructural description within
these laws. We are interested in the simple bridge model for the illustration of capillary
e�ects in the case of quasistatic and inertial �ows, where the con�ning forces, the Coulomb
friction and the liquid quantity can vary. To answer such questions, this thesis is articulated
around the 3 topics.

A study based on macroscopic rheological experiments with a simple model material (mo-
nodisperse polystyrene beads, wetted with a Newtonian silicon oil) allows us to distinguish
the �ow regimes and to characterize the in�uence of cohesive e�ects. The experimental fra-
mework allows for long time shearing experiments, where the materials can reach their steady
state behavior. Alike dry systems, wet granular materials still exhibit a quasistatic and an
inertial regime with increasing �ow velocity. We show the noticeable in�uence of capillary
e�ects which strongly increases the shear resistance and reduces the materials density.

X-ray microtomographic experiments enable the microstructural study of static samples.
We witness a good homogeneity of our samples whether slightly or strongly saturated. A
non-negligible number of very complex capillary bonds were detected, which stresses, when
compared with macroscopic rheological results, their lack of in�uence on the �ow properties.
This result is very noticeable as it demonstrates the ability of the simple bridge model to
illustrate the behavior of materials which would not be included a priori within its reach.

Discrete numerical simulations allow to strongly improve the range of the parameters of
the study, especially in the case of material characteristics such as Coulomb friction. The
micromechanical study emerging from simulations, allows us to analyze anisotropy, coor-
dination and capillary stresses questions. We underline the great importance of long-range
capillary interactions when using an e�ective stress model. The limits of such model, usually
adopted to describe the behavior in the quasistatic regime, are also tested and debated in
the inertial regime.

The good agreement between numerical and experimental results validates the numerical
approach which, in return, o�ered a reliable analysis of microstructural e�ects for the un-
derstanding of the mechanical behavior and for the transition from the microscopic to the
macroscopic scale.
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Introduction

Les matériaux granulaires sont des assemblages de particules qui interagissent exclusive-
ment aux points de contacts. On y retrouve les sables, les graines, les poudres ainsi que les
graviers. Ils sont omniprésents dans la nature et dans le monde industriel, agricole, pharma-
ceutique et minier. Leur prééminence dans le domaine géotechnique leur a d'ailleurs valu,
jusqu'à aujourd'hui, des études très fournies tant en sciences des sols qu'en physique de la
matière molle. De très nombreuses expériences ont donc été menées tant avec des systèmes
à surface libre tels la géométrie de Couette [9], les plans inclinés [118, 120], les tambours
tournants [52], les silos [12] ou encore la pluviation [56] qu'avec des systèmes con�nés comme
la boîte de cisaillement [69, 75, 105, 97], l'essai triaxial [108] ou la géométrie annulaire
[119, 30]. En parallèle, on dénombre de plus en plus de simulations numériques avec des
modèles discrets [26, 119, 109] et des éléments �nis [25, 70, 53]. Toutes les études ont pu
montrer que le comportement d'un matériau granulaire est en très grande partie tributaire
de sa géométrie interne, dépendante elle même des caractéristiques des particules (élon-
gation, taille, angularité,...) ainsi que des conditions de chargement (contraintes normales,
tangentielles, humidité, ...). La transition d'échelle entre caractéristiques microscopiques et
propriétés macroscopiques est pourtant très complexe pour ces matériaux. Depuis les années
2000, on constate tout de même une remarquable progression dans la compréhension de ces
matériaux. Notamment grâce aux analyses numériques à la fois microscopiques et macrosco-
piques rendues possibles sur des échantillons de grandes tailles. Les simulations numériques
permettent notamment l'investigation des mécanismes d'agglomération et de structuration,
des hétérogénéités et anisotropies, ainsi que des di�érents modes d'interaction. Au milieux
des années 2000, la collection de l'ensemble des données a donc permis de mettre en avant
la rhéologie µ(I) qui décrit l'évolution du frottement macroscopique µ∗ et de la compacité
ΦS avec la variable d'état adimensionnée I, appelée nombre d'inertie [82]. L'implémentation
des lois µ(I) et ΦS(I) dans des modèles numériques par éléments �nis permet de reproduire
assez �dèlement les écoulements de silo [37] et de plan inclinés [114]. Les écoulements hé-
térogènes ont aussi soulevé des questions d'e�ets non-locaux, notamment avec la géométrie
dite "split-bottom" [44] et avec les plans inclinés à bords rugueux [37]. L'une des caracté-
ristiques les plus marquantes des matériaux granulaires est la dualité liquide-solide de leur
comportement avec d'une part une capacité à s'écouler comme un �uide non-newtonien sous
l'e�et d'un cisaillement rapide (I élevé) et d'autre part à soutenir des e�orts intenses sans
s'écouler comme un solide lorsque les contraintes demeurent sous un certain seuil. Jusque
dans les années 2010, la plupart des études sur les écoulements de matériaux granulaires sont
concentrées sur la matériaux secs ou sur le comportement solide des matériaux non-saturés.
Ces derniers font intervenir des interactions d'origine attractives qui tendent à faire bondir
la résistance au cisaillement et à diminuer la compacité des matériaux, dans la mesure où la
quantité de liquide ajoutée reste faible. Le croisement des techniques de cisaillement numé-
rique des matériaux secs et des modèles d'interactions dans les matériaux cohésifs permet
de décrire bien plus en détails les propriétés des matériaux granulaires non-saturés plus ou
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moins complexes, en 2D ou en 3D. L'exemple le plus simple et pourtant le plus parlant
de matériau granulaire humide est le château de sable, sa grande résistance provient d'une
légère quantité de �uide ajoutée à un sable sec, avec plus de liquide on observe parfois des
coulures et c'est sous l'e�et du séchage ou sous l'e�et d'une immersion à marée haute que
le château �nira par s'écrouler en perdant, avec une saturation extrême en eau ou en air,
ses propriétés mécaniques. Avec cet exemple on soulève pour de bon la question de la quan-
tité de �uide introduite et de son e�et, les matériaux granulaires traversent e�ectivement
plusieurs régimes de saturation en liquide avec des cas extrêmes secs et immergés de satu-
rations où les interactions attractives sont absentes et des cas intermédiaires où le liquide
va se loger successivement dans la rugosité des grains, aux points de contacts, puis dans les
pores. C'est notamment la perte de résistance mécanique avec la saturation qui est mise en
cause dans la plupart des glissements de terrains. Dans le cas simple du régime pendulaire
où les interactions entre particules sont exclusivement des interactions de paires, la plupart
des études expérimentales et numériques reposent sur des modèles d'interaction par ponts
entre particules sphériques [97, 105, 106, 59]. La mesure des forces qui s'exercent dans les
ponts simples a elle-même été largement étudiée expérimentalement avec des dispositifs par
pesée sur billes monodisperses [79, 98] et polydisperses [134].

Dans cette thèse nous adoptons une démarche qui se veut à la fois numérique et expéri-
mentale, nous confrontons les résultats des deux approches, dans les deux cas nous utilisons
un matériau modèle composé de billes de polystyrène monodisperses légèrement mouillées
avec une huile de silicone newtonienne et la teneur en liquide ΦL/ΦS est connue et modi�able.
Nous nous intéressons particulièrement aux propriétés d'écoulement stationnaire de maté-
riaux granulaires non saturés en régime pendulaire. A l'instar de la rhéologie bien connue
des matériaux secs, nous caractérisons l'inertie de nos systèmes avec le nombre d'inertie I
et nous cherchons les propriétés d'écoulement macroscopiques, à savoir le coe�cient de frot-
tement macroscopique µ∗ et la compacité ΦS. L'e�et capillaire, quant à lui, est caractérisé
via la pression réduite P ∗ qui compare forces de con�nement et forces cohésives. Les lois
de frottement et de dilatance que nous cherchons s'écrivent donc sous la forme µ∗(I, P ∗)
et ΦS(I, P ∗). Le chapitre 1 décrit le contexte bibliographique dans lequel cette étude s'ins-
crit, on y présente notamment les mécanismes de transmission de contraintes ainsi que la
rhéologie µ(I). Dans le chapitre 2, nous présentons une méthode de simulation déjà mise en
place dans des travaux précédents [59] ainsi que les résultats correspondants, on s'attache
notamment à évaluer la pertinence du modèle de contraintes e�ectives qui permet de prédire
le frottement macroscopique des matériaux non-saturés. Avec le chapitre 3, nous décrivons
et exploitons notre dispositif de cisaillement expérimental qui s'inspire très largement des
cellules de rhéologie annulaires proposées par le passé pour des systèmes granulaires un peu
di�érents [15, 62, 30], avec ce montage le contrôle du cisaillement et du con�nement assure
une maîtrise �ne de I et P ∗, nous présentons des données rhéologiques expérimentales assez
nouvelles que nous confrontons aux données numériques. Une cellule de cisaillement dédiée
à la microtomographie nous permet aussi d'imager en 3D la structure de nos matériaux de
sorte à analyser la répartition du liquide et les morphologies des liaisons capillaires dans nos
échantillons. En�n, en conclusion nous revenons brièvement sur l'apport de ce travail ainsi
que sur les perspectives qu'il ouvre.
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Chapitre 1

Rhéophysique des matériaux granulaires

1.1 Cisaillement simple et viscosité

̀

n3.̀ 3 = 0

x2

x1

x3

H

Figure 1.1 � Cisaillement simple : σ22 et γ̇ sont contrôlés, on mesure H et σ12

Sous l'e�et d'un écoulement à vitesse U(x2) et à contrainte normale σ22 imposées, comme
illustré par la �gure 1.1, on observe des champs de contraintes σ et de déformation ε. Le
taux de déformation γ̇ est dé�ni par :

γ̇ =
∂U

∂x2

(1.1)

La viscosité η d'un �uide est dé�nie comme le rapport de la contrainte tangentielle au
taux de cisaillement, dans le cadre du cisaillement simple décrit précédemment on écrit donc :

η =
σ12

γ̇
(1.2)

Les �uides non-newtoniens ont la particularité de présenter des viscosité tributaires des
conditions de chargement. Classiquement on écrira η = η(γ̇), et pour les matériaux dilatants
de compacité Φ soumis à un con�nement σ22 on aura même η = η(γ̇, σ22) et Φ(γ̇, σ22).
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1.2 Introduction aux matériaux granulaires

1.2.1 Les matériaux granulaires : dé�nition et enjeux

Un matériau granulaire est une matière divisée en particules solides qui interagissent
principalement aux points de contacts. Pour de tels matériaux ce sont l'exclusion stérique et
le frottement des grains qui gouvernent le comportement à l'échelle macroscopique.

Pour un oeil averti, ces matériaux sont omniprésents aussi bien dans un milieu naturel
(sable, terre, avalanche, glissement de terrain, ...) qu'industriel (granulation, silos, bétons,
tamisage). Autant de matériaux aux propriétés mécaniques étonnantes, telles que la dilatance
de Reynolds introduite au XIXeme siècle [103], qui les classent dans la catégories des �uides
non-newtonniens. La maîtrise des écoulements de ces matériaux répond donc à de forts
enjeux sociaux, économiques et environnementaux.

Pourtant, les fortes avancées dans le domaine des granulaires datent au mieux des années
2000. Ce qui nous laisse aujourd'hui bien loin d'une maîtrise parfaite de ces matériaux.
Avec un comportement fortement tributaire des notions de frottement, de polydispersité, de
rugosité, de cohésion, de localisation, d'hétérogénéisation, et d'anisotropie. Ce sont autant
de données à maîtriser pour parvenir à une compréhension �ne de comment ces matériaux
s'écoulent.

1.2.2 Dualité des matériaux granulaires

Domaine solide : Contrainte seuil

Les matériaux granulaires font partie de la famille des matériaux à seuil, parmis lesquels
se retrouvent gels, mousses, dentifrice, yaourts, boues de forage, etc [23]. Tous ces maté-
riaux présentent la particularité de pouvoir se comporter comme liquide ou solide selon les
conditions de chargement qui leurs sont imposées. La �gure 1.2 illustre parfaitement cette
dualité avec la séparation d'un matériau granulaire en 2 phases, la première, en haut, roulant
et glissant sur la seconde, en bas, qui lui o�re une pente sur laquelle s'écouler. Notons que
les matériaux granulaires présentent des comportements similaires selon qu'ils sont secs ou
immergés. La �gure 1.4 expose à nouveau très bien cette dualité lors d'une pluviation, le
matériau présentant en e�et des zones en écoulement et des zones statiques solides dans les
deux cas. Des expériences sur matériaux secs et immergés auront e�ectivement montré des
comportements statiques similaires avec des dispositifs variés [19, 15]

Figure 1.2 � Illustration des domaines liquide et solide.

En rhéologie, la transition entre domaines solide et liquide est dé�nie par la simple notion
de seuil de contrainte τy. Pour une contrainte σ12 de cisaillement inférieur à τy, le matériau
se comporte comme un solide visco-élastique, dans le cas contraire le matériau s'écoule
comme un liquide visqueux. Les matériaux granulaires représentent un cas particulier, dans
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le sens où c'est l'existence d'une contrainte normale σ22 qui leur permet de soutenir une
contrainte tangentielle σ12 non nulle. C'est la loi de Coulomb qui décrit le plus simplement
ce comportement avec :

σ12 ≤ σ22 tanψ, (1.3)

où ψ est appelé angle de frottement. Sur un plan incliné d'angle θ, comme illustré par
la �gure 1.3, lorsque la gravité est à l'origine des contraintes, une épaisseur de matériau
d'épaisseur δz génère une pression hydrostatique ρgdeltaz. Pour un matériau au repos les
conditions d'équilibre imposent donc pour les contraintes tangentielles et normales :

̀

̀gz

1̀2 = ̀gzsiǹ

̀ 2
2
 =

 ̀
g
zc

o
s̀

Figure 1.3 � Représentation schématique du plan incliné : la gravité comme moteur des
forces

σ22 = ρgzcos(θ) (1.4)

σ12 = ρgzsin(θ), (1.5)

soit

σ12 = σ22 tan θ (1.6)

L'écoulement du matériau ne survient que lorsque θ est supérieur à l'angle ψ de la loi
de Mohr-Coulomb [89]. De fait, cette loi capture très bien la forme cônique spontanément
adoptée par des matériaux granulaires pulvérulents (sans cohésion) sous pluviation, comme
le mettent en évidence les �gures 1.4-a) et 1.4-b). D'autres critères de rupture plus précis
comme le critère de Lade-Duncan peuvent être invoqués pour les matériaux pulvérulents
[63].

Si granulaires secs et immergés présentent un comportement similaire, il n'en est pas de
même pour les matériaux partiellement saturés. En e�et, l'adjonction d'une �uide mouillant
est connue pour introduire un certain degré de cohésion dans les matériaux granulaires. La
loi la plus simple pour décrire le comportement de ces nouveaux matériaux non-saturés est
toujours une loi de Mohr-Coulomb avec :

σ12 ≤ σ22 tanψ′+ C, (1.7)

où la quantité C, nommée cohésion, est une contrainte tangentielle minimale à appliquer
pour générer un écoulement dans un matériau non con�né. D'après cette nouvelle loi, les
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(a) (b)

Figure 1.4 � Illustration de la pluviation d'un granulaire a) en milieux sec et b) en milieux
immergé. Dans les deux cas un cône se forme.

matériaux granulaires cohésifs sous la seule contrainte gravitaire ne devraient plus nécessai-
rement présenter une forme conique, dès lors que le critère de rupture n'est plus simplement
proportionnel à σ22. Sont visibles sur la �gure 1.5-a) du sucre en poudre sec et -b) du sucre
glace légèrement humidi�é obtenus par pluviation, la perte de la forme conique dans le cas du
sucre glace est particulièrement notable. Avec l'utilisation de matériaux modèles, la cohésion
de Mohr-Coulomb a été largement étudiée ces dernières années, tant expérimentalement que
numériquement [97, 105, 59].

Figure 1.5 � Cône granulaire et adjonction de �uide : deux matériaux granulaire, à gauche
un sucre sec avec des particules de diamètre 1 mm, à droite un sucre humidi�é avec des
particules de diamètre 50 µm. Extrait de [68].

Domaine liquide : Notions d'état critique et stationnaire

A l'instar de certains �uides à seuil, dans le domaine liquide, les propriétés d'écoulement
des matériaux granulaires dépendent de l'histoire de leur chargement. Ainsi on constate que
η est une fonction non seulement de γ̇ mais aussi de l'amplitude de la déformation ! Cette
dépendance est une caractéristique récurrente parmis les matériaux microstructurés, dans le
cas des matériaux granulaires, elle se traduit notamment par une dilatance en début d'écou-
lement. Sous chargement (σ22, γ̇) �xé, au-delà d'une certaine déformation la microstructure
est �xée, le comportement ne dépend alors plus de l'histoire du chargement, ΦS et η de-
viennent constantes et le matériau entre dans un régime d'écoulement stationnaire. Dans la
limite des écoulement très lents, lorsque les e�ets inertiels sont négligeables, l'écoulement
stationnaire correspond à état critique communément décrit en géotechnique [143, 123].
En écoulement, si une description du comportement à travers σ et ε comme dé�nis en 1.1
peut donc sembler lacunaire, elle est néanmoins su�sante pour celui qui s'intéresse exclusi-
vement aux propriétés de l'état stationnaire. La �gure 1.6b met en évidence les deux régimes
d'écoulement transitoire et stationnaire pour une expérience avec boîte de cisaillement, dont
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un schéma de principe est proposé en Fig. 1.6a. Passé un certain seuil de déformation la
compacité et la contrainte tangentielle sont constantes.

(a)

(b)

Figure 1.6 � Dilatance des matériaux granulaires soumis à un test dans une boîte de ci-
saillement. a) A gauche le schéma de principe d'une boîte de cisaillement, extrait de [105],
b) à droite les courbes de contrainte et dilatation, extrait de [130].

Il est tout de même intéressant de s'attarder sur la �gure 1.6b qui met en avant deux
comportement caractéristiques en régime transitoire :

� Si H(γ →∞) < H(γ = 0) le matériau est initialement lâche ("sand - DR =0.22") :
τ et H sont respectivement croissant et décroissant de façonmonotone et atteignent
leurs valeurs d'équilibre pour une déformation su�sament grande avec γ de l'ordre
de 1

� Si H(γ →∞) > H(γ = 0) le matériau est initialement dense ("sand - DR =0.54") :
τ est initialement croissant, le matériau présente un pic de déviateur puis τ décroît
jusqu'à atteindre une valeur d'équilibre. H est très légèrement décroissant puis croît
assez vite vers une valeur d'équilibre. Comme dans le cas lâche, le régime stationnaire
est atteint lorsque γ est de l'ordre de 1

À l'instar des propriétés statiques, les propriétés d'écoulement des matériaux granulaires
sont aussi extrêmement sensibles à l'adjonction d'un �uide mouillant. Les problèmes à sur-
face libre en sont un très bon exemple, qu'il s'agisse de tambours tournants (Fig. 1.7a) ou
de silos (Fig. 1.7b), puisque les matériaux présentant une cohésion sont connus pour couler
par avalanches successives (ou en blocs) plutôt que continuement. Sur les deux �gures, le
matériau cohésif montre aussi des pentes extrêmement abruptes, avec des angles éventuelle-
ment supérieurs à 90�, indiquant même une capacité du matériau à soutenir localement des
e�orts de traction !

1.2.3 Localisation de la déformation

Bandes de cisaillement et glissement

Á l'instar de bien des �uides à seuil, l'existence de contraintes tangentielles hétérogènes
ou de zones de faiblesse est susceptible de générer des bandes de cisaillement, voire un
glissement. Idéalement, lors d'un cisaillement simple 2D où contrainte tangentielle et taux
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(a)

(b)

Figure 1.7 � Exemples d'écoulements à surface libre : a) Le tambour tournant, avec à gauhe
un matériau pulvérulent (sucre en poudre sec) et à droite un matériau cohésif (sucre glace
humidi�é), extrait de [68]. b) Le silo, avec à gauche un matériau pulvérulent et à droite un
matériau cohésif, extrait de [104].

de cisaillement γ̇ sont uniformes dans la hauteur, l'équation 1.1 prévoit une relation linéaire
entre la vitesse U dans la direction 1 et la coordonnée x2, avec :

U(x2) = γ̇x2 (1.8)

Dans les matériaux présentant une bande de cisaillement, contrainte et déformation se
concentrent dans ladite bande comme illustré par la �gure 1.8.

La �gure 1.9 présente le cas simple d'une bande de cisaillement d'épaisseur constante H ′.
Ce schéma modélise plutôt bien la bande de cisaillement présentée par la �gure 1.8, le taux
de déformation γ̇app apparemment appliqué au système est inférieur au taux de cisaillement
réel γ̇ et on a la relation :

γ̇app = γ̇

(
H ′

H

)
(1.9)

La relation 1.9 sous-tend donc que le taux de cisaillement apparent γ̇app sous-estime
d'autant plus le taux de cisaillement réel γ̇ que la hauteur d'échantillon H est importante. Ce
phénomène de localisation ne pose pas seulement le problème de la valeur de γ̇ mais soulève
aussi la question de volume élémentaire pour laquelle une �ne bande n'est potentiellement
pas représentative. À noter que, le cas du glissement n'est qu'une forme extrême de la bande
de cisaillement, où contrainte et déformation se concentre dans une bande d'épaisseur quasi-
nulle.

Hétérogénéité de la compacité
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Figure 1.8 � Illustration d'une bande de cisaillement observable numériquement, lors du
cisaillement plan d'un écoulement 2D, I = 10−5. Extrait de [4].

Figure 1.9 � Représentation schématique d'une bande de cisaillement

Microscopiquement, les particules composant un matériau granulaire peuvent s'arranger
pour mener à des densités locales erratiques. En 2D comme en 3D, l'e�et de paroi est un
exemple particulièrement connu de mode de perturbation de la densité locale ΦS,loc [65].
Dans le cas simple d'une bande d'épaisseur H − H ′ constante dont la compacité ΦS,loc est
perturbée par la présence d'une paroi, comme illustré par la �gure 1.10, la relation entre
compacité observée ΦS,app et compacité locale est donnée par :

ΦS,app = ΦS,loc −
H ′

H
(ΦS,loc − ΦS) (1.10)

Cette relation met en avant une dépendance plus ou moins forte de ΦS,app à H selon que
ΦS,loc et ΦS sont des grandeurs proches ou éloignées.

Mise en évidence macroscopique

Hétérogénéité locale, glissement et bande de cisaillement sont tous 3 susceptibles d'intro-
duire des défauts de mesure. Néanmoins, qu'il s'agisse d'une sur-estimation/sous-estimation
de ΦS ou d'une sous-estimation de γ̇, les modélisations simplistes évoquées ci-dessus mettent
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Figure 1.10 � Représentation schématique d'un e�et de paroi.

surtout en avant le fait que ces défauts sont décelables grâce à la comparaison d'échan-
tillon de hauteurs H di�érentes. Pour des essais exclusivement macroscopiques, où champs
de vitesse et compacités ne sont pas localement accessibles, à défaut de pouvoir corriger
les données, il reste possible de trier les mesures avec et sans localisation. Des simulations
numériques ont montré que les cisaillements non-homogènes ne permettent pas de retrouver
macroscopiquement la rhéologie µ(I) (rhéologie dé�nie en section 1.4) [60, 55].

1.2.4 E�ets d'un ajout de liquide

Structures et interactions

Qui a déjà construit des châteaux de sable a constaté que l'adjonction d'un liquide
mouillant dans un milieu granulaire en modi�e drastiquement les propriétés mécaniques,
et a peut-être même conscience que l'ampleur et la nature de ces modi�cations est fortement
tributaire de la quantité de liquide introduite. Quantitativement, des expériences montrent
e�ectivement que la résistance au cisaillement varie fortement sur de larges plages de teneur
en liquide [36] et globalement un comportement mixte entre viscosité, élasticité et plasticité
est évoqué [138, 85]. Microscopiquement, des expériences en microtomographie montrent que
la structure des matériaux se modi�e puis s'e�ondre à mesure qu'on les laisse s'imbiber avec
un �uide mouillant [17]. Pour comprendre les modi�cations des propriétés macroscopiques, il
est donc nécessaire de s'intéresser aux nouveaux modes d'interaction introduits par le liquide.
La �gure 1.11 illustre les structures granulaires issues de di�érents états de saturation.

Deux types d'états di�érents sont visibles, à savoir les états saturés et non saturés dont les
limites se traduisent par des quantités de liquides plus ou moins élevées [87, 61]. Les quantités
de liquides pertinentes dans notre cas seront brièvement discutées en section 1.3.2. Notons
tout de même que la littérature met en avant 3 états non-saturés : pendulaire, funiculaire et
capillaire [47, 87, 86].

Les états saturés

Les états saturés constituent les cas extrêmes d'adjonction de �uide. Ces états présentent
2 types d'interactions : l'exclusion stérique et l'hydrodynamique (négligeable avec l'air dans
le cas sec). Pour des matériaux statiques on peut légitimement attendre une absence d'e�et
hydrodynamique, il est donc tout à fait cohérent de retrouver des comportements statiques
similaires pour des matériaux en état saturé comme l'ont illustré les �gures 1.4a et 1.4b. Les
expériences rhéologiques ont d'ailleurs mis en évidence des propriétés statiques identiques
[15].

Les états non saturés
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quantité liquide

Aucune

Faible

Moyenne

Quasi-saturé

Saturé

Etats

Sec

Pendulaire

Funiculaire

Capillaire

Suspension

Schéma Interactions

Exclusions stériques

Exclusions stériques + Liaison capillaire 
                  (+ lubri cation)

Exclusions stériques + Liaison capillaire 
                  (+ lubri cation)

Exclusions stériques + Liaison capillaire 
    + Hydrodinamique (+ lubri cation) 

Exclusions stériques + Hydrodinamique 
                    + lubri cation

Figure 1.11 � Structures granulaires en présence de liquide. Extrait de [86].

Les états non saturés se caractérisent par la présence d'un �uide mouillant qui se loge
soit aux points de contacts entre les particules soit dans les pores. Le rayon de courbure
de l'interface liquide-gaz, conformément à la loi de Young-Laplace, induit localement une
di�érence de pression ∆P entre les deux �uides avec [64] :

∆P = PL − PG = Γ(
1

R1

+
1

R2

), (1.11)

où Γ est la tension super�cielle du liquide, PL sa pression et PG celle du gaz. Les courbures
R1 et R2 sont comptées positivement si les centres de courbure sont du côté du gaz, la
courbure moyenne R1R2/(R1 + R2) dé�nit donc si le liquide est en surpression (courbure
positive) ou en dépression (courbure négative). Sur la �gure 1.12 par exemple, R1 est positif
et R2 est négatif, le �uide sera en dépression si R1 > −R2.

Liquide Gaz

R1
R2

PL

PG

Figure 1.12 � Interface liquide/gaz : la courbure de l'interface génére localement une di�é-
rence de pression ∆P (Eq. 1.11) entre les deux milieux.

Dans le cas d'un �uide mouillant, dans un environnement non saturé, l'adhésion du liquide
aux particules génère des courbures négatives aux interfaces liquide-gaz mettant, d'après
l'équation de Young-Laplace (Eq. 1.11), le �uide en dépression vis-à-vis de la phase gazeuse.
Cette dépression crée une interaction de nature attractive entre les particules, interaction
que l'on quali�e de capillaire. Par opposition à des interactions exclusivement répulsives (et
notamment les interactions de contact), les interactions capillaires introduisent 3 nouvelles
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caractéristiques majeures dont nous discuterons les origines et in�uences plus tard dans ce
manuscrit :

� Une résistance locale à la traction,
� Une pression ressentie plus importante que la simple pression de con�nement,
� Une mobilisation plus importante du nombre de particules participant à la transmis-

sion de contrainte, stabilisant de ce fait les chaînes de force.
Si seule la première caractéristique permet d'expliquer la capacité, visuellement impres-

sionnante, des matériaux non-saturés à présenter des angles de repos locaux supérieurs à 90�,
ce sont bien la surpression locale et la démultiplication des interactions qui sont à l'origine
des di�érences de comportement majeures entre matériaux secs et non-saturés.

1.2.5 Morphologies capillaires et forces

Régime pendulaire : Cas du pont simple et interaction à deux corps

L'interaction capillaire à deux corps est bien connue [47]. Elle a fait l'objet à la fois
d'études expérimentales [79, 98] et d'implémentations numériques avec divers modèles [83,
42, 105, 124, 59]. Conformément à l'équation de Young-Laplace (Eq. 1.11), les e�orts générés
par les liaisons capillaires sont fortement tributaires de la morphologie des liaisons [64]. Pour
un pont simple, comme illustré par la �gure 1.13, la morphologie est adéquatement modélisée
par les schémas des �gures 1.14a et 1.14b [6], la force capillaire issue du di�érentiel de pression
peut être donnée en première approximation par [6, 79] :

Figure 1.13 � Pont capillaire. Extrait de [133]

F cap = F0 = πaΓ cos θ (1.12)

Pour aller plus loin dans la détermination des forces, pour inclure notamment les notions
de distance h et de volume V0 de liquide dans la liaison, il est classique de passer par une
approximation toroïdale. C'est-à-dire que le volume peut être dé�ni comme une surface de
révolution faisant intervenir deux rayons r1 et r2, illustrés par la �gure 1.14b, pour laquelle
on obtient :
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(a)

h

(b)

Figure 1.14 � Schéma du pont capillaire : a) caratéristiques géomètriques b) approximation
toroïdale

r1(zh) = r1

r2(zh) = r2(0) + r1

1−

√
1−

(
zh
r1

)2
 , (1.13)

où zh est la coordonnée azimuthale, comprise entre −h/2 et +h/2. Equations 1.11 et
1.13 indiquent que la di�érence de pression à l'interface dépend donc de zh. L'approximation
dite "Gorge method" consiste à estimer que la pression du liquide au niveau de la gorge
est constante (zh = 0), la force capillaire est alors la somme d'un terme de pression et d'un
terme de tension super�cielle avec [67, 98] :

F cap = πr2(0)2∆P + 2πr2(0)Γ

= πr2(0)Γ

[
1 +

r2

r1

]
(1.14)

Le calcul de r2 et r1 requiert de connaître h et V0 et est complexe, une approximation
moins précise, mais dont le calcul est plus simple, est donnée par la formule de Maugis [78] :

F cap = πaΓ(1− h√
h2 + 4V0

a

) (1.15)

La formule de Soulié se veut plus précise et permet d'introduire une polydispersité entre
les particules avec [135]

F cap = πΓ
√
R1R2(C + e

Aa+h
R2

+B
), (1.16)
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où R1 et R2 sont les rayons respectifs de la petite et de la grande particule et A, B et C
sont des fonctions du volume du pont capillaire.

Dans le cas d'un déplacement quasistatique, il est possible de montrer que pour des
distances h trop grandes, les forces capillaires ne peuvent plus stabiliser les ponts qui se
rompent, est alors dé�nie une distance de rupture drupt qui est tributaire du volume de
liquide V0 avec [45, 142] :

drupt = (1 +
θ

2
)(V 1/3 + 0, 1V 2/3) ≈ V 1/3 (1.17)

Les données expérimentales permettent de con�rmer ce critère théorique de rupture, pour
les matériaux présentant une forte a�nité (θ ≈ 0) il est raisonnablement approximé par le
premier terme en puissance 1/3 [45, 79, 98]. Ce critère introduit un comportement hystéré-
tique des ponts capillaires dont la formation se fait au contact (ou proche du contact) alors
que la rupture survient pour des distances bien plus grandes, de l'ordre de 10−1a (pour des
fractions en liquide ΦL de l'ordre de 0.1). La �gure 1.15 compare des résultats expérimen-
taux et numériques avec les approximations de Maugis et toroïdale. Si dans l'ensemble, les
équations 1.14 et 1.15 décrivent la force avec une très bonne précision, les données expéri-
mentales présentent un décrochage à proximité de la rupture qui n'est capturé par aucun des
deux modèles [98]. Numériquement, l'utilisation de l'équation 1.15 avec l'ajout d'un cut-o�
pour h > drupt su�t à obtenir une précision convaincante [135, 45]. Les études numériques
montrent que la forme de l'hystérésis de formation-rupture a une forte in�uence sur les pro-
priétés d'écoulement des matériaux granulaires [59, 128]. Cependant en termes de quantité
de liquide, Les limites restreintes de l'état pendulaire font que cette forme évoluent peu en
réalité.

Numerical

Experimental

Toroïdal
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V0

a/h

F
 /

 ̀
a
̀
c
o
s
̀

(a)

Numerical

Experimental

Toroïdal

Maugis

V0

a/h

F
 /

 ̀
a
̀
c
o
s
̀

(b)

Figure 1.15 � Force capillaire : données expérimentales, numériques et modèles. a) faible
volume de liquide b) fort volume de liquide. Extrait de [98]

Il faut �nalement noter, que l'expérience montre que la rupture d'un pont survient plus
tardivement, c'est-à-dire que la distance de rupture augmente, lors de rupture dynamiques
[98, 79].

Régime funiculaire : Cas des liaisons complexes
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Avec l'adjonction d'une quantité de �uide importante, les ponts capillaires sont suscep-
tibles de coalescer pour former des morphologies plus complexes. À ce stade, il existe toute
une zoologie de liaisons, dont la formation et la quantité est largement tributaire du volume
de liquide introduit (cf Fig. 1.16) [122]. Parmis ces dernières, la liaison la plus étudiée est
le trimère (cf Fig. 1.17a, 1.17b et 1.18). Cette morphologie implique trois particules liées
deux à deux par une interface liquide/gaz (cf Fig. 1.17a), les interactions engendrées sont
tributaires des distances entre les centres des particules. Il faut aussi noter que pour des écar-
tements trop importants, la morphologie est aussi susceptible de se transformer en dimère
(cf Fig. 1.17d), le dimère étant à distinguer du cas pendulaire par l'existence d'une interface
liquide/gaz qui lie toujours chaque couple de particules (cf Fig. 1.17c et 1.17e).

Figure 1.16 � Zoologie de morphologies observables au microtomographe. Extrait de [122]

La di�culté à modéliser le système trimère/dimère reste aujourd'hui un obstacle majeur
à la compréhension des interactions qu'il engendre. Cette di�culté est le résultat d'un double
problème :

� Similairement au cas du pont simple, l'existence d'une double morphologie trimère-
dimère implique la notion d'un comportement hystérétique avec des distances de
coalescence et de rupture di�érentes. Le domaine d'existence du dimère ne peut ce-
pendant pas être limité à une simple distance de rupture, dans le cas d'une séparation
par élongation comme illustré par la �gure 1.18, il faut s'attendre à voir apparaître
un pont capillaire simple. L'existence du système trimère-dimère dépend donc non de
une, ni de deux mais bien des trois distances intercentres.

� Contrairement au pont simple, la courbure de l'interface liquide/gaz ne décrit pas une
surface de révolution, cette dernière est notamment dépendante des 3 distances inter-
centres et ne peut être décrite convenablement aussi simplement qu'avec l'approxi-
mation toroïdale. La plupart des études de la courbure avec les distances demandent
donc une résolution de l'équilibre de l'interface via des logiciels de type "Surface Evol-
ver" [127, 141]. La di�culté à déterminer l'interface rend très complexe le calcul des
pressions de Laplace et donc des forces cohésives.

Dans le cadre d'une élongation simple comme illustrée par la �gure 1.18, il est possible
d'évaluer la force cohésive qui s'applique sur la bille du bas en fonction de l'angle de contact
θ et de la distance de séparation. L'expérience montre, conformément aux �gures 1.19 a)
et b), que la force décroît avec la distance et l'angle de contact [141, 127]. Son maximum
n'est d'ailleurs pas atteint au contact pour θ non nuls. Contrairement au cas pendulaire,
l'in�uence du volume de liquide est aussi notable. Au contact la force décroît avec le volume,
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 1.17 � Morphologies complexes : a) et b) photo et schéma d'un trimère. c) et d)
photo et schéma d'un dimère. e) et f) photo et schéma d'une liaison tripendulaire. Extrait
de [127].

puis passée une certaine distance de rupture d'environ 0, 3 rayon la force augmente avec le
volume [141]. En�n, il faut noter que la force mesurée dans cette expérience peut dépasser
la force du pont capillaire pour de faibles volumes de liquide et au contact (cf Fig 1.19 a)).
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Figure 1.18 � Elongation du trimère : expérience sur billes de ruby. Extrait de [141].

Figure 1.19 � Force cohésive dans un trimère : Mesure de la force cohésive pour un angle
de contact de a) 0�et b) 50�pour divers volumes de liquide. En ligne, des estimations via
un modèle de pont double non coalescents. Extrait de [141].

1.3 Comportement mécanique

1.3.1 Grandeurs physiques pertinentes : cas du cisaillement simple
avec con�nement

Dans le cadre du cisaillement simple d'un matériau granulaire non-saturé, schématisé par
la �gure 1.20, on est amené à se demander quelles sont les grandeurs pertinentes qui vont
gouverner l'écoulement. Pour décrire le système le plus simple possible, ces grandeurs sont :

� Pour les grains
� le diamètre a,
� la densité ρs,
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Figure 1.20 � Cisaillement d'un granulaire : le matériau est composé de grains (bleus) et
d'un liquide (violet) qui remplit des interstice ou se loge aux points de contacts.

� le module d'Young Ẽ,
� le coe�cient de Poisson ν,
� une rugosité hr,
� un coe�cient de frottement intergranulaire µ,
� un coe�cient de restitution χ,
� le volume total VS.

� Pour le �uide mouillant
� la viscosité ηf ,
� la densité ρf ,
� la tension de surface Γ,
� un angle de contact θ,
� le volume total VL.

� Pour le système
� le con�nement σ22,
� le cisaillement γ̇,
� la température T ,
� la hauteur H.

1.3.2 Paramètres de contrôle adimensionnés

Dans les systèmes étudiés, la taille des grains de l'ordre du mm proscrit toute di�usion
(nombre de Peclet Pe ∼ 10−10). Dans des conditions ambiantes usuelles, avec des varia-
tions de température de l'ordre de 5� les évolutions des propriétés physico-chimiques sont
négligeables (densité, tension super�cielle, viscosité, ...). En plus des coe�cients µ et χ déjà
adimensionnés, les nombres sans dimension susceptibles d'avoir une in�uence sont au nombre
de 3 ou 4. Pour chacun, il est nécessaire de contextualiser sa construction via une expression
des forces ou des échelles de temps en jeu.

Raideur des contacts
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La raideur κ des contacts compare la pression ressentie à l'échelle du grain à son mo-
dule d'Young. Son inverse caractérise la déformation typique des grains sous l'e�et d'une
contrainte normale macroscopique σ22 [112, 99]. Pour des sphères de diamètre a, le modèle
de Hertz-Mindlin (détaillé en section 2.3.2) décrit convenablement la dé�exion h du contact
et amène :

κ =

(
Ẽ

σ22

)2/3

(1.18)

h

a
∼ κ−1 (1.19)

On constate une absence d'e�et de la raideur des contacts dans la limite des grains
indéformables, lorsque κ ≥ 103. Classiquement, en simulation on trouve κ > 104.

Pression réduite

La pression réduite P ∗ compare les ordres de grandeur de la force nominale du con�ne-
ment sur les grain et de la force cohésive F0 générée par les liaisons capillaires [54, 39, 111,
59] (cf section 1.2.5). Dans le cas de ponts simples [57, 99], la pression réduite est dé�nie
par :

P ∗ =
σ22a

2

F0

(1.20)

L'in�uence des forces cohésives doit donc d'autant plus se faire ressentir que P ∗ est
faible. La pression réduite P ∗ est notamment connue pour avoir une forte in�uence sur l'état
structurel des matériaux [106, 59], dans certaines publication on retrouve plutôt l'usage
d'un nombre de cohésion ηc = 1/P ∗ [11, 107]. Les matériaux cohésifs sont connus pour
générer facilement une localisation du cisaillement qu'il s'agisse d'émulsions adhésives [32],
de matériaux granulaires cimentés [29] ou de matériaux granulaires non-saturés [126, 59]. Les
forts risques d'hétérogénéisation des matériaux et l'apparition de bande de cisaillement sont
notamment pointés du doigt dans la littérature [32, 93]. Il est donc nécessaire de s'assurer
qu'aucun phénomène de localisation ne survienne, à plus forte raison pour des e�ets cohésifs
prédominants (P ∗ < 1).

Nombre d'inertie

Le nombre d'inertie I compare des temps caractéristiques de structuration τr =
√
m/aσ22

et de cisaillement τs = 1/γ̇ avec :

I = γ̇a

√
ρ

σ22

(1.21)

Le nombre I correspond donc à un taux de cisaillement adimensionné (racine carrée du
nombre de Savage [119]) qui permet de séparer des régimes d'écoulement [24, 82, 46, 41, 30,
52, 43, 35, 136]. Dans le cadre des matériaux secs, on observe les 3 types de comportements
solide, liquide et gazeux pour des valeurs de I croissantes [49, 82], chaque régime se caracté-
risant par une structure et/ou un type d'interaction di�érent (exclusion stérique ou chocs)
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[30] dont nous discutons en section 1.6.1. En l'absence d'e�ets inertiels, lorsque I << 1,
on observe un régime quasistatique où le comportement du matériau est indépendant de I,
au-delà la destructuration du matériau entraîne une évolution de ses propriétés, on parle
alors de régime inertiel. En général la transition entre les deux régimes peut se situer aux
alentours de I = 10−2. Le nombre inertiel fait l'objet d'une utilisation très extensive en
rhéologie des matériaux granulaires depuis le milieu des années 2000, tant pour les études
expérimentales [52, 106, 6, 15, 30, 11] que numériques [24, 43, 106, 95, 6, 8, 59].

La teneur en liquide

La teneur en liquide est dé�nie ici avec :

ΦL

ΦS

=
VL
VS

(1.22)

Cette teneur ne doit pas être inversée avec celle fréquemment invoquée dans la littérature,
qui compare le rapport des masses liquide et solide. Contrairement à la saturation Sw ou à
la teneur volumique en liquide ΦL, la teneur en liquide est indépendante des conditions de
chargement. Un matériau est donc complètement dé�ni sur la base de sa teneur en liquide
et de la viscosité dudit liquide. On a une importante relation :

ΦL

ΦS

= Sw
1− ΦS

ΦS

(1.23)

Si les bornes de l'état pendulaire peuvent être dé�nies par [47, 87, 45, 57] :

10−3 ≤ Sw ≤ 1.5× 10−1 (1.24)

En supposant que ΦS est raisonnablement compris entre 0, 59 et 0, 64 ces bornes se
traduisent à nouveau avec :

7× 10−4 ≤ ΦL

ΦS

≤ 8.5× 10−2 (1.25)

Connaître la quantité de liquide est primordial pour déterminer la manière dont le �uide
in�uence les propriétés mécaniques des matériaux granulaires. Si en état pendulaire ce sont
les ponts capillaires qui déterminent le comportement, en dehors de cet état, il faut s'attendre
à ce que ce soit l'écoulement du �uide dans les pores qui ait une in�uence prépondérante
[137]. Il faut aussi noter qu'en état pendulaire, faire croître ΦL/ΦS augmente sensiblement
la contrainte de cisaillement [105, 33, 59].

Le nombre visqueux

Dans le cas de matériaux granulaires immergés et con�nés, di�érent du cas des suspen-
sions denses gouvernées par une loi de comportement de type Krieger-Dougherty, le nombre
visqueux Vi permet de caractériser e�cacement le comportement macroscopique sous écou-
lement [15, 14]. Ce nombre compare la contrainte de cisaillement ηf γ̇ du �uide immergeant
au con�nement σ22 avec :
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Vi =
ηf γ̇

σ22

(1.26)

Dans le cadre des matériaux non saturés cependant, dans la mesure où le �uide mouillant
ne constitue plus une phase suspendante pour le système, ce nombre semble inapproprié
pour décrire le comportement, la contrainte macroscopique visqueuse ηf γ̇ n'ayant plus de
source physique. Si la viscosité du liquide interstitiel a une in�uence sur le comportement
macroscopique du système, il semble donc plus cohérent d'aller chercher les origines de cette
in�uence dans des e�ets microscopiques (abordés en section 1.6.3).

1.3.3 Grandeurs physiques mesurées

Dans le cas d'un cisaillement simple comme dé�ni par la �gure 1.20, l'aspect dilatant
des matériaux et la présence d'un seuil (divergence de la viscosité macroscopique η - à
ne pas confondre avec celle du liquide ηf ) nous invite à caractériser le comportement des
matériaux granulaires en écoulement via les deux paramètres adimensionnés ΦS et µ∗, appelés
respectivement compacité et coe�cient de frottement macroscopique, dé�nis par :

ΦS =
VS
Ω
, (1.27)

µ∗ =
〈σ12〉t
σ22

, (1.28)

où Ω est le volume de la cellule, tributaire uniquement de la hauteur H de matériau
cisaillé et 〈σ12〉t est une moyenne temporelle de σ12. Dès lors que κ est su�samment grand,
l'étude des matériaux granulaires sous format de sphères monodisperses se résume donc à
l'étude de l'in�uence des 3 paramètres du matériau µ, χ et ΦL/ΦS et des 3 paramètres de
chargement P ∗, I et Vi, avec des lois de comportement sous la forme :

ΦS = ΦS(P ∗, I, χ, µ, Vi,ΦL/ΦS) (1.29)

µ∗ = µ∗(P ∗, I, χ, µ, Vi,ΦL/ΦS) (1.30)

1.4 Ecoulement de matériaux granulaires : la rhéologie

µ∗(I)

Régimes d'écoulement

La caractérisation du comportement via le nombre I est désormais très classique en
rhéologie des matériaux granulaires. Elle présente l'avantage de séparer adéquatement les
domaines d'écoulement, notamment :

� En domaine quasistatique I → 0 : les propriétés d'écoulement macroscopiques µ∗ et
ΦS ne dépendent pas de I.

� Et en régime d'écoulement inertiel I < 0, 1 : le temps de structuration du matériau
n'est plus négligeable, µ∗ et ΦS dépendent fortement de I.
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Lois de comportement : matériaux secs

Pour des matériaux secs présentant de faible dé�exions κ ≥ 104, à frottement intergranu-
laire µ �xé, les lois de frottement et de dilatance sont des fonctions de I seul conformément
aux équations 1.65 et 1.64 :

{
µ∗ = µ∗(I)
ΦS = ΦS(I)

(1.31)

Selon la plage d'inertie I étudiée les résultats ont pu suggérer plusieurs formes pour les
dépendances de µ∗ et ΦS à I. Ainsi, les gammes de I restreintes (en dessous de 2 décades)
sont bien décrites par des dépendances linéaires :

{
µ∗(I) = µ∗0 + (µ∗1 − µ∗0)I
ΦS(I) = ΦS,0 + (ΦS,1 − ΦS,0)I

(1.32)

Les gammes de I plus larges sont, quant à elles, mieux décrites par des dépendances en
loi puissance, dites de Hatano, avec :

{
µ∗(I) = µ∗0 + αIn1

ΦS(I)−1 = Φ−1
S,0 + βIn2

(1.33)

De telles lois (1.32 et 1.33) sont inadaptées dans la limite I → ∞, si c'est une évidence
dans le cas de la compacité pour laquelle seraient, à terme, observées des valeurs négatives,
la question peut néanmoins se poser dans le cadre du frottement. L'étude expérimentale sur
plan incliné suggère une convergence de µ∗ plutôt qu'une divergence lorsque I → ∞. Pour
balayer les régimes solide, liquide et gazeux, l'ajustement des données jugé adéquat est donné
par une loi de Jop [52] :

µ∗(I) = µ∗s +
µ∗∞ − µ∗s
1 + I0

I

(1.34)

L'utilisation des ajustements décrits par les équations 1.33 et 1.34 requiert de balayer des
plages de I relativement grandes (2 à 3 décades minimum), mais la reproduction des données
est extrêmement �dèle comme peut en attester la �gure 1.21

Lois de comportement : matériaux non-saturés

Matériaux cohésifs et matériaux pulvérulents présentent des comportements qualitative-
ment similaires. Qu'il s'agisse de systèmes numériques 2D ([11]), 3D ([59] ou expérimentaux
[97, 105]), les études récentes montrent que les matériaux granulaires non saturés conservent
un seuil d'écoulement et leur écoulement visco-plastique expose toujours, au moins, les deux
premiers régimes d'écoulement à savoir le régime quasistatique et le régime inertiel. Ces ob-
servations qualitatives sont toutes décelables sur des courbes d'écoulement obtenues sur des
matériaux numériques 3D (cf. �gure 1.22). La di�érence majeure entre �gures 1.21 et 1.22
semble être une translation des courbes de µ∗ vers le haut et de ΦS vers le bas à mesure que
P ∗ décroît.
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Figure 1.21 � Courbes d'écoulement des matériaux secs pour diverses tailles de grains et
avec di�érents set-up expérimentaux. Des ajustements de Hatano (en rouge à gauche et noir
à droite) et de Jop (en noir à gauche).

Figure 1.22 � courbes d'écoulement 3D : a) µ∗(I) et b) ΦS(I), pour µ = 0, 3 et diverses
valeurs de P ∗. Extrait de [57].

Aperçu structurel des matériaux non-saturés

Comme illustré par la �gure 1.23 pour un système numérique 2D, les matériaux non-
saturés conservent, à l'instar des matériaux secs, leur comportement dilatant avec I. Mais,
ils présentent aussi une dilatation à mesure que l'e�et cohésif croît (P ∗ décroissant) [38,
107]. La dilatance dans le cas cohésif est notamment due à la capacité de structures lâches
à soutenir un con�nement [38], capacité qui s'amenuise à mesure que P ∗ croît [39].
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1/P*

Figure 1.23 � Microstructure 2D : cohesion et inertie. Extrait de [107]

1.5 Microstructure

1.5.1 Coordination

Le nombre de coordination z estime la moyenne des interactions par particule. Pour un
nombre N d'interactions entre NP particules, z s'écrit donc :

z =
2N

NP

(1.35)

Numériquement, certaines particules sont exemptes de participation à la transmission des
contraintes. Elles n'ont donc aucune in�uence sur le comportement macroscopique. Si l'on
décompte selon un nombre np ces particules, il est possible d'écrire une nouvelle coordination
zr de sorte que :

zr =
2N

(NP − np)
(1.36)

Empiriquement, l'expérience montre que, dans un assemblage de sphères monodisperses
qui n'interagissent que par contact, z et zr sont limités à une valeur de 6 [1, 110, 92, 27]. Et
dans le cas d'un équilibre statique, il est possible de montrer que zr est aussi nécessairement
supérieur à 4 (condition d'hypostaticité) [57]. Dans le cadre de matériaux cohésifs, où les
particules sont capables d'interagir à distance, la coordination se subdivise selon les interac-
tions de contact zC et les interactions à distance zD. La �gure 1.24b montre, pour un système
cohésif 3D, que le nombre de contact décroît très faiblement pour P ∗ croissant [2, 74], la
forte dépendance de z avec l'e�et cohésif repose quasi-entièrement sur une forte dépendance
de zD à ce même e�et. À l'instar des matériaux sec, les matériaux cohésifs exhibent une
forte décroissance de z avec I qui est attribuable à la chute drastique de zC hors du régime
quasistatique, lorsque les situations hors équilibre peuvent exister.

Pour des matériaux présentant des interactions de contact et à distance, aux nombres
respectifs de Nc et Nd, on a alors :
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(a) (b)

Figure 1.24 � In�uence de I sur z et zc pour diverses valeurs de P ∗, µ = 0.35. Extraits de
[59]

zC =
2Nc

(NP )
(1.37)

zD =
2Nd

(NP )
(1.38)

z = zC + zD (1.39)

1.5.2 Proches voisins

Le nombre de proche voisin, dé�nit comme la somme du nombre de coordination et de
l'intégrale jusqu'à une distance h de la fonction de corrélation de paires ,s'écrit :

z(h) = z(0) + 4π

∫ a+h

a

r2g(r)dr (1.40)

avec l'égalité z(0) = z. Cette information microstructurelle permet de décrire l'environne-
ment directement accessible aux particules, si l'on s'intéresse à la grandeur z(h)−z(0) on met
notamment en avant la réserve d'interactions mobilisables et non-mobilisées à courte portée.
Pour un matériau sec, présentant deux con�gurations avec des compacités similaires mais
des nombre de coordination très di�érents, c'est donc que la distribution des proches voisins
exhibe dans un cas une très forte réserve d'interactions mobilisables et pas dans l'autre [2].
Dans cet esprit, la �gure 1.25 o�re une comparaison de z(h) pour un matériau sec sous deux
con�guration A et C di�érentes. Sous une compression de 100 kPa, ces con�gurations ont
des compacités respectives de 0.637 et 0.635 et des nombres de coordination respectifs de
6.074 et 4.56. On peut e�ectivement constater que la con�guration C, moins contactante,
présente une croissance de sa distribution z(h) bien plus forte que celle de la con�guration
A et donc a fortiori des valeurs plus importantes de z(h) − z(0). Cette plus forte valeur de
z(h) − z(0) souligne la possibilité, sous une nouvelle contrainte, de mobiliser plus aisément
de nouvelles interactions dans la con�guration C que dans la con�guration A.

S'il est contre-intuitif de penser qu'un système sec et dense présente une coordination
plus faible qu'un système cohésif et lâche, c'est parce que le moteur de cette coordination
plus élevée réside dans le drainage des proches voisins. Ainsi pour un système 3D cohésif, la
�gure 1.26 illustre l'évolution de z(h) avec P ∗. Si la valeur de z(0) = zc décroît légèrement
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Figure 1.25 � Illustration des proches voisins pour 3 con�gurations A, C et D d'un même
matériau. À pression de con�nement égale, les con�gurations A et C présentent une compa-
cité extrêmement similaire. Extrait de [2]

avec P ∗, la fonction z(h) croît beaucoup plus vite avec h, de sorte qu'à longue distance
(h = 0, 1a) le nombre de proche voisin est �nalement bien supérieur dans les matériaux secs
et/ou faiblement cohésifs. Cette �gure illustre donc un resserrement, voire un drainage, des
proches voisins autour de valeurs de h plus faibles à mesure que la cohésion est plus forte
(voir insert de la �gure 1.26).

Figure 1.26 � Fonction z(h) pour diverses valeurs de P ∗, I = 10−3 et µ = 0.35. Extrait de
[59].

D'un point de vue structurel, il est possible de faire un parallèle entre ces résultats,
évoqués par la �gure 1.26, et les clusters qui apparaissent dans les milieux cohésifs comme
évoqués par la �gure 1.23. Lesdits clusters présentent une très forte coordination, sont en
interaction les uns avec les autres et génère de grandes zones de vide dans le matériau. Ils
sont donc à l'origine de la diminution de la pente de z(h) aux fortes valeurs des h et de
l'augmentation contre-intuitive de z malgré une décroissance de ΦS. La question se pose
alors quant à l'introduction d'un diamètre caractéristique de cluster qui gouvernerait le
comportement des matériaux cohésifs. L'évolution de la fonction de proches voisins z(h)
avec I a aussi été étudiée mais l'e�et inertiel, bien qu'existant, est très négligeable face à
l'e�et de la pression réduite [94, 95].
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1.5.3 Distribution des forces

Similairement aux simulations numériques, il a été montré que l'utilisation de papier
carbone lors d'expériences de compression permet d'obtenir, localement, des données sur les
distributions de forces dans les matériaux secs [88]. Malgré l'aspect local de ces données,
la distribution des forces mise en avant (voir �gure 1.27a) présente la même décroissance
exponentielle que pour des données obtenues numériquement sur l'ensemble d'un matériau
granulaire (voir �gure 1.27b) [129, 101]. La rareté des forces élevées, souligne le caractère
anisotrope de la répartition des forces fortes dans les assemblées granulaires [102]. Toujours
en se référant à la �gure 1.27a, il est assez notable de remarquer que, pour une éprouvette
cylindrique, la distribution des forces est la même sur tout le pourtour de l'éprouvette,
soulignant ainsi l'absence de formation d'arches.

(a) (b)

Figure 1.27 � Distribution des forces dans le cas a) d'une compression quasi-statique expé-
rimentale d'une éprouvette cylindrique avec relevé des forces sur les poutour de l'échantillon
b) du cisaillement en géométrie de Couette d'un échantillon numérique pour diverses valeurs
de densité (désignée par γ ici. Extraits respectifs de [88] et [140]

Dans le cadre de matériaux cohésifs, la distribution des forces normales est tributaire
de I et P ∗. Les �gures 1.28b et 1.28a illustrent l'évolution de la probabilité P d'avoir une
force égale à f pour des systèmes granulaires 3D, on constate que pour I croissant ou P ∗

décroissant les courbes s'aplatissent, signalant une augmentation de la fréquence d'apparition
des forces fortes au détriment de l'apparition des forces faibles. Il est di�cile de donner une
forme systématique au début de courbe f → 0 qui semble tributaire à la fois de I et de P ∗,
en contrepartie, la décroissance exponentielle de la queue de courbe f →∞ est bien connue
dans le cas sec et est conservée dans le cas non-saturé. Les cas I → 0 et P ∗ →∞ constituent
des limites de comportement asymptotique où les distributions de forces ne varient plus.

1.6 Micromécanique

1.6.1 Transmission des contraintes

solides, liquides et gaz granulaires

Numériquement, il est possible, via une représentation du réseau des contacts illustré par
les �gures 1.29a et 1.29b, de mettre en évidence deux modes principaux de transmission des
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(a) (b)

Figure 1.28 � Distributions des forces normales a) pour divers P ∗, I = 10−3 et µ = 0.35 b)
pour un matériau sec avec I = 3.2× 10−1 (triangles rouges), I = 3.2× 10−3 (disques bleus)
et I = 3.2× 10−5 (carrés noirs). Extraits respectifs de [59] et [94].

contraintes. Si aux faibles valeurs de I le cisaillement est repris par des chaînes de forces qui
percolent à travers le système, ce sont des évènements rares ou plutôt des collisions binaires
qui dissipent l'énergie du milieu dès lors que I est su�sament grand (régime collisionel).
La chute drastique du nombre de coordination z (dé�ni en section 1.5.1) avec I peut aussi
attester de cette transition d'un comportement "liquide" à un comportement "gazeux".

(a) (b)

Figure 1.29 � Cisaillement simple 2D : les lignes représentent des interactions de paires
d'autant plus fortes qu'elles sont larges. a) système lent I = 10−2 b) système rapide I = 0.2,
extrait de [24]

Collisions

En écoulement très rapide, l'interaction qui gouverne le comportement est la collision, à
tel point que le parallèle avec le comportement d'un gaz a déjà été évoqué dans la littéra-
ture [40, 18]. L'énergie cinétique est non-négligeable et les interactions sont des évènements
rares qui transfèrent, momentanément, beaucoup d'énergie. Pourtant, dans ces systèmes, le
coe�cient de restitution χ ne joue un rôle important que dans la limite µ → 0, comme en
attestent, dans le cas 2D, les �gures 1.30a à 1.30d [24, 94].

A fortiori, pour des écoulements lents I < 0, 1 les lois d'écoulement peuvent donc se
résumer à :
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(a)

̀
S

(b)

(c)

̀
S

(d)

Figure 1.30 � Cisaillement simple 2D : a) et b) µ = 0, χ vaut 0,1 (cercles ouverts) ou 0,9
(carrés pleins), c) µ = 0, 4, χ vaut 0,1 (cercles ouverts) ou 0,9 (carrés pleins) et d) µ = 0, 4
et les 2 valeurs de χ sont �gurées en carrés noirs. Extraits de [24].

ΦS = ΦS(P ∗, I, µ, Vi,ΦL/Φs) (1.41)

µ∗ = µ∗(P ∗, I, µ, Vi,ΦL/Φs) (1.42)

Chaînes de force

Des réseaux de forces peuvent être mis en avant expérimentalement avec des disques
photo-élastiques, la �gure 1.31b illustre un essai de compression ÷dométrique avec des
disques photo-élastiques d'autant plus brillants qu'ils sont soumis à des e�orts importants
[73]. Les réseaux de forces obtenus, qu'ils le soient numériquement ou expérimentalement
comme illustré par les �gures 1.31a et 1.31b, exhibent de très importantes hétérogénéités
caractérisées par un alignement de forces très intenses sur des distances aussi grandes qu'une
dizaine de grains, alignement qui entre donc sous le vocable de chaînes de forces.

Ce sont ces chaînes qui, dans le squelette granulaire, relayent la majeure partie des
contraintes. Pour des matériaux en apparence solide et liquide, le comportement est donc
gouverné par la géométrie de ces chaînes ainsi que par l'intensité des forces qu'elles relayent
[101, 102]. La persistance de ces chaînes dans le temps, notamment dans le cas d'un char-
gement statique, est néanmoins tributaire de l'existence de forces plus faibles qui stabilisent
les chaînes en di�usant l'énergie dans l'ensemble de la structure granulaire [6]. Ces chaînes
de force soulèvent donc les deux questions de la distributions de forces (cf. section 1.5.3) et
de le l'anisotropie des interactions (cf. section 1.6.4).
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(a) (b)

Figure 1.31 � Illustration des chaînes de force dans un système granulaire a) numérique
2D sous l'e�et d'un cisaillement simple et b) expérimental 2D sous l'e�et d'une compression
oedométrique. Extraits respectifs de [94] et [73]

1.6.2 Tenseur des contraintes de Cauchy

Expression du tenseur

Comme indiqué par les �gures 1.32a et 1.32b On dé�nit par aij +hij la distance centre à
centre pour deux particules en interaction, avec hij comptée négativement ou positivement
selon que l'interaction est respectivement une interaction de contact (Fig. 1.32a) ou à distance
(Fig. 1.32b). Pour des raisons de simplicité, on se place dans le cas d'une assemblée de sphères
monodisperses de diamètre a.

(a)
(b)

Figure 1.32 � Caractéristiques géométriques des paires en interaction pour les cas de par-
ticules a) en contact b) en interaction à distance.

Soit ~Fij la force qu'une bille i transmet à une bille j et ~nij vecteur unitaire normal.
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Le vecteur vitesse d'une particule "i" est notée ~vi, sa masse mi. Pour un milieu granulaire
consitué de N particules et de volume Ω, le tenseur des contraintes de Cauchy σ s'écrit alors
[21] :

σ =
1

Ω

[
N∑
i=1

mi~vi ⊗ ~vi +
∑
i<j

(aij + hij) ~Fij ⊗ ~nij

]
(1.43)

Pour γ̇ et a �xés, un ordre de grandeur pour le terme cinétique σk est donné par :

σk ∼ ρsΦsa
2γ̇2 (1.44)

Pour des cas assez extrêmes en termes d'inertie a = 1 mm et γ̇ = 100 s−1, on obtient
σk ∼ 10−1 Pa. Classiquement on sera amené à avoir σ22 > 102 Pa. Le terme cinétique est
donc négligeable et le tenseur des contraintes est adéquatement dé�ni par le second terme
de l'équation 1.43 qui devient simplement :

σ =
1

Ω

[∑
i<j

(aij + hij) ~Fij ⊗ ~nij

]
(1.45)

En plus des contraintes élastiques du contact, décrites par le tenseur σcont, l'adjonction
d'un �uide mouillant fait apparaître de nouvelles contraintes capillaires avec le tenseur σcap

et éventuellement des contraintes visqueuses avec le tenseur σvis. Le tenseur des contraintes
de Cauchy est alors dé�ni par la somme :

σ = σcont + σcap + σvis (1.46)

Le principe de contraintes e�ectives de Terzaghi [139], introduit pour décrire le compor-
tement des matériaux saturés, peut être utilisé pour tenter de modéliser l'évolution des pro-
priétés mécaniques d'un matériau comme le résultat d'une contrainte e�ective modi�ée [91].
Dans un matériau où une pression capillaire P cap (négative lorsque le �uide est mouillant)
peut être dé�nie, ce principe prévoit donc :

σcontαβ = σαβ − P capδαβ (1.47)

Avec δαβ le symbole de Kronecker. Pour un matériau non-saturé, l'équation 1.47 prévoit
donc un accroissement des contraintes normales et, dans l'hypothèse où σcont12 est proportion-
nel à σcont22 , comme dans le cas du matériau sec, alors on s'attend aussi à un accroissement de
σcont12 . Bishop propose un ra�nement de l'équation 1.47 pour prendre en compte la pression
de l'air dans le comportement des sols non saturés [13], mais dans les deux cas le concept
de contrainte e�ective repose toujours sur une vision isotrope du tenseur des contraintes
capillaires. Vision mise en défaut dans les études numériques les plus récentes qui simulaient
des essais triaxiaux de matériaux non saturés [124, 125]. En prenant en compte l'anisotropie
de la contrainte capillaire un e�et non négligeable est révélé sur la contrainte tangentielle,
les grandeurs d'intérêts σ12 et σ22 deviennent :

Chapitre 1 Michel Badetti 40



Rhéologie des matériaux granulaires non saturés

σ22 = σcont22 + σcap22 (1.48)

σ12 = σcont12 + σcap12 (1.49)

Forces moyennes

L'expression du tenseur dé�nie précédemment (cf Eq. 1.45) permet d'écrire la pression
comme la moyenne des éléments diagonaux avec :

P =
1

3
tr(σ)

=
1

3

3∑
α=1

(
~nα
t · σ · ~nα

)
=

1

3Ω

∑
ij

(aij + hij)

[
3∑

α=1

(
~nα
t · ~Fij ⊗ ~nij · ~nα

)] (1.50)

Avec ~nα le vecteur unitaire selon la direction 1,2 ou 3 et ~nα
t sa transposée. Les forces

tangentielles (dues au frottement) ne participent qu'à la partie déviatorique du tenseur des
contraintes. On peut donc se ramener, lorsque l'on étudie la trace, à un cas où seules des
forces normales seraient présentes. Ce qui nous permettra toujours d'écrire ~Fij = fij ~nij, où
fij est la norme des forces s'appliquant sur la paire ij. L'équation 1.50 se simpli�e avec :

P =
1

3Ω

∑
ij

(aij + hij)fij

[
3∑

α=1

(
~nα
t · ~nij ⊗ ~nij · ~nα

)]

=
1

3Ω

∑
ij

(aij + hij)fij
(
n2

1 + n2
2 + n2

3

)
=

1

3Ω

∑
ij

(aij + hij)fij

(1.51)

Dans le cas de billes monodisperses de diamètre a, présentant un nombre de coordination
zC et des interactions de contact FN

c pour lesquelles l'interpénétration est faible (κ ≥ 103),
l'équation 1.51 permet de relier pression et moyenne des forces normales avec :

P =
zCΦS

πa2
〈FN

C 〉Nc (1.52)

Cette relation se généralise en présences de forces normales FN
d à distance a+h, une fois

que l'on inclue la coordination à distance zD on obtient donc [105] :

P =
zCΦS

πa2
〈FN

C 〉Nc +
zSΦS

πa3
〈FN

D (a+ h)〉Nd
(1.53)
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1.6.3 In�uence de la lubri�cation

Dans le cadre des ponts capillaires ainsi que des suspensions, il n'y a pas de large consen-
sus sur des modèles d'interaction visqueuse. La forme hyperbolique d'une force normale
Fv,N(h, ḣ) avec la distance semble cependant bien établie avec :

Fv,N ∝ ηa2 ḣ

h
(1.54)

Des expériences permettent de montrer que cette forme est adaptée à la description de
notre problème. On a ainsi la formule de Matthewson [98, 77] :

Fv,N(h) =
3πηa2

8
(1− h√

h2 + 4V0
a

)
ḣ

h
= kη(h)

ḣ

h
(1.55)

Même si la queue de courbe (h ∼ drupt) est discutable, ce n'est qu'à courte distance que les
forces visqueuses sont intéressantes, là où elles sont susceptible de dominer la dynamique [81,
80]. Cette forme, issue d'un raisonnement sur sphère lisse, introduit cependant une divergence
pour h → 0 rendant tout contact impossible [10]. De fait, ce modèle reste trop simple et
l'impossibilité de mise en contact est une grosse lacune physique. Il nous semble cohérent
d'estimer que la rugosité des particules joue en fait un rôle de réservoir de vidange par lequel
le liquide peut s'écouler, et ce, même pour des particules en dé�exion. Plusieurs nouveaux
modèles peuvent alors être proposés, en estimant que la dé�exion impacte la rugosité :

Fv,N(h) = kη(h)
ḣ

h+ hr
(1.56)

En estimant que la rugosité n'est pas impacté par la dé�exion :

Fv,N(h) = kη(h)
ḣ

h+ hr
, h > 0 (1.57)

Fv,N(h) = kη(0)
ḣ

hr
, h < 0 (1.58)

Ou encore en estimant que la pente est conservée pour des valeurs négative de h + hr
[131, 57] :

Fv,N(h) = kη(h)
ḣ

h+ hr
, h > −hr (1.59)

Fv,N(h) = kη(0)
ḣ

hr
(2− h

hr
), h < −hr (1.60)

En implémentant ces forces dans un modèle de mécanique des milieux continus, il est
possible de simuler la rupture d'un pont unique. À une force F de séparation de deux
particules de masse m s'opposent une force capillaire Fc et une force visqueuse Fv,N . On
peut alors intégrer le temps de rupture τc,η correspondant au temps mis pour passer d'une
distance h = 0 à h = drupt en résolvant l'équation :
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mḧ = F − Fc − Fη,N (1.61)

h(t = 0) = 0, ˙h(t = 0) = 0

h(τc,η) = drupt

Un temps de rupture de référence τc peut être dé�ni comme le temps mis pour rompre,
selon la même dynamique, un pont non-visqueux Fη,N = 0. La �gure 1.33 montre l'évolu-
tion du ratio τc,η/τc avec F, le jeu de paramètres proposé pour ces �gures correspond aux
paramètres imposés dans cette thèse. On constate qu'avec ηf de l'ordre de 100 mPa s−1, l'in-
�uence de la viscosité est négligeable (τc,η/τc < 1, 2) sur la dynamique de rupture dès lors que
∆F/F0 est supérieur à 1. Pour ηf de l'ordre de 1000 mPa s−1, l'e�et visqueux a une in�uence
non négligeable sur cette même dynamique avec des temps de rupture multiplié d'un facteur
1 à 10 selon le couple (hr,F ).
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Figure 1.33 � Temps de rupture des ponts avec : une forte rugosité (hr/a = 10−2) (gauche)
et une faible rugosité (hr/a = 10−3) (droite). En ordonnée trupt(η)/trupt(ηf = 0) et en abscisse
F − Fcap/Fcap.

L'équation 1.52 permet d'accéder à un ordre de grandeur pour F :

F ∼ πa2σ22

zΦ
∼ a2σ22 = P ∗F0, (1.62)

où z est le nombre de coordination. On en déduit un ordre de grandeur pour ∆F/F0 :

∆F/F0 = P ∗ − 1 (1.63)

En expérience on a P ∗ > 2 soit ∆F/F0 > 1, on peut s'attendre à n'observer un e�et
visqueux que lorsque ηf est supérieur à 100 mPa s−1. Avec un frottement intergranulaire µ
constant on s'attend donc à observer des lois de comportement simpli�ées :

ΦS = ΦS(P ∗, I,ΦL/ΦS) (1.64)

µ∗ = µ∗(P ∗, I,ΦL/ΦS) (1.65)
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Figure 1.34 � Anisotropie des contacts dans un matériau granulaire sec en écoulement
quasistatique, µ = 0, 4, en bleu I = 10−3 et en rouge I = 10−2, extrait de [24]

1.6.4 Rôle de l'anisotropie

Calcul des facteurs d'anisotropie

Dans l'hypothèse d'un matériau isotrope présentant uniquement des interactions nor-
males ( ~Fij et ~nij colinéaires), la somme des produits tensoriels ~Fij ⊗ ~rij est égale, à une
constante multiplicative près, au tenseur identité [97] :

∑
~Fij ⊗ ~rij ∝ I (1.66)

L'expression du tenseur des contraintes macroscopiques (Eq. 1.45) dépend notamment
de cette somme. L'existence d'une contrainte tangentielle macroscopique dans les milieux
granulaires pulvérulents (µ = 0) (cf Fig. 1.30a) souligne donc très clairement l'existence d'une
anisotropie générée par le cisaillement [95]. Dans les matériaux granulaires, les contraintes
tangentielles trouvent donc leur source non seulement dans le frottement intergranulaire
mais aussi dans l'anisotropie. La �gure 1.34 illustre qualitativement l'intensité des forces
normales avec l'orientation, ces dernières sont plus importantes pour un angle approchant
3π/4 avec l'horizontale. La notion d'anisotropie est en réalité intimement liée à l'orientation
préférentielle des chaînes de forces ainsi qu'à leur intensité dans le système, l'orientation des
chaînes les plus importantes dans les �gures 1.31 et 1.29a n'étant en e�et pas sans rappeler
l'angle susdit. Si l'on dé�nit respectivement O(~n), F (~n) et L(~n) comme les valeurs moyennes
de nombre, de force et de distance d'interactions dans la direction ~n, alors l'anisotropie peut
être caractérisée par les trois tenseurs d'ordre 2 suivants :

� Le tenseur d'anisotropie structurelle O dont les composantes sont notées Oαβ
� Le tenseur d'anisotropie mécanique F dont les composantes sont notées Fαβ
� Et, le tenseur d'anisotropie des distances L dont les composantes sont notées Lαβ
Basées sur la dé�nition classique de O = 〈n ⊗ n〉, pour un ensemble d'interaction de

paires ij, chacune orientée selon un vecteur unitaire ~n, les composantes des tenseurs sont
alors calculées avec :
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Oαβ =
∑
ij

O(~n)nαnβ (1.67)

Fαβ =
∑
ij

F (~n)nαnβ (1.68)

Lαβ =
∑
ij

L(~n)nαnβ (1.69)

(1.70)

Caractère anisotropique des contraintes tangentielles

Pour des interactions de contact ayant une coordination zC et une moyenne de forces
FN,C , la contribution de des anisotropies OCαβ, FCαβ et LCαβ aux contraintes tangentielles

induites par les contacts σN,Cαβ (α 6= β) s'écrit [100, 7, 29, 107, 96] :

σN,Cαβ =
3zCΦS

πa2
FN,C

[
OCαβ + FCαβ + LCαβ

]
(1.71)

Cette formule s'étend bien au cas de forces normales à distances ayant une coordination
zD, des moyennes de force FN,D et de distance l0 avec :

σN,Dαβ =
3zDΦS

πa3
FN,Dl0

[
ODαβ + FDαβ + LDαβ

]
(1.72)

Et pour les contraintes tangentielles σNαβ induites par les interactions normales on a la
simple égalité :

σNαβ = σN,Cαβ + σN,Dαβ (1.73)

L'anisotropie en écoulement inertiel

La �gure 1.35 renvoie à l'évolution de la composante tangentielle de l'anisotropie struc-
turelle des contacts OC12 (désignée par FC

12 sur la �gure) dans un système cohésif 3D. En
valeurs absolues, OC12 décroît un peu avec P ∗ décroissant et croît fortement avec I croissant.
Le signe négatif de OC12 suggère que les contacts sont formées préférentiellement dans le sens
des paires approchantes et la croissance de −OC12 avec I est donc la conséquence d'une prise
d'orientation plus forte dans les écoulements rapides. D'autre part, les simulations montrent
que OC12 et OD12 sont de signes opposés soulignant une compétition entre un e�et minorant
(contribution de OC12) et un majorant (contribution de OD12) de la contrainte tangentielle
macroscopique. OD12 croît avec P

∗ décroissant. Dans l'ensemble, les anisotropies hors du plan
d'écoulement sont faibles voire très souvent négligeables face aux composantes 12 [94]. Via
l'équations 1.73, on comprend que la croissance des facteurs d'anisotropie avec l'inertie des
systèmes granulaires est susceptible d'in�uencer assez largement les propriétés d'écoulement.
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Figure 1.35 � Anisotropie structurelle des contacts désignée par FC
12 en fonction de I pour

diverses valeurs de P ∗. Extrait de [59].
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Chapitre 2

Étude par simulations numériques
discrètes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons le matériau et les méthodes de travail numérique ainsi
que les résultats correspondants. Les méthodes proprement dites sont assez classiques en
DEM et ont déjà fait l'objet de quelques publications par le passé [1, 2, 3, 95, 59]. Lors d'une
description de l'outil numérique en section 2.3nous revenons brièvement sur les ingrédients
essentiels de la méthode utilisée et nous présentons les modèles d'interaction considérés.
Pour des raisons de comparabilité quantitative avec les expériences de rhéologie macrosco-
pique nous présentons un calibrage du matériau modèle en section 2.4. Après avoir présenté
notre méthode de traitement des données en section 2.5, nous présentons des résultats sur
le comportement des matériaux granulaires non-saturés en régime quasistatique en section
2.6, comportement que nous tentons de capturer avec des modèles de Mohr-Coulomb et de
contraintes e�ectives qui nous permettent d'analyser les in�uences du tenseur des contraintes
capillaires. Les données numériques en régime inertiel sont alors présentées en section 2.7 où
nous tentons à nouveau une application du principe des contraintes e�ectives, une réévalua-
tion du temps de relaxation des matériaux est aussi proposée pour une meilleure capture des
résultats.

En�n, nous discutons en sections 2.8 et 2.9 de l'in�uence de l'introduction d'une légère
polydispersité ou d'une viscosité.

Les résultats numériques des sections 2.6 et 2.7 sont confrontés aux résultats des mesures
expérimentales dans le chapitre suivant.

2.2 Matériau modèle

Le matériau dont nous cherchons à reproduire le comportement est une assemblée de
billes de polystyrène monodisperses légèrement mouillées avec une huile de silicone newton-
nienne. Conformément à la description préliminaire fournie en section 1.3.1 et pour un �uide
parfaitement mouillant, les caractéristiques physiques qui nous intéressent dans le domaine
numérique sont :

� Pour les grains
� le diamètre a : 500 µm,
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� le module d'Young Ẽ : 3 GPa,
� le coe�cient de Poisson ν : 0.35,
� le frottement intergranulaire µ : 0.05 à 0.25

� Pour le �uide mouillant
� la tension de surface Γ : 20.6 mN m−1

� le volume de pont V0/a
3 : 5× 10−4 à 8× 10−3

Les propriétés mécaniques Ẽ et ν sont tirées de la littérature [90]. Notons que pour des
matériaux dont on ne cherche pas les propriétés élastiques, dans la mesure où leur raideur
est importante κ ≥ 5000 la valeur de ces données importe peu en réalité. Le frottement
intergranulaire est tributaire de la nature et de la forme des interfaces en contact. Tension
de surface et taille de bille sont les données fournisseurs de nos matériaux expérimentaux.
Dans ces conditions on attend F0 = 3.236× 10−5 N, et on a P ∗ = 1 lorsque σ22 ≈ 129.3 Pa.
Pour comparer matériaux expérimentaux et numériques, µ est la seule grandeur que nous
avons besoin de calibrer (discuté en section 2.9. En dehors des tentatives de comparaison
entre résultats expérimentaux et numériques, µ et V0/a

3 sont donc les deux seuls paramètres
du matériaux que nous faisons varier. Notons en�n que la notion de volume de pont (V0/a

3)
remplace ici celle de teneur en liquide. Cette nouvelle notation émerge de la manière dont
le �uide est distribué dans nos échantillons numériques (discuté en �n de section 2.3.2). Les
résultats montrent néanmoins que les deux notions sont pratiquement équivalentes (discuté
en section 2.6.1).

Dans les sections 2.8 et 2.9 nous sortons un peu des sentiers battus avec des matériaux
plus complexes qui présentent respectivement une légère polydispersité et une viscosité du
�uide interstitiel.

2.3 Description de l'outil numérique

2.3.1 Algorithmique

Cellule numérique

Les simulations reproduisent une cellule, illustrée par la �gure 2.1, initialement cubique
de dimensions L1 = L2 = L3 dans les directions respectives 1, 2 et 3, contenant N = 4000
particules sphériques de diamètre a.

Figure 2.1 � Illustration de la cellule numérique.

Chapitre 2 Michel Badetti 48



Rhéologie des matériaux granulaires non saturés

Cette cellule est périodique dans les 3 directions de l'espace. Le cisaillement est généré
via la méthode de Lees-Edwards, illustrée par la �gure 2.2, un petit déplacement ±∆/2
est imposé dans la direction 1 aux copies inférieures et supérieures de la cellule. Dans ces
conditions le cisaillement est naturellement engendré par les interactions entre particules de
cellules voisines [5]. La symétrie dans le plan d'écoulement (x1,x2) permet de supposer un
champs d'écoulement plan-plan, à γ̇ �xé la vitesse U selon l'axe 1 et pour une coordonnée
x2 quelqconque est donc donnée par l'équation 1.8 décrite en section 1.2.3.

Figure 2.2 � Conditions de bord périodiques : implémentation de la méthode de Lees-
Edwards, cisaillement d'une boîte périodique selon les 3 directions de l'espace.

Le con�nement de la cellule, c'est-à-dire le contrôle de la contrainte normale σ22 est
assuré en rendant la dimension L2 = H ajustable. La boucle de rétroaction sur la hauteur
H du système fait appel à une dynamique de Parrinello-Rahman, pour laquelle on calcule
l'accélération de la cellule comme celle d'un oscillateur amorti avec :

Ḧ =
(σ22 − σ22,c)− kbḢ

M
, (2.1)

où σ22,c est la valeur de consigne que l'on cherche à attribuer à σ22, M est une masse
généralisée du système traduisant surtout sa sensibilité à la di�érence σ22 − σ22,c et kbḢ et
un terme d'amortissement pris su�samment faible pour ne pas générer de suramortissement.
Avec notre convention de signe on a une compression lorsque σ22 > 0, pour σ22−σ22,c > 0 on
s'attend donc à une dilatation de la cellule. Le contrôle de σ22 et I est illustré par la �gure
2.3. Visuellement, il est déjà possible de constater que l'écart relatif maximal à la moyenne,
dans un domaine stationnaire, est inférieur à 5 millièmes, ce qui signale un très bon contrôle
des sollicitations.
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Figure 2.3 � Contrôle numérique : séries temporelles σ22(γ) (gauche) et I(γ) (droite), pour
I = 0.03, P ∗ = 3 et ΦL/ΦS = 0.03.

Grandeurs macroscopiques mesurées, calculées et adimensionnnées
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Les grandeurs macroscopiques mesurées sont le tenseur des contraintes, à l'exception de
la composante normale σ22, et la hauteur H du système. Si la mesure de cette dernière est
directe, les composantes du tenseur sont dé�nies par l'équation 1.45 avec Ω = L1 · H · L3.
Les séries temporelles de H et σ12 en particulier présentent l'évolution de ces deux grandeurs
avec t (ou γ de manière équivalente), comme illustré par la �gure 2.4. A partir de valeurs
su�samment importantes de γ, de l'ordre de l'unité, on constate l'existence d'un plateau, les
moyennes temporelles 〈H〉t et 〈σ12〉t ne dépendent donc plus du temps ou de la déformation,
ce qui constitue un régime d'écoulement stationnaire. Ce sont ces deux moyennes, prises
dans le domaine stationnaire qui constituent les valeurs de contrainte tangentielle et de
hauteur pertinentes.
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Figure 2.4 � Séries temporelles de H(γ) (gauche) et σ12(γ) (droite), pour I = 0.03, P ∗ = 3
et ΦL/ΦS = 0.03.

Ces deux grandeurs particulières permettent à leur tour de calculer les deux grandeurs
adimensionnées d'intérêt µ∗ et ΦS selon les équations 1.27 et 1.28.

2.3.2 Dynamique granulaire

Résolution de l'équation de mouvement

La méthode aux éléments discrets proposée résout les équations du mouvement de chaque
grain. La rotation ~ωi et la vitesse ~vi d'un grain sphérique de masse mi présentant un moment
d'inertie ci est calculée en fonction de la résultante des forces ~Fi et des couples ou moments
~Γi qui s'appliquent sur lui avec :

mi
d~vi
dt

= ~Fi (2.2)

ci
d~ωi
dt

= ~Γi (2.3)

Pour être résolues, les équations du mouvement sont discrétisées en temps et l'on fait
appel à un schéma prédicteur-correcteur d'ordre 3. Connaissant les propriétés mi et ci des
grains et vue l'absence de couple dans le système la question qui se pose désormais concerne
la détermination des forces et des moments. On va donc tenter de décrire les interactions à
partir de modèles pour les forces au contact et à distance.

Interactions implémentées
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Dans les systèmes proposés on attend :
� Une réaction normale du contact, issue de la dé�exion (h < 0) entre les grains,
� une réaction tangentielle, qui intervient pour des grains en dé�exion lorsqu'un petit

incrément de déplacement relatif entre les grains survient,
� Une interaction capillaire qui résulte de l'existence d'un pont en dépression entre deux

grains.

Description du contact

Dans le cas des sphères lisses, le modèle de Hertz est adapté à la description de l'interac-
tion normale élastique [51]. L'extension vers le modèle de Hertz-Mindlin permet à son tour
le calcul des interactions tangentielles élastiques [84]. La �gure 2.5 illustre l'interaction de
contact (h < 0) entre deux grains implémentée dans les simulations, il s'agit d'une implé-
mentation simpli�ée, et néanmoins classique, dudit modèle d'interaction de Hertz-Mindlin
[1, 72] pour lequel nous avons rajouté un amortissement normal. L'interaction se décompose
donc selon :

� une force normale N avec une contribution élastique Ne et une contribution visqueuse
Nv

� une force tangentielle T résultant du frottement avec ou sans glissement entre les
grains.

friction

Raideur Amorti

Figure 2.5 � Schéma du contact : Elasticité de Hertz-Mindlin avec un frottement intergra-
nulaire et amortissement normal.

Avec le modèle proposé, la raideur normale KN est dé�nie avec :

KN =
dN

dh
=
Ẽ

2
(ah)(1/2) (2.4)

KT =
2− 2ν

2− ν
KN =

1− ν
2− ν

Ẽ(ah)(1/2) (2.5)

Le calcul de la force normale élastique s'opère donc directement avec la valeur de dé�exion
h selon :

Ne =
Ẽ

3
(ah3)(1/2) (2.6)
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La réaction normale du contact est complètement décrite une fois que l'on rajoute un
amortissement à cette interaction élastique. S'il est censé traduire une certaine dissipation
d'énergie lors du choc, l'amortissement est surtout une manière pratique en DEM d'approcher
plus aisément des états stationnaires surtout dans la limite µ→ 0. Dans le modèle proposé,
la force d'amortissement Nv est calculée avec :

Nv = −ξ
√

2m∗Ẽ(ah)1/4ḣ (2.7)

Où le coe�cient d'amortissement ξ est inférieur à 1 de sorte à avoir un oscillateur sous-
amorti. Lorsque l'amorti du contact est dé�ni de la sorte, le coe�cient de restitution des
chocs est directement tributaire de la valeur de ξ, et non de la vitesse desdits chocs [16],
comme en atteste la �gure 2.6. Pour des systèmes frottants µ 6= 0 (voir Eq. 2.11) ou pour
I < 0, 1, il a été montré que la valeur du coe�cient de restitution n'a que peu d'importance
sur le comportement macroscopique du matériau en écoulement (comme expliqué en section
1.6.1) [94, 112]. L'amortissement joue cependant un rôle lors des procédures d'assemblage
des matériaux granulaires [28].

̀

Figure 2.6 � relation χ - ξ. Extrait de [94].

La réaction tangentielle du contact traduit le frottement entre les grain. Dans un premier
temps elle se calcule comme une force élastique à mémoire de chargement, c'est-à-dire que
l'on a :

T (t+ dt) = T (t) + ∆T, (2.8)

où ∆T est un petit incrément de force résultant de l'étirement d'un ressort de raideur
KT selon un petit déplacement d'ampleur ∆uT . Avec le modèle proposé on a :

KT =
2− 2ν

2− ν
KN =

1− ν
2− ν

Ẽ(ah)(1/2), (2.9)

Au temps t+ dt, la résolution des équations de mouvement amène ∆uT et on en déduit
grâce aux deux équations précédentes :

T (t+ dt) = T (t) +KT∆uT , (2.10)
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Ce choix d'élasticité tangentielle permet d'approximer assez �dèlement les e�orts entre
deux sphères frottantes [1]. Cependant, comme illustré par la �gure 2.7, il faut noter que le
frottement intergranulaire impose à la réaction élastique ~R = ~Ne+ ~T du contact de demeurer
dans le cône de frottement. Cette condition impose :

|T | ≤ µN (2.11)

La valeur de µ est importante et est connue pour avoir une forte in�uence sur le com-
portement macroscopique des matériaux granulaires. Lors d'une comparaison expérience-
simulation la question de la valeur que l'on doit attribuer à µ est soulevée. Nous discutons
de cette question en section 2.4.

T

uT

uTm

N

Figure 2.7 � Illustration du glissement : Il n'y a pas de glissement dès lors que l'on véri�e
uT < uTm. µN dé�nit la valeur maximale de force tangentielle admissible dans le contact.

En�n, pour éviter toute création d'énergie lorsque Ne décroit, la force tangentielle décroît
dans la même proportion que la raideur tangentielle KT .

On pourrait aussi implémenter la capacité des contacts en dé�exion à soutenir des mo-
ments de roulement ΓR et de pivot ΓP (illustrés par la �gure 2.8). Dans notre cas, ces
résistances sont ignorées. Une bonne concordance entre simulation et expérience dont nous
discutons en section 2.4 semble indiquer que cette approximation est tout à fait raisonnable
dans la modélisation du comportement granulaire.

Description de la capillarité

Les interactions capillaires sont implémentées selon le modèle de Maugis décrit en section
1.2.5. Dans notre cas le �uide n'est pas redistribué entre les particules ni lors de la formation,
ni lors de la rupture d'un pont. Ce choix de non redistribution entraîne des variations de
quantités de liquides dans le temps à mesures que les ponts se forment et disparaissent. Il
s'agit donc d'un choix physiquement questionnable, quoiqu'en réalité peut in�uant sur le
comportement. En e�et, les variations de ΦL/ΦS induites sont très faibles et, de ce fait,
insu�santes pour modi�er substantiellement le comportement dans le temps et dans des
systèmes homogènes [59, 58]. Certaines études montrent cependant que l'implémentation
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Figure 2.8 � Illustration des mouvements relatifs : pivot et roulement ainsi que leur moments
associés.

d'une redistribution est nécessaire dans le cadre d'écoulements hétérogènes (en présence de
bandes de cisaillement par exemple) puisque la distribution géographique du �uide n'est pas
correctement reproduite autrement [76].

2.4 Calibrage

Les simulations numériques font l'objet d'un calibrage dont l'objectif est de rendre quanti-
tativement comparable résultats expérimentaux et numériques. Pour ce faire, les paramètres
directement injectés comme dé�nis en section 2.2 sont le module d'Young Ẽ et le coe�cient
de Poisson ν. Reste à injecter la valeur du coe�cient de frottement intergranulaire µ dont
l'in�uence sur le comportement est très importante [95, 66]. Dans le cadre de nos simulations,
µ constitue donc un paramètre ajustable, dont la valeur est selectionnée de sorte à reproduire
le comportement d'un matériau sec dans le domaine quasistatique, lorsque I → 0, sachant
que cette reproduction sous-entend l'obtention d'une valeur similaire de µ∗ en simulation et
en expérience.

La �gure 2.9 reprend les résultats du calibrage proposé. Numériquement, en imposant
µ = 0.09, on obtient µ∗ = 0.257 ± 0.0019 ce qui se rapproche beaucoup de la valeur ob-
tenue expérimentalement avec µ∗ = 0.25 ± 0.022. Il est intéressant de noter qu'avec un
tel calibrage, la valeur de ΦS = 0.616 ± 0.0003 se rapproche de la valeur expérimentale
ΦS = 0.615 ± 0.002. Cette proximité des résultats expérimentaux et numériques, tant pour
le frottement macroscopique que pour la densité, permet de valider l'ajustement µ = 0.09.
En étendant le comportement du matériau sec à un domaine inertiel, lorsque la valeur de
I n'est plus négligeable, la comparaison entre résultats expérimentaux et numériques, illus-
trée par la �gure 2.10, montre une excellente concordance des résultats et permet de valider
dé�nitivement le calibrage des simulations.

À noter que dans le cas mouillé, la présence d'un �uide interstitiel soulève la question de
la valeur de µ. S'il est e�ectivement possible de s'interroger sur l'existence d'une lubri�cation
du contact due à la rémanence d'une �ne couche de liquide qui s'immisce dans le contact (à
ne pas confondre avec la notion de lubri�cation exposée en section 1.6.3) qui mènerait à une
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Figure 2.9 � Calibrage numérique : µ∗(µ) et ΦS(µ) lorsque I → 0, résultats présentés pour
des matériaux secs. En rouge, les valeurs de µ∗ et ΦS dans le cadre expérimental, en bleu
celles obtenues dans le cadre numérique.

µ
*

0.2

0.4

0.6

0.5

0.3

Figure 2.10 � résultat de calibrage : µ∗(I) et ΦS(I). En points les valeurs expérimentales,
en ligne les valeurs numériques.

chute de µ, l'uni�cation expérimentale des théories sur matériaux secs et suspensions denses
sous-tend une constance de µ malgré toute présence d'un �uide interstitiel [15].

2.5 Traitement des données

2.5.1 Localisation

Contrôle des échantillons

Physiquement les matériaux granulaires ont une très forte propension à présenter des
comportements locaux erratiques (bande de cisaillement, cristallisation, glissement, ...). Les
comportements observés à l'échelle d'un échantillon qui localisent, quoique intéressants, ne
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sont plus des caractéristiques du matériau seul. Pour mesurer des contraintes et des compaci-
tés représentatives d'un matériau homogène, il est donc nécessaire d'éviter toute localisation.
Le contrôle visuel des pro�ls de vitesse et de compacité est le moyen le plus évident permet-
tant de s'assurer de l'absence d'e�et locaux indésirables. La �gure 2.11 illustre ces pro�ls
pour des valeurs successives de déformation, ici l'observation de ces derniers permet d'af-
�rmer avec sérénité que l'échantillon est homogène et que le champ de vitesse admet un
gradient uniforme.
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Figure 2.11 � Contrôle visuel des échantillons numériques : a) pro�l de vitesse et b) pro�l
de densité tracés dans la hauteur pour diverses valeurs de γ. I = 10−3, P ∗ = 2, µ = 0, 3,
V0 = 10−3

En contrepartie, ce contrôle visuel est lourd, voire rébarbatif, car il requiert de tracer
de multiples pro�l de vitesse et de compacité pour l'ensemble des simulations, suivi d'un
contrôle systématique. Dans la pratique, il est plus simple de dé�nir deux grandeurs ∆V et
∆Φ, qui quanti�ent respectivement un écart à la linéarité et un écart à l'homogénéité. Ces
grandeurs sont dé�nies ci-après.

Linéarité du champs de vitesse

Pour quanti�er l'écart à la linéarité du champs de vitesse, on somme sur toute la hauteur
de l'échantillon les di�érences entre la vitesse v1 observée et la vitesse U attendue selon
l'équation 1.8. Dans la mesure où la vitesse du centre de masse est nulle, ∆V est donc dé�nie
par :

∆V
2 =

12

γ̇2H3

H/2∫
−H/2

(v1(x2)− γ̇x2)2 dx2 (2.12)

Dé�nie de la sorte, ∆V
2 est une grandeur adimensionnée qui évolue entre 0 (champs de

vitesse parfaitement linéaire) et 1 (glissement parfait de deux blocs l'un sur l'autre) [57]. En
pratique, la boîte de simulation est coupée en NB bandes d'épaisseur ∆H = H/NB et l'on
a :
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∆V
2 =

12

γ̇2H3

NB∑
i=1

(Vi − γ̇x2i)
2 ∆H , (2.13)

où Vi est la vitesse de la bande i et x2i = −H/2 + (i− 1)∆H sa hauteur.

Homogénéité de l'échantillon

Dans un système présentant une compacité ΦS, la quanti�cation d'une hétérogénéité de
l'échantillon dans la hauteur x2 peut-être réalisée grâce à la grandeur ∆Φ, dé�nie par :

∆Φ
2 =

1

H

H/2∫
−H/2

(Φ(x2)− ΦS)2 dx2, (2.14)

où Φ(x2) est la compacité à la hauteur z. Similairement à ∆V , ∆Φ est donc une grandeur
adimensionnée bornée par 0 et 1. Dans la pratique, un découpement de la boîte numérique
en NB bande donne cette fois :

∆Φ
2 =

1

H

NB∑
i=1

(Φi − ΦS)2 ∆H (2.15)

Où Φi est la compacité de la bande i.

Déviations observées

L'ensemble des mesures est sujet à un contrôle des deux grandeurs ∆V et ∆Φ. La boîte
de simulation est coupée en NB = 100 bandes, la plupart des mesures, et même aux P ∗ < 1
là où la cohésion est la plus susceptible de générer des bandes de cisaillement, présentent
des ∆V de l'ordre de 0.02± 3× 10−4 et des ∆Φ de l'ordre de 0.0002± 2× 10−9. Les �gures
2.12a et 2.12b illustrent l'évolution de ces deux grandeurs avec γ dans l'un des cas les plus
contraignants où P ∗ = 0.5, on peut aisément constater que le système semble homogène et
que son pro�l de vitesse est bien linéaire dès les premiers instants du cisaillement.

2.5.2 Taille du système

Les assemblées de sphères monodisperses sont promptes à cristalliser pour de petits échan-
tillons et sont donc susceptibles de se comporter di�éremment de l'assemblée désordonnée
que nous essayons de simuler. La comparaison des comportements d'échantillons de tailles
N = 500, 2048, 4000, 8788 montre que les simulations deviennent très insensibles à la taille
d'échantillon dès lors que le nombre de particule N est au moins égal à 2048 [57].

2.5.3 Traitement de données corrélées

Dans des simulations numériques, où la reproductibilité est intrinséquement parfaite,
l'acquisition de moyennes et de barres d'erreur ne peuvent être obtenues par des répétitions
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Figure 2.12 � Quanti�cation de la localisation : a) inhomogénéité dans la hauteur b) écart
du pro�l de vitesse à la linéarité

des sollicitations. Il est plus simple de réaliser des mesures très longues pour lesquelles on va
obtenir une moyenne précise, par contre, du fait de la corrélation temporelle des grandeurs
physiques, les barres d'erreur pour ces mêmes grandeurs ne sont pas adéquatement décrites
par de simples écarts-type calculés sur l'ensemble de la plage de temps balayée. La méthode
de transformation en blocs permet l'obtention de ces barres d'erreurs, l'idée consiste à dé-
terminer un temps de décorrélation ∆Tcor pour une grandeur physique quelconque m, de
sorte qu'à tout temps t la valeur de m(t + ∆Tcor) n'est plus corrélée à la valeur de m(t).
La barre d'erreur de la mesure est correctement décrite par l'écart-type d'un ensemble de
blocs décorrélés (donc de taille ∆Tcor), sachant que la moyenne elle est insensible à cette
décorrélation [34]. En pratique la méthode consiste donc à appliquer un algorithme qui dé-
compose les données en blocs qui balayent des intervalles ∆T de plus en plus grands. Pour
une grandeur m dont on dispose de N points de données et dont on cherche une estimation
de la barre d'erreur σm, la décomposition en blocs se traduit par une boucle d'opérations
successives décrite par le pseudo-code 1 :

Algorithm 1 Transformation par blocs : Estimation de la barre d'erreur avec σm.

while N ≥ 2 do

〈m〉 ← 1
N

N∑
i=1

mi

σ2
m ← 1

(N−1)

N∑
i=1

(mi − 〈m〉)2

N ← N/2
for i in [0, N ] do
mi ← 0, 5 · (m2i +m2i+1)

end for
end while

A la i-ème opération, ∆Ti est donc réévalué et la taille des blocs regroupés croît comme
l'illustre la �gure 2.13. La décorrélation des données est adéquatemment décrite par une
indépendance de σm à ∆Ti. Dans le cas présenté par la �gure 2.14 cette indépendance est
caractérisée par la présence d'un palier où la variance de σ12 est constante entre 4 et 7
opérations et vaut 5 Pa2. Dans cet exemple, l'écart-type et donc la barre d'erreur de σ12 vaut
2.24 Pa.
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Figure 2.13 � Données corrélées illustrées par σ12(γ), pour I = 0.001, P ∗ = 10 et
ΦL/ΦS = 0.003. Les ∆Ti représentent schématiquement des blocs de données regroupés
lors d'opérations successives dans le cadre de la méthode de transformation par blocs.

Figure 2.14 � Exemple d'un jeu de données subissant une transformation par blocs :
moyenne et variance de σ12, pour I = 0.001, P ∗ = 10 et ΦL/ΦS = 0.003. En noir la moyenne
obtenue avec σm en barre d'erreur et en bleu σ2

m pour diverses valeurs de ∆Ti.

2.6 Comportement en régime quasi-statique

2.6.1 Jeu de paramètres

L'étude numérique du domaine quasi-statique s'a�ranchit en partie du calibrage pour
permettre d'étudier le comportement des granulaires non-saturés en faisant varier le triplet
de variables (µ,P ∗,ΦL/ΦS) selon :

� µ : 0.05, 0.09, 0.15, 0.20, 0.25
� V0/a

3 : 3× 10−4, 1× 10−3,2× 10−3,4× 10−3,8× 10−3,16× 10−3

� P ∗ : 0.5,1, 2, 3, 5, 10, 15
Pour des raisons de localisations quelques simulations à faible con�nement (P ∗ = 0.5) ne

sont pas conservées, surtout aux fortes valeurs de µ ≥ 0.20. Les valeurs de ∆V reportées dans
la table 2.1 mettent e�ectivement en lumière la localisation du cisaillement dans le domaine
de µ et P ∗ évoqué.

Table 2.1 � valeurs de ∆V avec µ et P ∗ pour ΦL/ΦS = 0.0299.
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∆V µ = 0.05 µ = 0.09 µ = 0.15 µ = 0.20 µ = 0.25
P ∗ = 0.5 0.0215 0.0270 0.0781 0.276 0.322
P ∗ = 1 0.0326 0.0316 0.0234 0.0452 0.0480
P ∗ = 3 0.0175 0.0170 0.0155 0.0179 0.0256

Des simulations avec P ∗ = 4 et 30 ont aussi été réalisées lorsque µ = 0.09, portant le
nombre de simulations exploitées à près de 150. Dans le cas le plus discutable en terme
d'élasticité (P ∗ = 30) leniveau de raideur atteint κ = 5000, dans le cas courant (P ∗ ≤ 15)
ce niveau dépasse aisément 7600, voire 10 000.

Variations de la teneur en liquide

Comme évoqué en section 2.3.2, le système numérique présente une teneur en liquide
variable mesurable avec :

ΦL/ΦS =
3z

π

V0

a3
(2.16)

Dans le temps, l'écart-type de cette teneur est très faible, de l'ordre de 10−6, largement
en deçà des valeurs minimales de teneur qui nous intéressent, de l'ordre, elles, de 10−3. La
�gure 2.15 permet de s'assurer que pour diverses valeurs de V0/a

3, toutes choses égales par
ailleurs, les teneurs en liquides des divers systèmes ne se chevauchent pas et sont constantes.

2,0 2,4 2,8 3,2
0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

          V
0
/a3

 1x10-3

 2x10-3

 4x10-3L/
S

Figure 2.15 � série temporelle de la teneur en liquide pour diverses valeurs de V0/a
3, P ∗ =

0,05 et µ = 0, 15

Il est donc parfaitement raisonnable d'admettre que la variabilité de ΦL/ΦS n'a aucune
in�uence sur le comportement macroscopique des matériaux que nous étudions. Pour les
valeurs de paramètres étudiés, la �gure 2.16 illustre les teneurs en liquide mesurées pour
tout triplet (P ∗, µ, V0/a

3), malgré de légères variations de la teneur en liquide avec P ∗ et
µ, 5 populations sont clairement distinguables et correspondent aux 5 di�érentes valeurs de
V0/a

3 proposées. L'in�uence existante mais faible de la teneur en liquide sur le comportement
macroscopique nous invite donc à négliger encore une fois les légères variations de ΦL/ΦS en
réunissant chaque population sous une seule valeur de ΦL/ΦS de sorte que l'on considère la
moyenne lorsque P ∗ > 3 avec la table 2.2 :

Table 2.2 � Correspondance entre V0/a
3 et ΦL/ΦS
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Figure 2.16 � Teneur en liquide : in�uence du triplet (µ,V0/a
3,P ∗), I = 1× 10−3

V0/a
3 ΦL/ΦS

5× 10−4 0, 00342± 4.5× 10−5

1× 10−3 0, 00694± 2.1× 10−4

2× 10−3 0, 0143± 5.4× 10−4

4× 10−3 0, 0299± 1.1× 10−3

8× 10−3 0, 0627± 2.1× 10−3

Les échantillons numériques sont par la suite désignés par les valeurs de ΦL/ΦS données
par la table 2.2.

2.6.2 Résultats macroscopiques

En régime quasistatique, l'indépendance de µ∗w, µ
∗
d, ΦS,w et ΦS,d à I nous invite à utiliser

les formes µ∗w,0 = µ∗w(I → 0), µ∗d,0 = µ∗d(I → 0), ΦS,w,0 = ΦS,w(I → 0) et ΦS,d,0 = ΦS,d(I → 0)
où l'indice 0 est donc relatif à cette limite I → 0. D'après les équations 1.65 et 1.64 on attend
donc des lois sous la forme :

µ∗w,0 = µ∗w,0(P ∗,ΦL/ΦS, µ) (2.17)

ΦS,w,0 = ΦS,w,0(P ∗,ΦL/ΦS, µ) (2.18)

Variation du couple (P ∗, ΦL/ΦS)

Les �gures 2.17a et 2.17b présentent l'évolution de µ∗w,0 et ΦS,w,0 avec 1/P ∗ pour diverses
valeurs de ΦL/ΦS avec µ = 0.09. Il est intéressant de remarquer que µ∗w,0 croît pour ΦL/ΦS

croissant, alors que ΦS,w,0 est quasi-invariant. µ∗w,0 et ΦL/ΦS sont aussi des fonctions respec-
tivement croissante et décroissante de 1/P ∗. Dans la limite 1/P ∗ → 0, les courbes µ∗w,0 se
rejoignent indépendamment de la valeur de ΦL/ΦS pour retrouver le comportement des maté-
riaux secs avec µ∗w,0,∞ ≈ 0, 257 ≈ µ∗d,0 = 0, 2561, similairement on a ΦS,w,0,∞ = ΦS,d,0 = 0, 616,
l'indice ∞ faisant donc référence à cette limite. Ce comportement asymptotique des maté-
riaux granulaires faiblement cohésifs n'a rien de neuf, il est même attendu puisqu'il est à la
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Figure 2.17 � Régime quasistatique : a) µ∗(1/P ∗) et b) ΦS(1/P ∗) pour diverses valeurs de
ΦL/ΦS, µ = 0, 09 et I = 10−3.

source du modèle de Mohr-Coulomb (abordé en section 2.6.3). L'apparente linéarité de µ∗w,0
avec 1/P ∗ est discuté par la suite en section 2.6.3.

Variation du couple (P ∗, µ)

Les �gures 2.18a et 2.18b présentent l'évolution de µ∗w,0 et ΦS,w,0 avec 1/P ∗ pour diverses
valeurs de µ avec ΦL/ΦS = 0.0299. À l'instar des courbes précédentes (cf Fig. 2.17a et 2.17b),
les matériaux présentent un comportement asymptotique qui se rapproche du comportement
des matériaux secs dans la limite P ∗ → 0. Les matériaux secs ayant d'ailleurs un compor-
tement largement tributaire de la valeur de µ, il est tout à fait normal que les courbes ne
se rejoignent pas dans cette limite. Dans l'ensemble on constate une forte croissance de µ∗w,0
et une forte décroissance de ΦS,w,0 pour des µ et 1/P ∗ croissants. Similairement à la �gure
2.17a, µ∗w,0 conserve une apparente linéarité avec 1/P ∗.
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Figure 2.18 � Régime quasistatique : a) µ∗(1/P ∗) et b) ΦS(1/P ∗) pour diverses valeurs de
µ, ΦL/ΦS = 0.0299 et I = 10−3.

Évolution quantitative et variable d'intérêt
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Cette section met entre autre en avant des variations relatives et absolues bien plus
importante de µ∗w,0 que de ΦS,0 avec P ∗, µ et/ou surtout ΦL/ΦS. Les valeurs de µ∗w,0 évoluent
entre 0.2 et 1.0, là où ΦS,0 évolue entre 0.56 et 0.62. Ce constat nous invite désormais à nous
pencher plus amplement sur les évolutions de µ∗w,0. Sans non plus considérer que ΦS,0 est une
constante, nous allons par la suite essayer de capturer et modéliser seulement les évolutions
de µ∗w,0.

2.6.3 Modélisation : Approche de Mohr-Coulomb

Dé�nition d'une cohésion

L'inégalité de Mohr-Coulomb (Eq. 1.7) est un modèle décrivant le seuil de rupture dans le
domaine quasistatique. A ladite rupture, cette équation 1.7 devient une simple égalité entre
les termes structurants C, tan(ψ′)σ22 et le terme destructurant σ12. Comme vu précédemment
(cf 2.6.2), dans le domaine quasistatique µ∗w,0 ne dépend que du triplet (P ∗, ΦL/ΦS, µ), le
couplage des équations 1.7 et 2.17 donne alors :

µ∗w,0(P ∗,ΦL/ΦS, µ) = tanψ′+ C

σ22

(2.19)

Un simple raisonnement aux limites permet d'établir une relation entre le coe�cient de
frottement macroscopique et l'angle de frottement interne avec :

µ∗w,0,∞(P ∗ →∞), µ,ΦL/ΦS) = tanψ′(µ,ΦL/ΦS) (2.20)

Dans la mesure où la cohésion est négligeable, on peut attendre la relation µ∗w,0,∞ = µ∗d,0.
La force de cette relation est importante, µ∗d,0 étant plus facile à mesurer que tan(ψ′) aussi
bien numériquement qu'expérimentalement. La cohésion au sens de Mohr-Coulomb se résume
donc à l'étude d'un ajustement des données par une loi à un paramètre C et un constante
µ∗d,0 (Eq. 2.22) ou deux paramètres C et µ∗w,0,∞ (Eq. 2.21) ou par le calcul direct de C selon
l'équation 2.22 pour n'importe quelle valeur de P ∗

µ∗w = µ∗w,0,∞ +
a2C

P ∗F0

(2.21)

µ∗w = µ∗d,0 +
a2C

P ∗F0

(2.22)

Notons, indépendamment de la solution choisie, qu'il est possible de dé�nir une cohésion
adimensionnée C∗ avec :

C∗ =
a2C

F0

(2.23)

Variation de P ∗ : calcul brutal de C∗
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Avec les lois de comportement proposées (Eq. 2.21 et 2.22), C∗ est une constante. On
s'attend donc à une croissance linéaire de µ∗w(I → 0) avec 1/σ22 (ou 1/P ∗ de manière
équivalente). Visuellement, la �gure 2.19 représente très bien cette linéarité dans le domaine
des fortes contraintes normales, une droite en pointillés est tracée dans le seul but de souligner
une légère in�exion des points de données dès lors que les forces cohésives sont d'un ordre
de grandeur similaire à celui des forces de con�nement, lorsque P ∗ ≤ 1.

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

w

1/P

Figure 2.19 � µ∗w(P ∗) en régime quasistatique (I = 1× 10−3), ΦL/ΦS = 0.0143 et µ = 0.09.
La droite en pointillé est un repère visuel pour constater l'in�exion des points de données
aux faibles P ∗

La mesure de µ∗w et la connaissance de µ∗d,0 permettent une évaluation brute de C∗ via
les équations 2.22 et 2.23 qui donnent :

C∗ = P ∗(µ∗w,0(P ∗)− µ∗d,0) (2.24)

La �gure 2.20 présente la cohésion C∗ en fonction de P ∗ calculée avec l'équation 2.24 pour
les données présentées sur la �gure 2.19. La première caractéristique notable de ce tracé est
la présence d'un plateau aux forts P ∗ où C∗ ≈ 0, 275, assimilable au domaine d'applicabilité
du critère de Mohr-Coulomb, critère qui devient donc discutable dans la zone P ∗ ≤ 1. La
seconde est l'augmentation drastique, mais attendue, de la barre d'erreur avec P ∗, imputable
à la quasi-constance des erreurs sur µ∗w et µ∗d,0 avec P

∗.
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*
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Figure 2.20 � Évolution de la cohésion : C∗(P ∗), pour µ = 0, 09 et ΦL/ΦS = 0, 0143.

La présence du plateau aux forts P ∗, là où les barres d'erreurs sont invariablement les
plus importantes est une gêne pour le calcul brutal de C∗. Gène qui pousse à chercher C∗

comme une variable d'ajustement dans les équations 2.22 ou 2.21 dans la zone où µ∗ est
linéaire. Avec un ajustement des données pour P ∗ ≥ 2 :
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� à 1 variable (cf Eq. 2.22, µd,0 = 0.2561) : C∗ = 0, 27743± 0, 00237
� à 2 variables (cf Eq. 2.21) : µw,0,∞ = 0.2569± 0, 00281, C∗ = 0, 2749± 0, 0098
Les valeurs de µ∗w,0,∞ et µ∗d,0 sont confondues et celle de C

∗ ne rappelle la valeur du plateau
présentées en �gure 2.20. Les qualités des ajustements sont supérieures à 0.9 et généralement
meilleures dans le cas de l'ajustement à 2 paramètres (Eq. 2.21) qui sera donc notre méthode
de détermination de C∗.

variations de ΦL/ΦS et µ : ajustement à 2 paramètres

La variation du triplet (P ∗,ΦL/ΦS,µ) nous permet de chercher C∗ comme une variable
d'ajustement dans un modèle à deux paramètres dé�ni par l'équation 2.21. En procédant de
la sorte on obtient les deux courbes de résultats 2.21a et 2.21b qui représentent respective-
ment les évolutions de µ∗w,0,∞ et C∗ avec µ pour diverses valeurs de ΦL/ΦS. La qualité des
ajustements toujours supérieure à 0,95 et la proximité de µ∗w,0,∞ et µ∗d,0,clairement visible
sur la �gure 2.21a, attestent de la cohérence du modèle de Mohr-Coulomb dans le domaine
P ∗ > 2. On constate donc que les matériaux cohésifs exhibent une cohésion croissante à
la fois avec µ et avec ΦL/ΦS. En section 2.6.4 on s'attachera notamment à expliquer ces
évolutions.
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Figure 2.21 � Variables d'ajustement a) µ∗w,0,∞(µ) avec en pointillés noirs la valeur de µ∗d,0
mesurée, b) C∗(µ). Plusieurs valeurs de ΦL/ΦS sont proposées. I = 10−3

Les prédictions obtenues par les ajustements peuvent être comparées au données mesurées
avec la �gure 2.22. Pour tout couple (µ ,ΦL/ΦS) cette �gure souligne assez bien la bonne
capture de µ∗w,0, sur l'ensemble de la plage de P ∗ proposée malgré une légère divergence
dès lors que P ∗ < 2. A noter que ladite divergence consiste en des valeurs toujours plus
surévaluées de µ∗w,0, comme indiqué par la �gure 2.20 une bonne évaluation de la loi de
frottement devrait comprendre une cohésion décroissante avec 1/P ∗.

Pour comprendre cette décroissance il est nécessaire de comprendre comment les forces
capillaires génèrent des contraintes, ainsi que leur in�uence éventuelle sur la microstructure.

2.6.4 Modélisation : Contraintes e�ectives

Les contraintes e�ectives dans la littérature

Le tenseur des contraintes du contact σcont peut se calculer comme la soustraction du
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Figure 2.22 � Prédiction de comportement avec la loi de Mohr-Coulomb

tenseur des contraintes capillaire σcap au tenseur des contraintes totales σTot selon :

σcont = σTot − σcap (2.25)

Cette forme tensorielle peut se réécrire sous la forme indicielle avec :

σcontij = σTotij − σ
cap
ij (2.26)

Dans le cas du cisaillement simple con�né qui nous intéresse, dans la mesure où la dif-
férence des contraintes normales est faible, on se focalisera surtout sur les composantes
tangentielles ij = 12 et normale ij = 22. Le modèle de contraintes e�ectives repose sur l'hy-
pothèse qu'il est possible d'admettre que le squelette granulaire, seul à l'origine du tenseur
σcont, se comporte de façon identique dans les cas secs et mouillé. Avec ce postulat, l'équation
2.26 peut se réécrire dans le cas des contraintes tangentielles avec :

σcont12 = µ∗d,0σ
cont
22 (2.27)

Et on en déduit en réinjectant les contraintes normales de l'équation 2.26 dans le second
terme et les contraintes tangentielles dans le premier :

σTot12 − σ
cap
12 = µ∗d,0(σTot22 − σ

cap
22 ) (2.28)

σTot12 = µ∗d,0(σTot22 − σ
cap
22 ) + σcap12 (2.29)

la contrainte normale totale étant égale à la contrainte normale de con�nement σ22 on
obtient �nalement en divisant par cette contrainte :

µ∗w,0 = µ∗d,0(1− σcap22

σ22

)− σcap12

σ22

(2.30)

La �gure 2.23 propose un tracé de σcont12 /σcont22 en fonction de P ∗ pour diverses valeurs de
µ, les symboles choisis ne proposent pas de distinction entre les di�érentes valeurs de ΦL/ΦS

dont l'e�et est relativement marginal. D'après l'équation 2.27 on attend des plateaux centrés
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Figure 2.23 � σcont12 /σcont22 (P ∗) : divers µ

sur la valeur de µ∗d,0 subissant donc une translation verticale selon la valeur de µ, résultat
bien véri�ée sur la �gure, à plus forte raison lorsque P ∗ est important.

Évaluation de σcap22 : première approximation

Les forces capillaires, en maintenant les particules ensembles, génèrent, entre autres,
une surpression entre les grains. Cet excédent de pression P cap est la somme des termes
diagonaux du tenseur de contraintes capillaires, elle se calcule donc comme une fonction des
forces moyennes décrites par l'équation 1.53 avec :

P cap =
zCΦS

πa2
F0 +

zDΦS

πa3
〈FN

D d〉ND
(2.31)

Cette équation 2.31 nous fourni une borne supérieure et inférieure de P cap puisque le
premier terme du membre de droite est calculable et que le second est compris entre 0 et
zDΦSDruptF0/πa

3. Une approximation brutale consiste à se placer à mi-chemin de ces bornes
et en négligeant le terme Drupt avec :

P cap ≈ z∗ΦS

πa2
F0 (2.32)

Avec z∗ = zC+zD/2. L'approximation de P cap avec cette formule est très bonne et fournit
des estimations erronées au plus de 2%. Dans la mesure où la di�érence des contraintes
normales est faible [59], il est aussi possible d'approximer σcap22 avec P cap. En procédant de
la sorte, l'erreur maximale que nous obtenons sur l'évaluation de σcap22 est de l'ordre de 10%.
On obtient une nouvelle estimation de µ∗w,0 en injectant cette estimation de la contribution
capillaire à la contrainte normale dans l'équation 2.30 :

µ∗w,0 = µ∗d,0(1 +
z∗ΦS

π

1

P ∗
)− σcap12 a

2

F0

1

P ∗
(2.33)

La �gure 2.24 présente une comparaison des prédictions obtenues sur µ∗w,0 avec les équa-
tions 2.30 et 2.33 et des données mesurées. Outre la très bonne qualité de la prédiction,
visible grâce à la proximité à la courbe x=y, les deux méthodes de prédiction présentent des
résultats extrêmement similaires ce qui est attendu du fait de la bonne évaluation de σcap22
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Figure 2.24 � Prédiction de comportement avec les contraintes e�ectives : équations 2.30
et 2.33

Approximation isotrope de σcap : parallèle avec la cohésion

Si la quantité σcap22 est aisément évaluable grâce à des arguments de forces moyennes, il
n'en va pas de même pour la quantité σcap12 . Une manière simple et brutale d'évaluer µ∗w,0
consiste donc à supposer un tenseur des contraintes capillaires isotrope, c'est-à-dire que l'on
néglige σcap12 . En procédant de la sorte l'équation 2.33 devient simplement :

µ∗w,0 = µ∗d,0(1 +
z∗ΦS

π

1

P ∗
) (2.34)

Il faut noter que cette forme n'est pas sans rappeler l'équation 2.22 et fait ressortir une
potentielle linéarité de µ∗w,0 avec 1/P ∗ dans la mesure où le terme z∗ΦS/π peut être considéré
comme une constante. On peut donc envisager une prédiction de la cohésion avec :

C∗ =
µ∗d,0z

∗ΦS

π
(2.35)

Cette expression de la cohésion est associée à Rumpf et a déjà fait l'objet de nombre
d'études numériques par le passé [113, 42, 97, 105], elle capture assez bien les données de
la plupart des études sur la cohésion [97, 105, 59]. Cette forme s'avère simple d'utilisation,
même dans le cas où l'on devrait inférer des valeurs approximatives de z∗ et ΦS ??. La �gure
2.25 représente le ratio des mesures et prédictions de C∗ fonction de 1/P ∗ pour ΦL/ΦS. La
proximité de ce ratio à 1 dénote une bonne concordance entre prédiction et mesure de la
cohésion. On peut notamment remarquer que pour P ∗ > 2 on a systématiquement C∗ <
µ∗d,0z

∗ΦS,w,0/π, résultat attendu puisque C∗ est mesuré dans ce domaine et que µ∗d,0z
∗ΦS,w,0/π

néglige le terme négatif −σcap12 dans le calcul de µ∗w,0.

Approximation isotrope de σcap : seconde approximation de µ∗w,0

A l'instar de la �gure 2.24, la �gure 2.26 présente une comparaison entre prédiction (Eq.
2.34) et mesure de µ∗w,0 pour tout triplet (P ∗,ΦL/ΦS,µ). On constate que pour un couple
(P ∗,µ) �xé l'écart de la prédiction à la mesure est d'autant plus important que ΦL/ΦS est
faible, l'écart étant d'ailleurs systématiquement imputable à une surestimation de µ∗w,0.

Chapitre 2 Michel Badetti 68



Rhéologie des matériaux granulaires non saturés

0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0
0,90

0,95

1,00

1,05

1,10

 0.05
 0.15
 0.25

C
/z

 
S 

w
 0
 

 d 
0

1/P

Figure 2.25 � Prédiction de la cohésion C∗ pour ΦL/ΦS = 0.0299
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Figure 2.26 � Prédiction de comportement avec les contraintes e�ectives : équation 2.34

Cette surestimation systématique pose la question du signe et de la valeur de σcap12 . Si
σcap22 pouvait être assimilé à une surpression (σcap22 < 0) qui ampli�e le phénomène frictionnel
et fait donc croître µ∗w,0, σ

cap
12 lui est strictement positif et tend à �uidi�er le matériaux

pour faire décroître µ∗w,0. La valeur de µ∗w,0 est donc le résultat d'une compétition entre la
contribution capillaire à la contrainte normale et la contribution capillaire à la contrainte
tangentielle. Pour ΦL/ΦS décroissant on observe en valeur absolue une décroissance de σcap22

et une croissance de σcap12 , le matériau est donc d'autant moins frottant et plus "�uidi�é"
que la quantité de liquide est faible. Cette dernière observation explique pourquoi l'équation
2.34 capture mieux les résultats aux hautes valeurs de ΦL/ΦS là où σcap12 se rapproche de
0. La �gure 2.27 illustre le rapport σcap12 /µ

∗
d,0σ

cap
22 des contributions capillaires normales et

tangentielles à µ∗w,0. On constate aisément que les matériaux les plus cohésifs et exhibant les
plus faibles teneurs en liquide présentent les contributions capillaires tangentielles les moins
négligeables avec un ratio pouvant atteindre −0.3.

Dès lors, on comprend que le modèle simple relatif à l'équation 2.34 est insu�sant, et qu'il
est nécessaire d'accéder à une estimation de σcap12 pour pouvoir prédire µ∗w,0 pour toute gamme
de P ∗. La �gure 2.28 montre que l'ensemble des résultats numériques pointent vers une valeur
largement tributaire de P ∗ et ΦL/ΦS qui ne peut être approximée par une constante, fut-
elle di�érente de 0. La maîtrise de cette quantité requiert donc un questionnement sur ses
origines physiques que nous discutons en section 2.6.5.
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Figure 2.27 � ratio des contributions capillaires au frottement macroscopiques
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Figure 2.28 � Evolution de σcap12 avec P ∗ pour diverses valeurs de ΦL/ΦS. µ varie aussi de
0.05 à 0.25 mais aucun distinguo n'est fait en termes de symboles.

2.6.5 Évaluation de σcap12 : anisotropie, interactions de contact et à
distance

Origine de l'anisotropie

La force capillaire étant une force normale centre à centre, elle n'est pas en mesure de
générer un tenseur de contraintes anisotrope dans un matériau qui serait, lui, isotrope. L'exis-
tence même de σcap12 suggère donc une anisotropie du matériau à laquelle il faut s'intéresser.
Phénoménologiquement, le cisaillement dans le plan 1-2 génère naturellement dans les maté-
riaux granulaires des zones où les grains tendent à se rapprocher (quadrant de compression)
ou à s'éloigner (quadrant de traction) comme illustré par la �gure 2.29.

Dans un matériau sec, la �gure 1.31b illustre des chaînes de force beaucoup plus impor-
tantes dans le quadrant de compression que dans le quadrant de tension, la valeur moyenne
de d est notamment plus importante dans le second quadrant puisque les paires de grains
prises isolément ne peuvent soutenir aucun des nombreux e�orts de traction que l'on y
trouve. Similairement, dans le cadre des matériaux non-saturés, les e�orts de traction et les
valeurs de d demeurent plus importantes dans le quadrant de tension, malgré une capacité
des paires à résister à un certain degré de tension. L'anisotropie des distances génère 3 types
d'anisotropie di�érentes du point de vue des interactions capillaires :
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Figure 2.29 � Schéma des quadrants de compression et traction dans le plan d'écoulement.
Les billes s'approchent dans le quadrant de compression et s'écartent dans le quadrant de
traction.

� Une anisotropie structurelle - d'orientation - due à la sur-représentation des contacts
dans le quadrant de compression.

� Une anisotropie mécanique - des forces - due à la décroissance de la force avec d, la
moyenne de d étant plus faible dans le quadrant de compression.

� Et l'anistropie des distances, elle-même déjà évoquée.

Calcul des contraintes au contact et à distance

La contrainte tangentielle capillaire peut être subdivisée selon la contrainte induite par
les interactions au contact σcap,C12 ou à distance σcap,D12 . Dans le cas des contacts, la force
capillaire et les distances étant constantes, il n'y a ni anistropie mécanique ni anisotropie des
distances. Le calcul des contraintes tangentielles repose donc sur une composante tangen-
tielle OC12 du tenseur d'anisotropie structurelle des interactions de contact et 3 composantes
tangentielles OD12, FD12 et LD12 des tenseurs d'anisotropie structurelle, mécanique et des dis-
tances des interactions à distance. D'après [57], σcap,C12 et σcap,D12 se calculent alors au premier
ordre selon :

σcap,C12 =
3zCΦSF0

πa2

[
OC12

]
(2.36)

σcap,D12 =
3zDΦS

πa3
〈FN

D d〉
[
OD12 + FD12 + LD12

]
(2.37)

Selon que l'on néglige la di�érence entre 〈FN
D d〉 et 〈FN

D 〉〈d〉 et/ou les termes FD12 et LD12

on obtient des approximations de l'équation 2.37 avec :
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σcap,D12 =
3zDΦS

πa3
〈FN

D 〉〈d〉
[
OD12

]
(2.38)

σcap,D12 =
3zDΦS

πa3
〈FN

D 〉〈d〉
[
OD12 + FD12 + LD12

]
(2.39)

La prévision de σcap,C12 fournie par l'équation 2.36 et celles de σcap,D12 fournies par les
équations 2.37, 2.38 et 2.39 sont confrontées aux valeurs mesurées numériquement sur la
�gure 2.30. Sur cette �gure, on peut constater que di�érencier la moyenne des produits 〈FN

D d〉
ou le produit des moyennes 〈FN

D 〉〈d〉 ne fait pratiquement aucune di�érence, à contrario de
la négligence de FD12 + LD12 qui induit une forte erreur sur la mesure de σcap,D12 , erreur due
avant tout à FD12. La valeur de σcap,C12 est, quant à elle, toujours très bien estimée.
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Figure 2.30 � Prédiction et mesure de σcap,C12 et σcap,D12 . Toutes les valeurs du triplet (P ∗, µ,
ΦL/ΦS) sont proposées.

En sommant les équations 2.36 et 2.37 on obtient une estimation de σcap12 avec :

σcap12 =
3zCΦSF0

πa2

[
Oc12 + (

zD〈FN
D d〉

zCaF0

)(OD12 + FD12 + LD12)

]
(2.40)

La �gure 2.31 compare l'estimation de σcap12 avec l'équation 2.40, aux valeurs mesurées
numériquement. Estimation et mesure sont très proches, ce qui n'est pas très étonnant du fait
des très bonnes estimations de σcap,C12 et σcap,D12 déjà illustrées par la �gure 2.30. En négligeant
anisotropie mécanique et des distances, c'est-à-dire en sommant équations 2.38 et 2.36 on
obtient une sous-estimation systématique de σcap12 .

Le calcul de σcap12 via les anisotropies met donc en avant la nécessité de maîtriser 8 gran-
deurs di�érentes pour une estimation �ne des contraintes :

� Les coordinations zD et zC ,
� les 3 termes d'anisotropie Oc12, OD12 et FD12 (l'anisotropie des distances étant négli-

geable),
� les moyennes de forces 〈FN

D 〉 et de distance 〈d〉 des interactions à distance,
� et la compacité ΦS.
L'étude de ces grandeurs est proposé dans la section 2.6.6 suivante.
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Figure 2.31 � Prédiction et mesure de σcap12 toutes les valeurs du triplet (P ∗, µ, ΦL/ΦS) sont
représentées.

2.6.6 Microstructure en régime quasistatique

Coordination

Les �gures 2.32a et 2.32b présentent l'évolution de zC et zD avec 1/P ∗. Dans le cas
de zC diverses valeurs de µ sont présentées et pour toute valeur de ΦL/ΦS les courbes
se superposent, c'est l'inverse pour zD où les symboles distinguent les diverses valeurs de
ΦL/ΦS et où les courbes se superposent pour toute valeur de µ. A l'échelle des grains, on
peut supposer que l'adjonction de liquide et un con�nement plus important ne devrait pas
rompre les contacts qui participent à zC , à contrario des interactions à distance qui peuvent
perdurer plus longtemps à mesure que la distance de rupture augmente (augmentation du
volume de liquide) et que l'on force le con�nement du système et donc le rapprochement des
grains.
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Figure 2.32 � Évolutions de a) zC et b) zD avec 1/P ∗. Sur les deux graphes toutes les
valeurs du triplet (P ∗,ΦL/ΦS,µ) sont représentées.

L'indépendance de zC à ΦL/ΦS et P ∗ et de zD à µ nous invite à ajuster ces grandeurs
selon les modèles suivants :
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zC = zC(µ) = zC,0(1− α0µ)

zD = zD(ΦL/ΦS, P
∗) = zD,0(1 + α1ΦL/ΦS)α2(1− α3

α3 + P ∗
)

Les ajustements proposés mènent à zC,0 = 5, 831, α0 = 0, 593, zD,0 = 0, 8684, α1 = 5, 898,
α2 = 0, 196 et α3 = 0, 3437 , avec des qualités respectives de 0,957 et 0,934 pour zC et zD.

Forces et distances moyennes

Les �gures 2.33 et 2.34 présentent respectivement, dans le cas des interactions à distance,
la moyenne des distances et des forces comme fonctions de 1/P ∗ pour diverses valeurs de
ΦL/ΦS. Diverses valeurs de µ sont aussi proposées mais aucun distinguo n'est fait sur les
symboles. < FN

D > et < d > croissent et décroissent respectivement légèrement lorsque
P ∗ décroît, l'in�uence de µ est négligeable et ΦL/ΦS induit une forte croissance des deux
moyennes. Pour P ∗ ≥ 1 il est raisonnable d'estimer que < FN

D > et < d > sont uniquement
fonctions de ΦL/ΦS et < FN

D >.
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Figure 2.33 � Évolution de 〈d〉 avec 1/P ∗ pour diverses valeurs de ΦL/ΦS. Toutes les valeurs
de µ sont présentées sans distinguo sur les symboles.
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Figure 2.34 � Évolution de 〈FD
N 〉 avec 1/P ∗ pour diverses valeurs de ΦL/ΦS

À l'instar de zD l'augmentation de < d > avec ΦL/ΦS peut être attribuée à une persis-
tance plus importante des interactions à distance, celle de < FN

D > est liée à la décroissance
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plus faible de la force avec la distance lors d'un accroissement de volume de ménisque. Le
tableau 2.3 donne les moyennes de < d > et < FN

D > en fonction de ΦL/ΦS.

Table 2.3 � Valeurs moyennes de < d > et < FN
D > avec ΦL/ΦS, I = 10−3, µ et P ∗

variables.
ΦL/ΦS < d > < FN

D >
0.0034 1.023 0.50
0.0069 1.028 0.53
0.0143 1.036 0.56
0.0299 1.046 0.59
0.0627 1.057 0.61

Anisotropies

Les �gures 2.35a et 2.35b présentent l'évolution de OC12 et OD12 avec 1/P ∗. Dans le cas
de OC12 diverses valeurs de µ sont présentées et pour toute valeur de ΦL/ΦS les courbes
se superposent, c'est l'inverse pour OD12 où les symboles distinguent les diverses valeurs de
ΦL/ΦS et où les courbes se superposent pour toute valeur de µ. On constate une faible
augmentation de OD12 avec ΦL/ΦS et 1/P ∗ une faible augmentation en valeur absolue de OC12

avec µ.
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Figure 2.35 � Évolutions de a) OC12 et b) OD12 avec 1/P ∗. Sur les deux graphes toutes les
valeurs du triplet (P ∗,ΦL/ΦS,µ) sont représentées

La valeur de FD12, de signe opposée à OD12 varie assez peu avec l'ensemble des paramètres.
On trouve des valeurs oscillant entre −0, 02 et −0, 04 et surtout tributaires de µ. Le tableau
2.4 donne les moyennes de OC12 et FD12 en fonction de µ pour diverses valeurs de ΦL/ΦS et
P ∗ ainsi que les valeurs moyennes de OD12 avec ΦL/ΦS pour diverses valeurs de µ et P ∗.
Estimer les anisotropies comme des variables indépendantes de P ∗ est un peu brutal mais la
dispersion des points dans les cas de FD12 et OD12 est un handicap di�cile à surmonter dans
le cadre d'un ajustement. Ces valeurs moyennes mettent néanmoins en exergue une plus
grande anisotropie des interactions à distance avec OD12 +FD12 > −OC12. Si le signe de σ

cap
12 est

pourtant du signe de OC12 c'est parce que les coordinations entrent aussi en jeu dans le calcul
de la contrainte (cf Eq. 2.40) et que zC est bien supérieur à zD.

Chapitre 2 Michel Badetti 75



Rhéologie des matériaux granulaires non saturés

Table 2.4 � Valeurs moyennes de OC12 et FC12 avec µ - pour divers ΦL/ΦS et P ∗ - et de OD12

avec ΦL/ΦS - pour divers µ et P ∗ - , I = 10−3.
ΦL/ΦS OD12 µ OC12 FD12

0.0034 0.09 0.05 −0.034 −0.028
0.0069 0.10 0.09 −0.038 −0.030
0.0143 0.11 0.15 −0.042 −0.032
0.0299 0.12 0.20 −0.045 −0.034
0.0627 0.13 0.25 −0.048 −0.036

Produit z∗ΦS

Comme évoqué précédemment avec la �gure 2.18b (cf. section 2.6.2), ΦS est seulement
fonction de P ∗ et µ. Un ajustement des courbes peut être proposé avec un modèle simple :

ΦS,w,0 = ΦS,c(1 + α4µ
α5)(1 + α6(

1

P ∗
)α7)

où ΦS,c = 0, 64 est la densité bien connue d'un matériau sec non frottant (µ = 0). On
obtient alors α4 = −0, 149, α5 = 0, 518, α6 = −0, 0356 et α7 = 0, 849 avec une qualité de
0,932.

Pour rappel, l'équation 2.30 repose aussi sur le produit z∗ΦL/ΦS/π. Il est donc inté-
ressant de tenter une estimation de ce ratio grâce aux paramètres d'ajustement proposés
précédemment. Estimation et mesure sont confrontées, pour tout triplet (P∗, µ, ΦL/ΦS),
sur la �gure 2.36.
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Figure 2.36 � Prédictions de z∗ΦS,w,0/π confrontées aux mesures pour tout triplet
(P ∗,µ,ΦL/ΦS), I = 10−3

Estimation de µ∗w,0 sans élément microstructurel

Les indépendances de certaines caractéristiques microstructurelles et la possibilité d'ap-
pliquer des ajustement nous encourage à tenter une estimation de µ∗w,0 sans recourir aux
mesures de ces mêmes caractéristiques. Avec les moyennes de OC12, OD12, FD12, < d > et
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< FN
D > et les ajustement proposés pour ΦS,w,0, zC et zD on estime µ∗w,0 comme une fonction

de P ∗, µ et ΦL/ΦS. Les estimations sont comparés aux mesures déjà e�ectuées sur la �gure
2.37. Si prédictions et mesures se comparent relativement bien pour une gamme de P ∗ inter-
médiaire, la prédiction paye le prix de l'approximation de OC12, OD12, FD12, < d > et < FN

D >
par des moyennes. Si l'écart à la mesure s'avère d'ailleurs relativement indépendant de µ
aux basses valeurs de P ∗, il n'en va pas de même à l'approche de P ∗ → ∞ où l'estimation
semble translatée vers la droite à mesure que µ augmente. Cette translation est la signature
très certaine que σcap22 n'est pas très bien estimé aux P ∗ forts, mésestimation qui se gomme
donc à l'approche de P ∗ → 0 puisque les courbes s'alignent.
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Figure 2.37 � Prédictions de µ∗w,0 confrontées aux mesures pour tout triplet (P ∗,µ,ΦL/ΦS),
I = 10−3

Cette démarche grossière pourrait très certainement donner de bien meilleurs résultats si
OC12, OD12, FD12, < d > et < FN

D > faisaient l'objet d'ajustements plus précis.

2.7 Comportement en régime inertiel

2.7.1 Jeu de paramètres

Dans cette étude, les grandeurs physiques �xées sont µ = 0, 09 et ΦL/ΦS = 0, 0299. I
varie de 10−3 à 10−1 par facteur 10

√
100 et P ∗ prend les valeurs 0.5, 1, 2.3, 4.6, 6.9, 9.3 et ∞.

2.7.2 Résultats macroscopiques

Les �gures 2.38a et 2.38b présentent respectivement µ∗w et ΦS,w comme fonctions de I
pour les diverses valeurs de P ∗. Les courbes d'écoulement présentées ainsi ne sont pas sans
rappeler les résultats présentés par [57], la di�érence majeure réside dans la valeur de µ prise
à 0.09 ici. On observe donc une croissance de µ∗w et une décroissance de ΦS,w avec I croissant
ou P ∗ décroissant. Il faut aussi noter que la transition entre régimes quasistatique et régime
inertiel (I ≈ 10−2) n'est pas in�uencée par l'adjonction du liquide mouillant quelque soit
l'intensité du con�nement. Si la courbure de µ∗ avec I semble inchangée avec P ∗, il n'en va
pas de même pour celle de ΦS,w qui diminue à mesure que le con�nement s'amenuise.

En appliquant un ajustement de Hatano sur les courbes on obtient les résultats présentés
en tables 2.5 et 2.6. La qualité des ajustements est systématiquement supérieure à 0,99 sauf
lorsque P ∗ = 0, 5 ou 1. On constate un accroissement systématique de µ∗H et Φ∗0 avec P

∗ et,
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Figure 2.38 � µ∗w(I) et ΦS,w(I) pour diverses valeurs de P ∗, ici µ = 0.09 et ΦL/ΦS = 0, 0299

à part lorsqueP ∗ = 0, 5 ou 1 où l'on constate des paramètre un peu erratiques, α, β, n1 et
n2 présentent des variations toujours contenues dans les barres d'erreur. Dans la gamme de
I balayée, cette dernière observation souligne une indépendance certaine de la courbure à
P ∗. Remarque que nous avons déjà évoquée avec l'aspect visuel des �gures 2.38a et 2.38b,
l'applanissement de la courbure pour ΦS,w ne devenant �agrant que lorsque P ∗ ≤ 1.

Table 2.5 � Paramètres d'ajustement de Hatano : résultats numériques µ∗w.
P ∗ µ∗0 α n1

Sec 0.252 31± 9.043 41× 10−4 0.711 12± 0.044 15 0.878 83± 0.0285
9.3 0.290 85± 0.0016 0.741 89± 0.111 12 0.945 26± 0.068 03
6.9 0.299 96± 0.001 22 0.656± 0.061 32 0.878 03± 0.043 78
4.6 0.324 49± 0.001 22 0.826 22± 0.1053 0.993 74± 0.059 41
2.3 0.392 58± 0.002 07 0.844 64± 0.242 23 1.064 12± 0.128 41
1.0 0.537 19± 0.0078 0.321 04± 0.105 44 0.595 82± 0.166 61
0.5 0.794 97± 0.004 12 0.601 83± 0.229 72 0.910 48± 0.148 79

Table 2.6 � Paramètres d'ajustement de Hatano : résultats numériques ΦS.
P ∗ Φ∗0 β n2

Sec 1.622± 5× 10−4 0.561± 0.052 1.002± 0.040
9.3 1.633± 6× 10−4 0.578± 0.071 1.072± 0.053
6.9 1.637± 1.0× 10−3 0.465± 0.097 1.005± 0.089
4.6 1.643± 6× 10−4 0.605± 0.096 1.139± 0.068
2.3 1.660± 6× 10−4 0.558± 0.123 1.187± 0.094
1.0 1.694± 7× 10−4 2.429± 2.015 2.011± 0.356
0.5 1.736± 2.0× 10−3 0.053± 0.081 0.754± 0.675

2.7.3 Extension des contraintes e�ectives vers des systèmes inertiels

Adaptation du principe des contraintes e�ectives
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A l'instar des mesures réalisées dans le domaine quasistatique, on peut se poser la question
de l'applicabilité du principe de contraintes e�ectives aux matériaux en écoulement inertiel.
De ce fait, on attend un coe�cient de frottement macroscopique suivant une loi similaire à
l'équation 2.30 selon :

µ∗w = µ∗d(1−
σcap22 a

2

F0

1

P ∗
) +

σcap12 a
2

F0

1

P ∗
(2.41)

Où µ∗w et µ∗d sont désormais des fonctions de I contrairement à µ∗w,0 et µ
∗
d,0. A l'instar du

régime quasistatique on attend donc un comportement asymptotique avec µ∗w(P ∗ → ∞) =
µ∗d. On peut toujours envisager 2 niveaux d'approximation impliquant d'abord un calcul de
σcap22 menant à

µ∗w = µ∗d(1−
z∗ΦS

π

1

P ∗
) +

σcap12 a
2

F0

1

P ∗
, (2.42)

puis avec une négligence de la contrainte capillaire tangentielle induisant

µ∗w = µ∗d(1−
z∗ΦS

π

1

P ∗
), (2.43)

La �gure 2.39 compare les estimations de µ∗w avec l'équation 2.41 et ses mesures numé-
riques, la très bonne prédiction dans le domaine des forts P ∗ est une signature du comporte-
ment asymptotique attendu. On constate cependant une assez forte surestimation de µ∗w dès
lors que P ∗ est inférieur ou égal à 4.6, surestimation ampli�ée lorsque I croît. La proximité
des 3 prédictions avec les équations 2.41, 2.42 et 2.43 nous invite à penser que σcap12 n'a que
peu d'in�uence d'autant plus qu'il n'y a pas de raison de douter de la manière dont cette
grandeur est prise en compte dans l'équation 2.41. C'est bien sur le premier terme que l'on
peut se poser des questions notamment parce que la divergence entre prédiction et mesure
croît avec I.
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Figure 2.39 � Prédiction de comportement avec les contraintes e�ectives : équation 2.41,
2.42 et 2.43, variation du couple (P ∗,I) pour µ = 0, 09 et ΦL/ΦS = 0, 0299

Aspects microscopiques : contraintes
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En sections 2.6.4 et 2.6.5 nous avons insisté sur l'in�uence considérable des contraintes
capillaires normales et tangentielles sur µ∗w. Leurs évolutions respectives avec I et P ∗ sont
capturées par les �gures 2.40a et 2.40b. En valeurs absolues, ces deux grandeurs sont des
fonctions croissantes de I et de 1/P ∗, si la croissance relative de σcap12 est sensiblement supé-
rieure à celle de σcap22 , le terme µ∗σcap22 demeure toujours au moins 4 fois supérieur au terme
σcap12 sur l'ensemble de la plage de I et P ∗ balayée. Les contraintes capillaires exhibent aussi
un comportement asymptotique et ne varient plus dans la limite P ∗ →∞.
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Figure 2.40 � Contraintes capillaires en domaine inertiel a) σcap22 (I) et b) σcap12 (I) pour
diverses valeurs de P ∗, µ = 0, 09 et ΦL/ΦS = 0, 0299

Aspects microscopiques : coordinations

Comme évoqué en sections 2.6.4 et 2.6.5, les nombres de coordinations zC et zD entrent
en jeu à la fois dans la détermination de σcap22 et dans celle de σcap12 . En régime inertiel, leurs
évolutions avec I et P ∗ sont capturées par les �gures 2.41a et 2.41b. On constate de très
nettes augmentation de zD et diminution de zC pour I croissant. Une croissance de P ∗

engendre aussi une forte croissance de zD et ne fait décroitre zC que dans le domaine inertiel
pour I ≥ 10−1. Pour zC comme pour zD on constate un comportement asymptotique dans
la limite P ∗ →∞ où P ∗ n'a plus d'in�uence.

Révision du nombre d'inertie

Le modèle de contraintes e�ectives part du principe que le squelette granulaire réagit
de la même façon dans le cas mouillé et sec. Dans un cadre où l'inertie a une in�uence
non négligeable, on peut s'interroger sur l'existence d'un nouveau temps de relaxation du
matériau non-saturé τr,w dont le squelette se voit justement soumis à une nouvelle contrainte
capillaire. Dans le cas sec nous avions τr avec :

τr =
1

a

√
σ22

ρs
(2.44)

Dans le cas mouillé on envisage donc simplement la nouvelle contrainte normale e�ective
et on obtient τr,w :
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Figure 2.41 � Coordinations en domaine inertiel a) zC(I) et b) zD(I) pour diverses valeurs
de P ∗, µ = 0, 09 et ΦL/ΦS = 0, 0299

τr,w =
1

a

√
σ22 − σcap22

ρs
(2.45)

On en déduit donc un nombre d'inertie I ′ plus faible que le nombre d'inertie originel I
avec :

I ′ = I

√
σ22

σ22 − σcap22

(2.46)

On s'attend à de meilleures estimation de µ∗w si l'on prend en compte une dépendance de
µ∗d en I

′ plutôt qu'en I. La loi de Hatano évoquée en section 2.7.2 nous permet justement de
réévaluer ces valeurs de µ∗d auxquelles nous n'avons pas directement accès. Pour I ′ inférieur à I
on obtient des valeurs plus faible de µ∗d, à plus forte raison lorsque P

∗ est faible, ce qui va dans
le sens de nos observations précédentes où le terme µ∗d(1−σ

cap
22 /σ22) semblait surévalué dans

les équations 2.41, 2.42 et 2.43. Ces nouvelles de µ∗d nous autorisent de nouvelles prédictions
illustrée par la �gure 2.42. Par comparaison avec la �gure 2.39 on constate une très nette
amélioration de la prédiction quelque soit la valeur de P ∗ et I concernée, les équations
2.41 et 2.42 en particulier donnent de très bon résultats. Une divergence entre modèle et
prédiction reste observée aux faible P ∗ lorsque cohésion et con�nement sont du même ordre
de grandeur.

2.8 Introduction d'une légère polydispersité

2.8.1 Caractéristiques des nouveaux matériaux

Diamètres et distribution

Les échantillons proposés dans cette section présentent une faible polydispersité, les dia-
mètres minimaux et maximaux sont respectivement amin = 1.0 et amax = 1.1. La distribu-

Chapitre 2 Michel Badetti 81



Rhéologie des matériaux granulaires non saturés

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,2

0,4

0,6

0,8

1,0
         P

 0,5
 1
 2,3
 4,6
 6,9
 9,3

   Equation
 2.37
 2.38
 2.39

 x = y

 mesuré

 p
ré

di
t

Figure 2.42 � Prédiction de comportement avec les contraintes e�ectives : équation 2.41,
2.42 et 2.43, variation du couple (P ∗,I ′) pour µ = 0, 09 et ΦL/ΦS = 0, 0299

tion des diamètres est générée de sorte que le volume occupé par chaque taille de grain soit
constant.

Modèles de forces

L'introduction d'une polydispersité n'est pas prise en compte dans le modèle de Maugis.
Des études expérimentales sur matériaux polydisperses indique une meilleure pertinence du
modèle de Soulié, plus complexe. Avec ce modèle la force au contact vaut approximativement
F0 = απ < a > Γ, où α est un préfacteur valant 0.888 et < a > est le diamètre moyen des
grains valant respectivement 1 et 1, 048 dans les cas monodisperses et polydisperses.

2.8.2 Jeu de paramètres

Soulié et monodispersité

La force au contact étant modi�ée avec le modèle d'interaction, l'évaluation de l'in�uence
de la polydispersité est réalisé en comparant des échantillons monodisperses et polydisperses
avec le nouveau modèle. Les échantillons monodisperses et polydisperses ont été soumis à
des variations de I = 10−3, 10−2 ou 10−1 et P ∗ = 1.8 ou 5.5.

2.8.3 Résultats macroscopiques

Les �gures 2.43a et 2.43b représentent les courbes d'écoulements d'un matériau monodis-
perse et d'un matériau polydisperse. Sur toute la gamme de I et P ∗ balayée on ne constate
aucune di�érence de comportement du fait de l'introduction d'une légère polydispersité.

2.9 Introduction d'une viscosité

2.9.1 Jeu de paramètres

Lors de l'introduction d'une viscosité, ont été �xés µ = 0, 09, V0/a
3 = 10−3 et σ22 =

600 kPa, seuls ηf et I ont été variés selon le tableau 2.7. On introduit une rugosité plutôt forte
avec hr/h = 0.01 mais qui semble raisonnable pour simuler nos matériaux expérimentaux. La
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Figure 2.43 � Courbes d'écoulement a) µ∗(I) et b) ΦS(I) pour des matériaux monodisperses
(cercles) et faiblement polydisperses (triangle) avec une pression réduite P ∗ = 1.8 (symboles
entiers) ou 5.5 (symboles ouverts)

force visqueuse est implémentée selon l'équation 1.60 et fait appel au même type de cut-o�
que la force capillaire.

Table 2.7 � jeu de paramètre : e�et visqueux
I η(mPa s)

10−3 0, 50, 1000
10−2 0, 1000

Dans ces conditions, on peut essayer de prévoir la prépondérance des forces visqueuses
sur le comportement du matériau. Le nombre visqueux VI , notamment dé�ni en section
1.3.1, peut permettre cette anticipation. Avec le jeu de paramètres proposé VI varie entre 0
et 0.13 là où 1/P ∗ vaut 0.5 ce qui laisse penser que l'on pourra voir une légère in�uence de
la viscosité avec la gamme de paramètres proposés.

2.9.2 Résultats macroscopiques

Après l'implémentation d'une viscosité les �gures 2.44a, 2.44b, 2.45a et 2.45b présentent
les séries temporelles de σ12 et ΦS,w avec un temps numérique. Les courbes se superposent
extrêmement bien ce qui souligne l'absence totale d'e�et visqueux au niveau macroscopique.
Avec les valeurs de VI évoquées on aurait pu s'attendre à un e�et moindre des forces vis-
queuses mais tel n'est pas le cas. La section suivante (2.9.3) aborde la microstructure des
échantillons testés avec notamment une interrogation sur le rapport des forces visqueuses et
capillaires.

2.9.3 E�ets sur la microstructure

Coordinations
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Figure 2.44 � Séries temporelles : σ12 évolue avec le temps numérique a) I = 10−3 b)
I = 10−2, µ = 0.09, P ∗ = 3 et ΦL/ΦS = 0.0069.
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Figure 2.45 � Séries temporelles : ΦS,w évolue avec le temps numérique a) I = 10−3 b)
I = 10−2, µ = 0.09, P ∗ = 3 et ΦL/ΦS = 0.0069.

Une des interrogations autour de l'e�et des forces visqueuses au niveau microscopique est
l'augmentation potentielle de la persistence des ponts capillaires. Abordé numériquement en
section 1.6.3, les résultats laissaient penser que la viscosité ne doit pas conférer aux ponts
une persistance bien supérieure aux ponts non-visqueux dans les conditions proposées ici.
E�ectivement, les nombres coordination total et à distance, reportés en table 2.8, présentent
très peu de variation avec ηf ou I. On peut éventuellement souligner la diminution de zD et la
constance de z lorsque I = 10−3 qui semble souligner une résistance sensiblement plus élevée
des ponts qui su�t à les maintenir au contact lorsqu'ils ne sont que faiblement contraints.

Table 2.8 � ratio F vis/F0, P ∗ = 3, µ = 0, 09 et ΦL/ΦS = 0, 0069

ηf z(I = 10−3) zD(I = 10−3) z(I = 10−2) zD(I = 10−2)
0 7.167 1.865 7.171 1.867
50 7.179 1.647

1000 7.172 1.640 7.171 1.866
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Forces moyennes

La force visqueuse moyenne F vis est négligeable devant la force capillaire F0 dans toutes
les simulations proposées. Au plus (I = 10−2 et ηf = 1000mPa.s), le ratio de la première
sur la seconde s'élève à 3.04× 10−6 bien loin du ratio VI/P

∗ ≈ 0.2 qui compare forces
et capillaires visqueuses macroscopiques. A priori, avec le modèle proposé, le nombre vis-
queux surestime donc largement l'in�uence des forces visqueuses, potentiellement parce que
le nombre visqueux est construit dans le cas de grains immergés pour lesquels la phase li-
quide percole. Reporté sur la table 2.9 le ratio F vis/F0 semble proportionnel à la fois à η
et I de manière à priori linéaire. Cette vraisemblable proportionnalité, nous invite à penser
qu'à P ∗ = 3 le produit ηfI devrait atteindre 106 pour avoir un ordre de grandeur similaire
entre F vis et F0, dans notre cas ce produit atteint 10 au plus. A titre d'exemple, un tel ordre
de grandeur avec nos pressions et nos billes, serait atteint pour un liquide avec une viscosité
100 fois supérieure au miel, soit quasiment du bitume, dans une assemblée d'une dizaine de
billes d'épaisseurs, s'écoulant avec une vitesse de 100 m s−1.

Table 2.9 � ratio F vis/F0, P ∗ = 3, µ = 0, 09 et ΦL/ΦS = 0, 0069

ηf F vis/F0(I = 10−3) F vis/F0(I = 10−2)
0 0 0
50 −1.52× 10−8

1000 −3.05× 10−7 −3.04× 10−6

2.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les simulations numériques avec en particulier
les types d'interactions implémentées, les méthodes de con�nement et de cisaillement ainsi
que le calibrage du matériau modèle. Les méthodes proposées sont les mêmes que lors de
travaux numériques précédents sur les écoulements de matériaux granulaires non-saturés
[59]. Ici nous nous sommes particulièrement intéressés aux modèles de Mohr-Coulomb et
de contraintes e�ectives, nous avons cherché les limites de ces modèles en variant à la fois
P ∗, µ et ΦL/ΦS. Comme d'autres études l'ont souligné auparavant, nous remarquons que le
comportement des matériaux granulaires non-saturés n'est pas convenablement décrit par
un tenseur de contraintes capillaires isotrope [124, 125, 48], surtout dans la limite des faibles
P ∗ ≤ 1. Les degrés de précisions successifs dans le modèles de contraintes e�ectives consistent
donc à prendre en compte la contrainte normale capillaire σcap22 , l'anisotropie structurelle des
contacts OC12, l'anisotropie structurelle des interactions à distance OD12 et en�n l'anisotropie
mécanique de ces dernières FD12. Il peut-être noté que le signe de chacune des contributions
de ces termes à la contrainte macroscopique est alterné. Nous testons aussi le modèle de
contraintes e�ectives dans le régime inertiel, s'il apparaît que la contribution de σcap12 est
bien prise en compte, il n'en va pas de même pour l'e�et de σcap22 , surtout aux forts I, où
la contrainte �nit par être surestimée. Avec la prise en compte d'un temps de relaxation
sensible aux e�et capillaires, on constate une bien meilleure estimation des contraintes. La
légère divergence, persistante aux P ∗ faibles et I forts, souligne la nécessité d'une étude de
la construction du terme σcont12 .

Nos résultats sont indi�érents à l'introduction d'une faible polydispersité ou d'une vis-
cosité. Si les forces visqueuses doivent avoir un e�et, il semble plus probant d'aller chercher
cette in�uence dans des questions de répartition et de mobilité du liquide.
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Les données obtenues dans ce chapitre sont confrontées aux données expérimentales dans
le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Étude expérimentale : Rhéométrie et
Microtomographie

3.1 introduction

Dans ce chapitre nous présentons le matériau et les méthodes de travail expérimental
ainsi que les résultats correspondants. Le dispositif expérimental que nous utilisons est rela-
tivement nouveau dans le cadre du travail sur les matériaux granulaires [15, 62, 31], nous re-
venons sur les caractéristiques de cet outil en section 3.3. Quelques véri�cations d'usage sont
discutées en section 3.4 où nous discutons notamment des phénomènes de taille d'échantillon
et des éventuels artefacts de mesure. Nous présentons nos résultats en régimes quasistatique
puis inertiel respectivement dans les sections 3.5 et 3.6 où l'on opère une confrontation avec
les mesures de rhéologie numérique et des tentatives d'application des modèles de Mohr-
Coulomb et de contraintes e�ectives. La bonne concordance des résultats donne une très
bonne légitimité à la démarche numérique. Pour �nir, nous présentons des résultats de rhéo-
logie pour des échantillons soumis à la microtomographie en section 3.7, nous discutons des
méthode de travail, de l'homogénéité des matériaux ainsi que des morphologies de liquide
présentent dans nos matériaux.

3.2 Matériau modèle

Composition

Le matériau modèle proposé dans cette thèse est une assemblée de billes monodis-
perses, de diamètre a = 500 µm, mélangée (matériau non-saturé) ou non (matériau sec)
avec une huile de silicone newtonienne de viscosité ηf = 50 mPa s et de tension de surface
Γ = 20.6 mN m−1. L'angle de contact huile-polystyrene est faible θ ≤ 5◦ (cos(θ) > 0, 996)
[132]. En�n, la proportion d'huile est décrite par le rapport des volumes huile-solide ΦL/ΦS

variant de 0.015 à 0.075, indépendant des conditions de chargement. Pour de telles propor-
tions d'huile, la saturation Sw varie de 0.02 à 0.12 dans les limites de l'état pendulaire [47].
Dans ces conditions on attend F0 = 3.236× 10−5 N (Eq. 1.12), soit P ∗ = 1 (Eq. 1.20) lorsque
σ22 ≈ 129.3 Pa.
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Pour minimiser les surfaces de contact susceptibles de capter le liquide et fausser la mesure
de ΦL/ΦS et a�n d'obtenir un mélange homogène, le mélange est réalisé à la main. Une grande
proportion de matériau sec (400 g) est pesée, l'ajout de liquide se fait progressivement tout
en continuant à contrôler la masse de l'échantillon. En même temps, l'ensemble est malaxé
délicatement avec une tige métallique �ne. A la �n du mélange l'épaisseur de la couche
de liquide sur la tige ne se voit pas à l'÷il nu. Pour les matériaux présentant le moins de
liquide ΦL/ΦS = 0.015, la masse introduite dans ces conditions est de 5.49 g, ce qui semble
su�samment grand pour négliger toute déperdition par transfert sur des surfaces étrangères.

Manipulation

Les matériaux non-saturés sont stockés dans des bocaux. Lors de leur utilisation ils sont
remélangés à même leur contenant, un échantillonnage grossier est réalisé et 20 à 60 g de
matériau sont prélevés. Après utilisation, les matériaux testés sous des conditions rudes
(I ≥ 10−2,P ∗ > 3 et/ou temps d'expérience supérieur à 4h) ont été jetés, le polystyrène
étant susceptible de s'être abîmé, les autres ont été remis en bocal. Le matériel expérimental
utilisé est nettoyé au savon et éventuellement à l'alcool puis séché entre deux échantillons
di�érents.

3.3 Dispositif expérimental

3.3.1 Cellule rhéologique

La �gure 3.1 est une représentation schématique de la cellule de cisaillement expérimen-
tale. Il s'agit d'un outil désormais classique en rhéologie des matériaux granulaires [15, 62,
30], au même titre que le tambour tournant [138, 20], le plan incliné [116, 115], la boîte
de cisaillement [97, 105] ou les tubes vibrés [121, 122]. Cette géométrie est néanmoins une
des rares à permettre de �xer des pressions de con�nement plutôt que des volumes d'où son
usage de plus en plus fréquent [15, 62, 33, 30]. Ici, le matériau granulaire est inséré dans
le stator (gris), le rotor (jaune + bleu) l'entraine avec une vitesse de rotation ω. Une rugo-
sité bien maitrisée, formée de pyramides à base carrée de la taille des grains disposées sur
toute la surface inférieure du stator et sur la surface supérieure du rotor, assure une condi-
tion de non glissement des grains, qui se traduit par une vitesse dans la direction 1 avec
U(x2 = ±H/2, x3) = γ̇x3/x2. Dans la pratique cette rugosité double, sur le plan supérieur
et inférieur peut poser des problèmes de mesure de hauteur dont nous discutons en section
3.4.3. Les bords interne et externe en polyoxyméthylène lissé permet un glissement parfait
avec U(x2, x3 = Ri) = Riω(x2) et U(x2, x3 = Re) = Reω(x2) et un couple engendré proche
de 0.

Dans ces conditions, le cisaillement homogène de type plan-plan annulaire présenté en
�gure 3.2 est décrit par l'équation de mouvement 3.3. On obtient les équations suivantes :
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Figure 3.1 � cellule de cisaillement annulaire.

Figure 3.2 � champs de déformation expérimental, les �èches représente la vitesse selon le
vecteur unitaire ~e1.

σ22 =
FN

πR2
e(1− (Ri

Re
)2)

(3.1)

σ12 =
3T

2πR3
e(1− (Ri

Re
)3)

(3.2)

γ̇ = ω
Re +Ri

2H
(3.3)

ΦS =
ms

πHR2
e(1− (Ri

Re
)2)

(3.4)

Si la valeur de σ22 ne sou�re pas trop de discussion, le système d'équations proposé
est sujet à quelques véri�cations d'usage, ayant trait par exemple aux éventuels soucis de
localisation (valeurs de γ̇ et ΦS) ou d'inhomogénéité de la contrainte (valeur de σ12). Toutes
ces questions sont discutées en section 3.4.

3.3.2 Rhéomètre et limites de travail

Le rhéomètre utilisé est un Kinexus Pro+ Stress-Controlled-Rheometer. Ses moteurs de
rotation et de translation verticales sont respectivement contrôlés en couple et en hauteur.
Des consignes en vitesse de rotation et en force normale impliquent donc des boucles de
rétroaction respectivement sur le couple et la hauteur. Le rhéomètre est limité en force
normale et en couple, les limites raisonnables de travail sont :

� de 1 à 20 N pour la force normale - sous 1 N la force gravitaire est telle qu'il devient
discutable de négliger ses e�ets, au-delà de 20 N le rhéomètre sature et n'est plus
capable d'adapter sa hauteur.
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� de 10−6 à 2× 10−2 N m pour le couple.
Pour des raisons d'échau�ement du moteur, il est raisonnable de limiter les mesures à

une dizaine de minutes, pour protéger le matériel susdit plus que pour la capacité à mesurer
malgré l'échau�ement (cf. section 3.4.3). Ce qui, pour une révolution complète de la géométrie
impose des taux de cisaillement minimaux de l'ordre de 1. La limite maximale du taux de
cisaillement a vocation, elle aussi, à préserver le matériaux et la cellule rhéologique et l'on
pourra imposer γ̇max = 102.

Avec ces limites de travail en tête, et vu le matériau utilisé (cf. 3.2) nous sommes en
mesure d'imposer 2 < P ∗ < 10 et 10−3 < I < 10−1.

3.3.3 Séries temporelles : grandeurs contrôlées et mesurées

Il est nécessaire de s'assurer d'une bonne maîtrise des paramètres de contrôle FN et ω ou
de manière équivalente de σ22 et γ̇. Dans cette partie, on s'attache à véri�er que les valeurs
de consigne imposées, notées d'un indice "c", sont respectées.

Variations des consignes σ22,c et γ̇c

Les �gures 3.3a et 3.3b puis les �gures 3.4a et 3.4b présentent des séries temporelles de
σ22 et γ̇ pour lesquelles on a fait varier respectivement σ22,c puis γ̇c. Pour toutes les valeurs de
σ22,c puis γ̇c proposées, le contrôle est excellent avec un écart à la consigne toujours inférieur
à 2 %. Dans le cas des taux de cisaillement élevés il arrive de constater un pic de vitesse
au début de l'écoulement mais la valeur de consigne est très bien respectée dans le domaine
stationnaire.
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Figure 3.3 � Grandeurs contrôlées : a) σ22 et b) γ̇ pour une variation de σ22c à γ̇c �xé avec
ΦL/ΦS = 0.015 et ηf = 50 mPa s.

Grandeurs mesurées, domaine stationnaire et acquisition des données

Les grandeurs physiques mesurées en régime stationnaire sont le couple T et la hauteur
H. Pour s'assurer qu'un tel régime est bien atteint nous appliquons des cisaillements sur
des temps longs de quelques minutes, ce qui est amplement su�sant pour dépasser des
déformations de l'ordre de 10 même pour les vitesses d'écoulement les plus faibles, lorsque
I vaut 10−3. Dans cette esprit, les �gures 3.5a et 3.5b présentent respectivement les séries
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Figure 3.4 � Grandeurs contrôlées : a) σ22 et b) γ̇ pour une variation de γ̇c à σ22c �xé avec
ΦL/ΦS = 0.015 et ηf = 50 mPa s

temporelles T (t) et H(t) pour diverses valeurs de I. Le régime stationnaire est atteint lorsque
H(t) et T (t) présentent un plateau, les données sont alors acquises sur les 50 dernières
secondes de la mesure.
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Figure 3.5 � séries temporelles : a) T (t) et b) H(t) pour P ∗ = 4.6, ΦL/ΦS = 0.015 et
ηf = 50 mPa s. L'insert de la �gure a) présentent les valeurs de couple aux premiers instants
du cisaillement lorsque t < 20s.

Répétabilité et estimateurs

Avec les méthodes de mesure et d'acquisition proposées, les �gures 3.6a et 3.6b présentent
respectivement les valeurs de µ∗(I) et ΦS(I) obtenues pour 2 échantillons du même matériau
préparés séparément avec 2 géométries annulaires di�érentes lorsque P ∗ vaut 2.3. Malgré
ces changements les résultats obtenus sont extrêmement proches ce qui nous invite à pen-
ser que nos manipulations expérimentales sont très bien répétables. Les résultats peuvent
donc être obtenus avec un seul essai dès lors que ce dernier est su�samment long, ce qui
aura notamment motivé des temps d'essai supérieurs à la minute. La moyenne sur les 50

Chapitre 3 Michel Badetti 91



Rhéologie des matériaux granulaires non saturés

dernières secondes d'essai constitue notre estimateur de grandeur mesurée. Expérimentale-
ment le temps qui s'écoule entre deux points de données acquis est très élevé (1/10emes) par
rapport à celui de la simulation (1/1000emes). Les données sont donc peu voire pas corrélées
et l'écart-type fournit un bon estimateur de la barre d'erreur pour un intervalle de con�ance
supérieur à 95 %[117].

3.4 Véri�cations d'usage en rhéologie expérimentale

3.4.1 Correction de la contrainte

Sur une géométrie plan-plan, il convient d'évaluer l'e�et de l'inhomogénéité de la contrainte
et du taux de déformation. Dans le cas où l'hétérogénéité de la vitesse radiale peut-être négli-
gée on est e�ectivement en droit d'estimer la contrainte tangentielle avec l'équation 3.2 [50,
22]. Autrement, un terme correctif doit être ajouté pour prendre en compte l'inhomogénéité
(dépendance avec x3) du champs d'écoulement [71], dans notre cas on devrait donc écrire :

σ12 =
3T

2πR3
e(1− (Ri

Re
)3)

[
1 +

1

3

d ln(T )

d ln(γ̇)

]
(3.5)

L'équation 3.2 n'est donc admissible que lorsque le terme correctif d ln(T )/3d ln(γ̇) est
très inférieur à 1. Cette condition est automatiquement remplie lorsque T est indépendant
de γ̇, en régime quasistatique par exemple puisque µ∗ est indépendant de I. Pour ce qui est
du régime inertiel la véri�cation reste cependant à faire. Notre traitement de données repose
sur des relations de proportionnalité entre I et γ̇ ainsi que T et µ∗. Ce terme correctif peut
donc se réécrire avec des valeurs non corrigées de µ∗ selon :

1

3

d ln(T )

d ln(γ̇)
=

I

3µ∗
dµ∗

dI
(3.6)

Les valeurs non corrigées font notamment l'objet d'ajustements linéaire proposés en sec-
tion 3.6.2, le cas le plus défavorable (là où le terme correctif est le plus élevé) est obtenu
lorsque P ∗ = 2, 3 et I = 10−1 et l'on peut écrire :

1

3

d ln(T )

d ln(γ̇)
=

1

3

d ln(µ∗)

d ln(I)
(3.7)

=
I(µ∗1 − µ∗0)

3µ∗w
, (3.8)

où µ∗w ≈ 0, 45, µ∗1 − µ∗0 ≈ 1. On obtient I(µ∗1 − µ∗0)/3µ∗ ≈ 1/15, et dans le cas général
on véri�e I(µ∗1 − µ∗0)/3µ∗ < 1/20 ce qui nous semble su�samment faible pour estimer qu'il
a été raisonnable de ne pas corriger la contrainte sur l'ensemble de la plage de I balayée.
Pour I > 0.1, une telle absence de correction pourrait par contre devenir assez rapidement
discutable.

3.4.2 Taille d'échantillons

Volume élementaire représentatif (VER)
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Des mesures à I, P ∗ et ΦL/ΦS �xés ont été menées en variant la masse d'échantillon dans
la cellule, de sorte à observer des rapports H/a très di�érents et à pouvoir discerner une taille
d'échantillon qui corresponde à un VER. Les �gures 3.6a et 3.6b présentent donc µ∗w et ΦS

comme des fonctions de H/a. Pour les deux grandeurs, un palier très net correspondant à
notre taille de VER se situe dès 10 tailles de bille et perdure jusqu'à un rapport H/a de
40. On peut aussi noter que le matériau ne sou�re certainement d'aucune cristallisation à
proximité des pyramides en haut et en bas de la cellule, puisque les valeurs de ΦS sont
remarquablement constantes même aux plus basse valeurs de H/a.
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0,25

0,30

0,35

0,40

0,45

0,50

0,55

H/a

(a)

10 15 20 25 30 35 40
0,590

0,595

0,600

0,605

S

H/a

(b)

Figure 3.6 � Expérience rhéologique de VER, I = 3× 10−2, P ∗ = 2.3, ΦL/ΦS = 0.030 et
ηf = 50 mPa s.

Discussion autour des bandes de cisaillement

Pour une valeur de consigne γ̇ �xée, la présence d'une bande de cisaillement, comme
évoquée en section 1.2.3, induit une sous-évaluation de γ̇. Augmenter H/a revient donc à
augmenter le taux de cisaillement réellement ressenti par le matériau. En expérience comme
en simulation, la transition entre les régimes quasistatique et inertiel survient aux alentours
de I = 10−2. Dans les conditions évoquées ici, le matériau s'écoule donc en régime inertiel
puisque I = 3× 10−2, µ∗w présente donc une forte dépendance à I, ce qui signi�e qu'en
présence d'une bande de cisaillement on doit s'attendre à une augmentation nette de µ∗w
avec H/a. Cette augmentation n'est pas observée sur l'ensemble de la plage de hauteur
balayée indiquant clairement une absence de bande de cisaillement.

Les données fournies par le travail numérique, présentent la grandeur ∆V qui traduit
l'écart à la linéarité du pro�l des vitesses, fonction de µ et P ∗ et dont les valeurs sont
reportées sur la table 2.1 en section 2.6.1. Une forte valeur de ∆V (> 0.1) est la signature
d'une localisation du cisaillement. Or, on constate alors que l'écart à la linéarité n'est source
de questionnement que lorsque P ∗ ≤ 1 et uniquement pour les plus hautes valeurs de µ
(supérieur à 0.20). Bien que les bandes de cisaillement soient très fortement in�uencées par
les conditions de bords, qui ne sont pas exactement identiques en simulation et en expérience,
nous travaillons avec un matériau présentant un frottement intergranulaire µ = 0.09 (cf
section 2.4) et P ∗ > 1.5, ce qui nous porte donc bien loin du domaine à priori préoccupant
dans les simulations. Sans constituer une preuve directe, il s'agit donc d'un indice qui nous
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conforte un peu dans notre observation précédente.

3.4.3 Artefacts

Inertie

le rotor utilisé expérimentalement a une masse de 310 g, ce qui est relativement lourd
comparé à des géométries plus classiques (65 g pour une géométrie plan-plan de diamètre
65 mm). Pour une pièce si massive, il est légitime de véri�er que l'inertie du rotor Ir =
3.0× 10−4 kg m2 n'impacte pas les mesures. L'équation de mouvement du rotor tournant à
vitesse de rotation ω, soumis à un couple moteur T et mis en contact avec un matériau qui
présente une résistance au cisaillement τ s'écrit :

Ir
∂ω

∂t
= Tω + τ (3.9)

Dans le domaine stationnaire, où les variations de γ̇ (et donc de ω) sont in�mes, le terme
inertiel est donc faible. Négliger l'inertie de la géométrie est donc parfaitement raisonnable,
mis à part dans le cadre de mesure d'élasticité où le premier terme de l'équation 3.9 doit
être évalué.

Coincements

La présence d'un jeu, même très faible, comparé à la taille des billes (un dizième du
diamètre) ne protège pas complètement la géométrie de coincements rares (billes cassées ou
applaties, impuretés), mais qui justi�e d'écarter certaines mesures. Le coincement d'objet
dans le jeu a une signature très remarquable sur le couple qu'il fait augmenter drastiquement
comme on peut le voir sur la �gure 3.7. La présence de telles explosions du couple aura
systématiquement justi�é un rejet de la mesure et de l'échantillon testé.
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Figure 3.7 � série temporelle avec coincement : signature sur le couple T (t). P ∗ = 4.6,
I = 3× 10−3 et ΦL/ΦS = 0.030

Echau�ement du rhéomètre
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A l'instar des questions d'inertie, la lourdeur inhabituelle de notre géométrie peut en-
traîner une inquiètude quant à l'échau�ement du moteur. Cet échau�ement a une in�uence
sur les mesures qui se traduit par une dérive du couple mesuré, artefact qui est normale-
ment corrigé par le rhéomètre qui dispose d'un système correctif. Des temps de pause d'une
demi-heure à une heure ont été instaurés entre chaque mesure pour laisser au matériel le
temps de refroidir, la répétition de certaines des mesures après les temps de pauses a mené
à des résultats identiques. Cette identité des résultats après pause laisse penser que notre
protocole expérimental permet d'écarter toute in�uence de l'échau�ement du matériel.

Double rugosité et point de contact

La double rugosité évoquée en section 3.3.1 n'est pas classique en rhéologie. Le rhéomètre
ayant besoin de détecter le contact H = 0, la présence de pyramides peut engendrer une
imbrication ou a contrario un contact pointe à pointe entre deux mesures. La double rugosité
peut donc introduire de légères erreurs sur la mesure de la hauteur. Pour palier à ce problème,
une cale de 2 cm a systématiquement était mesurée après chaque détermination du point
H = 0. En cas de mauvaises mesure de la cale nous sommes alors en mesure de corriger très
simplement H.

3.5 Etude du régime quasistatique

3.5.1 Jeu de paramètres

L'étude expérimentale en régime quasistatique nous permet de faire varier le couple de
données (P ∗, ΦL/ΦS) selon :

� P ∗ : 1.55 à 11.6 par incréments de 0.773
� ΦL/ΦS : 0.015, 0.030 et 0.075
Pour un total de 42 mesures, répétées 10 fois sur des temps court (1 minute) et 1 fois sur

le temps long (7 minutes) pour des résultats identiques. Les barres d'erreurs sont issues de
l'écart-type sur les mesures de 7 minutes.

3.5.2 Résultats macroscopiques

Variation du couple (P ∗,ΦL/ΦS)

Similairement aux résultats numériques, les résultats expérimentaux sont représentés
sous le format µ∗w,0 et ΦS,w,0 comme fonctions de 1/P ∗. Les données sont acquises pour
des nombres d'inertie su�samment faibles pour assurer une mesure dans le domaine quasi-
statique, ici I = 10−3 est assez faible pour remplir cette condition comme en attestent les
courbes d'écoulement expérimentales de la section 3.6.2. Lorsque le critère de Mohr-Coulomb
est respecté on attend une croissance linéaire de µ∗w,0 avec 1/P ∗. La �gure 3.8b illustre e�ec-
tivement cette tendance linéaire dès lors que 1/P ∗ < 0.5 pour les trois valeurs de teneur en
liquide proposées. On remarque aussi la très notable indépendance de ΦS,w,0 avec les deux
valeurs de ΦL/ΦS proposées. A l'instar des données numériques on constate aussi une varia-
tion relative de µ∗w,0 avec 1/P ∗ bien plus importante que celle de ΦS,w,0 ce qui nous invite,
pour la suite de l'étude, à nous intéresser exclusivement à l'analyse de µ∗w,0.

Confrontation expérience-simulation et loi de Mohr-Coulomb
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Figure 3.8 � Résultats en régime quasistatique a) ΦS,w,0(1/P ∗) et b) µ∗w,0(1/P ∗) pour I =
10−3, ηf = 50 mPa s et diverses valeurs de ΦL/ΦS

Les �gures 3.9a et 3.9b illustrent la confrontation entre données numériques et expéri-
mentales pour ΦL/ΦS = 0.030. On constate une excellent accord entre données numériques
et expérimentales pour ΦS,w,0 sur l'ensemble de la plage de P ∗ balayée. Les valeurs de µ∗w,0 ex-
hibent des pentes très similaires dans le domaine linéaire avec un léger o�set pour 1/P ∗ → 0
imputable à un calibrage numérique de µ = 0.09 légèrement surestimée. On constate aussi
un décrochage du domaine linéaire plus �agrant dans le cas expérimental avec des déviations
à la linéarité dès lors que 1/P ∗ > 0.5. Comme pour les simulations numériques on peut s'at-
tendre à une in�uence croissante de la contrainte capillaire tangentielle qui vient amenuiser
la valeur de µ∗w,0, il semble cependant peu vraisemblable qu'elle induise un décrochage à la
linéarité aussi brutal, aussi tôt. Expérimentalement des valeurs de 1/P ∗ aussi fortes corres-
pondent à des valeurs de forces normales inférieures à 1 N qu'il est di�cile d'imposer, du fait
de phénomène perturbants comme la perte de contact chronique entre le rotor et le matériau
ou la contrainte gravitaire avoisinant 25 % de la contrainte normale qu'il devient plus dis-
cutable de négliger. Expérimentalement, pour de faibles pressions on peut aussi envisager le
début d'une lubri�cation du contact au sens d'une chute de µ (phénomène di�érent d'une in-
teraction hydrodynamique) ce qui mènerait invariablement à une chute de µ∗w,0. Pour toutes
ces raisons, ce décrochage, qui peut paraître brutal, est tout à fait compréhensible. L'étude
de valeur plus élevées de 1/P ∗ requiert l'utilisation de billes bien plus petites, mais on a alors
besoin de jeux très faibles entre rotor et stator, que l'usinage du laboratoire ne nous permet
pas d'assurer. Sans compter que les très faibles jeux entraînent aussi des problématiques
d'appel d'air très nuisibles au contrôle du con�nement.

Dans le domaine d'applicabilité du modèle de Mohr-Coulomb, lorsque µ∗w,0 semble li-
néaire, on peut ajuster les données avec un paramètre de cohésion via l'équation 2.22. En
procédant de la sorte, lorsque 1/P ∗ < 0.5 on obtient les valeurs de cohésion illustrées par la
�gure 3.10, ces valeurs sont confrontées aux valeurs numériques sur les �gures 3.9a et 3.9b,
qui montrent un bon accord des résultats.

A l'instar des données numériques on peut tenter une prévision de C∗ avec la relation
2.35. Pour µ∗d,0 = 0, 247 et ΦS = 0, 61 la table 3.1 donne ces estimations pour les 3 valeurs
de ΦL/ΦS moyennant une estimation préalable de z∗.

Table 3.1 � Estimation de la cohésion
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Figure 3.9 � Confrontation expérience-simulations : a) µ∗w,0(1/P ∗) et b) ΦS,w,0(1/P ∗) pour
I = 10−3 et ΦL/ΦS = 0.030
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Figure 3.10 � C∗ fonction de ΦL/ΦS : résultats numériques et expérimentaux obtenus
comme des paramètres d'ajustement de la loi de Mohr-Coulomb.

ΦL/ΦS z∗ C∗ estimé (Eq. 2.35) C∗ ajusté (Eq. 2.22)
0, 015 5, 1 0, 248 0, 247
0, 030 6, 4 0, 311 0, 311
0, 075 8, 6 0, 417 0, 422

3.6 Etude du régime inertiel

3.6.1 Jeu de paramètres

L'étude expérimentale en régime inertiel se décompose en 2 volets avec d'une part une
variation de P ∗ avec ΦL/ΦS = 0.030 sur l'ensemble de la plage de I proposée et d'autre part
une variation de ΦL/ΦS avec P ∗ = 4.64 sur la même plage de I. Les temps de manipulation
nous imposent en ordre de grandeur 1 < γ̇ < 100 s−1, la gamme de I accessible se situe donc
entre 10−3 et 10−1. Nous testons dans un premier temps 3 valeurs de P ∗ = 2.3, 4.6 et ∞

Chapitre 3 Michel Badetti 97



Rhéologie des matériaux granulaires non saturés

puis trois valeurs de ΦL/ΦS = 0.015, 0.030 et 0.075.

3.6.2 Résultats macroscopiques : courbes d'écoulement

Variations autour du couple (I,P ∗)

Les �gures 3.11a et 3.11b illustrent respectivement les évolutions de µ∗w et ΦS avec I
lorsque P ∗ vaut 2.3, 4.6 et pour un matériau sec (P ∗ →∞). On constate un accroissement
de µ∗w ainsi qu'une diminution de ΦS lorsque I croit et/ou P ∗ décroit. Ce résultat assez
majeur est attendu suite aux nombreuses études numériques 2D et 3D de ces dernières années
(cf section 1.4) [107, 59, 11] mais à notre connaissance il s'agit aussi de sa première mise
en évidence expérimentale. L'ensemble des données sur µ∗w semble présenter une courbure
qui ne dépend pas de P ∗, c'est une remarque importante puisqu'elle motive une tentative
d'application du modèle des contraintes e�ectives avec l'équation 2.41 en section 3.6.3.

1E-3 0,01 0,1
0,20

0,25

0,30

0,35

0,40

0,45

0,50

0,55

I

(a)

1E-3 0,01 0,1

0,590

0,595

0,600

0,605

0,610

0,615

0,620

          P
 2,3
 4,6
 sec

S

I

(b)

Figure 3.11 � Courbes d'écoulement a) µ∗ et b) ΦS : pour divers P ∗ avec ΦL/ΦS = 0.030
et η = 50 mPa s.

Variations autour du couple (I,ΦL/ΦS)

Les courbes d'écoulement représentées sur les �gures 3.12a et 3.12b illustrent l'évolution
de µ∗ avec I pour les di�érentes valeurs de teneur en liquide ΦL/ΦS. A l'instar d'une décrois-
sance de P ∗, une croissance de ΦL/ΦS induit elle aussi une croissance de µ∗w, quoique plus
légère, ainsi qu'une vraisemblable conservation de la courbure avec I. On remarque aussi
une très notable indépendance de ΦS avec ΦL/ΦS qui n'est pas sans rappeler celle déjà mise
en avant en régime quasistatique avec la �gure 3.8a.

Ajustement de linéaire

À l'instar des mesures numériques, les données font l'objet d'un ajustement linéaire (Eq.
1.32), la plage de I balayée étant trop réduite pour permettre un ajustement de Hatano ou
de Jop. Sur la plage de I proposée, les paramètres résultants de ces ajustements pour divers
P ∗ puis divers ΦL/ΦS sont donnés par les tableaux 3.2 et 3.3. En ce qui concerne la loi de
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Figure 3.12 � courbes d'écoulement a) µ∗ et b) ΦS : pour divers ΦL/ΦS avec P ∗ = 4.6 et
η = 50 mPa s.

frottement, on constate une augmentation systématique de µ∗0 avec P
∗ décroissant et ΦL/ΦS

croissant. Les variations de µ∗1 ne sont pas systématiques et de toutes manières trop faibles
par rapport à l'incertitude de mesure pour conclure sur l'e�et de P ∗ et ΦL/ΦS sur ces deux
paramètres. Sur la plage de I balayée, les variations de ces grandeurs sont d'ailleurs trop
faibles pour induire un changement substantiel de la courbure observée ce que nous avons
déjà relevé dans les paragraphes précédents. Du côté de la loi de dilatance, pour P ∗ croissant
on remarque une croissance de Φ∗S,0 et une variation un peu erratique de Φ∗S,1. Les paramètres
d'ajustement numériques (cf tab. 2.5 et 2.6) mettaient eux aussi en avant la décroissance
assez nette de Φ∗0, et une relative indi�érence de la courbure à P

∗. Pour ΦL/ΦS croissant, Φ∗S,0
décroit très légèrement et Φ∗S,1 croit très légèrement, la très faible ampleur de ces variations
est à l'origine des valeurs visuellement confondues de ΦS sur la �gure 3.12b sur la plage de
I balayée.

Table 3.2 � paramètres d'ajustement de µ∗ (Eq. 1.32) : ΦL/ΦS = 0.030 et η = 50 mPa s,
puis P ∗ = 4.6 et η = 50 mPa s

P ∗ µ∗0 µ∗1 Qualité
2.3 0.355± 0.003 1.343± 0.136 0.911
4.6 0.305± 0.002 1.089± 0.093 0.975
∞ 0.254± 0.002 1.152± 0.086 0.975

ΦL/ΦS

0, 015 0.294± 0.002 0.957± 0.124 0.963
0, 075 0.321± 0.002 1.00± 0, 115 0.986

Table 3.3 � paramètres d'ajustement de ΦS (Eq. 1.32) : ΦL/ΦS = 0.030 et η = 50 mPa s,
puis P ∗ = 4.6 et η = 50 mPa s
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P ∗ Φ∗S,0 Φ∗S,1 Qualité
2.3 0.6038± 0.0005 0.4818± 0.016 0.744
4.6 0.6109± 0.0003 0.5050± 0.011 0, 950
∞ 0.6160± 0.0004 0.3753± 0.014 0, 980

ΦL/ΦS

0, 015 0.6112± 0.0003 0.499± 0.012 0, 949
0, 075 0.6107± 0.0002 0.5184± 0.007 0, 971

Confrontation expérience-numérique

Les �gures 3.13a et 3.13b confrontent les résultats expérimentaux et numériques sous
forme de courbes d'écoulements. On constate un bon accord pour les valeurs de µ∗w et un
excellent pour celles de ΦS,w sur l'ensemble de la plage de I balayée. Si la valeur de µ∗w
est relativement concordante dans le régime quasistatique, elle est moins bonne aux faibles
valeurs de P ∗, ici on rejoint la remarque faite en section 3.5.2 comme quoi la mesure à P ∗

faible est expérimentalement complexe et sujette à caution.
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Figure 3.13 � Confrontation expérience-numérique : courbes d'écoulement a) µ∗w b) ΦS avec
ΦL/ΦS = 0.030.

3.6.3 Application des contraintes e�ectives

Prédiction de µ∗w

Comme dans le cas des résultats numériques, nous avons constaté, à la fois dans les chi�res
et visuellement, une courbure de µ∗w relativement indépendante de P ∗. Cette observation nous
pousse à tester le modèle des contraintes e�ectives sur nos données expérimentales. Si l'on
souhaite notamment réévaluer I dans la même veine que l'équation 2.46, il n'est pas possible
d'accéder expérimentalement à la valeur de σcap22 mais on peut se contenter d'un assez bon
ordre de grandeur avec −F0/a

2 ce qui nous donne la nouvelle équation :

I ′′ = I

√
P ∗

P ∗ + 1
(3.10)

Chapitre 3 Michel Badetti 100



Rhéologie des matériaux granulaires non saturés

On est alors en mesure d'évaluer µ∗w à l'aide de µ∗d(I) ou µ∗d(I
′′) que l'on injecte dans

l'équation 2.43. En inférant une valeur z∗ = 5, 5 et en connaissant la valeur de ΦS on obtient
les résultats illustrés par la �gure 3.14 où estimations et mesures sont confrontées. Malgré une
surévaluation relativement systématique, la prédiction est plutôt bonne tant que I n'est pas
trop élevé (≤ 10−2), il n'est pas d'ailleurs pas incohérent de supposer une valeur constante de
z∗ puisque zC et zD évoluent en sens contraire avec I (cf �g. 2.41a et 2.41b). En contrepartie
ladite valeur de z∗ sélectionnée est un peu faible, ce qui souligne la problématique de la
mesure aux P ∗ les plus faibles où l'on semble obtenir des valeurs un peu faibles de µ∗w. On
constate une amélioration de la prédiction lorsque l'on réévalue I, qui s'avère assez nette
lorsque P ∗ = 2, 3.
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Figure 3.14 � confrontation entre prédiction et mesure expérimentale de µ∗w pour ΦL/ΦS =
0, 030 et ηf = 50 mPa s.

Vers une cohésion inertielle ?

La cohésion dé�nie dans le modèle de Mohr-Coulomb est une grandeur caractéristique
des écoulements plastiques lents. Il est donc évident que la notion de cohésion inertielle jure
avec cette précédente dé�nition, pourtant rien ne nous interdit d'envisager une dépendance
en I des termes de l'équation 2.35 ce qui mène à :

C∗(I) = (µ∗w(I)− µ∗d(I))P ∗ (3.11)

A proprement parler C∗(I) décrit simplement la di�érence entre les résistances au cisaille-
ment des matériaux non-saturés et secs, qui se trouve être équivalente à une cohésion dans
la limite I → 0. A l'instar du paragraphe précédent nous accédons aux valeurs µ∗d(I) grâce à
l'ajustement linéaire proposé en section 3.6.2 et les valeurs de C∗ sont illustrées sur la �gure
3.15. On constate des valeurs de C∗ qui dépendent assez peu de P ∗, présentent une légère
décroissance avec I, et dans la limite I → 0 C∗ s'approche des valeurs obtenues en régime
quasistatique à la barre d'erreur près. La décroissance en I a notamment déjà été reportée
lors d'études numériques 2D [11]. On constate �nalement une assez forte dépendance de C∗

à ΦL/ΦS.
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Figure 3.15 � Cohésion en régime inertiel pour diverses valeurs de P ∗ et ΦL/ΦS, ηf =
50 mPa s.

3.7 Microtomographie

3.7.1 Dispositif

Figure 3.16 � photo du microtomographe de Navier.

Le dispositif de microtomographie, disponible au laboratoire Navier, permet d'imager en
volume des matériaux soumis à des contraintes de chargement. Il est notamment possible
d'adjoindre un dispositif de cisaillement (non présent sur la �gure 3.16). Sont aussi présent
dans le dispositif :

� une source de rayon X Hamatsu L10712 ou L10801
� un imageur Paxscan 2520DX
� une platine de rotation
� un processeur graphique pour la reconstruction des images
L'ensemble permet de générer des volumes de 103× 103× 103 voxels pour une résolution

maximale de 5 µm.

3.7.2 Matériaux et méthodes

Échantillons
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Seuls 2 échantillons ont été soumis à des expériences de microtomographie, avec ηf =
550 mPa s et ΦL/ΦS = 0.030 ou 0.075. Ils sont identiques, dans leur mode de préparation,
aux échantillons préparés en rhéologie expérimentale (voir section 3.2).

Cellule de cisaillement

Les matériaux sont insérés dans une cellule de cisaillement cylindrique qui, une fois ad-
jointe au dispositif de cisaillement, permet de générer un écoulement de type plan-plan. La
cellule de cisaillement a un rayon Rc = 20 mm et une hauteur H = 9 mm. Le rotor est piloté
en incrément de rotation. Sont donc contrôlés ΦS ≈ 0.63 et γ̇ ≈ 10−5 s−1. En contrepartie,
le matériel disponible à ce jour ne permet ni de mesure du couple ni de la force normale, il
n'est donc pas possible de reproduire des expériences de rhéologie complètes. Malgré tout,
pour des paramètres de contrôle �xés, la microtomographie autorise l'investigation de la mi-
crostructure. L'échantillon avec ΦL/ΦS = 0.030 a été imagé pour des déformations cumulées
de θ = 0, π, 7π, 15π et plus de 30π, le second échantillon avec ΦL/ΦS = 0.075 l'a été pour
θ = 0, π et 5π.

Production des images

Figure 3.17 � Schéma de principe de la microtomographie.

La �gure 3.17 illustre le schématiquement le principe de la microtomographie. La source
lumineuse bombarde l'échantillon d'un faisceau de rayon X, la platine de rotation (à ne
pas confondre avec le dispositif de cisaillement !) fait tourner l'échantillon pour illuminer un
plan entier, les plans de coupe se suivent selon la verticale, pendant ce temps les pixels du
capteur LCD reçoivent des intensités lumineuses. A la �n de l'acquisition le capteur fourni
un sinogramme que le processeur graphique traite grâce à des transformées de Radon et
de Fourier, cette reconstruction permet d'obtenir les images �nales. Le temps d'acquisition
des données est de l'ordre de l'heure. Pour obtenir des images de qualité, l'échantillon doit
être au repos ou le temps de cisaillement caractéristique τs doit être très supérieur au temps
d'acquisition. Dans ce second cas de �gure on doit donc avoir γ̇ ∼ 10−5. Dans un cas comme
dans l'autre on est donc forcé de travailler dans le régime quasistatique.

Notons �nalement qu'il est quand même envisageable d'appliquer des taux de cisaillement
plus élevés pour tenter d'aller chercher des informations microstructurelles dans le régime
d'écoulement inertiel, mais 2 problèmes sont alors soulevés :

1. Après l'incrément de rotation pendant un temps court, il faut imposer un temps de
repos pendant lequel on peut procéder à l'acquisition de données. Pour le matériau,
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cela constitue une phase de relaxation d'environ 1 heure, rendant ainsi la notion
d'investigation dans le domaine inertiel discutable.

2. La cellule étant contrôlée en volume, la dilatance d'un échantillon en régime d'écou-
lement inertiel peut entraîner des e�orts normaux très importants, avec le risque
d'endommager le dispositif de mesure.

Pour ces raisons et fautes d'une capacité à mesurer les e�orts normaux il n'a pas semblé
raisonnable de travailler dans le régime d'écoulement inertiel.

Traitement d'images

Les images reconstruites et produites par le microtomographe sont illustrées par la �gure
3.18a, elles ont toutes une résolution de 14 µm. Le principe d'acquisition, présenté précé-
demment, génère une hétérogénéité dans le plan de coupe, on peut en e�et constater que
les échantillons présentent une luminosité qui croit vers le centre, là où ont concouru les
faisceaux lumineux successifs.

(a) (b) (c)

Figure 3.18 � Correction des images de microtomographie : a) image brute, b) correction
avec algorithme rolling-ball et c) soustraction du fond.

Préalablement à toute mesure sur les images il est donc préférable d'homogénéiser ces
dernières. Pour ce faire, la correction la plus simple consiste à appliquer un algorithme
"rolling ball", algorithme qui soustrait à un point P la luminosité minimale détectée dans un
cercle de rayon rball et de centre P. Pour que la correction soit bonne il faut donc minimiser
rball tout en conservant rball > a/2, sans quoi le centre des billes risque fortement d'être mal
corrigé. Avec la résolution de 14 µm on a a/2 ≈ 34 pixels, et on impose rball = 40 pixels.
Cette correction génère la �gure 3.18b. La comparaison des �gures 3.18a et 3.18b permet de
constater que la luminosité des échantillons est désormais plus homogène dans la direction
radiale.

Dans chaque image, la luminosité du fond est soustraite à l'ensemble de l'image ce qui
permet d'homogénéiser la luminosité selon la direction verticale. La correction de la �gure
3.18b mène alors à la �gure 3.18c.

3.7.3 Morphologies

La �gure 3.19b donne un aperçu des morphologies de liaisons capillaires présentes dans
un échantillon faiblement mouillé ΦL/ΦS = 0.03. On détecte quelques ponts simples et plus
rarement des trimères.
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(a) (b)

Figure 3.19 � Reconstruction 3D d'une partie de la cellule de taille 4x4x4 billes a) �uide et
solide b) �uide uniquement.

Une investigation plus �ne permet d'obtenir les morphologies les plus fréquentes et de
les traiter une par une. Dans un échantillons faiblement mouillé on trouve des ponts simples
3.20a, des trimères 3.20b et très rarement des doubles trimères 3.20c.

(a) (b) (c)

Figure 3.20 � Reconstruction 3D : morphologies observées dans un échantillon à faible
teneur en liquide ΦL/ΦS = 0.03.

Les échantillons les plus fortement saturés présentent, eux, des morphologies bien plus
complexes assez fréquemment, à l'instar de celle illustrée par la �gure 3.21.

180°

Figure 3.21 � reconstruction 3D : morphologie observée dans un échantillons à forte teneur
en liquide ΦL/ΦS = 0.075. Une rotation de 180�est appliquée entre les images de gauche et
droite.

Les liaisons capillaires détectées ont été échantillonnées puis décomptées manuellement
pour obtenir les histogrammes 3.22a et 3.22b qui décrivent les proportions de chaque type de
morphologie pour ΦL/ΦS valant respectivement 0.030 et 0.075 pour 3 valeurs de déformation
dans chaque cas. Sur ces �gures on distingue les ponts simples, les dimères, les trimères et
toute morphologie restante entre sous le vocable "autre". Pour les deux échantillons testés, la
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proportion de ponts simples tend à augmenter avec la déformation au détriment des trimères
et autres liaisons plus complexes. L'augmentation est légère dans l'échantillon faiblement sa-
turé mais très conséquente dans le cas de l'échantillon fortement saturé où la proportion
passe de 0.25 à 0.46 indiquant une redistribution de liquide assez majeure. La di�érence
importante entre les deux échantillons réside dans les proportions de trimères et de morpho-
logies complexes qui sont bien supérieures dans le cas de l'échantillon fortement saturé. Ainsi,
le premier échantillon (Fig. 3.22a) présente au plus des proportions de trimères de 0.1 et de
morphologies complexes de 0.03 contre au moins 0.3 et 0.22 pour le second. Évidemment
cette di�érence survient au détriment de la proportion de ponts simples qui s'élève à près de
0.9 pour le premier échantillon, soit au moins plus du double du second. La grande propor-
tion de morphologies complexes dans second échantillon doit être mise en parallèle avec les
résultats de rhéologie en section 3.5.2. En e�et, les bons accords des résultats numériques et
expérimentaux dans le cadre d'un matériau hors du régime pendulaire suppose que le modèle
d'interaction que nous envisageons, bien qu'ignorant les régions liquides autres que les ponts
binaires, su�t à capturer le comportement macroscopique. En section 3.6.2, on peut aussi
remarquer que ΦS,w est insensible à une modi�cation de ΦL/ΦS et que la courbure de µ∗

avec I semble elle aussi insensible à cette modi�cation de la teneur en liquide, indiquant
un comportement qualitativement indépendant du type de morphologies présentent. Notons
�nalement que quelques très rares dimères sont détectés dans l'échantillon fortement saturé
et que nous ne détectons jamais de couche de �uide enveloppant une bille.
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Figure 3.22 � Proportions de morphologies capillaires pour diverses valeurs de déformation
avec a) ΦL/ΦS = 0.030 et b) ΦL/ΦS = 0.075

3.7.4 Pro�ls radiaux et azimutaux

Calcul

Après seuillage des images et séparation des pixels selon qu'ils contiennent de l'air, du
liquide ou du solide on est en mesure d'e�ectuer des moyennes radiales et azimutales de ΦS

et ΦL. Le calcul des moyennes est illustré par les �gures 3.23a et 3.23b, la moyenne azimutale
est donc obtenue en moyennant l'intensité de l'ensemble des pixels d'une tranche à la hauteur
z, les limites z = 0 et z = 18 correspondent respectivement aux bords inférieurs et supérieurs
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de la cellule de cisaillement. La moyenne radiale est obtenue en moyennant l'ensemble des
pixels sur un anneau de rayon r dont la hauteur z varie de 0 à H/a, les limites r = 0 et
r = 19 correspondent respectivement au centre et à la bordure extérieure de la cellule de
cisaillement.

(a) (b)

Figure 3.23 � Schéma de principe : calculs des pro�ls en microtomographie.

Pro�ls radiaux

Les pro�ls radiaux de ΦS et ΦL sont présentés en �gures 3.24a, 3.24b, 3.24c et 3.24c. Les
valeurs un peu fortes de ΦS sont dues au con�nement à volume imposé et à l'amalgame du
liquide et du solide dans les voxels où billes et liquide sont présents, typiquement dans les
voxels qui imagent une interface liquide-solide. Un seuillage plus précis pour ΦS mènerait
au contraire à une surestimation très forte de ΦL. Les seuls moyens d'avoir une précision
accrue sont de diminuer la taille de voxels, qui est aujourd'hui de 14 µm, ou d'augmenter le
contraste entre billes et liquide. Pour ΦL/ΦS = 0.030 et 0.075 on constate une forte croissance
de ΦS lorsque r → 19 attribuable à la formation d'une zone légèrement cristallisée sur le
bord de la cellule, le reste des échantillons présentent des compacités très homogènes. Les
pro�ls de ΦL montrent aussi une très grande homogénéité du matériau dans la direction
radiale avec une légère décroissance à proximité de la paroi externe de la cellule et une légère
croissance à proximité du centre. Dans le cas de ΦL/ΦS = 0.075 on peut remarquer une
légère hétérogénéité au début de l'écoulement qui est lissée lorsque θ = 5π ce qui indique un
e�et homogénéisateur du cisaillement dans la direction radiale.

Pro�ls azimutaux

Les pro�ls azimutaux de ΦS et ΦL sont présentés en �gures 3.25a, 3.25b, 3.25c et 3.25c.
A l'instar des pro�ls radiaux, on peut voir que la présence des bordures en z = 0 et z = 17.9
génère une cristallisation avec une forte croissance de ΦS, cette croissance est d'ailleurs plus
forte que celle observée dans le pro�l radial du fait de la présence de pyramides sur les
bordures inférieures et supérieures, alors que la bordure extérieure est lisse. Au c÷ur la
cellule les échantillons demeurent très homogènes à la fois en termes de compacité et de
teneur en liquide. Toutefois, les fortes valeurs de compacités, de l'ordre de 0.63 dépassent
la valeur de compacité de l'état critique ΦS,w,0 ≈ 0, 61 décrit dans les sections précédentes.
Dans ces conditions il est fort probable que l'écoulement soit localisé dans une bande de
cisaillement, les données azimutales semblent en attester avec des valeurs de compacité qui
chutent en haut de la cellule, aux alentours de z = 17. Pour l'échantillon avec ΦL/ΦS = 0, 075
on constate notamment une perte de �uide avec le temps à proximité de cette même zone,
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Figure 3.24 � Pro�l radiaux de ΦS pour a) ΦL/ΦS = 0, 030 et c) ΦL/ΦS = 0, 075 et ΦL

pour b) ΦL/ΦS = 0, 030 et d) ΦL/ΦS = 0, 075

à mesure que l'échantillon est cisaillé. Cette dernière observation est compatible avec les
résultats de la littérature numérique qui met en avant des chute drastique de la quantité
de liquide dans les bandes de cisaillement [76]. Pour l'échantillon avec ΦL/ΦS = 0, 030 on
remarque une croissance de ΦL à proximité des bordures, cette croissance correspond très
certainement à un nombre de ponts liquides plus élevés du fait du plus grand nombres de
billes dans les zones cristallisées.

3.8 Conclusion

La rhéologie expérimentale présentée dans ce chapitre repose sur l'utilisation d'une géo-
mètrie annulaire novatrice éprouvée auparavant dans le cadre des matériaux secs [31] et des
suspensions granulaires [15]. L'utilisation d'un matériau modèle simple, composé de billes
sphériques et d'une huile newtonienne visqueuse nous permet d'envisager un modèle d'in-
teraction ainsi qu'une estimation de l'intensité des forces capillaires. Après avoir véri�é que
nous travaillons avec un volume élémentaire représentatif, les résultats obtenus sont confron-
tés systématiquement aux résultats de rhéologie numérique et les deux approches présentent
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Figure 3.25 � Pro�l azimutaux de ΦS pour a) ΦL/ΦS = 0, 030 et c) ΦL/ΦS = 0, 075 et ΦL

pour b) ΦL/ΦS = 0, 030 et d) ΦL/ΦS = 0, 075

un très bon accord dans les régimes quasistatique et inertiel. Une légère di�érence est néan-
moins décelée dans le cadre des faibles con�nements, là où contraintes normale et gravitaire
sont du même ordre de grandeur. En domaine inertiel, la plage de I balayée représente 2 dé-
cades ce qui est un peu juste pour appliquer un ajustement de Hatano ou de Jop (équations
1.33 et 1.34) aujourd'hui très utilisés, l'utilisation d'un ajustement linéaire est alors plus
indiquée. Cet ajustement nous permet de tenter une extension des modèles de contraintes
e�ectives et de Mohr-Coulomb dans le régime inertiel où l'on trouve des valeurs de cohésion
croissantes avec ΦL/ΦS et faiblement décroissantes avec I, les tentatives de prédiction de
µ∗ se révèle cependant ardues avec des prédictions qui surévalue assez systématiquement
les valeurs mesurées. La microtomographie nous a permis de véri�er l'homogénéité de nos
échantillons, il est assez intéressant de remarquer que les morphologies présentes peuvent
évoluer de façon assez notable avec la déformation. Pour les échantillons les plus fortement
saturés nous trouvons d'ailleurs une multitude de morphologies plus complexes que des ponts
simples (près de 60%) alors que nous travaillons à la frontière supposée du domaine pen-
dulaire ! Cette dernière remarque est particulièrement intéressante car, confrontée au bon
accord des résultats expérimentaux et numériques, elle met en avant la capacité de notre
modèle d'interaction à décrire le comportement macroscopique de matériaux a priori hors
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de sa portée.
Des mesures en RMN mettent notamment en avant l'aspect primordial d'un contrôle des

champs d'écoulement en rhéologie [31]. Il serait notamment très intéressant de se pencher
sur le cas des con�nements faibles et sur les questions de répartition du liquide dans les
échantillons cisaillés, à plus forte raison parce que les résultats de microtomographie montrent
des mouvements de liquide aussi bien à l'échelle du grain (évolution des morphologies) qu'à
l'échelle du matériau (migration hors des zones fortement cisaillées).
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons étudié le comportement solide et liquide des matériaux
granulaires non-saturés soumis à un cisaillement homogène. Nous nous sommes particuliè-
rement intéressés aux régimes d'écoulement quasistatique et inertiel. L'intensité des e�ets
cohésifs a été caractérisée via la pression réduite P ∗ qui repose sur une comparaison des
forces attractives et de con�nement, et dans notre cas nous avons pris le parti d'une descrip-
tion micromécanique simple reposant sur l'existence exclusive de ponts capillaires simples.
Nous avons mené en parallèle un travail expérimental et numérique. Ces deux approches
complémentaires, avec un calibrage et une validation expérimentale du modèle numérique
d'un côté et une investigation des caractéristiques microstructurelles de l'autre, nous ont
permis d'explorer une assez large gamme de paramètres de contrôle et du matériau.

Lors du chapitre 2, nous avons discuté des méthodes de simulation et des résultats cor-
respondants. Les modèles de Mohr-Coulomb et de contraintes e�ectives ont été testés sur
nos matériaux dans les régimes d'écoulement quasistatique et inertiels. L'analyse micromé-
canique nous permet d'a�rmer que la modi�cation drastique des propriétés d'écoulement
macroscopique est imputable à une pression ressentie plus importante dans le matériau ainsi
qu'à une multiplication des interactions à distances. Pourtant, les contraintes capillaires ne
sauraient être réduites à un simple tenseur de contraintes isotropes et nous avons souligné
l'importance des anisotropies structurelle et mécanique dès lors que P ∗ ≤ 1. Un degré de
précision supérieur est �nalement atteint lorsque l'on inclut l'in�uence des interactions de
contact et des interactions à distance. La littérature récente fait beaucoup usage du modèle
des contraintes e�ectives pour décrire le comportement du matériau, il est assez intéressant
de noter que, moyennant une réévaluation du temps de relaxation du matériau, ce modèle
semble aussi bien s'adapter au cas des écoulements en régime inertiel. Notons �nalement que
notre méthode de travail implique une non conservation du �uide dans le temps ou selon les
conditions de chargement qui est évidemment discutable. Cette variation de la quantité de
�uide est cependant trop faible pour induire une modi�cation substantielle des propriétés
mécaniques de nos matériaux.

Le chapitre 3 traite de nos méthodes de travail expérimentales et des résultats obtenues
avec ces dernières. Nous présentons notamment une cellule rhéologique innovante ainsi que
des expériences de microtomographie. Nous retrouvons expérimentalement un comportement
rhéologique très similaire à celui obtenu numériquement. La transition entre les régimes
inertiel et quasistatique survient notamment pour I de l'ordre de 10−2 et on montre que
pour un e�et cohésif croissant on obtient une résistance au cisaillement accrue ainsi qu'une
structure plus lâche. Les confrontations successives entre simulations et expériences montrent
une bonne concordance des résultats sur l'ensemble de la gamme de paramètres variés sauf
pour les faibles con�nements, lorsque P ∗ ≤ 2. La bonne homogénéité de nos échantillons, mise
en évidence en microtomographie, valide notre méthode de préparation des échantillons. La
microtomographie nous a aussi permis de souligner l'existence de morphologies complexes dès
ΦL/ΦS = 0.030, voire très complexes lorsque ΦL/ΦS = 0.075, qui ne semblent pas in�uencer
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le comportement macroscopique, indiquant par la même occasion une bonne pertinence de
notre modélisation dans des domaines a priori hors de sa portée.

Lors de nos travaux se sont posées diverses questions, notamment sur la divergence des
résultats expérimentaux et numériques aux faibles valeurs de P ∗(≤ 2). Nous avons évoqué la
possibilité d'une lubri�cation du contact, au sens d'une diminution de µ, bien que cohérente
cette explication nécessiterait une étude tribologique assez complète pour être con�rmée. La
question de la mobilité du �uide a aussi été évoquée, la microtomographie attestant d'une
migration du �uide des zones les plus fortement cisaillées vers celles qui le sont moins. Avec
une étude RMN on pourrait accéder aux échelles de temps de la redistribution du liquide. De
nombreux modèles pourraient amplement pro�ter de ce genre d'informations qui fait défaut
aujourd'hui, surtout lorsqu'il s'agit de redistribuer le liquide d'un pont rompu vers ses proches
voisins. Une perspectives numérique majeure consisterait donc à implémenter une dynamique
du �uide et d'un modèle d'interaction à 3 corps qui permettraient une modélisation plus �ne
des matériaux granulaires non-saturés.
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