N

N

Selection-mutation dynamics with age structure:
long-time behaviour and application to the evolution of
life-history traits
Tristan Roget

» To cite this version:

Tristan Roget. Selection-mutation dynamics with age structure: long-time behaviour and application
to the evolution of life-history traits. Probability [math.PR]. Université Paris Saclay (COmUE), 2018.
English. NNT': 2018SACLX111 . tel-01952892

HAL Id: tel-01952892
https://pastel.hal.science/tel-01952892
Submitted on 12 Dec 2018

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://pastel.hal.science/tel-01952892
https://hal.archives-ouvertes.fr

o . .
® : Ecole doctorale
unive FSIte : de mathématiques X

! ECOLE
PARIS-SACLAY : Hadamard (EDMH) e
2018SACLX111

uuuuuuuuu € PARIS-SACLAY

THESE DE DOCTORAT
de

L’ECOLE POLYTECHNIQUE
Ecole doctorale de mathématiques Hadamard (EDMH, ED 574)

Etablissement d’inscription : Ecole polytechnique
Etablissement d’accueil : Ecole Polytechnique Laboratoire d’accueil : Centre de

mathématiques appliquées de Polytechnique, UMR 7641 CNRS

Spécialité de doctorat : Mathématiques aux interfaces
Tristan ROGET

Dynamiques de sélection-mutation structurées en age :
comportement en temps long et application a 1’évolution des
histoires de vie

ANTON BOVIER (Université de Bonn)
Benoir PERTHAME (Sorbonne Université)

Apres avis favorable des rapporteurs :

ANTON BOVIER
JEROME COVILLE
STEPHANE GAUBERT
AMAURY LAMBERT

(Université de Bonn) Rapporteur
(
(
- - ( .
SYyLviE MELEARD (Ecole Polytechnique) Directrice de these
(
(
(

INRA Avignon) Examinateur

Ecole Polytechnique) Examinateur

College de France) Président du jury

Jury de soutenance :
Benoir PERTHAME
MicHAEL RERA
Vier CHt TRAN

Sorbonne Université) Rapporteur
Sorbonne Université) Co-directeur de these

Université Lille 1) Examinateur



Remerciements

Il est temps de saisir la plume qui va construire les paragraphes qui seront probablement
les plus lus de ce manuscrit. Cette thése n’aurait pu voir le jour sans la participation directe
ou indirecte de nombreuses personnes.

Mes premiers remerciements vont tout naturellement a Sylvie Méléard, pour ce pari in-
sensé ! Que de chemin parcouru depuis notre premiere réunion avec Michael. Malgré un emploi
du temps a faire pélir un jeune ministre, Sylvie a su guider avec rigueur et bienveillance mes
premieres déambulations mathématiques. Je la remercie pour ses nombreuses relectures et
sa patience face & des premieres tentatives souvent balbutiantes. Je reste admiratif de son
enthousiasme sans faille qui m’a permis de dépasser a de nombreuses reprises un pessimisme
parfois chevronné (promis j’y travaille!). Je suis tres heureux d’avoir pu profiter d’une grande
liberté, comme lorsque je me lancai en début de deuxieme année sur un probléme m’éloignant
du projet initialement établi. Ce dernier est né de la rencontre avec Michael Rera, biologiste
du vieillissement devenu mon codirecteur de these. Je suis extrémement reconnaissant pour
tout le temps qu’il m’a consacré ces trois derniéres années. Gréace a lui, j’ai beaucoup appris
sur la maniere d’aborder les échanges entre mathématiques et biologie et, je dois ’avouer,
dans le domaine de la programmation informatique.

Je tiens a remercier Anton Bovier et Benolt Perthame pour m’avoir fait I’honneur de
rapporter cette these. Les travaux de Benoit ont été une source d’inspiration constante, et je
n’aurais pu résumer aussi clairement mon propos qu’Anton I’a fait dans son rapport.

La constitution du jury s’est faite de maniére tres naturelle. Je suis trés heureux que Jé-
rome Coville, Stéphane Gaubert, Amaury Lambert et Viet Chi Tran aient accepté d’en faire
partie. Les articles de Jérdme sont de ceux que j’ai le plus déchiffrés, Amaury est incontour-
nable lorsqu’on pense a mathématiques et biologie et ce manuscrit aurait été bien maigre sans
Viet Chi Tran, puisque tout ce qu’il contient est relié de pres ou de loin a ses recherches sur les
populations structurées en age. Je suis trés reconnaissant envers Stéphane de m’avoir laissé
le temps de lui expliquer mes travaux le temps d’un entretien passionnant.

Alors que je me laissais aller & des considérations plutot déterministes, j’ai eu la chance
de rencontrer Pierre Collet grace a qui j’ai pu me familiariser a la théorie spectrale. S’il
ne m’avait pas indiqué cet ouvrage sur les espaces vectoriels topologiques, je n’aurais pu
découvrir, dans les profondeurs d’un appendice peu amical, ce fameux théoréeme de dualité
pour les opérateurs positifs! Par ailleurs, cet aspect de mon travail n’aurait pu aboutir sans



I’aide précieuse de Gael Raoul, toujours disponible pour discuter, m’indiquant au fur et a
mesure la bonne littérature et allant méme jusqu’a relire mes premiers essais.

Je tiens a remercier ’ensemble des membres du CMAP et notamment son équipe adminis-
trative, les membres de ’équipe PEIPS et de la chaire MMB, avec qui il est toujours tres facile
de communiquer. Merci & Amandine Veber pour m’avoir initié a la vulgarisation scientifique
et & Vincent Bansaye pour sa disponibilité, sa bonne humeur et pour m’avoir adopté au sein
du projet emmené par les ingénieurs du Ladhyx. Je suis tres heureux d’avoir fait la rencontre
de Sarah Kakaai, avec qui j’ai pu découvrir les subtilités des processus de Hawkes. Un grand
merci & Mathieu Rosenbaum pour nous avoir aiguillés au cours de nombreuses discussions.

Je suis tres heureux de l'accueil que j’ai pu recevoir dans les laboratoires de biologie
fréquentés par Michael Rera, d’abord a 1’Université Paris-Diderot puis au sein de son équipe
(Erwan et Flaminia notamment!) a I’Université Sorbonne Université. Je tiens également a
remercier Pierre Jolivet pour le temps passé a traduire mon code Python parfois bancale en
un code C++ redoutablement efficace.

Il est temps d’écrire un mot pour les doctorants qui peuplent le premier étage de I’aile 0 du
CMAP. Faute de temps, je ne saurai étre exhaustif. Tout d’abord, merci & tous. En particulier,
je tiens a remercier les organisateurs du séminaire des doctorants. La collaboration efficace
du CMAP et du CMLS a contribué a la succession d’exposés aux thémes variés, allant de
la géométrie algébrique aux statistiques appliquées, en passant par ’analyse des équations
aux dérivées partielles. Dans ce genre de situation, on ne peut se résoudre & ne pas citer
de noms, et je tenterai de le faire dans un ordre approximativement chronologique. Merci a
Hélene pour I'initiation aux limites adaptatives, & Etienne pour les pause-clopes désormais plus
solitaires, & Aline et Ludo pour les discussions politiques. Merci & Romain pour étre parvenu a
quitter I'Iran (nous y serions peut-étre encore!) et & Geneviéve pour ses lectures passionnées
des guides touristiques. Merci aux locataires du bureau 2011 : Mathilde, Jaouad, Florian,
Mateusz, Kaitong, Hugo... Merci a Corentin, Jean-Bernard, Paul et Perle pour les parties de
badminton endiablées. Merci a Kevish, Heythem, Antoine, Martin, Belhal et Hadrien pour
les discussions en salle café. Merci a Nico parti trop t6t! Merci a Céline pour avoir partagé le
quotidien de "brother and sister de these", a Juliette pour son art du second degré et a Fedor
pour 'approximation des mesures!

Je ne serais pas ici si certains de mes anciens enseignants ne m’avaient donné un goft
certain pour les mathématiques. Je pense a Thierry Levy et son cours de Master 1 trop
modestement intitulé "Probabilités de Base" puis a Cédric Boutillier, qui m’a permis d’aiguiser
mes théorémes limites sur des objets combinatoires peu orthodoxes. Ces années passées a
Jussieu ont été I'occasion de belles rencontres et de nouvelles amitiés. Je pense a Ludovic envolé
vers des terres plus orientales, a Tony préférant le soleil madriléne a la rude vie parisienne et
a Marc mathématicien de talent ayant choisi la voie des belles-lettres.

Enfin, je tiens a remercier la famille ainsi que les amis du sud et de longue date, pour qui
je resterai toujours I’éternel étudiant !



Table des matiéres

(1 Introduction générale 7
[1.1 Evolution dans les populations structurées en agel . . . . . .. . .. .. 7
1.1.1 Histoire de vie et parametre de Malthusf . . . . . ... ... . . 8

1.1.2  Evolution des histoires de vie et force de sélection dge-spécifiquel 8

(1.2 De la description individu-centrée des populations aux dynamiques adap- |

[ fafived . . . . . . e e 9
(1.2.1 Le modele microscopique et son approximation en grande popu- |

[ lationl . . . . . . .. 10
[1.2.2  La dynamique adaptative] . . . . . .. .. ... ... ... ... 11

(1.3 De la transition Smurf au modele bdl . . . . . .. ... ... 000 13
[L3.1 Latransition Smurfl. . . . . . ... ... ... 0oL 13

(1.3.2  Un peu de modélisation| . . . . . .. ... ... ... ...... 13

2 Reésultats principaux] 16
[2.1  Comportement en temps long dans des populations structurées en traits |

[ eten agel. . . . . L 16
2.1.1 Une equation de sélection-mutation structurée en agel . . . . . . 17

2.1.2 Enoncédesrésultats . . . . .. ... ... 18

2.1.3  TIdées de démonstrationl . . . . . . . . ... ... 19

[2.1.4  Commentaires et perspectives| . . . . . . . . . . . . ... .... 23

2.2 Le "bd-model" pour le vieillissement : du modele individu-centré aux |

[ inclusions différentielles évolutives | . . . . . . . . . . . . ... ... .. 24
[2.2.1 Le modele individu-centré et son approximation en grande popu- |

[ lationl . . . . . . . e e e 25
2.2 Enoncé des résultats et idées de démonstration| . . . . . . . . . . 26

[2.2.3  Commentaires et perspectives| . . . . . . . . . ... ... .... 32

[3 Long-time behaviour for age and trait structured population dyna- |
[_micsl 34
(5.1 Preliminaries and Main Resultsl . . . . . ... ... 35
[B.1.1 Introductionl . . . . . . . . . . ... 35



B3.1.3 Main Resultd . . . ... ... ... oo 39

[3.2  Spectral Properties of some Positive Operators|. . . . . . . . . .. ... 40
[3.2.1 Position of the Problem and Results . . . ... ... ... ... 40

322 Proof of TheoremI3.23. . . .. ... ... ... .. ... ..... 42

[3.3  The Linear Dynamics|. . . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 47
3.4 Proof of the Main Results . . . ... ... ... ... ... ....... 59
B.5 Discussion] . . . . . ... 60
[3.5.1 Summary of our results and related literature| . . . . . . . . .. 60

[3.5.2  Extension to more general models| . . . . . .. ... ... ... . 60

4 Compléments sur le Chapitre 3| 62
[4.1 Lescassinguliers| . . . . . . . . . ... ... ... 62
411 Lecaspe [0, 1| (Tax=1)] . . . .. ... .. 62

4.1.2  Le cas p = 0 (absence de mutations)| . . . . .. ... ... ... 70

[4.2  Un resultat spectral|. . . . ... ... ... ... ... ... .00 . 74

[ The bd-model of ageing : from individual-based dynamics to evolutive |
| Tt al inclisions 76
(b.1 Introduction| . . . . . . . . . ... 7
[5.2 A stochastic model for the evolution of life-history traits| . . . . . . .. 81
(.3  Monomorphic and bimorphic deterministic dynamics| . . . . . . . . .. 87
[5.3.1  Monomorphic dynamics| . . . . ... ... ... 88

[5.3.2  Bimorphic dynamics| . . . . .. ..o 92

[>.4  Adaptive dynamics analysis| . . . .. .. ... ... L. 93
[.4.1 Malthusian parameter and invasion fitness| . . . . . . . . . . .. 93

[5.4.2  'Trait Substitution Sequence with age structurel. . . . . . . . .. 97

[>.4.3 A canonical inclusion for adaptive dynamics| . . . . . . . .. .. 100

b5 Discussion| . . . . ... 109

[6 Compléments sur le Chapitre 5| 112
[6.1 Un modele plus générall . . . . . .. ... ... ... ... ... 113
[6.2  Le "bd-model” sans eftet Lansingl . . . . ... ... ... ... ... .. 114
6.2.1 Parametre de Malthus . . .. ... .. ... ... ... ... .. 115

16.2.2 Etude de la dynamique adaptativel . . . . . ... .. ... ... 116

[6.3  Sur la sélection de l'effet Lansingl . . . ... ... ... ... ... ... 122
[6.4 Un modele avec probabilité de mutation mutable] . . . . . . .. . . .. 128

[A Operator Theory| 131
[A.1 Resolvent and spectrum| . . . . . .. ... . ... ... ... ... ... 131
[A.1.1 Ordered Banach space|] . . . . . ... ... ... ... ...... 132

[A.2 The space (C(S), [ oo)| - - - - - - o v o oo 133




(B Proofs of Chapter 5|
[B.1 Proot ot Proposition |5.3.4]




Chapitre 1

Introduction générale

Sommaire

[1.1 Evolution dans les populations structurées en age|. . . . . 7

[1.1.1  Histoire de vie et parametre de Malthus| . . . . . . . . . ... 8

|1.1.2 Evolution des histoires de vie et force de sélection ége—spéciﬁque| 8

(1.2 De la description individu-centrée des populations aux dy- |

| namiques adaptatives| . . . . .. ... 0000000 9
[1.2.1 Le modele microscopique et son approximation en grande po- |

| pulation| . . . . .. ... 10
[1.2.2  La dynamique adaptative| . . . . . . . ... ... ... 11

1.3 De la transition Smurf au modelebdl . ... ........ 13
(L3.1 La transition Smurfl . . . . . .. . ... o oo 13

(1.3.2  Un peu de modélisation| . . . . . .. .. ... ... ...... 13

1.1 Evolution dans les populations structurées en
age

Chez de nombreuses especes, les populations sont structurées en age. Les individus
se reproduisent a des instants différents et ont donc des ages différents, influant sur
leur reproduction et leur survie. On appelle histoire de vie la donnée d’un couple
de fonctions (B(a), D(a)).er, décrivant les taux de reproduction et de mortalité d'un
individu au cours de sa vie. On observe dans la nature une grande diversité des histoires
de vie (cf. Jones [45]). Depuis le développement de la théorie de I’évolution, de
nombreux biologistes s’intéressent a la question de I'impact de la sélection naturelle sur
I’évolution des histoires de vie (cet aspect n’ayant pas été abordé par C. Darwin). Les
fondements théoriques sont développés successivement par Fisher [34], Haldane [40] et



Medawar [62]. Une de leurs conclusions est la suivante : la force de sélection décroit
avec 1’age. Cette idée est formalisée par Hamilton [42] dans l'article fondateur "On
the moulding of senescence by natural selection’. Les paragraphes qui suivent visent a
expliquer ce principe.

1.1.1 Histoire de vie et parameétre de Malthus

La théorie de I’évolution des histoires de vie connait un tournant avec les travaux
de Fisher [34] qui introduit le paramétre de Malthus comme indicateur de la fit-
ness d’une histoire de vie. Considérons une grande population d’individus asexués et
haploides, n’interagissant pas, dont les histoires de vie sont données par un couple de
fonctions (B, D). La dynamique du nombre d’individus d’age a a I'instant ¢ notée v(t, a)
est décrite par ’équation de McKendrick-Von Foerster (cf. [86]) :

%(t.a) + Z(t.0) = —D(@)v(ta), () cR? (L)
v(t,0) = (;roo B(a)u(t, a)da. |

Cette équation est l'extension directe de 'équation de Malthus (cf. [60]) a des popula-

tions structurées en age. Elle vérifie la propriété de croissance exponentielle asympto-
+00

J v(0, a)gb(a)da) eMN(a), (1.2)

tique :
e, (],

ou le parametre de Malthus A est 'unique solution réelle de I’équation de Euler-Lotka
§o7 B(a) exp (- §3 D(a)da — Aa) da = 1 (cf. [79]), la fonction

N(a) o exp (— L D(a)da — /\a>

est la distribution stable des dges et la fonction

6(a) o Nta) J " Bla)N(a)da

est appelée potentiel reproducteur. Depuis les premiers travaux sur le sujet, le pa-
rametre de Malthus est utilisé comme mesure de la fitness d’une histoire de vie (B, D).
Ce choix est notamment justifié pour des populations sans interaction par les équations
de la génétique des populations (cf. Charlesworth [20, Section 1.5.1 et 4.6.1]).

1.1.2 Evolution des histoires de vie et force de sélection Age-
spécifique

La sénescence est généralement définie comme une altération de fonctions d’un
organisme vivant, qui s’accompagne d’une baisse de la reproduction et d’'une hausse de



la mortalité avec I’age. Ainsi, I’évolution de la sénescence semble aller a I’encontre des
principes de la sélection naturelle puisque ce mécanisme diminue la fitness d’un individu.
Comprendre I’évolution de la sénescence (qui s’apparente donc a un sous-domaine de
I'évolution des histoires de vie) est a la source de nombreux travaux depuis le début
du vingtieme siecle. De nombreuses théorie se basent notamment sur le principe que
la force de sélection décroit avec 1’age. Par exemple, la théorie de 'accumulation de
mutation (cf. Medawar [62]) explique la sénescence par une accumulation de mutations
déléteres s’exprimant aux ages avancés. Ces mutations ne sont pas éliminés (car la
force de sélection est trop faible) et entrainent la dégradation de 1'organisme. Hamilton
(cf. [42]) formalise rigoureusement la notion de force de sélection age-spécifique en
calculant la sensibilité du parametre de Malthus a une perturbation locale des taux de
reproduction et de mortalité. Supposons qu'une mutation ait un effet € > 0 sur le taux
de naissance a un age ag. Le mutant aura un taux de naissance B(a) + €d,4,(da) ou
day(da) désigne la mesure de Dirac en ag. Notons A3* le parametre de Malthus associé
a 'histoire de vie mutante (B + €d,,(da), D). En utilisant ’équation de Euler-Lotka
introduite en Section 1.1.1, on peut calculer la limite des taux d’accroissements (cf.
Caswell [I5], le nombre G est 1'dge moyen de reproduction ou temps de génération, le
nombre b s’apparente au taux de reproduction) :

AB0— A R Nap)
€ e—0  bG

De la méme fagon, on peut considérer des perturbations ages-spécifiques sur le taux de
mortalité. On obtient alors la quantité

A= XE dlan)N (@)
€ €—0 bG '

Les Formules (1.3) et (1.4)) décrivent la force de sélection a I’dge ag. Ces quantités sont
décroissantes en ag : la force de sélection décroit avec I’age.

(1.3)

(1.4)

Ainsi, comme cela est souligné dans [20, p. 190], '"I"étude théorique de 1’évolution des
histoires de vie se réduit souvent a une discussion sur les conséquences de perturbations
sur des parametres démographiques comme le parametre de Malthus'.

1.2 De la description individu-centrée des popula-
tions aux dynamiques adaptatives

Nous présentons une approche alternative pour étudier 1’évolution des histoires de
vie. Nous introduisons tout d’abord un modele individu-centré décrivant la dyna-
mique d’'une population structurée en trait et en age (cf. Tran [81], Méléard-Tran [63]).
Nous en déduisons des modeles de biologie évolutive qui décrivent I'évolution de phé-
notypes a 1’échelle de temps évolutionnaire. Nous verrons que dans le cadre de cette



théorie, 'utilisation du parametre de Malthus comme indicateur de la fitness peut en-
core étre justifié.

1.2.1 Le modele microscopique et son approximation en grande
population

Nous introduisons le modele individu-centré défini dans [81] qui décrit la dynamique
aléatoire d’une population finie structurée en trait et en age. Les mutations créent de
la variabilité phénotypique et la sélection naturelle est modélisée par une compétition
inter-individus. La dynamique est donnée par un processus de naissance et mort logis-
tique dont les taux de naissance et de mort d’un individu ¢« € N* & l'instant ¢ € R,
dépendent de son trait x;(t) € S < R? et de son Age a;(t) € R;. La population est
représentée par une mesure positive finie
Nf

1

ZtK = ? ZZ; 5(“(15)7%(15)) € M+(S X R+) (15)
ou K € N* est un parametre d’échelle décrivant 1'ordre de grandeur de la taille de
la population, N est la taille de la population. Un individu de trait = et d’Age a se
reproduit a taux B(z, a). Avec probabilité 1 —pg € [0, 1], son descendant hérite du trait
x, avec probabilité px une mutation apparait et modifie le trait du parent. Le trait y
du descendant est distribué suivant une mesure de probabilité k(x, a,y)dy. 11 vieillit a
vitesse 1 : un individu d’age a a 'instant ¢ aura I'dge a + s a l'instant ¢ + s. Il meurt
a taux D(x,a) + ¢NE ou ¢ > 0 ot D(x,a) est le taux de mortalité intrinseque et ¢NX
modélise la compétition inter-individus.

L’introduction du parameétre d’échelle K permet de calculer des approximations de
la dynamique microscopique sous I’hypothese de grande population. Le Théoréme[1.2.1]
établi dans [81],[82] est un résultat de type loi des grands nombres. Il montre que
lorsque K — 400, la dynamique microscopique est approchée par la solution (détermi-
niste) d’une équation aux dérivées partielles.

Théoréme 1.2.1. [81 Section 3.2] Supposons que px — p € [0, 1] lorsque K — +o0.
Supposons que la suite de conditions initiales (ZX)g=o (vérifiant certaines conditions
sur les moments) converge en loi vers une mesure positive ng. Pour tout 7' > 0, la suite
de processus (Z%)g~o dans I'espace de Skorohod D ([0,7], M*(S x R, )) converge en
loi vers I'unique fonction n solution faible de I’équation

{@tnt(x, a) + o,n(x,a) = — (D(x, a) + CSSXR+ n(y, a)dyda) ng(z,a) (16)
ni(z,0) = F[n] (x), (t,x,a) e Ry xS xR,
F ] (x) = (1 —p) fR B(z, a)n(z, a)da + pL . B(y, a)k(y, o, x)n(y, a)dyda.

10



L’équation décrit le comportement de la dynamique microscopique en grande
population. Il s’agit d’une équation de sélection-mutation avec structure d’age. Dans
le cas ou p = 0, il n'y a pas de mutation. Le support des traits est conservé. Si I'on
considére une condition initiale ny(dx,da) = v(dx)ug(z,da), alors pout tout temps
t = 0, la solution (n;)=¢ de (1.6)) vérifie ny(dz, da) = v(dx)u(x,da) ol u est solution
de I’équation

{(3tut(x, a) + Oqui(z,a) = — (D(x, a) + ¢l o, (Y a)dyda) u(z, a) )

u(z,0) = SR+ B(z, a)u(z, a)da.

Cette équation de sélection pure est importante pour la théorie de la dynamique
adaptative (cf. Section pour I'étude de son comportement en temps long).

La premieére partie cette thése porte sur I’étude du comportement en
temps long des solutions de ’équation ((1.6]) (voir Section puis Cha-
pitres 3| et . On s’intéresse tout particuliérement au cas p € |0, 1] :

- Existence de mesures stationnaires.
- Comportement en temps long.

1.2.2 La dynamique adaptative

La théorie de la dynamique adaptative vise a décrire la dynamique évolutive des
phénotypes, en mettant en jeu les trois principales forces de I’évolution : I’hérédité, les
mutations et la sélection naturelle. Elle se place sous les hypotheses suivantes : les po-
pulations sont constituées d'un grand nombre d’individus, les mutations sont rares, ont
de petits effets et la sélection est rapide. Cette théorie s’est développée dans les années
1990 & travers les articles Metz et al. [66],[65], Dieckmann-Law [30]. Les travaux de
Champagnat [I6] en donnent une justification mathématique rigoureuse en revenant a
une description des populations a 1’échelle individuelle, comme celle présentée au début
de la Section [I[.2.1] L’approche employée permet d’étendre naturellement les dyna-
miques adaptatives a différents scénarios écologiques : communautés proies-prédateurs
(cf. Costa et al. [22]), populations structurées spatialement (cf. Leman [57]) et popu-
lations structurées en dge [63]. Décrivons les idées générales de [63]. Le Processus de
substitution des traits est un processus de saut pur décrivant des invasions succes-
sives de mutants se fixant dans une population résidente a 1’équilibre. I1 est montré
dans [63] que son générateur est de la forme (on suppose ici que le noyau de mutation
k(x,a,y) = k(z,y) ne dépend pas de I'dge) :

Lo(x) = L«o(y) — (@) (1 — 2(y, 7)) (O)k(z, y)dy.
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La mesure 0,7, (a)da est 'unique solution stationnaire de ’équation aux dérivées par-
tielle ((1.6) avec p = 0 et v = d,. La quantité @,(0) décrit donc le taux de production
d’un mutant par la population résidente de trait x. La fonction 1 — z(y, x) est la fonc-
tion de fitness d’invasion. Elle décrit la capacité d’'un mutant de trait y a survivre
dans une population résidente de trait x. Elle est définie comme la probabilité de survie
d’un processus de branchement structuré en dge de taux de naissance B(y, .) et de taux
de mort D(y,.) + CSR+ U, (a)da. Comme la compétition ne dépend pas des traits des

individus, on a (cf. [63, Théoréme 3.4])
1—2z2(y,z) > 0<= Ay) > \(z)

ou pour tout u € S le parametre de Malthus A(u) est I'unique solution de I’équation de
Euler-Lotka

B(u, ) exp (— fo D(u, a)da — )\(u)a) da—1.

Si la population mutante de trait y survit, elle atteint une taille suffisante pour que
I’'on puisse approcher la dynamique dimorphe par une solution de I’équation avec
p=0et v =270, + d, Sous I'hypothese que A\(y) > A(z), la solution de converge
vers I’équilibre monomorphe 6,7, (a)da (cf. Section[4.1.2)). Ainsi, la population mutante
atteint un voisinage de 0,7, (a)da et 'on peut approcher la dynamique du résident par
un processus de branchement sous-critique qui s’éteint presque stirement. Dans ce cas,
nous avons la propriété dite d’invasion implique fixation. En résumé, sous les
hypothéses de la dynamique adaptative, et dans le cas ou la compétition ne
dépend pas des traits, un mutant de trait y peut envahir puis se fixer dans
une population résidente de trait x si et seulement si les parameétre de Mal-
thus vérifient A(y) > A(z). Sous ces hypotheses, le parametre de Malthus représente
donc un bon indicateur de la fitness.

Pour se placer sous I'hypothese de "petites mutations", on introduit un parametre
d’échelle € > 0 décrivant la taille des mutations. Le processus normalisé (eX (%), t = 0)
est un processus de Markov de générateur

L) = j (ol + ey — ) — ()

€

Ry

1 —z(x+e(ly—2),2)

U, (0)k(z,y)dy.

Ainsi, si la fonction de fitness d’invasion est suffisamment réguliere, par exemple si le
gradient de fitness Viz(z,x) est lipschitzien, on obtient la convergence des géné-
rateur L — L ou L est le générateur infinitésimal de I’équation canonique de la
dynamique adaptative (cf. [63])

jlf = %0 L(y =) [Vaz(z,2).(y — @) Kz, y)dy. (1.8)

L’équation ((1.8)) décrit la dynamique du trait « dans une échelle de temps évolution-
naire.
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1.3 De la transition Smurf au modele bd

1.3.1 La transition Smurf

Comme nous 'avons rappelé au début de la Section le vieillissement est gé-
néralement compris comme un phénomene progressif et continu (cf. Kirkwood-Austad
[48]). Une nouvelle vision est développée depuis 2011, a partir des travaux de Rera et
al. [72],[73]. Tls décrivent chez I’espéce Drosophila melanogaster une nouvelle forme de
vieillissement : le phénotype Smurf. Au cours de sa vie, chaque individu passe par une
phase critique caractérisée par une augmentation importante de la perméabilité intesti-
nale observable in vivo par 1'utilisation d’un colorant bleu non-toxique et non-absorbé
par I'intestin qui rend presque instantanément bleu ou Smurf. La proportion d’individus
Smurf croit linéairement en fonction de I’age chronologique et chaque individu connait
cette transition avant sa mort. Les individus Smurf présentent un taux de mortalité
élevé (par rapport aux individus non-Smurf, quel que soit leur 4ge chronologique), une
augmentation de la perméabilité intestinale, et une fertilité réduite (cf. Rera et al. [74]).
Cette transition Smurf a ensuite été observée chez d’autres organismes tels que Caeno-

FIGURE 1.1 — Transition Smurf chez I'espece Drosophila Melanogaster

rhabiditis elegans et Danio rerio (cf. Dambroise et al. [26]), suggérant ainsi qu’elle ait
pu étre évolutivement conservée en tant que marqueur d’un age physiologique avancé.
A partir de ces différentes observations, Rera et al. proposent une nouvelle vision du
vieillissement, discontinue, composé de deux phases séparées par une transition "Smurf”
(cf. Tricoire-Rera [83]).

1.3.2 Un peu de modélisation

Nous souhaitons aborder ’étude de I’évolution de la transition Smurf du point de
vue de la modélisation. Pour cela, nous adoptons la démarche présentée dans la Section
L2
Tout d’abord, nous identifions un trait d’histoire de vie, qui permette de décrire le
phénotype Smurf. Le trait est un couple de nombre réels positifs (23, z4) € Ri caracté-
risant les taux de naissance et de mort des individus au cours de leur vie :

B(z,a) = 14<s,, D(x,a) =142y,

13



Avant I’age xp, 'individu se reproduit a intensité 1 puis ne se reproduit plus. Il ne meurt
pas avant I'age x4 puis son taux de mortalité est égal a 1. Nous identifions le phénotype
Smurf aux configurations (xy, x4) vérifiant z, ~ x4 avec x4 légérement inférieur a zy
(cf. Figure|5.2| (a) et (b)). L’age x4 décrit la transition smurf : avant 'dge 24 I'individu
se reproduit normalement et son taux de mortalité est nul. Apres I'dge x4, son taux
de naissance devient rapidement nul et son taux de mortalité élevé. Considérons une

(a) (b) ()

T

Td Tp Ty Tq Tp Tq

FIGURE 1.2 — Les trois types de configurations. (a) "Too young to die’; (b) 'Now useless’;
(¢) "Menopause’

population d’individus structurée par le trait (z3, x4) évoluant suivant la dynamique de
sélection-mutation décrite en Section [I.2.1} On peut s’attendre & ce que les traits x;
et x4 aient tendance a augmenter chez les individus, maximisant ainsi la reproduction
et minimisant la mortalité. On peut également s’attendre a ce que cette augmentation
soit de moins en moins rapide, si I'on prend en compte le principe selon lequel la force
de sélection décroit avec I’dge (cf. Section . Cependant il ne semble pas évident
que 'écart x, — x4 se stabilise autour d’une grandeur légerement positive.

L’effet Lansing désigne le phénomene décrit par le proposition suivante : "la descen-
dance de parents vieux ne vit pas aussi longtemps que celle de parents jeunes" (cf.
Lansing [55], [56]). Il a été décrit chez la drosophile (cf. Priest et al. [70]) et également
chez 'humain (cf. Arslan et al. [4]). L’effet Lansing pourrait permettre d’obtenir la
concentration voulue. En effet, en intégrant cet effet au modele, celui-ci aura tendance
a faire baisser la pression de sélection sur le parametre x,. Nous l'ajoutons de la fa-
¢on suivante. Nous supposons qu'un individu de trait (x,z4) se reproduisant a un age
a > x4 transmet a son descendant le trait (x;,0) (aux mutations pres). Ceci peut-étre
vu comme une mutation épigénétique, au sens ou cette modification du phénotype
n’est pas causée par une mutation génétique. Par I'introduction de l'effet Lansing 1’effet
Lansing, le modele se différencie de celui présenté dans la Section [1.2.1] En effet, entre
deux mutations, on a toujours création de variabilité phénotypique.
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La seconde partie de la these porte sur I’étude de la dynamique adaptative
pour ce modele (voir Section puis Chapitres [5 et [6]) :

- Etude des modéles de la dynamique adaptative (TSS et son com-
portement en petite mutation) avec effet Lansing puis sans effet
Lansing.

- Interprétation de la force de sélection dge-spécifique comme vitesse
d’évolution du trait (cf. Chapitre [6)) .

- Apparition et maintien du phénotype Smurf.
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Chapitre 2

Résultats principaux

Sommaire
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Ici, nous présentons les résultats principauz de cette thése. Nous donnons les idées
des démonstrations et des commentaires sur les résultats.

2.1 Comportement en temps long dans des popula-
tions structurées en traits et en age

Nous présentons les résultats principaux de 'article intitulé "On the long-time beha-
viour of a age and trait structured population dynamics" accepté pour publication dans
le journal Discrete and Continuous Dynamical System, Series B (cf. [75]). L'intégralité
de l'article est fourni dans le Chapitre 3. Le Chapitre 4 contient des compléments. Ces
travaux concernent I’étude du comportement en temps long des solutions de 1’équation
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de sélection-mutation structurée en age introduite dans la Section [[.2.1] et redonnée
ci-dessous.

Notations 2.1.1. Soit X un espace métrique. On note C,(X) (resp Cyf (X)) 'ensemble
des fonctions continues bornées (resp. fonctions continues positives bornées). On note
M(X) (resp. M*(X)) I'ensemble des mesures de Radon finies (resp. finies positives),
que 'on munit de la topologie de la convergence étroite (i.e topologie faible étoile du
dual Cy(.)"). On note M;. (X) I'ensemble des mesures de Radon positives muni de la
topologie de la convergence vague. Pour une mesure pu(du) € M,.(X), on notera parfois

par abus de notation p(du) = p(u) et §, f(u)p(du) = § f(u)p(uw)du.

2.1.1 Une équation de sélection-mutation structurée en age

On considere 1’équation de sélection-mutation structurée en age dont les solutions

(n¢)i=0 € C(Ry, MT(S xR, )) vérifient au sens des mesures (cf. (3.10)) :

{8tnt(:c, a) + o,n(x,a) = — (D(l‘, a) + CSSXR+ n(y, a)dyda) ni(z,a) (2.1)
ne(z,0) = Fn (x), (t,x,a) e Ry xS xRy
F ] (x) = (1 —p) JR B(z, a)ni(z, a)do + pL . B(y, a)k(y, o, x)n(y, a)dyda.

L’existence d’une solution & 'équation (2.1 est montrée dans [81] a partir du modeéle
individu-centré. Plus récemment, il a été obtenu dans Canizo et al. [I4] par une méthode
déterministe. On précise les hypotheses.

Hypotheses 2.1.2.
S=0Q, QcR? est ouvert, borné, connexe & bord lipschitzien,
B,DeCf(S§xRy), D(z,a)>D>0, keCy(SxR.xS8),
pe 0,1, ¢>0
et il existe ¢g > 0 et I < R, avec } # 0 tel que pour tout z€ S et y e V(x,e0) NS :
I < supp(k(z,y,.)) nsupp(B(z, .)).
ou V(z, €) désigne la boule centrée en z de rayon €.

Remarque 2.1.3. L’hypothese de compacité sur S est cruciale pour notre analyse.
Nous utiliserons que sa mesure de Lebesgue est finie ainsi que la boule unité de M(S)
(pour la norme de variation totale) est relativement compacte pour la topologie faible-*.
L’hypothése d’une borne inférieure positive sur D assure que les individus ne vivent pas
un temps infini. L’hypothese sur k est une hypothese "d’irréductibilité". Elle assure que
les mutations permettent d’accéder a toutes les parties de ’espace du trait.
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2.1.2 Enoncé des résultats

Nous introduisons quelques notations. Pour tout (), z,y,a) € |—D, 40| x S* x R,
on définit :
R,\(x a) = exp( §o D(z,0)da) — Na)

ra(z) p) §p, B(z,a)R(z,a)da, (2.2)
K,\(:my _pSR+ xaa)k(xaaay)RA(aj’a)da7

et on note Ty = sup,cs rA(r). Pour tout A € |—D, +oo, on définit I'opérateur linéaire
4+ Jy: M(S) — M(S) par
(= ot ([ Kot outa) ) d 23)
s
et on note p(7y + Jy) son rayon spectral. Le Théoréme montre 'existence de
solutions stationnaires a I’équation (12.1).

Théoréme 2.1.4. Supposons que les Hypotheses soient vérifiées et que p(7y +
Jo) > 1. Il existe une mesure stationnaire positive m € M*(S x R, ) a I’équation 1 ,
qui vérifie

n(dzr,da) = py«(dx) Ry« (x,a)da, N* = CJ n(dy,da),
S xRy
ol A* > 0 est solution de 'équation p(7ax + Jy+) = 1 et piyx € M™(S) est un vecteur

propre de 7y« + Jys associée & la valeur propre p(fys + Jys) = 1.

Remarque 2.1.5. La mesure py vérifie donc

fne () = 7y () poe (dae) + ( L Ko (y, 2) e (dy)) dz.

On remarque que si 7= < 1, la mesure py» admet une densité continue. Si 7y» = 1, elle
peut admettre une partie singuliere non-triviale.
Nous introduisons une hypothese de régularité supplémentaire.

Hypotheses 2.1.6. B,D e Wh*(S xR, ) et ke WH* (R, x S x Ry).

Remarque 2.1.7. L’hypothese ci-dessus est une hypothese technique permettant d’ob-
tenir la continuité des solutions de I’équation linéaire en la donnée initiale pour la norme
|.|8L comme dans [14]. Elle permet notamment de traiter le cas des solutions mesures
comme dans [39].

Le Théoreme porte sur le comportement en temps long des solutions de 1’équa-

tion (12.1)).

18



Théoréme 2.1.8. Supposons que les Hypotheses [2.1.2] soient vérifiées et que
p(7o + Jo) > 1. On suppose qu’il existe une solution stationnaire @ € C(S, L'(R,))
a l'équation (2.1]). et qu’il existe B,k > 0 tels que B > B et k > k. Soit (ny)i=0 €
C(R, M*(S xR,)) une solution de vérifiant ng € M*(S x R, )\{0}. Alors on a

tlim Hnt — ﬁ”TV =0
—00

et m est 'unique mesure stationnaire.

2.1.3 Idées de démonstration

Nous expliquons les idées principales des démonstrations des Théorémes et
2.1.8 qui sont données au Chapitre 3 dans leur intégralité.
Un probleme linéaire

L’équation ([2.1]) est non-linéaire. Une astuce classique (cf. Tannelli [43], Burger [11],
Leman et al. [58]) permet de ramener I’étude de ([2.1)) a celle d'un probléme linéaire.
On pose

t
vi(dx, da) = exp (J f ns(dy, da)ds) ni(dx, da).
0 JS xRy

Il est facile de vérifier que v est une solution mesure de I’équation linéaire

ove(x, a) + Ov(x,a) = —D(x,a)vi(z, a) (2.4)
Ut(IaO) :‘F[Ut] (ZE), (t,x,a)€R+ XSXR-‘:-' ‘
On remarque ensuite que pour tout A € R
ny(dzx, da) _ e M (dx, da) (25)

Sswr, muldy,da) e fg o v(dy da)

L’équation ([2.4)) est une équation de type McKendrick-Von Foerster (cf. équation (|1.1]))
avec une structure en trait. Le probleme se ramene a trouver un triplet (A, N, ¢) vérifiant

e_’\tvt(m,a) o (L i U0¢> N(z,a),
Xy

et donc a I’étude des probleme aux valeurs propres direct et dual associés a 1’équation
linéaire. On montre la proposition suivante.
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Proposition 2.1.9. Supposons que les Hypotheses 2.1.2] soient vérifiées et que p(To +
Jo) > 1. Tl existe (\, N, ¢) € Ry x MT (S xR, ) x Mt (8 xR,) avec N et ¢ non-nulles,
vérifiant au sens des mesures :

{—%N(w, a) — D(x,a)N(x,a) = AN(z,a) (2.6)
N(z,0) = F[N](z),
Oup(x,a) — D(x,a)p(x,a) + G|P] (z,a) = Ap(z, a) 27)
é(x,a) = 0. .

ou G[¢] (x,a) = (1 = p)B(x,a)p(x,0) + pB(x,a) {5 ¢(y,0)k(x, a, y)dy.

Donnons les idées de la démonstration de la Proposition 2.1.9. En intégrant les
équations (2.6)) et (2.7), on obtient que les solutions (N, ¢) de (2.6]) et (2.7]) sont absolu-

ment continues en la variable d’age puis que les conditions de bord (N(z,0), ¢(z,0)) €
MT(8)? vérifient

N(x,0) = rx(z)N(z,0) + §s Kx(y,2)N(y,0)dy
o(x,0) = ra(x)d(z, 0) + {5 Kx(x,y)o(y, 0)dy.

Le probléeme se raméne donc a trouver un triplet (A, py, 1)) € Ry x MT(S) x M*(S)
vérifiant :

(2.8)

(7Fx + Iy = py
(Ta + Ga)nx = M,

ol 7y + Jy est défini en (2.3)) et 7y + Gy : M(S) — M(S) est défini par

(s -+ Ganlde) = ralentde) + | Kt

Propriétés spectrales d’opérateurs positifs

Le probleme ([2.8)) est relié aux travaux de Coville et al. [23],[24],]25], Beresticky et
al. [6] qui portent sur I’étude spectrale d’opérateurs non-compacts et notamment de
leur valeur propre principale (cf. Section [2.1.4)).

Nous proposons de I'étudier indépendamment de la facon suivante. Nous utilisons la
dualité C(8S)" = M(S) en introduisant les opérateurs ry + Jy, 7\ + Gy : C(S) — C(S)
définis par

(ra 4+ D) f(z) = ra(z) f(z) + §s Ka(y, z) f(y)dy

(ra+ GA) f(x) = ra(@) f (@) + § s K2, ) f(y)dy,
puis en utilisant le Théoreme [2.1.10 directement adapté de Krein-Rutman [52] (voir
[76, Appendice 2.2.6]).
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Théoréme 2.1.10. [76, Appendice 2.2.6] Soit T" un opérateur positif de C'(S). Le rayon
spectral p(T) est une valeur propre de T associée & une mesure propre positive.

En remarquant que (ry + J)) = 7\ + Gy et (ry + G))' = 7 + Jy, on déduit du
Théoreme 2.1.10] le résultat suivant.

Théoréme 2.1.11. Supposons que les Hypotheses [2.1.2] soient vérifiées. Pour tout
A > —D, il existe uy € M*(S) tel que

p(ry+ G = (P + ) o

qui vérifie py(A) > 0 pour tout sous-ensemble borélien A de S tel que Leb(A) > 0.
Notons ¥y = {x € S : ry(x) = T»}. Nous avons alors :

(i) Ty < p(r,\ + G)\).

(ii) 7x < p(rx + G,) si et seulement si il existe uy € C(S), uy > 0 tel que py) =
uy(x)dz. Dans ce cas, p(ry+ G)) est une valeur propre de ry + J, de multiplicité
algébrique égale a 1, associée a la fonction propre w,y.

(iii) Si Leb(Xy) > 0 ou si, Leb(X,) =0 et ﬁ ¢ L'(S), on a7y < p(ry + Gy).

(iv) Sip(ry+Gy) =T, on a uy = p + h(x)dr avec h € L(8S) et p* =0, ou p* # 0
et supp(p®) < Xy, . .

(V) plra+ Ja) = plra + Gy) = p(Fx + Jn) = p(Fr + Gy).

De plus, les mémes résultats sont vrais si on échange Jy et G, Jy et Gj.

Le Théoreme [2.1.11] assure que pour tout A > —D, il existe (uy,n)) € M(S)? tel

que

(Fx + I )pa = p(ra + Jx)pa
(Ta + Gx)na = p(ra + Ja)na

Puisque p(7o + Jo) > 1 et p(7o + Jo) = p(ro + Jo), la proposition suivante permet de
conclure.

Proposition 2.1.12. Supposons que les Hypotheses soient vérifiées et que p(7y +
Jo) > 1. L’application A € [\, +0[ — p(ry+Jy) est continue et strictement décroissante.
Il existe un unique A\* € [A, +oo tel que p(ryx + Jyx) = 1.

Donnons les idées pour la preuve de la Proposition [2.1.12] Remarquons tout d’abord
que la famille d’opérateurs (ry + Jy) >y est continue et décroissante au sens des opé-
rateurs. On montre d’abord la continuité. Fixons Ay € [A, +oo et distinguons les cas
Tag < P(Trg + Jny) €6 Tay = p(ra, + Jy,)- Dans le premier cas, d’apres le Théoréme
2.1.11] (ii) et (v), le rayon spectral est une valeur propre de 7y, + J), de multiplicité
algébrique 1 associée a un vecteur propre positif. Nous pouvons conclure par des ar-
guments classiques (cf. Kato [46]). Dans le second cas, nous raisonnons par 'absurde
en supposant que liminfy_,, p(r 4+ Jy) < limsup,_,,, p(rx + Jx). Le rayon du spectre
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essentiel vérifie p.(ry + Jy) = Ty et la fonction A € [\, 40| — T, est continue. En
utilisant la semi-continuité supérieure du rayon spectral, nous obtenons :

Tag = li/{n j)\nf pe(ry + Jy) < li/{n iAnfp(T,\ + 1)) < p(rag + Irg) =T
—Ao o

ce qui est absurde et permet de conclure pour la continuité. Pour la stricte monotonie,
on se donne A\; < Ay et on suppose p(ry, + Jy,) = p(ra, + Jy,). On montre que A\; = Ao.
Pour cela on distingue les deux cas 7y, < p(rx, + Jy,) et Ta, = p(ry, + Jy,). Dans le
premier cas, on conclut en utilisant [35, Théoréme 3.1] (cf. Proposition [A.1.7)). Dans
le second cas, supposons que A\; < Ay. S'il existe A € [Ar, Ao] tel que p(rs + J;) > 75,
on conclut que p(ry, + Jy,) = p(rs + J5) > p(ra, + Jy,) par le premier cas. Sinon, on
conclut que p(ry, +Jy,) > p(ra, +Jy,) en utilisant que A € [\, +0o[ — T est strictement
décroissante (cf. Lemme [3.3.1] 2)(iii)). On déduit que A\; = A, ce qui termine la preuve.

La Proposition[2.1.12|et le Théoreme[2.1.11|permettent de résoudre le Probleme (2.8))
et de conclure pour la Proposition Celle-ci implique directement le Théoreme

2.1.4] En effet, les solutions stationnaires 7 de I’équation ([2.1)) sont des solutions de
I’équation 1) avec A = \* et vérifiant \* = ¢ {¢ R, n(dy, da).

Comportement en temps long

L’hypotheése m € C(S,L'(R,)) dans le Théoréme assure que les vecteurs
propres principaux déterminés dans la Propositionvériﬁent (N,¢) e C(S, L*(R,)) x
C(S, L*(R.)). Pour étudier le comportement en temps long des solutions de I’équation
(2.4)), on adapte la méthode utilisée dans Perthame [69, p 66, Section 3.7], basée sur
I'invariant

J e My (x, a)p(x, a)dxda = f vo(z, a)p(x,a)dxda
SxRy

S xRy

afin d’obtenir un résulat (voir Proposition de type "trou spectral" pour les so-
lutions de l’équati dans l'espace pondéré L'(¢). Les hypothéses de minoration
dans le Théoreme permettent d’obtenir une convergence L!. On déduit le résultat
de convergence pour les solutions mesures par la méme méthode que celle employée dans
[39] basée sur la régularisation de la donnée initiale. On conclut en utilisant la relation
puis en étudiant le comportement en temps long de la masse { R, ny(dy, da) des

solutions (n;)=o de I'équation ([2.1)).
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2.1.4 Commentaires et perspectives
Opérateurs positifs non-compacts

Les démonstrations des Théoremes [2.1.4] et 2.1.8 reposent sur ’étude des propriétés
spectrales d’opérateurs non-compacts de la forme r + J : C(S) — C(S) ou

(r + D) () = r(2) f() + L K (y,2)f (y)dy.

Dans [23], Coville montre que si =1~ ¢ L!(S) alors la valeur propre principale définie

par T—r
Ap(r+ J) =sup{A e R|Fp e C(S), ¢ > 0 tel que (r + J)p + Ap < 0} (2.9)

est une valeur propre de r + J associée a une fonction propre positive. Dans [24], il
montre que si le critere n’est pas vérifié, on peut toujours trouver une mesure propre
associée. L’utilisation du Théoreme [2.1.10] nous a permis "d’unifier' les démonstrations
de ces résultats dans le Théoréme 2111l Nous avons d’abord montré 'existence d’une
mesure propre, ce qui nous a permis de retrouver le critere d’existence de fonctions
propres principales.

Notre approche s’est avérée efficace pour étudier les questions relatives a la dualité.
Elle nous a notamment permis d’obtenir facilement le point (v) du Théoreme
résultat nouveau.

Dans la Section , nous donnons une application directe de la formulation pour
la valeur propre principale.

Dynamiques de sélection-mutation

Dans Bonnefon et al. [§], les auteurs montrent des résultats similaires aux Théo-
remes et pour les solutions d'une équation de sélection-mutation sans struc-
ture d’age. Nous avons étendu leurs résultats aux populations structurées en age. Le
Théoreme [2.1.8| est vrai sous ’hypothese que la mesure stationnaire admet une densité
continue et bornée. Dans le cas ou la mesure stationnaire admet une partie singuliere,
le résultat est faux puisqu’une suite de densités continues ne peut converger vers une
mesure singuliére en variation totale. Dans le cas ot Thx = 1 et [Xy#| > 1 on n’a plus
unicité de la solution stationnaire, et différents comportements peuvent avoir lieu, dé-
pendant de la condition initiale (cf. [§]). Cependant, notons que dans le cas ot Tpx = 1
et [ x| = 1, on a unicité de la solution stationnaire. Une question naturelle est la
suivante : a-t-on stabilité globale pour une topologie plus faible. Dans la section [4.1.1
nous étudions certains aspects du cas "singulier' (7y+ = 1) en construisant des approxi-
mations régulieres des éléments propres principaux (A*, N, ¢).

Dans Calsina-Palamada [13], les auteurs montrent 'existence de solutions stationnaires
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pour une dynamique de sélection-mutation avec une structure d’age, pour un trait par-
ticulier (I’dge a la maturation) et dans le cas mutation pur (c’est a dire p = 1). La
question du comportement en temps long n’y est pas abordée. Notons que pour 1’équa-
tion avec p = 1, il existe une unique solution stationnaire globalement stable.
En effet, dans cette situation, tous les opérateurs .J, G, intervenant dans I’étude du
probléme stationnaire sont compacts, et la théorie de Krein-Rutman est applicable.
Dans la Section nous étudions le comportement en temps long des solutions de
I’équation avec p = 0. Dans Nordmann et al. [68], les auteurs étudient le compor-
tement limite des solutions de cette équation de sélection pur sous I’échelle de temps
t = t/e lorsque € — 0. Sous des hypotheses bien précises, ils montrent que le compor-
tement limite est décrit par une famille de masses de Dirac (a;d,,)i=0 ou la dynamique
du trait (z;);>0 est donnée par une équation différentielle ordinaire. Notre approche
est différente car nous n’effectuons pas cette normalisation en temps. En I’absence de
structure d’age, ce type de probleme est étudié dans Ackleh et al. [I]. Nous étendons
certains de leurs résultats a des populations structurées en age.

Temps long pour des équations aux dérivées partielles de type Mckendrick-
Von Foerster

Afin d’étudier le comportement en temps long des solutions de (2.4]), nous avons
utilisé une méthode adaptée de [69, Section 3.7] qui s’avere ici tres efficace.
Cependant, d’autres méthodes auraient été envisageables. L’approche spectrale (cf.
Webb [87]) permet d’obtenir le méme type de résultat pour des solutions L!. Il s’agit
alors d’étudier le spectre du semi-groupe décrivant les solutions de 1’équation .
Cette méthode n’est pas du tout évidente a utiliser dans notre situation. En effet,
Iexistence de solutions stationnaires réguliere se lit assez facilement sur les éléments
propres principaux (la condition 7y < 1) mais pas sur le semi-groupe d’évolution. Dans
la Section [4.2] nous donnons un résultat partiel sur le spectre du générateur associé aux
solutions de 1’équation (12.4)).

Une autre approche possible est celle développée plus récemment dans Bansaye et al.
[5] et basée sur une condition de Doeblin.

2.2 Le "bd-model" pour le vieillissement : du mo-
déle individu-centré aux inclusions différentielles
évolutives

Nous présentons les résultats principaux de la prépublication intitulée "The bd model
of ageing : from individual based dynamics to evolutive differential inclusions” écrite en

collaboration avec Sylvie Méléard et Michael Rera. L’intégralité de I'article est fournie
dans le chapitre 5. Le chapitre 6 contient des compléments et travaux en cours.

24



2.2.1 Le modele individu-centré et son approximation en grande
population

On définit rigoureusement le modele dont les motivations et I’heuristique ont été
données dans la Section
A chaque instant ¢t > 0, la population est représentée par une mesure ponctuelle sur
(R¥)? x Ry :
N

1
ZtK(dZL', da) = ? Z 6(xi(t)7ai(t))(d.r, da) (210)
i=1

ot NE = K{(ZK 1) est la taille de la population, K est 'ordre de grandeur de la taille
de la population pondérant la masse des individus, '(t) = (2} (¢), 25(t)) € (R%)? est le
trait de l'individu 7 et a’(t) € R, son Age. La dynamique est donnée par un processus
de Markov déterministe par morceaux qui évolue de la fagon suivante :
e Un individu (z,a) € (R%)? x R, se reproduit & taux L,<s,. Le trait y = (yp, ya)
du descendant est déterminé par les deux étapes suivantes :

- Etape 1 : si a < x4, le descendant hérite du trait = = (@p, xq).

Effet Lansing : si a > x4, on suppose que le descendant porte le trait (z,0).
Notons Z le trait défini par & = = si a < x4 et T = (x3,0) si a > x4. On
observe que le trait z;, n’est pas modifié et que seuls les individus vérifiant
xq < x3 sont concernés par le second type (x,0).

- Etape 2 : Mutations génétiques. Une mutation apparait sur chaque trait x;
and 7, indépendamment avec probabilité px € |0, 1[. Si le trait z, mute, le
trait y, du nouveau-né est y, = x,+hy, ot hy € R est choisi suivant une mesure
de probabilité k(xy, hy)dhy ; si le trait Z, mute, le trait y; du nouveau-né est
Ya = Tq + hg ot hy € R est choisi suivant la probabilité k(zy, hg)dhg, ou le
noyau k est défini pour tout v e R, et v € R par

M)

v

]lmax u—1)u 4
b, 0) = — Hmax@u-nasn (U + v)e (2.11)

SR IL[rnax(O,ufl),qul] (U + Z)@ 2dz

S

V]

ot 02 > 0. Notons que pour u > 1,

<
[/

]1[7171] (U)e 7
Sp -y (z)e

e Un individu de trait (z,a) a un taux de mortalité 1,-,, + NN/, avec n > 0.
Chaque individu est soumis a la méme pression de compétition n de la part de
chaque individu dans la population, quelle que soit la valeur de son trait.

e Entre les sauts, les individus vieillissent a vitesse 1 : un individu d’age a au temps
t aura un age a + s au temps t + s.

k(u,v) = k(v) = (2.12)

Y
M

dz.

q
o
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Le modele ci-dessus est inspiré de [81], [63]. Tl s’agit d’un modéle aléatoire décrivant une
dynamique de sélection-mutation structurée en age. Nous avons ajouté un ingrédient
au modele de [81], l'effet Lansing, qui crée de la variabilité phénotypique méme en
I’absence de mutation. On se place sous les hypotheses suivantes.

Hypotheses 2.2.1. On suppose que :
(i) il existe z € (R%)?, tel que ZJ* converge en loi vers d,n,(0,a)da lorsque K tend
vers l'infini,
(ii) px — 0 lorsque K — +co0.

Sous les Hypotheses 2.2.1], et lorsque X' — +oo, il n’y a pas d’apparition de mu-
tant sur tout intervalle de temps [0,7]. Néammoins, & cause de l'effet Lansing, deux
populations monomorphes de traits x = (xp, x4) et (2,0) son présentes, et leurs taux
de naissance et de mortalité sont donnés par les matrices :

. 1a<bexd 0 . ]la>:rd O
Bx(a) B < ]la:d<a<xb 1a<mb > ’ Dx(a) B ( 0 1 . (2.13)

La proposition qui suit donne 'approximation en grande population et pour des muta-
tions rares de la dynamique microscopique ([2.10)). Il s’agit d’une adaptation directe de
[81), Section 3.6].

Proposition 2.2.2. Supposons que les Hypotheses soient vérifiées. Pour tout
T > 0, la suite de processus (Z%)g~ converge en loi dans 'espace de Skorohod
D ([ T], M*((R%)? x Ry)) vers une fonction continue (&)i=o de la forme & (dz, da) =
d.ny(t, a)da + &z, 0yn2(t,a)da. Le couple n, = (ng,n2) est solution du systeme

{@:nx(t ;@) + O nx(t a) = = (Da(a) +n|n.(t, ) [L1) na(t, a)

nx(t’ O) S ( ) ( ) o, (t> (L) € Ri
ol les densités nl(t,.) et n2(¢,.) décrivent respectivement les densités de nombre des
populations de traits (z, 24), (23,0) et

Ina(t, ) = ZJ In (£, o) |da
Ry

i€{1,2}

(2.14)

est la taille de la population.

L’équation (12.14) est un systeme d’équation de type Gurtin McCamy (cf. [38]).

2.2.2 Enoncé des résultats et idées de démonstration

Les deux résultats principaux du Chapitre 5 portent sur I’étude de la dynamique
adaptative (cf. Section [1.2.2]) pour la dynamique microscopique (2.10)). On suit la méme
démarche que celle utilisée dans [8I] pour le modele de sélection-mutation classique.
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Comportement en temps long de la dynamique monomorphe et fitness d’in-
vasion

On décrit les équilibres monomorphes, c’est a dire les solutions stationnaires de
I'équation (2.14]) puis on calcule la fonction de fitness d’invasion. On introduit d’abord
I’ensemble de traits :

V={x=(1p,74) €ER’ 1 A g > 1},

pour lesquels I'équation (2.14) admet une unique solution stationnaire n, = (n.,7n?2)
non triviale, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.2.3. Soit x € V. Il existe une unique solution stationnaire non-triviale
n, € L' (R.)? & Péquation (2.14). De plus, toute solution positive n,(t,.) dans L'(R,)?
de (5.4)) telle que nl(¢,.) # 0, converge vers i, dans L'(R,)? lorsque ¢ — 0.

La démonstration de la Proposition est basée sur I’étude du comportement en
temps long des solutions v, (t,a) de 'équation linéaire :

{&gvx(t Ja) + 0 vx(t a) = —D,(a)v,(t, a)
v (t,0 SR a)v,(t, a)de, (t,a) e R?.

Celles-ci vérifient e~ @y, (¢,.) —> c(v,(0,.)) N, lorsque t — +o0, ot (A(z), N,) sont les
éléments propres principaux associés a la dynamique linéaire et ¢(v,(0, .)) une constante
strictement positive. Le parametre de Malthus A\(x) est 'unique solution de ’équation
suivante : oy

f e M@adg = 1. (2.15)

0

On calcule la fonction de fitness d’invasion 1 — z(y, z), définie comme la probabilité de
survie d’'un processus de branchement bi-type de taux de naissance B, et de taux de
mort D, + 7|7, |;. La proposition suivante montre que la fonction de fitness d’invasion
et le parametre de Malthus sont reliés par une simple relation.

Proposition 2.2.4. Pour tout z € Vet y € R?, on a 1 — z(y, ¥) = max(A(y) — A(z),0).

La Proposition se montre de la fagon suivante. Soit U; = (U}, U?) un pro-
cessus de branchement bi-type comme ci-dessus. Le processus U! est un processus de
branchement structuré en age de taux de naissance 1,<z, 1o, €t de taux de mort 1,-,,.
Si Us = 0, le processus U2 est un processus de branchement sous-critique et s’éteint
presque stirement. La survie du processus U est donc équivalente a la survie du proces-
sus UL. On calcule sa probabilité de survie par des arguments classiques de fonctions
génératrices et on obtient le résultat.

Nous sommes maintenant en mesure de décrire les modeles de la dynamique adap-
tative. On décompose l'ensemble V = Uy U H v Us ou Uy = {x € V : 1, < w4},
Uy={xeV: iy >zitet H={x eV = x4}
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FIGURE 2.1 -V =U; vH v U,.

Un Processus de substitution des traits avec structure d’age

Le Théoreme[2.2.5| montre qu’a 1’échelle de temps des mutations, et sous ’hypothese
suivante de séparation des échelles de temps suivante (introduite dans Champagnat
[16]) : X

YV >0, log(K) << —— <<exp(KV), (2.16)
Kpk
le dynamique microscopique est approchée par un processus de saut pur étendant
le Processus de substitution des traits avec structure d’age (cf. [63] et Section
afin de prendre en compte l'effet Lansing.

Théoréme 2.2.5. Supposons que ([2.16]) soit vérifiée. Soit = € V. On suppose que la
suite (Z{) g0 converge en loi vers la mesure ,n,(0, a)da. Alors la convergence suivante

\Y

(ZKt t

R Z— |
2pg (1—-pg)

O) K—>—+)oo (E7t ; O)
a lieu au sens des marginales fini-dimensionnelles. On a Ti(dx, da) = dx(fix,(a)da +
d(x(1).0)x (1) (@)da ot (X (t),t = 0) est un processus de saut pur a valeurs dans V de
générateur infinitésimal L, défini pour toute fonction mesurable bornée ¢ : V — Ri
par

Le(r) = J (¢(x + h) = () (\x + h) — A(@))7,(0)u(dh), (2.17)

Ry

ot pu(dh) = 50(dh2)k(h1)dh1géo(dhl)k(hg)dm'
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La démonstration du Théoréme est basée sur les idées de [16], [63, Théoreme
3.1]. Les arguments principaux sont donnés dans la Section . A la différence de
[63], & chaque instant, la population est bimorphe, constituée des individus de traits
x €V et les individus dont le trait (z,0) est produit par l'effet Lansing.

Une inclusion différentielle pour la dynamique adaptative

Le second résultat concerne l’approximation du Processus de substitution des trait
(X(t),t = 0) de générateur inifinitésimal (2.17)) sous lhypothése de petites mutations.
Pour tout € > 0, on définit le processus X 6( ) = eX (%) dont le générateur L¢ vérifie
pour toute fonction ¢ : V — R? mesurable bornée :

1

Epla) = 2 [ (ol en) — pla 2EEDIZA)

€

7L (0)u(dh). (2.18)

€

Dans les travaux précédents sur le comportement limite du Processus de substitution
des traits en petites mutations (cf. [19],[63]), on suppose que la fonction de fitness d’in-
vasion admet un gradient lipschitzien. Ainsi, on obtient la convergence des générateurs
L* vers le générateur d’une équation différentielle ordinaire. Cette hypothese de régu-
larité est mise en défaut dans notre situation car le parametre de Malthus A n’est pas
différentiable sur la diagonale H. Nous utilisons une méthode introduite dans Gast-
Gaujal [36] qui étend les résultats classiques d’approximation des chaines de Markov
par des équations différentielles ordinaires (cf. Ethier-Kurtz [32]) & des situations pa-
thologiques, ot I’on ne dispose pas de suffisamment de régularité sur le drift de la chaine
de Markov. Le comportement limite n’est pas nécessairement unique et décrit par une
équation différentielle ordinaire mais par un ensemble de trajectoires, solutions d’une
inclusion différentielle (cf. Sectionpour des rappels sur les inclusions différentielles).
Le Théoréme montre que le comportement limite du processus X ¢ lorsque € tend
vers zéro est décrit par ’ensemble des solutions d’une inclusion différentielle.

Notations 2.2.6. Pour tout h € R, on note (h); = < h ) et (h)y = ( 0 >

On définit la fonction & valeurs ensemble F : YV —s P(R?) en posant :

Vie{1,2}, VaxeU, F(z)=(f(z,1)),
L[ fla,
VeeH, F(x {2 fa. ),ue[(),l]}, (2.19)
ol pour tout (z,u) € V x [0,1] et en notant G(z) = §;* ae "),
U e~ N@)(@pAza) 71
Fau) Uﬂ B2k(h)dh + J huk:(h)dh) e %‘2(0) (2.20)
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Théoréme 2.2.7. Supposons que la suite (X¢(0)).~o converge en loi vers z° € V. Pour
tout 1,0 > 0,

lim P < inf  sup |X(t) —z(t)] > 5) =0,

e—0 2€Sp(T,x0) ¢ [0,77]

ot Sp(T, z°) désigne I'ensemble des solutions de I'inclusion différentielle

{dzgt) e F(x(t)), tel0,T] (2.21)

z(0) = 2°.

La démonstration du Théoréme est donnée en intégralité dans la Section [5.4.3]
Nous en présentons les éléments principaux.

Eléments de démonstration du Théoreme[2.2.7. Soit (X<(t),t = 0) le processus de gé-
nérateur infinitésimal (2.18). En utilisant un résultat classique de [32] on écrit le pro-
cessus (X¢(t),t = 0) comme une chaine de Markov (Y(k),k = 0) changée en temps.
On s’intéresse alors au comportement limite de la chaine de Markov Y lorsque € tend
vers 0. Le Théoreme 1 de [36] assure que le comportement limite de cette chaine de
Markov (proprement renormalisée en temps) est décrit par 'ensemble des solutions de
I'inclusion différentielle

{dﬁt) e H(z(t)), tel0,T] (2.22)

z(0) = 29,

ou la fonction H a valeurs ensemble est définie comme 'enveloppe convexe des points
d’accumulation du drift, c’est a dire :

H(z) = conv ({accﬁoge(f) L2 - x}) .

Il est facile de vérifier que le drift g.(x) = E (Y(1) — Y(0)|Y* = z) vérifie

2T €

Vie{1,2), Veel, g.(z)= Eni(o)f A+ eth)) = M@)oy ).an

VeeH, gx)=0.

Si la famille (g.). convergeait uniformément vers une fonction lipschitzienne, ’ensemble
H (z) serait alors réduit a un élément et le comportement limite décrit par une équation
différentielle ordinaire. Comme nous allons le voir, ce n’est pas le cas. Ci-dessous nous
utilisons notamment que par , la fonction A ne dépend que de z, A z4. Soit x € H
and soit u € [0,1]. On définit la suite 2 = x — €(u);. Nous avons

A€+ e(h);) — M) = Mz + e(h —u);) — Mz — e(u);)
= ANz + e(h—u);) — AMx) + A(z) — Mz — e(u);).
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Supposons que h < u, puisque A est différentiable sur U;, on obtient que
Az +€e(h);) — AMz) ~ e(h — u);. V() + €(u);.VA(z) ~ €(h);.VA(z),

ou VA(x) est définie comme la limite VA(y), y — z, y € U;. Ceci meéne a la premiere
intégrale dans ([2.23]). Si A > u, on obtient que A(z + e(h — u);) — A(x) =0 et

Az€ + e(h);) — Mz = €(u);. V(x) < €(h);.Vx),
ce qui mene a la deuxieme intégrale dans (2.23). On obtient ainsi le lemme suivant.

Lemme 2.2.8. La fonction & valeurs ensemble H vérifie

Vie{l,2}, VeeU, H(z)={(f(z,1)),}
_ af(z,u) . c 10,17
Vo e H, H(x)_{((l—a)f(x,v))'(u’v’a) [0, 1] }

Flou) = ) m (0) (Ju B2k(h)dh + f 1 uhk(h)dh) (2.23)
T G(o) 2 \Jo u ' '
La fonction H est représentée en Figure (a). La fonction F' définie par (2.19)
est représentée en Figure (b). On conclut la démonstration du Théoreme en
montrant que les inclusions différentielles associées aux fonctions F' et H admettent les
mémes solutions. En effet, si € U;, on a H(x) = F(z). De plus sur chaque ouvert U; la
fonction F' est lipschitzienne et la théorie de Cauchy Lipschitz s’applique. Par ailleurs
on peut montrer quune solution (z(t),t € [0,7]) de l'inclusion différentielle issue de
z(0) € H vérifie a tout temps ¢t = 0 H(z(t)) < H. On déduit ainsi que si x est solution
de l'inclusion différentielle , alors z est solution de l'inclusion différentielle
ce qui permet de conclure. O

ou

Remarque 2.2.9. Revenons aux motivations biologiques décrites dans la Section [1.3
Nous voulions montrer que sous I’hypothese d’effet Lansing, la distribution du trait
(xp, x4) se concentrait sur les configurations vérifiant z, = x4. Le Théoreme donne
une réponse. Soit (z(t),t € [0,77]) une solution de (2.21)). Sur chaque U;, on a

dz(t)
O _ () ) 2ty v,

L’application = € U; — (f(x,1)); est Lipschitzienne et bornée inférieurement par une
constante strictement positive. Ainsi, on a ['unicité sur U; pour (2.21)) et toute solution
atteint en temps fini la diagonale H. Sur H, la solution vérifie

da(t)
dt
Comme pour tout z € H, F(x) < H, la solution reste dans H.

La Figure illustre le Théoréme

e F(z(t), x(t)eH.
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(a) (b)

FIGURE 2.2 — (a) : Representation de H. (b) : Representation de F.
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FIGURE 2.3 — Cette figure représente 10 simulations du processus (X¢(¢),¢ = 0) pour
e = 0.001, X°(0) = (2,1.5). (a) : On représente X5(¢) en fonction de Xg(t). (b) :
(X5(t),t =0). (c) : (X5(t),t =0). Sur (b) et (c) on peut observer qu’avant d’atteindre
la diagonale ‘H la dynamique est unique. Sur H, le processus évolue a une vitesse dans
F(z) pour tout x € H.

2.2.3 Commentaires et perspectives
L’effet Lansing

En introduisant l'effet Lansing dans le modele, nous obtenons la convergence du
trait (zp, x4) vers des configurations vérifiant x, = z4. Ce choix de modélisation repose
sur le fait que l'effet Lansing a été observé chez plusieurs especes (cf. [55],[70],[4]), dont
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la drosophile (cf. [70]).

Dans la Section [0, nous introduisons un modele plus général permettant de prendre
en compte deux types d’individus : selon qu’ils sont soumis ou non a l'effet Lansing.
Tout d’abord, nous étudions le cas ou l'effet Lansing n’agit sur aucun individu. Il s’agit
alors d’'un modele de sélection-mutation classique (cf. [81]). Nous dérivons notamment
I’équation canonique de la dynamique adaptative qui nous permettra d’interpréter la
force de sélection age-spécifique (cf. Section comme vitesse d’évolution des traits
xp et 4. Nous mélangeons ensuite les deux types d’individus afin d’étudier la sélection
de l'effet Lansing. Nous verrons que sous certaines hypotheses, 'effet Lansing peut
représenter un avantage sélectif et étre sélectionné. La Section [0] est accompagnée de
plusieurs simulations et commentaires biologiques.

Inclusions différentielles et dynamiques adaptatives

A notre connaissance, il n’y a pas de précédent dans Putilisation des inclusions
différentielles en théorie de la dynamique adaptative. Cette approche semble utile pour
étudier des modeles ou le gradient de fitness n’est pas bien défini ou suffisamment
régulier. Nous renvoyons a Kunze [54] pour des aspects théoriques sur les inclusions
différentielles.

Evolution et épigénétique

Comme nous 'avons évoqué en introduction, l'effet Lansing s’apparente a une mu-
tation épigénétique. En effet, il se traduit par une modification du phénotype chez le
descendant, non pas causée par une mutation génétique mais par un déreglement di
au vieillissement. Notre choix de modélisation est discutable au sens ou l'effet Lansing
a un impact tres fréquent (échelle de temps de I'individu) et tres négatif sur I'individu.
Il serait intéressant d’étudier plus généralement 'impact de mutations épigénétiques
sur I’évolution Darwinienne. Un aspect important de ces modifications est qu’elles sont
plus fréquentes que les mutations génétiques (cf. [77]). En prenant en compte cette
observation, il est montré par simulation dans [51] qu’elles peuvent avoir un impact
sur I’évolution génétique. Il serait intéressant d’aborder cette question du point de vue
des dynamiques adaptatives. Billiard et al. [7] s’intéressent a la dynamique d’une po-
pulation structurée par un trait soumis a la sélection et par un marqueur neutre. Sous
I’hypothese que le marqueur évolue sur une échelle de temps plus rapide que le trait, ils
s’intéressent a I'impact de 1'évolution du trait sur celle du marqueur (le marqueur étant
supposé neutre, il n’impacte pas 1’évolution du trait). Ce modele peut étre facilement
adapté a notre probleme. En effet, on peut de la méme fagon considérer une population
structurée par un trait génétique et des variables épigénétiques, celles-ci évoluant sur
une échelle de temps plus rapide que celle des traits génétiques. Cette fois-ci, on sup-
posera que les variables épigénétiques ne sont pas neutres, elles impacteront 1’évolution
génétique de la population.
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Chapitre 3

Long-time behaviour for age and
trait structured population
dynamics

Ce chapitre contient I'article "On the long-time behaviour of a age and trait
structured population dynamics" accepté pour publication dans le journal Discrete
and continuous dynamical systems-series B (cf. [75]).
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We study the long-time behaviour of a population structured by age and a phenotypic
trait under a selection-mutation dynamics. By analysing spectral properties of a family
of positive operators on measure spaces, we show the existence of eventually singular
stationary solutions. When the stationary measures are absolutely continuous with a
continuous density, we show the convergence of the dynamics to the unique equilibrium.

34



3.1 Preliminaries and Main Results

3.1.1 Introduction

Our ultimate goal is the understanding of the long-time behaviour of a population
where the individuals differ by their physical age a € R, and some hereditary variable
z €S c RY called trait. The population evolves as follows. An individual with trait
z € S and age a € Ry has a death rate D(z,a) + ¢N where D is the intrinsic death
rate, IV is the population size and ¢ > 0 the competition rate. This individual gives
birth at rate B(x,a). At every birth, a mutation occurs with probability p € ]0,1|
and the trait of the newborn y € S is choosen according a distribution k(zx,a,y)dy.
Otherwise, the descendant inherits of the trait z € S. In his thesis [81], Tran introdu-
ced an individual-based stochastic model to describe such a discrete population. The
population is described by a random point measure

1%
ZtK - K Z 6($i(t)7ai(t)) (31)

which evolves as a cadlag Markov process with values in the set M*(S x R, ) of positive
finite measures on & x R, and each jump corresponds to birth or death of individuals.
When the order K of the size of the population goes to infinity such that Z¥ approxi-
mates a deterministic measure ng € M*(S x R.), it is shown (see [81],[82]) that the
process approximates the unique weak solution (n;);~o € C(R,, M+ (S xR, )) in the
sense given by of the partial differential equation

Ony(w,a) + Ogny(z,a) = — (D(aﬁ, a) +clg o, (Y a)dyda) ny(z,a), (3.2)
nt(x70) :F[nt] (.’L’), (t,x,a) ER+ XSXRJra
where for all Borel subset 71" of S
F [n] (T) (3.3)
=(1-p) J B(z, a)ny(dzx, do) + pf B(y, a)k(y, o, x)ny(dy, do)d.
TxRy TxS xRy

Recently, the well-posedness of measure solutions for a large class of partial differential
equations including has also been established in [14], using a deterministic me-
thod. At our knowledge, nothing has been done about its long-time behaviour. In [13],
the stationary problem is solved in L'(S x R, ) for a similar dynamics with a pure mu-
tational kernel (p = 1). The present paper is also motivated by [8]. The authors study
the long-time behaviour of a selection-mutation dynamics with trait structure (and no
age) and p € )0, 1[. They show the existence of stationary measures which can admit
dirac masses in some traits and they analyse the long-time behaviour of the solutions
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when the stationary measure admits a bounded density.

In this paper, we extend these facts to an age and trait structured population. We
show the existence of non-trivial stationary measures for Equation (3.2) (see Theorem
3.1.3) which can be singular. When these measures are absolutely continuous with a
continuous density, we show that the solutions of converge to the (unique) equili-
brium (see Theorem . The method is based on the analysis of the linear dynamics.
Indeed, the stationary states of are eigenvectors for the direct eigenvalue problem

{—@N(m,a) — (D(z,a) + \)N(z,a) =0 (3.4)
N(z,0) = F[N] (z).
The solutions of the dual problem

Oud(x,a) — (D(x,a) + N)o(x,a) + G [¢] (x,a) =0, (3.5)

where
G 4] (.a) = B(z,a) ((1 ~ $0(e.0) +p [ 000k my)dy) L 36

give us some useful invariants and allow us to apply a method based on [39],[69] leading
to obtain an exponential rate of convergence for the linear dynamics to the stable
distribution.

As we will see, the study of the problem involves to understand spectral properties
of a family of positive operators on the space of continuous functions on § of the form

(r + D) f(x) = r(@) f(z) + f K(y,2)f(4)dy (3.7)

where r is a continuous and positive function over § and K a continuous and non-
negative kernel over S. In [23], Coville finds a useful non-integrability criterion on the
parameter r which gives the existence of eigenfunctions associated with the principal
eigenvalue of the operator » + J. When this criterion fails, he gives examples where
there’s no eigenfunction. Nonetheless, he shows in [24] that there are always principal
eigenvectors in the of Radon measures space. Other properties of the operator are
studied in [25]. In Section 1, we give a new, shorter and unified proof of all these results
(see Theorem. Our approach is based on duality arguments (see Proposition m
which is adapted from a result due to Krein-Rutman [52]) and allows us to obtain the
existence of eigenvectors in a measures space. The criterion for the existence of principal
eigenfunctions is also deduced. Our approach allows us to study at the same way the
operator r + GG defined by

(4 G)f (@) = (@) (@) + | K(wo) )y (3.5
S
which will be used for studying the dual problem ({3.5]).
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In Section 1.3, we state our main results on the long-time behaviour of the solutions
of . In Section 2, we study spectral properties of the operators of the form r + J,
r + G defined by , and of their analogous operators in measure spaces. In
Section 3, we apply these results to the study of the long-time behaviour of the linear
dynamics. In Section 4, we deduce from the previous sections the proofs of our main
results.

Notations. Let X be a metric space.

e C(X) (resp. C7(X)) represents the sets of continuous functions from X to R
(resp. Ry). Cp(X) (resp. C; (X)) represents the sets of continuous and bounded
functions from X to R (resp. Ry). M(X) (resp. M* (X)) represents the set of
finite Radon (resp. positive and finite Radon) measures on X. M;,.(X) (resp

(X)) represents the set of Radon (resp. positive Radon) measures on X.
For any metric space Y, we denote by C(X,Y) the set of continuous functions
from X to Y.

e We denote by C,*' = CHO%N (R, x X x R,) (resp. C11) the set of continuous
and bounded (resp. with compact support) functions from R, xX x R, with
continuous and bounded derivatives with respect to the first and third variables.
We define similarly Cp' = Cp' (X x R,) and C%' = COM(X x R,).

e For any z € X and € € R* | we denote by V(z,¢€) (resp. V(z,€)) the open (resp.
closed) ball centred in z with radius e.

3.1.2 Preliminaries

We first give the main assumptions on the model. Then we recall some facts about
topology of measure spaces and we conclude by giving some words about the well-

posedness of the dynamics (3.1) and (3.2)).
Assumptions 3.1.1.

S§=0Q, QcR?isopen, bounded, connected with Lipschitz boundary, (A1)

B.DeCyf(SxR.), D(x,a)=D>0, keCf(SxR.xS), (A2)

pel0,1[, ¢>0 (A3)

and there exists ¢¢ > 0 and [ < R, with ? # 0 such that for all x € S and y €
V(z,60) NS :
I < supp(k(z, y,.)) A supp(B(z, ). (A4)
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Measure theory. We recall some classical definitions and facts about topology on
measures spaces. The Jordan decomposition theorem ensures that for any p € M(S x R,),
there is pu*, u= € M*(S x R, ) mutually singular, such that 4 = pu* — p~. The total
variation measure is defined by |u| = p* + p~ and the Total Variation norm by

lelrv = [pl(S x R+).
The Bounded Lipschitz norm is defined for any p e M(S xR, ) by

L Il

where W1®(8 x R, ) is the set of bounded Lipschitz functions from S x R, to R and
I fl1o0 = |l flleo + Lip(f) where Lip(f) is the Lipschitz constant of f. We recall (see [85])
that for any sequence p, € M*(S xRy) and p € MHY(SE xRy), | — plgr — 0if
and only if for all continuous and bounded function f from & x R, to R,

L feWPP(SXRY), [ flie < 1} :

il = sup{

lim [ f@)(de) = j (),

n—ao0 S x R+

i.e that p, — p weakly™ in (Cp(S x R,))". We denote by C'(R,, M*(S x R)) the space
of continuous maps from R, to M*(S x R;) with respect to the Bounded Lipschitz
norm.

Well-posedness. We precise the link between the stochastic process (3.1)) and the
partial differential equation 1) We denote {u, f) = S3xR+ f(z,a)u(dz,da). Let us

consider a sequence (Z)g=o of MT(S x R,) valued random variables of the form

1N
Z5 = = 8w
K =1

For each K € N*| let (Z/);>¢ be defined as the cadlag measure-valued process started
at Z{ with infinitesimal generator L given, for any f € C’,? tand e M*T(S xRy) by

PF ) = | a0 F G (e, do (3.9)
tE) {(F(<u+5(;(’0),f>)—F(<u,f>))(1—p)B(m,a)
0(y.,0)
([ 82, ) = Pl D) B k(.0
&

+(F(p —

20, 1) = (G ) (Do) + )} st o)
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where Fy(u) := F({u, f)) (we note that the set of functions of the form FY is sufficient to
characterise the infinitesimal generator, as it is proved in [28]). The following proposition
allows to obtain the solutions of as a large population limit of the stochastic process
ZK . We refer to [81] for the proof.

Proposition 3.1.2. Assume Assumptions and that ZI converges in law to ng €
M*(S xR,) as K — oo. Then, the sequence of processes (Z5)g~o converges in law
on finite time interval) to the unique weak solution (n;)i=0 € C(R;, M*(S xR})) of
which satisfies for all f € C’1 Ol and te Ry,

J f(t, z, a)n(dz, da)
S xRy

= fs i £(0,z, a)no(dx, da) + fo L i (Osf(s,z,a) + Ouf(s,x,a)
—(D(x,a) + cng(S xRy)) f(s,z,a) + G [f(s,.)] (z,a)) ns(dx,da)ds (3.10)

where G has been defined in ({3.6)).

3.1.3 Main Results

Let us introduce some notations. For any (A x,y,a) € ]-D, +o[ x S xR, we
define :
R,\(x a) = exp( §o D(z,0)da) — Aa)

a(z) p) §g, B(x,a)Ry(v,a)da, (3.11)
Kx(x,y pSR+ z,a)k(x,a,y)Ry(x,a)da.

For any A € |—D, + |, we define the linear operator 7y + Jy : M(S) — M(S) b

(e = e ([ Koty oyuta) ) d (3.12)

and we denote by p(7\ + Jy) its spectral radius. We now give the main results of
the paper. The first one shows the existence of stationary states for the dynamics
(3.10]), under some assumption on the spectral radius of the operators introduced above
(similarly as in [I3]). This assumption is related to the supercriticality of the associated
linear dynamics.

Theorem 3.1.3. Assume Assumptions and p(7y+.Jy) > 1. There exists a non-zero
solution m € M*(S xRy) of :

VfeC)!, L ] (&lf—(DJrcL ] n)f+g[f]) (z,a)ni(dx,da) = 0, (3.13)
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which is given by

n(x,a) = py (dr)Ryx(z, a)da
where A\* > 0 is solution of the equation p(Fax + Ja) = 1 and pyx € M*(S) is an
eigenvector of 7y« + Jyx associated with the eigenvalue p(7yx + Jyx) = 1.

Let us now introduce an additional regularity assumption which allows us to obtain
the continuity of the solutions with respect to the initial conditions (see Lemma|3.3.10)).

Assumptions 3.1.4. B,D e W'*(S xR, ) and ke Wh°(R, xS xR.).

We now focus on the case where there exists a stationary measure 7 which admits
a continuous density (we keep the same notation 7 for the density).

Theorem 3.1.5. Assume Assumptions , . Assume that p(7y + Jo) > 1 and
that there exists a solution m € C(S, LY(R,)) of (3.13). Assume that there exist B,k > 0
such that B > B and k = k. Let (ny)i=0 € C(R, M*(S xR, )) be the solution of
started at ng € M™(S x R,)\{0}. Then we have

lim Hnt — ﬁ”TV =0
t—0o0
and 7 is the unique stationary measure.

Remark 3.1.6. Let us give a sufficient condition to obtain m € C(S,L*(R,)). By
Theorem the trait marginal gy« (dz) of 7 is an eigenvector of 7y« + Jys associated
with the eigenvalue p(7y+ + Jy+) = 1. By Lemma m (iii) and (ii), we obtain that if
Leb(3#) > 0 or if Leb(X,#) = 0 and ﬁ ¢ L'(S) the measure juy« (dz) is absolutely
continuous with a continuous density, and that m € C(S, L*(R,)).

Remark 3.1.7. If @ admits a non-trivial singular part, Theorem 1.5 is false since any
LY(S x R, )-solution of (3.10) can’t converge to a singular measure in total variation
norm.

3.2 Spectral Properties of some Positive Operators

3.2.1 Position of the Problem and Results

Let us consider a subset S of R? which satisfies Assumption . We analyse the
spectral properties of the operators r + J,r+ G : C(S) — C(S) defined respectively by
(3.7), and of their analogous operators on measure spaces 7 + .J, 7 + G : M(S) —
M(S) defined similarly by

(4 Ty = )+ ( . K(y,x>u<dy>) i,
(F+ G)p = r(z)p + (L K (z, y)u(dy)> dz.
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Assumptions 3.2.1.

r € C(S) is positive, (A5)
K € C(S x §8) is non-negative, (A6)
Jep, co > 0, ;Ielg (er(iacI}i)msK(x’y)> > Cp. (A7)

Remark 3.2.2. Assume Assumption (A7), then we have

inf inf K . 14
1S (er(lzr,leo)mS (y,x)) - (3:14)

Indeed, let x € S and y € V(x,¢y) n'S. Then z € V(y, ¢y) and K(y,x) > co.

The following result deals with the spectral properties of the operators introduced
above. We denote by p(r+ J) the spectral radius of the operator r+ J (and similarly for
r + G). The reader can refer to Appendix A for terminology and recalls about spectral
theory. The following theorem is proved in Section 2.2.

Theorem 3.2.3. Assume Assumptions [3.2.1] There exists € M™(S) such that
p(r + Gy = (7 + J)u

which satisfies u(A) > 0 for any Borel subset A of S such that Leb(A) > 0 (Leb
denotes the Lebesgue measure on S). Moreover, let us denote 7 = sup,.s7(x) and
Y ={xe S :r(x) =7} Then we have :
(i) 7 < p(r +G).
(ii) 7 < p(r + G) if and only if there exists u € C(S), u > 0 such that pu = u(z)dz.
In this case, p(r + G) is an eigenvalue of r 4+ J with algebraic multiplicity equals
to one, associated with the eigenfunction u.
(iif) If Leb(X) > 0 or if, Leb(X) = 0 and = ¢ L'(S), we have T < p(r + G).
(iv) If p(r + G) =7, we have p = p® + h(z)dz with h € L'(S) and either pu* = 0, or
p® # 0 and supp(p®) < X. . .
(v) plr+J)=p(r+G) = p(f + J) = p(F + G). i i
Moreover, the same results are true exchanging J and G, J and G.

Démonstration. See Section 2.2. OJ

Remark 3.2.4. In [23],[24], Coville studies some spectral properties of the operators
introduced above. To do so, he introduces the generalised principal eigenvalue

Ap(r + J) =sup{A e R|3p € C(S), ¢ > 0 such that (r + J)p + A\p < 0}

which generalises the Perron-Frobenius eigenvalue for irreducible matrices with non-
negative coefficients. The point (iii) is similar to the criterion obtained (in a more
general setting) in [23]. The point (iv) is contained in the results of [24]. The point (v)
is new. It is crucial for the proof of Propositions |3.3.5 and [3.3.6]

41



3.2.2 Proof of Theorem [3.2.3

The proof of Theorem is given at the end of this section. We start by proving
a lemma in which some well known facts about the operators introduced previously are
recalled. We give a proof for the convenience of the reader. We denote by p.(r + J) the
essential spectral radius of r + J (see Appendix A).

Lemma 3.2.5. Assume Assumptions [3.2.1]
(i) The operators r + J and r + G are positive and irreducible on C(S).
(ii) The operators J and G are compact on C(S).
(ili) 7 = pe(r +J) = pe(r + G).

Démonstration. (i) : Since r is positive and K is non-negative, r + J and r + G are
positive endomorphisms of C(S). To prove irreducibility, it suffices to prove that there
is m € N* such that for all f € C*(S) and z € S, (r + J)"f(x) > 0 (see Definition
and Lemma[A.2.3). Since the set S is compact, there exist n € N* and (B;); a
family of balls with radius €,/4 such that S < U | B;. Let f € C*(S) be non-zero and
let I be an open subset of S such that f is positive on . For all z € S we have

(r+ IV f(z) > del F@n) K (21, 7) f

dzs . .. J dr, K (x,,x)
S s

= C dlClK(QJl,Ig)J

IﬂBil NS Bi2

dxs . .. f dzx, K(x,,x)
NS B; NS

where C' > 0 and (iy,...,4,) € [1,n]" satisfies : B;; n I has non-empty interior; for
any ke [I,n—1],ue B, nS,ve B;,,, nS, K(u,v) > ¢y and for any v € B, n' S,
K(u,x) > ¢y. It comes that

(r+J)"f(x) >0

and r + J is irreducible. The proof is similar for r + G.

(ii) : Let M be a bounded subset of C'(S) and let Cj; be a positive constant such that
forall fe M, | f|o < Cun. Applying Ascoli’s criterion, we prove that J(M) is relatively
compact in C'(S). Let x € S and f € M, we have

TS @)] < 1 sup f Ky, =

< Cuy supf K(y,z)dy
2€S8 JS

Then the set {Jf(z), f € M} is bounded and so relatively compact in R. We check the
equi-continuity condition. Let € > 0, since K is uniformly continuous on § x S, there
exists d > 0 such that if ||z; — xa| + |y1 — y2| < I, we have |K(x1,y1) — K(z2,92)] <
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Guian)- et y € S such that |z —y[ < 6. For all f e M, we have

[Jf(y) = Jf(z)| = — K(z,2))dz

< C’MJ |K(z,y) — K(2,2)|dz < €
s

which allows us to conclude for the compactness. The proof is similar for G.

(iii) : Let us note from Lemma that the essential spectrum of r is {r(z),z € S}.
Moreover J is compact. We deduce that p.(r + J) = p.(r) and that 7 = p.(r + J). The
proof is similar for p.(r + G). O

The following lemma makes a duality link between the operators introduced above.
It is crucial for the proof of Theorem [3.2.3

Lemma 3.2.6. Assume Assumptions [3.2.1 We have

r+J) =i+CG (r+G) =F+J (3.15)
where (r + J)' is the adjoint operator of r + J and (r + G)’ is defined similarly.
Démonstration. Let f e C(S) and ue M(S),

[Lntane+ s = | (dx( o+ [ Kason)
- [ s f (1 | K(y,x>u<das>) dy
ff ( u(da) +dxf K(z,y)u (d;,))

f F(@)(7 + G)puld)

where we used Fubini’s Theorem. The proof is similar for (r + G)'. O

The next result is easily adapted from [76, Appendix §2.2.6] (it was originally
introduced by Krein-Rutman [52]) and [76, Appendix §3.3.3]. Combined with Lemma
3.2.0] it is the main tool for the proof of Theorem [3.2.3]

Proposition 3.2.7. (i) Let T be a positive endomorphism of C(S). The spectral
radius p(7T') is an eigenvalue of 7" associated with an eigenvector which belongs
to M*(S).

(ii) Let T be an irreducible endomorphism of C'(S). Then the spectral radius p(7T')
is the only possible eigenvalue of T associated with a non-negative eigenvector.
Moreover, if p(T) is a pole of the resolvent, it is an eigenvalue of T' with algebraic
multiplicity equals to one.
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We give now a technical lemma.

Lemma 3.2.8. Assume Assumptions [3.2.1] Let 29 € ¥ = {x € S : (z) = 7}. There
exists a family (r;);50 of C*(S) which satisfy for all j > 0 :

(i) Forall z € S, rj(x) = rj;:1(2),

(i) rj(wg) = 7; =T and Leb(X;) > 0, where ¥; = {x € S : rj(x) = T;},

(i) fry =l =, 0.

Démonstration. Let xq € ¥ be fixed. For all ¢ > 0 sufficiently small, we define the
closed set Ac = (V(wo, €)° U V(x,€¢/2)) NS and a map g. € C(A.) by gc(z) = r(x) if
xr € V(zo,€)¢ and g.(x) =T if € V(xg,€/2). By Tietze Theorem, we extend g, in a
continuous function h, on S such that |Ac|w = |ge[c We introduce r. € C'(S) defined by
re(z) = max(h(x),r(z)). It is straightforward to check that : 1) lim. o ||[7e — 7]|lo = 0;
Leb(X:) > 0; 3) r(x) = r(z) and sup,es re(xz) = 7. We conclude by proving that we
can extract a decreasing subsequence of the family r. which converges uniformly to r.
To do so, we fix ¢y > small and we define a sequence (€;)g=0 by €x41 = %. We check
that the sequence (r,)r=o is decreasing. Indeed, let k = 0. If € V(x¢, €441/2), then
x € V(vg, er/4) and re,, (v) = he,, (v) =T = he (x) = r (v). If z € AL we have
€r+1/2 < ||z — 29| < €411 = €,/2. So we have 1, () < T = h, (z) = ¢ (x). Finally,
if © € V(xo, €p41)S, Teppr (@) = 7(x) < 7 (x). So we have proved that for all x € S,
oo () < 72y (0). .

Let us now prove Theorem [3.2.3]
Proof of Theorem[3.2.3. By Lemma and Proposition [3.2.7) (i) applied to the en-

domorphism r + G, there exists a non-zero measure € M*(S) such that for all Borel
and bounded functions f: S — R,

JS () (JS K(y, x)u(dy)) dx + L f(@)(r(z) = p(r + G))u(dz) = 0. (3.16)

Assume that there exists a largest Borel subset A of S, A # S such that Leb(A) > 0
and p(A) = 0. Choosing f =14 in (3.16]), we deduce that for all x € A,

|, 5.2t o (3.17)
Let zg € A be such that V(xg,e) 0 S ¢ A. By Assumption (A7) and (3.17) we obtain
0= [ Kawu(dn) = anVw. @) 0 S)
V(zo,60)NS

and u(A u (V(zo,€) n'S)) = 0 which is absurd by definition of A. Since u(S) > 0, we
conclude that for all Borel subset A of S such that Leb(A) > 0, we have p(A) > 0.
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(i) : By Lemma [3.2.7] (iii), we have p.(r + G) = pe(r) = T. It comes that 7 < p(r + G).
(ii) : Assume that 7 < p(r + G). Let f € C(S). Then the map x € S —> % is
continuous and bounded. We get

[ rmtan) = [ B+ G) = @)t
(@)

= srrr e - U K, x)“(dy)) d‘g

I §s K (y, x)p(dy)
s @ =)

[

dx.

So we have u = u(z)dr with

p(r+G) —r(z)

a continuous, non-negative function on S. Therefore, for all f € C(S)

Lf(x) (U(I)(r(m) —pr+QG)) + L K(y,x)u(y)dy> dr = 0

and we deduce that for all x € S, (r + J)u(z) = p(r + G)u(x). Assume that there exists
zo € S such that u(zg) = 0. Then we have

o j u(y)dy < f K (y, 20)uly)dy = 0
V(z0,60)NS S

which is absurd by the first statement we proved. Then, u is positive on S. Since p(r+G)
is an eigenvalue of r + J associated with a positive eigenfunction, Proposition (ii)
gives that p(r + G) = p(r + J). We deduce that p(r + J) > 7 = p.(r + J). It comes
from Proposition in Appendix that p(r 4+ J) is a pole of the resolvent. Since
r+ J is irreducible (see Lemma [3.2.5 (1)), it comes from Proposition [3.2.7] (ii) that the
algebraic multiplicity of p(r + J) is equals to one. Conversely, assume now that there
exists u € C*(S) such that p = u(z)dz. Then since for all z € S

T ) K

u(z) = p(r+G

we deduce that 7 < p(r + G).

(iii) : Assume first that Leb(3) > 0. Choosing f = 1y in (3.16)) and by the definition
of X, we get that

) (J sl x>ﬂ<dy>) de = (p(r + G) = T)u(Z).
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Since Leb(X) > 0, we know that p(X) > 0. Since we have inf,es {5 K(y, z)u(dy) > 0,
we deduce that 7 < p(r + G). Assume now that Leb(X) = 0 and == ¢ L'(S). Here, our
calculations are inspired by [23]. Let
wS)
A= - >0
lnfzeS SS K(Z/? x),u(dy)
and B > A. There exists F' a closed subset of ¢ such that

1
B<J dr < +o0.
P T —r(2)

Then, the map €€ [0, +o] — | P mdx is continuous and strictly decreasing. So,
there exists ¢y > 0 such that

A<J %dw.
T —r(x) + €

Choosing f(z) = ]lp(x)m in (3.16)), we have

L p(r + Gl) (@) <L K(?J@)ﬂ(@)) dr = L p(dz) < u(S)

1
JF p(r+G)—7+7—r(x)
Since the map € € [0, +0) — SF mdaj is strictly decreasing, it comes that ¢y <
p(r+ G)—7Fand 7 < p(r + G).
(iv) : Assume that p(r + G) = 7. Let u = p® + h(x)dx be the Lebesgue decomposition

of the measure p with h € L'(S) and p* the singular part of the measure y, i.e there
exists E a measurable subset of S such that Leb(S) = Leb(E) and p*(E€) = p*(S). It

comes from (3.16) with f = 1gc that

L pe(de)(r(z) — p(r + G)) = J p(da)(r(z) — p(r + G)) = 0.

c

and
dr < A.

Assume that p® # 0, then we deduce that the support of the measure u* is a subset of
DI

(v) : Assume first that =1~ ¢ L*(S) and Leb(X) = 0, or Leb(X) > 0. By (iii) we get
that 7 < p(r + G). By (ii), we deduce that there exists u € C(S), u > 0 such that
(r + J)u = p(r + G)u. By Proposition (ii), we have p(r + J) = p(r + G). Assume
now that =1 € L'(S). Let 2o € X. By Lemma , there is a sequence (r;);=o of
C*(S) which satisfies : 1) ||r; = 7|c — 0; 2) Leb(¥;) > 0and 7, =7 (X, = {x € S :
ri(z) =7;}); 3) for all x € S, 741 (z) < rj(x). By the first part of the proof of (v), we
deduce that p(r; + J) = p(r; + G) and we conclude that p(r + J) = p(r + G) taking the
limit j — oo, using the monotonicity (see Proposition (i) in Appendix A) and the
upper semi-continuity of the spectral radius (see Lemma in Appendix A). The
others equalities are proved arguing that (r + J) =7+ G and (r + G) =7 +J. O
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3.3 The Linear Dynamics

In this section, we apply the results of the previous section to analyse the long-time
behaviour of the solutions (v¢)i=0 € C (R4, M*(S x R,)) of the linear equation :

(3.18)

6tUtL(ma CL) + aavt(x7 CL) = —D(.I, G)Ut(l’, CL), (tv L, CL) € R+ xS x R-‘r?
w(r.0) = Flu (), ve MH(S x R.),

The well posedness of solutions (v;);=9 € C(Ry, MT(S x R)) is proved in [81] using the
microscopic approach, and in [I4] using a deterministic method. We start by proving
that Assumptions imply Assumptions for ry and K defined in (3.11)).

Lemma 3.3.1. Assume Assumptions [3.1.1]
1) For all A € |—D, +oo[, the maps 7, and K, are well-defined, continuous, respec-
tively positive and non-negative. There exist €y, cy > 0 such that

inf( inf K,\(x,y)) > ¢p.
yeV(

z€S ,60)NS

2) Moreover we have :
(i) For all =D < A\ < Ay and (z,y) € S xS, ry,(x) > 7\, (z) and K, (z,y) =
Ky, (I> y)
(ll) For all )\0 > —Q, lim)\_),\o HTA - T’)\OHOO =0 and lim,\_,,\o ||K>\ - K)\()”oo =0
(iii) For all A > —D, let us denote Ty := sup,.s7r(z). Then the map \ €
|—D, +o0[ — T, is continuous and (strictly) decreasing.

Proof of Lemma[3.3.1. 1) : Let A > —D, we have

f exp (—J D(z,a)do — )\a) da < f exp (—Da — \a) da < 400,
Ry 0 R,

So, ry and K, are well-defined. Moreover, ry and K, are continuous by dominated
convergence theorem and respectively positive and non-negative by Assumptions [3.1.1]
The second part of the assertion is a consequence of assumption [3.1.1]

2) (i) : Let A > —D and x € §. By derivation under the integral,

xra(@) = (1 -p) |

Ry

aB(z,a)exp (—f D(z,a)do — )\a) da < 0.
0

The proof is similar for K.
(ii) : Let A\ > —D and a € |[-D, A\¢[. For all z € § and A > a, we have

+0
[ra(w) — 7 ()] < J B(z, a)|e_(>‘+2)a — 6_(>‘0+2)a|da
’ +00

<A — )\0|BOOJ ae~ @D
0
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where we used that |e™® — e Y| < |z —y| if x,y = 0, and which allow us to conclude.
The proof is similar for K.

(iii) : Let A\ > —D and let ()\;) be a sequence such that \; — Xo. Let (z;) € S
such that 7y, = ry,(z;) and let denote z* € S a limit point of (z;). Using (ii), we
obtain that 7, — r,(2*) = T»,. We conclude by proving the strict monotonicity. Let
—D < A\ < X\y. For all z € § we have ry,(z) < ry,(z), and so ry,(z) < Fy,. Since S is
compact and r), is continuous, we get that 7, <7, . O

For any A € =D, +oo[ we define the operators 7 + Jy, 7y + Gy : M(S) — M(S)
by

(st =G+ ([ 16t (3.19)

(s + o= ra(apct ([ Wt do (3.20)
S
and ry + Jy,ry + Gy : C(S) — C(S) similarly as (3.7) and (3.8). By Lemma [3.3.1], we

deduce that Theorem [3.2.3| is satisfied for r) and K. We recall the conclusions in the
following lemma.

Lemma 3.3.2. Assume Assumptions For all A\ > —D, there exists uy € M*(S)
such that )

p(ra+ Ga)pa = (a4 Ja) i
which satisfies u(A) > 0 for all A Borel subset of S such that Leb(A) > 0. Moreover,
let us denote Ty = sup,esra(z) and X\ = {x € S : ry(z) = T»}. Then we have :

(i) 7 < p(ra + G).

(ii) 7 < p(ran + Gy) if and only if there exists uy € C(S), uy > 0 such that
pn = up(z)dz. In this case, p(ry + G)) is an eigenvalue of ry + J, with algebraic
multiplicity equals to one, associated with the eigenfunction w.

(iii) If Leb(X,) > 0 or if, Leb(X,) = 0 and ﬁ ¢ L'(S), we have Ty, < p(r) + G)).

(iv) If p(ry+G)y) =Ty, we have py = p® + h(z)dz with h € L'(S) and either u* = 0,
or ;i # 0 and supp(p®) < X. 3 )

(V) p(ra+ Jx) = p(ra + Gx) = p(Px + Ja) = p(Fa + Gi). i

Moreover, the same results are true exchanging Jy and G, J) and G,.
Démonstration. The proof of this theorem is a direct consequence of Theorem [3.2.3] [

The following assumption allows us to characterise the Malthusian parameter asso-
ciated with the linear dynamics.

Assumptions 3.3.3. There is A > —D such that p(7) + j&) > 1.

Proposition 3.3.4. Assume Assumptions [3.1.1] and [3.3.3] The map A € [, +oo[ —
p(7x + Jy) is continuous and (strictly) decreasing. There exists a unique A* € [\, +-o0]
such that p(7y+ + Jyx) = 1.
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Proof of Proposition[3.34 First, remark that by Lemma [3.3.2 (v), we have for any
A€ [N+, p(Fx + Jy) = p(rx + Jy). We divide the proof in three steps.

Step 1 : the map A € [A, +0[ — p(r) + J)) is non-increasing. Let A < A; < A
By Lemma 2)(i), we get that for all f e CT(S),

(7“)\2 + J)\z)f(x) < (71)\1 + J)\l)f(x) (321)

By Proposition (i) in Appendix, the spectral radius is monotone on the set of
positive operators, we conclude that p(ry, + Jx,) < p(ra, + J,)-

Step 2 : The map A € [\, +oo[ — p(ry+J)) is continuous. Let \g = A. We consider
the two possible cases. First, we assume that 7, < p(r\, + J,). We deduce by Lemma
3.3.2 (i) that : p(ry, + Jy,) is an eigenvalue of 7, + Jy, with algebraic multiplicity
equals to one. On the other hand, for all A > A and f € C(S), we have

I(ra + IS = (rag + Iag) floo < ([ra = g oo + Leb(S) [ Ky — Ky lloo) | flloo- (3:22)

Therefore, we deduce from Proposition that : (a) there is 6 > 0 such that if
|A—=Xo| < 9, there exists an eigenvalue k) of ry+ Jy with algebraic multiplicity equals to
one; (b) P\ — P as A — )\ for the operator norm where P, Py represent respectively
the projector on the null space of p(ry, + Jx,)I — a5, + Jy, and kyI — ry + Jy. Let u
be a positive eigenfunction of ry, + Jy, associated with p(ry, + Jy,). By (b), we have
Pyu — Pu = u when A\ — \¢. In particular, we deduce that there is 0 < ¢’ < d such
that if |\ — A\g| < 0’, Pyu is a positive eigenfunction of r) + J, associated with k.
Hence, Proposition (i) gives that if [A\ — X\o| < &', p(rx + Jy) = k. In order to
conclude, let (\;) be a sequence of [A, +00[ which converges to Ag. Since the function
A € [N+ — p(ry + Jy) is bounded, there exists p* € [0, +o0[ and a subsequence
always denoted ();) such that p(ry, + Jx,) — p*. We check that p* = p(ry, + Jy,).
Let u be a positive eigenfunction of ry, + Jy,. For all j sufficiently large, we have
(15, + JIn; ) Pryu = p(ry, + Jy,) Py, u. By and (b), and taking the limit j — oo, we
deduce that (ry, + Jy,)u = p*u. So, u is a positive eigenfunction associated with the
eigenvalue p*, it comes from Proposition (i) that p* = p(ry, + J»,). Consider now
the case where 7y, = p(ry, + Jy,). Assume that the map A € [\, +0| — p(r\ + J))
is not continuous at Ag. So we have liminfy_,y, p(rx + Jx) < limsupy_,,, p(72, + Jao)-
Since the spectral radius is upper semi-continuous (see Lemma in Appendix A),
we deduce that

T = h}{gl\lolf pe(rA + <]>\) < hgi)\lolfp(’l“A + J)\) < p(?“AO + ‘]>\0) =Ty,

which is absurd and that concludes the proof of the continuity.

Step 3 : strong monotonicity. Let A < Ay < \y. By the first part of this proof, we
have p(ry, + Jx,) = p(ra, + Jy,). Assume that p(ry, + Jy,) = p(ra, + Jy,). We show
that necessarily A\ = A\y. As before, we distinguish two cases. First we consider the case
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where p(ry, + Jy,) > Ta,. Since ry, + J), is irreducible and p(ry, + Jy,) is a pole of the
resolvent of ry, + Jy,, we deduce by Proposition (ii) that ry, + Jy, = 7a, + I,
and so A\; = Ao. We now consider the second case p(ry, + Jy,) = T»,. Assume that
Al < M. If there exists A € [\, \o] such that p(r5 + J;) > 75 we conclude that
p(ry, + Jy) = p(rs + J5) > p(ra, + Jx,) by the previous part of the proof. Otherwise,
we conclude that p(ry, +Jy,) > p(r, +J,) arguing that A € [\, +oo[ — 7 is decreasing
(see Lemma 2)(iii)). We deduce that A; = \o.

Since p(ry + Jx) > pe(ra + Jo) = Ta, Assumption [3.3.3) gives that p(ry + Jy) > 1 and
we conclude by the intermediate value theorem. O

The two following theorems give the existence of principal real eigenelements asso-
ciated with the linear dynamics.

Proposition 3.3.5. Assume Assumptions [3.1.1] and [3.3.3]
(i) Let A € [A,00[. A non-zero measure N € M*(S xR, ) is a solution of

Vfel), L ) (0af — (D+ N f +G[f]) (x,a)N(dz,da) =0  (3.23)

if and only if
N(d%, dCL) = /L)\(dI)R)\(JI, a)da,

where iy € M*(S) is non-zero and satisfies (7 + Jy)px = fia.
(ii) The largest A € [\, +-0o[ such that there exists a non-zero measure N € M*(S x R,)
which satisfies (3.23)) is the unique solution of p(7y + Jy) = 1.

Proof of Proposition[3.3.5. (i) : Let A € [A, +oo[ and let N € M*(S xR,) be a non-
trivial solution of (3.23)). We decompose N as

N(dx,da) = v(dx)u(z, da).

where v € M*(S) and u(z,da) be an associated transition measure. We extend these
quantities to the whole set of the following way. Let 7 € M*(R?) defined for all Borel
subset A of R? by 7(A) = v(An S); let i(x,da) defined by i(z,da) = 0 if z ¢ S and
i(r, A) = u(z,AnR,) if 2 € S and A is a Borel subset of R. We define N(dz,da) =
v(dx)i(z, da) € M*(R? x R). We extend continuously the functions B, D and k to the
whole sets R? x R, R? x R and R? x R? x R respectively and we denote by B, D and k
their extensions. We define

Isxr,(z,a) - N

NeM

V= R x R
R)\ (l’, CL) loc( 2 )
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where Ry(z,a) € C(R?xR) is defined similarly as Ry(z,a). Now we compute the
distributional partial derivatives 9,V. Let f € C*®(R% x R),

JRd . 0of (x,a)V (dzx,da) = f

S

_ L L9 [}i] (2, )N (dz, da)

=— fRd f2,0)(P(z)o(dz) + 1s(z)Q(z)dx)

f o D+A
xR (aaRA f R, )(SC,G)N(dx’da)

where we introduced

{]5(;1:) =(1-p) SR B(a:, a)u(z, da)

Q(l’) = pSRd <R B(yv a)k(yv a, x)a(:% da)ﬂ(dy)

It comes that 0,V = (P& + 1sQdx)dy(da). Since the primitives of the zero distribution
are constant functions, we deduce that there exists a distribution 7" € D'(R?) such that

V(dx,da) = (Py + 15Qdx)1g, (a)da + T(z).

Since the support of V is a subset of S x R.., we get that 7' = 0 and finally

N(dz,da) = (P(z)v(dz) + Q(z)dz) Ry (x, a)da (3.24)
where P := Ps and Q := Q5. By (3.24), we obtain :
P(z)v(dz) = (P(x)v(de) + Q(z)dx)r(z), (3.25)
and
Q(x)dx = J\(Pv + Qdy)(dz). (3.26)

Denoting i := P(x)v(dz) + Q(z)dx, we get by (3.25) and (3.26) that u = (7 + Jy) .
Finally, it comes by (3.24) that

N(dx,da) = p(dz)Ry(z, a)da.

Reciprocally, it is easy to check that such a measure is solution of .

(ii) : Let A € [A, +oo[ and assume that there exists a non-zero N € M*(S x R, ) which
satisfies (3.23). By (i), we deduce that there is 4 € M*(S) such that N = p(dz)Ry(z, a)
and which satisfies (7 + Jy\)p = p. We deduce that 1 < p(7y + Jy). Moreover, if
p(7#x + Jy) = 1 there exists v € M*(S) such that (7 4+ Jy)v = v by Lemma [3.3.2| That
concludes the proof. O
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Proposition 3.3.6. Assume Assumptions [3.1.1] and [3.3.3]
(i) Let A € [\, +oo[. A non-zero measure v € M- (S x R, ) such that

Y(dx,da) = o(dz)m(z,a)da, m(z,.) e L*(Ry), p(dx) € MT(S)

is a solution of

VfeCM, L X (Cuf + (D + N)f)(x,a)y(dx, da) (3.27)

_ j )G [4] (dr.da) - f m(z,0)f (z, 0)p(dz),
where
G4 = B(z,a) ((1 ~ pheldeyne.0) + p [ oty 0K a,y>) da,

if and only if

W(dx,da) = R,\Elxa, ) ((1 — p)m(da) j+oo B(z,a)Ry\(z, a)do

a

o [ i) [ Bl m ko).

where 7, € M*(S) is non-zero and satisfies (7 + G\ = 7.
(ii) The largest A € [A, +oo[ such that there exists a non-zero ¢ € M (S x R,)
which satisfies (3.27) is the unique solution of p(7y + Jy) = 1.

Proof of Proposition[3.3.6. The proof is very similar to the previous proof.
(i) : Let A € [), +oo| and let ¢ € M} (S x R, ) such that

Y = @(dx)m(z,a)da

with m(z,.) € L®(R,) and ¢ € M*(S), be a non-trivial solution of (3.27). As in the
previous proof, we extend all the quantities to the whole set R? x R. We denote

U=1s <R, (T, a)f%)\(x, a)@z e MEC(Rd x R)

and we compute the partial distributional derivative d,U. We denote n(dz) = ¢(dz)m(z,0).
Let g € C®(R? x R), we have

|, aste.@bdn) = | (aaR) + (D + N(eR) @a)u(ds,do

— _L . g(z,a)R(,a)G [¢] (dz, da) + J 9(z, 0)n(dz).

S
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We deduce that 0,0 = (7]50 — R\G [1/1]) Llsxr, and

b — (n(dx) - f " Ry(2, )G [0] (da;,dcz)) s, n, (r,a)da.

0
It comes that

W= RA(LG) (n(d:z:) _ f Ra(z,0)G [¢] (da:,da)) | (3.28)

0

Since ¥ € M (S xR,) with ¢ = ¢(dz)m(z,a)da and m(x,.) € L*(R,), we have

loc
necessarily

JOM Ra(e, )G [¢] (dx, da) = n(dz) (3.29)
which is equivalent to
ra(x)n(dx) + dx L n(dy)K(z,y) = n(dz). (3.30)

By we get that (7, + G\)n = 1 and using (3.28)), (3.29), (3.30), it comes that

da o
) = m ((1 —p)n(dw)L B(z, a)Ry(z, a)da

o [0t [ Ble ) me ko).

a

Conversely, it is easy to check that such a measure is a solution of~. The proof of
(ii) is similar as in the previous proof, since by Lemma[3.3.2, p(7x+J3) = p(ir+G»). O

We deduce a corollary which concerns the "regular" case.

Corollary 3.3.7. Assume Assumptions [3.1.1], and that 7y= < 1. There exists a
unique (A*, N, ¢) € [A, +oo] x C(S, L' (R,)) x C(S, L*(R,)) such that

—0uN(x,a) — (D(z,a) + \*)N(x,a) =0, (z,a)e S xRy,
{M%W;HM@%SMMNZL 330
{5a¢(m, a) — (D(x,a) + \*)p(x,a) + G [o] (x,a) =0, (r,a)e S xR, (3.32)
SS x Ry N¢ =1
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Proof of Corollary[3.3.7. Let A* = A be the unique solution of p(ryx+Jyx) = 1 (see Pro-
position. Since Ty < 1 we deduce by Lemmam (ii) that 1 is a simple eigenvalue
of the operators ryx + Jyx and 7y« + Gyx. Let (N, ¢) € C(S, L' (R,)) x C(S, L®(R))
be a solution of and with A = A*. We have N(x,0),¢(z,0) € C*(S) and
we deduce by Theorem (ii) that N(z,0) and ¢(x,0) are positive eigenfunctions
of ryx + Jy= and ryx + G+ associated with the eigenvalue one. Since this eigenvalue is
simple, the conditions Ss (R, N =1and Ss <R, N¢ = 1 allow us to fix NV and ¢. Assume
now that there exists (A, N’, ¢') such that A # \* and which satisfies and (3.32).
By Theorems [3.3.5 and [3.3.6], it comes that A < A\*. We deduce that p(r\ + J\) > 1.
Moreover N'(x,0), ¢'(x,0) € C*(S) are eigenfunctions of 7y + J, and ry + G, associated
with the eigenvalue 1, which is absurd by Proposition (ii). O

We are now able to describe the long-time behaviour of the solutions of the linear
equation (|3.18]).

Proposition 3.3.8. Assume Assumptions[3.1.1] [3.1.4] [3.3.3] and that 7y« < 1. Assume
that there exists > 0 such that for all a € Ry and (z,y) € S”

pB(y, a)k(y, z,a)p(x,0) = n¢(y,a). (3.33)

Let (v¢)¢=0 € C(R., M*(S x R,)) be the solution of (3.18) started at vy € M*(S x R.).
Then we have

f o(x, a)le v, — moN|(dx, da)
S xRy

< o Leb(S)! f é(z, a)|vo — moN|(dz, da) (3.34)

S xRy
where mo = {5, 5 ¢(z, a)vo(dz, da).

The idea of the proof is similar as in [39]. We show the spectral gap property for
initial regular data, and then deduce it for measure initial data, using the two following

Lemmas. The assumption (3.33)) is similar as in [69, Theorem 3.5]. For any measure
pe M(S xRy, let p = p(z)de + p®(dx) be its Lebesgue decomposition. We define

(y = VI |pe(@)Pde + p*(S x Ry).

S xRy

We use the following (semi-)continuity properties. The point (i) is well-known. See [53]
Theorem 5] for (ii).

Lemma 3.3.9. Let p,, € M(S x R,) such that u, = weakly® in (Cp(S xR, ))".
Then for all f e Cp(S xR,),
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(i)
liminfLXR+ (@, a) | (dz, da) >J (@, a)|pu|(dz, da).

n—00 S xRy

(ii) If moreover {u,) = {uy, then
lig | feaulideda) = | o) ul(ds,da)
S xRy SxRy
The following lemma is proved in [I4, Theorem 2.4].

Lemma 3.3.10. Assume Assumptions 3.1.4. There is a constant C' > 0 such
that for all vj,v5 € MT(SxRy)and ¢ >0 :

loy = villeL < € flug — vglBL
where v!, v? are the solutions of (3.18) started at v}, vZ.

We now give the proof of Proposition [3.3.8

Proof of Proposition[3.53.8. It suffices to prove the result for regular initial data, and
then conclude by regularising the initial measure. To analyse the regular case, we follow
the ideas of [69]. So, let (v;)¢=0 be the solution of started at vy € L'(S x R, )nCP
First, by choosing ¢ as test function in , we obtain the following invariance :

J e My (x, a)p(x, a)dxda = f vo(z,a)o(z, a)drda (3.35)
S xRy

SXR+

where \* ¢ are defined in Corollary . We now define hy(z,a) = e " (z,a) —
moN (z,a) where

mo = J vo(z, a)p(x, a)dxda.
S xRy

It is straightforward to verify that

{at(ht(:v, a)$(z,a)) + 8u(hi(z, a)p(x,a)) = —hy(x,a)G [¢] (., a)
ha(z,0)¢(x, 0) = ¢(x,0)F [h] (x).

Using a regularisation method used in [69, Proposition 6.3], we deduce that

(3.36)

{@(Ihtl(%a)qﬁ(%a)) + du([he|(2, @) (2, a)) = —[u|(x,0)G [9] (2, a)
|hu(z, 0)]@(x,0) = ¢(, 0)|F [Ie] ().

95



Integrating the first equation in (3.36) over S x R, we obtain
d

— |hi(x, a)|p(x, a)dxda (3.37)
dt S xRy

- | o OB @l | (e, 0l0 0] . adoda

From the equation (3.37)), and using the invariant (3.35)), we deduce that
d

dt S xRy

- | 10=pot0) j B(w, a)hu(x, a)da

|hi(z, a)|o(z, a)dxda

+ L i (pB(y,a)k(y, ,a)p(x,0) — no(y, a))h(y, a)dady|dx
[ (a-n [ ow0B@ ol ol
—i—pL i B(x,a)k:(x,y,a)¢(y,0)|ht(x,a)|dyda> dx

Since we assume that for any a € R,, (z,y) € §*

pB(y,a)k(y, ,a)¢(x,0) = n¢(y,a),

it comes that

d

— |he(x, a)|p(x, a)drda < —n Leb(S) f |hi(z, a)|p(x, a)dxda
dt S xRy o

SXR+

and we conclude by Gronwall’s Lemma. Now consider the case vy € M*(S x R, ). There
is a family of non-negative functions v§ € C;"' A L'(S x R..) such that ||u§ — vo|sr =0

and (vf) = {vp). By Lemma [3.3.10] it comes that for each ¢t € Ry, |vf — v¢|pL = 0.

Similarly as in [39], we conclude by using Lemma m By the previous part of the
proof we deduce that is satisfied fo v;. By applying Lemma m (i) with ¢ =
e~y —ms N which satisfies ;¢ — =", —m°N weakly* as ¢ — 0; and Lemma
(i) with p§ = v5—m§N which satisfies pu§ — vo—m°N weakly* and (u§> — (vg—m°N)
as € — 0, we conclude by taking the liminf in the left side of and the limit e — 0
in the right side of . O]

Let us prove that the Malthusian parameter also plays a main role for the stochastic
underlying dynamics. For each K € N*| let (V;%);~0 be the process with infinitesimal

56



generator B defined, for any f e Cy' and g e M*(S x Ry) by

BEF) = | oufle. )P (G D)nde. da) (3.38)

[ e 2 ) - PG o) - pBea

SXR+

([ 22, ) = P D) B (.0,
HE(G =52 0) = FiGu D)D) i, do

where Fr(u) :== F({i, f)). The following result is similar as one proved in [44] for age
structured dynamics.

Proposition 3.3.11. Assume that \* > 0 and there exists C' > 0 such that for all
(x,a) e S xR,
G [6*] (x,a) + D(x,0)6(x, a) < Co(, a). (3.39)

(i) Let K € N*. The process VX defined by V;X := e V,X ¢) is a square inte-
grable martingale which satisfies E [<VK >OO] < +00. The process VE converges
in L? and almost surely to a non degenerate limit V.

(ii) Assume that supgey E [(Y{¥,1)*] < +o0 and that Y converges in law to
vg € MHT(S xRy) as K — oo. For all € > 0,

. K _
Aim P (ggl‘ft (vo, §)] > 6) 0.

Démonstration. (i) : Using a classical semimartingale decomposition for the process
YK proved in [R1], the process V¥ is a square integrable martingale with quadratic
variation

I P
(VD = e J e Y, G [9%] + Doyds.
0
Taking the expectation, we deduce from 1} that
K *s f/\* K

Since e M Y;K ¢} is a martingale, we deduce that

E[(VF)] < CEIY"9)] K;OK’@] Lt e 5 ds.
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Therefore
E[(VE)s] =0 <K> : (3.40)

which proves (i).
(ii) : Let € > 0. We have

P (32 0200~ oo = ) <P (smp ] = ) + (4 - oo 12

where M/ is a martingale started at 0 which satisfies E [{M* )] = O (+). By Doob’s
inequality, we deduce that

2 2
K K2 K
P (212113|Mt | > e) < = St;lgE“Mt ’] = E21E€[<M Yoo |

and we conclude using ({3.40)). O

As in [8], we can give a concrete example in which the eigenmeasure is singular. One
can note that this phenomenon appears only if p < 1. If p = 1, we obtain that ry, =0 :
the operator ry + Jy = J, is compact and the eigenelements are continuous functions.

An example of a non regular stable distribution. Let S — R? which satis-
fies 1' Let B(z,a) = B(x) such that == € L'(S). Let D(z,a) = D € R} and
k(z,y,a) = 1.

Proposition 3.3.12. Let py € ]0, 1] such that (po/(1 — po))B {s E_}B(m)dm < 1. Let

A=A py = p° +u(r)de € M*(S) and ny = 1° + v(z)dz € M*(S) be such that
pn = (7x + Jy)pa and ny = (75 + Gy )na. Then for all p € 10, po[, p* # 0 and n® # 0.

B(x)
A+D
Assume there exists a non negative function v € L'(S) with

Démonstration. Let p € 10, po[ and A\ = A. First remark that we have r\(z) = (1—p)
B(z)
D ©
§sv(y)dy = 1 such that (7 + Gx)v = v. We have almost everywhere on S,

and Ky(z,y) = p

n@ole) + | Ka(e ey = v(o)
S
We get that almost everywhere on S

B 1 Bw 1 ___»p _B@
M) =P DT @ S+ DR i) 1-pF - B@)

and we deduce that
de <1

— 1
1< B J _
which is absurd. So, n* # 0. The proof is similar for p°. O]
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3.4 Proof of the Main Results

We can now give the proof of our main results stated in Section 1.
Proof of Theorem|[3.1.3 Tt is obvious that stationary states m € M (S x R, ) are eigen-
measures of the linear operator. Indeed, they are solutions of 1} with A = ¢ {s R, T
Since p(ro + jo) > 1 we deduce by monotony that A* > 0 and we can choose an eigen-

vector m = pyx Ry» which satisfies CSS <R, = A, ]

Proof of Theorem[3.1.5 The idea is to transform the solution of the non-linear equation
to those of the linear equation. Indeed, let (1;);=0 € C(Ry, M* (S x R, )) be the solution
of 1D and let us denote p(t) = {5 g, (dz,da). It is straightforward to check that

vi(da, da) — exp (c f p(s)ds) ny(dz, da)

0

is a weak solution of the linear equation
oz, a) + Ov(x,a) = —D(x, a)v(z, a)
v (2,0) = Flve] (),  vo = no.

Let (A*, N, ¢) be the eigenelements given by Corollary [3.3.7. By the assumptions of the
theorem we obtain that

(1= p) infres 6, 0)B

r,a) = =:0>0
D I
and that
pBle. k(w0 0)0e.0)  pBEO
¢(x,a) [0l =
We deduce that ¢ satisfies (3.33) and by applying Proposition that
tlirg le™ v, — mN| v = 0, (3.41)
and that .
nu(de, da) = e/\*t v, a) Y, N(z,a)dzda. (3.42)
p(t) € Ss KR, Ut 17
We now study the long-time behaviour of p(t). Choosing f = 1 in (3.10) it comes that
dp
—(t
0
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D(t) = LXR+ nt(ié’)da) <(1 —p)B(x,a) + pB(z,a) fs k(x,a,y)dy — D(x, a)) — N\

Using 1} we deduce that D(t) — 0 as t — oo and that p(t) — % as t — oo (using a

similar method as in [58]) that ends the proof. O

3.5 Discussion

3.5.1 Summary of our results and related literature

We studied the long-time behaviour of an age structured selection-mutation popula-

tion dynamics. The crowding effect only affects the mortality rate of individuals. This is
logistical and does not depend on the trait of the affected individual. The renewal term
is linear and non-local. The probability of mutation satisfies p € 0, 1[. These assump-
tions are similar to those in [§]. Indeed, we extended results of [§] to an age-structured
population. In terms of age-structured models, [I3] shows the existence of stationary
states in a function space for a selection mutation dynamics with age structure, in the
pure mutation case. In [68], the authors study issues of concentration in a model similar
to ours. In particular, in the pure selection case (p = 0), they show the convergence of
dynamics on traits maximizing fitness. By considering the case p € ]0,1[, our results
complement them. We showed the existence of eventually singular stationary solutions.
When the stationary measure admits a continuous and bounded density, we obtained
global stability (in total variation distance) of measure solutions of (3.2).
From an application perspective, our assumptions seem difficult to justify. The morta-
lity rate assumption allows us to reduce the study of the non-linear equation to that of
the linear problem and to apply a trick similar as in [I1],[64],[43]. Linear dynamics is
studied using arguments similar to those developed in [69] for the age-structured case.
We show the existence of principal eigenmeasures for the direct and dual eigenvalue
problems. The analysis of the eigenvalue problem is based on a duality approach for
studying spectral properties of some non-local operators [23],[24].

3.5.2 Extension to more general models

In [1], the authors study a differential equation on measures space describing a
very general selection mutation dynamics (without age structure). They consider very
general birth rates and death rates. Crowding effects affect per capita birth rate, and
the effect on per capita mortality depends on trait of affected individual. The authors
show boundedness and persistence results for the solutions. Mortality rates of the same
type are considered in [29] for a pure selection model. It was noted that there is not, in
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general, a single steady state. The approach we use in this article does not allow us to
obtain similar results in these very general frameworks. Concerning the renewal term,
it could be interesting to consider one of the form

F[n] (dx) = f By, a)y(y, a, dz)ny(dy, da).

SXR+

Note that in this paper, we considered the particularly case v(y, a, dx) = (1—p)d,(dz)+
pk(y, a, r)dzr. Let’s try to apply the same method to the more general renewal condition.
We have to solve the direct eigenvalue problem

—0uN(z,a) — D(xz,a)N(z,a) = AN(z,a)
N(z,0) = {5, =, By, a)y(y, a,dz)N(y, ).

Following the same ideas as in Section 3, we obtain that the problem is reduced to
studying the properties of the operators Fy : M(S) — M(S) defined by

o [u] (de) = f K (de, y)u(dy).

Arguing that F) = (G))" where G, : C(S) — C(S) is defined by

G [f] (z) = j Ka(dy, 2) £ (y)

we obtain that p(G)) = p(F,) is an eigenvalue of F, associated with a positive eigen-
measure. Then we have to study continuity and monotonicity properties of the map
A — p(G,). It does not seem possible to deduce such properties in the general case. It
should then be considered on a case-by-case basis.

Indeed, when stationary states admits a non-trivial singular part, the topology induced
by total variation distance is stronger to obtain global stability of solutions. In the pure
selection case (p = 0), it has been shown in [68] that the trait distribution converges
toward Dirac measures. In the case p € |0, 1|, similar arguments can’t be used and the
problem stays open.
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Chapitre 4

Compléments sur le Chapitre 3

Dans ce chapitre, nous poursuivons I’étude de 'équation de sélection-mutation
structurée en age (3.2).
Dans la section nous étudions le comportement en temps long des solutions de
dans les cas "singulier', c’est a dire dans les situations ou 1’équation ((3.2])
n’admet pas de solution stationnaire continue.
Dans la section [4.2] nous nous utilisons la formulation variationnelle pour la valeur
propre principale (cf. Remarque pour montrer un résultat sur le spectre du
générateur du semi-groupe associé aux solutions de ’équation linéaire .

Sommaire
[4.1 Lescassinguliers|. . . .. ... ... ... 0.0, 62
M.1.1 Lecaspe |0, 1] (Fax=1)[ . . . . . ... ... .. L. 62
4.1.2  Le cas p = 0 (absence de mutations) . . .. ... ... ... .. 70
4.2 Unrésultat spectralf . . . . .. ... ... ..., 74

4.1 Les cas singuliers

4.1.1 Lecaspe]0,1[ (Fxx =1)

Dans le chapitre précédent, nous avons montré (cf. Propositions|3.3.4} [3.3.5| et |3.3.6])
I'existence d’'un nombre réel A* € R tel qu’il existe des mesures N € M*(S xR, ) et

¢ € Mi (S x Ry) solutions aux sens des mesures des équations :

{—(%N(x, a) — D(x,a)N(z,a) = X*N(z,a)
N(z,0) = F[N](x), N =0,
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{aa¢<x, a) — D(z,a)p(z,a) + G[¢] (z,a) = \*¢(z, a),
¢ = 0.

Nous rappelons que pour tout A > —D, r, est défini en et Ty = sup,es ra(z).
Si Fax < 1, d’apres le Corollaire on a (N,¢) € C(S,L'(Ry)) x C(S,L*(R,))
et la Proposition [3.3.8] assure la convergence des solutions normalisées de 1’équation
linéaire vers la distribution stable N dans I'espace L'(¢). Nous abordons le cas
"singulier’, i.e le cas ou

Tyx = 1.

Nous supposerons (cf. Hypotheses [4.1.1)) qu’il est toujours possible de se ramener au
cas régulier par approximation (cf. Remarque [4.1.2)).

Hypotheses 4.1.1. 1l existe (B¢, D)o dans C; (S x R,), il existe D' € ]-), D] tels
que pour tout € > 0,
(i) On a D¢ > D' et pour tout A > —D’,

1

TE €
N — T\

¢ LY(S) (4.1)

ou r§(x) = SR+ B(z,a)exp (— §o De(z, a)dor — Aa) da.
(ii)) On a max(||B¢ — B, [|D — D) —2 0.

Remarque 4.1.2. En dimension d = 1 ou d = 2, les Hypothéses sont toujours
vérifiées. Comme cela est noté dans [23], le critére de non-intégrabilité est satisfait
si la fonction r) est suffisamment réguliere. On peut donc toujours régulariser B et D
de sorte que le critere (4.1)) soit vérifié.

Dans toute la suite, on se donne une famille de fonctions (B¢, D)o vérifiant les
Hypotheses On note r§ + G5,r§ + J5 : C(S) — C(S) les opérateurs définis
par (r§ + J5)f(z) = r§(2)f(z) + {5 Ki(y, 2) f(y)dy et (r§ + G5)f(z) = r§(z)f(z) +
§s K5 (2, y) f(y)dy ou Ki(y,z) = SR+ Be(y, a)k(y, a,z) exp (— {3 D(y, a)da — Aa) da.

En nous plagant sous les Hypothéses [£.1.1| nous construisons une approximation
réguliere (A, N¢, ¢¢) des éléments propres principaux (A\*, N,¢) (cf. Lemme [1.1.7) et
Proposition . Le résultat principal de cette partie est le Théoreme donné ci-
apres. Il montre que la dynamique linéaire associée aux parametres B¢, D€, proprement
normalisée en temps, converge vers la distribution stable V.

Tout d’abord, nous utilisons un résultat récent de [37] afin de montrer un résultat
d’unicité pour la valeur propre A*. Le lemme concerne 'unicité de la valeur propre
principale pour les opérateurs 7y + Jy et 7y + Gy et est démontré dans [37] sous des
hypotheses légerement differentes des notres. Nous en donnons donc une démonstration.
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Lemme 4.1.3. [37, Théoréme 3.1] Supposons que les Hypothéses soient vérifiées.
Pour tout A € [A, +oo[, le rayon spectral p(ry + Jy) (resp. p(rx + G)) est I'unique
nombre réel tel qu'il existe une mesure py € M™*(S) (resp. vy € M*(S)) non triviale
vérifiant (7 + J)ux = p(rx + Ja)ux (resp. (7 + G)vx = p(ra + Ga)va).

Démonstration. Soit p € R et p € M*(S) non-nulle tels que (7 + J)u = pp. On
distingue deux cas. Si T\ < p, on obtient facilement que py = fr(z)dz ou f\ € C*(S)
est un vecteur propre de 7y + Jy associé a la valeur propre p. En utilisant la Proposition
. on conclut que p = p(ry+ Jy). On considére maintenant le cas ou 7y = p. Comme
p est une valeur propre positive de 7y +.Jy, on a p < p(7y +.Jy) = p(ra 4 Jy). Supposons
que p < p(ry + Jy). Comme p =T, < p(ry + Jy), on dedult par le Lemme que
p(ra + Jy) est une valeur propre de ry + Jy. Supposons =—— ~ ¢ LY(S), en utilisant des
arguments similaires a ceux utilisés dans la demonstratlon du Theoreme m (iii), on
en déduit que 7y < p ce qui est absurde. On a donc nécessairement —— € L'(S). On
définit 'opérateur K : C(S) — C(S) en posant

K)\(y’ {L’)

dy.
T —1a(y) Y

L’opérateur KC est compact, on note v son rayon spectral. En utilisant que p est un
vecteur propre associé a la valeur propre p on déduit que 7 < 1. Par ailleurs, le fait
que p(ry + Jy) soit une valeur propre de ry + J, implique que v > 1 ce qui meéne a la
contradiction et conclut la démonstration. O]

On en déduit le résultat d’unicité pour la valeur propre A\*.

Proposition 4.1.4. Supposons que les Hypotheses [3.1.1] soient vérifiées. Soit A\* €
[A, +oo[ I'unique solution de 1'équation p(ryx + Jyx) = 1. Alors le nombre réel \* est
I'unique élément de [\, +oo[ tel qu'il existe :

(i) N e M*(S xR,) solution de (3.23)).

(ii) ¢ € M (S xR,) solution de
Démonstration. (i) : Soit A € [\, +oo[ et N solution de (3.23). D’apres la Proposition
3.3.5, on a N = py(dz)Ry(z,a)da ot py € M*(S) vérifie (7 + Jy\)pa = ur. D’apres le
Lemme on a nécessairement 1 = p(r) + J)) ce qui permet de conclure en utilisant
la Proposition [3.3.4]

(ii) : La démonstration est la méme que celle de (i). O
Nous donnons un premier lemme pour I'approximation des éléments propres.

Lemme 4.1.5. Supposons que les Hypotheses [3.1.1] et [4.1.1] soient vérifiées. Pour tout
A>—D"ona|r§—rie—0et |K{— Ko — 0 lorsque € — 0.
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Démonstration. On a
[r\ (@) — ra(z)]

fﬂh exp (_ L D<(z, a)dor — )\a> (B*(.a) — B(x.a))da

~exp (— La(p(x,a) —D’)da)) da

< |B€ = Bl J exp (—(D' + Na)da + | Bl | D — DOOJ aeAD2a g,

Ry Ry

ou on a utilisé dans la derniére inégalité que pour tout z,y = 0, e —e Y| < |z —y|.

La démonstration pour K est similaire. O]

On en déduit la convergence uniforme sur tout compact des rayons spectraux.

Lemme 4.1.6. Supposons que les Hypotheses et soient vérifiées. Pour tout
intervalle compact I de |—D’, +oo[, on a :

sup |p(ry + Jy) — p(ra + Jn)| — 0.
)\EI E—>0

Démonstration. On montre la convergence simple puis on conclut par le Théoreme de
Dini. Soit A > —D’. Pour tout f € C(S), on a

(s + TS (@) = (ra 4+ T)F(@)] < 5 = ralloo] flloo + Leb(S)[ KX = Koo foo-

En utilisant le Lemme [4.1.5] on déduit de I'inégalité précédente la convergence 7§ +
Jy — ry + Jy lorsque € — 0 pour la norme d’opérateur. On procede alors comme
dans la démonstration du Théoreme [3.3.41 Si 7y < p(ry + J)), le rayon spectral est une
valeur propre de multiplicité algébrique égale a 1 associée a un vecteur propre positif
et on conclut que p(r§ + J5) — p(ry + Jy) lorsque € — 0 par les méme arguments
(classiques) que dans la démonstration de la Proposition [3.3.4 Si 7\ = p(r) + J)), on
raisonne par I’absurde. Supposons que lim inf, o p(7§ + J5) < limsup__,, p(r§ + J5). En
utilisant la semi-continuité supérieure du rayon spectral, on obtient :

7a = lminf p(r§ + J3) < liminf p(r} + J5) < p(ra+ Jy) =T,

ce qui est absurde. Si liminf. g p(r§ + J5) = limsup,_,, p(r§ + J5) et limsup,__,, p(r§ +
J5) < p(rx + Jy), on obtient comme précédemment que 7y < T ce qui est absurde et
permet de conclure.

D’apres la Proposition pour tout € > 0, 'application \ € |—=D’, +oo[ — p(r§ + J5)
est strictement décroissante et Papplication A € |D’, +oo[ — p(ry + Jy) est continue.
On conclut la démonstration en appliquant le Théoreme de Dini. n
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En utilisant le lemme précédent, on déduit que pour e suffisamment petit, la dyna-
mique approximante admet des éléments propres réguliers.

Lemme 4.1.7. Supposons que les Hypotheses[3.1.1] et [f.1.T|soient vérifiées. On suppose
que p(ry + Jy) > 1. Soit \' € |-D', \[. 1l existe €; > 0 tel que pour tout € € |0, €[, il
existe un unique (A, N¢, ¢°) € [\, +oo[ x C(S, L' (Ry)) x C(S, L*(R,)) solution de

—0uN(z,a) — D(z,a)N(x,a) = XN*(z, a)
N¢(z,0) = F¢[N9] (2), SSX]& Ne(y, a)dyda = 1.

0.0 (x,a) — D(x,a) + G 9] (x,a) = X ¢ (x, a)
Sswr, N(y,a) (y, a)dyda = 1,

olt A € [\, +00[ est I'unique solution de p(r§. + J5.) = 1 (on rappelle que p(r§. + J5.) =
p(7Se + J5e), cf. Théoreme |3.2.3)).

Démonstration. Soit \' € ]—Q’, Al Comme N < ), on déduit de la décroissance stricte
du rayon spectral (cf. Proposition 3.3.4) que p(ry + Jy) > 1. D’apres le Lemme m
on a également p(r§, + J5,) — p(ry + Jy) lorsque € — 0. I existe donc €; > 0 tel que
pour tout € € ]0, €[, on aip(rf\/ + J5) > 1. D’apres les Hyptoheses , onaTri <1et
on peut donc conclure en appliquant la Proposition et le Corollaire [3.3. O

On déduit le résultat d’approximation pour les éléments propres principaux.

Proposition 4.1.8. Supposons que les Hypotheses et soient vérifiées.

(i) On a A* — X\* lorsque € — 0.

(ii) La famille (N€), est relativement compacte dans M™(S x R.) pour la topo-
logie de la convergence étroite, les valeurs d’adhérence sont les mesures N €
M*(S x R,) solutions de avec A = A\* et vérifiant g, N(dz,da) = 1.

(iii) On suppose de plus que '

1-— D%

e L*(S).

Alors on a
inf (z,0) > 0.
66]0,16111[,IES¢ (l’, )
De plus, la famille (¢¢) est relativement compacte dans M. (S x R, ) pour la
topologie de la convergence vague, les valeurs d’adhérence sont les solutions non-

triviales de (3.5) avec A = \*.

1
1—7ry%

Remarque 4.1.9. La condition € L?(S) permet d’obtenir, & partir de la relation
Squh N¢¢¢ = 1 que infeeyoe,[zes ¢ (2,0) > 0. En particulier cela implique la non-

trivialité des valeurs d’adhérence de la suite (¢°)..
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Démonstration. (i),(ii) : On montre tout d’abord que la famille (\) est bornée. Soit
€ €10, €. Pour tout A > —D', la norme d’opérateur |r§ + J5| vérifie

I+ 50 < Irl+ 1 | K30yl

<<G—p)mmHBew+plmlwedWh>J e~ (2 +Ne gy,
Ry

S
O<e<er O<e<er

Le terme a droite de I'inégalité ci-dessus ne dépend pas de €. C’est une fonction décrois-
sante en A qui tend vers 0. Le rayon spectral étant borné par la norme d’opérateur, on
conclut que la famille (A€). est bornée.

La fonction N€ est de la forme N¢(z,a) = f(x)R5(z,a) avec f¢ e C*(S). D’une part,
on a :

RS (7,a) <exp (—(D' + X)a) e L'(Ry) (4.2)

ot \ € |=D', \[ est choisi comme dans le lemme [4.1.7, D’autre part, on obtient par un
calcul facile qu'il existe ¢ > 0 tel que pour tout x € Set e € |0, €[, on a SR+ Se(z,a)da =
c. On obtient donc que :

1

&

o | =

f Folx)dr < (4.3)
S

J N¢(z,a)dxda =
S xRy

On déduit de (4.2) et (4.3) que la famille (N€). est relativement compacte pour la
topologie de la convergence étroite. Soit (A, N) € [\, +oo[ x MT(S x R,) une valeur

d’adhérence de la suite (A, N°). Elle vérifie { <, V(dz,da) = 1. Soit f € ', on a

LXR (Ouf(z,a) — (D(x,a) + X) f(x,a) + G [f] (x,a)) N°(x,a)dxda = 0.

En passant a la limite ¢ — 0 dans 1'égalité ci-dessus (le long d’une sous-suite), on obtient
que (A, N) est solution de . D’apres la Proposition on a A = \*. Les points
(i) et (ii) sont démontrés.

(iii) : On rappelle que ¢ € C(S, L*(R.)) vérifie

+00

¢°(z,a) = 6; l(l —p)gbe(x,O)j B(x, a) RS (x, a)do

AE(ZE’G) a

+p L »“(y,0) JJFOO B(x, a)k(z, a, y) R (, a)dady]

a

ot ¢(., 0) est un vecteur propre principal de 7. +G5. fixé par la condition § SxE, P°N°¢ =
1. On déduit qu’il existe a, > 0 tel que ¢°(z,0) = a.g°(z) ou g est le vecteur propre
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principal de r§. + G5 vérifiant { g° = 1. On a donc

e
= [(1 = )J z)N(x,0) JR L (x, )RS (x, o)dadadz
+p L N¢(z,0) L 9 (y) Jﬂh L Bz, a)k(x, a,y)R5(x, a)dadadyd:c]

On déduit facilement 'existence d’une constante C; > 0 telle que

1< Cha Ug ¢ (2)N(z, 0)da + LNG(Q;, 0)dz f gﬁ(x)dx] .

S
On montre que le terme entre crochets ci-dessus est borné par une constante indé-

pendante de e. On a g°(z) = 1= §5 K5 (2, y)g(y)dy. Comme 1_;* e LY(S) et
K« est bornée, on déduit que la famllle (SS g )6 est bornée. De la méme facon on a
N¢(z,0) = W §s K5 (y, ©) N“(y, 0)dy. En utilisant que {¢ &, N =1on déduit que

(§s Ne(x,0)dx)_ est bornée. Enﬁn, on a

g (x)N(x,0) = a—r@)? J K (y, y,O)dyJ K (y, )9 (y)dy.
- Ae S
et la condition —t— € L*(S) assure que la famille ({4 ¢°(z)N(x,0)dzx)_est bornée. On
déduit qu’il ex1ste une constante Cy > 0 telle que o, > C5. On conclut en montrant
que infego e, [zes g°(z) > 0. Il est clair que la famille g¢ est relativement compacte dans
MT*(S). Soit n € M*(S) une valeur d’adhérence. Elle vérifie n(dx) = ry«(z)n(dzr) +
§s Ko (2, y)n(dy). Supposons qu’il existe une suite (z.). dans S telle que g*(z) — 0
lorsque € — 0. Comme ge( ) = {5 K5 (y, ze) g (y)dy, on déduit en extrayant une sous-
suite convergente z. — z* que {¢ Ky« (y, 2*)n(dy) = 0. D’aprés le Lemme on a
n =0. Comme 1 = {g°— {;7n on a la contradiction ce qui permet de conclure. O

Soit (v§)=0 € C(Ry, MT(S x Ry)) une solution de 'équation linéaire

{atvg(:c, a) + 05 (x, a) = —=D*(x, a)v;(, a) (4.4)

vi(@,0) = F[vf] ().

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la Proposition [3.3.8] Elle
concerne le comportement en temps long de I’approximation.

Proposition 4.1.10. Supposons que les Hypotheses[3.1.1] [3.1.4] et [4.1.1] soient vérifiées.
On suppose que p(ry + Jy) > 1. Soit € € |0, ¢ [. Supposons qu'il existe 5 > 0 tel que
pour tout a € Ry et (z,y) € S§?,

pB(y, a)k(y, a,2)¢(x,0) = n°¢*(y, a). (4.5)
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Alors on a pour tout ¢t = 0,
| o ale ¥ - minei(ar.da)
S xRy
< e_neLeb(S)tJ ¢ (z, a) vy —mgN€|(dz, da) (4.6)
S x R+

ou m§ = SSXR+ ¢“(x,a)vo(dr, da).

Démonstration. 11 s’agit d’'une conséquence directe du Lemme[1.1.7]et de la Proposition
338 O

On donne le résultat principal de cette section.

Théoreme 4.1.11. Supposons que les Hypotheses [3.1.1] [3.1.4] et [4.1.1] soient vérifiées.
On suppose que p(ry + Jy) > 1 et qu'il existe B,k > 0 tels que B > B et k > k. On
suppose que Tyx = 1 et

1
]_—7“>\*

e L*(S).
Enfin, on suppose que v§ € C.(S x R,) vérifie v =, Vo € C.(S x R, ) uniformément.
Soit (t.). = R vérifiant

te >> e — 0.

—e )
1 - T)\g
Notons (A, N¢, ¢°) une sous-suite convergeant vers un triplet d’éléments propres prin-
cipaux (A*, N, ¢). Alors, on a au sens de la convergence étroite des mesures :

—Ate

e v — moN
€
e—0

vo(z, a)p(dx, da).

ol mo = S3xR+

Démonstration. Soit v¢ une solution de (4.4). On consideére une sous suite (A, N¢, ¢°)
convergeant vers les éléments propres principaux (A*, N, ¢). On construit une suite
(ne)e vérifiant l'inégalité (4.5). Tout d’abord, d’aprés la Proposition [4.1.§ (iii), on a
infe>0,x€$ ¢E(x7 0) > 0.
On montre ensuite qu’il existe une constante C7 > 0 telle que

Cy
1 - ?C)\e .

[0 <

En effet, on a

5 (,0) = o ((1 P [ B )R a)ia

)\G(I7a) a

+p L ¢“(y,0) FOO B(z, a)k(z, o, y) RS (2, a)da) :

a
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On a par ailleurs

1 +00 [+ o
T RS (x, a)da = ex —f Dex,udu—)\ea—a)da
it | A= [ e (- [ Dt xa-a
o0
< exp (—(D' + X\)a) da
rtoo
< exp (—(D' + XN)a) da.
Jo

On en déduit qu’il existe une constante C'; > 0 telle que
o (x,a) < Cy9®(x,0)

puis on conclut en remarquant que ¢(z,0) < ﬁ §s K5 (2, )0 (y, 0)dy et qu’il
A€

existe une constante C5 > 0 telle que ¢(z,0) < % Enfin, puisque B > B et que

T \€
| B¢ — Bllw — 0 lorsque ¢ — 0, il existe B" > 0 tel que pour € suffisamment petit,
B¢ = B'. Finalement, la suite définie par 7. = pB'Ck(1 —75.) vérifie (4.5)). De (4.6)), on
déduit que

—Ate, € € NTE
J le™* vy — mgNe| - 0.
S xRy

Soit f e Cp(S xR, ), on a

e | pmaN < U | e - mi
S x R+ S x R+ S x R+

+ | fmoN© — J fmoN]|

SXR+ SX]R+

Comme on suppose vy € C.(S x R, ), on a m§ — mg lorsque € — 0 ou

my = J vo(z, a)p(dz, da),
SxRy

ce qui permet de conclure. O

4.1.2 Le cas p =0 (absence de mutations)

Nous nous intéressons au comportement en temps long des solutions (n;)i=0 €
C(Ri, MT(S xR,)) de (3.2) dans le cas p = 0 ou "sélection pur', qui vérifient :

{tht(x, a) + O,n(x,a) = — (D(x, a) + CSSxI& n(y, oz)dyda) ng(z,a) (47

ny(z,0) = SR+ B(z,a)ny(z, a)de,  (t,z,a) e Ry xS x Ry
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Dans Nordmann et al. [68], les auteurs étudient le comportement limite des solutions
de I'équation (4.7)) sous 1'échelle de temps t = t/e lorsque € — 0. Sous des hypothéses
bien précises, ils montrent que le comportement limite est décrit par une famille de
masses de Dirac (a0, )i=0 ou la dynamique du trait (x;);=0 est donnée par une équa-
tion différentielle ordinaire. Notre approche est différente puisque nous n’effectuons pas
cette renormalisation temporelle. Le résultat principal de cette section est le Théoreme
Il étend les résultats de [, Section 4] & des populations structurées en dge. Nous
montrons que la distribution des traits concentre sur des masses de Dirac en des traits
maximisant la fitness.

Pour tout x € S, on définit A(z) comme I'unique solution de 1’équation

’I“)\(x) (:L’) = 1.

On note A* = sup,cs A(z) et X = {xr € S: A(z) = A*}. On se place sous les hypothéses
suivantes.

Hypotheses 4.1.12. Supposons que :
(i) A* >0,
(ii) Pour tout ouvert U vérifiant ¥ < U < S, on a ng(U x R, ) > 0, et no(dx,da) =
v(dz)uo(x,da),
(iii) Pour tout x € X¢, il existe a(z) > 0 tel que v({y € S : AM(y) = a(x) > Mx)}) >
0.

Théoréme 4.1.13. Supposons que les Hypotheses (3.1.1]) et (4.1.12)) soient vérifiées.

Alors, la famille (n)i=0 € M (S x R.) est relativement compacte pour la topologie de
la convergence étroite. Les valeurs d’adhérences sont les mesures 7 vérifiant

n(dz,da) = p(dx)s(z, a)da, CJ n(dzr,da) = \*
S xRy
avec supp(p) € X et

3(z,a) = 3(, 0) exp (— L " Dz, a)da — /\*a) .

La démonstration du Théoreme [.1.13] est fondée sur les lemmes suivants. L’idée
principale est de séparer I’étude du comportement en long de la distribution des traits
de celle des ages. Il nous semble qu’il s’agit d’une approche similaire a celle utilisée dans
[68].

Lemme 4.1.14. Supposons que les Hypotheses (3.1.1)) et (4.1.12) soient vérifiées. On
pose py(dr) = SR+ n(dx, da). Alors, p, € C(R4, M™(S)) est solution de I’équation de
sélection asymptotiquement autonome :

dipi(d) = pi(dx) () + Di(x) = cpi(S)) (4.8)
ou D vérifie sup,eg |Di(2)| 20
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Démonstration. On écrit ni(dz,da) = v(dz)us(x,da) ot pour tout x € supp(v), la
fonction w,(z,.) est solution de

{&gut(x ,a) + 0 ut( a) = —(D(z,a) + cp(S)) ur(x, a)
w(x,0) = B u(x, a)da.

On pose ay(z) = §, w(z,a)da. On a

R4

Oray(x) = JR (B(x,a) — D(x,a))u(x, a)da — cay(x)pe(S)

w(z, o)

ay ()

~ o(x) ( fR+(B(x, 0) — Dz, a)) do — cpt(8)>

On peut vérifier que SR+(B(x, a) — D(z, oz))%(g’g)da — A\x) lorsque t — +o0, unifor-
mément sur S ce qui permet de conclure. O

L’équation (4.8)) est une équation de sélection asymptotiquement autonome. Dans
[1], les auteurs s’intéressent au comportement en temps long de I’équation autonome
associée (D;(r) = 0). Nous montrons ici des résultats similaires aux leurs pour I’équation

[3).

Lemme 4.1.15. Supposons que les Hypotheses (3.1.1]) et (4.1.12]) soient vérifiées. Alors,
la famille (p;);=0 est relativement compacte dans M™(S). Les valeurs d’adhérence p(dx)

sont des mesures dont le support est inclus dans ¥ et qui vérifient p(S) = %

Démonstration. 1l existe une constante C' > 0 telle que d”t(s) < pe(S) (N + C — cpi(S)).
On déduit que la famille (p;(S))s=0 est bornée et donc que la famille (p;)i=0 est relati-
vement compacte. Soit p(dz) € M*(S) une valeur d’adhérence. Soit f € C(S) dont le
support est inclus dans X¢. On écrit p(dz) = v(dx)us(x) ot pour tout x € supp(v) on a
oru () = ug(x) (M) + Di(x) — cpi(S)). On montre que pour tout z € 3 u(x) — 0
lorsque ¢t — +o0. Pour cela on utilise que w;(z) = SR+ t(z, da) ou uy(x, da) est solution
de

{5,:1% + 5 ﬂt = — (D(.I a +CSSXR+ ’I’Lt) fl,t

(z,0) = SR (x,a)u(x, a)do.
On pose vy(x, da) = exp (SO SS <R, ns) t(z, da) qui vérifie
6ﬂ)t + 0 aUt = —th
v(z,0) = SR (z, )vy(z, dav).

On a donc (cf. [39), 5]) @iy, (1) N, (4.9)

t—+0o0
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en variation totale, ou ¢ > 0 et N, est un vecteur propre principal associé a I'opérateur
linéaire. On écrit
(x,da) e @ty (2, da)

SS x Ry N - e Azt SS xRy Ut(yv da)”(dy) ‘

D’apres 'Hypothese [4.1.12] (iii), il existe a(xz) > 0 tel que v(U,) > 0 ou U, = {y
AMy) = a(z) > A(z)}. On en déduit que

[ g da(y) = OO | D0y, daju(dy)
SXR+ UI

XR+

En utilisant (4.9)) et en appliquant le lemme de Fatou dans le terme de droite de I'in-
égalité ci-dessus, il vient que e M) Ss <R, v (y, da)v(dy) —> +oo lorsque t — +o0. La
famille (p(S)),5, ¢tant bornée, cela entraine que u;(x) — 0 lorsque ¢ — +o00. Finale-

ment on a

f F(@)pu(dz) = f f@)u(e)r(dz) — 0
S S

t——+00
ce qui conclut la démonstration pour le support de p(dx). L’égalité p(S) = % se montre
en utilisant des arguments similaires a ceux de [I, Section 4]. O

La démonstration du Théoreme [4.1.13| n’est pas encore complete. Nous en donnons
les heuristiques.

Démonstration du Théoréme[{.1.15 Pour tout ¢t > 0, il existe s;(x, da) une mesure de
probabilité de transition telle que n.(dz,da) = p;(dx)si(x,da). On a formellement (on
doit pouvoir donner un sens rigoureux a l’égalité suivante en utilisant par exemple la
dérivation faible des mesures) :

(3tnt = ptﬁtst + Stétpt (410)

On a par ailleurs
Ony = —pi0ase — (D + cfnt(dy, do))pesi. (4.11)

Il vient en combinant (4.10]) et (4.11)) que :
Pt (@St + &lst + St(D + CJ

SXR+

ny(dy, da))) = — 8401 py-

Comme py(S) — A*/clorsque t — +00 et puisque le long d’une sous-suite, on a p; — p €
M (S) avec supp(p) < 3, on déduit que pour tout = € X = supp(p), s¢(z,.) — s(z,.)
dans L'(R,) ou 5(x,.) est solution de

{8 WS(z,a) + (D(x,a) + X*)3(z,a) =0,
§r, 5(z,a)da = 1.

ce qui permet de conclure. O
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Application a un systeme compétitif bimorphe Nous pouvons appliquer le ré-
sultat précédent a I’étude d’un systeéme d’équations aux dérivées partielles décrivant une
compétition entre deux populations de traits z,y € S. Les solutions (ui(x,a), u(y, a))
vérifient pout tout (t,a) e R, x S xR, :

( {&gut(x ,a) + Oz, a) = (D(x a) + CSR+ (u(z, @) + u(y, a))da) u(z, a)
u(z, 0 SR+ B(z, a)u(z, a)da.
(

{@ut(y, a) + uy(y, a) = (D(:c, a) + CSR+ (w(y, @) + uy(, a))da) w(y, a)
ue(y, 0 SR+ B(y, a)u(y, a)da.

(4.12)
Notons que le systéme (4.12)) est une simple réécriture de I’équation (4.7)) pour une
condition initiale vérifiant v = 0, + J,. Ainsi, Si I'on suppose que A(z) > A(y) et

A(x) > 0, les Hypotheses (4.1.12)) (i),(iii) sont satisfaites et le Théoreme |4.1.13| assure

que (ug(x,.),us(y,.)) converge vers 1'état stationnaire (u(z,.),0) lorsque t — +oo. Ce
résultat est utile pour étudier la phase d’invasion d’un mutant sous les hypotheses de
la dynamique adaptative (cf. Section |1.2.2)).

4.2 Un résultat spectral

Dans cette partie, nous montrons un résultat sur le spectre ponctuel du générateur
du semi-groupe associé¢ aux solutions de I’équation linéaire . Il s’agit d'une ap-
plication directe de la formulation variationnelle pour la valeur propre principale des
opérateurs 7y + Jy (cf. Remarque et [23]). Pour tout A € [\, +oo[ on pose :

Ap(Ta + J) = sup{p e R|Fp e C(S), ¢ > 0 tel que (ry + J\)p + pe < 0},

Le lemme suivant est une application directe de [37, Théoreme 3.1] et du Théoreme
5.2.3]

Lemme 4.2.1. Supposons que les Hypotheses [3.1.1] soient vérifiées. Pour tout A €
[A, +OO[, on a )\p(’f’)\ + JA) = p(m + JA)

On introduit le générateur du semi-groupe associé aux solutions (v;);=0 € C (R, C(S, L'(R,)))

de I'équation linéaire défini par

{ A:D(A) — C(S, L'(Ry)) (4.13)

u —  —0.u(z,a) — D(z,a)u(z,a).

ot D(A) = {ue C(S,L(R)) : u(x,0) = F [u] (z),ue C(S,WH(R,))} est le domaine
de définition. On note op(A) le spectre ponctuel de 'opérateur A.
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Proposition 4.2.2. Supposons que les Hypotheses [3.1.1| soient vérifiées. Soit \* €
[\, +oo[ défini comme 'unique solution de p(ryx + Jy«) = 1. Alors,

Vzeop(AN\{N\'}, Re(z) < A\*.

Démonstration. Soit z € op(A), il existe u € D(A) (complexe) tel que Au = zu. On
déduit que pour tout x € S,

fuiz, 0)] = |rs (2)u(z, 0) + f K.(y, 2)u(y, 0)dy|
< (@) [u(z, 0)] + L 1Ky, 2) u(y, 0)dy,

()] =

JR+ B(x, a) exp (— L " D, a)do — za) da

< TRe(x) (T)-

De la méme fagon on a |K,(y,x)| < Kgre(y,z) et on déduit que
ul,0)] € Pt @l 0] + | Kooy 0) .
s

Le Lemme entraine que 1 < p(rre(z) + Jre(z)). Puisque p(ra= + Jy+) = 1 nous
déduisons de la stricte monotonie du rayon spectral (cf. Proposition |3.3.4)) que Re(z) <
A" O
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Chapitre 5

The bd-model of ageing : from
individual-based dynamics to
evolutive differential inclusions

Ce chapitre contient l'article "The bd-model of ageing : from individual-based
dynamics to evolutive differential inclusions” soumis a Journal of Mathematical
Biology.

Sommaire
5.1 TIntroduction|l .. ....... ... ... 00000, 77
[5.2 A stochastic model for the evolution of life-history traits| 81
[5.3 Monomorphic and bimorphic deterministic dynamics|. . . 87
[5.3.1  Monomorphic dynamics| . . . . . .. ... ... ... ... 88
[5.3.2  Bimorphic dynamics| . . . . . ... oo oL 92
[5.4 Adaptive dynamics analysis| . . ... ... .......... 93
[>.4.1  Malthusian parameter and invasion fitness|. . . . . . . . . .. 93
[5.4.2 Trait Substitution Sequence with age structure| . . . . . . . . 97
[5.4.3 A canonical inclusion for adaptive dynamics|. . . . . . . . .. 100
5.5  Discussion|. . . . « ¢« o o v v i i e e e e e 109

Ageing’s sensitivity to natural selection has long been discussed because of its ap-
parent negative effect on individual’s fitness. Thanks to the recently described (Smurf)
2-phase model of ageing we were allowed to propose a fresh angle for modeling the
evolution of ageing. Indeed, by coupling a dramatic loss of fertility with a high-risk of
impending death - amongst other multiple so-called hallmarks of ageing - the Smurf
phenotype allowed us to consider ageing as a couples of sharp transitions. The bd model
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we describe here is a simple life-history trait model where each asexual and haploid indi-
vidual is described by its fertility period xp and survival period x4. We show that, thanks
to the Lansing effect, x, and x4 converge during evolution to configurations x, —xgq ~ 0.
This guarantees that a certain proportion of the population maintains the Lansing effect
which in turn, confers higher evolvability to individuals.

To do so, we build an individual-based stochastic model which describes the age and
trait distribution dynamics of such a finite population. Then we rigorously derive the
adaptive dynamics models, which describe the trait dynamics at the evolutionary time-
scale. First, we extend the Trait substitution sequence with age structure to take into
account the Lansing effect. Finally, we study the limiting behaviour of this jump process
when mutations are small. We show that the limiting behaviour is described by a diffe-
rential inclusion whose solutions x(t) = (x(t), x4(t)) reach in finite time the diagonal
{zy = x4} and then stay on it. This differential inclusion is a natural way to extend
the canonical equation of adaptive dynamics in order to take into account the lack of
reqularity of the invasion fitness function on the diagonal {zy, = x4}.

5.1 Introduction

Ageing is commonly defined as an age-dependant increase of the probability to die
after the maturation phase (Kirkwood and Austad [48]). It affects a broad range of
organisms in various ways ranging from negligible senescence to fast post-reproductive
death (reviewed in [45]). In the recent years, a new 2-phases model of ageing proposed
by Tricoire and Rera [83] described the ageing process not as being continuous but as
made of at least 2 consecutive phases separated by a dramatic transition. This transi-
tion, dubbed “Smurf transition”, was first described in drosophila ([72], [73]). In short,
this transition occurs in every individuals prior to death and is marked by a series of
associated phenotypes encompassing high-risk of impending death, increased intestinal
permeability, loss of energy stores, reduced fertility (c.f [74]). It was later shown to
be evolutionarily conserved in Caenorhabditis elegans and Danio rerio (c.f [26]). Such
broad evolutionary conservation of a physiological marker of physiological age raises
the question of an active selection of the underlying mechanisms throughout evolution.
Since the beginning of ageing studies, the question of its ability to appear through
evolution has been raised. In fact, since the Darwinian theory of evolution stipulates
that species arise and develop thanks to the natural selection of small, inherited varia-
tions that increase the individual’s ability to compete, survive, and reproduce (c.f [27]),
many suggested that ageing - and more precisely senescence - could not be actively and
directly selected thanks to evolution (c.f [33]). One of the first to publicly address the
question of the evolution of ageing was August Weismann who proposed in 1881 that
the life expectancy was programmed by “the needs of the species” (c.f [8§]). Numerous
theoretical works have been developed about ageing for the past 60 years in order to
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recenter the selection of an ageing process on the individuals more than the population.
Here we will focus our attention on the capability of a trait such as ageing to be selected
through evolution.

The concept of evolvability comes from the EvoDevo community. It “is an abstract,
robust, dispositional property of populations, which captures the joint causal influence
of their internal features upon the outcomes of evolution” (c.f [I0]). In other terms, it
is “the capacity to generate heritable selectable phenotypic variation” (c.f [50]). It is an
interesting concept as it allows for a character that has no direct effect on fitness to be
under strong selection simply for its ability to birth the genetic-phenotypic variation
that is the support of evolution.

If the only fitness - as an individual reproductive success or its average contribution to
the gene pool of the next generation - were at play in the evolution process, the best
adapted individuals would have infinite fertility as well as longevity. Nevertheless, this
situation is never observed mainly because organisms adapted to constant variations
of environmental conditions and physical limitations of resources availability. Thus, an
active form mechanism for the elimination of these fitness-excessive individuals would
represent a selective advantage in an environment where scarcity is the rule. The Lan-
sing effect is a good candidate for such a mechanism. It is the effect through which
the “progeny of old parents do not live as long as those of young parents” in rotifers
(c.f [55], [56]). More recently, it has been shown that older drosophila females and in
some extent males tend to produce shorter lived offspring (c.f [70]), zebra finch males
give birth to offspring with shorter telomere lengths and reduced lifespans (c.f [67]) and
finally in humans, “Older father’s children have lower evolutionary fitness across four
centuries and in four populations” (c.f [4]).

In the present article, we decided to approach the problem of ageing selection and evo-
lution by using an extremely simplified version of a living organism. It is an haploid and
asexual organism carrying only two “genes”, x; that defines the duration of its ability
to reproduce and x4 that defines the duration of its ability to maintain its integrity -
stay alive (see Figure . We will further discuss the properties of this simple model
in the next part. Although quite simple, it allows the modeling of all types of observed
ageing modes from negligible senescence to sudden post-reproductive death through
post-reproductive “menopause-like” survival.

The main result of the present article is that a pro-senescence program can be selected
through Darwinian mechanisms thanks to the Lansing effect. Indeed, our main mathe-
matical result (see Theorem [5.4.17) shows that evolution drives the trait (z;, z4) towards
configurations z, = z4. It means that the individuals can enjoy all their reproductive
capacity, and then are quickly removed from the population. Moreover, this theorem
shows that after reaching the configurations x;, = x4, the traits x;, and x4 continue to
increase with decreasing speed, while maintaining x, = x4. This decrease in the speed
of evolution is a consequence of the fitness gradients being decreasing functions of the
traits (see Remark and is related to the well-known fact that the strength of
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selection decreases with age (c.f [41],[62],]42]).

We built an individual based stochastic model inspired by Tran [82]. It describes an
asexual and haploid population with a continuous age and a continuous life-history
trait structure. In this model, the life-history trait of every individual is thus a couple
of positive numbers (25, z4) € R%. An individual with trait (z},74) reproduces at rate
one as long as it is younger than z;, and cannot die as long as it is younger than x, (see
Figure . This model leads to three typical configurations (see Figure . From one

Birth rate Death rate

Lp age i age

FIGURE 5.1 — Life-history associated with the trait = (x, z4).

(a) (b) (c)

T

La Xy Tp T4 Ty T4

FIGURE 5.2 — Three typical configurations of the model. (a) "Too young to die’ : it
corresponds to configurations (xp,x4) which satisfies 24 < xp; (b) 'Now useless’ : it
corresponds to configurations (3, z4) which satisfy x, = z4; (¢) "Menopause’ : it cor-
responds to configurations (xy, x4) which satisfies x4 > .

generation to the next, variation is generated by genetic mutations. In addition, natural
selection occurs through mortality due to competition for resources thanks to a logistic
equation defining the maximum load of the medium. Finally, we model the epigenetic
effect of senescence through the Lansing Effect. It introduces a source of phenotypic
variation at a much faster time-scale than genetic mutations. In that aim, we assume
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that an individual that reproduces after age x4 transmits to his descendant a shorter
life expectancy (see Section 2 for details). Therefore, only individuals with trait x4 < x;,
are affected (see Figure (c)). That creates an adaptive trade-off which impacts the
phenotypic evolution of the population.

The purpose of this paper is to study the long-term evolution of the trait z = (x, x4)
and to determine wether it concentrates on x, — x4 = 0. To do so, we are inspired
by the theory of adaptive dynamics [66],[65], [30]. Adaptive dynamics theory studies
the phenotypic eco-evolution of large populations under the assumption that genetic
mutations are rare and have small effects. A central tool in that theory is the concept
of invasion fitness. The invasion fitness is a function 1 — z(y, z) unformally defined as
the probability that an individual with trait y survives in a resident population with
trait z. In section 4, we prove that the invasion fitness satisfies the simple relation
1 — 2(y,z) = max(A(y) — M(x),0) where \(x) is the Malthusian parameter, describing
the adaptive value associated with the trait x (see Section 3.1 for the definition).
This allows us to introduce the Trait Substitution Sequence process (T'SS) which is a
pure jump process describing the successive invasions of successfull mutants in mono-
morphic populations at the demographic equilibrium. The TSS has been heuristically
introduced in [65], [30] for population structured in traits. In [16], it has been rigorously
derived from an individual based model and generalised in [63], to age-structured popu-
lations. Our case differs from [63] by mainly two reasons : the additional Lansing effect
and the specific form of the mutation kernel which is not absolutely continuous with
respect to Lebesgue measure on R? (as assumed in[I6], [63]). In the usual case, the TSS
is approximated by the solution of the Canonical equation of adaptive dynamics when
the size of mutation is small and in a longer time-scale (cf. [18],[19],[63]). This limiting
theorem requires the Lipschitz regularity of the fitness gradient. In our case this as-
sumption is not satisfied. Nonetheless, we prove that the limiting behaviour of the T'SS
when mutation are small is captured by a differential inclusion, using an approach de-
veloped in [36]. A differential inclusion is an extension of ordinary differential equation
to set-valued time-derivatives, which extends Cauchy-Lipschitz theory to non regular
gradient cases. In our case, the gradient is smooth except on the diagonal {x, = z4}.
Therefore, we prove that the solutions are well-defined until they attain the diagonal (in
finite time). Then they stay on this line and evolve with different speeds. The drift of
the differential inclusion depends on the derivatives of the Malthusian parameter with
respect to the trait variable. These derivatives are expressed as functions of the stable
age distribution and reproductive value as in [42], [I5] (see Remark [5.4.4).

In section 2, we present the individual based model. Thanks to simulations, we show
what was suggested by observations. The trait distribution of the population stabilises
on the diagonal z, — x4 = 0.

In Section 3, we study the deterministic approximations of the stochastic dynamics
under the assumption of large population and rare mutations. These approximations
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are non-linear systems of partial differential equations similar to the Gurtin-McCamy
Equation [38]. We study their long-time behaviour and give some results of convergence
to the stationary states.

In section 4, we state and prove the main mathematical results of this paper concer-
ning the approximation by the TSS and the canonical inclusion of adaptive dynamics.

(Theorem [5.4.13| and Theorem [5.4.17)).

5.2 A stochastic model for the evolution of life-
history traits

At each time ¢ > 0, the population is described by a point measure on (R%)? x R,

K
Nt

1
ZtK(d$, da) = ? Z 6(xi(t)7ai(t))(dl', da) (51)
i=1

where N = K{(ZK 1) is the population size, K is the order of the population size and
weights each individual, 2'(t) = (zj(t), z5(t)) € (R})? is the trait of the individual
and a'(t) € R, is its age. The dynamics is defined as a piecewise deterministic Markov
process which jumps as follows :

e An individual (z,a) € (R*)? x R, reproduces at rate 1,<;,. The trait of the
newborn y = (y, y4) is determined by the following two-steps mechanism (see
Figure below for an illustration) :

- Step 1 : If a < x4, the offspring inherits of the trait @ = (zy, z4).

Lansing Effect : if a > x4, we assume that the offspring carries the trait
(xp,0). Let us denote by Z the trait defined as & = z if a < x4 and & = (3, 0)
if a > x4. Let us observe that z; stays unchanged and that only individuals
with configurations z4 < x, are concerned by the second type (zp,0) (see
Figure (c)).

- Step 2 : Genetic mutations. A mutation appears instantaneously on each trait
xp and Z4 independently with probability px € |0, 1[. If the trait x;, mutates,
the trait ¥, of the newborn is y, = z, + hy where hy, € R is chosen according to
the probability measure k(zy, hy)dhy ; if the trait Z; mutates, the trait y, of
the newborn is yq = Z4+ hq where hy € R is chosen according to k(24 hy)dhy,
where the mutational kernel k is defined for all w € R, and v € R by

2

<

Q
)

1 [max(0,u—1),u+1] (U + U)e

k(u,v) = (5.2)
S]R ]l[max(O,ufl),qul] (U + 2)6 dz

Q‘N
|
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where 02 > 0. Note that for u > 1,

N

Qw‘e

Fu,0) = h(v) = —n®e (5.3)

e Li—1(2)e” 2dz

e Anindividual with trait (x, a) has a death rate 1,-~,,+n N/, with > 0, meaning
that each individual is submitted to the same competition pressure n from any
individual in the population and whatever the value of its trait.

e Between jumps, individuals age at speed one : an individual with age a at time
t has an age a + s at time ¢ + s.

Figure 5.3 summarizes the trait dynamics described above.

Parent Newborn

F====7

g a Tp

(b)

Ld Ly

FIGURE 5.3 — Picture of the reproduction and mutation mechanism. (a) : the individual
reproduces before age x4, there is no Lansing Effect. (b) : the individual reproduces after
age x4, the Lansing Effect acts.

Numerical simulation. The pictures in Figure [5.4] represent a simulation of the
trait marginals dynamics of the process Z (dx, da). We consider a monomorphic initial
population with trait z = (1.2,1.6) and N&* = 10000. We consider a competition rate
n = 0.0005, a probability of mutation px = 0.05 and a variance of mutations ¢ = 0.05.
At time ¢ = 0, the population is monomorphic with trait (x;, z4) = (1.2, 1.6). We observe
that before that the trait x;, reaches the value of 1.5, the trait x, doesn’t evolve, there
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FIGURE 5.4 — Simulation of the individual based model (see the script in Appendix
A.4) . (a) : Dynamics of the trait x; as a function of time. (b) : Dynamics of the trait z4
as a function of time. (c¢) : Dynamics of z, — 24 as a function of time. (d) : Population
size as a function of time. Parameters : N = 10000 individuals with trait (1.2,1.6),
n = 0.0005, p = 0.05, o = 0.05.

is no selection pressure on it. When z; reaches x4 ~ 1.6, the traits x;, and x4 continue
to increase by maintaining x, ~ xg4.

Python code for numerical simulations We give the Python script for the nume-

rical simulations of the individual based model described above. The algorithm is based
on a classical acceptation/reject method (see [17], [81])

#parameters
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#probability of mutation

#variance of mutations

#number of jumps

population size

competition = 0.0005 #intensity of competition
p_mut = 0.05

var_mut = 0.05

number_of jumps = 1000000

population_size = 10000 #initial

#traits in the initial population
trait = numpy.ones ((population_ size, 2))
for k in range(len(trait[:, 0])):

trait [k, :] = [1.2, 1.6]

#initial matrix population: [x b,x d,
, id, id parent, parent senescent]

population_0 = numpy.zeros ((len(trait [:,

float32)

population_0[:, 0:2] = trait
population O0[:, 2] =1
population_0[:, 3: 5] =0

for 1 in range(len(population_0[:,
population_0[1, 5] = 1+1

#birth rates

def b(x, a):
if a <= x[0]:
u=1
else:
u= 0.0

return u
#death rates

def d(x, a):
if a > x[1]:
u=1
else:
u =
return u

0.0

# maximal jump intensity by individual
method)
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intmax = 2.0 4+ competition

#Lansing effect

def lansing effect(x, u):
if x[1] > 0:

if uw<x[1]:
r = X
else:
r = [x[0], 0]
else:
r = X
return r

#mutation kernel

def dm(x):

g = random. gauss (0, var_mut)

while x + g < 0:

g = random. gauss (0, var_mut)

return x + g

#functions for acceptation/reject method

def acceptation_rejet_clone(t, a, n):
return b(t, a)*(l—(p_mutxp mut+2+p mut+x(l—p mut)))/(intmax=*n)

def acceptation_rejet__mutant_1(t, a, n):
return acceptation_rejet_clone(t, a, n)+(b(t, a)*2+xp_mutx(l—p_mut)) /(

intmaxxn)

def acceptation_rejet__mutant_2(t, a, n):
return acceptation_rejet_ mutant_1(t, a, n) 4+ (b(t, a)xp_mutsp_mut) /(

intmaxs*n)

def acceptation_rejet_mort(t, a, n):
return acceptation_rejet_mutant_2(t, a, n) + (d(t, a) + (n—1)%
intensite__competition) /(intmaxx*n)

#transition of the process:
method

def transition(p, time):

it is based on a classical acceptation/reject
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#initialisation for acceptation/reject method

viv = p[(p[:, 2] = 1), :] #living individuals
n = len(viv[:, 0]) #population size
jump_time = random.expovariate (1) /(intmaxxnxn) #ump time
u = random. uniform (0, 1) #uniform law on (0,1)
ind = random.randint (0, n—1) #random sampling of one individual
w = time — viv[ind, 3] + jump_time #age of this individual

#acceptation/reject method

while u > acceptation_rejet_mort(viv[ind, :2], w, n):
jump_time += (random.expovariate (1) /(intmax=nn))
u = random. uniform (0, 1)
ind = random.randint (0, n—1)
w = time — viv[ind, 3] + jump_time

#when accepted

s = viv[ind, :]
al = acceptation_rejet_clone(s[:2], w, n)
a2 = acceptation_rejet_mutant_1(s[:2], w, n)
a3 = acceptation_rejet__mutant_2(s[:2], w, n)
a=20
if w> s[1]:

a =1

#Lansing effect
s[:2] = lansing_effect(s[:2], w)

#if clonal birth
if u<= al:
cl = [1, time + jump_time, 0.0, p[—1, 5]+1, s[5], a]
p = numpy. vstack ((p, numpy.append (numpy.array(s[:2]), numpy.array

(c1))))

#if birth with mutation (1 trait)
elif al < u <= a2:

x1 = int (numpy.random.randint (1, 3, 1))

z1 = [[dm(s[0]), s[1]], [s[O ] dm(s [ ])]]

c2 = [1, time 4 jump_time, pl— 5]+ s[5], a]

p = numpy. vstack ((p, numpy. append(numpy array( 1[x1—1]), numpy.

array (c2))))

#if birth with mutation (2 traits)
elif a2 < u <= a3:
c¢3 = [1, time + jump_time, 0.0, p[—1, 5]+1, s[5], a]
p = numpy. vstack ((p, numpy.append (numpy.array ([dm(s[0]), dm(s[1])
), numpy. array(c3))))
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#if death
else:

pl(p[:, 5] = s[5]), 2] =0
: — 8[5]) 5 4] = time 4+ jump_ time

time 4= jump_ time

return p, time

#for simulating one trajectory of the process of number_ of jumps jumps

def trajectoire(p):
population size = sum(p[:, 2])
time = 0
for ¢s in range(0, number_ of jumps):
if population_size >= 1:
X = transition (p, time)
p = x[0]
time = x[1]
population_size = sum(p[:, 2])
print cs
else:
break
pl(pl:, 4] = 0), 4] = time
return p, time

5.3 Monomorphic and bimorphic deterministic dy-
namics

In this section, we study a deterministic approximation of the process Z¥ when K
goes to infinity. We also assume that px goes to zero : it means that almost no muta-
tion occurs on a time interval [0, T']. Nonetheless, some phenotypic variation is created
by Lansing Effect. Since our model is density-dependent, the deterministic approxi-
mation is a system of classical non-linear partial differential equations similar as the
Gurtin MacCamy Equation [38]. In the monomorphic case, we show that the dynamics
converges to the unique non-trivial equilibrium. In the bimorphic case, we show the
convergence to a monomorphic equilibrium. Note that a monomorphic population with
trait x is composed of two subpopulations with traits (x,, z4) and (z,0).

Notations 5.3.1. We define I = ( (1) (1) )
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5.3.1 Monomorphic dynamics

Let © = (23, 24) € (R%)? be a phenotypic trait. We consider a monomorphic initial
sequence (Z)g such that ZE converges as K — oo to the measure §,n,(0, a)da which
describes a monomorphic population with trait z. Then, as in [82], we can prove that
the sequence of processes (Z%)x converges in probability on any finite time interval to
the weak solution (n.(t,.),t = 0) = ((nk(¢,.),n2(t,.)),t = 0) € C(R,, L' (R,)?) of the

following system of partial differential equations

{@:nz(t @) + 0, nx( a) = — (Da(a) +nlina(t, )| D) ns(t, a)

n,(t,0) = {, B (t, a)da (5.4)

where the densities nl(t,.) and n2(t,.) describe the population distributions with trait
(xp, 24) and (zp,0) respectively ;

foatt i = 3 [ Ind(t.a)ida
Ry

i€{1,2}
is the total population size and

B = (g ) ouw = (e D) (5:5)

]lmd<a<mb 1a<mb

are the birth and death interactions. Equation (5.4 can be interpreted as a selection-
mutation equation with discrete trait space and age structure. We refer to [87] for the
well-posedness theory of L'(R,)? solutions of Equation (5.4)).

We introduce the set of viable traits
={z = (zp,z0) € R*)* 1 2p A zg > 1}. (5.6)

We show that for any trait x € V), there exists a unique non-trivial and globally stable
stationary state of ((5.4)).

Proposition 5.3.2. Assume that x € V. There exists a unique non-trivial stationary
solution Ny € Ll(R )? to Equation (5.4). Moreover, any L'(R,)? non negative solution
n.(t,.) of (5.4) such that nl(¢,.) # 0 converges to 7, in L'(R,)* as t — 0.

Remark 5.3.3. In Proposition below, we will give a more explicit expression for
the stationary state 7.

The proof of Proposition is based on the study of the associated linear dyna-
mics. We introduce the linear operator

A:D(A)c L' (R,)*? — LY (Ry)?

u — —u' —D,(a)u

(5.7)
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where D(A) = {u e L'(R4)? : w abs. cont., v’ € L'(R4)?, u(0) = {3 B.(a)u(a)da}. It

is well known that A is the infinitesimal generator of a strongly continuous semigroup of

linear operators [87, Proposition 3.7] which describes the solutions of the linear system

of McKendrick Von- Foerster Equation

Oz (t,a) + O4v,(t, a) = =D, (a)v.(t, a) 5 g
v:(t,0) = §p . Ba(@)vu(t, a)dav. (5:8)

In [21], a similar linear model is studied. The "entropy method" introduced in [69]
allows the authors to prove the convergence of the normalised solutions to some stable
distribution in some weighted L!-space. We need stronger convergence in order to study
the long-time behaviour of the masses of the solutions of (5.4)). Since the birth matrix
B, is not irreducible and the parameters B, and D, are not smooth, we cannot apply
Theorems 4.9 and 4.11 in [87]. Nonetheless, we easily extend them to our reducible and
non-smooth setting.

We define the Malthusian parameter A(x) associated with some trait = as the unique
solution of the equation

Thp AT g

f e MDagg = 1. (5.9)

0
Proposition justifies this definition and shows that A\(x) is the asymptotic growth
rate of the dynamics defined by (/5.8). Its proof is postponed to Appendix.
Let us define for all z € C the 2 x 2 matrix

F(2) — JR+ B, (a) exp <— f "(Da(a) + zI)da) da. (5.10)

0
(Note that it is well-defined since B, has compact support).

Proposition 5.3.4. Assume that € V. Then the linear operator A admits a unique
couple of simple principal eigenelements (A(x), N,;) € R} xD(A) where the stable age
distribution N, satisfies

N(a) = e~ O@ata—zav0) N2y — 1 EF[(]?((f()g)c])Q)l] 226_(1+A(m)>a_

Moreover, for any non-negative solution v,(¢,a) of (5.8) in L'(R,)? there exists a
positive constant ¢(v,(0,.)) such that e *@,(t,.) — c(v,(0,.))N, in L'(R,)? as t —
+00.

Let us now give a lemma which will be used to study the long-time behaviour of
the masses of the solutions of ((5.4) and whose proof is postponed to Appendix.
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Lemma 5.3.5. Let (mn, mia, m22) € Rj_ X R+ X Ri Let Du(t), Dlg (t), DQQ (t) be conti-
nuous functions from R, to R which tend to zero as t — oo0. Let us denote

mi 0 Dn(t) 0 )
M = D(t) = .
( Moy Moz ) ’ Q < Dai(t) Do)
Then any solution (z(t),t = 0) of the equation

dz(t)
dt

= (M +D(t)z(t) = nlz(t)[x =(2) (5.11)

started at z(0) € R} x R, converges to a vector Z which satisfies

1
M By — 2L 5 (5.12)

m Y
n 1+ P mi1 — Moo

Z1 =

We conclude this section by proving Proposition [5.3.2]

Proof of Proposition[5.3.4. We prove the first assertion. Let x € V and let A(z) be the
principal eigenvalue of A given by Proposition [5.3.4 Let 7, be the (unique) principal
eigenvector of A which satisfies 1 |7n,|1 = A(z). It is obvious that 7, is a non-trivial
stationary state of (5.4). Reciprocally, let  be a stationary state of (5.4). Then we
have necessarily A(z) = n|n|; and that @ is an eigenvector of A associated with the
eigenvalue \(x) that allows us to conclude. We now study the long-time behaviour of
the solutions. Let us define

we(t.0) = exp (3 [ Il s ) ol ).

It is straightforward to prove that v, is a solution of the linear equation (5.8). By
Proposition we have e M@ (t,.) — c(v.(0,.))N, in L'(R,)? as t — oo. We
deduce that for 7 € {1,2} and denoting p.(t) = |n’(¢t,.)|1,

nt(t,.) e M@ti(t, ) N!

a = : — z 1
i) T (1 a)da T, Ni(a)da (5:13)

in LY(R,) as t — +o0. We now study the behaviour of the masses p,(t). By deriving
under the integral, we obtain that for i € {1,2}

V0 5 Beta)], — D), e ) = 0t 1))

= 200 [ (B, ~ D (a],) e~ ko)




Hence we obtain by ((5.13) that

dpa(t)
dt

where A = (a;;) and for (4, ) € {1,2}?,

= (A + AW®)pa(t) = nllp2 (@) 192(1)

o= [ (Bl = D)) 5o (5.14)

and \A(t) is a continuous function decreasing to zero as t tends to infinity. Since a;; =
AMz) > 0, a1 = 0, a;2 = 0 and ag < 0, Lemma m allows us to conclude that p,(t)
converges to p,, which is defined as the unique solution of the equation Ap, —n|p, |17, =
0. We easily solve this system and we obtain that p, satisfies

pl _ )‘(l‘) 1 pz _
’ n 1+ 5552, 0 M) —axn

21 _1

Do (5.15)

O

We conclude this section by writing more explicit formulas for the stationary state

My

Proposition 5.3.6. Let x € V then we have

N, (a) N3 (a)
My(a) = Py Ma(a) = Pr—o
§o, Ni(@)da §o, N2(@)da
where
-1 _ M) 1 ﬁQ _ (21 ﬁl
T T TN

N, is defined in Proposition and a;; are defined in (5.14]).

Démonstration. It is a direct consequence of (5.13)) and ([5.15]). O

Interprétation biologique 1. Equation describes the dynamics of a large mo-
nomorphic population with trait z. Proposition |5.3.2| shows that the age distribution of
the population stabilizes around the equilibrium 7, = (nl,72). The equilibria 7. and
n2 describe the age equilibria of the population with trait (zy, z4) and (x3,0) respecti-
vely. We observe that if z, < x4, then as; = 0 = ﬁi and Proposition leads to the

equilibrium m, = (1L, 0).
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5.3.2 Bimorphic dynamics

Let x = (zp,zq4) and y = (Y, ya) be two viable traits. We consider a bimorphic initial
sequence (Z{)x weakly converging to §,n,(0, a)da+ d,n,(0,a)da as K tends to infinity.
Using similar arguments as in [82], we can prove that the sequence of processes (Z%)g
converges in probability, on any finite time interval, to the solution ((n,(t,.), n,(t,.)),t =
0) € L'(R,)* of the following system of non-linear partial differential equations

Ona(t, a) + dana(t, a) = = (Da(a) + n([na(t, )l + |ny (@, ) [)D) 12(L, )
n2(1,0) = ., Bu(o)n(t,)do
Orny(t, a) + 0 ny(t a) — (Dy(a) +n(na(t, s + Iyt ) [)T) ny(t, a)
ny(t,0) = §z, By(a)n,(t, a)da.

(5.16)

Equations (5.16)) describe the dynamics of two monomorphic populations with traits
and y interacting by competition. We prove the following proposition.

Proposition 5.3.7. Let z,y € V such that 7, A 24 < y» A yg. Then any L'(R, )%
solution (ng(t,.),ny(t,.)) of (5.16) satisfying n)(t,.) # 0 converges to (0,7,) in L' (R)*
as t — 0.

Démonstration. Let x,y € V such that z, A x4 < yy A yg. Then by (5.9)), we have that
AMz) < My). For u € {x,y} we define

wutt.0) = exp ([ (el + o s ) ).

The functions v, and v, are solutions of the linear systems . We deduce from
Proposition m that e AWy, (¢,.) — c(vy(0,.))N, in L'(Ry)? as t — +oo, for a
positive constant c(v,(0,.)). Hence, we obtain that e~ @) §r, va(t, @)da converges to a
positive limit. Since A(y) > A(z) it comes that e ) SR+ vl(t,a)da converges to 0 as
t — 400. We deduce that

py(t) e AW §z, vyt a)da

— +00.
pL(t) e Mwt SM vi(t, a)da -

Since p, (t) is bounded we deduce that p}(t) — 0 and similarly that p?(t) — 0. Then
the population with trait x becomes extinct. Using similar arguments as in the previous
proof we obtain that n,(¢,.) — 7, in L'(R,)? which allows us to conclude. O

Interprétation biologique 2. Equation describes a competition dynamics bet-
ween two large monomorphic populations with trait  and y. Proposition shows
that if v, Ay < yp Ay, then the population with trait y invades and becomes fixed while
the population with trait x becomes extinct. That gives us an invasion-implies-fixation
criterion.
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5.4 Adaptive dynamics analysis

In this section, we study the model that we introduced in Section 2 under the
different scaling of the adaptive dynamics. We generalise the Trait substitution sequence
with age structure (cf. [63]) to take into account the Lansing Effect. Then we study the
behaviour of the T'SS on a large time-scale when mutations are small. We show that the
limiting behaviour of the TSS is described by a differential inclusion which generalises
the canonical equation of adaptive dynamics (cf. [30],[18],[19]) to non regular fitness
functions. We first state some properties of the demographic parameters and introduce
the invasion fitness function.

5.4.1 Malthusian parameter and invasion fitness

Let us introduce the following sets : Uy = {x € V:xp, < x4}, Uy ={x eV : x4 < 13}
and H ={x eV :x = x4}

Zq

U;

U

FIGURE 5.5 — Picture of ¥V = U; U H v Us.
Malthusian parameter

We now give some properties of the Malthusian parameter A(z) defined in ({5.9)).

Proposition 5.4.1. (i) Forallz e V, 0 < A(z) < 1.
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(ii) The map x € V — A(z) is continuous. It is differentiable on U; u U and satisfies

e—/\(x)xb
efA(x):cd
Vo e UQ, V)\(l’) = (0, G(m‘))

where G(z) = ;""" ae"*®da.
(iii) We have sup,er, o, [VA(2)| < +o0. Moreover, for all ¢ € {1,2}, the fitness
gradient VA is Lipschitz on Us.

Remark 5.4.2. Note that the Malthusian parameter A\(x) is not differentiable on the
diagonal H, which can be easily obtained by computing left and right partial derivatives
on H.

Notations 5.4.3. For all h € R we define (h); = ( 8 ) and (h)y = ( 2 )

Démonstration. (i) Since x, A x4 > 1 we obtain from the definition that A(z) > 0.
Assume that A(z) = 1. Then we obtain that 1 = §;*"* e=*®)adq < 1 — =™ "*4 which
is absurd.

(ii) We prove the continuity. Let € V and let (x,,) be a sequence of V such that 2" — z.
By (i), A is bounded and we can extract a subsequence (still denoted (z™),, by simplicity)
such that A(z") — A*. We deduce that 1 = Sg;;mg e MeMadg — [ emNadg = 1
which allows us to conclude. Differentiability properties are a direct consequence of the
Implicit Function Theorem. For each i € {1,2} we apply implicit function Theorem to
the map

TphpANTq
(A, z) € R xU; »—>J e da — 1.
0
We deduce that A is differentiable over U; u U, and that

vie{l,2}, Voel, VA ¢ e
e {1 —(———) .
reina e 0= (e )
(iii) It is straightforward to check that for all z € V,

e~ M@ (s ATq) 1

S T
G(x) §, ae~oda

which allows us to obtain that sup,¢;, o, | VA(2)| < +00. Moreover, the gradient VA is

obviously differentiable on U;. Since G is bounded below by S(l) ae “da, we deduce that
VA has bounded derivatives on U; and that VA is Lipschitz on U;. O
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Remark 5.4.4. Formulae describe the sensitivity of the Malthusian parameter
to small variations of the trait x as well as the strength of selection at ages x;, and x4
for a population with Lansing effect. The quantity G/(z) can be interpreted as the mean
generation time associated with the trait x. Moreover and Proposition yield

N(zy A z4)
Viel{l,2}, VexelU;, VAz)=|—"F1——"F 5.18
(1.2) 0= (=55 (5.18)
where N} is the stable age distribution. In [I5], Caswell obtains similar formulae for
derivatives of the Malthusian parameter with respect to some little perturbations on the
intensity of birth or death at some given age while our formulae are obtained considering
a small perturbation on the duration of the reproduction phase (not on the intensity).

The following proposition recalls a simple link between the Malthusian parameter
and the stationary state of the monomorphic partial differential equation (5.4)).

Proposition 5.4.5. (i) For all x € V, we have \(z) = n|n./;.
(ii) The map x € V + m,(0) is continuous and bounded.

Démonstration. (i) has been proved at the beginning of the proof of Proposition m
(ii) By (i) we have
Maz) = n (M (0)ur () + 72 (0)us(x)) (5.19)

where

s (z) = f " e <— f o do— )\(x)a) da : uy(z) = foo exp (—(1 + A(x))a) da.

0 0 0

Moreover 7,.(0) is a solution of

7.(0) = F(\(x)) 7,(0) (5.20)
where F is defined in (5.10)). From ([5.19) and (5.20|) we obtain by simple computation
that

_ Mx) 1

F(\(z
n ul(l’) + U2(I)%

which is a continuous function of x. Boundedness is obvious arguing that 7}(0) <
71 a
Invasion fitness

We extend the definition of the invasion fitness for age-structured populations in-
troduced in [63, Section 3] to take into account the Lansing effect.
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Definition 5.4.6. For all y € RY and = € V, the invasion fitness 1 —2(y, x) is defined as
the survival probability of a bi-type age structured branching process with birth rates
and death rates defined in (5.5)), respectively equal to

B,(a) and Dy(a)+n|m.|L

The next proposition gives a precise and precious relation between the invasion
fitness and the Malthusian parameter.

Proposition 5.4.7. Let y € R} and x € V, then the invasion fitness satisfies
1 — z(y, x) = max(A(y) — M(x),0). (5.21)

Démonstration. Let Zi(da) = (Z}(da), Z%(da)) be an age- structured branching process
with birth rates B, (a) and death rates Dy(a) + 1|7, |I = Dy(a) + A(2)I. The process
Z; becomes extinct if and only if the process Z! becomes extinct. Indeed, if Z} = 0,
the process Z? evolves as a sub-critical branching process. The process Z;! is an age
structured branching process with birth rates and death rates respectively

[By(a)]n = ]laéybAyd and [Dy(a)]n + )\(:E) = ]la>yd + )\(:E)
We deduce that z(y, z) equals the smallest solution of the equation z = F(z) where

F(z) - JR BB (D, ()], + Az)) e B (Pu@hh@)dag,
.

Yd

= Jywyd )\(w)e('zfl*)\(x))ada + e(zl)(ywyd)f )\(x)e*)‘(x)ada

0 Yo ANYd
—+o0
+ e(z—l)(ybAyd)(l + A(x))f e~ (a=ya)=A(@)a g,
Yd
Yo NYd
= eI W) (5 1) J =1 M@)a g,
0

+ e DypAya (Q*A(l’)(yb/\yd) _ e*/\(@yd) + D Ava) | (=1 AYa) oA (2)ya

Yo AYa
=1+(z—-1) J eI @e g,
0

We have obtained that the equation z = F'(z) is equivalent to

Yo ANYd
z—1=(z—-1) J e 1 A®e gy (5.22)
0

If A(y) > Mx), Equation (j5.22]) admits two solutions z = 1 and z = A(z) —A\(y) +1 < 1.
If AM(y) < A(x), Equation (5.22)) admits a unique solution z = 1. That allows us to
conclude the proof. O
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Remark 5.4.8. It is interesting to note that in our model, the invasion fitness (which is
a concept from adaptive dynamics theory) and the Malthusian parameter are connected
thanks to a simple relation.

The following proposition characterises the set of traits y which can invade some
given trait x.

Proposition 5.4.9. Forallz eV, y e Ri,
1—2(y,x) >0 <= Ay) > Ax) <= Ty A g < Yp A Ya.

Démonstration. The first equivalence is obvious seeing Proposition [5.4.7]
By definition of the Malthusian parameter, for all u € {x,y} we have

Up AUG
J e MWagdg = 1.
0

From this definition, we easily deduce the following equivalences :
max(A(y) — A(z),0) > 0 <= A(y) — Mx) >0
— bewd e MWadq < 1
<:>£UZ/\£Ud<yb/\yd;

which conclude the proof. O

5.4.2 Trait Substitution Sequence with age structure

We first generalise the definition of the Trait Substitution Sequence (TSS) with age
structure defined in [63] to take into account the Lansing Effect.

Definition 5.4.10. We define the measure valued process (7;(dz, da),t = 0) by
Ti(dx,da) = 5X(t)(dx)ﬁ§((t)(a)da + 5(Xb(t)70)(dx)ﬁ§((t)(a)da

where (X (t),t = 0) = ((X,(t), X4(t)),t = 0) is defined as the pure jump Markov process
on V with infinitesimal generator L defined for all measurable and bounded function
p:V—->Rand zeV by

lw@0=£RP@@+WW—ﬂ@XMw+M—A@DnM®uM@ (5.23)
where

k(ho)dhy, @ 6o(dhq) + o(dhy) @ k(hq)dhg
2 Y

p(dh) =

k being defined in (|5.3)).
The process X will be called the Trait Substitution Sequence.
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Remark 5.4.11. The process (T;,t > 0) describes the evolution of the phenotypic
structure of the population at the mutational time-scale. At each time, and because
of the Lansing effect, the population is composed of two sub-populations at each time
t : the first one corresponds to viable individuals with trait X (¢) = (X,(¢), Xa4(t)) €
Y whose age distribution is given by ﬁ}((t) (a)da; and the second one is composed of
individuals generated by the Lansing effect, with trait (X,(¢),0) and age distribution
T (a)da.

Remark 5.4.12. Figure [5.6] describes the behaviour of the process (X (t),t = 0).

Any trait x € H is an absorbing state for the process X. Indeed, by Proposition [5.4.9
for all ¢ : V — R measurable and bounded, for all x € H, Ly(x) = 0.

By definition of the measure p(dh) the process evolves horizontally or vertically (which
means that the two traits x;, and x4 do not mutate simultaneously). By Proposition
[(.4.9) we deduce easily that the process evolves from the left to the right on U; and
from bottom to top on Us.

Since the jump rates are continuous and tend to zero on H, the process slows down as
it approaches H.

(a) (b)

FIGURE 5.6 — (a) : This picture represents a trajectory of the T'SS process. (b) : This
picture represents the drift associated with the TSS process.

We now explain the heuristics, rigorously proved in [63], which allow to obtain the
TSS from the individual based model defined in Section 2.1. The main ideas have been
introduced in [16], for a population without age-structure. They are based on the time-
scale separation assumption on mutation probability px : as K — +

YV >0, exp(—KV)=o0(pk), px=0 (KIC);(K)) , (5.24)
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which allows to separate the effect of the natural selection and the appearance of new
mutants. Let x € V and consider a sequence (Z)x converging to d,nL(0,a)da as
K — +o0.

1) Monomorphic approximation. For large K, the process ZX stays close to the
measure 0,0 (t,.) + 0z, 0n2(t,.) where n,(t,.) = (ni(t,.),n2(t,.)) satisfies the partial
differential equation (5.4). By Proposition 5.3.2] the dynamics n,(t,.) converges to 71, =
(ml,m2) as t tends to infinity and hence reaches a given neighbourhood of 7, in finite
time. By using large deviation results [82], we obtain with probability tending to one as
K tends to infinity that the process Z/* stays in this neighbourhood of 6,7 + 8¢, 0722
during a time e“X for some C' > 0. The left-hand side in Assumption ((5.24) ensures

that the next mutation appears before the process leaves this neighbourhood.

2) Appearance of a mutant. We deduce that the monomorphic population with
trait x creates a mutant with trait :
(i) vy = (zp+hp, xq) or y = (xp, 4+ hg) at a rate approximatively equal to 2K pg (1 —
pr)73(0) 5
(ii) y = (zp + hp, 24 + hq) at a rate approximatively equal to Kp%n.(0);
(iii) y = (xp, ha) or y = (xp + hp, 0) at at rate approximatively equal to 2K pg (1 —
pr)n5(0) 5
(iv) y = (xp + hy, hy) at rate approximatively equal to Kp%n2(0).
where the variables h, and hy are chosen independently with distribution k.

Since p% = o(px(1—pK), the cases (ii) and (iv) cannot be observed on the mutation
time-scale t/2K (1 — pk).

3) Effect of the natural selection. In cases (i) and (iii), the mutant population
dynamics is approximated by a bi-type age structured branching process with birth
rates B, and death rates D, + n|n,[:I. By Proposition , the mutant population
survives with probability

max(A(y) — A(x),0).

Let us detail the two different cases.
e Case (i). With probability 1/2, the trait of the mutant is y = (z + hp, z4). By
Proposition [5.4.7, we deduce that the mutant can survive if and only if

Map + hy, xq) > AMz) <= hy > 0 and z € U;. (5.25)
With probability 1/2, y = (@, x4 + hg) and can survive if and only if
Mzp, g + hg) > M) < hg > 0 and z € Us. (5.26)

e Case (iii) (Lansing effect). The mutant has the trait y = (a3, hy) or y = (z +
hy,0). By (5.3), we have y A y4 < 1 which implies that A(y) < 0 and then
max(A(y) — A(x),0) = 0. In this case, the mutant population becomes extinct.
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We deduce that the mutant can only survive (with positive probability) in case (i). The
birth rate of such a mutant (on the time-scale t/2px (1 — pg)) is given by the intensity
measure on R

7,,(0)pu(dh)

that leads to the right hand side in (5.23]). The probability that such a mutant survives
and reaches a size of order K equals

max(A(y) — A(x),0).

Moreover (5.25)) and ({5.26)) imply that
max(A(z + h) — A(z), 0)u(dh) = (A(z + h) — A(z))Lgz (h)u(dh)

that allows to obtain the left hand side of .

If the mutant population becomes extinct, the resident population stays close to its
equilibrium 7.

If the mutant population survives, then it reaches a size of order K with a probabi-
lity that tends to one and the population dynamics is approximated by the solution
(na(t,.), ny(t,.)) of the bimorphic system of partial differential equations (5.16)). In this
case we have necessarily A(y) > A(z). By Proposition [5.3.7, the deterministic dyna-
mics (n,(t,.),ny(t,.)) reaches a neighbourhood of (0,7, ). By using branching processes
approximations and arguments introduced in [I6], we can deduce that the resident po-
pulation with trait = becomes extinct. One can prove as in [I6] that this competition
phase has a duration of order log(K).

The right hand side of Assumption ensures that the three steps of invasion are
completed before the next mutation occurs.The Markov property allows to reiterate the
same reasoning for the next mutation occurence. In summary, the following theorem

holds.

Theorem 5.4.13. The following convergence holds in the sense of finite dimensional
marginals :

(ZK : ,tZO)—>(Tt,t>0), as K — oo,

2Kpg (1-PK)

where the process T is defined in Definition [5.4.10]

5.4.3 A canonical inclusion for adaptive dynamics

In this section, we assume in addition that mutations are small. We study the
behaviour of the process X defined in when the mutation size scale equals € > 0
and the time is rescaled by 1/€2. To this aim, we define the rescaled trait substitution
sequence process X ¢ and study the limiting behaviour of the process X as ¢ — 0. In the
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usual cases (smooth fitness functions) the canonical equation introduced by Dieckmann-
Law can be derived as limit of X¢ as € — 0 (cf. [19]). As observed in Section 4.1, the
fitness function A(z) does not satisfy these regularity assumptions. To overpass this
difficulty, we use the approach developed in [36] based on differential inclusions. We
prove in Theorem that the set of limit points of the family X€ is characterised
as the set of solutions of a differential inclusion.

Definition 5.4.14. The rescaled TSS process (X¢(t),t > 0) is defined as a pure jump
Markov process with infinitesimal generator L€ defined for all measurable and bounded
function ¢ : V — R and z € V by

Vo) = 5 | (ol + ) = @) + ) - ATOdr) (527

€2

Remark 5.4.15. The process X shows a dynamics similar to the process X. The jump
rates are of order 1/e and the jump sizes are of order e.

We first introduce the set-valued map F : V — P(R?) defined for any x € V by

Vie{l,2}, VzelU, F(z)=(f(z1)),
f(x,u)
(f(x’u)),ue[o,l]}, (5.28)

N | —

VeeH, F(z)= {
where for all (z,u) eV x [0,1],

flz,u) = U: h2k(h)dh + f 1 huk:(h)dh) e_A(;)((:)”d) niZ(O); (5.29)

u

and G is defined in Proposition [5.4.1]

This set-valued map F somehow generalises the classical fitness gradient. It is re-
presented by a picture in Figure 5.7
Let us explain the ideas leading to this function. Let us consider a compact subset K
of U;. Since the Malthusian parameter A is differentiable on U;, the following approxi-
mation holds : for all A € R, uniformly for x € K, we have

Mz + e(h);) — Mx) ~ e(h);.V(x), (5.30)

which leads to the definition of F' on U;. We analyse the case x € H for which the
approximation ([5.30) is not true. Indeed, let x € H and let u € [0, 1] and let us consider
a sequence x¢ = x — e(u);, we have
Az + e(h);) — AMz€) = Ma + e(h — u);) — Mx — e(u);)
= ANz +e(h—u);) — AMz) + AMz) — Mz — €(u);)
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Assume h < u, since A is differentiable on U; we obtain when € tends to 0 that
Az +€e(h);) — AMz) = e(h — u);. V() + €(u);.VA(z) ~ €(h);.VA(z),

where VA(z) is defined as the limit of VA(y), y — z, y € U;. That leads to the first
integral in (5.29). If h > wu, we obtain that A(x + e(h — u);) — A(x) = 0 and

Az + €(h);) — Mz) = €(u);. VA(z) < e(h);. VA(z),

which leads to the second integral in ((5.29)). The inequality above means that when the
process evolves near the diagonal H the adaptation slows down.

H

F1GURE 5.7 — Representation of the set-valued map F.

We now introduce the differential inclusion associated with F' that generalises the

classical canonical equation for adaptive dynamics. For any 7" > 0 and 2° € V, we
denote by Sp(T, 2°) the set of solutions of the differential inclusion

&0 ¢ pa(t)), tel0,T

z(0) = 2°.

Remark 5.4.16. A solution of the differential inclusion (5.31)) is an absolutely conti-
nuous function z : [0, 7] — V which satisfies, for almost all ¢ € [0, 77,

dz(t)
o F(z(t)).
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The following theorem characterises the limit of the process X€ as the solution of
the differential inclusion ([5.31)).

Theorem 5.4.17. Let 2° € V. Assume that X(0) — 2° in probability as ¢ — 0. For
all T,6 > 0,

lim P inf sup | X°(t) —z(t)| >4 | =0.

e—0 <z€$F(T,LEO) tE[O,IIY)“] | ( ) ( )| )

Remark 5.4.18. Theorem [5.4.17| justifies our complete study. Let (z(t),t € [0,T]) be
a solution of (5.31)). On each U;, it satisfies

dz(t)
dt

The map = € U; — (f(x,1)); is Lipschitz and bounded below by a positive constant.
Hence, unicity holds on U; for (5.31]) and any solution reaches in finite time the diagonal
H. On H, the solution satisfies

dz(t)
dt

€ F(x(t)), x=(t)eH.

Since for all z € H, F(z) < H, we deduce that any solution stays in H.
Figure [5.§] illustrates Theorem We represent some trajectories of the process
(X(t),t = 0) started at X(0) = (2, 1.5) for € = 0.001.

(a) (b) (c)

4.0 2.6 2.6

3.5 1
2.4+ 2.4 4
3.0 1

254 2.2 22

Xd
x

o
x =
2.0

o
>
2.0+

1.5 A

Lo d 1.6 18 {

0.5
1.6 1.6

0.0 T T T T T T T T T T T T T u T T y
00 05 1.0 15 20 25 30 35 4C ) 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 o 500 1000 1500 2000 2500 3000

Xb time time

FIGURE 5.8 — We represent 10 simulations of the process (X¢(t),¢ = 0) for e = 0.001,
X¢(0) = (2,1.5). (a) : We represent X5(t) as a function of X (t). (b) : (X:(¢),t = 0).
(c) : (Xg(t),t =0). We observe on (b) and (c) that before reaching the diagonal H the
dynamics is unique. On H, the process evolves with speed in F(z) for x € H.
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The proof of Theorem [5.4.17|is based on [36, Theorem 1] recalled in Appendix. We
start by writing the process X¢ as a time-changed Markov chain. We first re-write the
generator L€ as follows

Lola) = [ (ola 1) - (@)= ke, )

2 €
+

where k<(z, dh) =
Mt Ay ([ (1= 220220 g s

and pf is the image measure of p by the map h — eh. The following lemma is proved
in [32, Ch. 4, S. 2, p. 163].

Lemma 5.4.19 ([32]). Let 7 = sup,,nL(0). Let (Y(k),k = 0) be a Markov chain
with jump law

k€(z,dh) = wke(az, dh) + <1 — ”1(0)) So(dh)

T T

and A€ be a Poisson process with intensity 7/¢. Then the processes X and Y¢(A€) have
the same law.

Then we are led to study the Markov chain (Y(k), k = 0). We first define the drift
of the Markov chain Y by

ge(x) = E[Y*(1) = Y(0)[Y*(0) = «].

A simple calculation gives us

Vie {1,2), Veel, g.(z)= 6”5107(0) JR Aw +e(h)) = M@)oy ).an

VeeH, gx)=0.

Then, we write the Markov chain Y€ as a stochastic approximation algorithm
Ye(k +1) = Ye(k) + gUE(k) + g (V(k))

where U¢ is a martingale difference sequence. Assumptions of Theorem are clearly
satisfied. In order to apply it, we compute the following set-valued map

VeeV, H(zx)=conv {aCCE_)OTgG(m ) cat — x}
€

where conv(A) denotes the smallest convex set which contains A and acc.o7g.(z¢)/e
is the set of accumulation points of the sequence 7¢g.(z¢)/e as € tends to zero.
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Lemma 5.4.20. The set-valued map H satisfies
Vie{l2}, VreU. H()={(f(x1)}

VreH, Hz)= {a( flw) ) L (1—a) ( f(;v) ) (v, 0) € [0,1]3}

e—)\(x)(xb AZq) 7l (0) U 1
= z h?k(h)dh hk(h)dh ) .

e =g ([ rewadn [ unkan)

Démonstration. Let i € {1,2}. Let K be a compact subset of U;. Let § > 0. We fix

€0 > 0 such that for all x € K, ¢ < ¢ and h € [0,1], we have x + €(h); € U;. The

map A is differentiable on U;. Hence, for all (z,¢,h) € K x [0, €] x [0,1], there exists

0 € [x,x + €(h);] such that

Mz + €(h);) — AMx) = €(h);.VA(D).

where

Let x € K, we have

) (fa 1)),

€

| s esman - e, |

Ry

hgk(h)dh‘
< e 5O [ [9A@)), ~ (VAW k)

By Proposition [5.4.1] the map VA is Lipschitz on U; with some Lipschitz constant C.
We deduce that

@) (e, 1)),

€

—1
< ESUPerQnm(O)C f h3k;(h)dh.
Ry

We obtain that 7¢¢/e converges uniformly on all compact subsets of U; and we conclude
that for all x € U;, H(x) = (f(z,1));.
Let z € H. We first show that

{aa%ﬁ07%5f>;xe_+x}:: U (@ w)i ue[0,1]). (5.32)
i€{1,2}

We prove the inclusion from right to left. Let ¢ € {1,2}, let u € [0,1], we define the
sequence ¢ = x — €(u);. We have

g (2°) _ <J Max —e(u); +€e(h);) — Mz — €e(u);) k(h)(h)dh) nLe(0)
€ R, € ’ 2
B <fu Max —€e(u); + e(h);) — Mz — E(U)Z)k(h)(h)zdh
. Jl Mz — e(u); + e(he)z) — Mz — €e(u);) k:(h)(h)zdh> ni,Q(O)
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For all h € [0, u], we have [x — €(u);,  — €(u — h);] < U;. So we can find 0 € [z — e(u);, z — e(u — h);]
such that Az — e(u — h);) — Mx — €(u);) = €(h);.-VA(6). By Proposition [5.4.1] (ii), we
deduce that

f“ Mz — e(u); + e(h);) — Mz — e(u);) k(h)(h)sdh — M fu(lf)i k(h)dh

0 € G(x) 0
as € tends to zero. For all h € [u, 1] we have A(x +€e(h—u);) = A(z). We deduce similarly
that
1 _ , A _ , —Az)(zprza) 1
J e el Al = A=A gy gan - G(x) f (h)iu k(h)dh
u € u

as € tends to zero. We conclude the proof of the first inclusion arguing that ml.(0) —
nL(0) as € tends to zero.
We prove the inclusion from left to right. Let z € V. If x € H then we have

g°(x) = 0. (5.33)
If x € U;, for some i € {1,2}, then we have

7g"(x) niUD‘[1A(x'*G(h%)“A(I)kUw(hpdh

0 €

€ 2

Moreover for all €, h there exists 6 € [z, z + €(h);] such that A(x+€(h);) —A(z) < aé\i(j) eh.
We deduce that

rﬂwlgﬁm)lwwmmm% (5:34)

€ 2 )y Ox;

From (5.33) and (5.34), we deduce easily the second inclusion in ([5.32). We conclude
that

7ge(7°)

conv {acceﬁo x> x} = conv {Ujeq 2 {(f(z,w)); s we [0,1]}} = H(z).

]

In Lemma [5.4.22] we prove that differential inclusions associated with H and F have
identical solutions. Before, we give a technical lemma.

Lemma 5.4.21. Let = € H. Let (u,v,a) € [0,1]° and let

mza(ﬂ%m>+ﬂ—®<f£w)eH@)

Assume that m ¢ F(z). Then we have af (z,u) # (1 — a) f(z,v).
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Démonstration. We prove the lemma by contradiction. Assume that af(z,u) = (1 —
a)f(x,v). Then we obtain that

L[ e
— x,u)+ f(x,v
M=o\ 2wl |-

We assume without loss of generality that f(z,u) < f(z,v). Then we obtain that
O < 2f(x7u)f(mv’”)

= flzu)+fz,w)
from [0,1] to [0, f(z,1)]. Hence there exists w € [0, 1] such that f(z,w) = 2L&wilzo)

< f(x,v). Finally we remark that the map s — f(x,s) is a bijection

fzu)+ f(z,0)
that allows us to obtain the contradiction. O]
Lemma 5.4.22. Any solution of
z(0) = 2°. '
is a solution of .
x(t
“0 e H(x(t), tel0,T] (5.36)
z(0) = 2°. '

and conversely.

Démonstration. For all x € V, we have F(z) € H(x). We deduce that if (z(t),t € [0,T])
is a solution of then it is a solution of (5.36). Assume conversely that there exists
a solution (z(t),t € [0,T]) of which is not a solution of (5.35). We deduce that
there exists ¢ty € [0,7] such that z is differentiable at to, dx(to)/dt € H(x(ty)) and
dz(tg)/dt ¢ F(z(tp)). Then we have x(ty) € H and dx(to)/dt ¢ F(z(to)).

We now deduce the contradiction. By Lemma [5.4.21] we obtain that dxfi(tto) # dx‘ésfo).

Without loss of generality, we may assume that dxgtto < dxéito). Since xp(to) = xq(to),
there exists an interval |to, 1] such that for all s € Jto, t1[, z(s) € U;. Assume that for
all s € |to, t1[ such that z is differentiable at s, we have

dz4(s)
dt
The solution x of the differential inclusion (5.36]) is absolutely continuous. Hence for

all s € |to, t1], za(s) = za(to) = xp(to). Since x(s) € Uy, we obtain that z,(s) < xp(to).
It is absurd since x;, is non-decreasing and hence it contradicts (5.37). So, there exists

~ 0. (5.37)

So € |to,t1] such that x(sg) € Uy, x is differentiable at sy and satisfies dm‘éi(tso) > 0.
However, z is a solution of (5.36|) that leads to the final contradiction. O

We now give the proof of Theorem [5.4.17} It is a direct consequence of [36, Theorem
1] recalled in Appendix A.3.
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(a) (b)

1 xp 1 Tp

FIGURE 5.9 — (a) : Representation of H. (b) : Representation of F.

Proof of Theorem[5.4.17. Let T > 0 be fixed. By Lemma [5.4.22] and Theorem
we deduce that for all 6 > 0 we have

lim P inf sup |Y(|[tr/e]) —x(t)] > | = 0. 5.38
lny (xESFW)tE[O% (/) — (1) ) (5.39)

We conclude by using similar arguments as in the proof of [36, Theorem 4]. Since A€ is
a Poisson process with parameter 7/¢, we obtain that for all § > 0,

i (Sup A - ) > 75) <L (5.39)

We have P (inf e, (1,20) supyer | X(t) — z(t)| > 6)

2eSp(T,x0) t<T

<P ( inf  sup {|Y6(A€(t)) — (“p) |+ | <6A7(t)> - x(t)|} > 5) . (5.40)

2€Sp(T,x0) t<T

—P ( inf  sup |[V(AS(H) — 2(t)] > 5)

Let € Sp(T,2") be a solution of the differential inclusion (5.31)). For almost all ¢ €
[0, T, we have dz(t)/dt € F(z(t)). Since sup,., sup{F'(x)} < 400, we deduce that there
exists Cr > 0 such that for all y € Sp(T, 2°), for all s,t € [0, T], |y(t) —y(s)| < Cr|t—s|.
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We deduce that (5.40)) is less than
Ac(t Ac(t
P ( inf {Sup VE(AS(t)) — a (6()) |} t Cpsup| Oy 5)
T t<T

z€Sp(T,x%) | ¢<T T

<P < inf  sup [YS(A“(t)) — = (EA;“)) > 5) L P (CT sup Gy 5)

z€Sp(T,z%) t<T T

and we conclude by using (5.38)) and (5.39)). O

5.5 Discussion

In the present article, we studied the genotypic/phenotypic evolution of a population

with a trait structure describing a simple class of life-histories. We built a stochastic
individual-based model in a framework that is continuous for time, age and trait. The
trait is a pair of parameters (xp,x4) characterising the age at end-of-reproduction
and the age at transition to a non-zero mortality risk x4;. The model sees two origins
of phenotypic variation. First, the genetic mutations that are supposed to be rare and
do modify the traits symmetrically - equal probability to increase or decrease the face
value of the parameter. Second, we model the Lansing effect which can be considered
as an epigenetic mutation affecting the progeny of an “old” individual. It is acting on a
much faster time-scale - one generation - than genetic mutations and has only a negative
effect on the life expectancy of the progeny. We must admit that we have chosen here
to model the Lansing effect by an extremely strong effect on the descendant. Indeed,
it acts at each generation and degrades dramatically the life-expectancy of the descen-
dant. Although, it would be interesting to later study more generally and realistically
the impact of epigenetic modifications on the genetic evolution, we chose this strong
effect here to accelerate evolution. Some aspects of this question have been studied in
[51]. Tt is based on the fact that epigenetic modifications are more frequent than ge-
netic mutations [77]. We think it would be interesting to develop adaptive dynamics
theory using this new framework. Nevertheless, multiple experimental data do support
the existence of a Lansing effect in a broad range of organisms.
We studied the long term evolution of the trait using adaptive dynamics theory and
wrote the T'SS process associated to the microscopic model. The main mathematical
result of the present work concerns the behaviour of the T'SS when mutations are small.
We show in Theorem that the behaviour of the TSS towards the limit is cha-
racterised by a differential inclusion whose solutions are not unique on the diagonal
H = {x, = x4}. This differential inclusion allows to generalize the canonical equation in
order to consider the non-smooth fitness gradient. The proof is based on [36]. Thanks
to this approach, we show that the evolution of our model, whatever its initial confi-
guration, leads to the apparition and maintenance of configurations (xy, z4) satisfying
Ty — g = 0.
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To our knowledge, differential inclusions have never been used before in the adaptive
dynamics theory. In [I8],[19], [63], the fitness gradient is assumed to be a Lipschitz
function, which ensures the uniqueness of the solutions. Our approach seems to be very
useful for generalizing the canonical equation to situations where the fitness gradient is
neither Lipschitz nor continuous.

The drift associated with the differential inclusion depends on the fitness gradient which
satisfies (see Proposition

(5.41)

e~ Mz) (@ Azq)
Vie (L2}, Veel, w(:c)=()

G()

where A\(z) is the Malthusian parameter and G(z) the mean generation time associated
with the trait z. Hence the fitness gradient VA(z) describes the evolution’s speed of
the trait z. It can be related to the seminal work of Hamilton [42] on the moulding
of senescence. In this article, Hamilton states that senescence is inevitable because the
strength of selection decreases with age. To show it, he defines the strength of selection at
some given age ag as the sensitivity of the Malthusian parameter with respect to some
little perturbation on the birth or death intensities at age ag. He concluded arguing
that these quantities decrease to zero as ag tends to infinity. Similarly, formula
describes the sensitivity of the Malthusian parameter with respect to some perturbation
on the duration of the reproduction or the survival phase at ages x;, and x4. Then, they
can be interpreted as the strength of selection at ages z;, and x4 and describe the speed
of evolution of the traits x; and x4 in the canonical inclusion (5.31]).

The present article studies a case of bd-model with a strong Lansing effect and
constant competition applied to asexual and haploid individuals in order to validate
mathematically the favored convergence of x;, and xz, observed in the numerical explora-
tion. Further characterisation of this model is in progress, in order to better understand
the influence of its different parameters on the evolution of (zy, z4).

To conclude, our initial motivation for developing the bd-model was an attempt to
understand whether a phenomenon leading to a dramatic decrease of an individual’s
fitness could be selected through evolution with simple and no explicitely constraining
trade-offs. Indeed, in the past years, Rera and collaborators have identified and cha-
racterized a dramatic transition preceding death in drosophila (see [72], [73]) as well as
other organisms (see [74], [26]). We show here that, in conditions of uniform competition
- i.e. environmental limitation equally affecting all genotypes - a mechanism coupling
the end of reproductive capabilities and organismal homeostasis can and will be selec-
ted thanks to evolution. Thus, at least these two characteristics of senescent organisms
can directly be selected through evolution. In regards to the biological interpretation of
our model, our thesis is that individuals with a senescence mechanism associated with
the Lansing effect tend to produce more genetic variants - i.e. individuals - than those
without senescence. Hence, these individuals could show a higher evolvability. This ques-
tion is investigated in a on going work. This result is reminiscent of [84] that proposed
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a new selective mechanism for post-reproductive life span. It relies on the hypothesis
that it can evolve as an insurance against indeterminacy ; a longer life expectancy re-
ducing the risk of dying by chance before the cessation of reproductive activity. Here,
the maintenance of individuals with Lansing effect is the counterpart of individuals
with post-reproductive survival in our model where we observe a convergence of x;, and
zq. As discussed in [49], one of August Weismann’s concepts that persisted without
changes throughout his life is a conviction that “life is endowed with a fixed duration,
not because it is contrary to its nature to be unlimited, but because unlimited existence
of individuals would be a luxury without any corresponding advantage” (see [89]). To
our knowledge, broadly evolutionarily conserved manifestation of such a mechanism has
been described in vivo in the past years as the Smurf phenotype.
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Chapitre 6

Compléments sur le Chapitre 5

Ce chapitre porte sur des travaux en cours dans le cadre d’une collaboration avec
Sylvie Méléard, Michael Rera et Pierre Jolivet.
Dans le chapitre précédent nous avons étudié le "bd-model" sous I’hypothese que les
individus de trait (xp, z4) se reproduisant apres 'dge x4 transmettent a leur descendance
une espérance de vie plus courte : l'effet Lansing. Nous avons montré que sous les
hypothéses de la dynamique adaptative, la distribution du trait (z,24) se concentre
sur les configurations vérifiant x, = x4. Plusieurs questions se posent alors : quelle est la
dynamique du trait en 'absence d’effet Lansing ? Peut-on expliquer la présence d’effet
Lansing chez certaines populations d’individus, représente-t-il un avantage adaptatif ?

Sommaire
[6.1 Un modele plus général|. . . . . .. ... ... ........ 113
6.2 Le "bd-model" sans effet Lansing| . . . . . ... ... .. .. 114
[6.2.1 Parametre de Malthusl . . . .. ... ... ... ... ... .. 115
16.2.2 Etude de la dynamique adaptative| . . . . . .. .. ... ... 116
[6.3 Sur la sélection de l’effet Lansing| . . . . ... ... ... .. 122
[6.4 Un modele avec probabilité de mutation mutablel . . . . . 128

Dans la section 6.1 nous introduisons un modele plus général permettant de prendre
en compte deux types d’individus : avec ou sans effet Lansing..
Dans la section [6.2] nous étudions le modele sans effet Lansing, du point de vue de la
dynamique adaptative. A I'aide de simulations, nous conjecturons que la distance entre
les traits x, — x;, se stabilise autour d'une grandeur positive, et cela sans la présence
d’aucun trade-off entre les traits x; et xp.
Dans la section nous abordons la question de la sélection de Ieffet Lansing. A P'aide
de simulations, nous montrons que sous certaines hypotheses, celui-ci peut représenter
un avantage adaptatif.
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La Section [6.4] est indépendante des précédentes. Nous introduisons un nouvel ingré-
dient au modele de sélection-mutation classique en supposant que le taux de mutation
est lui aussi soumis a des mutations. Il s’agit d’une perspective de travail que nous
pouvons placer dans le cadre de travaux sur I’évolution des taux de mutations [47],
[311,[3],[59].

6.1 Un modele plus général

A tout instant ¢ > 0 la population est représentée par une mesure ponctuelle

N

1
HtK(dl’, da, dm) = E Z 6(aji(t)7ai(t)7mi(t)) € M+(Ri X ]R+ X{O, 1})
1=1

ou z'(t) = (zi(t),z4(t)) € R est le trait de lindividu i, a’(t) € Ry son age et
m'(t) € {0,1} un marqueur décrivant si l'effet Lansing agit ou non chez l'individu
i. La dynamique est définie comme un processus de Markov déterministe par morceaux
qui évolue de la fagon suivante :

e Un individu (z,a,m) € (R*)? x R, se reproduit a taux B(z,a) = L,<,,. L'age
du descendant est 0 et il hérite du marqueur m du parent. Le trait y = (ys, y4)
du nouveau-né est déterminé par les deux étapes suivantes :

- Etape 1 : Si m = 0, le descendant hérite du trait du parent = = (xp, q). Si
m =1 et si a < x4, le descendant hérite du trait du parent z = (zy, 24).
Effet Lansing : Si m = 1 et a > x4, on suppose que le descendant porte le
trait (z,0). Notons Z le trait défini par & = x si a < x4 et T = (4,0) si
a > x4. On peut voir que x; reste inchangé et seuls les individus avec m = 1
et x4y < xp, sont concernés par le second type (3, 0).

- Etape 2 : Mutations génétiques. Une mutation apparait sur chaque trait
et #; indépendamment avec probabilité pyx € ]0,1[. Si le trait z;, mute, le
trait y, du descendant est y, = x, + hy ou hy € R est distribué suivant la
probabilité k(zy, hy)dhy; si le trait Z; mute, le trait y; du nouveau-né est
Ya = Tq + hgq ot hy € R est choisi distribué suivant k(24, hq)dhg, ol le noyau
k est défini pour tout ue R, et v € R par

k(u,v) = 3 (6.1)

ol 2 > 0.

e Un individu (z,a,m) a un taux de mortalité D(x,a) +nNE avec D(z,a) = L4y,
et n > 0. Chaque individu est soumis a la méme pression de compétition 7 de
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n’importe quel autre individu de la population et quelle que soit la valeur de son
trait.

e Entre les sauts, les individus vieillissent a vitesse 1 : un individu d’age a au temps
t al’'dge a + s au temps t + s.

Remarque 6.1.1. Si la condition initiale vérifie HI = 1,,0H{, alors pour tout temps
t>0,ona HE =1,_0HE. Cela signifie que I'effet Lansing n’agit pas. Il s’agit d'un
modele de type sélection-mutation avec structure d’age similaire a ceux étudiés dans
[81].

Si la condition initiale vérifie HIY = 1,,-;HJ, alors pour tout temps ¢ > 0, on a
HE =1,,1HE et l'effet Lansing agit chez tous les individus. Il s’agit du modele étudié
dans le Chapitre 5.

L’intérét d’introduire ce marqueur est de pouvoir considérer des populations mélangeant
les deux types d’individus : avec et sans effet Lansing.

6.2 Le "bd-model" sans effet Lansing

Dans cette partie, nous étudions le modele sans effet Lansing. La dynamique est
donc décrite par le processus (H[X);~¢ pour une condition initiale vérifiant

HE =1,,_oH.

A tout instant ¢ € R, on a HE = 1,,_oHF. 1l s’agit d'une dynamique de sélection-
mutation structurée en age similaire & celles étudiées dans [81]. En nous basant sur la
méthode utilisée dans [63], nous étudions la dynamique du trait sous les hypotheses de
la dynamique adaptative. Nous calculons les équilibres monomorphes (cf. Proposition
puis la fitness d’invasion. Comme pour le modele avec effet Lansing, nous obtenons
une relation simple entre la fitness d’invasion et le parametre de Malthus (cf. Proposition
6.2.8). Nous verrons qu’a la différence du modele avec effet Lansing, la fonction de
fitness d’invasion vérifie des propriétés de régularité suffisantes pour pouvoir décrire
le comportement limite en petites mutations du Processus de substitution des traits
par les trajectoires (uniques) de I’équation canonique des dynamiques adaptatives (cf.
Proposition . Nous présentons des simulations de cette équation ou ’'on observe
que le trait (zp, xp) se concentre sur des configurations (zy, x4) vérifiant z,— x4 = v > 0.
Nous énongons une conjecture sur le comportement en temps long de ’écart x, — x4 (cf.
Conjecture . Nous montrons ensuite un résultat intermédiaire (cf. Proposition

F2.19)
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6.2.1 Parametre de Malthus

Nous introduisons le parametre de Malthus associé a un trait = € R?. Pour cela, on
détermine les solutions (A\(x), N, ¢,) des probléemes aux valeurs propres direct et dual :

—0,N,(a )—11a>mdN( )=X< )N( )
{ = {00 N, ( Ny(a) =0, N,(0) =1, 02

aaéw(a) - ]1a>xd$x(a) + ]laéazb&x(o) = S\(x)éz(a)
{@(a) >0, ¢,(0)=1. (0

Ceci fait l'objet de la proposition suivante.

Proposition 6.2.1. Pour tout € (R%)?, il existe un unique triplet (A(z), N,, ) €
R x L' (R, ) x L*(R,) solution de (6.2)), (6.3). Le paramétre de Malthus A(x) est solution
de I’équation

Ty ~
J e (T =A@, — . (6.4)
0

La distribution stable des ages N, et le potentiel reproducteur ¢, vérifient

Ty

- ~ 1
N,(a) = exp (—(a — z4)+ — Mz)a), ¢.(a) = ﬂaéwb~f N, (a)da.
Ny(a) Jo
Démonstration. 11 suffit de résoudre les équations (6.2)) et (6.3)). Ceci est fait dans [69]
par exemple. O

Remarque 6.2.2. Le paramétre de Malthus A(x) décrit la fitness darwinienne associée
au trait x. On rappelle que A(z) désigne le parametre de Malthus avec effet Lansing
(cf. Chapitre [5). Notons que si , < x4 on a A(x) = A(z). Si 24 < 3, on a clairement
A(x) > A(z). Sans effet Lansing, les individus se reproduisant apres U'age 24 participent
a la croissance de la population. On peut observer que la distribution stable N, vérifie
eMm)aNx(a) = 1 pour tout a < x4. En effet, les individus ne meurent pas avant I’age
4. Le potentiel reproducteur ¢,(a) décrit la quantité de reproduction potentielle d’un
individu de trait x apres I'age a. Si a > =z, 'individu ne se reproduit plus, on a

ds(a) = 0.

Nous donnons des propriétés de régularité du parametre de Malthus. Nous mon-
trons que le gradient du parametre de Malthus s’exprime simplement en fonction de la
distribution stable des ages N,, du potentiel reproducteur (/ﬁx et du temps moyen de
génération G(z).

Proposition 6.2.3. L'application = € (R*)? > \(z) est de classe C' et on a

OMx) _ Nu(za)du(wa)  ONx) _ Nu(w)
&cd B G(I) ’ &cb é( ) (65)
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avec G(z) = §" aexp (—(a — z4)+ — Mz)a) da.

Démonstration. On note U; = {x € ]Ri cay < xg), Uy = {z € Ri DXy > xg) et

H:{LUERilxb:SCd}. ~
Pour tout z € Uy, le parametre de Malthus \(x) vérifie

Ty ~
J e @adg = 1.
0

D’apres le théoreme des fonctions implicites, on a

e U oA(x) _ e—}@)wb _ Nic(a:b) oX(x) Ny (24)a(24)
T Oxy G(x) G(z) & 0xq G(x)

I
o
I

R

Pour tout z € Us, le paramétre de Malthus \(z) vérifie

de ef:\(x)ada + e%d be ef(1+5\(1‘))ada -1

0 Zq

D’apres le théoreme des fonctions implicites, on a

ONz) et e M@)m _ Ny(mp)

Y U- = - =1

ety oxy G(x) G(x)
oNz) e §l e U Oda N (1), (z,)
ory G(x) a G(x)

On déduit que X admet des dérivées partielles continues sur (R%)? ce qui permet de
conclure. O

Remarque 6.2.4. Dans le cas "avec effet Lansing', nous avions observé que le para-
metre de Malthus A\(x) n’était pas différentiable sur la diagonale. En absence d’effet
Lansing, le paramétre de Malthus A(x) est différentiable sur (R*)?, ce qui simplifiera
notamment 1’étude de la dynamique adaptative.

Remarque 6.2.5. Les formules (6.5]) décrivent la sensibilité du parametre de Malthus
a une perturbation du trait z, ou x4. On retrouve les formules de [42],[I5] décrivant la
force de sélection age-spécifique.

6.2.2 Etude de la dynamique adaptative
Equilibres monomorphes

Soit = € ]Ri. On détermine tout d’abord les équilibres monomorphes associés a une
population de trait z. La dynamique monomorphe est décrite par la solution (n,(¢,.),t =
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0) e C(Ry, LY(R,)) de I'équation aux dérivées partielles suivante :

{@nx(t, a) + O,n.(t,a) = (]lamd +n S}m ng(t, a)da) n.(t,a) (6.6)

n,(t,0) = §o* n.(t,a)da, (t,a) e R%.
Il s’agit de I’équation de Gurtin MacCamy (cf. [38]). On introduit I'ensemble de traits
Y = {xeRi:xb>$d—10g(z’d) sixy > xg; xp > 1sixp, < x4}

pour lesquels I'équation admet une solution stationnaire non-triviale, comme le
montre la Proposition ci-dessous. Nous donnons d’abord un lemme.

Lemme 6.2.6. On a : B .
V={zeR}:A(x)> 0},

et pour tout = € V, A(z) < 1. De plus, Papplication = € V — VA(z) est lipschitzienne.

Démonstration. Pour tout z € RZ, on définit R(z) = ;" exp (— §§ Lo da) da. Soit
x € Uy, alors on a R(x) = z, et R(z) > 1 si et seulement si x, > 1. Soit z € Us,
on a R(x) = x4 +1 — e ™ et on déduit que R(z) > 1 si et seulement si z, >
zqg — log(zg). On conclut pour la premiére assertion en remarquant que Iapplication
A {0 exp (— §§ Lasa,da — Aa) da est strictement décroissante. Montrons que A est
bornée supérieurement par 1. Supposons qu'’il existe z € V tel que :\(w) > 1. On en
déduit que

Tp _ Th

1= f e~ (e=ra)+=A@)ag, f e “da=1—e"",

0 0
ce qui est absurde et permet de conclure. La seconde assertion se démontre en remar-
quant que l'application z € V — VA(z) est différentiable sur U; u U, et admet des
dérivées partielles bornées. O

Proposition 6.2.7. Pour tout z € V, il existe un unique équilibre globalement stable
n, € LY(R,) a I'équation (6.6), c’est & dire solution de

{_aanz@) — (D) + efy, 70) mla) = 0 ©.7)
1,(0) = 5 B(z, )7 (a)dar

qui vérifie ¢ §, 7, (a)da = A(z).

Démonstration. La démonstration de I'existence est immédiate en intégrant la premiere

équation dans et en utilisant que (cf. Lemme [6.2.6)) :
V={zreR::\z)>0}

Le comportement en temps long des solutions de 1’équation est étudié dans [87)
Section 5.4]. n
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Fitness d’invasion

Nous calculons la fitness d’invasion 1 — Z(y,z) d’'un mutant de trait y dans une
population résidente de trait x en suivant la définition donnée dans [63, Théoreme 3.4] :
1—Z(y, x) est définie comme la probabilité d’extinction d’un processus de branchement,
structuré en age de taux de naissance B(y, .) et de taux de mort D(y,.) + ¢, T.(a)da.
La proposition suivante se démontre de maniere similaire a la Proposition [5.4.7]

Proposition 6.2.8. Soit y € (R2)* et 2 € V, la fitness d’invasion vérifie

1 — 2(y, ) = max(A(y) — A(z),0).

Nous sommes en mesure de définir le Processus de substitution des traits. On énonce
I’analogue du Théoreme [5.4.13| pour le cas sans effet Lansing.

Proposition 6.2.9. Soit z € V. Soit (H)x une suite de mesures aléatoires telle que
HE converge en loi vers une mesure déterministe de la forme 6,n%(a)da lorsque K — co.
Alors la convergence suivante a lieu au sens des marginales fini-dimensionnelles :
(HX . t=0)— (Hy,t=0)
2k (1-pK)

avec Hy(dx,da) = dx,nix,(a)da ou (Xit = 0) est un processus de saut pur issu de
Xo = z et dont la loi est définie par le générateur L, défini pour tout fonction mesurable
bornéegp:f)—»Ri et x €V par :

Lep(x) = JRQ (p(z + 1) = p(2)) Mz + h) = Ma))7a(0)u(z, dh), (6.8)

01\1 /,L(x,dh) _ 50(dh2)k(1’,h1)dh1;50(dh1)k(x,h2)dh2.

Remarque 6.2.10. On notera que le processus défini par le générateur differe
légerement du Processus de substitution des traits étudié dans [63] car les deux com-
posantes x;, et x4 n’évoluent pas en méme temps.

On g’intéresse au comportement du Processus de substitution des traits sous les
hypotheses de petites mutations. Pour tout e > 0 on définit X(t) = eX(%). A la
différence du cas "avec effet Lansing" (cf. Chapitre 5), le parametre de Malthus \ est
ici suffisamment régulier (gradient lipschitzien) pour que le comportement limite du
processus X € lorsque € — 0 soit décrit par la trajectoire (unique) d’une équation diffé-
rentielle ordinaire.

Proposition 6.2.11. Soit T > 0. On suppose que X¢(0) converge en loi vers 2° € V.

Alors la suite de processus (X€)..o converge en loi dans ID([0,T],V) vers la solution
(x(t),t = 0) de I'équation différentielle ordinaire

T = e G0 [ he ). (©9)

issue de z(0) = z°.
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Démonstration. Tout d’abord, notons que I'application z € V — VA(I)HIT(O) Sm h2k(z, h)dh
est lipschitzienne. Ainsi le Théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique : on a existence

et unicité des solutions (z(t),t = 0) < V de . Notons L le générateur associé a
I’équation canonique, défini pour toute fonction ¢ : V — Ri de classe C! par

Lo(z) = [Vo(z).VA(2)] ”2(0) JR h*k(x, h)dh,

et L€ le générateur infinitésimal du processus X donné par

D’aprés le Lemme [6.2.6, application 2 € V — VA(z) est lipschitzienne et on déduit
que :

Az + €(h);) — Mx)) _ hé‘j\(x) 0,

su
b 63;1 e—0

zeV

ce qui permet d’obtenir que |[L¢¢@ — L e 0 et de conclure par des arguments
e—

classiques. O

Remarque 6.2.12. On observe que I'équation fait intervenir le gradient du pa-
rametre de Malthus VA(z) qui vérifie

Y . 1 N:c (271))
VAW = a0 (b.oaitten )

On retrouve les formules présentées en introduction (cf. Section décrivant la force
de sélection aux ages xy et x4. Ainsi, notre modele permet de donner un sens dynamique
a cette notion de force de sélection age spécifique en tant que vitesse d’évolution des
traits x;, et x4 sous les hypotheses de la dynamique adaptative.

On observe que lorsque ¢ tend vers l'infini, VA(z(t)) — 0, ce qui signifie que la vitesse
d’évolution des traits x;, et x4 tend vers 0. Au bout d’un certain temps, il n’y a plus
vraiment d’avantage sélectif a vivre plus longtemps ou a se reproduire plus longtemps.
Par ailleurs, notons que le gradient de fitness est inversement proportionnel au temps
moyen de génération G (x). Nous retrouvons ainsi le fait qu’il est avantageux de posséder
des temps de génération faibles, favorisant ainsi la vitesse d’évolution vers des traits
plus adaptés.

Notre objectif premier est de montrer 'apparition du phénotype Smurf (cf. Section
correspondant & des individus dont le trait (xy, x4) vérifie x, ~ x4, 2, > x4. Nous
répondons partiellement & cette question en analysant le comportement de I’écart x,(t)—
z4(t) ot z(t) désigne la solution de 'équation canonique (6.9). La figure représente
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10

Xd

Xp

FIGURE 6.1 — Les courbes noires représentent différentes trajectoires du Processus de
substitution des traits, pour différentes conditions initiales et une taille de mutation de
I'ordre de e = 0.001. La courbe rouge représente la diagonale H.

I'évolution de x4(t) en fonction de x,(t). Nous observons que 1'écart x,(t) — x4(t) semble
se stabiliser sur un nombre réel strictement positif v. Nous énongons la conjecture
suivante sur le comportement en temps long des solutions de I’équation canonique.

Conjecture 6.2.13. Soit z € V et soit (z(t),t > 0) une solution de I’équation canonique

issue de z. Alors la convergence suivante est vérifiée :

() — zalt) —> 08B)

t——+w 2

Remarque 6.2.14. Ce résultat que nous devons encore démontrer serait assez inna-
tendu. En effet, nous n’avons imposé aucun trade-off entre les deux traits x; et xy.

Nous donnons maintenant une proposition allant dans le sens de la conjecture(6.2.13
Nous donnons ensuite une remarque justifiant son énoncé.

Proposition 6.2.15. Soit 2° € V. Soit (2(t),t = 0) la solution de issue de °.
Alors, il existe ¢y, co > 0 tels que :
€2

0< llitmjgf(xb(t) — 24(t)) < limsup(z,(t) — 24(t)) < log(3 + € @)

t—+o0
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Démonstration. Soit (x(t),t = 0) une solution de issue de z(0) = 2° € V. On
montre que liminf, .o (zp(t) — z4(t)) = 0. Soit t = 0 tel que z(t) € Uy, i.e tel que
xp(t) < z4(t). On a dxy(t)/dt = 0 et

day(t) _ Tia(0) N(a(1)) 2
= s f k(2 (t), h)h2dh, (6.10)
olt Tapy(0) = A=z(1))/c JOO exp (—§; D a)da — Az (t))a) da et Mz(t) = MzP).

On en déduit qu'il existe une constante Cl( ) > 0 telle que dy(t)/dt > C1(x°) et donc
que liminf, ,, o (25(t) — z4(¢t)) = 0. On montre maintenant la borne supérieure. Soit
t = 0 tel que xp(t) — x4(t) > log(3). On a alors :

— . o(t) .
d(a(t) —za(t)) _ 1 eA(x(t))xb(t)e(mb(t)zd(t))_f " M)y (awal®) g,
dt G(z(t)) zaq(t)
. zq(t - -
_ 1 <6A<x(t>>zb<t>e(u(t)m(t)) _ L <67(1+A<z<t)>>xd<t> _ e<1+A<x<t)>>xb<t>>>
G(x(1)) L+ Az (t))

1 - - -
_ _ _ 2+ Max(t —Ma(t)rp(t) ,—(xp(t)—zq(t)) _ —Mz(t))zq(t)
TGmaam (@A ‘ ‘ )
)

e A@O)zalt

(L A@0) G ()
e~ Na(®)za(t)
(

< : -
(1 + Az ()G (2(1))

Comme () —z4(t) > log(3), on a 3~ (#(2alt) _1 < (. Par ailleurs, d’apreés le Lemme
6.2.6, on a A\(z(t)) < 1 et G est clairement bornée supérieurement. On en déduit que :

((2 + Az (1)) e~ AN @O-wa®) _ 1) (6.11)

(36—(%(75)—%(75)) _ 1) )

A(t) = zalt) _ e 0
dt 2sup G

(3¢~ (el =ra®) 1) . (6.12)

Par ailleurs on vérifie facilement qu'il existe une constante Cy(z?) > 0 telle que :

day(t) < Cy(a®)e A
dt
< Cy(20)e Mm@, (6.13)

ou l'on a utilisé que pour tout ¢ = 0, Mx(t)) = Mz°). Soit u la solution de du(t)/dt =
Cy(2°)e % vérifiant u(0) = 2° On vérifie facilement qu’il existe une constante

T
Cs(2%) > 0 telle que u(t) < Cs(x° ) + log(t)/\(z°). En utilisant I'inégalité (6 , on
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obtient que z(t) < C3(z°) + log(t)/A(2°). En injectant dans (6.12), on obtient qu’il
existe une constante Cy(2°) > 0 telle que sur {t € R, : z;(t) — x4(¢t) > log(3)}, on ait :

d(fb(t)d; zat)) C4t(f°) (3e—(En(O=2u) _ 1) (6.14)

Soit v la solution de
do(t) Cy(x9)

dt (A
vérifiant v(0) = 2y — 29. On vérifie facilement qu’il existe Cs(z%) > 0 tel que

. Cy(=Y)
v(t) = log (605( Risrenr g 3) :

(3e7v® — 1)

On conclut comme précédemment en utilisant ((6.14)) O

Remarque 6.2.16. La Proposition [6.2.15| répond en partie au probleme soulevé dans
I'introduction (cf. Section [1.3). En effet, elle montre que pour une condition initiale
x(0) = 2°, les traits se concentrent sur des configurations vérifiant

ClJ’,CiQ
Ty — Tq € [0, log(3 4 e (a-nroT )] ,

qui "correspondent" aux phénotypes Smurf.

Remarque 6.2.17. Nous expliquons maintenant les raisons pour lesquelles nous conjec-

turons la convergence x(t) — z4(t) — @. Notons que comme A(z(t)) — 1 lorsque

t — 400, le terme de droite dans (6.11]) se comporte comme

—(LHA @O (@) —za(t) _ 1) 3o 2@(t)—za(t) _
(24 Az(t)))e 1 3e 1

Le terme de gauche se comporte lui comme

o= A@O)za(t) 0

1+ Az(O)C()  2supC

Alinsi, si ce dernier terme ne tend pas trop vite vers 0 lorsque ¢ — +00, on s’attend a
ce que xp(t) — x4(t) — log(3)/2 lorsque t — +o0.
6.3 Sur la sélection de l'effet Lansing

L’effet Lansing décrit le phénomene suivant lequel "la descendance de parents vieux
vit moins longtemps que celle de parent jeune". Il s’agit d’un méchanisme non-génétique,
transmissible et réversible décrit pour la premiere fois dans [55] chez les rotiferes, puis
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chez l'espece Drosophila melanogaster dans [70]. Plus récemment, cet effet a été observé
dans la nature chez U'espece Passer domesticus (cf. [78]). Dans [67], il est montré que
sa présence chez 'espece Taeniopygia guttata (diamant mandarion ou zebra finch) est
associée a un raccourcissement des télomeres chez les descendants de vieux males. Dans
[70], les auteurs montrent que U'effet Lansing pourrait jouer un réle dans 1’évolution de
la sénescence. En effet, la théorie de 'accumulation de mutation (cf. [62]) explique le
vieillissement par des accumulations de mutations déléteres agissant aux ages avancés.
La force de sélection étant décroissante avec I’age, ces mutations ne sont pas éliminées et
provoquent le vieillissement. L’effet Lansing a tendance a faire décroitre plus rapidement
la force de sélection et donc a faciliter cette accumulation de mutations déléteres.

A notre connaissance il n’y a pas aujourd’hui d’explication adaptative de la présence
d’effet Lansing. Il serait intéressant de comprendre dans quelle mesure 'effet Lansing
peut représenter un intérét adaptatif, et ainsi étre présent chez certaines sinon toutes
les especes.

Rappelons notre modélisation de I'effet Lansing. Nous avons supposé qu’un individu de
trait (zy, 24) avec x4 < x3, se reproduisant apres I’age x4 transmettait a son descendant le
trait Z4 = 0. Ainsi la force de sélection aux ages a € |4, 3] est nulle car la descendance
d’un individu se reproduisant a ces ages n’est pas viable. Cependant, nous allons montrer
que la force de sélection a I’dge x4 est plus importante que chez des individus sans effet
Lansing. Cette observation nous pousse a émettre I’hypothese suivante : malgré le fait
que l'effet Lansing ait un effet négatif sur les fitness individuelles, il peut agir comme
un accélérateur de 1’évolution.

Approche numérique.

Afin de tester cette hypothese, nous procédons de la fagon suivante. Nous mettons en
compétition deux populations monomorphes de tailles égales : I'une avec effet Lansing
et 'autre sans. De plus, nous supposons que les deux populations sont monomorphes
de traits xo et &y vérifiant A\(zq) = A(Zo) (on rappelle que A(zo) et A(Zo) désignent
les parametres de Malthus respectivement associés aux individus avec et sans effet
Lansing et sont définis respectivement par et (6.4)), c’est-a-dire qu’elles possédent
la méme fitness. En calculant numériquement les parametres de Malthus on peut vérifier
que si zy = (1.5,1.3) et Zo = (1.5,0.82) on a A(z) = A(Z) = 0.42. En résumé, nous
considérons une donnée initiale HEX vérifiant

J 1yewome1 HE (dz, da, dm) = J 1y meoHE (dz, da, dm) = 5000.
S x R4 x{0,1} S x R4 x{0,1}

Nous supposons que seul le trait x; mute (le trait z;, est fixé). Le résultat des simulations
est donné dans la Figure Lorsqu’il n’y a pas de mutation (pg = 0), on observe que
les deux populations coexistent, ce qui est consistant puisque les deux sont supposées
avoir la méme fitness. Plus la probabilité de mutation est grande, plus l'effet Lansing
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est sélectionné. Ceci conforte donc la these selon laquelle 'effet Lansing permettrait
aux populations de s’adapter plus rapidement.

Justification théorique

Nous proposons une explication théorique pour ces observations en nous basant sur

les gradients de fitness, c’est a dire les dérivées du parametre de Malthus par rapport
a la variable de trait. Nous calculons les fonctions 4 € [1,1.5] — A((1.5,z4)) € [0, 0.6],
x4 € [1,1.5] — AM((1.5,24)) € [0,0.6] (qui sont des bijections), puis les fonctions z4 €
[1,1.5] — OA(1.5,24)/0xq, x4 € [1,1.5] — OXN(1.5,24)/0z4. On peut ainsi représenter
sur la Figure les dérivées partielles de la fitness par rapport a la variable x4 en
fonction de la fitness : A € [0,0,6] — OA(1.5,24)/0x4 et X € [0,0,6] — ON(1.5, 24)/0xq.
On observe que pour tout z et Z tels que A(z) = A(z), on a dX(z)/dzg < ON(Z)/0%4. A
fonctions de fitness égales, la force de sélection est plus importante chez la population
avec effet Lansing. Cette population va donc évoluer plus rapidement, atteindre des
fitness plus élevées et ainsi pouvoir envahir la population.
A notre connaissance, cet aspect conférant a l'effet Lansing un intérét adaptatif n’a
pas été abordé dans la littérature. Notons tout de méme larticle [51] ou les auteurs
s'intéressent a l'impact des modifications épigénétiques sur 1’évolution phénotypique
des populations. Ils montrent que l'interaction entre les mutations épigénétiques et
mutations génétiques, les premieres agissant sur des échelles de temps plus courtes que
les secondes, peut affecter 'adaptation et I’évolution des populations.

Code Python pour les simulations

Nous donnons ci-dessous le code Python pour les simulations de la Figure [6.3] 1l
s’agit d’une légere modification du code présenté en Section afin de prendre en
compte les deux types d’individus (avec ou sans effet Lansing).

# saisie parametres

intensite_competition = 0.005
p mut = 1.0
var_mut = 0.05

nombre saut = 200000
taille__population = 1000

#distribution initiale des traits
trait = numpy.ones ((taille population, 2))

for k in range(int(len(trait[:, 0])/2)):

trait [k, :] = tirage_pop__uniform () # population avec lansing
for k in range(int(len(trait[:, 0])/2), len(trait[:, 0])):

trait [k, :] = tirage pop_uniform () #population sans lansing

#matrice de la population
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FIGURE 6.2 — On représente les tailles des deux sous-populations (avec et sans effet
Lansing) en fonction du temps, pour différentes probabilités de mutations. Chaque
courbe est une moyenne sur 20 simulations pour une population initiale de taille 10000.
Courbe noire : population avec effet Lansing et trait initial = = (1.5,1.3), A\(z) = 0.42.
Courbe grise : population sans effet Lansing et trait initial Z = (1.5,0.82), A\(Z) = 0.42.
(a) :pg =00 =0.05. (b) : px = 0.5, 0 =0.05. (¢) : px =1, 0 = 0.008.
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FIGURE 6.3 — Courbe pointillée (sans effet Lansing) : représentation de l'application
A € [0,0,6] — ON(1.5,x4)/0x4. Courbe pleine (avec effet Lansing) : représentation de
I'application A € [0,0,6] — OA(1.5,x4)/0z4.

population_0 = numpy. zeros ((len(trait[:, 0]), 7), order="C’, dtype=numpy.
float32)
population_0[:, 0:2] = trait # traits
population_0[:, 2: 4] = 0 # temps de naissance et mort
for 1 in range(len(population 0[:, 0])):
population_0[1, 4] = 141 # id individu
population_0 [: taille_population/2, 6] = 1 # avec lansing

population_0[taille _population /2:, 6] = 0 # sans lansing

# taux de naissance individu de trait x et d’age a

def b(x, a):
if a <= x[0]:
u=1
else:
u= 0.0

return u
# taux de mortalite intrinseque d’un individu de trait x et d’age a

def d(x, a):
if a>x[1]:
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u=1
else:

u= 0.0
return u

# intensite globale max par individu
intmax = 2 4 intensite_ competition

# effet lansing
def trait__herite(x, u):

if x[1] > 0:
if uw<x[1]:
r = X
else:
r = [x[0], dmth(x[1])]
else:
r = x
return r

# effet des mutations

def mutations(x):
trait mut = x

proba_mut = numpy. zeros (2)

for i in range(2):
proba_mut[i] = numpy.random.binomial (1, p_mut)
if proba_mut[0] = 1:
trait_ mut [0] = dm(x[0])
if proba_mut[l] = 1:
trait_mut [1] = dm(x[1])
return trait mut

#fonctions pour acceptation/rejet
def acceptation_rejet_naissance(t, a, n):
return b(t, a)/(intmaxxn)

def acceptation_rejet_mort(t, a, n):
return acceptation_rejet_naissance(t, a, n) + (d(t, a) + (n—1)x
intensite_competition) /(intmaxxn)

# fonction simulant une transition du processus de Markov.
def transition(p, temps):
viv = p[(p[:, 3] = 0), :]
n len (viv [:, 0])
temps__maximal = random.expovariate (1) /(intmaxs*nsn)
u = random. uniform (0, 1)

ind = random.randint (0, n—1)
w = temps — viv[ind, 3] 4+ temps_maximal
while u > acceptation_rejet_mort(viv[ind, :2], w, n):

temps__maximal += (random.expovariate (1) /(intmax+n+n))
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u = random. uniform (0, 1)

ind = random.randint (0, n—1)
w = temps — viv[ind, 2] 4+ temps_maximal
s = viv[ind, :]
if viv[ind, 6] = 1:
s[:2] = trait__herite(s[:2], w)
s[6] =1
else:
s[: 2] = s[ 2]

wn

if u <= acceptatlon rejet_naissance(s[:2],

cl = [temps + temps maximal, 0.0, p[—1, 4]

p = numpy. vstack ((p, numpy. append(mutatlons
cl)))) # ajout a la population

else:

pl(p[:, 4] = s[4]), 3] = temps + temps_maximal

temps += temps_maximal

return p, temps

w, n):
+ 1, s[4], s[6]]
(s[:2]), numpy.array (

# simule trajectoire du processus sur un nombre de sauts donne
def trajectoire(p):

n = len(p[(p[:, 3] = 0), 0]) # taille
population
temps = 0 # instant de la
dynamique
for c¢s in range(0, nombre_saut):
if n>= 1:
x = transition(p, temps) # transition du
processus
p = x[0] # matrice pop
temps = x[1] # instant du saut
n = len(p[(p[:, 3] = 0), 0])
print cs
else:
break
return p # renvoie 1’etat de la

pop a 1’instant "temps"' et "temps"

6.4 Un modele avec probabilité de mutation mu-
table

Avec T'hérédité des caracteres et la sélection naturelle, les mutations constituent
I'un des ingrédients de l'évolution. Une question naturelle est alors la suivante : a
quelles fréquences les mutations apparaissent chez les individus ? Pourquoi observe-t-
on des taux de mutation élevés chez certaines espece et faibles chez d’autres? Cette
variabilité observée suggere que les taux de mutations peuvent étre eux aussi soumis
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aux différentes forces de I’évolution. De nombreux travaux ont été développés sur le
sujet [47],[31],[3],[59]. Tls montrent notamment que chez de nombreuses espéces, les
taux de mutations ont tendance a se stabiliser sur de faibles valeurs. Nous proposons
un modele simple permettant d’étudier ce type de question. On considére le couple
(z,p) ou x est le trait phénotypique et p la probabilité de mutation comme un trait
soumis aux mutations. Un individu de trait x = (z,p) et d’age a se reproduit a taux
B(z,a). Avec probabilité p, une mutation apparait et modifie le trait x suivant une
distribution k(x,y)dy oty = (y,q) sur S x [0, 1]. Ainsi, on peut décrire la dynamique
macroscopique de la population par une densité n;(x,a) qui évolue suivant I’équation
aux dérivées partielles :

{&mt(x, a) + 0,ni(x,a) = — (D(x, a) +clg, g, mu(y, a)dyda)

nt(x,0) = (1 —p) S(J)roo B(z, a)n(x, a)da + § < [01]xs 1B, )k (y, x)n(y, o) dydor
(6.15)
ou ¢ > 0 est 'intensité de compétition et D(z,a) le taux de mortalité intrinseque.
Cette équation est similaire a celle étudiée dans le Chapitre [3] Cependant, le fait que
la probabilité de mutation ne soit pas fixée modifie le comportement des solutions.
Donnons les idées. L’étude du probleme stationnaire se ramene a celui d’une famille
d’opérateurs r) + J, qui vérifient

(12 + 3056) = (1= PGSO + | akaly ) f(v)dy.
S x[0,1]

Ces opérateurs different de ceux étudiées dans le Chapitre [3 En effet les quantités
(1 — p)ra(x) et gK (y,x) s’annulent respectivement en p = 1 et ¢ = 0. Ceci im-
plique notamment que ’équation admet des solutions stationnaires de la forme
n(dx,da) = p(dx)Ry«(z,a)da ou \* vérifie Fyx = 1 et le support de la mesure p est
inclus dans l'ensemble {(x,0) € S x [0,1] : ry«(x) = Trx}.
Nous présentons maintenant des simulations du modele bd (cf. Chapitre |5) en intro-
duisant des mutations sur le taux de mutation p. Par ailleurs nous conditionnons la
distribution des mutations afin que le trait (zy, z4) reste dans le cube [0,2] x [0, 2]. La
fitness (i.e le parametre de Malthus) admet alors un maximum en le trait (2, 2).
Nous observons sur les simulations présentées dans la Figure que la distribution
du trait (zy,24) atteint rapidement des valeurs proche du trait optimal (2,2). Dans
un premier temps, la probabilité de mutation fluctue autour de grandes valeurs puis
décroit vers 0. Cette décroissance entraine une concentration plus forte sur le trait op-
timal (2,2). Donnons un argument heuristique pour ces observations. Dans un premier
temps, il peut étre avantageux pour un individu peu adapté (c’est a dire avec une fitness
faible), d’avoir un taux de mutation élevé, permettant ainsi de générer des mutants, po-
tentiellement mieux adapté. Une fois que la population a atteint des fitness élevées, il
n’y a plus d’'intérét adaptatif a générer des mutants et le taux de mutation diminue.
Cette diminution entrainant une concentration plus forte autour des traits optimaux.
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FIGURE 6.4 — On représente 1’évolution de la distribution des trait (zy, x4, p) pour une
population initiale de taille Ny = 1000 et dont les traits des individus sont uniformément
distribués sur [1,2] x [1,2] x [0,1]. (a) : dynamique du trait x,. (b) : dynamique du
trait x4. (¢) : dynamique de la probabilité de mutation p.
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Annexe A

Operator Theory

In this appendix, we recall some well-known results about spectral theory for boun-
ded linear operators on Banach space and positive operators.

A.1 Resolvent and spectrum

Let (X, |.|) be a complex Banach space. We denote by B(X) the set of all bounded
linear maps from X to X. Let 7" € B(X). We denote by |T'|,, = supj,_; [|T(z)] the
operator norm of 7.

Definition A.1.1. Let 7' € B(X).

(i) The resolvent set of T'is R(T) = {z € C: (21 —T)! € B(X)}. For all z € R(T),
the linear map Ry (z) = (2I —T)! is called resolvent of T at point z.

(ii) The spectrum of T is o(T) = C\R(T) and the spectral radius of T is p(T) =
sup{|z| : z € o(T)}.

(iii) The essential spectrum of T is the set 0.(T) of z € o(T') which satisfy at least
one of the following condition : (1) the range of zI — T is not closed ; (2) z is not
isolated in o(7T); (3) Ups1ker((zI — T)™) is infinite dimensional. The essential
spectral radius of T is p.(T) = sup{|z| : z € 0.(T)}

Remark A.1.2. There are different definition of the essential spectrum in the litera-
ture, which are not equivalent. The definition we choose has been introduced by Browder

[9].
Definition A.1.3. Let 2y be a pole of the resolvent. Let

+o0

Rr(z) = > ag(z — z)* (A1)

k=—m

be the Laurent expansion of Ry near z, where a;, are linear operators on X and a_,, # 0.
The integer m is the order of the pole zo. Then P(T) := a_; is the projector onto the
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space ker((zI — T)™). The dimension of ker((zI — T)™) is called algebraic multiplicity
of zp.

The following characterisation of the essential spectrum is very useful. It is proved
in [9, Lemma 17].

Proposition A.1.4. Let T' € B(X) and z € o(T). Then, z ¢ 0.(7) if and only if for
some m € N*| z is a pole of the resolvent of order m such that ker((z1 — 7)) is finite
dimensional.

The following result is adapted from Kato [46, Ch.IV §4. Thm 3.16].

Proposition A.1.5. Let T' € B(X) and 2y € o(T)\o.(T). We denote by ar(zy) the
algebraic multiplicity of z. Let € > 0. There is § > 0 such that if |7"— S||,, < d, the
two following assertions are satisfied :

(a) There is z € 0(S5)\o(S) such that ag(z) = ar(z).

(b) [P(T) = P(S)]op < €.

A.1.1 Ordered Banach space

Let (X, |.|) be a real Banach space. Let C' = X be a positive cone. We denote always
B(X) for the set of bounded linear maps on X.

Definition A.1.6. Let 7' € B(X).
(i) The operator T is positive if T(C) < C.
(ii) The operator T is irreducible if T" is positive and for some scalar z > p(7T) and
for each non-zero u € C, the element Y., * 2™"T"(u) is quasi interior to C' (see
[76] for the definition of quasi interior point).
(iii) Let T, S € B(X) be positive. We denote T' < S if the bounded linear map S—T
is positive.

The following proposition gives some monotonicity properties of the spectral radius.
The point (i) is proved in [I2, Theorem 1.1]. The point (ii) is proved in [35, Theorem
3.9].

Proposition A.1.7. Let S,T € B(X) be positive such that S < T. We have
(i) p(S) < p(T);
(ii) Assume moreover that p(7T') is a pole of the resolvent of T'. Then we have either
T =S or p(S) < p(T).
We deduce a result of upper-semi continuity of the spectral radius. It is classical.

Lemma A.1.8. Let T' € B(X) be positive and let (T} )x=0 be a non-increasing sequence
of B(X) such that [Ty — T||c — 0 when k& — oo. Then p(T%) 7 p(T).
—>0
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Démonstration. By Proposition (i), the sequence p(T}) is non-increasing and is
bounded below by p(T'). Then, it converges to a limit p* = p(T). Assume that p* > p(T).
Since the spectral radius is an element of the spectrum, we deduce that for all k € N
the operator p(T},)I — Ty, is singular (e.g (p(Ty)I —T})~" is not bounded). Moreover, the
set of singular operators being closed, we deduce, taking the limit & — oo that p*I — T
is singular which is absurd since p* > p(T). O

A.2 The space (C(S),|.|x)

Let S be a compact subset of R?. We now give some results on the Banach space
(C(S),|-lloo) where C(S) denotes the set of continuous functions from S to R and |||
denotes the uniform norm. We denote by C*(S) the cone of non-negative functions on
S. We recall that the space of (signed) Radon measure M(S) is the topological dual (the
space of continuous linear form) of C'(S) and that the set of positive Radon measure
M™*(S) is the dual cone of C*(S). For any T' € B(C(S)), we denote by T" € B(M(S))
his adjoint.

The next result is easily adapted from [76, Appendix §2.2.6] (it was originally intro-
duced by Krein-Rutman [52]). It is a generalisation of Perron-Frobenius Theorem for
positive matrices to the infinite-dimensional framework.

Proposition A.2.1. Let 7' e B(C(S)) such that 7" = 0. Then p(T') is an eigenvalue of
T" associated with a positive eigenmeasure p € M™*(S).

The following result is proved in [76, Appendix §3.3.3]. It precises the analogy with
the Perron-Frobenius theory.

Proposition A.2.2. Let T'e B(C(S)) such that T is irreducible. Then we have :
(i) The spectral radius p(7T) is the only possible eigenvalue associated with a non-
negative eigenfunction.
(ii) Assume moreover that p(T) is a pole of the resolvent. Then, p(T) is a pole of
order one with algebraic multiplicity equals to one.

We give a lemma which characterises the quasi interior points (see [76] for the
definition) of C*(S).

Lemma A.2.3. Let f € C(S). Then f is quasi interior to C*(S) if and only if f(z) > 0
forallz e S.

We give now a result on the spectrum of the multiplication operator.

Lemma A.2.4. Let r € C(S) be a positive function. Let us denote by r the endomor-
phism of C(S) defined by rf(z) = r(z)f(x). Then we have o(r) = o.(r) = {r(z) : z €
St
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Démonstration. We start by proving that o(r) = {r(z) : x € S} =: r(S). Let y € r(S)“.
It is straightforward to verify that the operator f € C(S) — y_i(x) f is the inverse of
(yI — r) and is bounded. We deduce that y € R(r) and o(r) < r(S). Conversely, let
y € R(r) and assume y = r(z) with z € S. Let u := (y[ —r)~! and f € S such that
f(z) # 0. We have f(z) = u(yl —r)f(x) = 0 which is absurd and then r(S) < o(r).
The function r being continuous, the set o(r) has no isolated point and we deduce that

o(r) = o.(r). O
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Annexe B

Proofs of Chapter 5

B.1 Proof of Proposition 5.3.4

Démonstration. The proof is based on classical arguments of spectral theory for strongly
continuous semi-groups. Let us denote by (P;)=o the semi-group on L*(R,)? associa-
ted with the infinitesimal generator (A, D(A)). Let us denote by o(A) and o.(A) the
spectrum and the essential spectrum of the operator A respectively. Let us denote by
a [ P;] the measure of non-compactness of P, (see [87) Definition 4.14 p 165]), and define
wy(A) :=limy 0t log(a[F]). We show that there exists w > 0 such that

max | wy(A), sup Re(z) | <w < A(z). (B.1)
z€(o(A\oe(A)\{A(@)}

By using arguments similar to |71, Section 1], we obtain that for all ¢ large enough
alP] <e

and that
wi(A) = Jim t tlog(a[P]) < —1.

By [87, Proposition 4.13 p 170], we obtain that o.(A) < {z € C : Re(z) < —1}. Let
z € 0(A)\o.(A). Then there exists a non-zero u € L'(R,, C)? such that

_u/(a) — Dx(a)u — zu(a)
{“(0> = §x, Ba(@)u(a)da. (B.2)

By solving the first equation in (B.2]) and by injecting the result in the second equation,
we obtain that u(0) satisfies
u(0) = F(z)u(0) (B.3)



where

F(z) = J B..(a)exp <—J (D, () + zI)da) da. (B.4)
Ry 0
Equation (B.3]) admits a non-trivial solution «(0) if and only if det [F(z) — I] = 0. Since

the matrix F(z) is triangular we have

det [F(2) = 1] = ([F(2)];; = D([F(2)]5, = 1) (B.5)

where [F(2)];; = §""" e **da and [F(z)],, = {;* ¢ *"*)%da. We deduce that the Mal-
thusian parameter A(x) is the largest real solution of det [F(z) — I] = 0. By using similar
analytical arguments as in the proof of [87, Theorem 4.10], we deduce that there exists
only finitely many z € C such that Re(z) > 0 and det [F(z) — I|] = 0 which allows us
to conclude for . We prove that A\(z) is a simple eigenvalue of A by showing that
Az) is a snnple Z€ero of the equation det [F(z) — I] = 0. Indeed we have
(A

ddet [F(A(z)) — I] d[F(A@))]y,
dA a\ HFA@)]y — 1) > 0.

Let N, be a principal eigenvector associated with the eigenvalue A(z). By (B.2)), we
have
N; (a) = N;(O)ef((afxd)VO)*)\(a:)a N:f(a) _ N:?(O)ef(br)\(x))a

and Equation (B.3)) gives that

2 [F(A(2))]5 1
MO = TR,

We conclude for the convergence by using arguments similar to proof of [87, Theorem
4.9 p187]. O

B.2 Proof of Lemma [5.3.5

Démonstration. Equation (5.11)) has the form du/dt = f(¢,u) with f(t,u) — g(u) as
t — 0. So (5.11) is called an asymptotically autonomous differential equation (see
[61],[80]) with the limit equation

dy(t)

2= My(e) = )y @) (5.6)

We first show that any solution y(t) of started at y(0) € R* x R, converges to
a stationary state. In [2], the proof is given when M is irreducible. We give a slightly
different proof. Let z be defined in (5.12)). It is straightforward to prove that Z is the
eigenvector of M associated with the simple eigenvalue mq;, which satisfy the condition
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|Z|li = ma1/n. Since 2(0) € R} x R, there exists a positive constant ¢(z(0)) such that
e mteMtz(0) — ¢(2(0))z as t — oo. We now write

n(t) _ [e-meMy(0)], LA
ya(t)  [emmuteMty(0)],  Z
We deduce that the w-limit set of any solution of is a subset of A = {z € R? :

21 = %2’2} We conclude by proving that any solution starting from A converges to Z.
Let us consider such a solution (always denoted by y(t)). We have

@$ﬂ:y@xmn—wmwo,

) fe) (o 2050+ s = 1)

Since the w-limit set is an invariant subset, we deduce that

Do) sty — o)1),

that ||y(t)||; — mi1/n and y(t) — z as t — oo. In order to conclude about the solutions
of we use [80, Theorem 1.2] arguing that Z is an asymptotically stable equilibrium
of and that for any y(0) € RY, the w-limit set of any solution y(t) of started
at y(0) is not a subset of {0} x R, . The first claim is easily proved by showing that the
Jacobian matrix has negative eigenvalues. For the second claim, let us assume it is not
satisfied. Then y;(t) — 0 as t — oo. Let us show the contradiction. Let e be sufficiently
small and t; such that for any ¢t > ¢,

We introduce

P(y1,92) = y1(mar — e = n(y1 + y2))
Q (Y1, y2) = y2(maz + € — (1 + y2)) + (M12 + €)ys

and
AE:{ZJGR Sty S m11—€}
B¢ = {yeR

1
2?7 <m22 +e—nyr + \/ (mag + € —ny1)? + 4n(maz + 6)?/1)}

We deduce that there exists ¢; such that for any ¢t > ¢4, dy%@ < 0on Band y(t) < €
We deduce that there exists t such that for all ¢ > ta, y1(t) + y2(t) < ™1=<. So for all

t = to, dylt(t) 0 which is absurd. ]
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B.3 Differential inclusions

In this appendix, we recall the results of [36] which concern the approximation of
Markov chains by differential inclusions.
Let € > 0 be a scale parameter. Let (Y(k), k € N) be a Markov chain with values in
R?. The drift of the Markov chain Y is defined by

g () = E[Y(k+ 1) =Y (R)[Y(k) = 2].

Let (7)e=o0 be such that lim. ,ov¢ = 0 and let us denote

One can write the evolution of the Markov chain as a stochastic approximation algo-
rithm with constant step size ¢

Y(+1) =Yk +~(fY(k)+U(k+1))

where U€ is a martingale difference sequence with respect to the filtration associated
with the process Y*.
Let us define

F(z) = conv ({accﬁofe(ace) for all z° such that limz = x})

e—0

where conv(A) denotes the convex hull of the set A and acc.of(z€) denotes the set
of accumulation points of the sequence f¢(z¢) as € — 0. Let us denote by Sg(T, z°) the
set of solutions (z(t),t € [0,T7]) of the differential inclusion

&0 e Pla(t), tel0,T]
{x(O) =10, (B.7)

Let us recall the definition of a solution of (B.7).

Definition B.3.1. A map x : [0,T] — R? is a solution of if there exists a map
¢ : [0, T] — R? such that :

(i) For all t € [0,T7], x(t) = 2° + § o(s)ds,

(ii) For almost every t € [0,T], ¢(t) € F(x(t)).

In particular (i) is equivalent to saying that x is absolutely continuous. (i) and (ii)
imply that x is differentiable at almost every t € [0, T with dz(t)/dt € F(z(t)).

We define the continuous process 75(25) as the piecewise interpolation of Y¢ whose
time has been accelerated by 1/7¢ : for all k € N, Y (ky¢) = Y¢(k) and Y is linear on
[k~¢, (k + 1)7]. We have the following theorem proved in [36, Theorem 1].
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Theorem B.3.2. Assume that :
e There exists a constant ¢ > 0 such that for all y e RY, || f<(y)|| < c(1 + |y]).
e U¢ is a martingale difference sequence which is uniformly integrable.

If Y(0) tends to x° in probability as € tends to zero, then

inf sup |[Y(t) —2(t)| — 0
et a0y SI2 Y-(t) — ()]

in probability as € tends to zero.
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