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Résumé

En partant d’une problématique industrielle correspondant a la naissance de fissures lors
de 'excavation d’un tunnel dans un matériau argileux, nous proposons de nous intéresser a
un sujet plus large qui est celui de la nucléation d’une fissure de dimension macroscopique.
Ainsi, des résultats généraux et théoriques sont établis tout au long de ce mémoire. Ces
derniers sont toutefois utilisés pour proposer une interprétation aux facies de fissuration
observés lors de I'excavation de galeries de stockage a grande profondeur.

Dans un premier temps, un modele géométrique idéalisé pour des fissures est justifié.
Cette étude préalable permet a la fois d’acter la nature fermée des fissures susceptibles
de nucléer ainsi que d’utiliser le critere mixte en statuant sur le bienfondé d’une étude
bidimensionnelle équivalente. En précisant la notion de longueur de nucléation stable et en
s'inspirant des outils classiques de la mécanique linéaire de la rupture, nous établissons dans
un second temps notre propre critéere de nucléation. Pour ce faire, nous proposons, grace a
des modélisations micromécaniques, de revisiter I’approche thermodynamique usuelle dans
un cadre adiabatique afin d’étre davantage en accord avec la brutalité du phénomene étudié.
Par la suite, nous mettons aux points différentes méthodes permettant d’utiliser le critere
suggéré. Enfin, le critere est mis en ceuvre dans le cadre de la problématique industrielle
initiale pour essayer de donner une justification a l’anisotropie des géométries des fissures
observées, et ce, en prenant en compte les différentes directions de forage de 'ouvrage.

Dans un deuxieme temps, nous proposons de nous intéresser, de maniere plus prospective,
aux problématiques liées aux modeles locaux d’endommagement. Une attention particuliére
est accordée a la notion de stabilité des états d’équilibre. Ainsi, une adaptation du critere de
Hill est proposée et des différences quantitatives sont soulignées lorsqu’un cadre adiabatique,
nous paraissant plus justifié, est pris en compte. Enfin, le probleme de la localisation de
I’endommagement dans un probléme unidimensionnel est abordé.

Abstract

Starting from an industrial issue that is cracks onset when excavating a tunnel, this
work aims at giving new insights into a more general problematic which is the initiation of
macroscopic cracks. Thus, general and theoretical results are established. Nevertheless, they
are applied in order to give some explanations to the excavation-induced fractures observed
around the deep geological repository.

To begin with, an idealised geometrical model is detailed and justified. Thanks to this
preliminary work, we establish that the cracks that should be taken into account are closed
ones. In addition we show that it’s possible for small cracks length to work on an equivalent
bidimensionnal problem. This last result allows us to apply the mixed criteria.

After giving the definition of a stable crack initiation length we define our own criteria to
predict cracks onset. In order to do so and in order to be more in adequacy with the caracter
brutal of a crack initiation, we offer through a micromecanic modelisation to deploy the
usual thermodynamic approach in an adiabatic context. Different methods to compute the
key quantity which is the incremental energy released rate are then built. Finally, the criteria
is applied to give some justifications to the anisotropic geometry of the excavation-induced
fractures.

In a second part of this work, we focuse on the problematics tied to the local damage
models. For instance, the notion of stability for an equilibrium state is discussed. Hill’s
stability critera is adapted to damage problems. Once again, it seems that an adiabatic
context is more suited and the differences implied are emphasized. To conclude, we offer to
investigate the localisation issue in one dimensionnal problems.
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CHAPITRE 1. MOTIVATIONS DU SUJET

1.1 Contextualisation du sujet

1.1.1 Industrie nucléaire francaise et stockage des déchets

L’industrie nucléaire francaise voit réellement le jour avec l'installation entre les années
1950 et 1970 de neufs réacteurs a uranium naturel graphite gaz. Aujourd’hui, avec plus
d’une cinquantaine de réacteurs de différents niveaux de puissance répartis sur I’ensemble du
territoire, le nucléaire représente 74,8% de la production d’électricité francaise, s’inscrivant
ainsi comme principale énergie produite et consommeée en France. Cette source d’énergie
produit des déchets radioactifs qui sont des substances pour lesquelles aucune utilisation
ultérieure n’est prévue ou envisagée. Il existe également d’autres sources de production de
déchets nucléaires telles que les hopitaux, les universités et plusieurs activités liées a la
défense. La diversité des produits utilisés ainsi que la nature différente des activités listées
précédemment conduisent a distinguer plusieurs catégories de déchets. Ces derniers sont
classés selon leur activité et leur période radioactive. Le niveau de radioactivité détermine
I'importance des protections a mettre en place. Ainsi, un déchet sera qualifié d’une tres
faible, faible, moyenne ou haute activité. La période radioactive se caractérise en fonction des
radionucléides contenus dans le déchet. Ce dernier portera la dénomination de "vie courte”
s’il ne contient que des radionucléides de période inférieure a 31 ans et de "vie longue” s’il
contient en quantité significative des radionucléides de période supérieure a 31 ans. Il existe,
selon la catégorie a laquelle appartient un déchet nucléaire, plusieurs facons de le gérer : le
tri, le traitement et le conditionnement, ainsi que ’entreposage et le stockage.

C’est I’Agence Nationale pour la gestion des Déchets Radioactifs (ANDRA) qui s’est
vue confier, avec la loi du 28 juin 2006, la mission de rechercher des solutions de stockage
pour les déchets radioactifs francais de Faible Activité a Vie Longue (FAVL), de Haute
Activité Vie Longue (HAVL) et de Moyenne Activité a Vie Longue (MAVL). Ces derniers
n’ont en effet pas encore de solutions de gestion établies dans le cadre du Plan National de
Gestion des Matieres et Déchets Radioactifs. Pourtant, bien que les colis MAVL et HAVL ne
représentent qu’une faible part des déchets radioactifs en volume (environ 3.2 % dont 0.2 %
pour les Haute-Activité en 2010), ils concentrent la quasi-totalité de la radioactivité (plus de
99.9% dont 96 % pour les Haute-Activité en 2010). Concernant les colis HAVL, TANDRA
teste actuellement des ouvrages creusés dans les argiles du Callovo-Oxfordien (époque du
Jurassique). Ce programme est désigné, par la loi de programme du 28 juin 2006 relative a
la gestion durable des matieres et déchets radioactifs, comme la solution de référence pour
I’évacuation définitive des déchets MAVL et HAVL. Plus précisément, il s’agit de réaliser
des galeries pour le stockage des colis radioactifs. Celles-ci sont forées a I’horizontal et a
la perpendiculaire d'une galerie principale située a environ 500 metres de profondeur. Ces
galeries sont construites avec des méthodes d’excavation et soutenement différentes et leur
diametre varie de 0.75m (pour les alvéoles de stockage) a 10m (pour les galeries principales).
Le matériau dans lequel elles sont creusées est une argilite possédant des caractéristiques
physiques et chimiques lui permettant de limiter la migration des radionucléides.

1.1.2 Problématiques de fissuration des galeries

Pour des raisons de stabilité, les galeries sont forées selon I'une des deux directions de
contraintes principales horizontales (N155°F pour la direction associée a la contrainte ho-
rizontale majeure et N65°E pour la mineure). Cependant, lors des essais préliminaires a
échelle réelle, il a été mis en évidence dans le niveau le plus argileux une fracturation induite
importante ayant une extension pouvant atteindre un diametre, et ce, avant tout dépot de
colis radioactifs. Par exemple, les fissures, dites en chevron, apparaissant autour des gale-
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1.1. CONTEXTUALISATION DU SUJET

ries principales sont tres majoritairement des fissures de cisaillement et donc fermées. Cette
information provenant d’observations issues d’expériences grandeur nature est primordiale
puisque, nous le verrons, il est assez différent de traiter de fissures ouvertes ou de fissures
fermées. De maniere tres documentée, le facies de fissuration observé au laboratoire de Bure
dépend fortement de l'orientation du forage. Une excavation réalisée dans la direction asso-

F1GURE 1.1 — Représentation schématique des fissures en chevrons observées lors de I'excavation
d’une galerie principale dans la direction de contrainte principale horizontale mineure (figure AN-
DRA issue de ARMAND et collab. [2012])

ciée a la contrainte principale horizontale mineure conduit a un facies de fissuration tel que
schématisé Figure 1.1 (figure ANDRA issue de ARMAND et collab. [2012]). Celui-ci est for-
tement anisotrope dans le sens ou il ne possede pas, a I’évidence, une propriété d’invariance
en rotation par rapport a l'axe de forage. En effet, il est observé verticalement des fissures se
développant en direction de 'amont du front de taille alors qu’horizontalement apparaissent
plutot des fissures en aval de la direction d’excavation. Cette différence marquante sous-tend
que pour étre a méme de comprendre 1'origine de la formation de ces fissures, il est néces-
saire de prendre en compte un ou plusieurs éléments d’anisotropie. La premiere idée pouvant
venir a l'esprit est que l'anisotropie des contraintes en présence initialement avant forage
doit jouer un réle déterminant dans la facon dont se déploient ces chevrons. Cependant, le

FIGURE 1.2 — Représentation schématique des fissures en chevrons observées lors de I'excavation
d’une galerie principale dans la direction de contrainte principale horizontale majeure (figure AN-
DRA issue de ARMAND et collab. [2012])

cas d'une excavation dans le sens de la contrainte principale horizontale mineure, schématisé
Figure 1.2 (figure ANDRA issue de ARMAND et collab. [2012]), réserve également son lot
d’interrogations. Tout d’abord, comme annoncé, il s’avere que le facies de fissuration obtenu
est totalement différent de celui représenté Figure 1.1. Bien que la géométrie observée soit
également anisotrope, elle se présente sous la forme d’une ellipse de grand axe horizontal tan-
dis que la situation de forage précédente laissait entrevoir un profil s’apparentant davantage
a une ellipse de grand axe vertical. De maniere plus surprenante, les mesures réalisées in situ
révelent que pour la profondeur a laquelle I'excavation est réalisée, la contrainte principale
verticale o, est sensiblement égale a la contrainte principale horizontale mineure :

loy| =12.7MPa |, |op|=124MPa | |oy|=162MPa = |o,|~|on| <|og| (1.1)
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CHAPITRE 1. MOTIVATIONS DU SUJET

avec les notations o, et oy proposées Figures 1.1 et 1.2. Par conséquent, les contraintes en
présence jouissent d’une propriété de symétrie de rotation par rapport a 'axe du forage. La
géométrie de fissures observées ne pouvant s’expliquer que par la présence d’'un mécanisme
venant briser la symétrie en question, seule la nature anisotrope, au sens large, du matériau
argileux est susceptible de détenir les clés de compréhension permettant de rendre compte
de cette "ovalisation”.

Ces fissures en chevron posent un certain nombre de problemes. Tout d’abord, au dela de
questions évidentes de stabilité et de durabilité de I’'ouvrage, on peut redouter que la présence
d’un réseau de fissuration de cette dimension crée des voies d’écoulements préférentielles. Si
de I'eau venait a s’infiltrer dans ces fissures, on pourrait craindre qu’en passant a proximité
des colis radioactifs un risque de contamination existe. Au titre de la stireté, I’Autorité
de Streté Nucléaire (ASN) a considéré dans son avis n° 2011-AV-129 du 26 juillet 2011
que, s’agissant de la maitrise des risques apres la fermeture du stockage, 'ANDRA devra
compléter ses connaissances relatives a I’endommagement de la roche autour des grands
ouvrages et a leur scellement. La présence de ces fissures pose également probleme au niveau
industriel. En effet, la forte fissuration met a mal la faisabilité technique, pour un cofit
raisonnable, du tubage des alvéoles afin d’en garantir le soutenement.

1.1.3 Objectifs du travail de doctorat

Les phénomenes de fissuration illustrés précédemment mettent en évidence 'influence de
la prise en compte de 'anisotropie du champ de contrainte et du comportement du maté-
riau pour expliquer cette anisotropie induite. Il est important de noter que ces fissures en
chevrons apparaissent de maniere bien reproductible selon les géométries décrites ci-dessus.
En d’autres termes, il ne s’agit a ’évidence pas d’occurrences isolées qui pourraient étre
attribuées & des défauts trés localisés. Egalement, cela signifie que leur naissance et leur
développement est bien le fruit d’un véritable mécanisme physique. De plus, ces fissures ap-
paraissent apres la phase d’excavation dans le laboratoire de Bure, et ce, en I’absence de tout
dépot de colis radioactif. Cela signifie que ces causes physiques sont purement mécaniques
et ne trouvent donc pas leur origine dans un éventuel couplage avec des phénomenes d’irra-
diation ou de source de chaleur. Ainsi, il doit étre possible de rendre compte de ces facies de
fissuration a partir des outils et des concepts de la mécanique de la rupture. Bien que la ca-
ractérisation in situ et la compréhension globale des phénomeénes ont beaucoup progressé ces
dernieres années, les mécanismes mis en jeux sont toujours mal connus et un certain nombre
de problématiques restent ouvertes. Le phénomene déclencheur a 1'origine de ’'amorcage de
la fissuration est par exemple toujours au cceur des débats actuels. Egalement, il n’est pas
clair si la dissymétrie de la fracturation observée doit étre attribuée a l'effet de I’anisotropie
de contraintes ou de ’anisotropie des caractéristiques mécaniques du sol argileux, et ce, pris
séparément ou de maniere couplée.

Si aujourd’hui ces considérations sont modélisées de maniere incomplete, c’est que la
théorie méme de la nucléation en mécanique est encore a 1’heure actuelle un sujet ouvert.
En effet, si la problématique de la propagation quasi-statique d’une fissure est relativement
bien maitrisée, il en va tout autrement de la naissance d’une fissure macroscopiques qui met
en jeu I'apparition brutale d'un objet de mesure finie (au sens non-infinitésimale). Ainsi, la
nucléation de fissures occupe grandement la société scientifique. Des travaux majeurs sur
le sujet ont vu récemment le jour et seront l'objet de la section suivante. Toutefois, leur
adaptation aux conditions anisotropes devra étre testée et un vrai travail de modélisation
doit étre entrepris pour pouvoir les appliquer au problemes qui nous intéresse.

Ainsi, étant donné 'importance des enjeux sous-jacents, le travail de doctorat proposé
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consiste a mener une étude sur la naissance des fissures en chevron. Comme mentionné
précédemment, ce travail ne peut se faire sans qu'une réflexion théorique amont ne soit mise
en place. Toutefois, le fil conducteur de ce manuscrit restera constamment la naissance de
fissures fermées a 'occasion de 'excavation de galeries dans un milieu anisotrope. En d’autres
termes, toute considération, aussi théorique soit-elle, n’aura que pour finalité d’étre appliqué
au cas tres concret de la problématique industrielle rencontrée par FANDRA. Enfin, un
second point d’attention est que le dépot de colis radioactifs entrainera inéluctablement une
élévation de température au sein des galeries de stockage. Ce dégagement de chaleur aura
pour effet d’augmenter la pression du liquide interstitiel présent dans le sol. Par conséquent, il
est légitime de se demander si, en stockant des déchets radioactifs, les fissures en chevron déja
en place ne pourraient pas de nouveau propager ou méme si de nouvelles fissures ne pourraient
pas nucléer. Cette problématique tres intéressante ne sera malheureusement pas traitée en
tant que telle dans ce manuscrit par faute de temps. Cependant, un certain nombre d’outils
théoriques indispensables pour aborder ce sujet, comme 'approche thermodynamique de la
nucléation dans un milieu poreux, ont été mis en place et seront détaillés dans ce travail.

Comme mentionné précédemment, le domaine de la naissance des fissures fait partie
des enjeux majeurs des recherches actuelles. Par conséquent, il existe d’ores et déja un
certain nombre de modeles visant a rendre compte de ce phénomene. Cependant, il reste a
les éprouver sur le probleme considéré et a voir s’ils sont capables d’incorporer et de rendre
compte d'un certain nombre d’éléments anisotropes. En particulier, deux approches majeures
retiennent notre attention.

1.2 Critére mixte

1.2.1 Représentation géométrique

Une premiere fagcon d’aborder la thématique de la nucléation est celle proposée par LE-
GUILLON [2002]. Tout d’abord, dans cette approche, une fissure est représentée comme com-
posée localement de deux surfaces confondues dans la description géométrique mais animées
de cinématiques différentes. Des discontinuités de déplacements sont donc permises. Bien
entendu, une condition de non pénétration doit étre vérifiée. Si F est la représentation géo-
métrique de la fissure, alors en un point @ appartenant a cette surface :

[€].n >0 (1.2)

ou [£] est le saut du champ de déplacement & au travers de la surface de discontinuité F
au point considéré & de normal n. Avec ces notations, le saut de déplacement s’exprime
comme :

[€] = Jim (& (@ + An) - & (- An)) (1.3)

Cette précision quant a la modélisation d’une fissure est importante puisqu’elle constitue
une premiere différence majeure entre ’approche ici sur le point d’étre détaillée et la seconde
qui sera présentée dans la prochaine section. Ainsi, la fissure telle que considérée par D.
Leguillon est un objet plat de volume nul, analogue aux fissures de Griffith.

1.2.2 Le double critere

Le double critere, ou critére mixte, proposé par D. Leguillon cherche a statuer sur la
possibilité de nucléation d’une fissure a partir d’'un site préférentiel préalablement identifié.
Pour ce faire, deux criteres usuels de la mécanique linéaire de la rupture sont combinés afin
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FIGURE 1.3 — Exemple de fissure prenant naissance a partir d’un coin anguleux ouvert libre de
contraintes

de palier les défauts de chacun. Supposons pour simplifier qu’il est examiné la possibilité de
nucléation d’une fissure paramétrée uniquement par une certaine variable ¢, caractérisant son
extension, a partir par exemple d’un coin anguleux tel que décrit Figure 1.3. Pour pouvoir
mettre en ceuvre le critére, deux situations doivent étre considérées :

— Une situation non fissurée, dite saine, d’énergie potentielle Eg

— Une situation ou une fissure d’extension ¢ est apparue. L’énergie potentielle correspon-
dante et calculée pour un niveau de chargement identique a celui considéré dans la
situation saine est cette fois-ci notée Fj.

Une premiere quantité a considérer est la différence d’énergie potentielle existant entre ces
deux situations AE, = Ef; — E). Plus précisément, un taux de restitution d’énergie dit ”in-
crémental” et noté G, est introduit :

AE
Gline = ——+ (1.4)
l
La spécification "incrémental” sert a différencier cette quantité de la notion de taux de resti-

tution d’énergie, notée simplement G et égale a —8{%, figurant par exemple dans la formule

d’'Trwin et utilisée classiquement pour la propagation d’une fissure (voir IRWIN [1957]). Ces
deux quantités sont bien entendues reliées I'une a I'autre par certaines propriétés et celles-ci
feront entre autres 1’objet du Chapitre 4. Enfin, si o est une quantité caractéristique du
tenseur des contraintes de Cauchy o régnant dans la situation saine, comme par exemple la
composante de traction en une facette élémentaire située en un point donné, alors le critere
mixte stipule qu’il y aura nucléation a partir du site considéré si et seulement si il existe une
certaine longueur /; telle que :

Vi e [O,E()] : 0(6) 20,

AFE
G'L’nc (60) == fop > Gc

(1.5)

Il est assez facile de se rendre compte que cette formulation permet a la fois de déterminer
la longueur de nucléation ¢, ainsi que le chargement critique permettant U'initiation de cette
fissure. Le double critére a été éprouvé sur de nombreux cas expérimentaux avec succes (voir
par exemple LEGUILLON et YOSIBASH [2003] ou QUESADA et collab. [2009]). L'un de ses
avantages est que I’ensemble des objets auxquels il fait appel sont accessibles via des calculs
reposant sur la mécanique linéaire classique. Par conséquent, en plus de rendre sa mise en
ceuvre, si ce n’est facile, au moins tres accessible, il est possible d’expliciter la dépendance
de chacune de ces quantités vis a vis des différents parametres de chargement, limitant ainsi
considérablement le nombre de calculs devant étre effectués pour déterminer le précieux £g
ainsi que le chargement critique.
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1.2.3 Longueur interne et développements asymptotiques raccor-
dés

Un autre avantage du critere mixte proposé par D. Leguillon est qu’il permet d’établir

une longueur interne permettant d’estimer a l’avance 'ordre de grandeur de la fissure qui

sera nucléée. En effet, il est montré en Annexe A.3 qu’il est possible d’anticiper une fissure
d’extension ¢ caractérisée par :

EdG,

2

¢ (1.6)

UC
ou F est le module d’Young du matériau considéré. La démonstration proposée repose sur les
développements asymptotiques raccordés introduites par LEGUILLON [1989]. Cette méthode
permet d’expliciter de maniere trés astucieuse la forme que prend 'objet G;,. au voisinage
d’une singularité géométrique. A nouveau, I'intérét d’une telle opération est d’obtenir une
formule la plus analytique possible et ainsi de limiter le nombre de calculs devant étre menés
numériquement. Cette méthode fera I’objet d’'une étude détaillée dans le Chapitre 3.

1.3 Endommagement local et modeles a gradient d’en-
dommagement

1.3.1 Fissuration et endommagement

Une démarche visant a prédire le comportement adoucissant macroscopique d’un maté-
riau consiste a considérer que, a une échelle inférieure, des mécanismes microstructuraux
opérent et viennent altérer cette microstructure. Il peut par exemple s’agir de phénomeénes
de microfissuration ou encore de croissance de microvides. Ces modifications se traduisent
au niveau macroscopique par une dégradation des propriétés élastiques apparentes. Cette
vision a donné naissance a la théorie classique de I’endommagement, dite locale. Une telle
approche est séduisante puisqu’elle permet de s’affranchir de la description in extenso des
phénomeénes microstructuraux entrant en jeux. Pour construire un tel modele, une variable
macroscopique d, dite variable d’endommagement, traduisant le niveau de dégradation de
la microsctructure en un point macroscopique est introduite. Cette quantité, dont la nature
éventuellement tensorielle reste a préciser, vient argumenter 1’élasticité macroscopique. Dans
un premier temps Lemaitre et Chaboche ont proposé une approche purement macroscopique
(voir LEMAITRE et CHABOCHE [1979]) ou la variable d ne repose pas sur un mécanisme
microstructurel particulier. Ce n’est que plus tard que des considérations micromécaniques
sont tenues pour batir effectivement une variable d’endommagement, voir par exemple BU-
DIANSKY et O’CONNELL [1976], HORII et NEMAT-NASSER [1993] ou CASTANEDA et WILLIS
[1995]. Les méthodes d’endommagement sont entre autres utilisées pour essayer de simuler
la naissance ou la propagation d’une fissure.

1.3.2 Les modéles locaux

La construction de modeles d’endommagement a été 'objet d’études intensives ces der-
nieres décennies. Rappelons quelques équations de base qui serviront a plusieurs reprises
dans ce manuscrit. Pour des raisons de simplicité d’écriture, il sera supposé que le parametre
d’endommagement d a une nature scalaire. Au terme d’un processus d’homogénéisation per-
mettant de faire remonter le parametre d’endommagement d comme la quantification d'un
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parametre physique bien identifié (porosité, densité de micro-fissures, etc.), la densité volu-
mique macroscopique d’énergie libre se met sous la forme :

V(e d) - %r—::(C(d) e (1.7)

ol, contrairement aux notations usuelles en homogénéisation, € représente ici le niveau de
déformation macroscopique et C est 1’élasticité homogénéisée. Bien entendu, cette écriture est
obtenue en ’absence de précontrainte et dans un contexte isotherme. Notons d’ailleurs qu’une
étude attentive et qui ne semble pas superflue, menée au Chapitre 4, permettra d’établir en
toute rigueur la forme que doit prendre la fonction d’état énergie libre 1) en présence d’une
précontrainte dans le cadre d’un processus d’endommagement. Avec la formulation (1.7), une
combinaison bien connue du premier et du second principe de la thermodynamique appliqués
dans un cadre isotherme a un volume macroscopique élémentaire permet de conduire a une
expression de la dissipation volumique macroscopique D (définie comme le produit de la
température constante 7" par le taux d’entropie volumique macroscopique créée) :

D=0c:6-192>0 (1.8)

ou o est le tenseur des contraintes de Cauchy et ou 'opérateur - correspond a une dérivée
temporelle. En utilisant 'expression (1.7), il vient :

Dz(a—g—f):é—g—gd (1.9)

Le raisonnement classique consiste a considérer des taux de déformations & correspondant
a des évolutions réversibles, c’est a dire associées a D = 0 d’une part et d = 0 d’autre part.
L’existence d'une telle évolution conduit a :

9
o=

=C(d): 1.10
ey (1.10)
Ainsi, la relation (1.9) prend la forme :
oY -
D=-——d> 1.11
add 20 (1.11)

Par conséquent, la force thermodynamique associée a 'augmentation de I’endommagement
est simplement égale a —%s : C'(d) : e. Par analogie avec I'approche thermodynamique d’une
fissure macroscopique, on définit une classe de matériaux dits fragiles vérifiant pour tout
incrément de d :

D=g.d (1.12)
ou g. est une constante. Souvent introduite comme une constante caractéristique du maté-
riau considéré, la nature de g. reste en toute rigueur un sujet de recherche encore ouvert.
Finalement, le critere d’endommagement usuellement adopté est :

1 . 1 .
—isz(C’(d):s—gcgo , d>0 | (—§s:C’(d):s—gc)d:O (1.13)
Cette formulation de I'énergie libre et le critere de propagation ci-dessus sont a l'origine des
modeles d’endommagements dits locaux. Toutefois, I’ensemble de ces modeles se heurtent a
diverses difficultés. Les équations obtenues au terme d’une approche thermodynamique ri-
goureuse sont mathématiquement mal posées dés que le diagramme contrainte-déformation
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présente une pente tangentielle négative. Par exemple, il est possible d’exhiber pour un pro-
bléme donné une infinité de solutions indépendantes. Egalement, s'il n’y a pas unicité, il n’y
a pas non plus stabilité des solutions obtenues. En effet, il est observé que le champ d’endom-
magement se localise sur des régions de mesure arbitrairement petite (BAZANT [1976], PHAM
et MARIGO [2010a]). Par conséquent, la quantité d’énergie associée au processus endomma-
geant tend vers 0 et le modele prédit la rupture de structures sans qu’aucune énergie ne soit
dissipée. D’un point de vue numérique, ce phénomene de localisation se traduit par une tres
grande sensibilité au maillage et ainsi par une perte d’objectivité des résultats obtenus.

1.3.3 Les bienfaits des méthodes régularisées

Le fait que le champ d’endommagement tende a se localiser sur des zones de taille infi-
nitésimale pose entre autres la question de la discontinuité de 'endommagement ainsi que
de sa vitesse de variation dans I’espace. Afin d’éviter certains écueils inhérents aux modeles
locaux traditionnels, il est possible de forcer manuellement la variable d’endommagement a
rester continue et de limiter sa vitesse de variation, et ce, durant 'intégralité de 1’évolution.

Une premiere méthode consiste a remplacer la variable d’endommagement par une version
non locale de celle-ci. Plus en détail, en utilisant un produit de convolution pour produir
une variable d’endommagement non locale, il est possible de contréler sa régularité ainsi que
sa vitesse de variation spatiale par le biais du choix de la fonction de convolution. Il s’agit
des travaux entrepris par exemple dans BAZANT [1994], PIJAUDIER-CABOT et P. BAZANT
[1987] et plus récemment [BERTHIER et collab., 2017].

Une seconde méthode se base sur le fait qu'un probleme d’endommagement peut étre
mis sous une forme variationnelle (FRANCFORT et MARIGO [1998]) visant & exprimer la sta-
tionnarité d’une intégrale premiere appelée énergie totale et faisant intervenir deux champs
que sont le champ de déplacement & et le champ d’endommagement d. En notant P cette
quantité énergétique, il vient :

PEd) =By (&d)+ [ gddv (1.14)

ou E, correspond a I'énergie potentielle classique se calculant entre autres a partir de ’éner-
gie libre ¢ (1.7). J.-J. Marigo propose une définition de la stabilité d'un état d’équilibre,
introduisant ainsi un critere qui sera postulé comme étant nécessaire et suffisant. L'usage de
ce critére trouve par exemple des applications dans BENALLAL et MARIGO [2007], PHAM
et collab. [2011] ou encore PHAM et MARIGO [2013b]. En résumé, un état d’équilibre (&, d)
sera qualifié de stable si (et seulement si) il existe un voisinage de I’état considéré tel que
pour toute variation de déplacement d§ telle que & + d€ soit cinématiquement admissible et
pour toute variation du champ d’endommagement dd partout positive ou nul :

P(E+dE,d+dd)>P(€d) (1.15)

Ainsi, FRANCORT et MARIGO [1993] suggere non seulement de s’intéresser a des évolutions
vérifiant a tout instant la stationnarité de l'intégrale premiere P, mais aussi, de maniere
plus forte, a en chercher le minimum. Avec ces considérations, une maniere mathématique
de régulariser un certain nombre des problemes auxquels se heurtent les modeles locaux
consiste a introduire un terme de pénalisation, comme suggéré par TIKHONOV [1963], en
gradient d’endommagement dans la fonctionnelle P :

P(&.d)=E, (€,d)+/9(gcd+%Eo€2vd-Vd) dv (1.16)
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ou V correspond a l'opérateur gradient et Ey et £ sont des constantes. En particulier, la
quantité £ joue le role tres important de longueur interne du modele. En ajoutant un terme
quadratique vis a vis du gardient d’endommagement, les champs d’endommagement présen-
tant des variations spatiales trop rapides, c’est a dire opérant sur des domaines de mesures
petites par rapport a £, seront pénalisés du point de vue de la minimisation et par conséquent
automatiquement disqualifiés. Il s’agit de la méthode dite a gradient d’endommagement telle
que proposée par PHAM et MARICO [2013a]. Malgré 'introduction du terme régularisant
dans le cadre d’un argument mathématique plutot que physique, le formalisme proposé a
lui aussi permis de fournir des résultats tres intéressants dans des domaines variés et a été
confronté avec un certain succes a des observations expérimentales (par exemple CYRON
et collab. [2014] et NGUYEN et collab. [2016]). Notons toutefois que si l'intégralité du mo-
dele a été bati dans un cadre quasi-statique, des travaux tres récents cherchent a en fournir
une adaptation a un contexte dynamique (voir LI et collab. [2016] et BLEYER et collab.
[2017]).

1.4 Organisation du manuscrit

Ce manuscrit se décompose en deux parties distinctes. La premieére partie s’étend du
Chapitre 2 au Chapitre 7 et constitue un ensemble autonome. A partir d’outils de la méca-
nique linéaire de la rupture, il s’agit de progressivement construire un modeéle permettant
de rendre compte du phénomene de nucléation dans un cadre général. En trame de fond, il
s’agira de tenter d’expliquer les facies de fissuration observés par 'TANDRA.

Le Chapitre 2 cherche a établir un modele géométrique pertinent permettant de simu-
ler 'excavation d’un tunnel. Dans un premier temps, ’accent est mis sur la cohérence des
géométries idéalisées présentant des coins anguleux par rapport a des géométries plus phy-
siques associées a des coins réguliers en arc de cercle avec de faibles rayons de courbure. Ce
travail préalable est une étape nécessaire permettant de répondre aux interrogations portant
d’une part sur la cohérence entre ces deux modélisations, mais également sur la pertinence
de considérer des géométries introduisant des singularités de contraintes. Une fois la géo-
métrie et le chargement simulant le processus d’excavation d’une passe a partir d’'un tunnel
pré-existant établis, il sera possible d’examiner quels sont les sites privilégiés pour la nu-
léation d’une fissure. Une méthode de calcul basée sur les potentiels complexes introduits
par GORGIEVICH LEKNITSKII [1963] sera détaillée et permettra d’accéder aux singularités
de contraintes dans le contexte d’un matériau anisotrope. En examinant la nature des sin-
gularités de contraintes existant au voisinage de ces sites privilégiés de nucléation, le type
de fissure a considérer (ouverte ou fermée) sera explicité. La cohérence du modele proposé
pourra donc étre jugée au regard du caractere fermé des fissures en chevron observées par
I’ANDRA au laboratoire de Bure.

Le Chapitre 3 propose une mise en oeuvre de la méthode du double critére formulée par
LEGUILLON [2002], laquelle a été résumée de maniere trés succincte Section 1.2. A partir
de justifications données au Chapitre 2, I’étude menée sera bidimensionnelle. Une attention
toute particuliere sera accordée a la méthode des développements asymptotiques raccordés.
Des limites a 1'utilisation de cette derniere seront exposées et son domaine de validité sera
précisé. Grace a la longueur interne du modeéle permettant d’anticiper I'ordre de grandeur
de la longueur de nucléation, nous montrerons qu’il est alors justifié de calculer la quantité
primordiale G;,. & partir des développements asymptotiques raccordés. Ainsi, des premiers
résultats seront obtenus en appliquant le critére mixte a la situation de I'excavation d’un
tunnel.

Le Chapitre 4 constituera quant a lui le véritable point de pivot du manuscrit. En effet,
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si les premiers chapitres avaient pour objectif d’appliquer la méthode du critére mixte a
I’excavation d’un tunnel, une certaine indépendance sera a partir de ce moment la recher-
chée. Fortement inspirés par les travaux de D. Leguillon, nous proposerons une démarche
alernative débouchant sur un critére de nucléation reposant uniquement sur 1'usage de la
quantité Gy,.. Celui-ci se basera sur une analyse thermodynamique du phénomene et sur la
notion de longueur de nucléation stable. Ce travail nous permettra de revenir sur une hy-
pothese forte utilisée de maniere systématique, parfois de manieére implicite, consistant a ne
considérer que des évolutions isothermes. Cette hypothese, déja difficilement justifiable dans
le cas de la propagation d’une fissure pré-existante (puisque des élévations de température
sont mesurées expérimentalement, voir BUT et collab. [1981]), ne présente plus vraiment de
sens dans le cadre de la nucléation. En effet, une étude isotherme implique une évolution
quasi-statique et donc des phénomenes infiniment lents. La brutalité d’un événement de type
nucléation associée a la lenteur des phénomenes de diffusion thermique a une échelle macro-
scopique poussent davantage a supposer que les échanges thermiques n’ont pas pu se faire
pendant l'intervalle de temps correspondant a la nucléation. Par conséquent, le bon cadre a
considérer d'un point de vue thermodynamique semble étre celui de 'adiabaticité. A notre
connaissance, ce travail est original. Par ailleurs, la méthodologie proposée sera 1'occasion
de revenir sur ’écriture d’une densité énergétique dans le cadre d’'un endommagement avec
précontrainte. Pour pouvoir utiliser notre critere, une étude poussée des différentes formes
que peut prendre G, sera menée. L’occasion sera également saisie pour établir une pre-
miere méthode permettant de calculer Gy, pour des longueurs de fissure non infinitésimales.
Plus généralement, ce travail s’inscrira dans le cadre d’une réflexion sur le calcul du taux de
restitution d’énergie pour une structure de taille infinie.

Si le Chapitre 4 aura été I'occasion d’investiguer le couplage thermo-élastique dans le
contexte de la propagation d’une fissure, les matériaux considérés posent la question de
I’extension de la méthode a des milieux poreux saturés. Ainsi, les équations de la propagation
dynamique d’une fissure seront obtenues au Chapitre 5 dans le cadre du couplage thermo-
poro-elastique. Malgré un raisonnement parfois technique, la simplicité du résultat se doit
d’étre soulignée. Notons que si ce dernier est bien entendu utilisable dans le cadre du critere
que nous proposons, il est également immédiatement adaptable pour permettre d’étendre le
critere mixte au cadre thermo-poro-élastique. Si malheureusement le temps nous a manqué
pour pouvoir étudier I'effet du dépot de colis radioactifs dans un milieu poreux, les équations
établies peuvent servir de base a une étude ultérieure.

Le Chapitre 6 propose d’ajouter une approche supplémentaire a la boite a outils permet-
tant de calculer la quantité cruciale G;,.. A partir de codes éléments finis en contraintes, une
maniere rigoureuse de donner des encadrements précis de celle-ci sera détaillée. Ne s’agissant
pas de 'objectif majeur de ce manuscrit, seuls les grands principes de tels codes éléments
finis ainsi que quelques fonctions de formes seront donnés. Un exemple simple permettra de
montrer 'efficacité de la méthode proposée.

Enfin, le Chapitre 7 constituera ’aboutissement de ’ensemble des chapitres précédents. 11
cherchera en effet a appliquer notre critere a la situation de ’excavation d’un tunnel dans un
contexte pleinement tridimensionnel. Bien que 1’étude menée se veuille davantage qualitative,
il sera montré qu’en considérant différents éléments d’anisotropie du probleme il est possible
effectivement de rendre compte de facies de fissuration stables ayant des géométries et des
extensions cohérentes avec les observations de TANDRA.

Si ’ensemble de ces chapitres constituent un tout autonome pouvant se suffire a lui méme,
les Chapitres 8 et 9 s’intéresseront aux modeles d’endommagements. Malgré le fait que ces
modeles n’ont pas pu étre appliqués au probleme de 'excavation d’un tunnel, quelques ré-
sultats établis nous semblent suffisamment intéressants pour figurer dans ce manuscrit. En
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effet, le travail que nous avons mené se veut étre une réflexion générale sur le phénomene de
nucléation. Dans ce cadre, il ne saurait étre complet sans que les méthodes d’endommage-
ment, qui prennent de plus en plus de place au sein de la communauté scientifique, soient
abordées.

Le Chapitre 8 explorera une piste tres naturelle pour essayer de donner une base physique
au terme de régularisation proposé dans certains travaux (par exemple PHAM et MARIGO
[2011] ou LANCIONI et ROYER-CARFAGNI [2009]). Si la méthode en question permet ef-
fectivement de faire rejaillir un terme en gradient d’endommagement au carré en tant que
correctif a I’énergie élastique, les hypotheses méme sur lesquelles elle repose ne permettront
pas de conclure.

Le Chapitre 9 sera l'occasion de revenir sur certaines notions de stabilité dun état qui ont
été avancées dans un contexte endommageant. Dans un premier temps, nous adapterons la
condition suffisante de stabilité de Hill concernant les évolutions plastiques (HILL [1958]) aux
modeles locaux d’endommagement dans le cadre des petites déformations. En résumé, celui-
ci repose sur un examen minutieux des implications énergétiques associées a la fuite d'un
état d’équilibre sans apport extérieur d’énergie et via des évolutions isothermes. Le principe
méme de la méthode laisse pourtant penser que le bon cadre d’analyse est a nouveau celui de
I’adiabaticité. Par conséquent, nous montrerons que ces deux approches meénent a des critere
sensiblement différents et nous détaillerons la forme de chacun. Fort de ces résultats, nous
nous intéresserons a nouveau au probleme fondateur de la méthode de régularisation dite a
gradient d’endommagement qui est celui d'un barreau unidimensionnel. Nous proposerons
un cadre d’analyse tres simple et physiquement cohérent permettant de revisiter certains
éléments de la littérature consacrée a ce sujet.
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Analyse des contraintes au voisinage
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CHAPITRE 2. ANALYSE DES CONTRAINTES AU VOISINAGE DU FRONT DE TAILLE

2.1 Modélisation géométrique du probléme

Les problemes rencontrés par 'TANDRA lors de 'excavation de leurs galeries destinées
a accueillir des déchets radioactifs HAVL nécessitent une analyse mécanique du probleme
reposant sur le phénoméne de nucléation de fissures. Les deux approches présentées dans
le Chapitre 1, Sections 1.2 et 1.3 peuvent toutes deux potentiellement donner des éléments
de compréhension des mécanismes entrant en jeux. Cependant, pour l'une comme pour
I’autre, il est nécessaire de détailler un peu plus en détails la physique du probleme sous-
jacent. Dans un premier temps, il s’agit bien évidemment de préciser comment nous allons
modéliser 'excavation. Toutefois, la simple définition du probleme mécanique considéré n’est
pas suffisante. En effet, il est nécessaire de préciser un certain nombre de parametres, dont
I'un des plus importants est la nature de la fissure a considérer. Les deux méthodes proposées
ont a priori besoin de cette information pour pouvoir étre utilisées. En ce qui concerne une
approche reposant sur de I’endommagement, il est nécessaire d’étre vigilant puisque le modele
de base n’est pas capable de faire la différence entre des états de compression et des états
de traction. Ainsi, si aucune précaution n’est prise, tous deux peuvent étre indiiment source
d’endommagement. Ce phénomene complique la prise en compte de fissures fermées puisque
celles-ci s’accompagnent généralement d’états de compression qui ne sont pas moteurs dans
les phénomenes de propagation ou de nucléation. Il existe cependant des modeles cherchant
a palier ce probléme comme celui présenté dans LANCIONI et ROYER-CARFAGNI [2009] qui
propose de n’endommager que le module de cisaillement de cisaillement p ou encore AMOR
et collab. [2009] reposant sur une méthode plus complexe. Il en va de méme pour la méthode
du double critere proposée par D. Leguillon ou la nature de la fissure doit étre précisée
en amont de la procédure. Une fagon de palier ce probleme serait cependant de traiter un
probleme avec conditions de contact unilatéral. Avant de pouvoir se prononcer sur la nature
des fissures susceptibles d’apparaitre lors de I'’excavation d’un tunnel, nous devons d’abord
préciser de quelle maniere nous souhaitons modéliser la géométrie de ce dernier.

2.1.1 Coins anguleux et fissures de Griffith

Dans le but de proposer la géométrie représentative d’un tunnel que nous avons utilisée,
nous souhaitons établir quelques résultats sur les géométries idéalisées. D’un point de vue pu-
rement mécanique, la présence dans une structure de coins anguleux, éventuellement fermés
pour des fissures, est généralement synonyme de présence de singularités de contraintes. Ce
phénomene bien connu est tout a fait acceptable d’un point de vue énergétique. Cependant,
considérer des zones ot les contraintes deviennent infinies peut sembler, de prime abord, étre
assez €loigné de la réalité physique des problemes traités. Puisque ces singularités sont liées
a la maniere idéalisée dont un probléeme en particulier a été représenté, il est légitime de
se poser la question du bienfondé du modele utilisé. En effet, en changer aurait ’avantage,
tout du moins en apparence, de mieux coller a la réalité tout en s’épargnant la présence
des singularités qui peuvent s’avérer délicates a gérer d’un point de vue numérique. Pour
autant, adopter des coins arrondis présente également son lot d’inconvénients. Cela conduit
par exemple a introduire des nouveaux parametres, tels que le rayon de courbure du coin, qui
peuvent étre difficiles a quantifier et dont les effets sur les résultats recherchés devront étre
in fine quantifiés. Au dela du point de vue pratique, I'existence méme de deux modélisations
pose la question de la cohérence des deux approches entre elles. Avant de préciser les choix
que nous avons faits pour batir notre modele géométrique, nous souhaitons réunifier les deux
modeles en montrant que les résultats qu’ils donnent sont en parfaite adéquation.

Afin d’illustrer notre propos, nous proposons de nous appuyer sur le cas des modeles
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2.1. MODELISATION GEOMETRIQUE DU PROBLEME

de fissures. En effet, la littérature sur le sujet distingue deux grandes familles de modeles
géométriques servant a appréhender un objet de type fissure :

La qu

La premiere consiste en une représentation de la fissure comme deux faces paral-
leles confondues (segments pour des problemes bidimensionnels en déformations ou
en contraintes planes ou surfaces planes pour des problémes tridimensionnel). Il s’agit
du modele historique proposé par GRIFFITH [1921]. En particulier, le fond de la fissure
s’apparente a un diedre d’ouverture nulle et les points appartenant a la levre supérieure
de la fissure sont géométriquement confondus avec ceux de la levre inférieure. Dans
cette représentation idéalisée, la fissure plate, dite de Griffith, s’apparente a une ligne
ou a une surface présentant une discontinuité du champ de déplacement. Une analyse
locale montre classiquement que ce modele s’accompagne également d’un champ de
contrainte présentant une singularité au niveau de la pointe de la fissure. C’est cette
structure particuliere du champ de contrainte qui a menée a l'introduction des célebres
facteurs d’intensité de contrainte. Ces deux phénomenes tirent bien évidemment leur
origine dans le choix de modélisation de la fissure par un objet géométrique de mesure
nulle (surface ou volume suivant la dimension du probléme considéré).

La deuxieme propose d’appréhender la fissure par une cavité aplatie mais de mesure
non nulle. Ce sont notamment une ellipse en deux dimensions ou un ellipsoide en 3D
qui sont utilisés, tous deux étant aplatis et donc caractérisés par de petits rapports
d’aspect. Tant que ce dernier n’est pas nul, le modele permet d’éviter la discontinuité
de déplacement mais surtout de s’affranchir des phénomeénes de singularités. Nous
parlerons dans ce cas de fissures elliptiques ou ellipsoidales.

estion de la cohérence des deux modeles est précisément posée en terme de singularité.

Si, par exemple, en déformations ou en contraintes planes, la fissure elliptique voit son

rappo

rt d’aspect tendre vers 0, on retombe sur la description géométrique d’'une fissure de

type Griffith et ’objet limite présentera lui aussi une discontinuité de déplacement. S’il reste
a montrer qu’il s’agit bien de la méme discontinuité que pour une fissure de Griffith de
méme géométrie, le point le plus frappant concerne la structure du champ de contrainte.
Pour étre plus précis, considérons les probléemes en déformations planes représentés Figures
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FIGURE 2.1 — Milieu infini sous pression iso- FIGURE 2.2 — Milieu infini sous un chargement
trope avec un trou carré libre de contraintes déviateur de contraintes avec un trou carré

2.1 et

libre de contraintes

2.2. Au vu du chargement considéré, les levres des fissures vont s’écarter pour donner
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lieu a des fissures ouvertes. Pour de telles fissures, le vecteur contrainte est nul au niveau de
leurs bords. En ce qui concerne la fissure elliptique, il n’y a pas de probléemes de définition
de la normale au contour. Par conséquent, au fond de fissure, qui est représenté par le point
d’abscisse b, on obtient en coordonnées cartésiennes :

022 (0,0) =0 (2.1)

et ce, quel que soit le rapport d’aspect de l'ellipse. Il est par conséquent tout a fait légitime
de penser qu’au passage a la limite permettant a la géométrie elliptique de tendre vers celle
de la fissure de Griffith, la nullité de la composante o,, en pointe de fissure sera préservée.
Ce résultat est de prime abord en contradiction avec celui prévu par la théorie de Griffith
qui annonce en particulier un comportement divergent de cette composante du champ de
contrainte. Pour étre plus précis, nous allons revisiter dans les deux sections suivantes les
solutions correspondant aux deux modeles de fissure.

2.1.2 Fissures de Griffith

Pour un probleme en déformations ou en contraintes planes, ’analyse locale de la struc-
ture du champ de contrainte au voisinage de la pointe d’une fissure de Griffith peut se faire
par le biais de 'introduction d’une fonction d’Airy ¢. A partir d’une telle fonction, dans une
base cartésienne de coordonnées (x,y), les composantes du champ de contrainte de Cauchy
o peuvent s’écrire :

0% d%¢ 0%¢

" Oy ’ T T B2 ’ Tay =  9zdy (22)

UCE%

Cet espace vectoriel particulier de champs de contrainte a ’avantage de vérifier automati-
quement les conditions d’équilibre local en ’absence de force a distance :

dive =0 (2.3)

Pour que celui-ci soit associé, dans un matériau élastique linéaire isotrope, a des déformations
géométriquement compatibles, il faut et il suffit que la fonction d’Airy soit biharmonique :

AAG =0 (2.4)

En cherchant ¢ sous la forme d’une fonction biharmonique a variables séparables, puis en
imposant au champ de contrainte en dérivant de vérifier localement les conditions aux limites
(correspondant a des conditions de bords libres au niveau des levres de la fissure), il est
possible d’accéder au comportement asymptotique des différents champs au niveau de la
pointe de la fissure. Avec la définition d’'un systéeme de coordonnées cylindriques locales

€y
€y
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FIGURE 2.3 — Zoom au niveau de la pointe d’une fissure de Griffith et définition de repéres locaux
dont l'origine coincide avec la pointe de la fissure comme représenté sur la Figure 2.3, on
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trouve que le champ de contrainte peut se mettre localement sous la forme (cf. PANASYUK
et BEREZBNITSKIY [1965]) :

(K ( cos%+5cose) + K (38111%—5Sin€))
2 2 2 2
(KI (sm 30 +sing) + Kpp (3COS§ +Cos g)) (2.5)

1 30 0 30 0
K 3 —-3K —
Opo = 4\/%( T (cos + 3 cos 2) II (sm 5 + sin 2))

ou K et Ky sont une définition possible des facteurs d’intensité de contrainte associés aux
notions de mode I (mode d’ouverture pur) et de mode /7 (mode de cisaillement pur) respec-
tivement. Ces deux quantités n’ont pas d’expressions générales et dépendent du chargement
et de la géométrie de la structure considérée. Il est cependant d’ores et déja possible, dans
ce contexte de fissure plate, de commenter le comportement du champ de contrainte au
voisinage du fond de fissure en comparaison avec celui annoncé pour une fissure elliptique.
En effet, le pendant de (2.1) peut étre évalué comme la limite lorsque 7 tend vers 0 de la
quantité o,.. calculée au point de coordonnées cylindriques locales (r,0). Sauf nullité des
facteurs d’intensité de contrainte, I’expression donnée en (2.5) montre que cette quantité
n’est pas finie. Ce constat vient donc se poser en désaccord complet avec la nullité annoncée
précédemment.

Pour étre plus précis, il est nécessaire d’expliciter la valeur des facteurs d’intensité de
contrainte K; et K;; pour un probleme particulier. Nous proposons d’aller plus loin en
donnant une solution complete du probleme illustré Figure 2.2 pour la fissure de Griffith.
En effet, la simplicité des expressions est telle qu’il serait dommage de se priver d’expres-
sions ayant un domaine de validité ne se restreignant pas seulement a un voisinage du fond
de fissure. Pour y arriver, il est cependant nécessaire d’introduire une partie du formulaire
d’analyse complexe qui sera requis a plusieurs reprises tout au long de ce travail. En se repor-
tant & MUSKHELISHVILI [1953], on montre que les fonctions de la variable (z,y) solutions de
I'équation (2.4) se mettent sous une forme tres particuliere. En effet, vérifier cette équation
est équivalent & l'existence de deux fonctions ¢ et 1 de la variable complexe z = x + iy (ou i
est le nombre complexe tel que 2 = —1), holomorphes sur la structure étudiées et telles que :

¢(z,y) = Re (Zp(2) +x(2)) o =Y (2.6)

/

O-’f"f‘

Orp =

ol Re correspond a la partie réelle, ' représente I'opération de dérivation (ici en tant que
fonction de la variable complexe) et ou l'opérateur - désigne le conjugué d’une quantité
complexe. Cette relation est fondamentale et est a la base de ’analyse complexe en mécanique
des solides. A partir de ces deux potentiels, on obtient les formules de représentation bien
connues de Kolosov, Muskhelishvili :

Tar 04y =2((2) + 9(2))
Oyy = Ouz + 2004y = 2(Z9"(2) +¥'(2)) (2.7)
1
&riy =5 (me(2) - 20/ (3) - 0(2))
ou = {,e,+§,e, est le vecteur déplacement associé au champ de contrainte géométriquement
compatible o (modulo les éventuels déplacements de corps rigide) et ou k est la constante

de Kolosov égale a 3 — 4 en déformations planes et a ==~ en contraintes planes. Grace aux
propriétés des fonctions holomorphes, le probleme d’ une ﬁssure de Griffith, en déformations
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ou en contraintes planes, dans un milieu infini en traction uniaxiale dans la direction per-
pendiculaire a la fissure a été résolu de maniere directe par H. Bui. Les potentiels ¢ et ¢
décrivant la solution sont donnés dans Bur [1978] et valent dans le cas qui nous intéresse :

P(2) = f(%—l)
2 (22 - a?)? (2.8)

L’utilisation de tels potentiels mériterait un éclaircissement sur la notion de puissance non
entiere de nombres complexes et donc implicitement sur le choix de la détermination du
logarithme complexe. Cette notion sera largement commentée dans la Section 2.3 de ce cha-
pitre, ou encore dans le Chapitre 3, Section 3.3. Nous nous contenterons pour le moment
de montrer les résultats obtenus a partir de ces potentiels. L’avantage des formules de re-
présentation (2.7) associées a l'expression exacte des potentiels (2.8) sur une forme locale
(2.5) est qu’il est désormais possible d’accéder aux valeurs des champs de déplacements et
de contrainte en tout point de la structure et pas uniquement au voisinage de la pointe de
la fissure. Ainsi, nous sommes désormais en mesure d’illustrer convenablement une partie
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a
FIGURE 2.4 — Représentation de la composante o, du champ de contrainte pour la fissure de
Griffith Figure 2.2 le long de I'axe des abscisses en fonction de la distance au fond de fissure *-*

du paradoxe que nous avons soulevé plus haut. Sur la Figure 2.4, la composante o,, en
coordonnées cartésiennes du champ de contrainte calculé en un point (x,0) est représentée
en fonction de la distance au fond de fissure #*. Le phénomene de singularité est donc bien
activé, comme suggéré par la décomposition locale du champ de contrainte (2.5).

2.1.3 Fissures elliptiques

Puisque nous avons a notre disposition la solution exacte du probleme de la fissure de
Griffith représenté Figure 2.2, nous allons maintenant détailler la solution de la méme struc-
ture avec cette fois-ci une fissure elliptique en son sein. Une facon de 1’établir est de recourir
a une technique de transformation conforme comme introduite par MUSKHELISHVILI [1953].
Sans détailler la procédure permettant d’aboutir a la forme des potentiels complexes asso-
ciés a la fissure elliptique, rappelons seulement la notion de potentiels images et antécédents
ainsi que le lien les unissant. Soit w une transformation conforme, c’est-a-dire une applica-
tion partant d’un ensemble du plan complexe S, dit « plan antécédent » et arrivant dans
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un autre ensemble ¥, dit « plan image », bijective et conservant localement les angles (sauf
éventuellement en un nombre fini de points) :

w : xn - 8

Z o z=w(Z) (2.9)

Si le probléme mécanique devant étre résolu est défini dans le z-plan S (dit plan image) et
que @ et 1 les potentiels recherchés, deux autres potentiels ® et W sont introduits. Ils sont
définis sur le Z-plan ¥ (dit plan antécédent) par le changement de variable z = w(Z) :

z = w(2)
p(z) = ®(Z) (2.10)
v(z) = ¥(2)

Une remarque immédiate est que, tant que w’ # 0, les relations (2.10) garantissent un acces
rapide aux dérivées des potentiels ¢ et 1) par rapport a leur variable naturelle z. On aurait
par exemple :

(Z)
w'(Z)
Cette propriété est essentielle puisque c’est elle qui va nous permettre d’utiliser les équa-
tions de représentation (2.7) dans un contexte de transformation conforme. Ainsi, 'opération
(2.10) permet de formuler le probléeme mécanique du z-plan S sur le Z-plan ¥. Si le chan-
gement de variable est adroit, il peut permettre d’accéder a I'expression de ® et ¥ et donc
indirectement aux deux potentiels cherchés. Dans cette optique, il est bien souvent intéres-
sant de se ramener, en ce qui concerne le plan antécédent, soit sur le disque unité (appelé
intérieur du cercle unité), soit sur la fermeture du plan complexe privé du disque unité (ap-
pelé extérieur du cercle unité) : {z/|z| > 1} ou | -| désigne le module d'un nombre complexe.
Dans le cas qui nous intéresse, le plan image est constitué de 'extérieur d'une ellipse. Par
conséquent, la transformation conforme souhaitée permettrait de transformer 'extérieur du
disque unité en l'extérieur d'une ellipse. Cette transformation est bien connue et porte le
nom de transformation de Joukowsky. Elle s’exprime sous la forme :

o'(z) = pour z=w(Z) (2.11)

w(Z) = R(Z + %) (2.12)

avec 0 < m < 1. En effet, il est facile de voir que le cercle unité est envoyé sur une ellipse
de grand axe horizontal de dimension 2b = 2R(1+m) et de petit axe vertical de dimension
2¢ =2R(1 -m) qui est lellipse représentée Figure 2.1. Le cas limite m = 1 est associé a une
fissure plate d’extension 4R mais correspond a un cas de perte de conformité, c’est-a-dire
de non conservation des angles, puisqu’on aurait alors w’(1) = w’(-1) = 0. La précaution
m < 1 a d’ailleurs été prise pour éviter ce cas de figure. Il est néanmoins bon de noter que
dans les expressions qui vont suivre, le cas d'une géométrie s’apparentant asymptotiquement
a une fissure de Griffith s’obtient en considérant des m proches de I'unité par valeurs infé-
rieures. Une illustration de la transformation de Joukowsky (2.12) pour différentes valeurs
du parametre m est donnée Figure 2.5. Pour un jeu de parametres m et R donné, on trouve,
toujours dans MUSKHELISHVILI [1953], que les potentiels antécédents associés a la solution
du probleme de fissure elliptique Figure 2.1 sont de la forme :

Ro* 2+m
- (2-222)
R
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FIGURE 2.5 — Transformation de Joukowsky de l'extérieur du cercle unité (figure de gauche) avec
R =1 et pour m = 0.8 (figure centrale) ou m = 0.95 (figure de droite)

En combinant (2.7), (2.10) et (2.11) il vient :

Ogw + 0 22(@,(Z)+¢,(Z))
o w0 e (Z2)w'(2) - 2"(Z)w"(2) (%)
. — (P 2)(Z) - D ()" (Z v (7
Tyy = Opg + 2004y = 2 (w(Z)( S(Z) )+ w’(Z)) (2.14)
ity =5 (mcb(Z> —w(Z)% —W)

Ces relations permettent d’accéder aux composantes des champs de contrainte et de dépla-
cements solutions du probleme réel. Précisons toutefois que ces composantes sont exprimées
en un point z de S, image par la transformation conforme w d’un point Z de ¥. En prenant
une combinaison linéaire de (2.14) on est donc capable, a partir des expressions (2.13), de
calculer la valeur que prend o,, en un point z = w(72).

100 A
80 A
022(,0) 60 -

o 40
20 -

0

0 0001 0002 0003 0004  0.005
xr—a

a
FiGURE 2.6 — Comparaison de la composante o, du champ de contrainte entre la configuration
fissure de Griffith (courbe noire) et pour différentes ellipses définies par la transformation de Jou-
kowsky tendant asymptotiquement vers la fissure de Griffith.
De la courbe bleue & la courbe rouge : m = 0.9,0.95,0.97,0.99,0.995 ou m est le parameétre entrant
en jeu dans la transformation de Joukowsky

Dans le but de pouvoir comparer 1’évolution du champ de contrainte en des points oc-
cupant spatialement la méme place dans le cas d’une fissure elliptique ou d’une fissure de
Griffith, il est intéressant de mener les calculs en se placant systématiquement dans le cas
b = a avec les notations des Figures 2.1 et 2.2. Le rapport entre le petit axe vertical et le
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grand axe horizontal étant égal a %;—Z, ¢’est donc le parametre m qui contrdle entierement le
rapport d’aspect de l'ellipse. Par conséquent, les calculs seront menés pour différentes valeurs
de m se rapprochant de 1 par limite inférieure tout en choisissant R de maniére a garantir
I'égalité R(1+ m) = a. Les résultats associés a ces choix de parametres sont donnés Figure
2.6. Cette figure est essentielle pour clarifier un certain nombre de points.

Le premier est qu’on garde effectivement o,,(b,0) = 0 dans le modele elliptique. Cepen-
dant, on observe immédiatement apres ce point ’existence d’un pic de contraintes qui devient
de plus en plus étroit et intense & mesure que m augmente et qui se rapproche du fond de
fissure. Par conséquent, il y a bien convergence du modele de fissure elliptique vers le modele
de fissure de Griffith hormis en un point. Sans chercher a prouver mathématiquement notre
propos, il semblerait qu’on ait convergence simple sur C\{-a,a}, voir méme convergence
uniforme sur tout ouvert de la forme C \ B (za,€) ou B (a,€) (respectivement B (-a,¢))
représente la boule centrée au point a (respectivement —a) de rayon e. Ainsi, le paradoxe
apparent que nous avions anticipé entre les deux modélisations est désormais levé. Au fond
de fissure, un phénomene de concentration de contrainte est bien présent. Celui-ci vient de
plus tangenter asymptotiquement la singularité de contrainte existant pour une fissure de
Griffith. Par conséquent, le modele de singularité, qui est totalement licite d’un point de vue
énergétique, décrit bien la réalité physique du matériau puisqu’il est la traduction idéalisée
du phénomeéne de concentration de contrainte.

De plus, cette comparaison rend tout a fait justice au modele de propagation de fissure
proposé par Griffith. Puisque les contraintes deviennent infinies dans le cas d’une fissure
plate, un critere portant sur le niveau de contraintes n’était pas envisageable. Irwin (voir
IRWIN [1957]) avait alors proposé de s’intéresser plutdt a la fagon dont le champ de contrainte
tendait vers l'infini, c¢’est-a-dire au facteurs d’intensité de contrainte. En lieu et place d’un
critere portant sur une contrainte maximum, Irwin a suggéré de fournir une valeur critique
des facteurs d’intensité de contrainte. Avec le comparatif que nous mettons en ceuvre, la
procédure proposée par Irwin apparait comme tout a fait légitime dans le cas d’une mo-
délisation idéalisée. Plus clairement, le probleme que nous traitons correspond, de par sa

350 1
300 4
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150 ]
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90 1

0 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005

T —a

a
FIGURE 2.7 — Comparaison de la composante o,, du champ de contrainte obtenu de maniere
asymptotique pour la fissure de Griffith de taille 2a (courbe noire) et pour une ellipse définie par

la transformation de Joukowsky avec les parameétres m = 0.99 et R = —% (courbe rouge)

géométrie et de par son chargement, a celui d’'une éventuelle propagation en mode [ de
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la fissure pré-existente. En ce qui concerne la fissure de Griffith, les facteurs d’intensité de
contrainte K; et K;; associés au comportement local du champ de contrainte en pointe de
fissure (2.5) pour ce probléme bien précis sont connus et valent :

K]=O'°° aTm y K]]=O (215)

Ces expressions nous donnent en particulier acces a la décomposition locale, au niveau de la
pointe de fissure, le long de ’axe des abscisses, de la composante oy, du champ de contrainte
pour la fissure de Griffith. La Figure 2.7 vise a comparer ce terme avec celui obtenu par le
biais d’une fissure elliptique de rapport d’aspect égal a 0.005 et dont la représentation semble
plus physique. Cette comparaison permet de bien voir que caractériser la fagon dont le champ
de contrainte tend vers I'infini revient a se donner une information sur une contrainte critique
et une longueur caractéristique du matériau (qui peut par exemple étre associée a un rayon
de courbure minimum pour la matériau). Le critere écrit sur K; est donc bien un critere
de contrainte et est le bon outil pour analyser les phénomeénes de propagation dans des
géométries idéalisées. Enfin, la formule d’Irwin, qui permet de relier le taux de restitution
d’énergie avec les facteurs d’intensité de contrainte, montre qu’il est équivalent, au moins
en ce qui concerne les mécanismes de propagation, de travailler avec une énergie critique ou
avec une contrainte critique. Elle sous-entend méme qu’il est plus agréable, dans le cadre
d’'une géométrie idéalisée, de travailler avec un critere énergétique.

Cette section a permis de lever un paradoxe apparent qui existe entre des modeles de
fissures plates et des modeles de fissures elliptiques. De maniere plus générale, elle nous
permet de comprendre qu’'une géométrie idéalisée de coin anguleux capture correctement la
physique et rend tout a fait justice a la réalité du matériau élastique. Les phénomenes de
singularité de contraintes correspondent donc a une représentation idéalisée des phénomenes
de concentration de contraintes. Considérer des coins anguleux et postuler qu’ils sont des
sites privilégiés de propagation de fissure ou de nucléation devient alors tout a fait légi-
time puisqu’ils sont la représentation idéalisées de sites de concentration de contraintes, eux
mémes propices a ces mécanismes de propagation ou de nucléation. Ces précisions nous ont
semblé étre un préalable utile a la présentation de notre modele géométrique représentant
I'excavation d’un tunnel, mais aussi aux hypotheses de mécanismes de fracturation que nous
proposerons par la suite.

2.1.4 Modélisation de ’excavation d’un tunnel

Suite a la discussion précédente sur le bienfondé des géométries idéalisées, nous proposons
de modéliser 'excavation d’un tunnel de la facon la plus simple possible afin de ne pas nous
encombrer de parametres superflus tels que le rayon de courbure des coins en front de taille.
Ainsi, la description géométrique présentée Figure 2.8 nous semble a méme de capturer les
différents éléments physiques permettant ensuite d’analyser les mécanismes pouvant mener
a la formation des fameuses fissures en chevron. Ce que nous nous proposons d’explorer est
si, a partir d'une partie de tunnel déja forée et de longueur Ly, I'excavation d’une nouvelle
passe de longueur L, est susceptible d’amorcer des départs de fissure de géométries similaires
a celles présentées Chapitre 1, Section 1.1. En toute rigueur, il faudrait prendre en compte
que des fissures en chevrons existent déja au moment de ’excavation d’une nouvelle passe
et voir si de nouvelles fissures peuvent venir se superposer au réseau déja en place. Nous
proposons, pour simplifier un peu l'analyse, de ne pas prendre en compte les fissures déja
existantes et de nous concentrer sur la possibilité de nucléation au moment de I’excavation.

Il reste a préciser le chargement du probleme. En effet, il est nécessaire de savoir comment
modéliser 'action mécanique du tunnel préexistant sur le sol et surtout comment prendre
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- >

Ly L,

F1GURE 2.8 — Modélisation géométrique de ’excavation d’un tunnel. Lt est la longueur de tunnel
déja foré, L, la longueur de la passe et R est le rayon du tunnel. L’axe du tunnel e, correspond a
I'une ou l'autre des directions associés aux contraintes principales horizontales

en compte le phénomene de I'excavation. Dans un premier temps, nous devons prendre en
compte le fait que la construction du tunnel se fait dans un milieu précontraint. L’état de
référence, correspondant au moment ou la nouvelle passe est entreprise, n’est donc pas associé
a un champ de contrainte nulle puisque la poussée des terres implique I'existence d’un état de
compression que nous noterons o,. Cette précontrainte est donc une conséquence directe du
caractere pesant du sol considéré. Pour autant, la profondeur a laquelle le tunnel est creusé
pousse a négliger, dans la zone d’étude, l'effet du poids sur la variation de o,. En considérant
que la masse volumique pq,giiite de I'argilite est de 'ordre du millier de kilogramme par metre
cube, alors, pour un tunnel de l'ordre du metre et pour un domaine d’étude de l'ordre de
la centaine de metres (de sorte que le domaine d’étude soit grand par rapport au tunnel),
il découle une variation du champ de contrainte entre le point le plus haut et le plus bas
de la zone considérée 'ordre de Ao, ~ 1 MPa. Sachant que les contraintes en présence sont
plutdt de 'ordre de la dizaine de méga Pascal (cf. Chapitre 1, Section 1.1), il semble légitime
de négliger les variations de précontrainte a I’échelle de 1'ouvrage. Ainsi, la précontrainte
considérée o, sera prise constante sur l'intégralité du domaine présenté Figure 2.9 et les
champs de contrainte statiquement admissibles seront pris a divergence nulle. Etant donné
les contraintes en présence avant I'excavation du tunnel ainsi que les directions de forages
utilisées, cette précontrainte se met sous la forme :

o,=01e,8e,+0r1€,8e,+0€,®e€, (2.16)

Dans ce contexte, I’excavation de la passe du tunnel consiste en un déconfinement des terres.
Puisque cette action conduit, une fois achevée, a la création d’un bord libre, nous nous
proposons de la modéliser simplement en imposant un vecteur contrainte au niveau des
bords extérieurs de la passe passant progressivement de la valeur initiale T' = o,.n a la
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FIGURE 2.9 — Modélisation des contraintes s’exergant lors de ’excavation du tunnel. Au niveau de
la passe, les contraintes passent progressivement de leur valeur initiale & une valeur nulle par le
biais du facteur A décroissant de 1 a 0

valeur finale T" = 0. Pour ce faire, une fonction du temps A\(¢) est définie sur un intervalle de
temps {t;,t} correspondant a la mise en ceuvre de la passe et telle que :

A(t) — {ti, ts} avec { ))\\((:;)) (1) et AN (2.17)

Enfin, il reste a préciser I’action du tunnel préexistant sur le sol en présence. A ce titre, deux
hypotheses de modélisation sont faites : nous supposons que des cintres de souténement
sont présents et nous proposons d’utiliser un contact lisse au niveau des parois du tunnel.
L’ensemble de ces actions est représenté Figure 2.9 ou le chargement loin du tunnel est
également précisé.

Cette modélisation, bien que grossiére par certains aspects, nous semble comporter suffi-
samment d’informations pour étre & méme de capturer les mécanismes entrant en jeu dans
le phénomene de nucléation des fractures en chevrons. La définition du modéle géométrique
et du chargement permet d’ailleurs des a présent de préciser une hypothese de travail vis a
vis de ces mécanismes. En effet, la présence de coin au niveau du front de taille implique
nécessairement la présence de contraintes singulieres. Nous I’avons vu, cette singularité n’est
pas uniquement un artefact dii au choix d’une modélisation par coins anguleux. Il s’agit en
fait de la traduction idéalisée d’un phénomene tout a fait physique et réellement en place
qui est la concentration de contraintes. Cette derniere pouvant étre tres élevée, le front de
taille devient de fait un site privilégié pour la nucléation du fissures. L’hypothese de travail
que nous adoptons naturellement est que les fissures en chevrons y prennent naissance. Par
conséquent, il s’agit maintenant de juger de I'opportunité de la nucléation de fissures en
chevron a partir des coins du front de taille. Si cela s’avere possible, il sera nécessaire dans
un deuxieme temps de vérifier que les facies de fissuration obtenus peuvent étre comparés
a ceux observés par ’TANDRA. Pour y parvenir, le modele étant désormais défini, la nature
de I’état de contrainte au voisinage de ces sites privilégiés doit étre analysée. Ce n’est qu’a
partir de cette analyse qu’il sera possible de déterminer si les fissures a prendre en compte
doivent étre de type ouvertes ou au contraire de type fermées.
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2.2 Justification d’une analyse bidimensionnelle

Dans un premier temps, il est suffisant de s’intéresser a l’état de contrainte régnant
localement au niveau des coins anguleux du front de taille. C’est en effet, dans cette région,
la singularité de contrainte qui va imposer si la zone est dans un état de compression ou au
contraire de traction. Cependant, la structure de ces singularités ne semble pas étre connue
pour une géométrie de cylindre a base circulaire. Si nous considérons que le chargement et
que le matériau considérés possedent une symétrie cylindrique par rapport a I’axe du tunnel
e., il parait assez intuitif de considérer que sur un ensemble de petite taille par rapport a R
le rayon du tunnel, constituant un voisinage d’une partie du coin du front de taille, tout se
passe comme si le probleme se posait en déformations planes. Si tel était le cas, la question
de la structure de la singularité ne se poserait plus puisque celle-ci est bien connue pour
une géométrie de coin dans un probleme bidimensionnel. Ainsi, nous allons nous attacher a
montrer qu’il est possible de postuler localement, au niveau d’un certain nombre de sites qui
nous intéressent, un état plan.

2.2.1 Raisonnement par ordre de grandeur

Pour aller un peu au-dela des conditions axisymétriques, il est possible de se placer dans
une situation hypothétique ou le probleme illustré Figures 2.8 et 2.9 possede un plan de
symétrie contenant 'axe du tunnel e,. L’angle que forme ce plan avec e,, jouant ici le
role d’axe vertical, sera noté 6, comme sur la Figure 2.10. Les champs considérés seront
supposés étre au moins C' par rapport a l’angle 6. Dire que le probleme possede un axe de

F1GURE 2.10 — Exemple d’un plan de symétrie pour le probleme de ’excavation du tunnel contenant
I’axe e, et formant un angle 65 avec l'axe e,

symétrie signifie que le matériau, le chargement et la géométrie considérés possedent tous
cette propriété de symétrie. Cette hypothese adjointe a celle de la régularité des champs
implique les propriétés suivantes :
0

& (r,05,2) =0 et %( : )(r,@s,z) =0 (2.18)
ou £ est le vecteur déplacements solution du probléme considéré et ou (7,6, z) est le systéme
de coordonnées cylindriques classique. La condition de régularité peut sembler un peu res-
trictive puisqu’en toute rigueur le champ de déplacement est seulement assujetti a étre C!
par morceaux. Cependant, la condition suggérée sera tres probablement vérifiée des que le
chargement ne présentera pas de discontinuité et que le matériau considéré sera homogene.
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De plus, cette condition a le mérite d’englober le cas axisymétrique qui correspond a une
situation ou tout plan contenant l'axe e, est plan de symétrie et ou effectivement la condi-
tion de régularité exigée est vérifiée. Les composantes en coordonnées cylindriques du champ
de déformation associé & un champ de déplacement vérifiant (2.18) et calculé en des points
(1,05, 2) se mettent sous les formes suivantes :

S &, I o0&, I 1 (afr N 8§z)
T 9 T T 9z T 2\ 9z or (2.19)
€ = 77" , €9 = 0 , €. = 0

Ces expressions peuvent évoquer une situation de déformations planes dans le plan (e.,e,),
ol ey joue le role de direction hors plan pour peu que egy soit nul ou a défaut petit devant
les autres composantes non nulles. Un raisonnement basé sur 'ordre de grandeur de ces
différents termes entre eux peut étre utilisé afin de légitimement négliger 49. Dans le plan

M
0 =06,
8 sin o
e, p
A L«
R
@ - - - - - >
€.
Z=pcosa

FI1GURE 2.11 — Introduction d’une base locale au niveau du coin du tunnel pour un angle 6 = 6,

d’intérét, on peut définir une base locale telle que présentée sur la Figure 2.11. En anticipant
un peu le résultat justifiant une analyse plane, ce repére local constituera en quelque sorte
un repere polaire local dont l'origine se trouve au niveau du coin du front de taille. En
supposant qu’on se situe proche de ce coin de sorte que p < R, il apparait que l'ordre de
grandeur de dr et dz sera celui de dp alors que, au contraire, 'ordre de grandeur de r sera en
R. Plus précisément, si nous nous intéressons a la singularité de contrainte, il est légitime,
comme nous le verrons par la suite, de chercher le déplacement en variables séparées et plus
précisément de la forme &, ~ p? f(«) (avec une expression similaire pour £, ). Une conséquence

immédiate d’une telle écriture est qu’alors &,, ~ po~! tandis que g9y ~ p—};. Cette quantification
en terme d’ordre de grandeur conduit donc au fait que localement, au niveau du coin du front
de taille, il est completement légitime d’affirmer que iﬁ ~ % > 1. Ce raisonnement sur les
ordres de grandeurs permet de montrer qu’au niveau d’un voisinage d'un plan de symétrie,
il est possible, loin de l'axe e,, de se considérer comme étant en déformations planes. La
direction ey endosse alors le réle de la direction hors plan.

Rappelons que I'objectif de cette analyse est de pouvoir qualifier la nature des contraintes
au niveau des coins du front de taille. Puisque ces derniers ont été modélisés comme anguleux,
une singularité sera nécessairement présente et c’est elle qui dictera I'état de contraintes
recherché. Dans un contexte bidimensionnel, il est possible d’exprimer localement, au niveau
d’un coin, la structure de la singularité. Or nous venons justement de montrer que si le
probleme du tunnel possede un plan de symétrie, il est possible localement, au niveau du
coin du front de taille appartenant a ce plan, de se considérer en déformations planes. Par
conséquent, il semble parfaitement normal de supposer que la structure de la singularité
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existante sera identique a celle obtenue en déformations planes et donc facilement accessible.
La chance que nous avons est que le probleme que nous considérons possede au moins deux
plans de symétrie. En effet, le sol dans lequel a lieu I'excavation est de D'argilite. Si 'on
souhaite le modéliser comme un matériau élastique anisotrope, il est légitime, dans notre cas
de figure, de lui conférer une propriété d’isotropie transverse d’axe e, qui correspond a l’axe
vertical avec les notations introduites Figure 2.8. De plus, les contraintes en présence in situ
avant I'excavation du tunnel ayant des directions principales correspondant aux axes e,, e,
et e,, le chargement que nous avons considéré, étant engendré a partir de o, (2.16), possede
les trois plans (e;,e,), (e,,e.) et (e, e,) comme plans de symétrie. Enfin, la géométrie du
tunnel que nous considérons étant celle d’'un cylindre a base circulaire est donc symétrique
de révolution par rapport a son axe e,. Tous ces éléments permettent d’affirmer 1'existence
de deux plans de symétrie pour le probleme que nous considérons :

— le plan horizontal engendré par les vecteurs e, et e,

— le plan vertical comprenant I'axe du tunnel et donc engendré par les vecteurs e, et e,

FIGURE 2.12 — Quelle que soit la modélisation du matériau et du chargement, le probleme admet
au minimum deux plans de symétrie qui sont le plan horizontal et le plan vertical contenant 1’axe
du tunnel

Avec les considérations précédentes, nous sommes donc a priori en mesure d’accéder de ma-
niere simple et immédiate a la structure de la singularité en au moins 4 points caractéristiques
qui sont les 4 coins du front de taille appartenant au deux plans de symétrie décrits plus
haut et illustrés Figure 2.12. Il suffit en effet de prendre celle associée au probleme d’un
coin a angle droit dans un milieu en déformations planes. Cette propriété sera confortée un
peu plus loin puisqu’une deuxiéme justification sera apportée Sous-section 2.2.4 dans le cas
particulier de conditions axisymétriques. Dans un premier temps, essayons de tirer profit
de 'analyse qui vient d’étre menée et exhibons la structure de la singularité de contrainte
associée a des coins anguleux dans des problemes bidimensionnels.

2.2.2 Singularités de contrainte bidimensionnelles en condition
isotrope

La démonstration précédente a été faite pour montrer qu’il est possible d’utiliser, au
niveau d'un plan de symeétrie, les solutions singulieres des probléemes bidimensionnels en
faisant jouer a r et a z le role de coordonnées cartésiennes planes T et § respectivement
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et en interprétant ey comme la direction hors plan. Par conséquent, il ne nous reste plus
qu’a détailler quelles sont les singularités associées a la géométrie et au chargement (local)
proposés. Les méthodes usuelles permettant d’exhiber les solutions singulieres reposent sur
des coins aux bords libres de contrainte et considerent des états de référence naturels ainsi que
des matériaux isotropes. Ainsi, s’il est possible d’adapter ces méthodes au cas de chargement
traité, il sera possible d’accéder aux singularités dans le cas ou le sol est assimilé tout
entier a un matériau isotrope ou alors pour un plan de symétrie permettant localement
de considérer un matériau isotrope (c’est par exemple le cas pour le plan horizontal). Ces
deux cas étant déja tres intéressants et instructifs, il apparait utile de chercher a adapter les
méthodes usuelles. Pour pouvoir y recourir presque sans modifications, il suffit de raisonner
par superposition afin de considérer un probleme ou les bords de ’excavation au niveau de
la passe sont libres de contrainte. Dans ce but, une décomposition naturelle du probléme

FiGURE 2.13 — Utilisation du principe de superposition pour se ramener dans une situation ou les
bords de ’excavation sont libre de contraintes au niveau de la passe

initial, associé a la Figure 2.9, est présentée Figure 2.13. L’avantage de cette décomposition
est, outre le fait que le probleme numéro 2 répond aux attentes en terme de bords libres, que
le probléme numéro 1 admet pour solution triviale le champ de contrainte constant Ao,. Au
vu des précontraintes considérées et des conditions aux limites, le champ de déplacement lui
étant associé est rigoureusement nul. La solution du probléeme numéro 1 étant parfaitement
réguliere, il est clair que si le probléme initial admet effectivement des singularités, alors ces
derniéres sont entierement caractérisées par le probléme numéro 2. Ce dernier jouissant des
mémes propriétés de symétrie que le probléme initial, le passage en déformations planes est
tout autant justifié.

Par conséquent, le probleme équivalent qui doit étre traité est celui présenté Figure 2.14.
Une approche classique consiste a chercher le champ de contrainte comme dérivant d’une
fonction d’Airy ¢ selon les équations (2.2). En I'absence de précontrainte, il a été précisé
que les conditions de compatibilité géométriques se résumaient au fait que ¢ devait étre
biharmonique (2.4). Cependant, la précontrainte ici considérée étant constante, on montre
de maniere immédiate que les relations de compatibilité géométrique, transportées sur le
champ de contrainte o, sont inchangées. Par conséquent, le caractere biharmonique de la
fonction d’Airy est conservé. Pour poursuivre, I'idée est de chercher la fonction d’Airy comme
étant a variable séparable par rapport aux coordonnées locales (p, «) introduites Figures 2.11
et 2.14. Plus précisément, ¢ est recherchée sous la forme :

¢(p,a) = p"** f (@) (2.20)

ou f est une fonction au moins C2. Le caractére biharmonique de ¢ se traduit, pour des
raisons d’homogénéité, par une équation différentielle d’ordre 4 sur f dont les coefficients
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Précontrainte

(1-N)oy

€, 9

FIGURE 2.14 — Définition du probléme plan équivalent

font intervenir § et dont les solutions se mettent sous la forme :
f(a)=Acos((0+2)a)+ Bsin((§+2)a)+Ccos(da)+ Dsin () (2.21)

En coordonnées polaires, la transposition de (2.2), permettant d’accéder aux composantes
du champ de contrainte a partir de la fonction d’Airy ¢, s’écrit :

Tpp = %gbﬁ + %@aa , Tpa = —%gbma + %gba , Taa =D pp (2.22)
Puisque 'objectif est d’exhiber des objets singuliers, il est suffisant de s’intéresser uniquement
a la plage 6 < 0. Le champ de déformation, se calculant comme € =S : (o0 —0,) ou S est
le tenseur de souplesse, présente le méme degré de singularité que o. Par conséquent, la
densité volumique d’énergie élastique au voisinage de la fissure comprend deux termes qui
se comportent, au voisinage du coin, comme 72 en ce qui concerne la partie quadratique en
g, et comme 79 en ce qui concerne la partie linéaire. L’exposant ¢ étant désormais négatif,
il s’ensuit que la densité volumique se comporte au niveau du coin comme 720, Puisque
I’énergie élastique stockée au voisinage de la fissure est obtenue par intégration de cette
densité, une condition portant sur § est nécessaire afin de garantir la convergence de cette
intégrale au voisinage de r = 0. En effet, il est immédiat que cet exposant doit vérifier § > —1.
Ces précisions étant établies, il est désormais possible de chercher a caractériser quelles sont
les valeurs de § admissibles par rapport au probléme considéré. Grace aux expressions (2.22),
les équations associées au caractere libre de contrainte des bords du coin anguleux peuvent
étre déduites. Elles se traduisent sur la fonctionnelle f par les conditions suivantes :

Fm=r(-3)-0 e f@=-r(-5)-0 (2.23)

Ces dernieres conduisent a un systeme linéaire dont A, B, C' et D sont solutions. Celui-ci se
met sous la forme :

cos ((6+2)7) sin ((6 +2) 7) cos (0m)  sin(om) \ (A
cos(((5+2) %) —sin(((5+2)§) cos(d%) —sin(d%) B
—(0+2)sin((6+2)7) (6+2)cos((6+2)m) —dsin(dm) dcos(0m) lC’)

(6+2)sin((6+2)%) (5+2)COS((5+2)721) sin(6%) dcos(0%)

2

(2.24)

o O OO
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Pour que des solutions différentes de la solution triviale associée au vecteur nul puissent exis-
ter, il est nécessaire que ce systeme admette un déterminant égal a zéro. Apres simplification,
on trouve que cela revient a trouver les solutions de 1’équation :

cos (3m6) =26 +46+1  avec  de]-1,0[ (2.25)

Une résolution numérique permet de montrer I'existence de deux valeurs de ¢ dans 'intervalle
ouvert |-1,0[ permettant de résoudre I’équation précédente qui sont :

51 =-04555 et 0y=-0.09147 (2.26)

I est a remarquer qu’il n’existe pas de solution a I’équation (2.25) pour des valeurs de ¢
strictement positives, et ce, contrairement au cas de la fissure plate de Griffith. En effet, les
seules solutions & variables séparables de la forme (2.20), avec des exposant ¢ réels et physi-
quement admissibles sont les solutions singulieres. D’autres solutions a variables séparables
existent et font appel a des exposants complexes. Celles-ci ne présentent aucun intérét dans
le cadre de cette étude puisque les champs prédominants au niveau du coin considéré sont
les solutions singulieres associées a des exposants réels. Pour chacune de ces deux valeurs, la
matrice présente dans I’équation (2.24), associée au systéme linéaire devant étre résolu, perd
son caractere inversible. Plus précisément, on trouve que son noyau est, dans les deux cas,
de dimension égale a 1. Il s’agit donc de choisir deux vecteurs, appartenant respectivement
a I'un des deux noyaux, afin de former des familles génératrices. Cependant, le choix de ces
vecteurs se faisant a une homothétie pres, il est nécessaire de choisir une fagon arbitraire
de les normaliser. On peut par exemple choisir ces vecteurs de telle sorte que leur premier
coefficient soit égal a 1 (si celui-ci n’est pas égal a zero). Ce choix étant arrété, nous venons
de montrer qu’il existe deux solutions singulieres, associées a des degrés de singularité dif-
férents, sur lesquels le champ de contrainte solution se décompose localement de maniere
linéaire :

o =kipo + koo (2.27)
ou ky et ko sont des équivalents des facteurs d’intensité de contrainte. Les composantes en
coordonnées polaires de o et o5 sont données Figure 2.15. Si k; et ky sont non nuls dans
la décomposition (2.27), le fait d’avoir trouvé deux degrés de singularité différents 0, et do
implique nécessairement que I'un des deux modes prédomine sur I'autre au voisinage du coin
considéré. En effet, le mode le plus singulier, c¢’est-a-dire celui associé a 'exposant ¢ le plus
faible, dominera l’autre terme lorsque p sera considéré suffisamment petit. Dans notre cas, si
k1 # 0, la structure du champ de contrainte sera localement imposée par o1 qui est un mode
symétrique par rapport a la premieére bissectrice du coin considéré (et donc par rapport a
I'angle o = 7).

Pour pouvoir conclure quant a l’existence localement d’un état de traction ou de com-
pression, il est nécessaire de calculer la valeur de k; puis éventuellement de k. Une maniere
de calculer numériquement ces coefficients peut étre trouvée dans LEGUILLON et SANCHEZ-
PaLENCIA [1987]. 11 est par contre nécessaire de montrer que celle-ci peut s’étendre au cas
ou I'état de référence considéré n’est pas I’état naturel.

2.2.3 Calcul des facteurs d’intensité de contrainte en présence
d’une précontrainte

La méthode sur le point d’étre décrite se base sur l'existence de champs de contrainte
singuliers, a divergence nulle, vérifiant les conditions aux limites locales, mais associés a
des singularités 0 < —1, dits duaux, et donc non physiques. Pour montrer 'existence de ces
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Tpp Opa Taa
0 3.0
6. 2.0
1.0
6.0 . «Q
5.5 2 T
5.0
« o
-5 0. 5 T -5 0. 5 T
02
2
1.0
" «Q Qo
o T n o —g Q. g T
2 -1.0
-2.0

FI1GURE 2.15 — Représentation, dans la base polaire locale, en fonction de I’angle «, des composantes
des tenseurs de contrainte o1 et o9 associés a des singularité de degré §; = —0.4555 et do = —0.09147
respectivement

champs, on peut par exemple constater que si § est solution de (2.25), alors -2 — § 'est
également. Par conséquent, si 6 € ]-1,0[ alors =24 € ]-2, -1[ ce qui implique que la densité
d’énergie élastique associée a un tel champ de contrainte n’est pas intégrable en p = 0. Il
existe donc deux champs de contrainte, notés o_; et o_o, de singularité respective —2 — d;
et =2 — 09, qui représentent des objets purement mathématiques mais qui sont d’un grand
intérét pour accéder aux valeurs de k; et ko.

Considérons en effet deux contours I'; et I'y s’appuyant tous deux sur des bords libres de
contraintes du probleme équivalent bidimensionnel et entourant la singularité géométrique
comme illustré sur la Figure 2.16. Notons (2 le domaine délimité par ces deux contours et
les bords libres. Supposons maintenant que le tenseur d’ordre 2 défini par €, =S : o, vérifie
les conditions de compatibilité géométrique, c’est-a-dire qu’il est possible de lui associer un
champ vectoriel £, dont il est le gradient symétrisé. Une telle propriété n’est en effet pas
automatiquement vérifiée et doit donc étre supposée. Dans le cas qui nous intéresse, la ques-
tion est réglée puisque le champ de précontrainte a été choisi comme étant constant sur tout
I'espace. Le champ tensoriel €, est en quelque sorte une pseudo-déformation puisque celui-ci
ressemble & un objet de type déformation mais n’a pas de réalité physique. Considérons
désormais deux champs de contrainte o, et o, pouvant étre différents des champs singu-
liers introduits précédemment, étant statiquement admissibles avec les conditions de bords
libres et associés a des déformations géométriquement compatibles €; et €5 par le biais de
la loi de comportement élastique en présence de la précontrainte o,. Soient enfin §; et &,
deux champs de déplacements étant associées a ces deux champs de déformations. Le fait
d’avoir introduit le pseudo champ de déformation €, permet d’écrire la loi de comportement
élastique sous la forme :

o,=0,+C:¢,=C: (g, +¢€;) (2.28)
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Milieu précontraint avec

(1-N)oy

FI1GURE 2.16 — llustration de deux contours I'; et I's entourant la singularité géométrique et prenant
appuis sur des surfaces libres de contraintes.

Le théoreme de Maxwell-Betti montre la nullité de la quantité :

[Q (o1:(ep+e2)—02:(gp+e1))dV (2.29)

En utilisant le théoreme de la divergence dans ’expression précédente ainsi que le fait que
o1 et oy sont tous deux a divergence nulle et vérifient o;.n = 0 au niveau de la paroi du
tunnel (ot m est normal a la paroi), on établit la propriété suivante :

/1: ((gp + 52) o1 - (ép + 51) .0'2.71) ds = /1: ((ép + 52) o.M - (ﬁp + 51) .0'2.71) ds
1 2

(2.30)
ol n est la normale au contour considéré pointant vers 'extérieur au domaine incluant le
coin. A la suite de D. Leguillon et E. Sanchez-Palencia, définissons maintenant la forme
bilinéaire 1 définie sur I’espace des champs de déplacement comme :

WU V)= [((&+V)o)n-(&+U).o(V)n)ds (2.31)

ou I' est un contour ayant les mémes propriétés que I'y ou I'; et ou n est la normale pointant
vers l'extérieur du coin. Le résultat précédent montre que cette fonctionnelle est indépen-
dante du choix du contour I' pour peu que U et V soient associés a des champs de contrainte
statiquement admissibles avec les conditions de bords libres.

A partir de ce stade, le champ £ désignera la solution du probléme. Nous avons vu
que, localement, le champ de contrainte associé a ce champ de déplacement se décomposait
selon deux champs singuliers associés a des degrés de singularité notés d; et d,. Il existe
dans la littérature des expressions de représentation permettant d’obtenir, a partir de la
fonction d’Airy, le champ de déplacement associé a un champ de contrainte dérivant d’une
fonction d’Airy biharmonique. Il faut néanmoins faire attention au fait que ces formules
sont obtenues dans le cas ou le milieu considéré est initialement dans son état naturel. Ces
formules peuvent toutefois étre facilement adaptée au cas ou une précontrainte existe si
celle-ci est associée a des pseudo-déformations géométriquement compatibles. En effet, elles
permettent dans ce cas d’accéder non pas au champ de déplacement associé &, mais au
champ tensoriel £, + £. Grace a cette remarque, l'intérét de la fonctionnelle ¢ introduite
précédemment, se différenciant de celle présentée dans LEGUILLON et SANCHEZ-PALENCIA
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[1987] par la présence de ce pseudo champ de déplacement &, apparait clairement. Si o} et
o5 sont a nouveau les deux champs de contrainte singuliers introduits en (2.27), il est possible
de leur adjoindre, puisqu’ils dérivent d’une fonction d’Airy biharmonique, deux champs de
déplacement &; et &,. Il en va de méme des deux champs de contrainte mathématiques o_;
et o_ auxquels sont associés deux champs de déplacement, notés §_; et &_, respectivement.
Remarquons alors que si le champ o, (ou k€ {-2,-1,1,2}) est de la forme :

ok =pg(a) (2.32)

ou g, est un certain champ tensoriel d’ordre deux ne dépendant que de la coordonnée v du
repére local introduit précédemment, alors, en ne se préoccupant pas des déplacements de
corps rigide, le champ de déplacement &, se met nécessairement sous la forme :

&+, =" " hi(a) (2.33)

ou hy, est un certain champ tensoriel de degré 1 ne dépendant lui aussi que de la coordonnée
a. Les champs de contrainte o, vérifiant toutes les conditions fixées pour pouvoir étre utilisés
comme arguments de la fonctionnelle v, on montre facilement que :

@D(faf) = 0 si k+-l
{w(ﬁz,ﬁlk) £ 0 (2.34)

En effet, il suffit pour s’en rendre compte d’utiliser le cas particulier de contours I' cor-
respondant a des arcs de cercle de rayon R centrés sur l'origine du repere p = 0. Avec les
dépendances (2.32) et (2.33) de o, et de &, il vient :

V(&) = B [ (hign - higin)da (2:35)

L’indépendance de cette quantité vis a vis du contour I', se traduisant ici par 'invariance
vis & vis du rayon R, n’est possible que si 6, +8;+2 =0 ou [, (h;.g;,.n - h;.g;.n)da = 0. Ceci
acheve la démonstration de la nullité de ¢ (&, ;) si k # —L.

Au voisinage du coin source de singularité, on montre, en plus de (2.27), le fait que :

E+E, =k (E+E,) +ha (€2 +E,) (2.36)

a un mouvement de corps rigide pres. En utilisant les relations précédentes et 'indépendance
pour le calcul de 1 du choix du contour I' on montre, en choisissant I" arbitrairement proche
de la singularité géométrique, que :

w(Es"l,Eq) klw(fpffl) + k2¢(527€f1) = klw(ébs—l) (2 37)
¢(58017£-2) ki (€1,60) + kap(€2,65) = katp(€5,€5) '

Ces relations sont tres fortes puisqu’elles permettent d’accéder, de maniere tres élégante, aux
deux facteurs d’intensité de contrainte recherchés. Cependant, la difficulté de la détermina-
tion de &%, qui est nécessaire pour par exemple calculer ¥(£€°%, €_,), subsiste. La maniére
la plus simple d’y arriver est d’utiliser une approximation numérique basée sur la méthode
des éléments finis. L’avantage de la fonctionnelle 1 est qu’il est possible de la calculer sur
un contour se trouvant loin de la singularité géométrique. Cette propriété peut étre salutaire
puisqu’on sait que les approximations numériques n’arrivent pas a capturer finement le com-
portement de la solution au voisinage de ces singularités. Ainsi, le calcul de ¥(£€°%,€_,) et de
(€ € ,) peut se faire loin du coin considéré, 1a ot Papproximation de £ sera meilleure.
Cette méthode sera utilisée a la fin de ce chapitre, Section 2.4, ainsi qu’au Chapitre 3.
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2.2.4 Singularités de contrainte en conditions axisymétriques

L’objectif de cette partie est de confirmer le fait que le probleme que nous traitons puisse,
localement, au niveau d’un plan de symétrie, étre assimilé a de la déformation plane. Pour
y parvenir, nous proposons d’exhiber la structure de la singularité de contrainte au niveau
du front de taille lorsque le probléeme peut étre traité en conditions axisymétriques. Par
rapport a I'analyse précédente, cela signifie que tout plan incluant ’axe du tunnel e, est un
plan de symétrie. Cela implique que les relations (2.18) sont vraies quel que soit 1'angle ;.
Par conséquent, il est possible de se placer dans un état de déformations planes sur tout
voisinage d’'un point appartenant au coin formé par le front de taille. Ainsi, la structure
de la singularité de contrainte devra, en chacun de ces points, étre similaire a celle exhibée
en déformations planes dans la partie précédente. Afin de mener a bien cette étude, nous
considérerons le probleme d’un trou cylindrique d’extension finie, libre de contrainte, dans
un milieu initialement dans son état naturel (Figure 2.17).

Milieu initialement

dans son état naturel

FIGURE 2.17 — Tunnel cylindrique en conditions axisymétriques avec bords libres d’effort et dans
un milieu non précontraint

Dans un probleme bidimensionnel, il était agréable de se baser sur des potentiels en
contraintes afin d’exhiber la structure des singularités. Dans ce qui suit, nous proposons de
partir de potentiels en déplacements et plus précisément des potentiels de Papkovich-Neuber.
En conditions axisymétriques, il est possible de trouver deux potentiels permettant d’expri-
mer les composantes du champ de déplacement. L’un de ces potentiels est scalaire et sera noté
1, autre est vectoriel et sera noté ¢. Attention toutefois, malgré les notations maladroites,
a ne pas confondre ces deux fonctions avec les potentiels complexes introduits précédem-
ment. En conditions axisymétriques, on peut par exemple choisir ces deux fonctions sous la
forme (KORSUNSKY [1995]) ¥(r, 2) et ¢(r,2) = ¢(r,2)e,. L'expression des déplacements en
fonctions de ces deux potentiels devient alors :

2#57’ = _qu,r - w,r
2;“52 = 'Li(b - Z¢,z - ¢,z (238)
2u& = 0

ou k est la constante de Kolosov égale a 3 — 4v. Le tenseur des contraintes dérive alors des
deux potentiels de la fagon suivante :

Oprr = % (3 - ’i) ¢,z - Z¢,rr - w,rr

_ 1 _ —
Ozz = f ("{ + 1) ¢,z Z¢,zz w,zz (239)
Orz = 3 (l{_ 1)¢,7‘_Z¢,7‘Z _77Z),7’z
Opg = % (3 - ’i) Qs,z +Zz ((b,rr + (b,zz) + 1/},7“7“ + 2[},zz
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En l'absence de force de volume, les conditions d’équilibre local transcrites sur les deux
potentiels s’écrivent simplement :

Ap=0 et  AP=0 (2.40)

ou A est 'opération laplacien, lequel s’écrit en coordonnées cylindriques pour des conditions
axisymétriques :

f=furtfot e (2.41)

En ce qui concerne 'approche en déformations planes, l'ingrédient clé a été de chercher
une fonction d’Airy a variables séparables dans un systéeme de coordonnées locales au coin
ausculté. Par conséquent, il est naturel de procéder a un changement de variable pour se
placer dans le systéme de coordonnées locales (p, ) introduit Figure 2.11. Dans ce nouveau
systeme de coordonnées, 'opérateur laplacien devient :

cos R +2psina

———— [t —————— 2.42
p(R+psina)” +,0(R+psina) ? (242)

1
Af = _2f,aa +f,pp+
p
Puisque I'objectif est de trouver des objets décrivant le champ de contrainte localement, il
est 1égitime de se placer dans le cas p << R. L’opérateur laplacien se simplifie alors et se met
sous la forme agréable :

1 1
Af = Ef,aa + f,pp + ;f,p (243)

qui correspond a l'opérateur laplacien en coordonnées polaires. En poursuivant ’analogie
avec la méthode plane précédente et en cherchant les solutions Af =0 ou f est de la forme
f = pPg(a), on trouve nécessairement que g = Acos(da) + Bsin(da). Par conséquent, il
s’agit désormais de chercher des solutions particulieres singulieres dérivant de potentiels de
Papkovitch-Neuber de la forme :

¢ = p*1(Acos((0+1)a)+ Bsin((d+1)a))

Y = pd*2(Cecos((6+2)a)+ Dsin((6+2)a)) (2.44)

La différence d’exposant entre ¢ et 1 trouve son explication dans les formules (2.39) per-
mettant de calculer le champ de contrainte o associés. On constate en effet que les deux
potentiels n’interviennent pas avec le méme niveau de dérivation. Par ailleurs, le champ o
associé étant linéaire par rapport aux deux potentiels, il est immédiat de conclure quant
a son caractere linéaire par rapport aux 4 constantes A, B, C et D. Par conséquent, les
4 équations portant sur o,, et 0,, et assurant un vecteur contrainte nul sur les bords du
tunnels se traduisent par un systeme linéaire dont les 4 constantes sont solutions.

a = T o =0 A 0
orz = 0 B 0

o = _g Sl = 0 = M. 1=l o (2.45)
Ory, = 0 D 0

La matrice M est a priori dépendante des coefficients d’élasticité par le biais de la constante
de Kolosov k. On trouve apres avoir effectué un changement de base :

(20+3-kK)cosmd (20+3-k)sinmd 2(d+2)cosmd  2(J+2)sinmd

M =2(5+2) (20+1-k)sinmd (k-20-1)cosmd 2(d+2)sinmd -2(0+2)cosmd

(k+1)cos ~(k+1)sinZ  -2(6+2)cosZ  2(5+2)sin L
(k-1)sin 2 (k—1)cos & ~2(6+2)sin ¥ -2(5+2)cos &
(2.46)
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Un calcul immédiat montre cependant que son déterminant lui ne dépend pas des constantes
d’élasticité (on peut par exemple dériver le determinant par rapport a x). Pour que les po-
tentiels ¥ et ¢ ne soient pas trivialement égaux a zéro, il est nécessaire que le déterminant
de la matrice M soit égal a 0. Tous calculs faits, on retrouve deux valeurs de § solutions
qui sont a nouveau d; = —0.4555 et d = —0.09147. Par conséquent, il existe également deux
modes de singularité en conditions axisymétriques dont le degré est identique a celui exhibé
en déformations planes. Il est ensuite possible de calculer les composantes des champs de
contrainte singuliers tout comme ce fut le cas pour les problemes bidimensionnels. Les résul-
tats sont donnés Figure 2.18. En comparaison avec la Figure 2.15, on observe que les modes

Tpp Tpa Taa
0.8 2.0
2.
0.4
1.9
7Er a
1.7 2 7
1.5 o , «
—% 0. % T 3 7T
Top T Taa
20 12
0
10 5
4
:Tl' C s a :71' C s Q
) . 9 i T # o -3 _ . 5 T
10 ] (0. 5 5
-10
-20

FI1GURE 2.18 — Représentation, dans la base locale, en fonction de I'angle «, des composantes des
tenseurs de contrainte singuliers en axisymétrique o et o2 associés a des singularité de degré
01 = —0.4555 et 99 = —0.09147 respectivement

de singularité sont identiques dans le cas axisymétrique et dans le cas déformations planes.
La différence d’intensité vient de la normalisation des vecteurs du noyau de la matrice M
qui ne se correspond pas dans le cas déformations planes et dans le cas axisymétrique.
Cette partie permet de montrer a nouveau, mais par le biais d’autres arguments, qu’il est
possible en conditions axisymétriques de considérer localement, au niveau du front de taille,
un état de déformations planes. Cet argument vient étayer le fait que cette considération
reste valable en dehors du cas axisymétrique pour peu qu’il existe des plans de symétrie.

2.3 Singularités de contrainte en anisotrope

Grace aux parties précédentes, nous avons désormais bien établi le fait que le probleme
peut étre appréhendé en déformations planes au niveau des plans de symétrie. Si le matériau
est isotrope ou s’il peut étre considéré comme tel localement au niveau du plan de symétrie
(comme c’est le cas pour le plan horizontal), nous avons vu qu'il était possible d’accéder
simplement aux singularités de contrainte. L’intérét de ces objets est double, il permet dans
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un premier temps de qualifier localement si le matériau se trouve dans un état de traction ou
de compression et donc d’orienter le choix de la modélisation des fissures pouvant prendre
naissance au coin. Mais aussi, comme nous le verrons plus tard, ils sont indispensables si ’'on
souhaite utiliser une procédure de type développements asymptotiques raccordés telle que
proposée par LEGUILLON [2002]. La problématique qui survient naturellement est de savoir
si le méme travail peut-étre entrepris dans le cas ot le matériau ne peut pas étre considéré
comme isotrope au niveau du plan de symétrie. Par conséquent, nous nous intéressons désor-
mais aux singularités de contrainte existant au niveau d’un coin a angle droit ou en pointe
de fissure dans un matériau anisotrope en conditions de déformations planes. Dans cette
optique, une approche différente de celle proposée par Kuo et Bocy [1974] sera utilisée
puisqu’elle ne repose pas sur une transformation de Mellin. Les travaux qui seront présentés
dans ce qui suit ont été développés indépendamment de ceux de Ting et Chou (voir TING
et CHOU [1981]) et trouvent leur originalité dans l'application qui en sera faite au cas du
coin a angle droit. De plus, 'existence des modes non physiques permettant d’accéder aux
valeurs des facteurs d’intensité de contrainte sera établie.

L’ensemble de I'étude sera mené dans un contexte bidimensionnel pouvant étre choisi
comme des contraintes planes ou des déformations planes. Les coordonnées cartésiennes du
plan considéré seront notées (x,y) et (r,0) correspondra aux coordonnées polaires associées.
L’état de référence du milieu considéré sera, dans ce qui suit, pris comme naturel. En effet,
la présence d’une précontrainte o, ne modifie absolument pas la procédure pour peu que les
déformations fictives S: o, lui étant associées soient géométriquement compatibles.

2.3.1 Fonction d’Airy pour un matériau anisotrope
Forme générale dans un matériau anisotrope

Avant toute chose, il est essentiel de commencer par définir la notion de matériau aniso-
trope pour un probleme plan. En ce qui concerne cette étude, il s’agira d’un matériau ou la
relation entre le tenseur des contraintes o et le tenseur des déformations € peut se mettre
sous la forme :

Exr Ay A Agg Oz
Eyy = A12 A22 A26 Oyy (247)
2E4y A Asg Ass Oy

ou les coefficients A;; se calculent a partir du tenseur de souplesse S de facons différentes
selon le type de probleme bidimensionnel considéré. En notant (A;;) = (a;;) si celui-ci est
en contraintes planes et (A;;) = (b;;) si celui-ci est en déformations planes, les relations a
considérer s’écrivent :

o ayp =51 , Q22 = S2992 , QA12 = S1122
a6 = 251112 5, Q26 = 252212, aes = 451212
as; (2.48)
b bij = A5 — 443 _a avec @13 = az; = S1133 , Q23 = A3z = S2233
33
ass = S3333 , ag3 = A3e = 2853312

En cherchant o comme dérivant d’une fonction d’Airy ¢ selon les relations (2.2) et sachant
que les relations de compatibilité géométriques pour un probléme bidimensionnel se réduisent
a la seule équation €., 4y + €yy 20 = 2€4y.2y, ON trouve I'équivalent de (2.4) pour les problemes
2D avec des matériau anisotropes

o0 o0 04

A22@ - 214266?0?/ +(2A12 + A66)ax2—8y2 - 2456 520y 3y

=0 (2.49)
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En remarquant que tous les termes de cette équation font intervenir une dérivée spatiale
quatrieme, GORGIEVICH LEKNITSKII [1963] suggere de chercher des solutions sous la forme
f(x+py) ou p est une constante complexe et f est une fonction a valeurs dans C et dérivable
de la variable complexe z = x+puy. En effet, pour une telle fonction, I’équation (2.49) devient :

(AQQ — 2A26,u + (21412 + A66),u2 — 2A16/J,3 + A11M4)f(4) =0 (250)

Il est par conséquent naturel de s’intéresser aux racines p du polyndome du 4¢m¢ degré P
défini comme :
P= A22 - 2A26X + (2A12 + A66)X2 - 2A16X3 + A11X4 (251)

En admettant que p soit une racine de P, toute fonction f(x+ py) introduite précédemment
devient solution (2.49). Lekhnitskii montre dans GORGIEVICH LEKNITSKII [1963] que quelles
que soient les constantes élastiques choisies, le polynéme P n’admet aucune racine réelle. La
démonstration de ce résultat est rappelée en Annexe A.1. Ce polynéme possede donc quatre
racines notées [y, 2, 3 et py qui appartiennent toutes a C \ R. S’agissant d'un polyndéme
a coefficients réels, ses racines forment donc deux paires de nombres complexes conjuguées
I"une de 'autre. De plus, p ne pouvant pas étre un nombre réel, i et 1z constituent bien deux
racines différentes de P. Par exemple, le cas d'un matériau isotrope, qui est englobé par le
formalisme mis en place, est associé a un polynéme P admettant deux racines doubles i et
—1 qui sont bien conjuguées deux a deux. En effet, en notant E le module d’Young et v le
coefficient de poisson d’'un matériau isotrope, on trouverait :

AH = A22 = 1_}5 ) A12 = _% ) A66 = 2(1E+V) (252)

Par conséquent, le polynéme P introduit précédemment prend dans ce cas la forme particu-
liere :

PiSOZA11(1+2X2+X4) =A11(X—i)2(X+i)2 (253)
dont les racines sont bien celles annoncées. Dans le cas général, il est possible d’adopter les
conventions :

Im(p1), Im(pz) >0 5 ps =7, pia = i (2.54)

Un résultat d’algebre classique montre que la fonction d’Airy ¢ se met alors nécessairement
sous la forme :

_ 2R€(f1(21) + f2(22)) Si g # o
b= { 2Re(fi1(z1) +Z1 fa(21)) st pq = g (2.55)

ou f; et fy sont deux fonctions dérivables au sens complexe par rapport a leurs variables
respectives 21 = T + 1y et 2o = T + lay.

Le fait de devoir considérer deux cas de figure pour l'expression de ¢ pose la question
de la cohérence de ces formules entre elles. Il s’agit de savoir s’il est possible de retrouver le
cas 1 = jio comme passage a la limite du cas p; # po. En se rappelant que le cas isotrope
correspond justement au cas p; = pg, la question que sous-tend cette interrogation est de
savoir s’il est possible de décrire un matériau faiblement anisotrope par un matériau isotrope.
Formulée de cette fagon, il semblerait trés surprenant que la réponse a cette question soit
négative. Cependant la forme (2.55) peut laisser perplexe quant a ce résultat. Formellement,
le cas p1 = po peut-étre identifié au cas d’une équation différentielle a coefficients constants
classique dont le polynéme caractéristique admet une racine double. Cette identification
permet de trouver des éléments de réponse. En effet, si 'on pose ps = p1 + € avec €| < |pq],
il vient de maniere assez simple :

fi(z1) + fa(22) = fi(21) + fa(21) + ey fo(21)
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En définissant fi = f1 + fo + lﬁmzl fy et fo = _mfm f5 qui sont bien deux fonctions holo-

morphes, c’est-a-dire dérivables au sens complexe, on trouve :

fi(z1) + fo(z2) = fi + 7 f3(21)

Ainsi, le cas up = o pourra, au moins théoriquement, toujours étre retrouvé comme un cas
limite de pq # po.

Structure de la fonction d’Airy au voisinage d’une singularité géométrique

Dans le cas d'une fissure plate de Griffith bidimensionnelle dans un milieu anisotrope, on
montre que le degré de la singularité existant au voisinage du fond de fissure est identique
a celui observé dans le cas isotrope (voir par exemple SAVIN [1961]). En d’autres termes,
le champ de contrainte se comporte comme % pres du fond de fissure si r représente la
distance a ce point. Dans le cas isotrope, ce résultat se montre a partir de (2.4) en cherchant
des solutions a variables séparables ¢(r,0) = r**2g(0) avec « €] - 1,0[. Par conséquent,
une bonne maniere de résoudre (2.50) semble étre de s’intéresser a (2.55) en cherchant a
généraliser I'idée mise en place dans le cas isotrope. Cela signifie que f; et fo devrait étre

cherchées sous la forme :

fi(r,0) =r*1g.1(0)
fa(r,0) =r°2g5(0)

D’apres (2.55) fi1 (resp. fa) est une fonction de la variable z; (resp. 2z3). Puisque z; = 2+ p;y =
r(cos@ + u;sinf) il est approprié de définir f; comme f; = r%g;(cos @ + p; sind). Cependant,
fi doit étre dérivable au sens complexe par rapport a la variable z;. Une facon simple de
garantir cette propriété est de considérer f; comme proportionnelle & un coefficient complexe
5; pres a une puissance de z;. On aurait alors :

f1(r,0) = B121%" = B1r* (cosB + g sin 6)*
fa(r,0) = 22272 = Bor®?(cosb + 12 5in 6)*?

¢:{ 2Re(fi(z1) + f2(22))  si pu # po
2Re(fi(z1) +Zifa(21)) si pa = pio

Il est a noter qu’il est possible, en toute rigueur, de considérer oy et as comme étant des
nombres complexes. Cependant, les solutions les plus singuliéres sont obtenues a 'aide d’ex-
posants réels. Puisque ce sont ces dernieres qui seront prédominantes a proximité d’un coin
anguleux et donc déterminantes pour comprendre la nature des contraintes sur ce voisinage,
aq et ap seront considérés comme des nombres réels dans ce qui va suivre. Comme déja pré-
cisé précédemment, élever un nombre complexe a une puissance non entiere est loin d’étre
une opération aussi triviale qu’elle n’en a l’air. Une réflexion nécessaire a ce sujet sera orga-
nisée plus loin dans la Sous-section 2.3.2. Pour 'instant, afin de donner du crédit a la forme
de ¢ considérée, regardons si celle-ci est en accord avec la forme obtenue classiquement dans
un contexte isotrope (2.20) et (2.21).

(2.56)

(2.57)

Cohérence avec la forme générale de la fonction d’Airy en isotrope

Pour confirmer le bien-fondé du choix particulier des fonctions f; et f, il est intéressant
de voir §'il est possible de retrouver la forme proposée en (2.21) qui est celle permettant de
trouver les singularités pour des coins anguleux pour des matériaux isotropes. Il a été spécifié
plus haut que de tels matériaux correspondent a la situation p; = o = 4. Par conséquent, il
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s’agit du cas particulier ol z; = 29 = z + iy = re'?. De plus, d’aprés la représentation donnée
en (2.57), la fonction d’Airy ¢;5, peut s’écrire sous la forme :

iso = 2Re(f1(2) +Zf2(2)) = 2Re(Bir*t % + Byre Orozelo2?) (2.58)

Dans le but d’obtenir un préfacteur 7**2 comme dans (2.20), le choix naturel est de prendre
ar=a+2et ay=a+1. 1l vient alors :

Biso = 2r°"2(Bycos((a +2)0) + Bysin((a +2)0) + Bscos(ab) + Bysin(ad))

- B, -iB 2.59
on | TBTiB B B BB eR (2.59)
P2 = Bs — 1By

Le résultat de I'approche classique est ainsi retrouvé ce qui permet de conforter le choix
particulier des fonctions f; et fs. Si tout se passe comme pour un matériau isotrope, les
coefficients «, (57 et [y seront en partie obtenus en exprimant les conditions aux limites
locales. Pour ce faire, il est nécessaire de donner une expression des composantes du champ
de contrainte dérivant d’une fonction d’Airy de la forme (2.57).

Structure des contraintes au voisinage d’une singularité géométrique

L’exemple précédent montre que les solutions singuliéres pour des matériaux isotropes
sont basées sur deux fonctions complexes que sont z°*2 et zz®*! o z = x + iy. Dans une
tentative de généralisation de ce résultat au contexte anisotrope, une combinaison linéaire
complexe des deux fonctions f1 = 202 et f2 = 202 (ou f! = 2,22 et f2 = Z72,%% si py =
pe) devrait étre suffisante pour décrire 'espace des solutions de (2.49) dans son intégralité
lorsqu’on s’intéresse uniquement au comportement local. Pour résumer, on aurait alors :

Sipiy # g
fi = (x + p1y)*? = 122 (cos 0 + g sin 6)*+2

fo = (x+ p2y) ™% = 192 (cos 0 + 19 5in 6)*+?

' 2.60
Sip=p = po (2.60)
fi= (x+ )2 = r°*2(cos 0 + pusin §)*+?
fo=(x+ py)(x + py)* = r**2(cos O + fisin ) (cos O + psin 6)*+!
de telle sorte que ) 3
¢(z,y) = 2Re(B1 f1(21) + B2f2(22)) (2.61)

avec (1 et 5 deux constantes complexes. Il est agréable a ce stade d’introduire deux tenseurs
du second ordre ¥ et o#2 tous deux définis en coordonnées polaires par :

19f, 182 02, 182, 10f;

Vie{l,2} : oli=-——"4——" b= — Mo o — g —
N A I R et = VRN
Ces deux tenseurs trouvent leur intérét dans le fait qu’ils permettent d’exprimer o. En effet,

puisque les opérateurs Re, % et % commutent les uns avec les autres, il découle de (2.22)
et (2.61) une nouvelle expression pour le tenseur des contraintes :

(2.62)

o = 2Re(fr10M + Poo?) (2.63)

Ainsi, pour connaitre les composantes du champ de contrainte o, il faut et il suffit de
connaitre les composantes des tenseurs ¥t et o#2. Ces dernieres se calculent, en coordonnées
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polaires, de la maniére suivante :

Sipg#ps o =r®(a+2)(a+1)(cosb + p;sin @) (—sinb + y; cos6)?

O’gé = 7“04((]{ + 2)(0( + 1)(0039 + [ sin 9)a+2

ohs = -r*(a+2)(a+1)(—sinf + p; cos0)(cos 0 + 1 sin §)+1

Sipr=ps ot =r*(a+2)(a+1)(cosb+ psinf)*(-sind + pcosf)?
ohy =r®(a+2)(a+1)(cos + psinf)e+?
oty =—r*(a+2)(a+1)(-sind + pcosh)(cosf + pusin @)+
ort =r%(a+1)(2(-sinfd +zcos)(-sind + pcos ) (cosd + pusin )«
+a(cosf +msinf)(—sin € + pcosh)?(cosh + psinf)e1)
ohs =1%(a+2)(a+1)(cosf + msinf)(cos 6 + p; sin @)+
ols = —r*(a+1) ((-sinf + ficos ) (cos ) + psin §)+!
+(a+1)(cost+pmsinf)(-sin€ + pcosf)(cos b + psin §)e)
(2.64)
Maintenant que les composantes du champ de contrainte ont été établies, il est possible,
comme dans le cas isotrope, d’exprimer les conditions aux limites locales lorsqu’on considere
un coin anguleux dans un milieu élastique. Le premier cas d’application concernera une
fissure de Griffith et le deuxieme un coin a angle droit qui sont les deux situations d’intérét
étant donné la géométrie de tunnel qui a été choisie. Avant toute chose, rappelons que le
parametre « est assujetti a vérifier deux inégalités qui sont —1 < a < 0. En effet, elles
permettent de garantir le caractere singulier du champ recherché ainsi que I'intégrabilité de
la densité énergétique associée. Une conséquence de ces inégalités est que a ne peut pas étre
un entier.

2.3.2 Structure des contraintes au voisinage du fond d’une fissure
de Griffith

FIGURE 2.19 — Représentation du voisinage du fond d’une fissure de Griffith bidimensionnelle

Le cas particulier d’une fissure bidimensionnelle de Griffith est assez intéressant puisqu’il
est possible, dans quelques rares situations, de trouver dans la littérature l'intégralité des
potentiels complexes f; et f. Par exemple, on trouvera dans AZHDARI et collab. [2000]
les solutions associées a une fissure libre de contrainte placée dans un solide infini avec des
conditions de type efforts a 'infini. La comparaison avec ce travail permettra de valider la
méthode avant de s’attaquer au cas du coin a angle droit.

Pour pouvoir traiter cet exemple, il est nécessaire de commencer avec la définition ma-
thématique d’une puissance non-entiere d’'un nombre complexe. Une telle opération est en
fait fortement liée avec le logarithme complexe qui est une fonction multi-valuée. Comme
représenté sur la Figure 2.19, la fissure considérée est située sur la partie négative de ’axe
des réels. Par conséquent, le choix le plus naturel de branche pour le logarithme complexe est
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celle correspondant a sa détermination principale. Celle-ci sera simplement notée log dans la
suite. Une maniere de justifier I'usage de cette détermination est de remarquer qu’a cause de
la convention choisie Im(p;) > 0 (i = 1,2), les deux nombres complexes z = z+iy et z; = T+ ;Y
sont simultanément dans le demi plan supérieur ou le demi plan inférieur. Cela signifie que
I'image par la transformation z — z; de n’importe quel chemin de C ~\ R~ ne fait pas le tour
de l'origine. D’un point de vue calculatoire, cela signifie qu’il n’y a pas de changement de
branche du logarithme complexe. Par conséquent, le choix de la détermination du logarithme
peut étre arrété une bonne fois pour toutes en faveur de sa détermination principale. Pour
revenir a la notion de puissance non entieére de nombres complexes, en utilisant le fait que
2; = |zi]et?8(z) | Popération 2P se définit de la fagon suivante :

2P = |afrer o () (2.65)

ou la relation iarg(Z) = log <%) a été utilisée. Le choix de la détermination principale du
logarithme est équivalent a la définition d'une fonction arg a valeurs dans -7 a +7. La
relation (2.65) s’avérera tres utile dans la détermination du comportement asymptotique du
champ de contrainte puisque c’est elle qui permet d’utiliser les relations (2.64).

Un point se trouvant sur 'axe des réels négatifs appartient donc a la fissure telle que
décrite Figure 2.19. Pour autant, il est nécessaire de savoir si ce point appartient a la levre
supérieure ou inférieure de la fissure. A cet effet, un point de la levre supérieure (resp.
inférieure) sera vu comme étant la limite d’une séquence de points dont les arguments tendent
vers +m par valeurs inférieures (resp. —m par valeurs supérieures), limite qui sera notée +m-
(resp. —7*). Conséquemment, pour des raisons de continuité et d’apres la définition (2.65),
il est immeédiat que :

(cosf + p;sinf)® ——— e*imd

O—+7m~
(cos + p;sin6)° — p—imd (2.66)

—>—T

Cette regle de calcul permet de manipuler les expressions (2.64) et ainsi donne acces au
calcul des composantes du champ de contrainte. Les conditions aux limites de la fissure de
Griffith que sont :

o(r,+m).(xeg) =0 (2.67)

org(r,£m) =0

{099(7“, ) =0

peuvent donc maintenant étre explicitées. Puisque les expressions de oy et de o, dépendent
des valeurs respectives de py et ps, les deux cas py # o et g = o seront traités séparément.

Cas piy # 1y

A partir des champs de contrainte complexes (2.64) et de la régle de calcul (2.66) les
expressions suivantes sont obtenues :

r*(a+2)(a+ 1)eriar)m
r®(a+2)(a+ 1) petilerm
ohe(r,—m) = r¥(a+2)(a+1)elen
ro(a+2)(a+ 1) peilardm

QDQ
5
=
+
3
N—’
1]
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En injectant ces résultats dans les conditions aux limites (2.67) on trouve un systeme d’équa-
tions dont «, 31 et By doivent étre solutions :

Re (1 + B2)el ™) = 0 Re(f1 + B2) cosam =0

Re ((B1 + fy)eie+m) = 0 — Im(By + B2)sinamr =0 (2.60)
Re ((Bipu + Bapig)e’@*)m) =0 Re(Byp1 + Papiz) cosam =0

Re ((Bipa + Bapz)e @™y =0 Im(Bipy + Bopiz) sinar =0

Toujours dans le but d’éviter la solution triviale correspondant 3; = 55 = 0, « doit prendre des
valeurs bien spécifiques. Comme mentionné précédemment, puisque « ¢ N alors en particulier
sinam # 0. Cela permet de conclure :

Im(61+62) =0 et Im(ﬁlﬂ,l-i-ﬁg/ig) =0 (270)

Les résultats proposés par SAVIN [1961] montre que la singularité de contrainte doit étre

en % dans le cas d’'une fissure de Griffith. Par conséquent, on devrait trouver in fine que

o= —%. Pour démontrer ce résultat a partir de ’approche proposée ici, il est agréable d’user
d’un raisonnement par l'absurde. En effet; si o # —% alors cosam # 0 et par conséquent
Re(f31 + fB2) =0 ainsi que Re(B1p1 + Papie) = 0. En combinant ces équations avec (2.70) et en
se rappelant que py # g il vient 81 = 85 = 0. Par conséquent, des solutions non triviales ne
peuvent étre obtenues que si o = —%. Ainsi, si 1 # g, cette méthode permet de retrouver
que le degré de la singularité au voisinage du fond de fissure est le méme que dans le cas
isotrope. Avec ce résultat, le systeme d’équations (2.69) se réduit a :

o= —% Im(By+P2) =0 Im(Bypr + Bapin) =0 (2.71)

Puisque les inconnues complexes 31 et (5 sont représentées par quatre inconnues réelles et
sont reliées par deux équations linéaires, seulement deux inconnues réelles subsistent. Il s’agit
des équivalents des deux facteurs d’intensité de contrainte qui ne pourront pas étre calculés
par cette méthode puisque celle-ci a uniquement pour vocation d’étre valide localement. En
comparaison de la méthode développée par AZHDARI et collab. [2000], la démarche proposée
ici tire son intérét de par sa simplicité et sa généralité.

Adéquation avec le cas particulier d’une fissure libre de contrainte dans un solide
infini avec contraintes imposées a l’infini

Puisque la valeur de o pour une fissure a été spécifiée égale a —%, cela signifie que, dans
la formulation (2.60), f; a été choisi de la forme :

fi(z) = Bifiz) = 52‘21-% ce qui implique  f{(2;) = gﬁz\/z_z (2.72)

Nous sommes désormais en mesure de comparer les résultats obtenus a ce stade avec les
potentiels complexes complets donnés par SAVIN [1961] et AZHDARI et collab. [2000] dans
le cas particulier d'une fissure ouverte dans un milieu infini avec conditions aux limites
prescrites en effort a Uinfini. Avant d’aller plus loin, examinons les conséquences de (2.71)
sur la fonction d’Airy ¢ :

o(z,y) = 2Re(6121% + 622'2%) avec Im(B1+052)=0 et Im(Byps+Pouz)=0  (2.73)
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FIGURE 2.20 — Représentation du probléeme traiter par Azhdari et Nemat-Nasser pour un milieu
anisotrope

Rappelons toutefois que cette forme ne peut avoir de validité qu’au voisinage de la pointe
de fissure. Cependant, pour le probléme correspondant a celui de la fissure de Griffith (voir
Figure 2.20) ou le champ de contrainte a I'infini est de la forme :

o*=05e,®e,+0,,e,8€e,+0 (e, ®e,+e,®e,)

les expressions completes des fonctions f; et fs, c’est-a-dire valables sur tout I'espace, ont
été fournies par AZHDARI et collab. [2000]. Au prix d’une analyse mathématiquement assez
lourde, puisque reposant sur les formules de Plemelj (dont une démonstration peut étre
trouvée dans MUSKHELISHVILI [2013]), des résultats extrémement élégants et compacts sont
obtenus :
0, - H20 gy + 055
F(2)=Q:(Z-VZE-a) ot . M) (2.74)
’ 2(pt1 = pi2)
Dans ces expressions, ainsi que sur la Figure 2.20, il est important de noter que le systeéme de
coordonnées cartésiennes est centré au point O se trouvant au milieu de la fissure. C’est pour
cette raison que des variables Z; ont été utilisées dans les formules (2.74) puisque celles-ci
ne correspondent pas aux variables z; manipulées jusqu’a présent. Plus précisément, si la
pointe de fissure droite (resp. gauche) est considérée, alors les variables z; et Z; sont reliées
par z; = Z; —a (resp. z; = —Z; —a). Dans ce qui suit, 'attention sera focalisée sur la pointe de
fissure se situant a droite. Avec les notations introduites on doit vérifier :

F'(Z)=f"(z) (2.75)

au voisinage de la pointe de la fissure. Pour pouvoir s’en assurer, il est nécessaire de réaliser
un développement limité en Z = a + . Cela nécessite d’introduire une nouvelle notation :

zi =€; = Re(e) + piIm(e) (2.76)
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ol |e| est petit en comparaison de a. En raison de la différence d’origine explicitée plus haut,
il faut comprendre dans ce qui suit €; comme 1’homologue de z; dans (2.72).

fila+e)=Qi (a +e; —\/2ag; + 5?)
= Qi (a—/2ag;) + O(e;)

Etant donnée la fagon dont les composantes de o dérivent de la fonction d’Airy, les parties
constantes des fonctions f/ peuvent étre supprimées. Par conséquent, il vient d’étre montré
que, au premier ordre, les formules proposées par Azhdari et Nemat-Nasser prédisent le
comportement suivant au voisinage de la pointe de fissure :

fila+e)= —\/%Qi\/a' (2.78)

Cette formule est en adéquation parfaite avec celle issue de la méthode proposée dans ce
travail et donnée par (2.73). Elle vient en effet confirmer la validité de la valeur o = —% mais
permet de plus d’identifier les coefficients [3; et § comme étant égaux a :

5= /300, (2.79)

(2.77)

Il est évidemment immédiat de montrer que, définies de cette facon, les constantes [ et s
vérifient les deux équations stipulées dans (2.71). Il semble par conséquent que la méthode
proposée a ce stade, consistant a chercher le champ de contrainte comme dérivant de fonctions
fi associées a des puissances de z;, est en fait exacte. Il s’agit donc d’'une méthode rapide et
efficace permettant d’accéder de maniere tres simple a la singularité de contrainte a proximité
de n’importe quelle géométrie en coin dans un probleme bidimensionnel associé a un matériau
anisotrope. Cette propriété sera utilisée dans ce qui suit dans le cas particulier d'un angle
droit. Avant toute chose, il est utile, dans un souci d’étre complet, de conclure rapidement
sur le cas pg = .

Cas p =11 = i

Les expressions des composantes de o calculées en des points (7, +7) (avec les notations
introduites par (2.64)) sont les mémes que dans le cas iy # p19. Par contre, elles sont un peu
différentes en ce qui concerne o2 :

ahe (r,+m) = —r*(a+2)(a + 1)(e™)o+t
ale(r,+m) =r*(a+1) (ﬁ(e”)o“r1 = (a+1)p(e™)) (2.80)
obi(r,-m) = —r*(a+2)(a+1)(e"™)**! '
oty (r,-m) =r*(a+1) (ﬁ(e‘”)o“r1 - (a+ 1)/1(6‘”)“)
Ce qui mene au systeme d’équations suivant :
Re ((61 + 52)6i<a+1)ﬂ) =0
Re ((B1 + fBo)e ety =
Re (((a+2)Bip+ Bofi + (o + 1) Bopu) e’ D) = 0
Re (((a+2)Bip+ Bofi + (o + 1) Bopu)e @ )m) = 0 (2.81)

Re (1 + fB2) cosam =0
Im (B + B2)sinar =0
Re ((a+2)B1p+ Bofi + (v + 1) Popr) cos amr = 0
Im((a+2)B1p+ ot + (v + 1) Popr) sinam = 0
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Une preuve tres similaire a celle fournie précédemment dans le cas pq # po permet de montrer
qu’encore une fois a = —%. De plus :

Im (B +532)=0
Im (3Bip + Bo(2f+ 1)) = 0

- Im(By) +Im(B2) =0
3 (Re(Bi)Im(p) + Im(Br)Re(p)) — Re(Ba)Im(p) + 3Im(B2) Re(p) =0

_ [rm(s) + ) =0
3Re(f1) - Re(B2) =0 puisque Im(p) #0

Cela signifie que si 1 = a +1tb alors 5y = 3a—1ib avec a,b € R. Il s’ensuit que la fonction d’Airy
se met sous la forme :

¢ =2r2Re ((a +ib)(cosf + pusin )2 + (3a —ib)(cos O + fisin @) (cos § + psin 6)%) (2.82)

A ce stade, il a été prouvé que le degré de singularité du champ de contrainte existant au
voisinage de la pointe d’une fissure bidimensionnelle de Griffith ne dépend pas du matériau
considéré et que o se comporte toujours comme % Ce résultat étant déja connu par ailleurs,
il vient justifier la méthode proposée, consistant a choisir f; = z2*2. Ainsi, ce choix particulier
permet bien de décrire le comportement asymptotique des solutions. Cette méthode va donc
étre utilisée dans le contexte d’un coin a angle droit.

Un exercice utile peut étre de comparer ces derniers résultats a ceux obtenus par la
méthode classique concernant les matériaux isotropes et de s’assurer qu’ils sont bien com-
patibles entre eux. En effet, il a été vu que le cas isotrope peut étre obtenu dans ce contexte
anisotrope comme le cas particulier p; = o = 4. Il vient pour un tel choix :

0 30 0 30
biso = 2112 (a (3005 — + CoS —) +b (sin — +sin —))
2 2 2 2
Ce qui est bien le résultat obtenu grace a 'approche classique (2.5).

2.3.3 Structure des contraintes au voisinage d’un angle droit

Maintenant que la méthode proposée a été éprouvée a plusieurs reprises en ce qui concerne
les modeles de fissures plates, il est désormais justifié de I'utiliser pour ce qui concerne une
géométrie de coin ouvert et formant un angle droit. Cette géométrie est tres importante
puisqu’elle correspond a celle obtenue en considérant un voisinage du front de taille. C’est
par conséquent elle qui permet de déterminer s’il faut choisir ou non un modele de fissure
fermée ou, au contraire, de fissure ouverte.

La définition du repere local ainsi que le positionnement du probléme se font de la méme
facon que dans le cas isotrope ou les différents éléments avaient été illustrés Figure 2.14.
Toutefois, le caractere précontraint est laissé de coté et le réle de p et a sera ici joué par r
et 6. Ainsi, les bords du coin correspondent a des angles ¢ = 7 et 6 = —5. A nouveau, une
attention toute particuliere doit étre accordée a la limite suivante :

. e
Hllf?/z(cos 0+ pusinf)
puisqu’elle implique de devoir traiter avec la quantité (—u)®. Il est agréable de remplacer a ce
stade p par son module et son argument p = pe® ot p > 0 et § €]0, [. Attention cependant de
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ne pas confondre ces quantités avec les coordonnées du repere local et le degré de singularité
utilisés dans les sections précédentes relatives aux milieux isotropes. En raison du choix qui
a été fait de considérer la détermination principale du logarithme log, 'argument de —pu
doit étre pris égal a § — 7 afin qu’il reste dans l'intervalle ouvert | — 7, 7[. Cette fois-ci, les
conditions aux limites donnent :

oee(r,m) =0

o(r,m).eg=0 = {

0'7,9(7“,71'):0 (2 83)
0'99(7“,—%) =0

0}9(7’, —%) =0

A nouveau, deux cas de figure doivent étre considérés en fonction des valeurs respectives
prises par pq et uo.

U(r,—g).eg =0 = {

Cas 11 # puo

En utilisant les expressions des composantes des tenseurs complexes o# données en (2.64)
on trouve :

ohe(r,+m) =r*(a+2)(a + 1)(e*im)e+
O':fé(’l“, +7T) = T‘a(a + 2)(0& + 1)ui(e+i7r)a+1
ohi(r=5) =1°(a+ 2)(a+ 1) (-pn)""
7 (7 —g) = —r(a+2)(a+1)(—p)*H

Ces expressions couplées aux conditions aux limites conduisent au systeme d’équations sui-
vant :

Re ((81 + B2)e'™) =0

Re ((Bip1 + Bapiz)e™) =0

Re (B1(—pn)** ! + Ba(=p2)**) = 0

Re (B1(—p1)*** + Ba(—p12)**?) = 0
Gréce a la remarque faite précédemment, au début de cette partie, les termes (—p;)® peuvent
étre traités en utilisant le fait que la bonne notation pour —p; est —p; = p;e!%-) Par
conséquent, en posant pour i € {1,2}, 5; = a; +ib; avec a;,b; € R, le systéme d’équation
précédent se met sous la forme :

aq 0
(05} 0

M. = 2.84
b 0 (2.84)
bo 0

ou la matrice M est définie comme étant égale a
cos aT cos am —sinarm —sinarm
p1 cos (01 + ar) p2 cos (02 + a) —p1sin (91 + am) —pasin (d + ar)
p¢ L cos ((a+1)6 —am) psticos((a+1)dy —ar) p¢lsin(am - (a+1)61) ps*hsin (ar - (a+1)ds)

a+2 a+2 a+2 a+2

P2 cos ((a+2)6; —am) ptecos ((a+2)ds —ar) pftesin (ar — (a+2)d1) pd+esin(ar — (a+2)d)

Par conséquent, toujours pour les mémes raisons, I’équation (2.25) pour un matériau isotrope
admet pour équivalent anisotrope :

det(M(a)) =0 (2.85)
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qui permet de trouver les valeurs admissibles du degré de singularité «. Dans le cas d’une
fissure de Griffith, il a été montré précédemment que le degré de la singularité ne dépend
pas des propriétés élastiques du milieu considéré. Cette fois-ci, les propriétés mécaniques du
matériaux interviennent explicitement et vont par conséquent influencer la structure locale
du champ de contrainte. Pour étre complet, le cas p; = py va étre détaillé dans ce qui suit.

Cas p =11 = 12

~ Comme dans le cas de la fissure, seules les composantes de o#2 dérivant du potentiel
f1=zz2*! doivent étre détaillées :

obz(r,+m) = —r*(a+2)(a+ 1) (™)
L3 (rem) =1 (e 1) () = o+ (™))
75 (T —g) =r(a+2)(a+1)(-m)(—p)**!

ot (r=5) = =+ 1) () + (+ D) (-n)")

A Taide des expressions (2.64) et des conditions aux limites (2.84) on trouve le systeme
linéaire suivant :

Re ((B1 + B2)e™) =0

Re ((Bi(a+2)pu+ Bo(p+ (a+1)p))em) =0
Re ((Bip + Bopi) (—p)*+1) = 0

Re ((Bi(a+2)pu+ Bo(p+ (a+1)R)) (-p)*) =0

En introduisant a nouveau les notations 3; = a; + ib; avec a;,b; € R, on trouve la formulation
matricielle suivante :
ay
M |-
by
by

ou la matrice M’ est définie comme étant égale a

(2.86)

o O OO

cos T cos am —sinam —sinam

(a+2) cos(d+am)

(a+1) cos(d+am)

+cos(-0+am)

—(a+2) sin(d+am)

—(a+1) sin(d+am)

—sin(-d+am)

cos((a+2)d-am)

cos(ad—am)

—sin((a+2)d-an)

—sin(ad-am)

(a+2) cos((a+1)d-am)

(a+1) cos((a-1)d-am)

+cos((a+1)d—am)

—(a+2) sin((a+1)d—am)

—(a+1)sin((a-1)é-am)

—-sin((a+1)d-an)

Qui, comme précédemment, permet de trouver les valeurs de v autorisées en résolvant I’équa-
tion :

det(M'(a)) =0 (2.87)

Les expressions des matrices M et M’, bien que tres utiles, peuvent sembler sous cette
forme un peu formelles. En réalité, étant donné que le matériau qui nous intéresse et dans
lequel est excavé le tunnel présente une symétrie d’isotropie transverse par rapport a ’axe
vertical, il est possible de simplifier un peu le propos en considérant dans le contexte bidi-
mensionnel un matériau orthotrope.
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2.3.4 Un coin a angle droit dans un matériau orthotrope

Les matériaux orthotropes présentent un intérét tout particulier dans le cadre de I’étude
d’excavation de tunnel qui est menée. En effet, I'argilite pouvant étre assimilée a un maté-
riau isotrope transverse, l'orthotropie semble étre la bonne symétrie a considérer lorsqu’on
s’intéresse au probléme bidimensionnel équivalent localement au niveau du plan de symétrie
vertical (cf. Figure 2.12). Par conséquent, les directions d’orthotropie & considérer sont la di-
rection horizontale e, et la direction verticale e, dans la représentation bidimensionnelle que
nous nous efforcons de mettre en place. Ainsi, le coin a angle droit utilisé sera supposé avoir
ses axes alignés avec les directions d’orthotropie. Une telle hypothese permet de simplifier
les coefficients de la matrice d’élasticité bidimensionnelle A permettant le passage entre les
composantes du tenseur des déformations € et celles du tenseur des contraintes o (2.47). En
effet, on trouve dans ce cas que A = Ayg = 0. Dans le cadre de ces hypotheses, le polynéme
caractéristique P se met sous la forme particuliere :

Portho = Aga + (2412 + Age) X? + A X* (2.88)

Cette expression est beaucoup plus simple puisque sous forme P est un polynéme bicarré. Le
polynéme du second degré @ = Ags + (2415 + Ags)Y + A11Y? intervient alors naturellement.
Ce dernier présente 'avantage d’avoir des racines pouvant étre calculées analytiquement.
Dans ce qui suit, le théoreme démontré par GORGIEVICH LEKNITSKII [1963] et affirmant
que le polynéme P n’admet pas de racines réelles va s’avérer essentiel. Plusieurs cas sont a
considérer en fonction du signe du déterminant associé au polynéme @) :

A= (21412 + A66)2 — 414111422 >0

Avec cette hypothese de signe, les racines du polynéme () sont deux nombres réels éven-
tuellement égaux s’exprimant comme

(2419 + Age) + \/(2A12 + Ags)? — 4A11 A
- 241
—(2A12 + A66) - \/(2A12 + A66)2 —4A11 A2
Yo =
241

n

with AH, A22 >0 (289)

Puisque P,,.:n, ne peut pas admettre de racine réelle, il est nécessaire que les deux quantités
Y1 et yo soient strictement négatives. Afin de pouvoir garantir la stricte négativité de y,
il est nécessaire que (2415 + Agg) soit strictement positif. Par conséquent, pour assurer ces
conditions sur y; et y», une condition nécessaire et suffisante est :

2A12 + A66 >2 A11A22 (290)
Si tel est bien le cas, les racines de P, deviennent :

/‘Ll = 7’ _yl bl :LL?) = m = _Z _yl (2 91)
M2 = 0\/=Y2 , fa = H2=-—l\/"Y2

qui est une écriture en accord avec la convention I'm(j), Im(ps) > 0. Remarquons tout de
suite que le cas 1 = g correspond a la situation A = 0 (et réciproquement). Avec les notations
introduites précédemment sur le module et 'argument de p; et po, il vient 6; = 93 = 5 et
p1 = /Y1, p2 = /—Yy2. L’équation portant sur la nullité du déterminant (2.85) (ou (2.87) si
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A = 0) est alors grandement simplifiée puisqu’elle ne fait désormais intervenir plus que de
deux parametres seulement : o and r = ;%' Par exemple, 1'équation (2.85) devient :

cos(am) cos(am) —sin(am) —sin(am)

—rsin(ar)  -sin(am) -rcos(aw) -rcos(ar)
retlsin (ag) sin (ag) —ratl cos (ag) - CoS (ag) =0

—ro*2 cos (a%) - cos (ag) —ro+2gin (a%) —sin (a%)

Par conséquent, un tracé de la variable o vue comme une fonction de r peut étre entrepris.
Celui-ci donne les résultats Figures 2.21 et 2.22. Une premiere remarque a propos de cette

0 2 4 6 8 10

det(M) . -0.1 (\
150 Proceses 33
100 ' 0.9
50 B
o
-20
100 -0.3 1
-150
-0.4 1
FIGURE 2.21 — Tracé de det(M) comme une ) )
fonction de o et 7 = % (I;’IGUR];Z.QQ — Tracé de @ comme une fonction
er==~2

P2

deuxieme figure est que le parametre o varie en fonction de r. Cela signifie que le degré de
singularité dépend cette fois-ci du milieu considéré conformément a ce qui a été annoncé
précédemment. De plus, le cas py = ps correspond au cas limite r = 1. Sur la Figure 2.22,
on peut voir que la continuité pour r = 1 est garantie et que les valeurs classiques -0.0915 et
-0.455 correspondant aux degrés de singularité pour un matériau isotrope sont retrouvées.

Intéressons nous désormais a l'autre cas de figure en ce qui concerne le signe du détermi-
nant du polynéme du second degré @)

A= (2A12 + A66)2 - 4A11A22 <0

Sous cette hypothese, Q admet deux racines complexes distinctes y avec Im(y) > 0 et Yy
ce qui conduit donc a quatre racines différentes pour P,.,. En effet, il existe u € C tel que
Im(p) >0 et u? =y. Alors les quatre racines de P,.4, se mettent sous la forme

p=p o, pa=—p o, ps=p et py=—p

Avec les conventions adoptées précédemment, cela signifie que p; = ps et que d = m—9;. Une
fois encore, ce cas particulier permet de simplifier (2.85) pour pouvoir la considérer comme
une expression dépendant uniquement de deux variables que sont « et d = d;. Il est alors tres
facile de tracer a comme une fonction §.

Une fois encore, le point particulier correspond a § = 7 aurait pu étre retrouvé en se
servant du cas gy = pg. Avec les commentaires faits sur la Figure 2.22, il est désormais
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0 0 3
_01 _v
0.2
[0
0.3
04 |

05— T

FIGURE 2.24 — Tracé de o« comme une fonction
FIGURE 2.23 — Tracé de det(M) comme une de §

fonction de a et &

clair que la continuité est garantie entre la situation py # uo et celle ou ces deux nombres
complexes sont égaux.

Une fagon de représenter sur un méme graphique a la fois les résultats de la Figure 2.22
et de la Figure 2.24 est de remarquer que les racines de P,.,, ne dépendent dans un cas

comme de l'autre que des variables réduites X; = % et Xy = ﬁ—ﬁ. Par conséquent, o

peut étre calculé comme une fonction de (X7, X5) ou X; > —2v/X,. Le point particulier de

-
\\\\‘\\\\

FIGURE 2.25 — Tracé de o comme une fonction de % et de ﬁ—ff

la continuité entre les deux cas p; = po et pg # po correspond a la continuité au travers de
la situation X; = 2¢/X,. L’avantage de la Figure 2.25 est qu’elle met en évidence 1'existence
deux degrés de singularité associés a deux valeurs de «, et ce, que quel que soit le matériau
orthotrope considéré.

Pour finir le travail, il est nécessaire, une fois les deux valeurs admissibles de ov déterminées
en fonction du matériau considéré, de trouver les vecteurs se trouvant dans le noyau du
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systeme linéaire (2.84) (ou (2.86) selon le cas considéré). Une telle opération permettra de
déterminer, a un facteur multiplicatif pres, les valeurs des constantes 1 et 5. Les deux
facteurs multiplicatifs correspondant aux deux valeurs de « sont la généralisation anisotrope
des quantités k; et ko déterminées dans le cadre d’un matériau isotrope. Il a été rappelé et
généralisé au cas avec précontrainte une méthode proposée par D. Leguillon pour calculer ces
objets. La méthode repose sur l'existence d’objets singuliers non physiques présentant des
degrés de singularité couplés aux deux valeurs de « exhibées. L’existence de ces objets ayant
été montrée dans le cas isotrope, il s’agit d’en faire autant pour des matériaux anisotropes.
La démonstration, étant élégante mais un peu lourde, est donnée en Annexe A.2.

Tpp Fha Tpa
1 4
9 3
o
1 -5 0 /5 o7 2
-1 1
3 o N
5 0. 5 om R
0_2 0—204 0-306
pp 60p
0 0 40
T s a 20 {71' i a
-3 C 9 s . C 2 a ) C by T
-0 R, 2 40
-100 g
40 80

FIGURE 2.26 — Représentation, dans la base locale, en fonction de I'angle 6, des composantes des
tenseurs de contrainte singuliers en axisymétrique o1 et o2 associés a des singularité de degré
aq = —0.4519 et ag = —0.0991 respectivement. Le matériau considéré est isotrope transverse défini
par E1 = 24.19GPa, Ey = 9.27GPa, 191 = 0.2, v13 = 0.15 et G12 = 3.94 GPa ou 2 est la direction
verticale et 1 et 3 sont les deux directions horizontales

Un exemple de contraintes singuliéres existant dans un coin pour un matériau isotrope
transverse et donc orthotrope dans le plan est donné Figure 2.26. Ces résultats ont été
obtenus pour des constantes matériaux E; = 24.19 GPa, Ey = 9.27GPa, v9; = 0.2, 113 =0.15
et G2 = 3.94 GPa ou 2 est la direction verticale et 1 et 3 sont les deux directions horizontales.
Avec un tel matériau, les degrés de singularité obtenus sont

ap=-04519 et ay=-0.0991 (2.92)

qui different de 2.26. Les composantes des tenseurs de contraintes associés aux modes sin-
guliers Figure 2.26 sont a comparer avec celles données Figure 2.15. Bien évidemment, cette
comparaison doit étre basée sur ’allure des courbes et non sur leur intensité puisque celle-ci
dépend du choix de normalisation des vecteurs singuliers. Le point important est que la
symétrie ou I'antisymétrie par rapport a la premiere bissectrice sont brisées par ’anisotropie
du matériau. Cette propriété pourrait donc jouer un réle important dans ’anisotropie des
facies de fissuration.
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2.4 Conclusions et modele de fissure

Dans la premiere section de ce chapitre, il a été discuté de la géométrie de fissure a
adopter. Puisque la cohérence entre les deux modeles que sont les fissures elliptiques ou les
fissures de Griffith a été établie, il est 1égitime de se baser sur une représentation de fissures
idéalisées. Cependant, comme précisé en début de chapitre, la donnée du modele géométrique
n’est pas suffisante. Il est en effet nécessaire de spécifier avec soin si les fissures a considérer
sont de type ouvert ou de type fermé. Dans ce but, tous les outils nécessaires a ’analyse des
contraintes en présence ont été présentés.

FI1GURE 2.27 — Représentation du probleme bidimensionnel équivalent

En premier lieu, nous avons vu qu’il était possible de considérer un état de déformations
planes au niveau d’un plan de symétrie. Plus précisément, la structure de la singularité du
champ de contrainte a été établie dans de telles conditions, et ce, que le matériau soit pris
localement comme isotrope ou comme présentant une anisotropie orthotrope. Ainsi, nous
nous contenterons donc de caractériser 1’état de contrainte au niveau des coins appartenant
au plan horizontal et au plan vertical contenant I'axe du tunnel (Figure 2.12). Il n’y a en
effet pas de raison pour qu’ait lieu, entre ces points caractéristiques, un passage d’un état
de traction vers un état de compression (ou inversement). Par conséquent, établir en ces 4
points le type de fissure a prendre en compte est largement suffisant.

Dans un second temps, nous avons rappelé et étendu a un contexte précontraint un moyen
efficace et élégant de calculer les équivalents des facteurs d’intensité de contrainte pour des
problemes bidimensionnels. Par conséquent, ’analogie avec des conditions en déformations
planes sera poussée un peu plus loin en considérant un probléeme bidimensionnel dans son
intégralité. Le choix naturel est celui représenté Figure 2.27 ou e, correspond a l'axe du
tunnel e, et €, correspond soit a la direction plane e,, soit a la direction verticale e,. Dans
ce contexte, la projection dans le plan considéré de la précontrainte o, vaudra par exemple
orre, ® e, +oyre; ® e, si e, a été assimilé a la direction horizontale. Bien sfir, si I'exca-
vation du tunnel est modélisée avec des conditions axisymétriques, €, pourra correspondre
au vecteur e, pour une valeur quelconque de 'angle 6. Le choix d’utiliser une modélisation
bidimensionnelle de type déformations planes tire sa justification de la concordance des états
singuliers dans les deux situations au niveau d’un plan de symétrie. Cela signifie que le pro-
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bleme suggéré est a méme de reproduire fidelement 1’état de contrainte au niveau du front
de taille. Son étude est donc équivalente a celle du tunnel tridimensionnel si ’objectif est de
déterminer la nature des fissures devant étre prises en considération.

Une étude numérique du probléeme bidimensionnel Figure 2.27, avec un matériau isotrope
et a l'aide de la méthode proposée Section 2.2.3 (voir équation (2.37)) permet d’obtenir un
k1 négatif ainsi qu'un ko positif pour le choix de normalisation ayant conduit a la Figure
2.15, et ce quel que soit le chargement considéré. Puisque le degré de singularité associé
aux deux modes n’est pas le méme, c’est le mode 1 associé a k; qui prédomine au niveau
du coin considéré. Cette analyse démontre ainsi qu’il n’est physiquement pas possible de
considérer des fissures nucléant en mode I a partir du coin. La bonne modélisation est donc
celle associée a des fissures fermées nucléant en cisaillement. Nous supposerons que celles-
ci sont non frottantes. Des résultats identiques étant obtenus en considérant un matériau
orthotrope, la conclusion précédente s’étend donc au probleme de l’excavation du tunnel
dans son intégralité et la problématique de la nucléation de fissures devra se faire par le biais
d’un modele de fissures de cisaillement. Ce résultat semble conforme aux analyses menées par
I’ANDRA et présentées dans le Chapitre 1, Section 1.1 puisque leurs observations mettent en
évidence des fissures fermées. Le choix d’une utilisation de fissures fermées possede désormais
une double justification qui est a la fois expérimentale et théorique. C’est donc un résultat
fort qui vient d’étre établi et celui-ci sera fondateur pour toutes les analyses qui seront
menées par la suite.

FI1GURE 2.28 — Notations pour une fissure fermée

Pour conclure, il ne reste plus qu’a préciser quelles sont les bonnes conditions aux limites a
associer a une fissure fermée non frottante. On pourra par exemple les trouver dans LEBLOND
[2000] et nous nous contenterons ici de les rappeler. Soit F la surface formellement associée
a une fissure plate fermée. Il est nécessaire de dédoubler les points appartenant a cette
surface afin de considérer une surface F* formant la levre supérieure et F~ formant la levre
inférieure. Avec les notations précisées Figure 2.28, les bonnes conditions a considérer au
niveau de la fissure F sont :

[€]7mt = (E(F*)-&(F)).m =0
[non]r=ntoc(F)n*-n.oc(F)n =0 (2.93)
T.on=0

ou T désigne un vecteur tangent a la surface F en un point donné. Il peut paraitre surprenant
au premier abord de considérer des conditions aux limites qui donnent des informations sur
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la direction normale a la fissure a la fois en contraintes et en déplacements. Il est cependant
tout a fait licite d’utiliser de telles relations puisque, sur la direction normale, seulement la
continuité des vecteurs contrainte et déplacement est imposée et non pas leurs valeurs.
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Utilisation d’un critere mixte
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CHAPITRE 3. UTILISATION D’UN CRITERE MIXTE

3.1 Probleme bidimensionnel et énergie potentielle

3.1.1 Déformations planes et longueur interne

Dans ce chapitre, nous nous proposons de mettre en ceuvre la méthode du critere mixte
proposée par D. Leguillon dans le contexte de ’excavation d’un tunnel exposé précédemment.
Ce critere, présenté au Chapitre 1, Sous-Section 1.2, est en effet largement utilisé au sein de la
communauté scientifique et a été confronté avec succes a différentes situations expérimentales
(voir par exemple LEGUILLON et collab. [2006] ou CAMPAGNOLO et collab. [2016]). Dans
la situation qui nous intéresse, ce double critere a ’avantage de pouvoir étre mis en place
assez rapidement grace aux différentes propriétés ayant été établies a ce stade. En effet,
le chapitre précédant a exhibé la correspondance qu’il pouvait y avoir, localement, entre
le probleme tridimensionnel de l'excavation d'un tunnel (Figure 2.9) et un probléme en
déformations planes au niveau d’un plan de symétrie. Le fait de trouver la méme structure
de singularité dans un cas comme dans 'autre pousse a traiter de la problématique de la
nucléation au voisinage d'un coin via un probléme bidimensionnel équivalent. Pouvoir se
placer dans un contexte de déformations planes est tout de suite tres agréable puisqu’une
telle hypothese permet d’utiliser un certain nombre de propriétés efficaces d’un point de vue
de la mise en ceuvre. Par exemple, la méthode des développements asymptotiques raccordés,
présentée dans LEGUILLON [1989], devient utilisable et permet de tirer parti des structures de
singularité établies précédemment. Ainsi, le Chapitre 2 est un chapitre essentiel qui permet
non seulement de positionner le probléeme mais également de justifier toute I'analyse qui va
suivre. Il est cependant a noter que 'utilisation d’un probléme bidimensionnel pour envisager
la nucléation ne peut se justifier que pour des tailles de fissures suffisamment petites pour
que celles-ci puissent étre considérées comme appartenant a la zone ou les singularités de
contrainte sont encore suffisantes pour décrire le tenseur o avec précision. En effet, rien
ne garantit la pertinence du modele bidimensionnel au dela de cette zone. De plus, pour
des fissures de tailles plus grandes, des effets tridimensionnels ne pourront plus étre écartés
comme par exemple des effets de vofites qui sont totalement absents d’un probléme en
déformations planes. Ainsi, il est important dans un premier temps de se convaincre que la
longueur de nucléation fournie par le critere mixte est petite par rapport au rayon du tunnel
R et a la longueur de la passe L,,.

Etant donné que le critere mixte fait intervenir deux arguments, I'un portant sur les
contraintes et l'autre sur ’énergie, deux constantes du matériau lui sont associées. L’une
correspond a une contrainte critique et est notée o., constante homogene a une pression.
L’autre, étant un taux de restitution de ’énergie critique critique, peut étre obtenue a partir
de la formule d’Irwin en introduisant une ténacité K, qui elle est homogene a des Pa - /m.
On peut alors montrer (voir par exemple I’Annexe A.3) que le double critere renferme une
longueur interne qui est un candidat naturel pour la caractérisation de la longueur de nu-

cléation [ : )

[~ (5) (3.1)

O-C

Avec une ténacité de Uordre de 10 MPa - \/m et une contrainte critique de 'ordre de 100 MPa,
qui sont tout deux en accord avec le matériau considéré et les contraintes en présence, on
trouve une longueur de nucléation de l'ordre du centimetre. Avec cette caractérisation, on
constate bien que la longueur de nucléation issue du critére mixte sera petite devant les
longueurs caractéristiques du tunnel (Lp et L, sont en effet de 'ordre du metre). Bien
qu’il s’agisse déja d'un résultat tres intéressant, il ne s’agit pour autant que d’une condition
nécessaire pour que les hypothéeses envisagées soient justifiées. Il reste en effet & documenter
plus en détail le domaine de pertinence des solutions singulieres. Cela sera entre autres
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I'objet de la Section 3.4 et nous proposons d’admettre a ce stade, a partir des différents
arguments déja détaillés, la validité d'une modélisation en déformations planes du phénomene
de nucléation. Le probleme considéré sera celui représenté Figure 2.27 ou la notation €, et e,
sera abandonnée au profit de simplement e, et e, puisqu’il n’y aura pas d’ambiguité, dans ce
chapitre, sur le probleme considéré. En utilisant le fait que le probleme présente une symétrie
par rapport a I’axe e,., correspondant dans le contexte bidimensionnel a la direction de forage
du tunnel, il est possible de se ramener a I’étude de la moitié du probleme seulement. Enfin,

____________________________________

Milieu précontraint avec

o

)0.0000000000006000000060000¢

1
I
I
I
I
p I
|
|
|
|
|
|

FIGURE 3.1 — Excavation du tunnel en conditions bidimensionnels avec présence éventuelle d’'une
fissure F de longueur [

il sera nécessaire pour la suite d’introduire une fissure de longueur ! prenant naissance au
niveau du coin a angle droit formé par le front de taille, conformément a I’hypothese de
travail formulée au Chapitre 2, Section 2.1. Le lieu des points appartenant a la fissure sera
noté F comme sur la Figure 3.1. Les conditions aux limites a considérer au niveau de la
fissure sont celles stipulées en (2.93) et correspondant a une fissure de type fermée.

L’objectif de ce chapitre est donc de juger, a partir du critere mixte de D. Leguillon,
de la possibilité de la nucléation d’une fissure de type fermée, de géométrie similaire a celle
représentée Figure 3.1, pour un niveau de chargement A donné.

3.1.2 Energie potentielle en présence d’une précontrainte

Les différents outils mis a disposition par D. Leguillon pour pouvoir utiliser sa méthode
sont basés sur des coins anguleux ayant des bords libres de contrainte appartenant a des
milieux initialement dans leur état naturel. Ils nécessitent donc d’étre adaptés au cas qui
nous intéresse puisque celui-ci présente un état initial précontraint. Comme ce fut le cas dans
le chapitre précédant, il est utile d’utiliser un principe de superposition pour se ramener au
probleme présenté Figure 3.2 ou les bords de la passe du tunnel sont libres de contraintes.
En I'absence de fissure, et en prenant en compte que la précontrainte est a divergence nulle,
il est facile de montrer que les solutions en déplacement du probléme initial et du probleme
auxiliaire sont rigoureusement les mémes. Pour que ce résultat soit transposable dans le cas
ol le milieu est fissuré, il est nécessaire, dans le probleme auxiliaire, de considérer sur F des
conditions aux limites particulieres. Avec les notations introduites Figure 3.3, le principe de
superposition nous pousse a considérer pour le nouveau probleme les conditions aux limites

suivantes :
[€]7mt = (E(F*)-&(F)) =0
[non]r=ntoc(F)n*-n.oc(F)n =0 (3.2)

To(F)n' =1.o0(F )n"=-Iro,n*
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FIGURE 3.3 — Définition de la lévre supérieure F* et inférieure F~ de la fissure ainsi que du contour
extérieur I¢*t

Ainsi, considérer des bords libres au niveau de 'excavation de la passe implique de devoir
renoncer a une fissure fermée tangentiellement libre de contrainte. Ce n’est qu’a ce prix que
les solutions en déplacement des deux problemes pourront étre toutes deux égales a un méme
champ tensoriel £ et donneront donc lieu aux mémes déformations €. Avec ces considérations,
il est immédiat de montrer que ’énergie potentielle du probleme initial est identique a celle
du probleme auxiliaire. En considérant temporairement que le domaine est borné, on note
002> la frontiere extérieure du domaine. Il vient alors :

W = L(%E:C:s+(1—A)ap:s)dV
o - /f . (5.7)(T.a.n)dS+Agwﬁ.(l—A)ap.ndS
- —L+H£H.Aap.n+d5+faﬂmﬁ.(l—k)ap.ndS
Ep=W-®

Il est agréable a ce stade de séparer le contour du probléeme dans son intégralité en
plusieurs zones. La premiere subdivision concernera la fissure et sera composée de F* ainsi
que de F~. La deuxieme partie sera composée des bords libres correspondant a la passe. Enfin,
la troisieme partie sera le complémentaire des deux premieres et sera notée I'“**, comme sur
la Figure 3.3. Cette partie de la frontiere correspond a des conditions aux limites mixtes ou

70



3.1. PROBLEME BIDIMENSIONNEL ET ENERGIE POTENTIELLE

sont imposées tantot des composantes du vecteur déplacement (sur une partie notée Fgmt) et
tantot des composantes du vecteur contrainte (sur une partie notée Fe”) De plus, le tenseur
du deuxieme ordre o, est associé, dans le cas présent, a des pseudo déformations e, =S:0,
dérivant d’un champ de déplacement noté §,. Avec ces notations, on remarque que :

p+ a-A° /\) /ep(CepdV

E,+
(3.4)
f (e+(1-A)g,): C: (€+(1 Ne,)dV - f &Tias ) [ [elo,n
En utilisant le fait que le champ de contrainte o = C : (8 +(1-X)e,) est a divergence nulle
et que (€ + (1-\)eg,) est la partie symétrique du gradient du champ vectoriel £+ (1-X)§,,
on trouve :

B+ LA A) fsp C:epdV - (1- )\)[ ¢, TdS
(3.5)
; Fm(;ﬂ+(1-x)s Tds——f (G+(1-0)¢,, TddS+—f[[£]]0'p

oul; = e;.o.n est la composante du vecteur contrainte dans la direction ¢, ou une composante
du vecteur déplacement a été imposée. La méme définition s’applique a &; sur une surface
ou une composante du vecteur contrainte a été imposée dans la direction ¢. Pour arriver a
cette relation, il a été utilisé le fait que [€,] = 0 puisqu’il s’agit d'un champ parfaitement
régulier. Cette expression, pouvant sembler un peu lourde a priori, est une étape importante
permettant d’aboutir in fine a une formule trés agréable permettant de donner acces a la
différence d’énergie potentielle qui existe entre deux situations, I'une saine et 'autre avec
fissure, pour un méme chargement. Soient alors £° (resp. ¢’ ) le champ de déplacement
associé au probleme Figure 3.2 en I'absence de fissure (resp. avec une fissure F de longueur
(), a° (resp. 67) le champ de contrainte correspondant et ES (resp. EY) Dénergie potentielle
associée. Etant donné que les deux situations sont envisagées pour les mémes conditions aux
limites, on a simultanément sur la frontiere Fgﬁt le fait que :

=g =¢f (3.6)
De méme, une propriété équivalente est obtenue en tout point de la frontiere FeTft ;
T = e;.0'n=T¢ : T/ = e;.0l m=T¢ (3.7)

Par conséquent, 1’énergie potentielle associée au cas sain vérifie la relation :
(1- )\
poy L2V f e, C:e,dV - (1- ) f ¢, TS

’ (3.8)
2/ 5f+(1 NE, TOdS——[ §0+(1 NE,) T ds

qui est une expression issue de (3.5) ou les relations (3.6) et (3.7) ont été injectées et ou
le terme intégral sur F* a été écarté au motif que le milieu considéré est sain. En ce qui
concerne I’énergie potentielle du milieu fissuré, une relation similaire est obtenue :

G A) f e, Cie,dV - (1-A) f ¢, TS

_l (§0+(1 N E,, deS——f (+a-N¢, TOdS+—[[[£f]]0'p

"2 Jrg
(3.9)
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En se servant de deux relations (3.8) et (3.9), on obtient une forme compacte permettant
d’exprimer la différence des deux énergies potentielles :

E)-Ef = % . [(¢/+(1-X)¢,).0n-("+(1-N)¢,) .0 n]dS - % ff [¢'].0,m"dS

(3.10)
Cette expression tres agréable permet d’accéder par la suite au taux de restitution d’énergie
Gine qui est I'un des objets essentiels dans la mise en ceuvre du critére mixte. Il a été toutefois
nécessaire pour 1’obtenir de supposer que le milieu considéré était borné afin que la définition
de la frontiere I'*** ait un sens. Cependant, il est possible tres simplement de pouvoir étendre
son domaine de validité dans le cas ou le probleme serait considéré comme étant infini. En
effet, grace au théoreme de Maxwell-Betti, il a été montré dans le Chapitre 2, Sous-Section
2.2.3, que le terme :

%ﬁ[(i“(1—/\)€p)-00-n—(€°+(1—>\)£p).af.n]d5 (3.11)

n’était en fait pas dépendant du choix du contour I', pour peu que celui-ci prenne appui sur
les bords libres de contraintes de la passe (cf. Figure 2.16). La présence d’une fissure impose
ici toutefois une condition supplémentaire devant étre vérifiée par le contour I' qui est que ce
dernier doit entourer F comme sur la Figure 3.4. On constate que le contour I'*** introduit

I‘e:ct

FIGURE 3.4 — Exemple d’un contour I' prenant appui sur les bords de la passe et entourant la
fissure F

précédemment vérifie toutes ces conditions et est donc un choix particulier licite de I'. Par
conséquent, l'intégrale sur I'** dans la formule (3.10) est en fait indépendante du choix du
contour au sens mentionné précédemment. On trouve donc une nouvelle formulation pour le
différentiel d’énergie potentielle qui est :

E)-E/ = %fr[(gh(1—A)§p).ao.n—(50+(1—A)§p).af.n]ds

A (3.12)
-3 [F [€7+(1-)) ¢ o0,n"dS

ou I' est donc n’importe quel contour prenant appuis sur les bords libres de la passe et en-
tourant la fissure F et ou n est la normale extérieure au contour si 'intérieur est la partie
contenant la fissure. L’ajout de (1 - ))&, dans le terme de saut est justifié par le caractere
continu du champ en question et s’avérera utile par la suite. La formulation (3.12) de la
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restitution d’énergie est tres agréable puisque, en dehors de F*, elle ne fait plus intervenir
d’éléments de la frontiere du systéeme considéré. Par conséquent, en considérant qu’un milieu
infini correspond au comportement asymptotique de milieux arbitrairement grands, I’expres-
sion considérée reste valable. La différence d’énergie potentielle en milieu infini fera 1’objet
d’une discussion soigneuse dans le Chapitre 4, Section 4.6.

Dans le but de mettre en ceuvre la méthode du double critére, il est nécessaire d’évaluer
la quantité restitution d’énergie potentielle. Comme spécifié précédemment, 1’étude proposée
n’a de validité que si la fissure obtenue au terme du processus de nucléation est suffisamment
petite pour étre incluse dans la zone ou le champ de contrainte peut étre décrit avec précision
par les solutions singulieres. Ainsi, il semble légitime d’utiliser une méthode basée sur les
méthodes de développements asymptotiques raccordés.

3.2 Principe de la zone de raccord

Pour pouvoir calculer la restitution d’énergie lors de la nucléation d’une fissure, quantité
cruciale s’expimant sous la forme (3.12), une méthode basée sur des développements asymp-
totiques raccordés semble étre toute désignée. Cette procédure, développée par D. Leguillon
(voir par exemple LEGUILLON [1989]), permet d’effectuer un développement asymptotique
de la variation d’énergie potentielle au voisinage de ¢ = 0, ¢ étant la longueur de nucléation.
Cependant, comme tout développement asymptotique, son domaine de validité peut étre
rapidement limité pour des tailles de fissures non infinitésimales. En effet, le mécanisme de
nucléation met en jeu des fissures pouvant étre de petite taille mais ayant tout de méme
une extension finie. Comme annoncé dans la Section ci-dessus, c¢’est la longueur interne au
modele (3.1), qui n’a rien d’infinitésimale, qui imposera 'ordre de grandeur de la longueur
de nucléation. Ainsi, la question de la validité de la méthode suggérée se pose étant donné
la longueur anticipée par le modele. Pour pouvoir justifier de 1'usage de développements
asymptotiques, il est nécessaire dans un premier temps d’en rappeler les principes.

Pour pouvoir ensuite appliquer la démarche sur le point d’étre exposée a la configuration
considérée dans la la Sous-Section 3.1.2, le milieu sera précontraint avec (1-A)o,. A nouveau,
les pseudo déformations €, =S : o seront considérées comme étant la partie symétrique du
gradient d’un champ vectoriel §,. Enfin, la méthode sera présentée dans le cas d'une fissure
fermée ou un chargement tangentiel aux levres de la fissure sera appliqué.

3.2.1 Zones intérieure, extérieure et de raccord

La démarche du raccordement asymptotique repose sur une hypotheése de séparation
d’échelle. Cela consiste a supposer, dans le cas d’un matériau occupant un domaine Q¢ et
présentant une fissure de longueur ¢, I'existence de trois zones de l’espace permettant de
décrire différemment les champs de déplacement et de contrainte en place (Figure 3.5) :

+ Une zone extérieure suffisamment éloignée de la fissure pour ne pas en percevoir l'effet
* Une zone intérieure qui décrit les modifications apportées par la présence de la fissure

* Une zone de raccord ou les solutions des deux domaines décrits ci-dessus sont toutes
les deux valables et cohabitent.

Soit L la taille caractéristique du coin qui, dans le cadre de I’excavation du tunnel, correspond
au rayon R ou a la taille de la passe L,. En supposant ¢ << L, on peut distinguer deux échelles
d’espace : I'une jaugée par ¢ et 'autre par L. Comme dans le cas classique de la couche limite

73



CHAPITRE 3. UTILISATION D’UN CRITERE MIXTE

gewt

FIGURE 3.5 — Définition des zones intérieure, extérieure et de raccord

en mécanique des fluides, 'hypothese précédente revient mathématiquement a supposer que
le champ de déplacement &' peut s’écrire

xr

; (3.13)

& (@) = €7 (X)) + €™ (V) - € (X) avec X = % et Y =
ol @ est le vecteur position. L’égalité considérée, comme celles qui vont suivre, sont a consi-
dérer a I'ajout d’un o pres, c¢’est-a-dire d’'un champ dont 'ordre de grandeur est négligeable
dans la zone considérée. On demande de plus aux champs €™ et £€°* de se raccorder dans
la zone intermédiaire ou € est leur 'limite" commune. Il est donc nécessaire de trouver une
partie de I'espace caractérisée par des points  tels que ¢ < |x| «< L. Autrement dit, a I'aide
des variables X et Y, on peut écrire les conditions de raccord suivantes :

Ef’”t (X) € (X) lorsque £ « [ X | «1
E€"(Y) = €(4Y) lorsque 1« Y|« £

(3.14)

Cette notation n’est pas sans conséquence. Elle suppose en effet 'existence d’une échelle
micro ol régne la solution intérieure €™, d’une échelle macro qui permet de légitimer I'usage
€' comme approche de la solution £° mais aussi d’une échelle mesoscopique ot la solution
peut étre décrite a 'aide de £". Il doit donc y avoir deux ordres de grandeur entre ¢ et L
pour légitimer 'usage d’une telle approche.

3.2.2 Raccordement de la solution intérieure

La double inégalité ¢ «< ||z | «< L permettant de définir la zone de raccord sous-entend qu’il
existe une zone suffisamment loin de la fissure pour que 'effet de celle-ci ne soit plus percu
tout en restant proche du coin considéré. Ce faisant, la condition de raccord £ (X) = £ (X)
lorsque £ « | X | « 1 permet d’expliciter &". En effet, étant donné que £ décrit la solution
suffisamment loin de la fissure, ce champ vectoriel correspond en fait a la solution du probléme
dans la situation saine. En méme temps, puisque |z| < L, il s’agit du probléme classique
d’un coin dont on sait que la solution en contrainte se décompose, localement, sur deux modes
singuliers. Cela se traduit, au niveau du champ de déplacements, par une décomposition de
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la forme (2.36) a un déplacement de corps rigide pres. En d’autres terme, on sait, qu’il existe
des réels v, et v, vérifiant 0 <1 <7y, < 1, ainsi que des fonctions hy(0), ha(6) tels que :

7 72
£+ (1-08, =€) +hi (1) M) +k2(T) ha(6) + 9(.0) -

avec g(r,0) - 0 pour r = |z < L
ou, par rapport a (2.33) et (2.36), p et o ont été remplacées par les variables naturelles
intervenant dans le contexte considéré qui sont les coordonnées polaires r et 6. De plus, k; et
ko ont été renormalisés et ; correspond a une mesure du degré de singularité égale a 9; + 1.
Par conséquent, sous réserve de vérifier I’hypothese de séparation des échelles, a savoir qu’il

existe au moins deux ordres de grandeurs entre ¢ et L, on peut immédiatement conclure
que :

€+ (1-0)E, = £(0) + by (%)7 ha(0) + s (%)7 ha(0)

Ce qui revient a exiger de la part de la solution intérieure le raccord suivant :

E7(Y) + (1-NE,V) =60 +hy () 0@ k(1) 57hal0)

pour 1 < p=|Y| « 7

(3.16)

Le fait de demander 1 <« p mais aussi p < % est essentiel. En effet, alors que la premiere
inégalité demande de fixer des conditions de raccord "loin" du défaut, la deuxieme permet
de s’assurer de ne pas les fixer arbitrairement loin, de sorte a ce que, dans la relation (3.16),
le terme en ky (%)71 p" hi(0) ne se fasse pas dominer par la décomposition sur le mode
2. Ce dernier est en effet moins singulier (71 < 72) mais prévaut par conséquent a l'infini.
Cette double condition sur p traduit bien toute la physique sous-jacente, le raccord pour
€™ se fait au niveau du premier infiniment grand rencontré qui correspond a la jauge de
I’échelle mésoscopique. Se contenter de demander un raccord a l'infini par la seule condition
1 « p amenerait sans doute a commettre l'erreur de demander a la solution intérieure de se
raccorder directement a I’échelle macro ou I'usage de &" n’est plus justifié. Une attention toute
particuliere doit cependant étre portée aux différentes hypotheses qui ont été mises en place.
Comme on 'a compris, la méthode des développements asymptotiques raccordés suppose
qu’il est possible d’exhiber une zone suffisamment proche du coin pour que la solution saine
puisse étre décrite convenablement a l'aide des deux modes de singularité mais en méme
temps suffisamment éloignée pour que les effets de la fissure y prenant naissance ne se
fassent plus ressentir. Si 'existence d’une telle zone est acquise pour des fissures de taille
infinitésimale, cela n’est pas forcément le cas lorsque £ est certes petit, mais fini. Ainsi, une
discussion doit impérativement étre menée sur la faisabilité de la méthode en fonction de
I'extension de la fissure envisagée. Ce questionnement sera 1’objet des Sections 3.3 et 3.4 de
ce chapitre. Pour le moment, contentons-nous de faire I’hypotheése de I'existence d’une telle
zone pour une taille ¢ donnée et voyons comment, dans le cadre d'un milieu précontraint,
cette méthode permet de calculer efficacement 'objet taux de restitution de ’énergie (3.12).
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Avec les considérations précédentes, le probleme pour le champ intérieur peut s’écrire :

. oY) - (LN, O (Y) = 1€ (€7(Y) + (1- 0, (V)
o divy o™ (Y) =0
° g-i”t(Y)'n =0 sur les bords du coin appartenant a
o [¢M+(1- Mg, ]m" =0 sur les levres de la fissure
n*[o™].n* =0

T.0™n = -AT.o,mn
Conditions de racord :

o EM(Y)+(1-N)E,(Y)=£(0) +hy (%)7 PRy (6) + by (%)7 2ho(0)

pour 1 € p<< —
€

(3.17)
ot divy et V3 sont les opérateurs de divergence et de gradient symétrisé par rapport a la
variable d’espace normalisée Y. D’ailleurs, il est a noter que le probléme ne fait intervenir
que cette variable d’espace. Ainsi, le domaine ™ a considérer est celui décrit par Y. Il s’agit
d’un domaine "dilaté” ou la longueur de la fissure a été normalisée et vaut par conséquent
1 (cf. Figure 3.6). A ce stade, il est possible de faire appel & un théoréme de superposition
par rapport a la condition de raccord. Pour un champ vectoriel U(Y") donné, on introduit
un champ tensoriel du second ordre & définit par :

6(U)=C:viU(Y) (3.18)

Trois sous-problemes apparaissent alors naturellement dont les deux premiers sont définis
comme suit :

o divy (V') = 0
. &(Vj).n =0 sur les bords du coin appartenant a Q™
. [[Vj]].n+ =0 sur les levres de la fissure
oy (3.19)
n [6(V)]n= 0
T.&(Vj).n = -T. ((C : Vf,p”*fhj(e)) n
. ‘N/'j(Y) =0 pour 1 < p < L

€

pour j € {1,2}. Il est important de noter que la loi de comportement proposée (3.18)' ne
fait pas intervenir le facteur % ce qui pose la question de la cohérence d’unité entre V7 et
6’. 1l s’agit cependant des objets qui sont naturellement manipulés lorsqu’on s’intéresse a

un probléme intérieur usant d’une variable adimensionnée. A partir de V”’, deux nouveaux
champs sont introduits :

VI = piih;(0) + V7 (3.20)

L’avantage des champs V7 par rapport aux V7 réside dans leurs conditions aux limites a

I'infini qui ne dépendent pas de la variable d’espace. Les champs V7 ne sont que des champs
intermédiaires permettant de définir proprement les V7 qui sont, comme nous le verrons plus
tard, les quantités réellement intéressantes. Le troisieme et dernier probléeme consiste a de
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définir un champ W solution de :

e divy6(W) = 0

o 6(W).n = 0  sur les bords du coin appartenant a Q"

o [W]n* =0 sur les levres de la fissure
n*[6(W)]n'= 0 (3.21)
Toe(W)n = -To,n

e W(Y) =0 pour 1 < p < é

Gréace a ces différentes définitions, le champ de déplacement &

sous la forme :

+(1-X)§, se met simplement

E™(Y)+(1-N)E,(Y) =£(0) + &y (%)7 VHY) +ky (%)V VEY)+ AW (Y) (3.22)

Le trés grand avantage que possédent les différents champs introduits V', V? et W est
qu’ils ne dépendent ni de la géométrie de la structure ni de la dimension de la fissure. En
effet, comme cela a été déja souligné, 1'utilisation de la variable adimensionnée Y revient
a se placer dans un domaine "dilaté” ou la taille de la fissure a été normalisée et est par
conséquent d’extension unitaire (cf. Figure 3.6). Seuls comptent pour les problemes définis-
sant ces quantités I'angle d’ouvert du coin considéré et I'orientation de la fissure si celle-ci
est choisie comme ayant une géométrie de segment. Par conséquent, la dépendance de £

FIGURE 3.6 — Zoom sur la zone intérieure ou grace a 'usage de la variable d’espace adimensionnée
Y, la fissure est de taille unitaire

par rapport a la taille de la fissure ¢ a été complétement explicitée dans la formule (3.22). De
plus, le niveau de chargement A considéré n’intervient pas dans la définition des problémes
correspondant aux quantités V', V2 et W. Par ailleurs, le calcul des facteurs d’intensité de
contrainte ki et kg se faisant sur la structure saine, il est aisé de constater que leur dépen-
dance vis a vis du niveau de chargement est en (1 — \). Par conséquent, il est possible de
calculer deux quantités k; et k» telles que :

ki=(1-Nk k= (1-Nk (3.23)

ce qui finit de détailler dans sa totalité la dépendance de €™ vis & vis de .
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3.2.3 Retour sur le calcul de la variation d’énergie potentielle

La formule (3.22) permet d’expliciter, au niveau d’un voisinage de la fissure, le champ de
déplacement Ef . Bien qu’étant limitée a la zone intérieure, cette expression tire son intérét
du travail précédant ayant conduit & mettre la variation d’énergie potentielle sous la forme
(3.12). Dans cette formule, il a en effet été montré que le terme d’intégration sur I' ne dépend
pas du choix du contour. Par conséquent, il est possible de choisir ce dernier de sorte a se
placer arbitrairement proche de la fissure F et donc de maniere a se placer dans la zone
intérieure. Ainsi, I'usage de (3.22) pour calculer la variation d’énergie potentielle est justifié.
En effectuant un changement de variable pour se placer sur un contour I'y du domaine
intérieur "dilaté” et donc paramétré par la variable Y, la quantité longueur élémentaire
dS, = ¢dS est introduite. Tous calculs faits, la variation d’énergie potentielle se met sous la
forme :

E)-FEf =

l

2m 2]%2
(Z) (1-X) Elfp (VI (p"hi).n-p"hi.6 (V') .n)dSy
~ S Y

N2 ks o o
+ 7 (1-N)"—= (V G (p”hy) . n—-prhy.& (V )n) dSy
Iy

+ fr (Vl.é' (p"hy) n—-prhy.G (Vl).n) dSy)

- Y

272 2
+ (1-0"2 [ (V26 (77ha) m=p7hs & (V2) ) dSy
Iy
’)/1+1 L~
. (1—)\)>\%([ (W.é’(p’“hl).n—p”lhl.fr(W).n)dSy—f [[Vl]].a'p.ndSy)
Fy ~T‘Y
Y2+1 Lkz

+

(1- A2 (LV (W.6 (phs) .1 - phy.& (W) ) dSy — /f;[[V2]].0'p.ndSy)

[\

N N N N
IR IR N STRENIGT RN
NN— N— — " —

A2[2 f [W].0,ndSy
i

(3.24)
ou les différents termes ont été ordonnés par puissances croissantes de % puisque, dans le
cas d’'un coin a angle droit dans un matériau isotrope, 0.5 < y; = 0.54 < 9 = 0.909 < 1 (cf.

(2.26)). Cela permet donc de dresser I'ordonnancement suivant :
0<29 <P +72<2Y<n+1<y+1<2 (3.25)

Il est d’ailleurs a noter que les trois ou quatre derniers termes sont a considérer avec précau-
tions puisque ’écriture (3.16) est un fait un développement limité conduisant a l'introduction
d’un petit o, lequel devrait se retrouver au niveau de (3.24). Cette derniere formule devant
étre cependant utilisée pour de faibles longueurs ¢, le probleme ne se pose pas vraiment et
le terme dominant sera le premier, voire le troisiéme si k; est égal a zéro. Il est d’ailleurs
possible de simplifier encore cette 'expression (3.24) en montrant que les termes d’intégra-
tion sur I'y faisant intervenir le champ W sont en fait nuls. Cette formule a I’avantage de
détailler completement la dépendance de la variation d’énergie potentielle par rapport au
niveau de chargement A et a la longueur de la fissure envisagée (. En effet, cette propriété
se déduit du fait que, par construction des différents champs, les intégrales ne dépendent
que de la géométrie de la structure saine, de la forme de la fissure (et non de son extension)
ainsi que de son orientation. La puissance de cette forme de la variation d’énergie potentielle
réside donc dans le faible nombre de simulations a effectuer pour la quantité d’information
qu’elle renferme.

Toutefois, comme précisé précédemment, cette expression ne peut étre valable que pour
des petites longueurs de fissures. D’ailleurs, la notion méme de petite taille reste dans ce
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cadre entierement a préciser. Il est néanmoins possible de se convaincre de la puissance de la
formule en utilisant cette derniere pour des longueurs de fissures ¢ infinitésimales. En effet, la
question du bien-fondé des développements asymptotiques raccordés se pose pour des tailles
finies de fissure, ce qui n’est pas le cas pour des longueurs infinitésimales. Par conséquent,
malgré la nécessité de précisions quant au domaine de validité de (3.24), il est d’ores et déja
possible d’utiliser cette formule pour ¢ arbitrairement petit.

3.2.4 Formule d’Irwin anisotrope

Un cas de figure intéressant pouvant étre traité est de la propagation d’une fissure préexis-
tante dans probleme en déformations planes avec un milieu anisotrope. Il s’agit d’expliciter
le taux de variation d’énergie potentielle G lorsqu’une fissure de type Griffith se propage
d’une longueur infinitésimale ¢ en restant droite. Le cadre mis en place précédemment peut
parfaitement s’appliquer au cas d’une propagation de fissure en considérant un coin infini-
ment aplati. Dans ce cas, il a été vu que v, = ¥ = %, et ce, quel que soit le matériau (cf.
Chapitre 2, Sous-Section 2.3.2). Enfin, dans un soucis de simplicité, le calcul sera mené en
I’absence de précontrainte. Par conséquent, seuls les trois premiers termes subsistent dans
I'expression (3.24).

M /
Y
| 1

0 0
‘

FI1GURE 3.7 — Propagation d’une fissure de Griffith dans son axe

Soit P le polyndéme caractéristique du milieu considéré et soient piq, uo les deux racines
complexes avec une partie imaginaire positive (strictement) de P, supposées distinctes (le cas
1 = o se déduisant par continuité). Les expressions permettant d’obtenir le développement
asymptotique de la fonction d’Airy ¢ correspondant a cette situation sont données en (2.73).
En particulier, il avait été montré que ¢ était définie a deux constantes complexes pres 5, et
Pa. Ces deux derniéres devaient satisfaire deux équations réelles indépendantes I'm(/1 +32) =
0 ainsi que I'm(Biu1 + Bopz) = 0. Par conséquent, le R espace vectoriel solution est de
dimension 2 et peut étre engendrAé par deux solutions non liées. Il est immédiat de vérifier

M1

- __1 4 _ 1 — M2 5. _ .
que p; = M1—u2’ﬁ2 o ©t B4 M_M,ﬁg T sont deux couples solutions. Par

conséquent, il existe deux réels ki et ks tels que :

2 A 1 Ho
( b ):kl( b )+k2( b ):kl( NG )+k:2( Pz ) (3.26)

B B2 B f 112 -pz
Ce choix particulier de famille génératrice permet de préciser les deux fonctions hq(6) et

hy(0) utilisées dans le formalisme précédant (3.15).

Pour une propagation de fissure, les sous problémes pour V7 deviennent triviaux. En effet,
il est immédiat que la solution du j®me probleme est V7 = pih;(#'), avec p’ et 6 définis
comme sur la Figure 3.7. En effet, un tel champ de déplacement V7 vérifie bien toutes les
conditions aux limites en contraintes mais aussi V?(Y') = pih;(6) pour 1 « p < £. Les
conditions pour le contour I' sont que celui ci doit prendre appui sur les bords du coin, qui
est ici la fissure avant propagation, et également entourer le défaut a savoir la portion de

79



CHAPITRE 3. UTILISATION D’UN CRITERE MIXTE

fissure créée lors de la propagation. On peut donc prendre pour I le contour noté F constitué
des levres supérieure et inférieure de la portion de fissure propagée entre O et O’.

Avec ces différentes considérations et avec les formules de représentation données au
Chapitre 2, Section 2.3, il est possible de traiter les différents termes de (3.24). Les détails
des calcules sont donnés en Annexe A.4 et le résultat obtenu se met sous la forme compacte :

1 1
G=9—7T|: ]{Z%Alljm(/l,l-i-,uQ)—k’%Aggjm(—+—

4 e )ﬁ)@] (3.27)

Ly fho

+ klkg (Aulm (/,Ll/JQ) - Aggfm(

qui correspond bien a l’expression obtenue par AZHDARI et NEMAT-NASSER [1996] grace a
une autre méthode. Il est cependant a noter que la formulation dérivée grace aux développe-
ments asymptotiques raccordés est plus puissante car elle englobe le cas d'une propagation
non rectiligne de la fissure. La formule d’Irwin du cas isotrope en déformations planes se
déduit immédiatement de (3.27) puisqu’il suffit de se placer dans le cas p; = ps =4 ainsi que
Anr = Ap = 155

Puisqu’il a été possible de retrouver la formule d’'Trwin, 'usage de (3.24) a été validé
lorsqu’il s’agit de traiter de fissures de taille infinitésimale. Par conséquent, il est d’ores et
déja possible de I'utiliser afin de caractériser un équivalent lorsque ¢ tend vers 0 de 1'objet
Gine pour un probleme de naissance de fissure a partir d'un coin ouvert. En effet, grace a la
I'ordonnancement proposé des termes de (3.24), il vient :

Gine 6:0 APt (328)

ou A est un certain coefficient de proportionnalité dépendant du chargement et de la forme
de la fissure envisagée. Or pour un coin a angle droit, il a été vu que v; =0.54 > 0.5 et il en
serait de méme pour n’importe quel coin ouvert. Ainsi, cette analyse montre que :

Ce résultat connu vient donc d’étre étendu au cas d’un milieu précontraint. Il est d'une
importance capitale et sera fondamental par la suite. A ce niveau, il permet déja d’affirmer
que le critere énergétique ne peut pas étre rempli pour une taille de fissure infinitésimale. Le
phénomene de nucléation met donc forcément en jeu des longueurs finies pour lesquelles il
est justement nécessaire de se prononcer sur la validité de (3.24). La démarche permettant
d’aboutir a la formule proposée repose sur I’hypothese d’existence d’une zone, dite intermé-
diaire, étant proche du coin source de singularité et ou coincident simultanément la solution
du probleme sain, la décomposition sur les solutions singulieres ainsi que la solution du pro-
bleme avec fissure. C’est précisément cette hypothese qu’il est nécessaire d’expliciter et, en
particulier, de tester pour une fissure ayant une taille de 'ordre de la longueur interne (3.1).
Cependant, traiter cette problématique de maniere rigoureuse n’est pas chose aisée puisqu’il
s’agit de disposer, de maniere analytique, a la fois de la solution saine et de la solution fis-
surée. Ainsi, nous proposons dans un premier temps de s’intéresser au méme probléme mais
dans un contexte d’équations elliptiques plus simples qui est celui de la thermique.

3.3 Existence de la zone de raccord en thermique

Dans le but de traiter de maniere analytique un probleme de thermique similaire a celui
envisagé en mécanique, c¢’est-a-dire celui d’une structure bidimensionnelle saine puis fissurée,
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il est utile d’introduire un formalisme basé sur des transformations conformes. Ainsi, dans un
premier temps, les différents outils nécessaire a appréhender un tel probleme seront établis.
Une fois ce travail effectué, il sera possible de s’intéresser a la problématique de I'existence
de la fameuse zone de raccord.

3.3.1 Potentiel complexe

Soit T la température d’un systeme €2 en équilibre thermique. Comme T est harmonique
(AT =0 sur 2), il est possible d’exhiber une certaine fonction () vérifiant :

or_oQ . 9T __0Q

En effet, une condition nécessaire pour qu’une telle fonction () puisse exister est :
PT_ 0 (IT)_0(00)_ 0 (00) 0T )
oz Oz \ox) oxz\oy) oy\ox)  0y? ‘

ce qui automatiquement vérifié si AT = 0. Il est possible de montrer que cette condition est
en fait également suffisante. Soit alors f, une fonction de la variable complexe z = x + iy,
définie comme suit :

f(2) =T (z,y) +iQ(x,y) (3.32)
Par définition, f vérifie T = Re(f). De plus, en notant dz = dz + idy, il vient :
Fz+d2) = f(2) + (a—T -ia—T) (da + idy) (3.33)
or Oy

Ainsi, f est dérivable au sens complexe, c’est-a-dire qu’il s’agit d’une fonction holomorphe
sur €). De plus, le jeu d’écriture ci-dessus permet d’obtenir :
oT

/ _ 8T . TR _
f'(z) = e Z@y et donc f/(z) = gradT (3.34)

e
Yy
e, t
ex
z
n
F1GURE 3.8 — Convention permettant de préciser la notion de normale & un arc orienté

Soit désormais AB un arc orienté du plan défini comme sur la Figure 3.8. On oriente
(n,t) comme (e,,e,) ol e, est la direction hors plan et on note s I'abscisse curviligne. Avec
ce choix, il vient :

9, Oz
Js © 0Os

_Ox oy
t= ex+aS

O0s

Par conséquent, une propriété remarquable est :

T oy 9T dxr dQ - /B
m=% OO v ndl = - .
gradT.n 9205 Dy s ds < VAB, ., gradT.ndl = Q(B) - Q(A) (3.36)

C’est cette relation qui est a la base de la méthode de transformations conformes dans un
contexte de thermique.

e, etdonc m=tnre,= ey (3.35)
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3.3.2 Probleme d’un isolant thermique a forme carrée

Pour capturer au mieux les différents éléments relatifs au probleme bidimensionnel équi-
valent a ’excavation d’un tunnel, nous proposons de nous intéresser au probleme d’un isolant
carré de coté unitaire plongé dans un milieu infini. Les conditions aux limites sont telles que
décrites Figure 3.9. Pour mettre en ceuvre plus facilement la démarche de transformation

gradT.n=-A 0 gradT.n=A
_ 0 -
—> y —
ooV o [
—> 0 —
0

FIGURE 3.9 — Isolant thermique de forme carré, de c6té unitaire, plongé dans un milieu infini. Les
fleches représentent ici le flux thermique et n est la normale extérieure

conforme, il est utile de travailler par superposition avec la solution d’un probleme de flux
constant égal a gradT = —Ae, et donc ou T' = —Az. Un probléme auxiliaire est ainsi défini
avec des conditions aux limites de flux nul a 'infini (Figure 3.10).

gradim=A 0 gradT.nz-A

0

FIGURE 3.10 — Probléeme de thermique auxiliaire. Les fleches représentent ici le flux thermique et
n est la normale extérieure

Soit a le point de coordonnées (3,0) et b(z,y) un point appartenant au contour du
carré intérieur. En orientant ce dernier dans le sens trigonométrique, on obtient les relations
simples suivantes :

r=3, y>0 : fab gradT.ndl = —Ag{
y=1 : fab gradT.ndl = -A- = -Ay
1
T=-3 : fab gradT'.ndl = —A§ +A (5 - y) =-Ay (3.37)
1
y=-3 : fab gradT.ndl = A= = -Ay

.Z':%a ySO : fabgradT.ndl:Aé—A(%-f-y):_Ay
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Ainsi, pour tout point b, d’affixe z, appartenant au contour du carré on dispose de la relation
tres simple :
Z=Z

b
f gradT.ndl = -Ay = -A (3.38)

2i
Notons de plus que, Q étant défini a une constante pres, il est possible de supposer Q(a) = 0.
Un tel choix implique :

Z=Z

Im(f(2)) = Q(z) = f ’ eradTondl = - A ~ (3.39)

1

3.3.3 Transformations conformes

Grace a la formule de Schwarz-Christoffel, il est possible d’exhiber la dérivée, au sens
complexe, de la transformation conforme permettant de transformer 'extérieur du cercle
unité en l'extérieur d’un carré centré a 'origine. En notant w cette transformation, il vient :

1
1\2
w'(Z) 2’70(1+ﬁ) (3.40)
ol 7y est un coefficient de proportionnalité permettant de controler la dimension du carré
image du cercle unité. Trouver les primitives de cette application n’est pas facile puisqu’elles
font appelle a des intégrales elliptiques qui ne sont connues que numériquement. Dans la

1
pratique, un développement en série de Laurent de la fonction Z — (1 + %)2 est réalisé,
développement qui est ensuite intégré terme a terme pour obtenir un développement en série
de Laurent de w.

N

oo 1y EE Y
w(Z)—70(1+Z4) ‘70(“224 8ZB+O(Z12)) (3.41)

1 1 1
CU(Z) =% (Z— @+ 56Z7 +O(ﬁ))

Des opérations numériques avec un développement en série tronquée pour w donnent les
résultats présentés Figure 3.11. ot 7y a été choisi pour obtenir un carré de c6té unitaire.

FI1GURE 3.11 — Plan antécédent et image par une transformation de type Schwarz-Christoffel avec
un développement en série de Laurent a ’ordre 100

Si f, une fonction holomorphe d’argument z, est le potentiel permettant de décrire la
solution du probléme superposé, c’est-a-dire un trou carré chargé thermiquement avec des
"bords libres" a I'infini, on notera alors F' la fonction holomorphe d’argument Z correspon-
dant au potentiel du domaine antécédent, a savoir ’extérieur du cercle unité. Exactement
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comme dans le cadre des écoulements potentiels de fluides parfaits étudiés sous 'angle des
transformations conformes, les deux potentiels f et F' doivent étre égaux en deux points
images reliés entre eux par la transformation conforme. En d’autres termes, on dispose de la

relation suivante :
z=w(Z)
{f(Z) - F(2) (342)

Le développement en série de w permet d’affirmer que z ~ vyZ lorsque |z| = oco. De plus,
comme le chargement a 'infini du probléme traité est nul, il est immédiat que f doit étre
holomorphe a l'infini. D’apres la relation précédente, il découle que F' doit elle aussi étre
holomorphe a l'infini. A partir de la relation (3.39) et en se rappelant que @ = Im(f), il
vient que pour tout z appartenant a la frontiere du carré :

[(2)-f() _F(Z2)-F(2)
21 '

o0 =w(2) -
21

-z
2 A= =Q) =

(3.43)

ou Z est I'antécédent de z qui, par conséquent, appartient au cercle unité. Cette relation
devant étre vérifiée pour tout point z sur la frontiere du carré, c¢’est-a-dire pour tout point
Z appartenant au cercle unité. Une maniere plus agréable d’écrire cette égalité est :

w2)- o) _F(2)-F D)

V|C|>1? -A Z_C Z_C

(3.44)

Puisque cette relation est valable pour tout point Z appartenant au cercle unité C'(0,1), il
est possible d’intégrer la relation précédente :

F(o)-F(o) , w(o) -w(o)
ESS '/C(O’I)U—_Cdcr-—A fc(o,na——cda (3.45)

Cette écriture est I’équivalent thermique de I’équation de Fredholm et tire toute son utilité
puisqu’elle permet de faire appelle aux formules de Cauchy. F' étant holomorphe a l'infini ,
ces dernieres donnent :

f ) 4o = 90w (F(00) - F(C)) . f 9 45 = 0 (3.46)
c(0,1) O — c,1) 0—C

Dans le probleme considéré, la température est définie a une constante pres. Par conséquent, il
est possible de choisir F'(c0) = 0 ce qui revient a se donner un choix particulier de la constante
en question. Toutefois, les formules de Cauchy ne peuvent pas, en 1’état, s’appliquer au calcul
du membre de droite dans I’équation (3.45). En effet, la transformation conforme w n’est pas
une fonction holomorphe a l'infini. Néanmoins, le début de développement en série montre
qu’elle se comporte a l'infini comme 75Z. Par conséquent, w(Z) — 79Z est holomorphe a
I'infini et les formules de Cauchy permettent de déduire que :

w(o) a w(o)-o o . B
[C(O,l) U——Cda B [C(o,l) o-¢ dor+ fC(o,n o- Cda = 2im (0-w(¢)+¢)) +0 (3.47)

car la fonction de la variable complexe Z — ZL—g n’a pas de pole a l'intérieur de C'(0,1). De

la méme fagon, on montre que :

m B w(o)-o 1 L 1
/;(0,1)0—_Cd0— [0(0,1) o da+/;(0’1)mda— 2m(0—z) (3.48)
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puisque 7 = o~! pour ¢ appartient a C'(0,1). Finalement, il vient que pour tout point Z du
plan complexe privé du disque unité :

1
WZl>1 F(2)=-A(w(2)-20(2+ ) (3.49)
F' ainsi définie est bien une fonction holomorphe sur I'extérieur du cercle unité, y compris a
I'infini. Il n’est cependant pas inutile, pour se rassurer et pour étre plus précis sur le choix de
la détermination du logarithme complexe qu’au Chapitre 2, de vérifier que le potentiel exhibé
fournit bien la solution du probleme auxiliaire. En effet, il a été montré que le conjugué de f’
permettait d’accéder a la représentation complexe du gradient de température (3.34). Hors,
une opération différentielle sur (3.42) donne :
F(Z 1-24
’(Z) —_Al1- —Zzl
<) (144)°

dF(Z) = f'(2)dw(Z) = f'(z)= (3.50)

Cette expression permet d’ores et déja de vérifier que les conditions aux limites a l'infini
sont bien réalisées. En effet, f'(z) — 0 lorsque |Z| - oo, ce qui permet de conclure que
le flux & linfini est bien nul puisque z ~ 7Z pour |Z| - oo. Tout l'enjeu pour vérifier
les conditions aux limites au niveau de la frontiere avec le carré est de trouver la bonne
détermination de la racine carré qui apparait au dénominateur. En effet, il a été vu dans le

1
chapitre précédent qu'une facon assez agréable de réécrire le dénominateur est (1 + %)2 =
1 1
eilog(u?). Cependant, le logarithme complexe log étant multi-valué, le choix de la branche
logarithmique devient déterminant en raison du facteur % Comme souvent, la bonne méthode
consiste a se baser sur des arguments de continuités. En effet, pour un point Z appartenant
a un cercle de rayon R > 1 il vient :

7 = Re"

1
7| < 1 et par conséquent Re (1 + —) >0 (3.51)

Z4

En particulier, I'axe de réels négatifs n’est jamais croisé et on ne change pas de valuation. Il
est donc légitime de prendre la détermination principale du logarithme. En d’autres termes,

on peut écrire :
1
1 \2
(1 7) -

a condition de choisir arg (1 + %) a valeur dans |-, 7[. Par continuité, la formule ci-dessus

1+ —|pitare(142) (3.52)

Z4

1.5
0. 1
1
0.1 0. 0
0 | 0 : .0
_= 0 us _= 0 x i 3 = 0 x iy 3m
141 2 4_0'5 ] 2 105 ) 2 1
1
-0.2 -1
-1.5

FIGURE 3.12 — Argument de 1 + %; en fonction de 6 = arg(Z) pour |Z|=1.4,1.01 et 1
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doit rester vraie pour un point d’affixe Z se trouvant sur le cercle unité (cf. Figure 3.12).
Pour un tel Z, il existe 6 tel que Z = ¢, d’ou :

1 . ,
1+ﬁ:1+e‘429:e‘2“’200329
V2cos20 e si fe]-Z,2[ e ze]l-i1+i[

]
(1+ 1 ): VI2cos20[e’G0) si e ]
]
J

’
T 37 :
Z,—[ e ZE€

=

(i) V2cos20 ei(m™0) si fe ?jf,f[ ie ze
VI2cos20e (59 si 0e ]2 T de zel-1-i,1-1

De plus, toujours pour Z appartenant au cercle unité et donc de la forme €% :

) 1 , )
Z=e% 1- 75" 1-e2? = e924sing (3.54)

Ce qui conduit au résultat suivant pour tout point d’affixe z appartenant au bord de I’isolant
carré :

30 € ]-7, [ tel que z = w(e®)
2isin 6 )

V2cos 20

—A 1_M :—A(l—ﬂ) 96]% 3#[

£(2) = in/|2 cos 20| |2 cos 26|
2= afy, 2isind e
V2 cos 260 4

alis 27sin 6 =—A(1+ 2sin 6§ ) 66]%,%[

in/|2 cos 26| |2 cos 20|

Une fois cette formule établie et en se rappelant que le gradient thermique se calcule a partir
du conjugué de f'(z) selon la relation (3.34), c’est-a-dire 2L = Re(f") et ?)—z =-Im(f'), on
obtient les résultats souhaités au niveau des conditions aux limites. Par I'intermédiaire de la
transformation conforme w, le probleme auxiliaire a donc été entierement résolu.

_Al1-

3.3.4 Les solutions du probléme sain et du probleme avec défaut

Le potentiel qui nous intéressait n’était non pas f, mais f sommé avec le potentiel associé
a une température linéaire T' = Az = Re(Az) = Re(Aw(Z)). Par conséquent, pour le probléme
d’un isolant carré plongé dans un milieu infini avec des conditions de flux thermique imposé
sur la frontiere comme sur la Figure 3.9, le potentiel f est défini comme suit :

z=w(X)

7@ =F@2) = a7+ 5)

V|Z| > 1 (3.56)

Le méme travail peut étre mené dans le cas d’un isolant carré présentant des fissures
partant a 45 ° depuis ses quatre coins et plongé dans le méme milieu infini avec les mémes
conditions aux limites. En étant a la téte de la transformation conforme wy, permettant de
transformer le cercle en ce carré étoilé, les relations qui découleront seront exactement les
mémes que celles proposées dans le cas sain. En effet, le fait que, dans le probleme auxiliaire,
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b , . : iy
/, gradT.ndl = — Ay sera conservé. La transformation conforme est une fois encore exhibée
grace a la formule proposée par Schwarz-Christoffel. La transformation est a nouveau connue
au travers de ’expression de sa dérivée :

1
1+ ﬁ
W(Z) = Y (3.57)
(1 + 2cos4eﬁ + %)

ou 7y est un facteur de dilatation. Grace a un couplage avec la variable €, ces deux parametres
permettent de controler la taille de la fissure ainsi que la dimension du carré. Il est intéressant
de noter que pour € =0 on trouve bien w} = w.

2 B o RRREIE
-1

=2

-3

FIGURE 3.13 — Plan antécédent et image par la transformation wy avec un développement en série
de Laurent a ’ordre 200 et € = 0.5

Un développement limité de type série montre que wy n’est pas holomorphe a I'infini,
mais que, comme précédemment, Z — w(Z)—ysZ l'est. Le potentiel complexe du probleme
d’un isolant de type carré étoilé est obtenu par le biais de la relation suivante :

z=wp(Z)

v|Z] > 1,
AN ) = (2 = g (241)

(3.58)

Comme T'(x,y) = Re(f(2)) = Re(F(Z)), il immédiat de constater que les courbes iso-
thermes sont les courbes telles que Re(F') = ¢*t¢. Cette propriété agréable rend la réalisation
d’un graphique de courbes isothermes tres aisée et conduit a la Figure 3.14.

3.3.5 Existence de la zone de raccord

La méthode des développements asymptotiques raccordés proposée par D. Leguillon re-
pose sur l'existence d’'une zone de raccord ou, tout d’abord, la solution du milieu en présence
du défaut se confond avec la solution du milieu sain. La deuxiéme hypothese forte caracté-
risant cette zone est qu’il est possible de substituer a la solution saine son développement
asymptotique sur les solutions singulieres. Ces hypotheses, qui impliquent la double sépa-
ration des échelles évoquée précédemment, sont nécessairement restrictives sur le domaine
de validité du développement asymptotique du taux de restitution de I’énergie. En effet, il
a été montré que, pour une taille de fissure infiniment petite, il était possible de faire coha-
biter les trois solutions : avec défaut, sans défaut et asymptotique. C’est d’ailleurs la raison
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= O
-

al [ Lol o
1

/ 2
[ |

=301 3

FI1GURE 3.14 — Courbes isothermes pour le probleme sain et avec défauts

pour laquelle la formule d’Irwin a pu étre retrouvée. Cependant, la longueur de nucléation
peut certes étre petite vis a vis des grandeurs caractéristiques, mais reste finie. Elle n’a pas,
par conséquent, le statut d’un infiniment petit. En étant a la téte des solutions exactes et
analytiques avec et sans fissure dans un probléeme physiquement différent mais mathémati-
quement similaire, puisque reposant également sur des équations elliptiques, il est possible
de se prononcer sur l’existence d’une telle zone.

Profils antécédents

La difficulté technique majeure pour pouvoir comparer les différents profils de tempéra-
ture est que les potentiels ne sont disponibles, dans un cas comme dans ’autre, qu’au travers
d’une transformation conforme. En d’autres termes, il est nécessaire, pour trouver la valeur
que prend la température en un point d’affixe z, de connaitre le point d’affixe Z, antécédent
de z par la transformation conforme, c’est-a-dire tel que z = w(Z) ou ws(Z). Bien évidement,
pour un méme point du domaine antécédent, w(Z) # wg(Z) ce qui veut dire qu'un point
d’affixe z n’admet pas le méme antécédent s’il est vu comme appartenant au milieu sain ou
fissuré. A priori, il est donc nécessaire d’inverser les transformations, ce qui est loin d’étre
une opération triviale. La meilleure approche consiste a inverser localement la transforma-
tion conforme en utilisant la relation dz = w/(Z)dZ et en travaillant, a par exemple, pour le
cas ol Z = €',

Grace a cette démarche, les nombres complexes Z ayant pour image des points z appar-
tenant a la demi-droite prenant origine dans le coin supérieur droit du carré et étant inclinée
d’un angle g par rapport a I'horizontal, sont connus, autant pour la transformation w que
wy (cf. Figure 3.15). Les profils de température le long de cette demi-droite sont obtenus
directement puisque 17" = Re(f(z)) = Re(F(Z)). Ils sont présentés Figure 3.16.

Solutions singulieres

Puisqu’il est désormais possible d’accéder aux solutions saine et fissurée, I’étape suivante
consiste a expliciter les solutions singulieres correspondant au comportement asymptotique
de la solution sans défaut au voisinage du coin supérieur droit. Cette démarche bien connue en
mécanique et rappelée dans le cas d’un angle droit au Chapitre 2 est totalement transposable
au cadre d'un probleme thermique. Un inconvénient de la méthode proposée est qu’elle ne
fournit pas les facteurs d’intensité de contrainte. La prochaine approche se fera alors en deux
temps : tout d’abord le calcul classique extrémement simple et puissant permettant d’exhiber
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FI1GURE 3.15 — Courbes dans le plan antécédent dont I'image par les transformations conformes est

la droite partant du coin supérieur droit et étant incliné d’un angle 3 = § par rapport a I’horizontale

pour des fissures de taille 0.01 (bleu : sans défaut, vert : avec défaut)

T

1.66
1.65
1.64
1.63
1.62
1.61
1.60

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

1.60
1.55

1.50

1.45

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

FIGURE 3.16 — Profils de température le long des demi droites d’angle 5 et d’angle 1% en fonction
de r, distance au coin, pour des fissures de taille 0.01 et un chargement A=1 K.m™" (bleu : sans
défaut, vert : avec défaut)

les singularités au voisinage du coin, suivi du calcul direct du développement asymptotique a
partir de la solution exacte obtenue précédemment. Ce deuxieme calcul a un intérét double,
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tout d’abord obtenir les FIC, mais aussi se convaincre que la méthode classique donne bien
les termes apparaissant dans le développement asymptotique.

La premiere approche consiste a chercher des solutions en variables séparables de 1’équa-
tion d’équilibre thermique AT = 0. En d’autres termes, T' est cherché sous la forme T =
r9g(#). On montre de manicre triviale que les solutions a variables séparables de cette équa-
tion sont toutes de la forme T'(r,0) =19 (Acosdf + Bsindf) ot A et B sont deux constantes
réelles. Le gradient thermique se met alors sous la forme :

gradT = %! ((Acosdf + Bsindbd) e, + (~Asin 60 + B cos 66) eg) (3.59)

Les conditions aux limites sont que le flux doit étre nul au niveau de l'isolant, c’est-a-dire
au travers des surfaces 6 = =% et 0 =1 :

o O=m : gradT.ey=0 = —-Asindm+ Bcosorm

o 8=—g : gradT.eg=0 = AsinéngBcosch (3.60)

Le déterminant de ce systeme a deux équations et deux inconnues homogene doit étre nul
pour que des solutions non triviales puissent exister. Cela revient a demander sin?"sT7r = 0.
Pour satisfaire cette condition, il est nécessaire que 9 soit de la forme ¢ = %k ou k est un
entier relatif. Le fait d’avoir des solutions singuliéres est acceptable tant que 1’énergie reste
finie. La densité volumique thermique est proportionnelle a |gradT|2 qui est lui méme en
r29-2_ Par conséquent, pour satisfaire la condition énergétique, il est nécessaire d’avoir ¢ > 0
ce qui implique que 'entier k doit en fait étre un entier naturel. Enfin, au dela de la valeur
de 4, les conditions aux limites locales imposent une relation entre A et B. En prenant cette
derniere en compte, une solution élémentaire a variables séparées et vérifiant les équations
locales est obtenue :

T(r,0) = I L

cos%/mr

COS(%]{Z(Q—W)) (3.61)

Sous réserve d’un théoreme de complétude, la température solution du probleme considéré
se met sous la forme d’une série de fonction :

+00 9 2 +00 9 9
T=Ty+ Y Aprs*cos (—k (6- 7r)) = > Re (Ake’§k“z§k) (3.62)
k=1 3 k=0

ou les constantes Ay ont été renormalisées par rapport a la formule (3.61) donnant acces a
une solution élémentaire et sont des nombres réels pouvant étre négatifs. Cette démarche
trés simple ne permet pas de donner les valeurs des facteurs d’intensité de contrainte qui
correspondent ici aux différents coefficients A;. Ces derniers sont primordiaux néanmoins si
on veut comparer le développement asymptotique avec les solutions saine et avec fissure.

Facteur d’intensité de contrainte

La deuxieme méthode, plus technique, permet de se rassurer sur le fait que, au voisinage
du coin, la solution du probleme sain se décompose effectivement sur les solutions en variables
séparables tel que le prévoit la formule (3.62). Le point de départ de la démarche est la
relation permettant d’obtenir la température dans le cas sain :

c=w(Z) , T=Re(f(2))=Re(F(2)) = Re (a (z . %)) (3.63)

Etre au voisinage du coin supérieur droit signifie qu’il est possible de trouver dz, de module
trés petit devant la dimension du carré, tel que :

z=l+i+dz=w(e'l)+dz (3.64)
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Par conséquent, pour tout dz, il est possible d’exhiber un certain dZ assurant I’égalité :
z=1+i+de=aw(e'T+d2) (3.65)

S’il était possible de connaitre ce dZ en fonction de dz, un acces direct a la température a
proximité du coin serait ainsi fourni, et ce, grace a la relation :

T(x,+dz,y+dy) = Ay Re (614 +dZ + ,r—) (3.66)
e'1 +dZ

Il apparait donc nécessaire de formuler cette relation. La premiere étape consiste a réaliser
, . .. P crs ,

un développement asymptotique de w au voisinage de e'z. Les différents étapes des calculs

seront données en Annexe A.5 et seulement les principaux résultats seront présentés ici.

(e v az) =0 (¢5) + e Razt - Fazh+ DeFazs) vo(azt)  @en

En se basant sur la forme (3.65) que prend z au voisinage du coin considéré, le développement
limité (3.67) permet de déduire :

4 . . .
dz = gyoe-%dz% e E AL + %%eﬂ%dzi ) (dZ%) (3.68)

qui donne donc dz en fonction de dZ. Cette relation doit désormais étre inversée puisque,
pour obtenir le développement final de la température, c’est 'expression de dZ en fonction
de dz qui est requise. Pour se faire, on pose u? = dZ et on cherche un développement en série
de u comme une fonction de dz. Celui-ci se met sous la forme :

u=C1dz? + Codz? + C3dz® + 0 (dz%) avec q; < ga < g3 et Cp,Co,C3€C (3.69)

En injectant cette relation dans (3.68) et en identifiant les deux développements limités il
est possible de déterminer la valeur des constantes C} et g,. Tous calculs faits on trouve :

1 3
u=d/z2 = (—)
47

W=

e'Bidzs + 3 e s dz + L (
1670 224

3

—)g e dz3 + o(dz3) (3.70)
40 .

Pour revenir a I'expression de dZ, il suffit d’élever la derniere relation au carré, ce qui donne :

wis

2 2 2
7 = (i) RESW SN (i) ciEdLt e L (i) i vo(d2?)  (3.71)
4o 2 4« 14 \ 4o

Pour conclure, un développement asymptotique de F' (elg +dZ ) doit étre effectué :
F ('t +dZ) = Ay (ﬂ +(1-e73)dZ + e FdZ? - e dZ% + O (dZ4)) (3.72)

Enfin, la relation f(1+i+dz) = F(e'7 +dZ) couplée avec (3.71) permet d’obtenir le résultat
souhaité, a savoir un développement asymptotique de f au voisinage du coin supérieur droit :

f(l+i+dz)=

2 4
3\3 .n, 2 70\/5 3\3 x4 Yo 3\?
A \/§+ \/5(—) e'sdz3 + (—) e Z3dz:%+—(—) dz? | + o(dz?
(’YO 7 40 2 \dy V2 \ 4o (d=")
(3.73)

Ce résultat est parfaitement en accord avec la forme générale explicitée dans I’équation (3.62)
lorsque la série est tronquée au troisieme ordre. La différence d’argument des exponentielles
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vient du fait que dans cette écriture, les A, peuvent étre des réels négatifs, c’est-a-dire des
nombres complexes d’argument —7m. Pour le chargement thermique considéré, il vient :

3\s av2 (3 3 « 3 \?
Moz Aa L a=-aava(y) A=At (0] a5

(3.74)

Les équivalents des facteurs d’intensité de contraintes en thermique ayant été identifiés,

il est désormais possible de comparer les trois profils obtenus : les solutions exactes du

domaine sain et du domaine fissuré ainsi que le développement asymptotique de la solution

saine a l'ordre 1, 2 et 3. Notons que ne développer la température que sur les solutions

singulieres revient a ne prendre que 'ordre 1 dans le développement précédent. Les résultats

sont donnés sur la Figure 3.17 pour deux valeurs de (3, qui correspond a ’angle que fait la

demi droite support du tracé de température avec I’horizontal (cf. Figure 3.15). La taille du
défaut utilisée est de 0.01 unité a comparer avec un carré de coté unitaire.

T

1.66 | 3=
1.65 | /
1.64 |

1.63
1.62
1.61
1.60

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

1.65
1.60
1.55

1.50

1.45

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

FIGURE 3.17 — Profils de température le long de la demi droite d’angle 5 et d’angle %—r en fonction
de r la distance au coin pour des fissures de taille 0.01 et un chargement A=1 K.m™" (bleu : sans
défaut, vert : avec défaut, cyan : DA au premier ordre, violet : DA au second ordre, rouge : DA au
troisieme ordre)

Grace a cette figure, il apparait clairement que pour des tailles de défaut raisonnable
(deux ordres de grandeurs plus petit que le c6té du carré) et en ne considérant que les
solutions singulieres pour le développement asymptotique, il n’est pas possible d’obtenir la
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fameuse zone de raccord. En d’autres termes, il n’existe pas de zone de I'espace suffisamment
éloignée du défaut pour que la solution saine et la solution sans défaut coexistent, tout en
restant suffisamment proche du coin pour que la solution saine puisse étre approximée par
son développement asymptotique comprenant uniquement les modes singuliers. Néanmoins,
un développement poussé a 'ordre 2 seulement permet aisément de définir une telle zone. Ce
résultat pourrait étre encourageant puisqu’il existe en mécanique deux modes de singularité
régissant le champ de contrainte au voisinage d'un coin. Dans tous les cas, cette étude ne
permet pas de conclure quant a l’existence d’une zone de raccord mais elle met en évidence
qu’il n’est pas possible pour toutes les tailles de fissure ¢ de mettre en ceuvre la méthode
des développements asymptotiques raccordés. Une étude mécanique propre du probleme
bidimensionnel considéré est donc nécessaire.

3.4 Existence de la zone de raccord en mécanique

Dans le but de se prononcer sur l'existence de la zone de raccord, une approche sur
un probleme thermique équivalent a été menée. Les résultats fournis par celle-ci ont été
tres instructifs puisqu’ils mettent en lumiere un résultat intuitif qui est que la méthode des
développements asymptotiques raccordés ne peut pas étre mise en ceuvre pour des longueurs
de fissure nucléée arbitrairement grande. Il est donc nécessaire d’étre plus précis pour savoir
si dans le probleme bidimensionnel équivalent, en considérant que les dimensions du coin
source de singularité sont caractérisées par la longueur de la passe L, et le rayon du tunnel
R, il est possible de définir une zone de raccord pour une longueur de nucléation dont ’ordre
de grandeur est caractérisé par (3.1). Ainsi, une étude mécanique rigoureuse du probléme en
question, ou tout du moins d’un probléme équivalent, est incontournable. Malheureusement,
exhiber de maniere analytique les solutions de problemes présentant des coins anguleux
s’avere étre une opération tres délicate, et ce, méme par le biais de méthodes basées sur
les transformations conformes. En effet, le lien existant entre le chargement et les potentiels
complexes associés a la solution (voir les formules de représentation données en (2.7)), c’est-a-
dire I’équation de Fredholm, est bien moins trivial que son équivalent thermique (3.45). Dans
le contexte précédant, il était effectivement possible, uniquement a partir de la forme générale
des transformations conformes w et wy, de déduire formellement les champs de température
solutions des problemes considérés. Une connaissance plus profonde des transformations
conformes considérées est toutefois indispensable si I’objectif est de résoudre un probleme de
mécanique. Cependant, nous I'avons vu, ces derniéres ne sont connues que par l’expression
de leurs dérivées et il n’est pas possible de connaitre explicitement une de leurs primitives
puisque celles-ci font appel a des intégrales elliptiques. Par conséquent, la solution que nous
proposons de mettre en ocuvre consiste a chercher la solution exacte non pas du probleme
associé a une structure possédant un angle droit, mais d’un probleme a géométrie approchée
ol le coin aura été remplacé par une courbe réguliére présentant un petit rayon de courbure.
L’étude réalisée en début du second chapitre (voir Chapitre 2, Section 2.1) s’avére encore une
fois forte utile. En effet, il a été montré que la solution du probleme approché converge bien
vers la solution du probleme a géométrie idéalisée a mesure que le rayon de courbure diminue.
Par conséquent, il faut et il suffit de considérer des géométries approchées avec de tres faibles
rayons de courbures au niveau des coins. L’intérét de cette idée est bien évidemment que,
pour une certaine famille de géométries approchées, il est possible de résoudre entierement
le probleme de mécanique proposé et ainsi de disposer de sa solution de maniere analytique.

Dans un souci de clarté, nous proposons de ne pas prendre en compte la présence d'une
précontrainte puisque celle-ci n’ajoute rien au sujet débattu. Il a été présenté, dans le cadre
de problemes de thermiques, deux transformations conformes permettant d’envoyer 1'exté-
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rieur du cercle unité sur 'extérieur d’un trou carré en présence ou non de fissures. Ces deux
transformations seront a nouveau utilisées pour traiter, cette fois-ci, un probléme de mé-
canique. Enfin, puisque, pour les tailles de fissure envisagées, seule une zone a proximité
uniquement du coin présente un intérét, il est possible de traiter un probleme équivalent ou
la partie du tunnel présentant du souténement n’est pas prise en compte. Le carré considéré
aura un coté de taille ¢ normé unitaire.

3.4.1 Approximation de la géométrie d’un trou carré non endom-

magé
1.004 |
1
\
0.996 |
0.992 |
0.992 0.996 1 1.004

FIGURE 3.18 — Représentation, pour une troncature a l’ordre n = 150 de w, de 'approximation de
I’angle droit par une courbe réguliére. Le rayon de courbure de cette derniére au niveau du coin
approché est de 'ordre de 0.0005¢ ou ¢ est la dimension du cété du carré considéré qui ici a été
normalisée a 1

La transformation conforme w permettant d’obtenir le plan complexe privé du trou carré
comme étant 'image de 'extérieur du cercle unité a été introduite par le biais de sa dérivée
(3.40). Bien que sa primitive ne soit pas connue explicitement, il est possible d’en obtenir
un développement en série de Laurent tronqué a un ordre arbitrairement grand. C’est cette
approximation qui sera utilisée en lieu et place de w. En effet, une telle transformation permet
d’obtenir une géométrie approchée comme présenté sur la Figure 3.11. Par conséquent, la
transformation conforme considérée est de la forme :

w(C) ZCOC+%+...+E—Z (3.75)

ou les coefficients ¢; sont tous des nombres réels et ou ¢ et ¢, sont tous deux non nuls. Par
exemple, pour un coefficient g égal a 1, un développement limité a I'ordre 27 donnerait :

+ 1 - 1 + 1 - 7 + 21 - 1 +O(L) (3.76)
56C7  176C1T  384C151  4864CY | 23552(% 184327 co)

w(<>=<—$

En poussant 1'ordre de troncature jusqu’a 150 on obtient une géométrie présentant un coin
approché présenté Figure 3.18. Comme annoncé, le cercle unité est effectivement transformé
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en une géométrie de carré ou les coins anguleux ont été remplacé par des courbes régulieres.
Ces dernieres présentent un rayon de courbure relié a 'ordre de troncature n considéré et
tendant vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Dans ’exemple choisi, avec un ordre de troncature
n = 150, le coin obtenu présente un rayon de courbure étant égal a un millieme de la taille
du coté du carré considéré ce qui est au moins 10 fois plus petit que la taille des fissures
qui seront considérées. Tous les calculs qui seront présentés par la suite seront associés a cet
ordre de troncature.

o=ple.®e,+e,0¢€y) oc=ple,®e,—e,Re,)
' Y A Y
I ! ! 1
I ! ! 1
1 ! ! 1
! ! ! 1
I ! ! ]
1 ! ! 1
I ! ' ]
1 ! . 1
1 : . :
: T=0 ! ' T=0 !
| l : |
. ! 1 :
. ! 1 1
I ! ] .
I ! ] X
I ! I 1
1
: . : :
1 ! ! 1
' ) e ]
FIGURE 3.19 — Trou carré libre de contrainte FIGURE 3.20 — Trou carré libre de contrainte
dans un milieu chargé a I'infini avec une trac- dans un milieu chargé & l'infini avec un champ
tion isotrope déviateur de contraintes

Afin de pouvoir travailler avec ce genre de transformation conforme, il est possible de
se reporter a nouveau a 'ouvrage de référence sur le sujet MUSKHELISHVILI [1953]. Tl est
en effet possible d’y trouver les solutions générales pour des problemes dont le domaine a
pour antécédent, par une transformation conforme de type polyndéme ou fraction rationnelle,
I'intérieur du cercle unité. Le cas présenté correspond a la situation ou le domaine antécédent
est I'extérieur du cercle unité. Par conséquent, quelques modifications tres simples doivent
étre apportées a la procédure initiale. La mise en oeuvre adaptée est fournie en Annexe A.6.
Ce faisant, il est donc désormais possible de disposer de maniere analytique de solutions
a deux problemes différents présentés Figures 3.19 et 3.20. Attention toutefois au fait qu’a
I'infini, uniquement la projection dans le plan d’étude du tenseur des contraintes est pres-
crite, la composante hors plan dépendant du type de probléme bidimensionnel considéré. Ces
deux problemes ont en effet 'avantage de solliciter respectivement de maniere symétrique et
antisymétrique la structure. Or, il avait été vu que, pour un matériau isotrope, les solutions
singulieres correspondent justement a un mode symétrique pour la plus singuliere des deux
ainsi qu’a un mode antisymétrique pour la seconde. Par conséquent, le premier probléeme
présentera un facteur d’intensité de contrainte ko nul et sa solution en déplacement sera
notée £*™. Pour ce qui concerne second probléme, ce sera, au contraire, la premier facteur
d’intensité de contrainte k; qui sera égal & zéro. Sa solution en déplacement sera notée £%°.
Dans les deux cas, les facteurs d’intensité de contrainte peuvent étre calculés grace a la
méthode proposée par D. Leguillon et présentée en présence de précontrainte Chapitre 2,
Sous-Section 2.2.3. Enfin, il est a noter qu’en raison des chargements considérés, il est égale-
ment possible, grace a des arguments de symétrie, de s’intéresser formellement uniquement
au quart supérieur droit de la structure. Par conséquent, pour s’affranchir de I'influence des
fissures entre-elles, la bonne taille caractéristique du probléme a considérer est donc L = 3.
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3.4.2 Approximation de la géométrie d’'un trou carré avec pré-
sence de fissures ouvertes

La transformation conforme wy, dont la dérivée est détaillée en (3.57), permet d’associer a
I’extérieur du cercle unité une géométrie de carré présentant des fissures symétriques orientées
selon les bissectrices de chaque coin. Elle constitue donc une bonne base de travail dans le but
d’obtenir des géométries approchées d'une structure fissurée. Cependant, les résultats sont
cette fois-ci un peu plus compliqués a obtenir. Une troncature "brutale” du développement
en série de Laurent de w; permet en effet d’obtenir des géométries approchées mais ces
derniéres présentent des fissures mal définies. En effet, avec un tel procédé, un grossissement
au voisinage des coins montre que le domaine obtenu s’interpénetre au niveau des lévres
supérieure et inférieure (voir Figure 3.21).

1.009
1
1.006.
0.97] 1.003.
097 | 1 | 1.003  1.006  1.009

FIGURE 3.21 — Fissure obtenue pour une troncature brutale de la transformation conforme wy.
Illustration du phénomene d’interpénétration

Dans le but de prévenir ce phénomene, il est par exemple possible de considérer non pas
I'image du cercle unité par la troncature de wy, mais plutot I'image d’un cercle de rayon
tres légerement supérieur a l'unité. Ce faisant, le contour obtenu est parfaitement régulier
et ne présente plus d’interpénétration. Afin de garder le cercle unité comme antécédent, on
considere en fait plutot une troncature de la transformation conforme :

Z— z=ws(aZ) (3.77)

ol « est une constante réelle correspondant au rayon du cercle considéré précédemment. Ce
choix de redéfinir la transformation conforme plutét que de changer le domaine antécédent
permet en effet de pouvoir continuer a utiliser la méthode présentée en Annexe A.6 et est de
fait plus intéressant. En fait, on peut montrer que, s’il est peut étre choquant de considérer des
domaines présentant des interpénétrations, les solutions obtenues sont bien arbitrairement
proches des solutions du probleme idéalisé. Par conséquent, il n’y aurait aucun risque a
utiliser des troncatures brutales présentant des domaines mal définis.

Néanmoins, il semble tout de méme plus satisfaisant de se placer sur des domaines cor-
rectement définis. Par conséquent, avec de telles considérations, il est possible de déterminer
des transformations conformes permettant d’obtenir par exemple les géométries représentées
Figures 3.22 et 3.23. Il est important de noter que, méme si la méthode des développements
asymptotiques raccordés a été présentée dans le cadre de fissures de Griffith, elle est en fait
tout a fait valable pour un défaut de géométrie quelconque. La question de 'existence de
la zone de raccord n’est donc pas inhérente a une géométrie de type Griffith et peut étre
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9 1
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FIGURE 3.22 — Géométrie fissurée approchée avec une fissure de taille 0.0053¢ ot ¢ est la taille du
cOté du carré qui ici a été normalisée a 1. Pour obtenir un tel résultat, 'ordre de troncature considéré
est n = 300. Trois niveaux de zoom sont représentés pour bien rendre compte de la géométrie du
défaut considéré.

étudiée en présence de n'importe quelle morphologie de défaut. Par conséquent, les fissures
approchées obtenues sont tout a fait satisfaisantes. Ainsi, les solutions saine et asymptotique
seront comparées aux solutions de deux problémes présentant des défauts. Le premier sera
celui de la Figure 3.22 et exprimera l'effet d’une fissure de taille environ égale a 0.005¢, soit
deux ordres de grandeur plus petite que la taille caractéristique du probleme. Le second
quant a lui inclura des fissures de taille £ = 0.05¢, c¢’est-a-dire dix fois plus petite que la taille
caractéristique. En utilisant I’Annexe A.6, il est possible d’accéder de maniére exacte aux
solutions de ces problemes approchés.

2) 1.08
==

211+ 0 1|2

W I 0.98
5 ’\ 0.8
0.8 1 0.98 1.08  1.036 1.04

FIGURE 3.23 — Géométrie fissurée approchée avec une fissure de taille 0.059¢ ou ¢ est la taille du co6té
du carré qui ici a été normalisée a 1. Pour obtenir un tel résultat, 'ordre de troncature considéré
est n = 300. Trois niveau de zoom sont représentés pour bien rendre compte de la géométrie du
défaut considéré.

3.4.3 Caractérisation du domaine de validité de la méthode

Dans le méme esprit que ce qui a été fait en thermique, il est possible de chercher,
de maniere approchée, quel est I'antécédent d’un segment prenant appui au niveau, par
exemple, du coin supérieur droit du trou carré et formant un angle  avec I’horizontal (voir
Figure 3.15). C’est en étudiant les champs de déplacements des différentes solutions sur ces
supports géométriques qu’il sera possible de conclure s’il existe une zone ou coexistent a
la fois les solutions du probleme sain, du probleme avec défaut et de la décomposition sur
les solutions singulieres dite solution asymptotique. Pour une taille de fissure donnée il est
nécessaire, pour chaque valeur de 3, de trouver une portion du segment support se situant a
une certaine distance du coin et ou les conditions mentionnées précédemment sont remplies.
La zone de raccord n’étant pas nécessairement de forme circulaire, il n’est pas nécessaire que
cette portion de segment soit située a la méme distance quel que soit 3. Cependant, pour un
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FIGURE 3.24 — Supports géométriques correspondant a des segments prenant naissance au ni-
veau du coin supérieur droit et inclinés d’un angle [ par rapport & I’horizontal, avec 5 ¢

2r 5
{-0.955.-5.-2.0.,5.5. % %.0.95r)

B donné, la distance en question devra étre la méme pour un chargement de type traction
isotrope ou déviateur de contraintes.

Une analyse approfondie montre qu’il est possible, pour une fissure d’extension cent fois
inférieure a la taille caractéristique du probleme L, de définir proprement la zone de raccord.
En effet, les Figures 3.25 montrent que, pour = -, il est possible de définir cette derniere
comme se situant a une distance r = 0.05¢ du coin considéré. Pour étre plus précis, en
demandant a ce que les solutions fissurée et asymptotique correspondent, avec une erreur
relative de 3%, a la solution saine sur les 2 composantes du champ de déplacement et pour les
deux chargements considérés, on trouve que, pour I'angle 3 en question, la zone de raccord
se situe entre r = 0.039¢ et r = 0.069¢. La méme étude menée pour les différents angles (8
confirment I'existence de la zone de raccord (voir par exemples les courbes présentées Figures
D.1 et D.2, fournies en Annexe, pour des angles 3 = -0.957 et 3 = %), laquelle consiste en
un segment ne situant pas forcément toujours a la méme distance du coin anguleux. Ainsi,
la procédure de développement asymptotique raccordé sera justifiée au moins pour toute
longueur de fissure ¢ inférieure ou égale a 0.01L soit pour toute fissure d’extension deux
ordres de grandeur plus petite que les dimension caractéristiques du probléme. Une remarque
intéressante venant confirmer des considérations tenues précédemment est que, au niveau de
la zone de raccord, les solutions asymptotiques associées & £€%9™ et & €% sont du méme ordre
de grandeur. Puisque seul le mode 1 est activé par le chargement isotrope et qu'uniquement
le mode 2 est sélectionné par le chargement déviateur, la remarque précédente signifie qu’il
n’est pas possible de négliger I'une des solutions asymptotiques par rapport a l'autre au
niveau de la zone de raccord . Par conséquent, pour ce qui concerne les problemes intérieurs
dilatés, les conditions aux limites ne doivent pas étre prescrites a I'infini mais bien au niveau
du premier infiniment grand rencontré %

Cependant, la méme démarche appliquée cette fois-ci a une fissure de longueur ¢ de I’ordre
de 0.1L montre que la zone de raccord ne peut pas étre définie puisqu’il existe des directions /3
telles que les trois solutions (saine, fissurée et asymptotique) ne coincident jamais. En effet,
les deux exemples donnés Figure 3.26 illustrent bien le fait qu’au moment ou la solution
asymptotique ne permet plus de décrire de maniere satisfaisante la solution saine, I'influence
du défaut se fait toujours ressentir de maniere significative. Ainsi, conformément a I'intuition,
I'usage de la formule (3.24) est limité et ne permet de calculer Gy,. que pour une plage elle
méme limitée de longueur /.
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FIGURE 3.25 — Tracé, pour les deux problemes, des trois solutions sur le segment support 3 = —¢
en fonction de la distance au coin r normalisée par c.

Rouge : solution saine

Vert : solution avec des fissures d’extension ¢ = 0.0053¢

Bleu : solution asymptotique

Pointillés : intervalle correspondant a la zone de raccord

L’intensité p du chargement a été prise égale au module d’Young F et le coefficient de poisson v
choisi égal a 0.3

3.5 Application de la méthode et détermination de la
longueur d’initiation

Il a été montré dans les sections précédentes qu’il était possible d’utiliser la méthode
proposée par LEGUILLON [1989], basée sur des développements asymptotiques raccordés pour
la longueur interne prévue par le critere (3.1). Cette approche est de premiere importance
puisqu’elle permet d’accéder a I'un des deux items du double critere, a savoir le taux de
restitution d’énergie G;,.. Pour étre plus précis, il a été établi qu’il était possible d’utiliser la
formule (3.24) pour des longueurs de fissures ¢ étant plus petites de deux ordres de grandeur
que la dimension caractéristique du probleme notée formellement L. De plus, le modele de
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FIGURE 3.26 — Tracé, pour les deux problémes, des trois solutions sur le segment support 8 = 3
pour la figure de gauche et 3 = & pour la figure de droite, en fonction de la distance au coin r
normalisée par c.

Rouge : solution saine

Vert : solution avec des fissures d’extension £ = 0.0053¢

Rose : solution avec des fissures d’extension ¢ = 0.059¢

Bleu : solution asymptotique

Pointillés : intervalle correspondant a la zone de raccord

L’intensité p du chargement a été prise égale au module d’Young F et le coefficient de poisson v
choisi égal a 0.3

nucléation utilisé correspond a une rupture du matériau par cisaillement. Par conséquent,
concernant la partie critére en contraintes, la bonne quantité a minorer semble étre |o,4| qui
correspond justement la contrainte de cisaillement pour la géométrie de fissure envisagée.
Alinsi, cet item du critéere mixte s’écrira dans notre cas de figure :

|Ur0| 2 Oc (378)

dans la zone ou la nucléation est possible. Ainsi, tous les outils ont été mis en place pour
pouvoir traiter du phénomene de nucléation a l’aide du critere mixte. Les calculs ont été
menés avec les constantes matériaux suivantes :

— E=15GPa et v =0.2 si le matériau est considéré comme isotrope

— Fy =24.19GPa, E, = 9.27GPa, 15 = 0.2, v13 = 0.15 et G = 3.94 GPa si le matériau
est considéré comme anisotrope, ou 2 est la direction verticale et 1 et 3 sont les deux
directions horizontales

Avec des contraintes en présence de l'ordre de la dizaine de MPa et avec la ténacité et la
contrainte critique retenues précédemment (K. =10 MPa-+/m et 0. = 100 MPa), la formule
d’Irwin indique que I’énergie restituée critique G, est caractérisée par :

2
Gc ~ (KC)

~1x10*Pa-m (3.79)

Une premieére analyse Figure 3.27 du taux de restitution de I’énergie G, et de la compo-
sante 0,9 du tenseur des contraintes, en conditions isotropes, montre deux angles privilégiés
entre la fissure et l'axe e, qui sont § = -20° et § = 110° et qui s’organisent donc symétri-
quement par rapport a la premiere bissectrice inclinée a 45°. Ce premier résultat est tres
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FIGURE 3.27 — Courbes iso-G et iso-o,¢ obtenues pour e,.op.e; = €,.0,.e, = 10 MPa et pour un
niveau de chargement A = 0.3. G et 0,9 augmente & mesure que les courbes virent du rouge au bleu
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F1GURE 3.28 — Application du double critere a la situation de l’excavation d’un tunnel dans la
direction principale horizontale mineure avec oy, = 0, = 10 MPa et o = 12 MPa.

Gauche : Fissures observées, Milieu : plan horizontal, Droite : plan vertical

Courbe rouge : iso-0,.¢ = 0. , courbe bleue : i80-Gjne = G,

Niveau de chargement du plan horizontal : A = 0.145, vertical : A =0.217

intéressant et laisse présupposer de la possibilité de nucléation de fissures ayant des orienta-
tions cohérentes avec celles observées par 'TANDRA.

Le critére mixte peut donc étre appliqué sereinement aux situations présentant de ’ani-
sotropie, qu’elle soit de contraintes ou du matériau, voire méme des deux. Par exemple, le cas
de I'excavation dans la direction principale horizontale mineure donne les résultats Figure
3.28. Une analyse bidimensionnelle a en effet été menée dans les deux plans de symétrie
du probleme que sont le plan horizontal ainsi que le plan vertical contenant I’axe de forage
du tunnel (voir Figure 2.12). Les résultats obtenus sont excellents puisqu’ils sont en accord
parfait avec 'expérience. En effet, en ce qui concerne le plan vertical, la méthode met bien en
évidence une nucléation de fissures en mode I en amont de la direction de forage, formant
un angle de 110° avec cette derniere et pouvant donc s’interpréter comme 'amorce des fis-
sures en chevrons. Par rapport a la situation isotrope, la symétrie par rapport a la premiere
bissectrice a été brisée par l'anisotropie du matériau qui a favorisé la direction 6 = 110°.
En ce qui concerne le plan horizontal, le matériau peut étre localement considéré comme
isotrope. Cependant, c¢’est cette fois I'anisotropie de contrainte qui brise la symétrie et qui
favorise 'angle 6 = —20°. Ainsi, il se forme horizontalement des fissures en aval du front de
taille. Encore une fois, il s’agit 1a d’un résultat en accord avec les observations faites in situ.
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De plus, les différentes hypotheses de travail reposaient toutes sur le fait que la longueur de
nucléation devait étre petite par rapport aux dimensions caractéristiques du problemes qui
elles sont métriques. Ici, la longueur de fissure nucléée est, comme annoncée par la longueur
interne (3.1), de l'ordre de 0.005m, ce qui justifie & posteriori les hypotheses.

x (m)

o> (M) g 2 (m)

-0.01. -0.01

FI1GURE 3.29 — Application du double critére & la situation de l’excavation d’un tunnel dans la
direction principale horizontale majeure avec op, = g, = 10 MPa et oy = 12 MPa.

Gauche : Fissures observées, Milieu : plan horizontal, Droite : plan vertical

Courbe rouge : iso-0,.¢ = 0. , courbe bleue : i50-Gine = G,

Niveau de chargement du plan horizontal : A = 0.14, vertical : A = 0.269

Si les résultats sont excellents en ce qui concerne 'excavation dans la direction princi-
pale horizontale mineure, ils le sont moins dans la direction principale majeure. En effet,
I’application du double critere a ce cas est illustrée Figure 3.29. Malgré la prise en compte
des différentes anisotropies, il n’est pas possible, en 1’état, de rendre compte du caractere
elliptique du facies de fissuration.

Si le double critere proposé par D. Leguillon se montre tres efficace pour prévoir le phéno-
mene de nucléation et permet de rendre compte d'une grande partie des effets de I’anisotropie
en exhibant des angles de fissurations proches de ceux mesurés expérimentalement, il est a
noter que I'extension de la fissure obtenue ne correspond en revanche pas a ’observation. Ce
phénomene peut s’expliquer par le fait que dans chacune des situations ou le double critere
est saturé, le processus d’excavation n’est pas entierement consommé. Par conséquent, il est
tout a fait envisageable que lorsque A aura atteint la valeur de 1, correspondant a la situation
finale ot des bords libres ont été créés au niveau de la passe, les fissures nucléées auront 1’oc-
casion de se propager pour éventuellement atteindre des dimensions métriques. Cependant,
une étude plus approfondie montre que le double critere basé sur les développements asymp-
totiques prédit des longueurs de nucléation instables et ne pouvant donc étre observées. A la
lumiere de ce phénomene, il est nécessaire de clarifier plus en détail les notions de longueur
de nucléation et surtout le phénomene de nucléation stable. Ces différentes considérations
seront au cceur du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Stabilité de la nucléation et
conséquences pour les applications
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4.1. LONGUEUR DE NUCLEATION ET DESCRIPTION GEOMETRIQUE D’UNE FISSURE

4.1 Longueur de nucléation et description géométrique
d’une fissure

4.1.1 Instabilité d’une fissure issue des développements asympto-
tiques raccordés

Dans le chapitre précédent, une étude de la nucléation de fissures a partir du front de
taille, basée sur la méthode du double critére de Leguillon, a été entreprise. Les résultats
établis au terme de cette modélisation ont été tres encourageants puisque les orientations
de fissuration obtenues correspondent, au moins pour 1'une des directions de forage, aux ob-
servations faites par 'TANDRA. Cependant, I’extension des fissures nucléées ne sont, quant
a elles, pas en accord avec les faits expérimentaux. En effet, les tailles obtenues sont centi-
métriques alors que les fissures en chevrons sont plutot métriques. Il n’y a cependant rien
d’alarmant a cette différence étant donné que le phénomene de nucléation, tel que décrit par
le critére mixte, ne survient pas a la fin du processus d’excavation. En d’autres termes, la
situation pour laquelle les fissures apparaissent ne correspond pas a 1’état final de la structure
ot les bords de la passe deviennent libres de contraintes. Par conséquent, une fois ces fissures
créées, il est possible que des phénomeénes de propagation a partir de fissures préexistantes
entrent en jeu entre 'instant de nucléation et la fin du processus d’excavation.

Plusieurs difficultés surviennent lorsque le probleme est désormais vu sous 'angle de la
propagation. Tout d’abord, les orientations n’ont été données qu’en quatre points caractéris-
tiques du front de taille qui sont les coins appartenant aux deux plans de symétrie que sont
le plan horizontal et le plan vertical contenant I’axe de forage. En effet, seuls ces points ca-
ractéristiques légitimaient 1'usage d’un probleme bidimensionnel équivalent. Par conséquent,
la situation sur I’ensemble du front de taille n’est pas claire. De plus, pour les longueurs de
nucléation envisagées et obtenues, le couplage entre les différents sites possibles de nucléa-
tion n’a pas été pris en compte. Lorsque ces fissures se seront déployées, il sera nécessaire
de prendre en compte certains effets votites obligeant une véritable étude tridimensionnelle.
Enfin, les niveaux de chargement conduisant a la création de fissure dans les plans de sy-
métrie sont différents. Cela signifie qu’il ne s’agira pas seulement de traiter un probleme de
propagation mais, a partir du premier instant de nucléation, d’'un probleme couplé mélant a
la fois propagation des fissures préexistantes ainsi que nucléation a partir d’autres sites.

Cependant la difficulté majeure survient lorsque le double critére peut étre utilisé dans
le cadre des développements asymptotiques raccordés. En effet, deux quantités distinctes
mais en méme temps tres proches sont a prendre en considération. La premiere est le taux
de restitution d’énergie fini G;,. qui a été manipulé dans tout le chapitre précédent et qui
intervient dans I'un des deux items du critere mixte. Pour un chargement donné, si E) est

I’énergie potentielle du milieu sain et E]{ (¢) est I'énergie potentielle du méme milieu pour le
méme chargement mais présentant une fissure de longueur ¢, celui se définit comme :

EY - EJ(0)

Gznc(g) = /

(4.1)
La seconde quantité est celle manipulée classiquement pour les problémes de propagation, a
savoir le taux de restitution d’énergie infinitésimal G. Avec les notations précédentes celui-ci
se définit comme :

6O~ jm

ooy — Ef (0 + f
(Ep(e) dEé,(e dﬁ)):_aaip(f) (4.2)
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Le critere de propagation quasi-statique classique est le suivant :

{si G() < G, alors E =0 (4.3)
si G(¢) = G. alors ¢ > 0 '
ou G, est la méme constante que celle intervenant dans le double critére et que celle manipulée
dans le chapitre précédent. Les deux quantités G et G;,. partagent un certain nombre de
propriétés, comme par exemple le fait que G(0*) = G;,.(0*). L'une d’entre elles est cependant
particulierement intéressante : . oG

S () = (4.4)
Par conséquent, cela implique le fait que Gy, en tant que fonction de la longueur de fissure
¢, est croissante (resp. strictement croissante) sur un intervalle donné si et seulement si pour
tout £ appartenant a cet intervalle G(¢) > G;,.(¢) (resp. G(£) > Gie(€)). Cependant, lorsqu’il
est possible de calculer la quantité G;,. par le biais des développements asymptotiques
raccordés, la formule (3.24) prédit tout d’abord que Gy,.(07) = 0, mais aussi que G, est
strictement croissant lorsque la formule est valide. Par conséquent, puisqu’au moment de la
nucléation I'égalité G, = G. est réalisée, (4.4) implique :

G > Gine = G, (4.5)

relation venant violer le critére de propagation (4.3) quasi-statique. Cela signifie qu’au mo-
ment ou la fissure apparait, celle-ci non seulement se propage immédiatement sans incrément
du chargement, mais également de facon dynamique puisqu’il s’agit du seul cadre permettant
de considérer un G plus grand que G.. La longueur de nucléation telle que prédite par le
critere mixte dans le cadre décrit ci-dessus correspond donc a une longueur d’initiation et
non a une longueur d’arrét visible.

Avec ces diverses considérations, malgré les excellents résultats fournis par le critere mixte
et présenté au chapitre précédent, notre ambition est de définir et de prévoir une longueur de
nucléation qui se rapproche davantage de la notion de longueur d’arrét. Ainsi, dans le méme
esprit que le travail mené au niveau énergétique par Leguillon, nous proposons de reprendre
I’approche thermodynamique concernant la propagation ou la nucléation de fissure.

4.1.2 Notion de longueur de nucléation

A ce stade, efforcons nous de préciser ce que nous mettons derriere la notion de longueur
de nucléation. Le phénomene de nucléation correspond a la propagation brutale d’une fissure
de manieére dynamique et sous chargement constant. La longueur de nucléation correspondra
a 'extension de la fissure obtenue au terme de ce processus. Il est importer de noter que
cela ne signifie pas que la structure est dépourvue d’énergie cinétique au moment ou la
fissure finit de se propager, mais simplement que 1’énergie cinétique restante n’est plus a
méme d’amorcer un nouveau processus de propagation. Un trait caractéristique important
de la nucléation venant également d’étre souligné est son caractere brutal. Cela veut dire
que le temps caractéristique de la propagation dynamique de la fissure, entre I'apparition
du premier incrément de fissure et la fin de la propagation, est faible devant celui d’autres
phénomeénes dont par exemple la diffusion thermique. En effet, le temps caractéristique
de ce dernier peut étre évalué en fonction de ’échelle d’espace considérée et il est tout a
fait légitime de considérer que la chaleur n’a pas eu le temps d’étre diffusée pendant tout
le processus de nucléation. Par conséquent, le bon cadre thermodynamique a adopter est
celui de I'adiabaticité. Cette approche est, a notre connaissance, originale dans le sens ou
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généralement les études sont faites en conditions isothermes. Ces dernieres peuvent toutefois
se justifier si le caractere faible du couplage thermo-mécanique est invoqué. Néanmoins, il
semble plus rigoureux de ne pas négliger ce dernier. Par conséquent, nous proposons dans ce
qui suit de revisiter les approches thermodynamiques lorsque I’ensemble du processus auquel
sont soumis le matériau et la structure se fait en conditions adiabatiques.

4.2 Thermodynamique a I’échelle microscopique

Nous verrons dans ce qui suit que, sans surprises, la bonne densité énergétique a mani-
puler en conditions adiabatiques n’est pas ’énergie libre ¢/ mais plutot 1’énergie interne w.
Pour une structure étant le siege d'un processus de nucléation adiabatique, une adaptation
du cadre thermodynamique usuel est donc nécessaire. Notamment, il convient d’établir un
certain nombre de résultats intermédiaires. Par exemple, il est nécessaire d’établir la forme
générale de I'énergie interne stockée dans un volume n’étant pas traversé par la fissure nais-
sante et connaissant par conséquent une évolution réversible. Il est également primordial de
connaitre comment est stockée I’énergie interne au sein d’une fissure. En effet, une différence
fondamentale entre 'approche isotherme et I’approche adiabatique est que dans le premier
cas aucune énergie libre n’est conservée dans une fissure. Dans une évolution adiabatique, au
contraire, nous montrerons que de I’énergie interne s’y trouve stockée. Pour pouvoir arriver a
ces résultats, il sera également nécessaire de se donner une représentation de 1’objet fissure.

4.2.1 Echanges thermiques et dissipation

Le raisonnement sur le point d’étre tenu ressemble sous beaucoup d’aspects a celui per-
mettant classiquement de déduire en conditions isothermes la force thermodynamique as-
sociée a la propagation d’une fissure a partir de I'inégalité de Clausius-Duhem, a savoir le
taux de restitution d’énergie infinitésimal G. Avec les précisions apportées ci-dessus, cela
s’explique par le fait que la nucléation peut étre vue comme la propagation d’une fissure
conduisant & une taille finie et ayant lieu sur un court intervalle de temps. Néanmoins, les
conditions adiabatiques rendent plus agréable I'usage de ’énergie interne de densité volu-
mique lagrangienne u en lieu et place de I’énergie libre. L’énergie cinétique sera notée K et s
désignera la densité volumique lagrangienne d’entropie. Enfin, en dehors de la fissure créée,
le matériau est supposé avoir un comportement élastique linéaire.

En excluant les échanges de chaleur a distance entre les particules du systéme considéré,
des considérations classiques (voir par exemple SALENGON [2001]) montrent que le taux de
chaleur volumique recu se met sous la forme :

qg=r-divg (4.6)

ou r est une contribution volumique correspondant au taux de chaleur volumique fourni
a distance aux particules du milieu par I'extérieur du systeme global considéré et q est le
vecteur courant de chaleur sortant. De méme, la densité volumique d’entropie vérifie entre
deux instants ¢ et ¢ + dt :

o

dS . r . (q)+ 580réée _ q

1 o
ST 724 grad T + S.re¢e (4.7)

~ . . o 7/ . . . Ve V4 . &4
ol la notation abusive s..¢.dt désigne I’entropie volumique élémentaire créée entre les deux
instants considérés. L’hypothese faite sur le temps caractéristique de la nucléation implique
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que le comportement est adiabatique sur tout sous-systéme. Ceci se traduit par le fait que
r =0 et g =0. L’inégalité de Clausius-Duhem se met alors sous la forme :

D=c:é-u+T5>0 (4.8)

ou D est la dissipation par unité de volume et est égale a Tgc,‘éée.

4.2.2 Densité volumique d’énergie interne pour un volume élé-
mentaire sain
En dehors de la fissure créée, puisque le comportement est élastique linéaire réversible,

la densité volumique lagrangienne u dépend des variables d’état € et s. Elle se met sous la
forme :

+ (s =) - (S_So)kzzs (4.9)

1
0, 0 0 0
e.s)=u+0":e+-€:Cpy:e+T" (s~
u(e,s)=u’+o 5 d (s 3) 5 .

Le comportement étant réversible, la dissipation D dans l'expression (4.8) est égale a 0.
Cela permet de déduire les équations permettant d’accéder, a partir la densité volumique
d’énergie interne u, au le tenseur des contraintes de Cauchy o ainsi qu’a la température 7.
Celles-ci se mettent sous la forme :

_ 0
o = Ou = 00+Cad:€—mkz
gi ) ¢ (4.10)
S A PR A G A
T = s T +C((s s) k 6)

Ces équations d’état permettent d’interpréter les différentes quantités introduites dans (4.9).
En effet, si T est la température de référence, T%¢ peut s’interpréter comme une capacité
calorifique a déformation nulle, T°k peut s’interpréter comme la chaleur latente de déforma-
tion du matériau sain et C,q est le tenseur d’élasticité adiabatique du matériau sain. Cette
quantité est reliée au tenseur d’élasticité isotherme, manipulé usuellement, par la relation :

1
Cad:Ciso+_k®k (411)
C

Pour étre plus précis, I’évolution pour un élément de volume n’appartenant pas a la région
correspondant a la fissure créée étant adiabatique réversible, il s’agit en fait d’un processus
isentropique. Par conséquent, 1’énergie interne pour un tel volume élémentaire se met sous

la forme :

1
u:u0+a°:s+§s:Cad:s (4.12)

Comme annoncé précédemment, il est nécessaire de connaitre quelle forme prend I’énergie
interne dans une fissure. La premiere étape pour pouvoir y arriver est de se donner une
modélisation géométrique d’une fissure.

4.3 Représentation tridimensionnelle d’un objet fissure

4.3.1 Modélisation d’une fissure

Dans le Chapitre 2, Section 2.1, une justification a été donnée du fait que les deux
représentations d’un méme objet, I'une étant idéalisée et ’autre, au contraire, plus proche
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FIGURE 4.1 — Représentation d’'une fissure par une zone tridimensionnelle d’épaisseur e

de la réalité physique, donnaient le méme résultat par passage a la limite. Cet état de
fait est a nouveau utilisé ici pour représenter la création d’une fissure par un processus
d’endommagement complet prenant place sur une zone L. tridimensionnelle par nature et
de petite épaisseur € (voir Figure 4.1). La représentation idéalisée de L. correspond a une
surface F, qui peut étre interprétée comme le passage a la limite lorsque € — 0. Dans les
considérations sur le point d’étre tenues, € est un parametre matériau qui n’est pas voué a
tendre vers 0 mais qui cependant reste petit.

Avec cette représentation, nous proposons de visualiser la fissure macroscopique comme
une zone tridimensionnelle composée de débris n’étant plus reliés les uns aux autres et par
conséquent n’étant plus a méme de reprendre des efforts mécaniques. Cependant, le point
essentiel est que de tels débris sont toujours capable de stocker de I’énergie interne sous
forme de chaleur. La création d’une fissure étant associée a une production de chaleur (voir
Bur et collab. [1981]), notre intuition est que la rapidité de Iaction, se traduisant a ’échelle
macroscopique par des échanges de chaleur nuls, impliquera une élévation de température
localisée sur la zone fissurée.

4.3.2 Processus micromécanique a l’origine de la formation d’une
fissure

Pour pouvoir essayer de caractériser quelle forme prend ’énergie interne dans une zone
endommagée, il est nécessaire de détailler par quel processus micromécanique ’endomma-
gement a lieu. Il est naturel de proposer une modélisation ou le matériau s’endommage par
le biais d’une microfissuration dont la densité augmente au cours du temps (voir Figure
4.2). Avant de nous intéresser plus en détails a ce probléme d’homogénéisation, précisons
plus finement le modele suggéré. Nous supposerons qu’a 1’échelle du VER, le matériau a un
comportement parfaitement fragile et que les fissures ne sont plus composées de débris. Les
hypotheses précédentes excluent la notion de process zone autour des microfissures et il n’y
a par conséquent pas lieu de considérer une densité surfacique d’entropie créée qui rendrait
compte d’un phénomene irréversible localisé au voisinage immédiat des levres des microfis-
sures. Une densité surfacique est en effet la traduction mathématique d’un phénomene volu-
mique localisé. En revanche, les hypotheses précédentes ne suffisent pas a écarter la question
relative a I’énergie interne. En effet, comme précisé précédemment, la création adiabatique
d’une fissure macroscopique se traduit instantanément par une élévation de température qui
est accommodée au voisinage immédiat de la fissure sous forme d’énergie calorifique, c¢’est-
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FIGURE 4.2 — Représentation d’'une fissure par une zone tridimensionnelle d’épaisseur e

a-dire d’énergie interne. A cet instant, il y a donc lieu de prendre un compte une densité
d’énergie interne surfacique sur la fissure. Ce résultat sera méme a la base de l'interprétation
physique de I’équation de propagation de fissure (4.84). Cependant, & I’échelle du Volume
Elémentaire Représentatif (VER), nous considérerons que la température est unique. Une
telle hypothese signifie que I'équilibre thermique s’est réalisé et donc que la température s’est
uniformisée. La diffusion thermique a donc effacé la concentration d’énergie interne représen-
tée par cette densité surfacique, au profit d’une élévation de température globale du VER.
La variation d’énergie interne au voisinage immédiat de la fissure devient un infiniment petit
en comparaison de la variation d’énergie totale du VER.

En résumé, la modélisation qui est adoptée est celle correspondant a un temps carac-
téristique de nucléation t°79¢ petit devant le temps 25979¢ caractéristique des échanges de
chaleur a I’échelle macroscopique, mais grand par rapport a celui des échanges de chaleur a
I'échelle microscopique t¢7%¢ . Soulignons qu’une telle hypothese est possible puisquune loi

d’évolution de la température de type Fourier conduirait a :

2 2
Insterogensits l
géneités  _ carac carac carac _ “VER
th - tmicro < nucl < tmacro - _th (413)
Cmicro macro

ou ¢t et cth o sont les coefficients de diffusion thermique microscopiques et macrosco-
piques. La différence fondamentale entre 1’échelle de la macro fissure et celle de la micro
fissure est que la macro fissure n’échange pas de chaleur avec le monde extérieur alors que

I’équilibre thermique est réalisé au sein du VER ou se situent les micro fissures.

4.3.3 Probleme d’homogénéisation et grandeurs macroscopiques

Ainsi, il est nécessaire de s’intéresser a un probléme d’homogénéisation correspondant a
la représentation donnée Figure 4.3 ou E est la déformation macroscopique. Soit alors f la
fraction volumique des microfissures dans le VER. Etant donné que des microfissures plates
(dans la configuration relachée) sont considérées, cette fraction volumique est en fait égale
a 0. D’ailleurs, il ne peut en étre autrement pour préserver la conservation de la masse dans
le VER. Pour éviter des singularités du tenseur de localisation, f sera gardé comme une
variable pour 'instant, mais aura pour vocation finale d’étre pris égal a 0. Les microfissures
seront supposées petites de telle sorte a ce que la température soit uniforme a 1’échelle du
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FIGURE 4.3 — Homogenisation d’un VER microfissuré

VER. Le comportement de la matrice solide est celui-d’un milieu thermoélastique dont les
lois de comportements sont données en (4.10) et dont la densité volumique microscopique
d’énergie interne est (4.41). Lorsque la température a vocation & étre une variable d’état
commandée, il est plus agréable de considérer les équations d’état sous la forme suivante :

o = o = 0'+Cy: -kt
e (4.14)
= —a—w = Y+er+k:e
oT

ou 7 est la variation de température et ou C;q, est relié a C,4 par la relation (4.11). L’énergie
libre volumique microscopique de la matrice solide 1) s’écrit :

1
b=vl+o’ierse:Cipie-Thie-s'r- 7 (4.15)

et est définie a partir de I’énergie interne u par le biais d’'une transformation de Legendre
u =1+Ts. Les caractéristiques thermo-élastiques du matériau ainsi que la précontrainte dans
Iétat de référence ¥ seront supposées constantes a ’échelle du VER. Soient z le vecteur
position microscopique et Ysouqe (2) la fonction indicatrice de la matrice solide. Soient encore
o? le champ tensoriel d’ordre 2 défini par :

Up (Z) = (0-0 - kT) X solide (Z) (416)
et C(z) le tenseur d’ordre 4 défini par :
(C (Z) = Ciszsalide (Z) (417)

Alors, la premiere équation d’état de la matrice solide microscopique peut étre étendue a
I’ensemble du VER sous la forme :

c=C(2):e+0”(2) (4.18)

Enfin, il est utile a ce stade de définir les différentes quantités macroscopiques. La contrainte
macroscopique sera notée X et correspond, par définition, a la moyenne des contraintes dans
le VER. L’entropie volumique macroscopique sera notée S. En raison du caractere extensif
de T'entropie, S correspond a la moyenne prise sur le VER, c’est-a-dire la moyenne sur la
matrice solide de I’entropie volumique microscopique s pondérée du facteur 1 - f :

Y- , S=(1-§F (4.19)

111



CHAPITRE j. STABILITE DE LA NUCLEATION ET CONSEQUENCES POUR LES
APPLICATIONS

E

e
\ o=Ciyp:e
e

FIGURE 4.4 — Probleme d’homogénéisation du VER microfissuré en I’absence de précontrainte

4.3.4 Théoréme de Levin et premieéere équation d’état macrosco-
pique

Soit tout d’abord le probleme d’homogénéisation auxiliaire défini Figure 4.4 et consistant
a considérer le probleme Figure 4.3 en 'absence du terme de précontrainte o? défini par
(4.16). C’est d’ailleurs tout I'intérét de ce probléeme auxiliaire qui correspond a une situation
classique du point de vue de I'homogénéisation. Soit A le tenseur de localisation associé.
Celui-ci vérifie en particulier :

I=A=fA +(1- )&’ (4.20)
ott I est le tenseur identité d’ordre 4 symétrique et ot les opérateurs - et représentent
la moyenne sur le VER, la moyenne sur I'espace fissuré et la moyenne sur la matrice solide
respectivement.

L’intérét du tenseur de localisation A dépasse le cadre non précontraint puisqu’il permet
d’énoncer le théoreme de Levin. Celui-ci donne en effet acces a la contrainte macroscopique
3 de maniere directe comme :

Y>=C:A:E+0P:A (4.21)

quantité se réécrivant donc :
X=(1-f)Cis: A E+(1-f)(0°-kr): A (4.22)

La quantité (1 - f) Cis - A’ liée a la déformation macroscopique E est reconnue pour étre
le tenseur d’élasticité homogénéisé isotherme CHom. Il s’avérera treés fertile pour la suite
d’exprimer l'intégralité des quantités homogénéisées gérant le couplage thermo-mécanique
a partir des grandeurs microscopiques et de Cho™. Il est en effet utile de remarquer que
si d est une mesure de I'’endommagement, comme par exemple la densité de microfissures,
alors Cho™ devrait en toute rigueur étre argumenté par ce parametre d. Pour alléger un
peu la présentation, cette dépendance vis a vis du parametre d’endommagement est omise.
Cependant, le choix d’exprimer les différentes quantités macroscopiques en fonction de Cho™
apparait alors comme tres intéressant puisque, de fait, leur dépendance vis a vis du parametre
d sera résumée par la contribution de C"™, Par conséquent, il est utile d’établir les relations
suivantes :

(1-)K =Sip:Com | fA =1-8,,:Crm (4.23)

ou la relation (4.20) a été utilisée. Soient de plus les quantités :
yres = g0 Sy, : Chom , K=k:S,,: Chm (4.24)
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Avec ces différentes notations, la contrainte macroscopique se réécrit finalement :
Y=+ C":E-Kr (4.25)

Cette équation constitue la premiere équation d’état macroscopique. La notation X" n’est
pas anodine. Cette quantité ne doit en effet pas étre confondue avec une précontrainte dans
I’état de référence, lequel correspondant a 1’état repéré jusqu’ici par un exposant 0 ou le
matériau était sain. En effet, la précontrainte mobilisée macroscopiquement dans cet état de
référence est ¥ qui, par conséquent, n’est pas égal a X", Cette derniere quantité s’interprete
plutdt comme le niveau de contrainte résiduel qui resterait dans un état fictif, dit relaché,
ou les parametres F et 7 seraient pris nuls, et ce, en présence des microfissures. Un tel état
est qualifi¢ de fictif puisque E et 7 ne correspondent pas, au niveau de la structure, a des
parametres de chargement controlés.

4.3.5 Seconde équation d’état

Afin de pouvoir établir la seconde équation d’état macroscopique, il est au préalable
nécessaire d’établir un résultat intermédiaire. Le théoreme de Levin a permis d’accéder de
maniere directe a une expression de la contrainte macroscopique 3. Cependant, cette quan-
tité peut également se calculer directement & partir de sa définition (4.19) et de la premiere
équation d’état (4.14) :

=6=(1-f)Ci:8+(1-f)(c"-k7) (4.26)

puisque la température et la précontrainte microscopique o ont été supposées constantes.
Cette seconde écriture de la contrainte macroscopique combinée a la premiere équation d’état
(4.25) et aux définitions (4.24) permet d’aboutir a :

(1= f)8 =Sis0: (C"™: B+ 0°:Si50: C" —k: Sy : Cr = (1= f) (6° - k7)) (4.27)
En introduisant une quantité qui sera récurrente tout au long de cette étude :
‘S = (1 - f) Siso - Sz'so : (Chom : Siso (428)

et en utilisant la symétrie majeure de S;;,, une expression plus compacte de la moyenne des
déformations microscopiques dans la matrice solide est obtenue :

(1_f)gs:Sisozchom:E_o'O:S'*'k:ST (429)

Avec V'expression obtenue (4.29), il est possible de s’intéresser désormais a la seconde
équation d’état macroscopique. Celle-ci est obtenue lorsque la définition de I’entropie volu-
mique macroscopique (4.19) est exploitée :

S=(1-f)s=(1-f)s"+(Q-fer+(1-f)k:€° (4.30)

ou la seconde équation d’état (4.14) a été utilisée. Le terme de moyenne de la déformation
microscopique sur la matrice solide ayant été obtenu précédemment et donné en (4.29), il
vient :

S=(1-£)s"-0"S:k+((1-f)c+k:S:k)T+k:S;,: C"*": E (4.31)

En reconnaissant la quantité macroscopique K définie par (4.24) et en introduisant deux
dernieres grandeurs également macroscopiques :

S =(1-f)s"-0":S:k : C=(1-f)c+k:S:k (4.32)
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la densité volumique macroscopique d’entropie se met sous la forme agréable :
S=5"°+Cr+K:E (4.33)

qui correspond a la seconde équation d’état macroscopique. La remarque formulée a propos
de X" s’applique également a S"¢. Cette derniére quantité ne correspond effectivement pas
a la densité d’entropie dans ’état sain puisque celle-ci s’exprimerait simplement s°. Ainsi, un
terme additionnel traduisant a la présence des microfissures dans un milieu précontraint est
ajouté pour former S7¢. Enfin, il est a noter que les deux équations d’état macroscopiques
(4.25) et (4.33) possedent la symétrie de Maxwell ce qui garantit le fait qu’elles dérivent d'un
potentiel.

4.3.6 Densité volumique macroscopique d’énergie interne dans un
processus endommageant

La derniere étape pour pouvoir s’exprimer sur la densité d’énergie interne contenue dans

un élément de volume élémentaire macroscopique totalement endommagé est d’homogénéiser

la densité microscopique correspondante. Pour ce faire, le point de départ est I’expression de

la densité volumique microscopique d’énergie libre donnée en (4.15). En utilisant les lois de
comportement microscopiques (4.14), celle-ci se réécrit sous la forme agréable :

1 1 1 1
w:¢0+§a’0:s+§a:s—537—5307 (4.34)

L’énergie interne est obtenue a partir de I’énergie libre 1) par la transformée de Legendre :
u=yp+Ts=p+T " +7(s-5°)+T° (s s°) +75° (4.35)

Par conséquent, I’énergie interne se met sous la forme :
0, 70 0, ! o 1 1 0
u=u +T (s—s)+§a !€+§0'!€+§7‘(S—S) (4.36)

Cette expression de ’énergie interne peut étre déstabilisante puisqu’elle mélange les jeux de
variables thermodynamiques. Cependant, elle reste tres agréable pour pouvoir procéder a un
processus d’homogénéisation. Soit en effet U la densité volumique macroscopique d’énergie
interne définie par :

U=(1-fw 1 1
(- T(S= (1= ) ) + (1- ) 50%: 8+ (1- )5

—=S 1 0
o€ +§T(S—(1—f)8 )
(4.37)
Puisque les contraintes microscopiques o sont a divergence nulles sur I’ensemble du VER et
que les déformations microscopiques € sont cinématiquement admissibles avec des déforma-
tions uniformes sur le bord, le lemme de Hill permet d’écrire :

(1-f)eg-e'=o:c=0:2=%:E (4.38)

Ainsi, en utilisant la relation (4.29) et la loi de comportement macroscopique (4.25), la
densité volumique macroscopique d’énergie interne s’écrit :

U= (1—f)u0+10'0:Siso:(Chom:E—la'O:S:a'o+EETGS:E+1EICh0m‘E
1 5 2 > 2 (4.39)
+§(k:S:JO—K:E+S—(1—f)SO)T+TO(S—(1_f)SO)
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En utilisant la seconde équation d’état macroscopique (4.33) ainsi que la définition des
quantités X" et STes (voir (4.24) et (4.32)), la densité d’énergie interne macroscopique se
réécrit en fonction de ses variables naturelles E et S :

U= (1—f)uo—10'0ISZO’O+T0(S—(]_—f)SO)+L(S—ST&S—K:E)Q
12 20 (4.40)
+2T65:E+§E:Ch0m:E

qui peut encore se réécrire sous la forme :

U= (1-f)u’— 200 8:0+TO(S— (1 f)s° +—(s gres)?
12 1 g 52 (4.41)
+2’“€8:E+—E:(Ch0m+—K®K):E—

2 C
pour étre plus proche de (4.9). Bien que comparable, I’énergie interne d’un milieu sain et
celle d’'un milieu endommagé présente des différences notables. Par exemple, il apparait
naturellement la différence S — S™ qui n’est pas égale a S — (1 - f)s". La présence d'une
précontrainte o dans le milieu microscopique est révélatrice puisque toutes les différences
obtenues viennent de la présence de ce terme. L’explication vient de I'introduction de surfaces
libres de contraintes dans un milieu précontraint, conduisant donc a priori a un état non
statiquement admissible dans son état de référence avec les microfissures. L’expression (4.41)
est tres intéressante puisqu’elle permet d’établir proprement I'expression de 1’énergie interne
dans un processus endommageant. Son intérét est qu’elle permet de détailler quelles sont les
quantités qui sont affectées par le processus d’endommagement. Comme précisé plus haut,
I'influence du parameétre d’endommagement se cache en fait dans la dépendance de Chrom™
vis-a-vis de d et qui donc impacte K et S.

Un exercice intéressant consiste a vérifier si cette expression de I’énergie interne U permet
de retrouver la densité initiale saine. L’état sain correspond a un état sans microfissure. Par
conséquent, 1’élasticité macroscopique CM™ doit tout simplement étre égale a 1’élasticité
microscopique C,g,. De plus, il ne faut pas oublier que f est en toute rigueur égale a 0. Par
conséquent, (4.33) donne de maniére immédiate la nullité de S et les simplifications suivantes
sont a considérer :

>e-g | K=k , S%=5 , C=c (4.42)

Avec ces remarques, il est immédiat que :

_ 0
Usain:u0+TO(S_SO)+2l(S—SO)Q+O'OZE+%EICad!E—S i

k:FE 4.43
. . (4.43)

qui correspond bien en tout point a ’énergie interne du milieu sain (4.9).

4.3.7 Densité volumique macroscopique d’énergie interne totale-
ment endommagée

Rappelons que nous avons choisi de représenter la fissure tridimensionnelle comme un
milieu initialement élastique totalement endommagé. Pour pouvoir accéder a l'expression
de I'énergie interne contenue dans un volume élémentaire macroscopique totalement endom-
magé, notée UFP | il est nécessaire de définir & quoi correspond un tel état. L’image naturelle
associée a un état totalement endommagé correspond a une situation présentant un niveau
de micro-fissuration tel que 1’élasticité macroscopique est annulée. En d’autre terme, cela
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correspond a une situation ou Ch*™ = (. Cette définition d’un état totalement endommagé
est bien celle utilisée habituellement. Par conséquent, dans un état totalement endommagé,
il vient notamment :

Chm=0 , ¥*=0 , K=0 , S=(1-f)Siw (4.44)
De méme, les expressions de C' et S™ sont également affectées :
S =(1-f)s"-(1-f)o’:Sio: k., C=(1-f)c+(1-f)k:Siso:k  (4.45)

Par conséquent, la densité d’énergie interne s’écrit :
1
UFP = (1-f)ul - (1—f)§o-0:SZ-SO:a-O+TO(S— (1-1)s°)

) (4.46)
(S—(l—f)80+(1—f)00:S,~50:k:)

L1

2C

En se rappelant que le parametre f est en fait égal a zéro puisque les fissures ont une fraction
volumique nulle, il vient :

1
UFD:uo—EGO:SiSO:aoJrTO(S—sO)Jr2

1
(c+k:Sis: k)

(S-s+0":Si,: k)" (4.47)

Comme précisé précédemment, la nucléation est un phénomene brutal qui pousse a considé-
rer que le processus de propagation dynamique de la fissure se fait de maniere adiabatique.
Par conséquent, les échanges de chaleur étant nuls entre le VER et le monde extérieur, la
différence d’entropie volumique macroscopique entre 1’état sain et I’état totalement endom-
magé correspond uniquement a de I’entropie créée §.S.,4:.. Par conséquent, le niveau d’énergie
interne dans un volume macroscopique élémentaire totalement endommagé s’écrit :

2
UFP =0 - 1cr0 S i 00+ TS, cc0 + (0Scrsce + 07 : Siso k)
g7 Piso erée T (K Spay )

(4.48)

4.3.8 Indépendance du chemin suivi

endommagement total
adiabatique
(0) > (FD)
(T°,00) Etat totalement endommagé

évolution adiabatique réversisble Y endommagement total

adiabatique

(*)
(T*,0*=0)

FIGURE 4.5 — Différents chemins permettant d’arriver a un état totalement endommagé

Une vérification intéressante consiste a tester si la formule (4.48) est cohérente avec le
statut de fonction d’état de ’énergie interne. En d’autres termes, il est intéressant de tester
la robustesse de ’expression proposée a une propriété d’indépendance du chemin emprunté.

Soit ’état (0), dont les quantités seront repérées par 1'exposant 0, associé & une tempé-
rature 7°, une contrainte o, une densité volumique d’entropie s° et une densité volumique
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d’énergie interne u°. Une évolution adiabatique et totalement endommageante vers un état
(FD) est envisagée. S’agissant d’un chemin purement dissipatif du point de vue de Ientro-
pie, la variation de cette dernieére quantité entre 1’état (0) et I'état (F'D) est notée §.S. sce-
Le niveau d’énergie interne dans 1’état noté (F'D) s’exprime simplement par le biais de la
relation (4.48).

Soit (x) un état non précontraint, initialement a la température T~ et accessible depuis
I'état (0) par le biais d'une transformation adiabatique réversible. Une telle évolution étant
isentropique, la densité volumique d’entropie initiale présente dans I’état () est donc égale-
ment s°. Ainsi, la variation d’entropie entre I'état () et 'état (F'D) est égale a celle existant
entre I'état (0) et I'état (F'D). En d’autres termes, il s’agit rigoureusement de 0S..¢s.. La
densité volumique d’énergie interne initialement présente est notée u*. En empruntant le
chemin () vers (F'D), Uexpression (4.48), étant générale, indique que le niveau d’énergie
interne dans I'état (F'D) s’écrit :

1

2
2(c+k:Si: k) (0Sersce) (4.49)

UFD =u +T” (6SCTéée) +

Tout I'enjeu est de montrer que les deux expressions (4.48) et (4.49) sont bien cohérentes
entre-elles. L’évolution de (0) vers (*) se faisant de maniere isentropique, il vient :

O=s"=s"=c(T"-T°) +k: ¢ (4.50)

ou €} est le niveau de déformation entre 'état (0) et 1'état (). Le niveau de contrainte o*
étant nul, une seconde relation est :

0=0"=0"+Cy:e5 - k(T -T°) (4.51)

En combinant les relations (4.50) et (4.51), I’écart de température ainsi que la déformation
s’écrivent :

k:S,,:0° k:S,:00

TF-T0= — 2"~ 0= —F o
€ c+k:Si: k

= Siso i k= Siso : 0° 4.52
C+k5Sisolk S0 iso O ( 5)

La variation de la densité volumique d’énergie libre entre 'état (0) est () s’exprime comme :
P* :¢0+a'0:ea+%ea :C:ef—(T"-T")k: e} —g(T* ~TO) (T =T%)  (4.53)

De plus, la densité volumique d’énergie interne dans 1’état (x) s’obtient par :
=Yt T =t + 80 (T - T0) (4.54)

Par conséquent, la variation de densité volumique d’énergie interne s’écrit :

1 1 1
u* =u0+50'0:56 +§a'*:56 — (s =s") (T -1") =u0+§ao:ea (4.55)

Gréce a la relation (4.52), cette densité se reformule comme :

1 k:Siso: 0)2
W =1’ - =6°:S,,: o° ( o’)

2 T (et kS k)

(4.56)

A partir de 'expression (4.49) de UFP et en injectant la relation précédente, il vient :

1 (6Smece + K :Sigo:0°)> Kk : Sy 00
UFD =0 _ 2450 Siso ) T*éscréée créée 150 _ 150
! 20 7 " 2(C+k:Siso:k) C+k:Siso:k

0Sersce (4.57)
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Enfin, la relation (4.52) permet de reconnaitre le groupement — (7 — 7). Par conséquent,
par le biais du chemin partant de I’état (0) et en allant vers I’état (F'D) en passant par (*),
la variation d’énergie interne volumique s’écrit :

2
UFP =0 - 100 Sy i 00+ TS, 00 + (0Scrsce + K : Siso : 07)
g7 o e T (et o Sy )

(4.58)

qui correspond exactement a I'écriture (4.48) de la quantité UFP. Ceci finit de conclure quant
a l'indépendance de la formule (4.48) par rapport au chemin choisi, formule permettant
d’obtenir le niveau d’énergie interne au terme d’un processus totalement endommageant.

4.3.9 Bilan et dissipation

Le modele de fissure établi reposant sur un processus d’endommagement traduisant I’ap-
parition de microfissures a permis d’établir au point de vue macroscopique les lois de com-
portement suivantes :

5 - E’"es(d)+((C’"‘°m(d)+Czd)K(d)@)K(d)):E—w_CS—Z;)(CmK(d)
A T el OB K(d):E )
C'(d) C (d)

qui est le pendant endommageable de (4.10). Certains éléments de cette formulation méritent
d’étre soulignés, comme par exemple la dépendance de X" et de S™* vis a vis du parametre
d’endommagement d. Toutefois, le fait que 3" soit nul lorsque 'endommagement est total
est rassurant puisque cela conduit bien au fait que le niveau de contrainte est lui méme nul,
propriété qui n’aurait pas été vérifiée sans la dépendance en d de ce terme. Avec I'expression
(4.41) de I’énergie interne U pour un niveau d’endommagement donné, il est possible d’établir
les relations suivantes : 9
D ou . T= 8_U
OE oS
Par conséquent, I'inégalité de Clausius-Duhem (4.8) exprimée a I’échelle du V ER permet de
conclure :

(4.60)

oU -
D=-—-d20 (4.61)

Le raisonnement classique consiste a écrire le critere d’endommagement comme une inégalité
sur la force thermodynamique macroscopique liée a 'endommagement, inégalité devant étre
saturée pour que d puisse augmenter :

ou

- = 4.62

4.4 Thermodynamique a I’échelle macroscopique

Nous nous plagons a présent a 1’échelle macroscopique qui est celle de la structure consi-
dérée. Pour simplifier un peu le propos, le volume fissurée L. sera supposé pouvoir étre
paramétré par une longueur £(t) dépendant du temps. L’absence de fissure présente initiale-
ment dans le milieu considéré se traduit par £(0) = 0. Avec la représentation tridimensionnelle
de la fissure donnée Section 4.3, il est possible de partitionner le domaine total Q0 en deux
sous-ensembles :

Q0= Q) UL, (4.63)
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La région Q(¢) correspond donc au complémentaire la zone fissurée dans le domaine total
QY. La propriété intéressante de €2() est que chacun de ses sous-systémes connait une évo-
lution parfaitement réversible. Cette région de 'espace sera désignée comme étant le bulk en
référence au fait qu’il s’agit du coeur de la structure. Si Uy, correspond a 1’énergie interne
totale stockée dans 0, le caractére extensif de cette quantité permet d’écrire :

Utot = Upur + U, (4.64)

Dans ce contexte, Uy, n’est autre que 1’énergie interne du milieu macroscopique dans lequel
une fissure pré-existe. Les considérations précédentes ont justement permis détailler ces deux
termes. En effet, si Uy, se calcule par intégration de la densité volumique d’énergie interne u
du milieu sain proposée en (4.12), la quantité U, se calcule par intégration de UFP proposée
en (4.48) :

U, = [ UFPav (4.65)

Les notations employées méritent quelques éclaircissements. Si U,y et Ui correspondent a
une énergie interne, UFP désigne lui la densité volumique d’énergie interne dans la région
L.. Cette densité étant obtenue au terme d’un processus d’homogénéisation, une notation
majuscule a été retenue (voir Sous-section 4.3.7).

En pratique, il est plus agréable de manipuler la modélisation surfacique de la fissure F
(elle aussi paramétrée par ¢) par rapport a la modélisation tridimensionnelle £.. En effet,
c’est par exemple bien une telle représentation qui est utilisée lors des calculs par éléments
finis d’objets de type taux de restitution d’énergie. Par conséquent, il sera préféré a (4.63)
et (4.64) les définitions suivantes :

L =QU)uF (4.66)

ainsi que :

Uiot = Upuire + Ur (4.67)

Pour autant, la représentation idéalisée de la fissure par F n’a de sens que comme équivalent
bidimensionnel de 'objet tridimensionnel L.. Par conséquent, la quantité Uz est rigoureuse-
ment égale a Ug, :

Uy = /ﬁ UrPay (4.68)

Il peut paraitre surprenant de calculer une énergie interne correspondant a un objet sur-
facique par le biais d’une densité volumique. La clé de compréhension se trouve dans la
remarque précédente. Une fissure surfacique n’est qu’une traduction mathématique idéalisée
d’un objet tridimensionnel dont 1’épaisseur est petite a 1’échelle macroscopique mais n’est
pas pour autant nulle. De maniere générale, la notion d’infiniment petit a ’échelle macro-
scopique correspond en fait a des quantités certes petites mais ne pouvant pas descendre en
dessous de la taille caractéristique du VER, c’est a dire devant la taille des hétérogénéités
du milieu considéré. Nous verrons tout de méme qu’il est possible d’exhiber une densité
surfacique permettant de calculer Ur tout en étant cohérente avec (4.68).

Ainsi, 'approche thermodynamique sur le point d’étre menée se basera sur les notations
(4.66) et (4.67) mais les considérations tenues ci-dessus doivent étre gardées en mémoire.

4.4.1 Premier principe de la thermodynamique

Dans ce qui suit, un raisonnement thermodynamique sera tenu sur I’ensemble de la struc-
ture correspondant a €2°. Le chargement du systéme sera défini & partir de trois scalaires notés
Ce(t), Cr(t) et Cr(t) dépendant du temps. Ainsi, la densité massique de forces a distance
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s’exercant sur le systeme s’écrit F(x,t) = Cp(t)F°(x) ot  est le vecteur position. En scin-
dant la frontiere 9Q(¢) en une partie indépendante de £ et du temps notée 9Qq = INT U ONE
et les levres de la fissure F(¢) = F* U F~ évoluant au cours du processus de propagation, les
conditions aux limites portant sur le vecteur contrainte T' et le champ de déplacement & se
mettent sous la forme :

VeedQl : T(x,t)=Cr(t)T°(2) , Ve edQt : &(x,t) =Ce(t)E"(x) (4.69)

Les levres de la fissure ne sont pas forcément libres de contraintes afin de pouvoir considérer
le mode II. La normale unitaire a la levre F* (resp. F~) est noté N (resp. —-IN).

Soit K 1’énergie cinétique du systeéme considéré. En conditions adiabatiques, le premier
principe se met sous la forme :

Utot + K = Pe (470)

ou P, correspond a la puissance des efforts extérieurs agissant sur Q° et s’écrivant :
P, = f pF.EdV + [ T.édA (4.71)
Qo (¢)
Avec les notations introduites précédemment, cette quantité se rééerit ! :
P.=Cp(t f FO.£d4V +Cr(t f TO £dA +Ce(t f T.£°dA 472
W0 [, PV sC) [ T d) [ T (1.72)

Dans le premier principe (4.70), Uy, correspond a l’énergie interne stockée dans Q(¢) u F
a l'instant ¢. Le champ de déplacement solution, a ce méme instant ¢, du probleme avec
une géométrie définie par une fissure de longueur ¢(¢) et un chargement C(t) s’écrit &(t) =
&(C(t),0(t)). Ainsi, en plus du chargement, un autre parametre du probleme dépendant du
temps est la longueur de fissure £(t). A ce stade, il est utile d’introduire la notion de dérivée
partielle temporelle d'une quantité physique a a géométrie de fissure fixée :

da
by = — 4.
CLM aC |£C ( 73)

Avec ces définitions, le champ de vitesse & intervenant dans les intégrales de (4.72) peut se
décomposer comme étant la somme de deux termes :

. . 0
£=&,+ @wf (4.74)

Cette formulation, une fois introduite dans (4.72), conduit a décomposer en deux termes la
puissance des efforts extérieurs :

P, = Pe|£ + ,Pe\C (475)

Dans (4.75), Pey, correspond a la puissance des efforts extérieurs a géométrie fixée :

Pu = (Cp(t) fQ PV (1) fa y To.ész) +Ce(t) ( fa B T.gOdA) (4.76)

La géométrie étant fixée, il est tout a fait légitime de faire appel au principe des puissances
virtuel. Ce dernier stipule que la puissance des quantités d’accélération se sépare en deux

1. Dans I'intégrale de volume de (4.72), Q(¢) peut au besoin étre remplacé par Q°
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termes que sont la puissance des efforts intérieurs ainsi que la puissance des efforts extérieurs.
Ce principe peut se réécrire sous la forme :

’Pe‘g - K|g = f g . é|ng (477)
Q(4)

En se basant sur les considérations thermodynamiques locales du milieu élastique linéaire
réversible, les équations d’état (4.10) impliquent :
ou
O:€y=Up— —S 4.78
e = Ue = -5y (4.78)
ou u correspond a la densité volumique d’énergie interne. L’évolution considérée étant réver-
sible lorsque /¢ est fixé et les conditions étant localement adiabatiques, il s’agit en fait d’une
évolution isentropique. Cela se traduit par le fait que s, = 0. Par conséquent, une intégration
de (4.78) couplée avec (4.75) conduit a :

Peie = Kie = Urorie (4.79)

Cette derniére équation permet de simplifier (4.70) qui se met alors sous la forme :

K ;_ Ui

Pekz_%\c ol e

(4.80)

La quantité Pec s’interprete comme la puissance des efforts extérieurs durant la propagation
de la fissure a chargement constant :

P = 0 0
elc = (Cp(t) [Q(e) pF". g‘cdv +Cr(1) /éﬂT T 50 |CdA 14 (4.81)

En introduisant le travail des efforts extérieurs donnés noté ®(&) et défini par :

®(€)=Cr(t) [ pF &V +Cr(t) [ TO€dA 182
(&) =Cr(t) Q(Z)P £dV +Cr(1) o § (4.82)
il vient de maniere immédiate : 9%
22 4.83
Peie ol e ( )
Un combinaison de (4.80) et (4.83) donne une relation :
0
Ui + K = @)= 0 (4.84)

ol

qui est une propriété de conservation au cours du processus de nucléation sous chargement
constant.

4.4.2 Energie interne d’une structure fissurée

Toutes les considérations tenues précédemment ont été faites en anticipation de la pro-
priété (4.84), et ce, afin de pouvoir I'exploiter. Rappelons en effet que les expressions (4.67)
et (4.68) menent a :

Uss = Upti + fc UFDqy (4.85)

Les considérations tenues Section 4.3 ont montré que la densité volumique d’énergie interne
au sein de la zone fissurée L, se mettait sous la forme (4.48). En tant que mesure du désordre
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créé localement lorsque les liaisons matériau sont rompues, la quantité 6.5..¢. ne dépend pas
du volume élémentaire choisi au sein de L£.. Ainsi, il apparait naturel dans ce cadre de
prendre un modele ou 0S¢ est une constante matériau. Sous réserve de I’homogénéité
macroscopique de o0, UFP est également constant ce qui meéne 4 :

Utot Ubulk +€S(f)UFD
1
Uit = Uy = (Uputr = Upoyi) + €S(F) (—500 :Siso 1 00+ T8, 00 +

2(c+k:Sis: k)
(4.86)
ou S(F) est la surface associée a la fissure limite bidimensionnelle. Par conséquent, il vient :

(5Scréée + 0'0 : Siso : k)2)

1
- % (Ubutr = Ugyp + K = (I))|c =e (—500 :Siso 1 00+ T0S,ce0 +

(5scréée + 0'0 : Siso : k)2
2(c+k:Sis: k)
(4.87)

Par conséquent, € étant également une constante matériau révélatrice de la taille des hété-
(Jscréée+o‘0:SiSo:k)
2(c+k:S;sok)

2
rogénéités, le groupement e (—%0'0 :Siso 1 0V +T99S ece + ) apparait comme

une constante dépendant des conditions initiales. Cette constante est notée G :

_ % (Ubulk U+ K - <I>)|c =G (4.88)
Le fait que G%¢ dépende des conditions initiales, via T° ainsi que o n’a rien de surprenant.
Dans le cas isotherme, cette dépendance n’est pas explicitée mais est bien implicite au
raisonnement mené puisque les potentiels énergétiques utilisés sont tous des développements
limités autour de I’état de référence.

Il est & noter que (4.88) est extrémement proche de son équivalent isotherme a ceci pres
que I'énergie libre a été remplacée par 'énergie interne. Puisque le matériau dans le bulk
connait une évolution adiabatique réversible, celle-ci est donc isentropique. La quantité Uy,
se calcule par intégration sur €2(¢) (au sens (4.66)) de la densité volumique d’énergie interne
(4.12).

Uputk = Uy = Waa = '/Q(Z)

(00 tE+ %e :CY,: e) dV (4.89)
qui s’interprete comme un terme d’énergie élastique calculé avec C,,.

Concretement, il s’agit effectivement donc bien de manipuler un taux de variation d’éner-
gie potentielle et donc un objet de type G ou Gy, a la différence prés que le terme d’énergie
élastique est calculé avec les constantes élastiques adiabatiques C,q plutot que celles iso-
thermes C,s,. Toutefois, le membre de droite de (4.88) est issu du terme d’énergie interne
de la bande L. Il s’agit la d’une différence notable avec le raisonnement usuel isotherme
portant sur I’énergie libre. Sur le plan physique, cette différence s’explique par le fait qu’une
fissure isotherme est dépourvue d’énergie libre tandis qu’une fissure adiabatique est bien le
siege d'une énergie interne qui rend compte de la dissipation associée a l’entropie créée.

4.4.3 Simplifications et état de référence

Rappelons a nouveau que le parametre € n’est pas destiné, pour le modele bati, a tendre
vers 0. Cependant, € a tout de méme vocation a étre petit. Les termes —%0’0 : Sis0 1 oY et
o0 :S,,, : k étant eux parfaitement bornés sont donc d’'un ordre de grandeur inférieur par
rapport aux autres termes. Une fois multiplié par e, il se comportent comme des O(e) et
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sont donc évanescents pour des faibles épaisseurs de fissure :

1 0 (5Scréée + 0'0 : Siso : k)z 5Scréée2
-5 : Siso : 0 Toéscréée = TOdScréée
6( 27 T " 2(c+k:Si: k) ‘ +2(c+k:SiSO:k)

(4.90)

Néanmoins, comme déja précisé plus haut, il est utile de donner une représentation bidi-
mensionnelle a l'objet tridimensionnel £.. Pour définir des grandeurs surfaciques cohérentes,
il est intéressant de se pencher de plus pres sur les quantités 0S.ce, qui est I’entropie vo-
lumique créée, et C'=c+k : S, : k, qui correspond a une capacité thermique volumique
divisée par une température. Si, en ’absence d’échange de chaleur, I'entropie créée est une
quantité extensive?, il en va de méme pour la capacité thermique qui correspond a 1’énergie
qu’il faut apporter a un corps pour augmenter sa température d’1 K. Il s’agit donc bien éga-
lement d’'une grandeur extensive. Si le volume endommagé L, est représenté par une surface

L. F

Entropie créée volumique : 9.5 4¢e

6528, = Eéscréée

créée

Entropie créée surfacique : €0.S..¢se

C?PT0 = CTO

Capacité calorifique volumique : CT°

Capacité calorifique surfacique : eCT? 7.

FIGURE 4.6 — Détail de la fissure équivalente surfacique de type Griffith
F, il est possible d’introduire une notion d’entropie créée surfacique 6522, et d’une capacité
thermique surfacique C?PT9. Avec les considérations synthétisées a la Figure 4.6, il apparait
que la définition de ces deux quantités implique :

5Sc21gée = €0Scrése ) C?P = eC (491)
Par conséquent, il vient :
55 .. 2 552D 2
0 creee _ 70 2D creee
€ (T 5SCTéée + °C ) =T 5SCT’éée + %’T (492)

En prenant en compte ces considérations dans (4.84), il vient :

8 5Scréée2 5S2D ?
=27 Ui~ Uy + K = @) = ¢ (To(sscréée + T) = T2 + ias  (4.93)

En conclusion, il est possible de donner une image bidimensionnelle d’une fissure et abou-
tissant a une formule cohérente avec celle tridimensionnelle. En particulier, il est possible
de définir une densité surfacique d’énergie interne de sorte a ce que Ur dans (4.67) en soit
I'intégrale sur la surface F.

2. En 'absence d’échange de chaleur, ’entropie créée est en effet égale a I'entropie qui est bien une
grandeur extensive
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4.4.4 Lien avec la notion de dissipation

Classiquement le raisonnement thermodynamique de la propagation d’une fissure (et
généralement de la nucléation d’une fissure) se fait en conditions isothermes. Dans ce cadre,
I'inversibilité est mesurée non pas par ’entropie créée mais par la dissipation. Cela conduit
a un modele introduisant une constante du matériau allant de paire avec cette quantité? qui
est g. et non 6.S..¢.. Cependant, d’un point de vue théorique, a température constante, il est
clair qu’il est équivalent de recourir a la dissipation ou a I’entropie créée. En effet, lorsque la
fissure se propage de d/, la dissipation vaut g. x df x ex 1 ou 1 correspond a la direction hors
plan (il a été admis que la fissure était paramétrée par ¢). Etant par définition également
égale a ThoSerece x dl x € x 1, il vient :

gec = TOCSScréée (494)

Par conséquent, en conditions isothermes, il est rigoureusement équivalent de batir la mo-
délisation des matériaux endommageables avec 'une ou 'autre des constantes du matériaux
que sont 6S.ss €t g.. Cela n’a rien de surprenant étant donné que, dans ce cadre, les notions
d’entropie créée et de dissipation sont reliées 'une a 'autre par le biais d’'une température
Ty, quantité constante par hypothese.

Il est naturel de se demander comment travailler avec la notion de dissipation en condi-
tions adiabatiques. Pour ce faire, il est nécessaire de remonter a la définition de la dissipation
qui est D = T'Seece €t aux équations d’état dans la zone endommagée (4.59). Afin d’alléger les
expressions, il est ici considéré que o = 0. Puisque 1’évolution est localement adiabatique,
les quantités S et S.,ese sont égales et la dissipation peut se mettre sous la forme :

S—s0 —K(d):E)

- (4.95)

Pour pouvoir obtenir la dissipation au terme du processus d’endommagement total, cette
relation doit étre intégrée entre S = s¥ et S = §.5,.¢6.+5°. Il est donc nécessaire de se prononcer
sur les termes K (d) : E et C. A cet effet, il est intéressant de mener une étude portant sur
leurs ordres de grandeur. A ce sujet, une premiere remarque est que les ordres de grandeur
pour les matériaux considérés sont les suivants :

c=1x10J-K2-m3 | S~S=1x10"YPat | k=1x10°Pa-K* (4.96)

D:TS':S'(T0+

puisque le coefficient de dilatation thermique « d’un matériau argileux est de l'ordre de
1 x10°K~! et que k correspond en terme d’ordre de grandeur & o multiplié par un module
d’Young. Les applications numériques conduisent donc a légitimer la simplification suivante :

k:S:k«<c (4.97)

Avec la définition de C' donnée en (4.32), il est légitime de remplacer C' au profit de ¢. De plus,
il a été vu précédemment qu’une forme de la dissipation dans un contexte endommageant
était (4.62). Avec 'expression de I’énergie interne (4.41), cela aboutit a :

1 , S-s0_,
—§E:(Cad (d): E+ K'(d):E =g. (4.98)

o Cuy = Chom + @. Pour mener une réflexion sur les ordres de grandeur, il n’est pas
restrictif de supposer que la dépendance par rapport a d est la méme pour C,q et K* :

Cl(d) = f(d)Coy ,  K(d)=f(d)K" (4.99)

3. Le taux de dissipation par unité de volume associé & un taux d’endommagement d est g.d
4. En toute rigueur, la dépendance de ces deux quantités n’est pas la méme en raison de la relation
Cqq = Cho™ + % et de la définition de K donnée en (4.24)
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avec f(0)=1et f(1)=0. Par conséquent, (4.98) se réécrit :

S —sY

C

1
f(d) (_QE‘CSd:E"‘ KO:E) = ge (4.100)
Sachant que f’(d) est O(1), il vient, la relation précédente impose en terme d’ordre de

grandeur :
1 S—g0
-—E:C°:E+
2 ad c
qui est un trindome du second degré en E. Toujours en raisonnant sur l'ordre de grandeur,

la résolution du dit trindme conduit a établir :

K°:E~g, (4.101)

E

1((8—30)}(0) N K(d)E (K°)’ (4.102)

i Cc?, c (S-5%) Cec

Des considérations basées sur les ordres de grandeurs (4.96) similaires a celles permettant

012
d’aboutir a (4.97) montrent que CON <« 1 ce qui par conséquent légitime 1’écriture de la

CO c
dissipation comme : ’
: < (o, (5=5%)
ged=D=S|T° + — (4.103)
c
Par intégration entre les instants o d =0 et d = 1, on trouve :
5SCTéé62
Ge = T°0S re6e + =UrP (4.104)
c

ou UFP est la quantité introduite précédemment en (4.48) en prenant en compte le choix
o0 =0 et la simplification (4.97). Par conséquent, pour les matériaux considérés, la relation
(4.93) se réécrit sous la forme usuelle :

0
- % (Ubulk + K - q))|c = €gc (4105)

En toute rigueur, si 'on souhaite renoncer aux simplifications évoquées précédemment,
I’équation (4.104) ne sera pas rigoureusement obtenue. Cependant, au prix d’un choix d’'un
modele d’endommagement pour C,q (d), il est possible théoriquement de prévoir la dissipa-
tion a partir de ’entropie créée et réciproquement. L’avantage des considérations qui viennent
d’étre tenues est qu’elles permettent simplement d’accéder a 1’élévation de température en
fond de fissure lors du phénomene de fissuration. En effet le terme K (d) : E est, pour les
matériaux considérés, négligeable devant la variation d’entropie 0.5..¢.. Par conséquent, la
relation permettant d’accéder a la température 7' et formulée en (4.59) se simplifie en :

Y réée 2 c
poqo o Oeste ol [y, 20y (4.106)
c 102

ou la deuxieéme expression provient de la résolution (4.104) vu comme un trinéme du second
degré en 0.5..4 qui est une quantité positive. Il est cependant a noter que la quantité mesurée
expérimentalement n’est pas g. mais plutot son correspondant G, = €g.. Par conséquent, la
variation de température s’écrit :

T—TO:TO( 142G —1) (4.107)

2
ecTO
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qui est une expression ou cette fois-ci I’épaisseur de la fissure € intervient explicitement. Cette
relation est d’ailleurs en accord avec les commentaires formulés précédemment qui sont que
plus la fissure est mince et plus I’élévation de température sera conséquente. Ce phénomene
s’explique par le fait que la variation d’énergie interne de la structure est accommodée au
sein méme de la fissure sous forme d’énergie calorifique. Par conséquent, cette derniere sera
d’autant plus concentrée que la fissure est fine.

4.4.5 Bilan sur la fissuration adiabatique

De maniere générale, sans considérer les simplifications faites dans cette sous-section, un
point essentiel de la théorie de fissuration adiabatique que nous venons de mettre en ceuvre
est qu’il est désormais possible d’accéder de maniere extrémement simple a la variation de
température lors de la propagation d’une fissure, et ce, en tous points du bulk. En effet, il
suffit pour se faire de se rappeler qu’un volume élémentaire macroscopique appartenant au
bulk connait une évolution réversible et donc isentropique (puisque considérée adiabatique).
Par conséquent, la seconde équation d’état macroscopique (4.10) devient simplement :

AT=-1g:e (4.108)
C

Mais aussi et surtout, il est possible d’accéder a 1’élévation de température au sein méme de
la fissure nouvellement créée par le biais de la relation (4.107). Il s’agit 1a a notre connais-
sance d’un point extrémement novateur. En effet, une élévation de température est constaté
expérimentalement lors de la propagation d’une fissure (voir par exemple Bul et collab.
[1981]). Cette variation de température est bien la signature qu'une théorie isotherme n’est
pas forcément tres représentative des conditions ou 'expérience est réalisée. Tout l'intérét
de la théorie développée dans ce début de chapitre repose sur la simplicité du critere de pro-
pagation obtenu (4.93). Celui-ci stipule qu’il est simplement nécessaire d’utiliser le tenseur
d’élasticité adiabatique en lieu et place du tenseur d’élasticité isotherme. Dans les faits, le
couplage thermo-élastique étant faible, il peut étre argué que le tenseur d’élasticité isotherme
et le tenseur adiabatique sont proches I'un de I'autre. Par conséquent, le critere adiabatique
donnera en apparence qualitativement, voire méme quantitativement, les mémes résultats
que le critére isotherme classique. Toutefois, la différence fondamentale existant entre les
deux cadres est qu’il est possible avec une fissuration adiabatique d’accéder a la variation de
température. Par conséquent, si le seuil d’initiation d’'un phénomeéne de propagation éven-
tuellement dynamique (et donc de nucléation) est le méme en isotherme ou en adiabatique, le
cadre proposé garde tout son intérét et se différencie grandement grace aux relations (4.107)
et (4.108).

4.5 Un critere de nucléation purement énergétique

L’idée maitresse de ce chapitre est de chercher a s’affranchir de la simulation pas-a-pas de
la propagation progressive de la fissure jusqu’a la longueur de nucléation, mais plutét d’aller
chercher directement I’état final ou la fissure est apparue. De ce point de vue, ce travail
s’'inscrit clairement dans la filiation de ceux de D. Leguillon. Un parallele éclairant pouvant
étre dressé consiste a comparer I’approche cherchant a étre établie et le calcul a la rupture.
En effet, ce dernier permet d’accéder aux charges de ruines de la structure en s’affranchissant
d’un calcul élasto-plastique qui peut s’avérer fastidieux (voir SALENGON [1983]). Une telle
approche pour la nucléation semble d’autant plus prometteuse que, dans le cas concret de
I'excavation d'un tunnel, le facies de fissuration est déja connu. Par conséquent, puisque
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I'objectif est de comprendre les raisons susceptibles d’expliquer la géométrie des fissures en
chevron, il semble superflu de devoir simuler I’ensemble du processus qui conduit a ces facies.

4.5.1 Modéele et effets d’échelle

La relation (4.88) est tres agréable a utiliser puisqu’elle permet de faire appel a tous les
outils développés en conditions isothermes a la différence pres que les constantes d’élasticité
a utiliser sont celles adiabatiques (voir (4.11)). Par conséquent, il est agréable d’étendre
la notion d’énergie potentielle dans le cadre adiabatique comme étant Uy — Ufulk - qui
s’écrit exactement comme 1’énergie potentielle isotherme a ’exception pres du terme d’énergie
élastique qui se calcule avec un tenseur d’élasticité pris égal a C,q (cf. (4.89)). Que les
conditions soient isothermes ou adiabatiques, il vient a la fin de ’analyse thermodynamique :

E
- %c =G+ aa—};w (4.109)
qui est valable en conditions isothermes ou adiabatiques avec la précision précédente pour
E, et en utilisant la constante matériau G. adaptée a la situation. En intégrant cette relation
entre I'instant ou le matériau est sain et I'instant ou le processus de propagation s’est arrété
pour aboutir a la longueur de nucléation /, il vient :

EO - EJ(0) o KO

Ginc =
14 14

(4.110)

puisque la situation saine est en équilibre et correspond donc a une énergie cinétique nulle.
La présence du terme # est de premiere importance et provient du fait qu’au terme du
processus de nucléation, la structure n’est pas nécessairement au repos. La relation (4.110)
se lit comme le fait que la variation d’énergie potentielle a été restituée sous la forme de deux
contributions, 'une purement dissipative qui correspond au cofit de création de la fissure,
I'autre qui est un terme d’énergie cinétique et qui signifie que la structure a été mise en
mouvement. Ce qui est tres important est que la variation d’énergie potentielle n’a pas été
consommée intégralement par un phénomene dissipatif de création de fissure. D’un point
de vue pratique, le terme d’énergie cinétique va finir par se faire consommer par d’autres
phénomenes dissipatifs tels que des comportements visqueux afin d’aboutir a une structure

au repos. Il est alors possible de résumer (4.110) a :

EY - E;(0)

Ginc =
14

=G (1) (4.111)
La quantité GH™ est intéressante puisqu’elle est la somme de deux contributions : I'une
qui est une constante du matériau G;,. et 'autre qui est le résultat d’un effet structurel.
Par conséquent, cette quantité a une double nature et n’a a priori aucune raison de ne pas
dépendre de ¢. En toute rigueur, il faudrait également lui ajouter comme dépendance la
géométrie et la dimension du probleme qui est considéré. Lorsqu'une expérience de propaga-
tion de fissure est mise en ceuvre, la quantité effectivement mesurée n’est pas G. mais bien
Ggy”(f) puisque le terme d’énergie cinétique est également présent sous la forme non intégrée
(4.109). Par conséquent, le modeéle proposé renferme un élément d’explication de I'origine des
effets d’échelle observés expérimentalement (voir par exemple BAZANT et PLANAS [1998]).

Pour la suite de I’étude, il sera tout de méme supposé que la quantité G est indépen-
dante de ¢ et donc une constante notée G} qui, comme précisé ci-dessus, a la particularité de
ne pas étre uniquement une constante du matériau. Il s’agit 1a d’une simplification assez forte
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qui peut étre vue comme un développement limité a Uordre 0 de G¥". Cela signifie également
K(¢) , . ,
que le rapport =~ est constant. Par conséquent la constante G se retrouve également dans
la version taux d’accroissement infinitésimal (4.109). Ainsi, deux équations sont a considérer.
La premiere qui correspond a un taux d’accroissement infinitésimal et qui est associé a un
processus de propagation (qu’il prenne part ou non a un processus de nucléation) :
O0E,
=—-——=G 4.112
LG (1112)
et une autre qui correspond a un taux d’accroissement fini et qui est associé a un processus
de nucléation : ;
EY-E} (¢
Gine = pr() -G (4.113)

4.5.2 Typologie du taux de restitution d’énergie

Les considérations tenues dans la Sous-section 4.1.1 restent valables en replacant G, par
G*. En d’autres termes, on dispose de la propriété :

Gine est strictement croissant < G > Gipe (4.114)

Le point important est que la notion de nucléation stable donnée au début de la Sous-section
4.1.2 est associée a un état ou, pour le chargement ayant déclenché le processus, plus aucun
mécanisme de propagation n’est activé. Cela signifie entre autre que le taux de restitution
d’énergie infinitésimal G doit étre inférieur ou égal a G. Or, le bilan thermodynamique
effectué stipule également qu’au moment ou la fissure stable est nucléée, il faut avoir G, =

Gy. Par conséquent, la relation (4.114) implique que la notion de nucléation stable est
nécessairement associée a une longueur ¢ pour laquelle la fonction G, est décroissante au
sens large. Cependant, il est clair au vu des résultats établis dans la Sous-section 3.2.3, et
plus précisément avec I’équation (3.24), que la nucléation d’une fissure & partir d’un coin
anguleux implique pour des petites longueurs une fonction Gjy,. croissante. Ainsi, si celle-ci
ne change pas de sens de variation, le probleme n’admettra pas de nucléation stable. Il est
important de noter que cette propriété n’est pas tributaire d’une approche en particulier. Si
Gine €st une fonction strictement croissante de ¢ alors aucune méthode ne sera capable de
prédire une longueur de nucléation stable. Puisque bon nombre d’expériences montrent des
comportements de nucléation ne conduisant pas immédiatement a la ruine de la structure,
il existe forcément une autre typologie de courbe de taux de restitution d’énergie.

1 Gy
G

o e
|

G = C2G, (1)

0 14

FIGURE 4.7 — Illustration d’un cas ou G, admet un maximum
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Ainsi, un probleme associé a une nucléation stable telle que définie plus haut a partir d’'un
coin anguleux est nécessairement associée a un taux de restitution d’énergie G;,. dont le sens
de variation s’inverse. En d’autres termes, il s’agit exactement de la situation représentée
Figure 4.7. Pour simplifier le propos, il est possible de supposer que le chargement est linéaire
en un certain parametre de chargement C, alors Gy, est lui méme quadratique par rapport
a ce méme parametre et peut s’écrire Gy, = C2G;e. De plus, on supposera que Gj,. ne
change pas a nouveau de sens de variation. Ainsi, on notera ¢* la longueur pour laquelle le
sens de variation de Gy, s'inverse. Si le chargement dépend de plusieurs parametres ou que
celui-ci n’est pas linéaire par rapport a une certaine donnée, cela signifiera seulement que
la longueur ¢* dépend du niveau de chargement. Puisque £* est associée au passage d'une
variation croissante & décroissante, il est immédiat que Gyn.(¢*) correspond & un maximum
de la fonctionnelle. Lorsque le chargement C augmente progressivement depuis l'instant 0,
le premier instant pour lequel la condition (4.113) est remplie, associé a un chargement C*,
correspondra donc au moment ou :

Gine(0*) = C**Gine(0*) = G (4.115)

De plus, cette longueur correspondant & un maximum de G, il vient alors de (4.4) que
pour le chargement C* :

G(1*) = Gine(£*) = G (4.116)

Ce qui est compatible avec une fissure ayant arrété de se propager. Par conséquent, ce point
maximum de G;,. présente beaucoup de bonnes propriétés : il est associé a la longueur pour
laquelle la condition nécessaire (4.113) est réalisée pour la premiére fois et est compatible avec
la définition d’une nucléation stable. Enfin, il permet de déterminer a la fois un chargement
critique C* ainsi qu'une longueur de fissure associée £* comme le montre la Figure 4.7. Puisque
tous les bons éléments sont réunis, nous proposons donc de nous servir de cette analyse pour
formuler un critére de nucléation purement énergétique. Dans le cas ou une nucléation stable
est possible, nous proposons d’utiliser le point associé au maximum de Gj;,. pour déterminer
a la fois le chargement critique ainsi que la longueur de nucléation. En résumé, deux cas se
présentent :

1. soit la fonction Gy, (¢) atteint son maximum et alors la nucléation est stable et les
relations (4.115) et (4.116) avec la Figure 4.7 permettent d’en déterminer la longueur
ainsi que le niveau de chargement critique

2. soit la fonction Gy, (¢) ne présente pas de maximum atteint et alors la notion de
longueur de nucléation perd son sens. La méthode de D. Leguillon permet toutefois
d’évaluer le chargement critique pour lequel la propagation instable est amorcée.

4.5.3 Nucléation et propagation

Avant de s’intéresser plus en détail aux différentes typologies de la quantité Gj,., un mot
sur la propagation d’une fissure préexistante. Le critére énergétique introduit précédemment
se propose de juger de 'opportunité de la création d’une fissure a partir d’'un défaut présent
dans une structure qui peut, par exemple, étre un coin anguleux. Il est donc normal de se
demander s’il est capable de s’appliquer a la propagation dune fissure qui peut étre vue
comme la nucléation d’une fissure de taille infinitésimale a partir d’une fissure préexistante.
Ainsi, il est ici proposé de juger de la cohérence du critere proposé avec le cadre classique
de la propagation. Pour que la situation traitée présente un sens vis a vis de la notion de
stabilité proposée, il est nécessaire de s’intéresser a une propagation stable de fissure. La
quantité ¢ correspondra a la taille de fissure propagée a partir d’une fissure pré-existante qui
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peut étre éventuellement non infinitésimale. La théorie de la propagation classique prédit que
la longueur propagée sera infinitésimale. Contrairement au phénomene de nucléation a partir
d’un coin ouvert, la quantité taux de restitution d’énergie infinitésimal G est non nul pour
¢ =0. Cette propriété peut par exemple se voir a partir de la formule (3.24) établie Chapitre
3 par le biais de développements asymptotiques raccordés. En effet, la singularité créée par
la fissure préexistante correspond, dans le cadre aboutissant a la formule en question, au
cas A\ = \p = % Ceci implique une limite finie pour Gy, lorsque ¢ - 0%, limite étant égale
par définition a G(0). La propagation envisagée étant stable, cela signifie que G est une
fonction strictement décroissante de ¢ au moins sur un voisinage de ¢ = 0. Il sera de plus
supposé que pour toute longueur ¢, G(¢) restera strictement plus petite que G(0). Il ne s’agit
pas la d’une hypothese tres forte étant donné que dans le cas d’'une propagation stable, G
est généralement une fonction strictement décroissante. Il n’existe d’ailleurs pas a notre
connaissance de cas ou G changerait de sens de variation pour ensuite dépasser G(0) pour
un probleme de propagation stable. Pour étre le plus exhaustif possible, nous prendrons tout
de méme en compte le cas peu probable ou GG changerait de sens de variation. Soit alors
¢ >0, étant donné que E, est une fonction dérivable de /¢, le théoreme des accroissements
finis implique l'existence d’un certain réel ¢; appartenant a 'intervalle ouvert ]0, ¢[ tel que :

E,(0) - E,(0) _9E,
14 or

() = Gine(0) =G (0) < G(0) (4.117)

Etant donné que Gyn.(0) = G(0), 'inégalité précédente conduit au fait que :
Ve>0 s Gmc(g) < Gmc(0+) (4118)

En d’autres termes, G;,. admet un maximum strict en ¢ = 0*. Par conséquent, le critere
purement énergétique proposé et basé sur le maximum de la quantité taux de restitution
d’énergie fini Gy, est en accord total avec la théorie de propagation classique puisqu’il prédit
une longueur de nucléation infinitésimale (c’est le sens du maximum obtenu en ¢ = 0%), et
ce, pour le méme niveau de chargement puisque G;,.(0*) = G(0). Ainsi, le critére proposé
permet d’unifier les notions de propagation et nucléation.

4.5.4 Structures bornées chargées en déplacement

Avec un tel critere, il est naturel de vouloir un peu plus détailler quelles sont les typologies
de problémes associées a un taux de restitution d’énergie G;,. présentant un maximum. Un
premier élément de réponse concerne les structures bornées pilotées en déplacements. En
effet, pour de tels problemes, ’énergie potentielle £, correspond uniquement a 1’énergie
élastique emmagasinée par le matériau :

1
Ep:fﬁe:(c:edv (4.119)

ou, comme il a été montré, C doit étre pris égal a sa version adiabatique C,,4. Par conséquent,
en raison du caractere défini positif du tenseur C, I'énergie potentielle est une quantité
positive qui sera finie si la structure est bornée. Par conséquent, il est possible d’établir
I'inégalité suivante :

By By - B}

2 l

Le terme de gauche étant positif et présentant un numérateur indépendant de ¢, celui-ci tend
vers une limite nulle lorsque ¢ tend vers +oo. Puisque I'analyse basée sur les développements

(4.120)
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asymptotiques raccordés montre que Gj,. est croissant au voisinage de ¢ = 0, ce résultat
montre, par passage a la limite, que nécessairement G;,. présente un maximum atteint. Cela
signifie que tous les problémes associés a une structure bornée et chargée en déplacement
présenteront, si 'intensité du chargement le permet, une nucléation stable et peuvent donc
étre traitées par le critere énergétique proposé.

4.5.5 Problemes ne présentant pas de maximum

! F
0 P T

N €
! Fj 0

14 14

>
>

A

FIGURE 4.8 — Probleme du délaminage d’une poutre ou ¢ représente la longueur sur laquelle la
poutre a été délaminée

Pour illustrer le fait que la situation ou le taux de restitution d’énergie fini G;,,. ne présente
pas de maximum peut effectivement exister, le probleme du délaminage d’une poutre, chargée
par des efforts F' en extrémité comme sur la Figure 4.8, va étre traité. Dans ce cadre, /
désignera la longueur sur laquelle la poutre a été délaminée. La relation de Clapeyron permet
d’affirmer que, dans le probleme considéré, ’énergie potentielle est exactement 'opposée de
I’énergie ¢lastique. Par conséquent, on trouve :

1 0 1 3
Ep(g) = —E » M(3)2d8 = —E (§F2) (4121)

Ainsi le taux de restitution d’énergie fini se met sous la forme :

ES-El(6) 1 o 1 (12
Gine = L—2-2 = f M(s 2ds=—(—F2)—>+oo 4.122

e 14 2ET J- () 2ET\3 (o0 ( )
qui est une fonction strictement croissante tendant vers l'infini. Par conséquent, il existe
bien des problemes ou Gj,. ne présente pas de maximum. Ces problemes ne peuvent pas
étre traités par le biais du critere que nous proposons et il n’est pas possible d’obtenir une
nucléation stable.

4.6 Taux de restitution de I’énergie en milieu infini

Une derniere typologie de G, étant intéressante correspond a une situation ou un pro-
bléeme est, comme pour ’exemple de la Sous-section 4.5.5, piloté en efforts mais ou, cette
fois-ci, une nucléation stable est envisageable. Le probleme proposé pour permettre d’illus-
trer ce type de probleme correspond a une structure infinie. Par conséquent, il s’agit 1a de
I'occasion de clarifier la notion de variation d’énergie potentielle en milieu infini.

Il a été vu que la force thermodynamique associée a la propagation ou la nucléation d’une
fissure est le taux de restitution d’énergie, qu’il soit infinitésimal pour la propagation (et noté
(), ou fini pour la nucléation (et noté Gy,.). La variation d’énergie potentielle existant entre
deux situations est par conséquent une quantité cruciale. Cependant, appréhender cette der-
niere de maniere précise n’est pas chose aisée. En effet, il est a noter que, bien souvent, les
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problémes traités consistent en 'apparition d’objets de petite dimension dans de grandes
structures. Par conséquent, les variations apportées par la présence de la fissure peuvent
étre vues comme une perturbation par rapport a la situation initiale. Cela implique que la
variation d’énergie potentielle induite est généralement d’un faible ordre de grandeur par
rapport a la quantité énergie potentielle elle-méme. Ce phénomene est d’autant plus mar-
quant qu’il est courant de substituer a des structures finies des structures infinies. Se faisant,
un acces plus simple & des approches analytiques est souvent obtenu et la dépendance vis a
vis de la taille macroscopique de la structure est écartée. Les classiques facteurs d’intensité
de contrainte pour une fissure dans un plan en déformations planes sont par exemple obtenus
pour un domaine infini. De plus, pour les problemes bidimensionnels, une approche tres effi-
cace et dont la puissance a déja été illustrée précédemment est basée sur les transformations
conformes. Cette derniere permettant d’obtenir des solutions exactes, il serait tres agréable
de pouvoir I'utiliser afin d’accéder au taux de restitution d’énergie. Cependant, si une telle
méthode est envisagée, il est intéressant de traiter ou bien de structures convexes et bornées
ou alors de domaines infinis possédant un trou de forme quelconque, ’avantage de ces deux
configurations étant que la forme des potentiels complexes associés est alors parfaitement
connue. Puisque la présence d’une fissure ou d’un trou hote le caractere convexe a la struc-
ture considérée, il est plus agréable, dans les cas ou cela est possible, de se placer dans une
situation de domaine infini. Malheureusement, utiliser de telles structures s’accompagne de
son lot de complications. En effet, I’énergie potentielle devient alors un concept mal définie.
Par exemple, les frontieres ne pouvant pas étre explicitées, il est impossible de donner une
définition claire du travail virtuel des efforts extérieurs donnés. De plus, il est connu que
I’énergie potentielle ne reste pas finie lorsque la structure est vue comme la limite d’une
suite de domaines dont les frontieres extérieures sont repoussées a 'infini. Cela signifie éga-
lement que plus la structure considérée est grande et plus il devient délicat de quantifier au
niveau énergétique la variation liée a la nucléation de la fissure puisque cette derniere sera
effectivement une perturbation arbitrairement petite.

Une problématique bien réelle est donc de savoir comment calculer proprement la diffé-
rence d’énergie potentielle existant entre deux situations, I'une saine et 1'autre fissurée, pour
une structure infinie. Bien que cette question soit classique et abondamment documentée,
nous pensons utile d’en souligner certains aspects peut-étre moins connus. Un exemple tres
simple, permettant de bien fixer les idées, sera traité dans un premier temps. A partir de
celui-ci, une méthode permettant d’obtenir la quantité cruciale Gj;,. et se basant sur les po-
tentiels complexes des deux situations considérées sera établie, montrant ainsi une nouvelle
fois toute l'efficacité des méthodes de transformations conformes.

4.6.1 Variation d’énergie potentielle dans des structures infinies
due a la nucléation de défauts

Comme spécifié en introduction de cette section, la notion méme d’énergie potentielle
n’a de sens que pour des structures bornées. Lorsque le probleme d’intérét concerne un do-
maine infini, une facon naturelle de I'appréhender du point de vue énergétique est de le
considérer comme la limite d’une suite de domaines bornés ou les frontieres dites extérieurs
(par opposition & des frontieres intérieures pouvant correspondre a la présence d’'un trou ou
d’une fissure) “tendent” vers l'infini. Ce n’est qu’a cette condition qu’il devient possible de
manipuler une notion d’énergie potentielle, laquelle tend également vers l'infini. Par consé-
quent, pour accéder a la variation d’énergie potentielle en milieu non borné, trouvant son
origine dans la nucléation d'une fissure ou dans la propagation d’une fissure préexistante,
il est nécessaire de travailler avec deux fonctionnelles tendant vers 'infini & mesure que les
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frontieres extérieures du domaine borné sont repoussées a I'infini. Un résultat tres intéressant
est que la différence de ces deux quantités possede quant a elle une limite finie. Ainsi, une
définition tres intuitive du taux de restitution d’énergie en milieu infini correspond a cette
quantité limite divisée par la longueur de la fissure créée, qu’elle soit nucléée ou propagée.
A partir de cette définition un peu “ littéraire 7, deux idées venant naturellement a ’esprit
et permettant de calculer cette quantité vont étre présentées.

L’objectif principal étant d’obtenir une formule basée sur les transformations conformes,
le cadre de I’étude sera celui de probléemes bidimensionnels en déformations planes ou en
contraintes planes. Comme précisé ci-dessus, pour pouvoir parler d’énergie potentielle, il est
nécessaire de partir d'une structure bornée. Le domaine associé sera noté () et ses frontieres
correspondront a df). Pour étre un peu plus précis, la structure considérée sera semblable a
celle représentée Figure 4.9 ot un trou carré est présent. Une hypothese importante, allant
dans le sens des transformations conformes, est que les conditions aux limites sont seulement
de type contraintes. Une implication immédiate est que, grace a la relation de Clapeyron,
I’énergie potentielle du systeme peut se mettre sous la forme :

1
By=-5 /89 ¢.0.ndS (4.123)

8Qemt

FIGURE 4.9 — Gauche : structure sans défaut Q°, Milieu : structure identique avec présence de deux
fissures Qf, Droite : définition de deux sous domaines € et Qs ayant T’ pour frontiére commune

Comme dans les précédents chapitres, les quantités associées a la structure saine (sans
fissure ou, plus généralement, sans défaut) seront notées avec un exposant 0. Par exemple,
une solution du probléme sain sera notée (£°,09). De la méme facon, les quantités relatives
a la structure avec défauts seront notées avec un exposant f. Dans ce qui suit, £ sera la taille
caractéristique des défauts introduits dans la structure et a 'origine de la variation d’énergie
potentielle. Par conséquent, une solution sera notée (Sf ,of). Avec ces notations, la différence
d’énergie potentielle entre deux situations (avec ou sans défaut) s’exprime comme :

oo

p p 2

1
[ ¢olmds - fa _ €ho"ndS (4.124)

Les intégrales peuvent étre prises uniquement sur 0., si il est supposé que le trou et les
défauts sont libres de contraintes (cette expression serait encore valide si la fissure était fer-
mée, voir (2.93)). Ainsi, la variation d’énergie potentielle pour une structure infinie peut étre
interprétée comme le comportement asymptotique de (4.124) lorsque la frontiére extérieure
0z est repoussée a 'infini. Malheureusement, cette formule et cette définition ne peuvent
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étre utilisées que si les solutions des problemes pour différentes frontieres sont connues. Cela
demandant la connaissance de beaucoup d’informations, elles ne sont de fait pas vraiment
utilisables en pratique. Lorsqu’une approche basée sur des transformations conformes est
adoptée, seul un acces aux solutions de la structure infinie équivalente est donné. Toute la
problématique réside donc dans le fait de savoir s’il est possible, a partir de la connaissance
seule des solutions en domaines infinis, de caractériser le comportement asymptotique de
(4.124) qui est connu pour étre une quantité finie.

Avec cet objectif en téte, une premiere idée serait de considérer les couples (£°°’0, o)
et (€27, 0°f), solutions des problémes infinis équivalents et de s’en servir pour former
le méme genre d’intégrales que celles présentes dans (4.124) mais sur une surface bornée
donnée. Cette surface sera alors repoussée vers I'infini et le comportement asymptotique de
I'objet formé sera étudié. Pour un probléme bidimensionnel, cette surface bornée peut par
exemple étre choisie comme étant un cercle de rayon R, ce qui conduirait a considérer la
quantité suivante :

Alzlf gm’f.am’f.eRdS—lf £°0.0%0 epdS (4.125)
2 Jr=R 2 Jr=R

L’idée serait donc d’étudier le comportement asymptotique de A lorsque R tend vers 'infini.
Il s’agit par exemple du choix fait par [BOwIE, 1956] pour pouvoir calculer le taux de resti-
tution d’énergie. Cependant, il ne semble pas clair si 'expression (4.125) permet de rendre
compte correctement de (4.124) ou non. En effet, étudier le comportement asymptotique de
(4.124) implique de devoir prendre la limite lorsque la frontiére 0€2,,; est repoussée a I'infini.
Malheureusement, 'intégrale et I'intégrande dans (4.124) dépendent tous deux de 0€2,;. Par
conséquent, il n’est pas évident que cette quantité converge vers la méme limite que A
lorsque R tendra vers l'infini. En fait, il sera démontré dans la prochaine sous-section qu’uti-
liser ’expression A; pour calculer la variation d’énergie potentielle peut aboutir a une erreur
qui est du méme ordre de grandeur que la différence d’énergie elle méme. Par conséquent,
elle ne peut pas étre utilisée pour accéder a (4.124).

La méthode que nous proposons pour calculer correctement la différence d’énergie po-
tentielle dans une structure infinie équivalente trouve son origine dans ’expression (3.12) et
donc dans les travaux effectués par D. Leguillon. En effet, cette formule permet d’obtenir,
pour des domaines bornés, une forme de (4.124) ou il n’est pas nécessaire d’intégrer sur 052.
Pour étre plus précis, il est possible de démontrer grace au théoreme de Maxwell-Betti que la
quantité It = [, (ff.ao.n - Eo.af.n) dS est en fait indépendante du choix du contour I'" pour
peu que celui-ci entoure le trou ainsi que les défauts (comme sur la Figure 4.9). Le vecteur n
correspond a la normale au contour considéré, orientée vers l'extérieur du domaine contenant
le trou. En particulier, ce contour peut étre choisi comme étant égal a 9€).,;. En remarquant
que pour ce choix particulier de contour o/.n et a%.n sont égaux (puisque la structure est
chargée uniquement en contraintes) on obtient :

1
Ey-Bl =5 o (¢/.0'n-¢"0fn)dS (4.126)

En utilisant alors 'indépendance des quantités Ir par rapport au contour I', il est possible
de s’affranchir du support d’intégration 92 dans la formule précédente et ainsi obtenir :

1
B =B = [ (¢ 0" n-¢ 0l n)ds (4.127)

Cette idée est trés prometteuse puisqu’en comparaison de (4.124), la dépendance en 952 de
(4.127) est cette fois-ci seulement due a 'intégrande. Par conséquent, cette derniere forme de
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la variation d’énergie potentielle en domaines bornés incite a utiliser une nouvelle expression
pour tenter de trouver la variation d’énergie potentielle pour des structures infinies. En se
basant sur les notations introduites précédemment, I’expression en question serait :

Ay = % / (7.0 n - €007 n)dS (4.128)
r

Gréce aux considérations précédentes basée sur le théoreme de Maxwell-Betty, As ne dépend
pas du choix du contour I' tant que celui-ci entoure le trou ainsi que les défauts. En particulier,
il peut étre choisi comme étant égal au contour r = § dés que J est pris suffisamment grand
pour que I' remplisse les conditions précédentes. L’expression obtenue est agréable puisqu’il
n’est pas nécessaire de considérer la limite lorsque ¢ tend vers I'infini.

La suite de la discussion va s’organiser autour d’'un exemple permettant de discréditer
I'usage de A; et, au contraire, de conforter celui de Ay lorsqu’il s’agit de retrouver la limite
de (4.127) pour un domaine donc les frontiéres extérieures sont repoussées a l'infini.

4.6.2 Un exemple simple : Variation d’énergie potentielle pour la
nucléation d’un trou circulaire en contraintes planes

. .

. .
- —_—
. .

. .
-~ ——_—

R - :

. .
- —_—
. .

. .
- —_—

'
.
“— >

T T EREERE

FI1GURE 4.10 — Gauche : Structure saine (50, 0'0), Millieu : Structure bornée avec un défaut (Ef, O'f),
Droite : Structure équivalente infinie avec un défaut (E“”f ,of )

Dans cette partie il sera discuté si la quantité A; définie par (4.125) est équivalente & A
définie par (4.128) lorsque R tend vers U'infini et, plus important, si 'une d’elles permet de
rendre compte correctement du comportement asymptotique de (4.124) lorsque la frontiere
extérieure 0€).,; est rejetée a I'infini. Cette discussion sera tenue sur un exemple tres simple
d’une structure en contraintes planes ou le défaut sera un petit trou circulaire. Le probleme
en question est représenté Figure 4.10 et consiste en une plaque circulaire de rayon R soumise
a une traction uniforme sur sa frontiere extérieure.

L’avantage de cet exemple tres simple est qu’il contient tous les ingrédients nécessaires
afin de mener la discussion annoncée précédemment tout en permettant d’accéder de maniere
analytique aux solutions des différents problemes. Une simplification tres agréable est que
les solutions de la structure saine sont les mémes que cette derniere soit bornée ou non. Par
conséquent, il sera commode dans cet exemple simplifié de regrouper ces deux solutions sous
la seule notation (50, 0'0) puisque le symbole oo n’est plus nécessaire pour différentier le cas
borné du cas infini. En coordonnées cylindriques, en dehors de oy, les seules composantes
non nulles des différents champs tensoriels sont :

& -

0 —
UTT -

Tr
2(A+p) (4.129)
T
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De la méme fagon, les champs notés précédemment (Ef ol ), c’est-a-dire associés a une
solution du probléme borné avec un défaut de taille caractéristique ¢, peuvent s’exprimer en

coordonnées polaires par :
e - Tr ( 1 1 52)

+ —_——
T-n\2(\+p) 2ur?
) 2 (4.130)
Uf’r =T r?
L-n

ou n est la porosité du probleme définie par 2—22. Finalement, une solution de la structure
infinie équivalente présentant le méme défaut et notée (£°°’f o f ) précédemment peut se

déduire facilement de (£f yof ) en prenant sa limite lorsque n tend vers 0. Il vient :
1 12
&l = Tl —m =
2(A+p)  2ur?
2

oo, f  _
Oprr = T(l—ﬁ)

(4.131)

A partir de ces différentes solutions, il est désormais possible de conclure quant a 'usage de
(4.125) et (4.128) pour calculer la variation d’énergie potentielle.

Variation d’énergie potentielle pour les structures infinies

La variation d’énergie potentielle due a la présence du trou circulaire pour les structures
bornées peut se calculer grace a la formule (4.124). Avec les solutions données précédemment,
cette variation prend la forme :

1 1 1 1
. [ 00 €01 + = f ol ¢1dl = wR2T? 1 ( . —) (4.132)
2 Jr=R 2 Jr=R 1- n 2 ()\ + M) 2,u

La variation d’énergie potentielle entre les problemes infinis équivalents a été définie comme
étant la limite de(4.124) lorsque les frontieres extérieures étaient rejetées a l'infini. Dans ce
exemple, cela signifie qu’il faut considérer la limite de (4.132) lorsque R ~ oo. Une telle
opération donne :

1 1
oo _ 22
AEY = ml*T (—2Iu YISO ()\+,u)) (4.133)

qui est donc l'expression que doivent permettre de retrouver A; et/ou As.

Expression A,

Puisque les solutions saines sont les mémes, que la structure soit bornée ou non, A; défini
en (4.125) se calcule comme la limite de :

! f o0 €0l + 1 / ohegtond) = T2 [yt 4 1T (4.134)
2Jr=r " 2Jr-r """ 2(A+p) 2
ou R tend vers l'infini. Il vient immédiatement que :
1 1
Ay =7lPT?| — - ———— 4.135
Ler (2u 2(>\+u)) (4.135)

qui ne correspond pas a AE> calculé en (4.133). Il semble donc que (4.125) ne soit pas
capable de calculer proprement la variation d’énergie potentielle liée a la nucléation d'un
défaut ou a la propagation d’un défaut préexistant. En fait, utiliser (4.134) introduit une
erreur qui est du méme ordre de grandeur que AE* lui-méme.
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Expression A,

Désormais que (4.125) est disqualifié, le méme exemple va montrer cette fois Uefficacité
de (4.128). Avec les champs introduits précédemment dans (4.130) et (4.131) la quantité A,
prend la forme :

2 2(A+p)

Comme attendu, la forme obtenue de Ay est effectivement indépendante du choix de 6. De
plus, il s’agit bien la de la méme expression que AE>* obtenue en (4.133). La formulation
(4.128) est celle permettant de calculer correctement la variation d’énergie potentielle pour
des structures infinies. Ce résultat est de premiere importance puisqu’il permet de montrer
qu’il y a un sens a parler de variation d’énergie potentielle pour des structures infinies
alors que le concept méme d’énergie potentielle n’est, lui, pas correctement défini. Il incite
également a disqualifier la premiere formulation que 1’on trouve dans la littérature. Enfin, il
redonne toute son efficacité et son intérét aux solutions des domaines infinis lorsque le but
est d’appréhender un probléeme de nucléation ou de propagation de fissure.

A la fin de cette discussion, toutes les bases ont été posées pour pouvoir calculer cor-
rectement la variation d’énergie potentielle lorsque les deux couples de potentiels complexes
associés aux structures infinies saines et fissurées sont accessibles.

Ay = % f y (o0&l —ofy>el) di = n*T? (i + ;) (4.136)

4.6.3 Potentiels d’Airy complexe

Dans ce qui précede, une formulation a été établie et éprouvée afin de calculer proprement
la variation d’énergie potentielle dans des structures infinies a partir seulement des solutions
(£O’°°, 0'07°°) et (Ef < ol ’°°). Par conséquent, il est désormais possible de voir comment celle-
ci peut étre adaptée lorsque les potentiels complexes permettant d’accéder a ces solutions
sont disponibles. Dans ce qui va suivre, il n’y a plus d’ambiguité concernant le fait que les
problémes traités sont tous associés a des domaines infinis. Par conséquent, pour alléger les
notations, ’exposant co est abandonné.

Tout d’abord, il a été montré que la quantité A, définie par (4.128) est en fait indépen-
dante du contour support d’intégration I' a la seule condition que celui entoure le trou et
les défauts (dans la mesure ot le probleme traité est similaire a celui représenté Figure 4.9).
Sous ces conditions, le choix de I' étant arbitraire, le contour peut étre choisi comme étant le
cercle de rayon R. Avec ce choix, les différents termes de 'intégrande dans (4.128) prennent
la forme particuliere :

g0 =000 + €500, (4.137)

ou « et [ sont des exposants pouvant étre égaux a 0 ou f. En raison du choix particulier de
I', les quantités devant étre intégrées sont plus précisément de la forme :

(¢208 +€50l,) RdD (4.138)
L’objectif est d’obtenir une formule de représentation de cette quantité a partir des potentiels

complexes associés.

4.6.4 Représentation complexe

Selon [MUSKHELISHVILI, 1953], il est possible d’obtenir ces différentes composantes des
champs tensoriels a partir des fonction d’Airy complexes associées au probleme sain et au
probleme avec défauts. Les formules de représentations reliant ces différentes quantités ont
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été données en coordonnées cartésiennes par (2.7). Pour un probleme donné € {0, f}, les
mémes formules de représentation adaptées aux coordonnées polaires deviennet :

B B _ B’ B’
of +0p=2("(2) + 07(2)) 139)
0p = 0o+ 2107y = 26 (07 (2) + 207 (2))

en ce qui ce qui concerne les contraintes. Une combinaison de ces deux équations permet
d’en établir une troisieme qui sera tres utile pour la suite :

of —io’ = P (2) + o (2) - 2 (V7' (2) + 7% (2)) (4.140)

En ce qui concerne les composantes du déplacement (a un mouvement rigidifiant pres), il
vient, en coordonnées polaires :

20 (0 +i5) = 7 (kg (2) - 297 (2) - ¥°(2)) (4.141)

Puisque la variable de position complexe z sera uniquement utilisée sur le contour I' qui
a été choisi comme un cercle, celle-ci peut se mettre sous la forme Re®. Il s’ensuit que
Iélément différentiel sur le contour est dz = ie®® Rdf. Par conséquent, le produit de cet
¢lément différentiel par les deux quantités complexes (4.140) et (4.141) donne :

(€2 +igg) (o8, —iof)) dz = (€208 + €500, +i (&40l - €207,) ) ie” Rdd (4.142)

A partir de ce résultat, il est possible de donner une représentation complexe de la quantité
d’intérét (4.138) qui est simplement :

(€208, +€50%)) RdO = Tm (62 +i€g) (08, —iol,) edz) (4.143)

Finalement, dans le but de calculer (4.128), il est nécessaire de traiter avec les intégrales

suivantes :
fr (fﬁa +&go) )ds =Im (/ (& +1i&p) ( - wﬁe) e’iedz) (4.144)

pour « et (§ différents et a valeur dans {0, f}. Au facteur 2u pres, il s’agit donc d’expliciter
la partie imaginaire de :

L (7 )+ 670 - e (07(2) 476 (9)) (17 () - 2077 ) - 0°(2) ) d =
[ ke 207 (207 (2) + w200 ()07 (=) = mp™ ()07 (2) = K367 (2)™ (2)
- (5) - gl (z) g (2) o+ PR (2)
— e 20 ()P (2) = e ()P (2) + ()P (2) +ze(2)e? (2) ) dz
(4.145)

Eu égard au fait que les deux potentiels ¢ et 1 sont tous deux des fonctions holomorphes,
I'idée est de calculer cette formule un peu lourde par le biais du théoreme des résidus.

4.6.5 Calcul a I'aide du théoréme des résidus

Pour établir la formule (4.145) I'hypotheése de structure infinie n’a pas été nécessaire.
Le seul pré-requis était en effet d’avoir acces aux potentiels complexes des problemes, que
ceux-ci soit bornés ou non. Comme rappelé ci-dessus, une propriété essentielle est que les
deux potentiels p® and ¥* sont holomorphes. Malheureusement, ils apparaissent aussi dans
(4.145) sous leur forme conjuguée et il est bien connu que ces derniéres, en tant que fonction,
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ne jouissent pas de cette propriété. C’est ici que 'hypothese de milieu infini va jouer un
role. En effet, elle implique que ¢® et ¥ sont holomorphes sur le plan complexe privé du
trou et des défauts. En particulier, les deux potentiels ne sont pas holomorphes en z =0 en
supposant que l'origine du repéere se trouve a l'intérieur du trou. Par conséquent, sous de
telles hypotheses et en travaillant un peu sur le comportement a l'infini des potentiels (par
exemple en procédant par superposition pour se ramener a des conditions de contraintes
libres), les théoréemes d’analyse complexes stipulent que la forme générale de ces potentiels
est connue, et ce, quel que soit a € {0, f} :

+00 aCl{
“(2)=afz+ Z —i
+00 a

P (2) = b§ Z“‘Z b

(4.146)

ou (af') et (b$) sont des suites a valeurs complexes. Il est également possible de montrer que
les coefficients de proportionnalité des termes linéaires de (4.146) dépendent uniquement du
chargement extérieur a I'infini. Par conséquent, il s’agit de constante prenant la méme valeur
que « soit égal a 0 ou & f. De plus, puisque l'intégrale de (4.145) a lieu sur le cercle de rayon
R, le jeu d’équations suivant peut étre déduit :

, R2 R

z=Re? | |z2?=R* | z=— e 0= = (4.147)
z z

Ces relations vont s’avérer tres utiles puisqu’elles vont permettre de supprimer la dépendance

vis a vis de Z pour ne garder que z. Par exemple, sur le contour I', on trouve :

bozRQ +00 ba
Z b (4.148)

Pe(z) =

qui est une formulation pouvant étre vue une somme de termes associés a des fonctions
holomorphes sur le domaine composé du trou ainsi que des défauts privé de 'origine. Par
conséquent, I'intégrande présente dans (4.145) peut s’interpréter comme la trace de fonctions
holomorphes. Le contour I' étant fermé, toutes les précautions ont été prises pour pouvoir user
du théoréme des résidus et ainsi accéder a une expression de (4.145) plus simple & manipuler.
Pour des raisons de clarté, puisque les différents termes de I'intégrande peuvent en fait étre
traités séparément, seul le calcul de 'un d’eux sera détaillé. Les calculs des autres termes
sont donnés en Annexe A.7. Ces derniers sont d’ailleurs loin d’étre inintéressants puisque,
en raison de considérations ultérieures, il a été montré que la variation d’énergie potentielle
était sous la forme (4.128) indépendante du choix de T". La traduction de cette propriété sur
la formule (4.145) est que celle-ci ne devrait pas, au terme des différents calculs, dépendre de
R qui a été choisi arbitrairement. Ces calculs auront donc également un role de vérification
de la propriété annoncée. A partir de la forme de p* et de ¥* donnée en (4.146), il est par
exemple possible de calculer :

' R2 +oo o —  +oo ka Zk+1
-2i0, .« ! _ « k e
/F/fe ©*(2) P (z)dz-m/;;(aoz+;;)( ay Z T2 )d

- +00 kaaaﬁ
= 2ink | R2a%a’ + k_k
( 0*0 = RQk

(4.149)

Gréace a I’ensemble du travail préliminaire qui a été mené, il est désormais clair que, s’il est
un peu fastidieux, le travail permettant d’expliciter (4.145) en fonction des coefficients a?,
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af , b et b’f ne présente techniquement aucune difficulté. Cependant, la quantité d’intérét
n’est pas seulement [ £€%.0%.ndS mais plutot :

1 1
= [ €0 mdS-= | €.0% 4.1
2/F£ o”.ndS erﬁ o®.ndS (4.150)

qui peut se déduire facilement des résultats donnés par (A.81) en Annexe. Enfin, puisque
seule la partie réelle est nécessaire, le résultat est grandement simplifié et peut se mettre
sous la forme :

1
5 ([Fga.aﬁ.n—gﬁ.a-a.ndS) = %Re( (boaﬂ bﬂa1 + aobﬁ _ aoba) +a0b0‘ _ aobﬁ

+Pag - 53al + VPag - 03al + 03ad - blaT

(4.151)

qui est bien indépendant de R. Afin de pouvoir déduire la variation d’énergie potentielle il

est possible, a partir de (4.128), d’utiliser (4.151) pour « = f et 5 = 0. De plus, puisque les

coefficients d’indice 0 dans (4.146) ne dépendent que du chargement a l'infini et que celui-ci

est le méme dans la situation saine et avec défauts, la relation (4.151) se simplifie de la fagon
suivante :

E0-Ef - 2136( ki (bo(a? = al) + ao(09 - b)) —ag(B0 - b)

M R _ (4.152)

rag (0] - b]) + @B - b]) + by(af - a) )

Le recours a cette formule, élégante de par sa compacité, suppose tout de méme que les po-
tentiels complexes associés a des structures possédant une géométrie complexe soient connus.
Cependant, ces potentiels sont bien souvent connus de maniere implicite par le biais de trans-
formation conforme. Il reste donc a savoir si cette formule peut étre adaptée au cas ou seul
un acces direct est donné aux potentiels antécédents.

4.6.6 Variation d’énergie potentielle et transformations conformes

La formule (4.152) est frappante puisqu’elle ne dépend que des premiers coefficients de
la décomposition en série de Laurent des potentiels complexes (4.146). Comme le montre
Bowig [1956], il est en fait possible d’utiliser des transformations conformes pour accéder
aux valeurs des coefficients ag, ai, by by dans les deux problemes sain et fissuré. Ce résul-
tat est tres important car il permet d’étendre grandement le domaine d’utilisation de la
méthode proposée. En supposant avoir acces a la décomposition en série de Laurent de la
transformation conforme considérée, il vient :

w*(¢) =" (C+ ii) (4.153)

i ¢

Il s’agit 1a en effet de la forme générale d'une fonction holomorphe sur I'extérieur du cercle
unité dans un probleme de mécanique. De maniere générale, les deux potentiels antécédents
peuvent également se mettre sous la forme :

SRS

[ee)
o0

Ba (4.154)
ve(¢) = By Z?’“
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La démarche de transformation conforme a justement pour finalité de donner, pour un pro-
bléme donné, les valeurs des A et des B Le lien entre les potentiels du domaine image et
les potentiels antécédents est donné par le jeu de relations (2.10) qui est ici rappelé :

z = w*(C)
p*(z) = Q) (4.155)
ve(z) = ¥(Q)

ou ¢ et 1) peuvent se mettre sous la forme (4.146). Par conséquent, en insérant dans ces
relations 'expression de w® donnée par (4.153), on obtient au premier ordre en % :

o ., o 1 or, AT 1
agy (§+—)+T+O(—):A(+—+O(— (4.156)
° ¢/ ¢ ¢? ¢ ¢?
Cette égalité devant étre vérifiée pour tout ¢ appartenant a l'extérieur du cercle unité im-
plique :

o _ A0
% = Ta (4.157)
af = 7" (A} - Afc)

Des relations similaires permettant d’obtenir bf et b a partir de Bf et de B peuvent étre
déduites. Par conséquent, tous les outils ont désormais été établis pour pouvoir appliquer
cette méthode au calcul de la variation d’énergie potentielle a un probleme concret.

4.6.7 Un exemple de taux de restitution d’énergie obtenu via une
transformation conforme

o pey ® ey o = —pey ® ey
oSS T oo T T T \ ST \
[ | | !
| | ' .
| | . !
! €y ! ; I
[ A | ! .
! | | : 0 16 E
[ 7 | | !
| | : X
| | : X
| I o e S >8I | : :
| | ‘ :
: [ : I
: I E / :
[ : ! 0 i ;
| | . :
| | . :
| | . :
! ) : ;
\ _ N

FIGURE 4.11 — Trou carré dans un milieu infini en déformations planes. Gauche : structure saine
soumise a un chargement donné. Droite : structure avec deux fissures ouvertes symétriques d’ex-
tension £ pour le méme chargement

Dans le but de montrer l'efficacité de la formule (4.152), il est intéressant de 'utiliser
pour calculer effectivement la variation d’énergie potentielle dans un cadre plus concret.
Ainsi, nous proposons de traiter du probleme de la nucléation de fissures dans une structure
présentant un trou carré comme illustré Figure 4.9. Ce sera également 'occasion de voir a
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quelle typologie ce probleme appartient en examinant si G;,. présente bien un maximum ou
non.

Il a déja été vu que cette géométrie de trou carré pouvait étre obtenue grace a une trans-
formation conforme basée sur la formule de Schwartz-Christoffel (cf. (3.40)). Cependant,
dans le cas présent, le carré ne possede pas la méme orientation. Par conséquent, la transfor-
mation conforme en question est 1égerement différente. En effet, sa dérivée au sens complexe
vaut : )

o 0 1)>

W () =4 (1 _ F) (4.158)
ot 7Y est un nombre réel qui est ajusté de maniere a ce que I'image du cercle unité soit un
carré de coté a. Plus précisément, la relation z = w%(¢) implique que dz = w® (¢)d(. Lorsque
¢ décrit le cercle unité dans le domaine antécédent, 1’élément de longueur du plan image se
met sous la forme dl = [w°'(¢)|dO. Dans cette expression, © correspond a I'argument de ¢
qui est donc I'antécédent de z par w et, comme & I’accoutumée, |.| correspond au module
d’un nombre complexe. Il est alors clair que 7° doit vérifier :

70f92 V/25in(20)d6 = a (4.159)
=0

Dans la méme lignée, la formule de Schwarz-Christoffel permet également de donner acces
indirect a la transformation conforme permettant de passer de I’extérieur du cercle unité vers
I'extérieur du trou carré présentant deux fissures positionnées comme sur la Figure 4.11. La
dérivée au sens complexe de cette transformation conforme w/’ vaut :

)2

»

w!'(¢) =f (4.160)

ou 7/ et y contrdle de maniére couplée et non triviale & la fois la dimension du carré ob-
tenu ainsi que l'extension des deux fissures. En effet, les points du domaine antécédent (
appartenant au cercle unité et ayant des arguments © compris entre 0 and § - x auront pour
image des points figurant sur le coté supérieur droite du trou carré. De méme fagon, si ©
est compris entre 7 — x et 7 alors I'image de ( se trouvera sur la levre droite de la fissure
supérieure. Par des arguments de symétrie, I’ensemble du trou carré et des deux fissures sera
bien I'image, par w/, du cercle unité. Le choix particulier de x = 0 permet par exemple bien
de retrouver w tandis que x = § conduit a considérer un cas particulier de transformation de
Joukowsky (voir (2.12)) qui permet d’obtenir, & partir du cercle unité, un segment vertical.
Avec des considérations similaires a celles exposées précédemment, il vient que 'extension

de la fissure ¢ ainsi que la dimension du carré a se déduisent de v/ et y de la facon suivante :

ot /S 2c0s(0)+/25in(20) 40 . fg—n 2c0s(0)/25in(20) 46
! 0=2-1 2¢0s(20) + 2 cos(2)|i " Jomo 12cos(20) + 2 cos(2y)|1
(4.161)
En ajustant simultanément of et y il est possible d’établir de facon analytique la dérivée au
sens complexe de la transformation conforme menant au domaine désiré illustré Figure 4.11,
a savoir un domaine infini privé d’un trou carré de coté a avec deux fissures de taille ¢ .

Il a cependant déja été indiqué, dans le cadre du Chapitre 3, Section 3.4, qu’il n’était pas
possible d’accéder de maniere directe & w® et w/. Il est par contre possible de les représenter
par leur développement en série de Laurent, c’est-a-dire de la forme (4.153). A notre connais-
sance, il n’est pas possible de résoudre I’équation de Fredholm lorsque la série est considérée
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dans son intégralité. Encore une fois, nous proposons de ne considérer qu’une troncature a
I'ordre N de la série de Laurent :

o ofeas & 4.162
= (co 2 %) (4.162)
ce qui conduit a une approximation de la géométrie voulue. Dans ce cadre, le probleme de-
vient parfaitement solvable puisqu’il suffit de résoudre un systéme linéaire de taille 2N x 2N
(voir Annexe A.38). Les écueils d’une telle opération ont toutefois déja été présentés. En
effet, les cotés du carré ne seront plus tout a fait des segments mais oscilleront légérement
et les valeurs de ag, af, by et by obtenues au terme du procédé ne seront plus exactes
mais simplement des approximations. Bien évidemment, plus N sera élevé, meilleure sera
I’approximation. Le probléme le plus frappant est que la géométrie approchée présente des
interpénétrations au niveau de la fissure. Une premiere fagon de palier ce dernier phénomene
est celle utilisée dans le Chapitre 3, Section 3.4 qui consiste a ne pas utiliser le cercle unité
comme support antécédent, mais un cercle de rayon légerement supérieur. Malheureusement,
cette option invalide les relations (4.161) et rend plus difficile le réglage de v/ et de x. Une
autre solution consiste a remarquer que les fissures considérées dans ce probleme sont ou-
vertes et sont par conséquent libres de contraintes. Lorsque le probléeme mécanique sur la
géométrie approchée sera résolu, les levres de la fissure approchée seront effectivement libres
de contrainte. Par conséquent, 1’énergie contenue dans les petites parties s’interpénétrant
sera négligeable et celles-ci n’auront pas, par conséquent, d’effet structurel. Par conséquent,
il est possible de travailler directement sur 'expression (4.162) sans se soucier des interpéné-
trations. Les deux solutions proposées marchent toutes deux tres bien. Puisque la premiere
a déja utilisée, nous proposons cette fois-ci d’opter pour la seconde qui est la moins intui-
tive mais également la plus simple a mettre en ceuvre. L’approximation obtenue du taux
de restitution d’énergie G;,. en tant que fonction de la longueur de fissure [ est présenté
Figure 4.12. Ces résultats ont été obtenus pour les choix de parametres suivant : p = F et

Ginc
0.2 -

0.16 |
0.12}
0.081

0.04

14

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 ¢

FIGURE 4.12 — Taux de restitution d’énergie G, obtenu par la formule (4.152) pour une troncature
de la série de Laurent a l'ordre N =250 et pour des fissures de taille £ variables

v = 0.35 ou p caractérise l'intensité du chargement. Pour cet exemple, un ordre de troncature
N =250 a été utilisé, ce qui signifie que le nombre de degrés de liberté est de seulement 500.
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Ce probléme sera traité plus loin par une autre méthode (voir Chapitre 6, Section 6.5 et
plus particulierement la Figure 6.11) usant de structures bornées. Ce double traitement aura
I’avantage de confirmer le degré de précision des résultats obtenus ici, confirmant de fait le
caractere inoffensif des zones d’interpénétration, la formulation (4.128) ainsi que le discours
tenu sur la variation d’énergie potentielle en milieu infini. Néanmoins, il est d’ores et déja
possible d’affirmer qu’étre capable d’obtenir de bons résultats avec si peu d’inconnues est un
gage de l'efficacité de la méthode proposée qui, a la lumiere de cet exemple, apparait comme
tout a fait compétitive avec d’autres méthodes en terme de complexité et de précision.

4.6.8 Critere purement énergétique et nucléation

Par rapport aux différentes considérations tenues lors de I'introduction du critere pure-
ment énergétique que nous proposons, I'exemple traité, fournissant un taux de restitution
d’énergie G, illustré Figure 4.12, appartient clairement aux problémes présentant une nu-
cléation stable au sens donné par REF puisque Gj,. présente bien un maximum. Ainsi,

le critere purement énergétique prédit un phénomene de nucléation survenant pour un ni-

veau de chargement p = E/ GGC

— ol Gpae = 0.18 Pa-m dans ce contexte bidimensionnel et
conduisant a une fissure créée d’extension ¢ = 0.04a.

Au terme de cette étude, plusieurs conclusions peuvent étre tirées. Tout d’abord, il a été
montré qu’il existait une dernieére typologie de taux de restitution d’énergie. Il s’agit d’une
situation ou une structure, finie ou infinie, est soumise a un chargement piloté en efforts
et ou G;,. admet bien un maximum atteint. Une telle propriété, nous 'avons vue, traduit
la possibilité d’une nucléation stable d’une fissure. L’exemple donné Figure 4.12 complete
ainsi les considérations tenues Section 4.5 et I'inventaire qui y a été dressé. De plus, une
premiere méthode permettant de calculer efficacement, dans des situations bien précises,
la quantité primordiale G;,. a été donnée. Avec celle-ci, les méthodes de transformations
conformes trouvent un nouveau champ d’application permettant de traiter de probléma-
tiques tres actuelles. Enfin, le critere purement énergétique que nous proposons a été pour la
premiere fois éprouvé dans une situation de nucléation de fissure. Il a été montré au travers
de I'exemple précédant que celui-ci permettait effectivement d’obtenir, a partir du taux de
restitution d’énergie incrémental seul, a la fois le chargement critique ainsi que la longueur
de nucléation. Par conséquent, nous proposons de 1'utiliser pour essayer de rendre compte
des facies de fissuration obtenus par 'TANDRA. Avant toutes choses, il a été vu dans la pre-
miere partie de ce chapitre qu’il était possible d’adapter de maniere immédiate ce critére a
la situation plus physique d’une nucléation adiabatique. Nous allons dans le chapitre suivant
nous intéresser a la situation de la nucléation d’une fissure dans un milieu poreux saturé.
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Chapitre 5

Nucléation et couplage
thermo-poro-élastique
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5.1 Introduction

Dans le Chapitre 4, une analyse thermodynamique a permis de revisiter les équations de
la nucléation dans le cadre d’un premier couplage intéressant qui est la thermo-élasticité.
Envisager le phénomene de la propagation dynamique de fissures sous cet angle était in-
dispensable étant donné que les bonnes conditions a prendre en compte nous ont semblé
étre davantage celles de 'adiabaticité. Vis-a-vis du raisonnement classique mené dans un
cadre isotherme, 'approche proposée se positionne ainsi a 'autre extrémité du spectre des
possibles. Cette différence s’explique par le fait que les objectifs visés s’inscrivent dans des
contextes différents. En effet, si le formalisme proposé par (RICE [1978]) consistait a modé-
liser la propagation quasi-statique d’une fissure pré-existante, et donc un processus opérant
sur des temps infiniment lents, il n’est pas directement transposable au cadre de la nucléation
qui est un évenement brutal. Bien que le raisonnement mené soit différent, il est frappant
de constater que le résultat final est, lui, extrémement proche. En effet, il a été montré au
terme de I'analyse proposée que le bon objet & manipuler s’apparente lui aussi a une énergie
potentielle mais ou le terme d’énergie élastique est calculé avec les constantes d’élasticité
adiabatiques en lieu et place des constantes isothermes.

Le fil directeur du travail fourni a été d’essayer de comprendre comment modéliser au
mieux les fissures apparaissant autour des ouvrages excavés par TANDRA. 1l s’agit donc de
traiter de la naissance de fissures dans un matériau argileux. Puisque celui-ci est un matériau
poreux, un second couplage qu’il peut étre intéressant de clarifier est celui de la thermo-poro-
élasticité. Plus précisément, si le caractere brutal de la nucléation a permis de justifier de se
placer dans le cadre d’une évolution adiabatique, il est également a nouveau invoqué pour
tenter de modéliser la nucléation dans un milieu poreux saturé par une évolution a la fois
adiabatique, mais aussi non-drainée, et ce, au moins d’un point de vue macroscopique. En
effet, si le temps caractéristique associé a la nucléation peut étre considéré comme petit par
rapport a celui de la diffusion thermique, il est en de méme vis a vis du temps caractéristique
du transport de masse fluide. Physiquement, cela signifie qu’en raison de I'inertie du fluide
et des forces de viscosité s’opposant a son mouvement, aucun echange de masse fluide n’a eu
le temps de s’opérer (Coussy [1991]). En notant ¢ la porosité lagrangienne macroscopique
et py la masse volumique du fluide, le caractere non-drainé se traduit par :

prb = = (5.1)

au cours de I’évolution.

Le raisonnement sur le point d’étre tenu ressemble par beaucoup d’aspects a celui proposé
au Chapitre 4 avec bien entendu toute la complexité apportée par la prise en compte d’'un
couplage supplémentaire. Fort de I'expérience accumulée précédemment, le résultat natu-
rellement anticipé est qu’il sera nécessaire de manipuler cette fois-ci une énergie potentielle
calculée a partir d’'une élasticité adiabatique non-drainée. Le raisonnement thermodyna-
mique allant a nouveau se dérouler en conditions adiabatiques, il sera également nécessaire
de statuer sur la forme de I'énergie interne du milieu considéré a la fois dans le milieu
sain qui appartient au bulk, mais aussi 1’énergie interne d'un élément de volume totalement
endommagé appartenant a la région tridimensionnelle £, décrivant la fissure. Avec ces ob-
jectifs en vue, avant toute considération thermodynamique, la premiere partie de ce chapitre
s’attachera a détailler la forme des objets densités volumiques macroscopiques d’énergies. A
I'image de la Section 4.4, le raisonnement thermodynamique ne sera tenu que dans un second
temps.
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5.2 Equations d’état thermo-poro-élastiques

~F
o = 0 +C,:e-k,T
_ .0 .
Sm = SpmtemT+k, i€
o=-pl

FI1GURE 5.1 — Schématisation du probléme micromécanique correspondant a un milieu poreux saturé
constitué d’une matrice solide thermoélastique et d’un fluide a la pression p

Si I'analyse du Chapitre 4 s’intéressait a ’apparition d’un objet fissure dans un mi-
lieu thermoélastique, il s’agira ici de considérer un milieu thermo-poro-élastique. Rappelons
dans un premier temps les différentes lois de comportement ainsi que ’expression des dif-
férentes densités volumiques macroscopiques énergétiques. Les équations d’état concernant
les grandeurs macroscopiques peuvent étre obtenue dans le cadre de la poroélasticité via une
analyse micromécanique (voir DORMIEUX et collab. [2006]). Le cadre du couplage thermo-
poro-élastique est lui fourni en Annexe B.1 et se base sur le probleme d’homogénéisation
Figure 5.1. Soient X le tenseur des contraintes macroscopiques, p la pression du fluide au
niveau du VER, ¢ le volume des pores contenus dans le VER et s, la densité volumique
macroscopique d’entropie de la phase solide. Soit encore T la température qui est une notion
classiquement définie a 1’échelle du VER et qui par conséquent est commune au fluide et au
solide. Ces quantités se définissent a partir des grandeurs microscopiques comme :

1

27, 0=

_ 401 .=f — 10y =s
/mtrsdv_qu.e  se=(1-¢") 5 (5.2)

Avec ces définitions, les équations d’état se mettent sous la forme suivante (voir (B.14),

(B.20) et (B.23)) :

by ' +C:E-(p-p°) B-kr
_ 0
p-¢° = B:E+pr 1T (5.3)

sg+cST+k:E+lS(p—p0)

Ss

ouT7=T-T° B est le tenseur des coefficients de Biot, N est le module de Biot et [, est
un coefficient de couplage. Ces différentes quantités ne sont pas indépendantes et I’avantage
d’une approche micromécanique est qu’il est possible d’expliciter les relations les unissant.
Celles-ci sont obtenues en (B.13), (B.19) et (B.22) et sont ici résumées :

20=(1-¢°)0%, ~¢""1 | k=ku:S.:Cy . B=1:(1-5,:CiuD)
i_ . _ 40 _ .CD . — 90
=1 ((1-0°) 8, -8, :CE,:8,) (p-17) 11 (5.4)
lo= ki (1-6%)8, =5, :C, 18, : 1

cs=(1-¢") cm+knm: ((1-¢")Sm —Sm:CL,:Sm)  km

ou I est le tenseur identité d’ordre 4 symétrisé. En particulier, ces coefficients peuvent étre
reliés entre-eux via des constantes de la matrice solide microscopique. Une évolution drainée
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et isotherme correspondrait a une situation ou p et 1" seraient maintenus constants et donc
égaux a p¥ et TO respectivement. Par conséquent, le tenseur d’élasticité invoqué dans (5.3)
correspond & une élasticité homogénéisée drainée, isotherme, justifiant ainsi la notation em-
ployée. Soit 14 la densité volumique macroscopique d’énergie libre du squelette solide dont
I'expression, donnée en (B.33), est obtenue au terme du processus d’homogénéisation et se
met sous la forme :

02

Vs (B, T,¢) =92+ X : E+p° (¢-¢") —ng+%E:ch0m:E—7kE+%—%# (5.5)
Cette expression peut étre déroutante puisqu’elle ne fait pas appel aux variables naturelles
de la fonction d’état. Il est intéressant de remarquer que les équations d’état macroscopiques
pour le squelette solide uniquement ne dépendent ni de la nature, ni des équations d’état du
fluide considéré puisque I’ensemble est en fait intégré dans la pression p.

De fagon similaire, les équations d’état du fluide ne dépendent pas de celles du squelette
solide. Pour la phase fluide, elles peuvent par exemple étre trouvées Coussy [1995] en
fonction de I’enthalpie libre massique gy,,,,. Cette fonction d’état ne dépend que des grandeurs
p et T et, dans le cadre d'un comportement linéarisé, se met sous la forme :

2
p-p’ 3oy 0 0 Ctm o (p—1°)

Grm (0, T) :go’m+— +T— (P =D") = ST~ T - (5.6)
fm =y (p=2") - 2 200Ky

ou S?cm est 'entropie massique du fluide dans la configuration initiale et ou ¢y, 79 peut étre

interprété comme la capacité calorifique massique du fluide. Plus en détails, il est précisé
que la masse volumique p; et 'entropie massique du fluide s¢,, sont obtenues a partir de

grm par :

—_ = —gf’ y Sf,m = ——gf’ (57)
pf dp oT
Par conséquent, avec I'expression (5.6), elles s’écrivent :
1 1 3« -p°
L. Lo
o )
Sfm = Spm + CrmT = —Of (p-1°)
Py

La densité massique d’énergie libre du fluide vy, s’exprime a partir de g¢,, par une trans-
formée de Legendre ¢¢,, = gfm — %. Elle s’exprime donc comme :

0 0 Cr 2 3af( 0) 1 1 (p_p0)2 ( )
B = 0 = 0,7 = 72 22 () —p(———)—— 5.9
fo = P 5 2 P pr PY) 200K

Cette quantité n’est pas forcément agréable a manipuler en toutes généralités pour obtenir
I'énergie libre volumique macroscopique du fluide ¢; puisque, en raison du caractere constant
de la température et de la pression sur le V E'R utilisé, il est nécessaire de la multiplier par la
masse totale actuelle de fluide contenue dans le VER. Etant donné les hypothéses envisagées,
il sera beaucoup plus simple de se placer d’ores et déja dans les conditions particulieres d'une
évolution non-drainée pour exprimer la densité d’énergie libre.
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5.3 Adiabaticité macroscopique

5.3.1 Liaisons internes

Les expressions de 1’énergie libre volumique du squelette solide (5.5) et massique de la
phase fluide (5.9) sont completement générales. Intéressons nous ici & des évolutions non-
drainées. Comme précisé précédemment, étre non-drainé ne se caractérise pas par une évo-
lution isochore. Ce fait est lourd de conséquence puisque les simplifications associées ne se
traduisent pas de maniere immédiate sur les différentes densités énergétiques introduites et
lois de comportement. En fait, pour exploiter (5.1), il est possible de combiner une équation
d’état du squelette solide et une équation d’état de la phase fluide. En effet, une relation
utile est que :

o= = - =) (5.10)
Py Py
Par conséquent, a partir de la premiére équation d’état du fluide (5.8), la variation de porosité
lagrangienne s’écrit :

0
¢—gb0:3af¢07'——¢ (p—po) (5.11)
Ky
En introduisant les notations :
1 1 ¢
T l=1. - 0 12
M N + Kf 5 s SOéqu) (5 )

il est possible de combiner (5.11) avec la seconde équation d’état du squelette solide (5.3)
pour aboutir a :

_ 0
O:B:E+pMp +lir (5.13)

qui correspond a une premiere liaison traduisant le caractére non-drainé de 1’évolution.

L’hypothese d’adiabaticité nécessite quelques éclaircissements. En effet la justification par
les temps caractéristiques utilisés précédemment signifie a ce stade qu’il n’y a pas d’échange
de chaleur a 1’échelle macroscopique. En d’autres termes, le systeme composé du VER dans
sa globalité, c’est-a-dire I’ensemble solide plus fluide, n’a pas eu le temps d’effectuer des
échanges thermiques avec l'extérieur. Cependant, la question se pose quant a la possibilité
d’échanges de chaleur de maniere interne au VER, c’est-a-dire entre le solide et le fluide,
puisque ces phénomeénes impliquent un autre temps caractéristique. Une hypothese forte a
la base de (5.3) est que la notion de température est définie & ’échelle du VER et que par
conséquent cette derniére est commune a la phase solide et a la phase fluide. Si le solide et
le fluide subissent des évolutions réversibles et s’ils n’ont tous deux pas le temps d’échanger
de la chaleur, en raison de différences des caractéristiques des matériaux des deux milieux,
il s’en suivra inéluctablement une élévation de température différente entre les deux phases.
Par conséquent, I'hypothese de température unique est incompatible avec des évolutions
adiabatiques de la part de la phase fluide et de la phase solide prises séparément. Ainsi, seul
I’échange de chaleur de la part du systeme mixte composé a la fois du solide et du fluide
sera égal a 0 pendant 1’évolution. Pour résumer, la modélisation qui est adoptée est celle
correspondant a un temps caractéristique de nucléation t979¢ petit devant le temps 257%¢
caractéristique des échanges de chaleur a 1’échelle macroscopique, mais grand par rapport a
celui des échanges de chaleur a 1’échelle microscopique t27%¢

micro *

2 2
[ [
pores —_ jcarac carac carac _ "VER
th - tmicro < nucl < tmacro - th (514)
'micro macro
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ot cth. et cth . sont les coefficients de diffusion thermique microscopiques et macrosco-
piques. Soit sy la densité volumique macroscopique d’entropie du constituant fluide. Sous
une hypothese d’évolution non-drainée (ot donc ps¢ = p(}gbo), cette quantité s’exprime sim-
plement comme sy = p?gbos #m. Pour un volume élémentaire macroscopique appartenant a la
masse du systeéme (ici appelée bluk et traduisant le caractere disjoint avec la zone fissurée),
connaissant donc une évolution réversible, le caractere adiabatique a 1’échelle macroscopique
se traduit donc par le fait que la somme s, + 57, et uniquement la somme, reste constante au
cours de I’évolution puisque, rappelons le, I'évolution y est réversible. En combinant (5.3),

(5.8) et en utilisant le caracteére non-drainé, il vient :
0=s-s"=k:E+(l;-3a;¢") (p-p°) + (cs +¢p) T (5.15)
ou ¢y est égal a prdcy,,. Soit ¢ la quantité définie comme suit :
c=cCs+Cf (5.16)

qui, une fois multipliée par la température initiale 7°, s’interpréte comme la capacité calori-
fique volumique macroscopique totale (nous avons déja eu l'occasion d’insister sur le fait que
la capacité calorifique est une quantité extensive). La liaison d’adiabaticité, compte tenu du
caracteére réversible non-drainé de I’évolution, s’écrit :

O=k:E+Il(p-p°)+cr (5.17)

Une combinaison de (5.13) et (5.17) permet d’exprimer 7 ainsi que p — p° en fonction de la
déformation macroscopique E :

(c=01%) (p-p°)
(C—Mlz) T

M(lk-cB):E

(MIB-k):E (5.18)

Ces relations permettent également d’écrire uniquement en fonction de la déformation ma-
croscopique FE le tenseur des contraintes macroscopiques 3 d’un volume élémentaire appar-
tenant au bulk :

1
»=x (CP MB®B+——
+ ZSO+ +C_Ml2

Par conséquent, sous cette forme, il apparait que le tenseur d’élasticité adiabatique non-
drainé CNP s’exprime & partir de I'élasticité isotherme drainée comme :

(k:—MlB)@(k—MlB)):E (5.19)

CNP=Cl +MB®B +

1
— 7 (k= MIB) @ (k- MIB) (5.20)

5.3.2 Densités énergétiques volumiques macroscopiques

A ce stade, fort de I'expérience accumulée dans le Chapitre 4 sur la thermodynamique
d’un milieu thermo-élastique, nous anticipons un peu le fait qu’il est important de s’intéresser
a un objet de type densité volumique d’énergie interne. Il parait naturel de penser que seul
le squelette solide contribue au terme d’entropie créée au cours d'un processus de nucléation.
Ainsi, une premiere idée peut étre de garder le point de vue naturel allant de pair avec
micromécanique des milieux poreux qui consiste a se placer du point de vue du squelette
solide uniquement. Avec la notation (5.20) et en utilisant les relations (5.18), il est montré
en Annexe B.2 que la densité volumique macroscopique d’énergie interne de la phase solide
Ug, qui s’exprime comme 5 + 1's,, se met sous la forme :

Uy = EO:E+%E:(C£;D:E+p0(¢—gb0)+%(p—po)(¢—¢O)+%T(S—SO)+TO(S—SO) (5.21)
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Il apparait clairement avec cette écriture que la densité en question ne se met pas sous une
forme aussi triviale que (4.12). La raison fondamentale a lorigine de cette complexifica-
tion provient du fait que la quantité énergétique macroscopique considérée est relative a la
phase solide uniquement. Par conséquent, les caracteres non-drainé ainsi qu’adiabatique ne
conduisent pas a établir des liaisons directes sur les variables thermodynamiques naturelles
considérées, & savoir des liaisons de type s = s? et ¢ = ¢0. Ainsi, le tenseur C¥P ne correspond
pas a une situation de cas limite pour le jeu de variables naturels de wu.

Avec ces considérations, il semble que se placer du point de vue du squelette solide uni-
quement n’est pas forcément le plus agréable. De plus, le caractere non-drainé des évolutions
prises en compte conduit au fait que le systeme mixte, constitué a la fois du solide et du
fluide, peut étre considéré macroscopiquement comme fermé, permettant ainsi de mener une
étude thermodynamique simple. Par conséquent, il est naturel de chercher a introduire la
densité volumique macroscopique d’énergie interne du systeme mixte fluide et solide. L’avan-
tage d’une évolution non-drainée est que la masse de fluide contenue dans le VER reste
constante. Par conséquent, il est facile de donner une expression de 1’énergie libre volumique
macroscopique du fluide :

c K
Uy = p g = 0 = shr = G 30 (p=1) ~p (0= ) - 5= (0-) (522)
ou sy est la densité volumique macroscopique d’entropie du fluide seul et T¢; s’interprete
comme la capacité calorifique volumique du fluide et s’exprime comme p?(boc +m- En utilisant
la relation (5.11), cette densité se réécrit :

0
by = g =)0 (6~ ) ~ 7~ Lr+ L (p- 0’ (5.23)
!
Il n’est pas inutile d’insister sur le fait que cette expression est uniquement valable si I’évolu-
tion considérée est non-drainée a 1’échelle du VER. La formule (5.23) peut a nouveau paraitre
surprenante puisqu’elle utilise a la fois la variable thermodynamique p et son duale ¢. Ce-
pendant, cette écriture s’avérera agréable pour la suite. A partir des deux densités d’énergie
libre ¢, (5.5) et ¥y (5.23), il est opportun de définir la densité volumique macroscopique du
systeme mixte 1. Pour ce faire, notons s la densité volumique macroscopique d’entropie qui,
étant un grandeur extensives, s’exprime comme s = s + s¢. En raison du caractere extensif
cette fois-ci de la fonction d’état énergie libre, ¢ s’exprime simplement comme :

0 0. 0 1 hom (p —p0)2 )
V=t +Yp=y°+X :E-s"1+-E:C"": E-TkE+~———"— - -7 (5.24)
2 2M 2

Pour bien faire la part des choses, cette formulation de ’énergie libre ne suppose que le
caractere non-drainé de I’évolution (et donc ne dépend pas d’une hypotheése d’adabaticité).
Enfin, il est désormais possible d’introduire v comme étant la densité volumique macrosco-
pique d’énergie interne de la phase fluide et de la phase fluide. S’agissant a nouveau d’une
grandeur extensive, elle s’exprime comme la somme de u; et de uy. L’opération permettant
de passer de ¢ a u est la transformée de Legendre u =1 +T's :

MJr —T +Tl(p p) (5.25)

1
—,,0 EO: TO _ 0 - . hom:
u=u + E + (s s)+2E(C E + 5 5

Cette expression mixe les différents couples de variables thermodynamiques mais reste agréable

pour pouvoir conclure quant a l'expression de la densité d’énergie interne lorsque 1’évolution
est a la fois non-drainée et adiabatique dans le bulk. En effet, puisqu'un élément de volume
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appartenant a cette région de ’espace connait une évolution réversible, cette derniere est éga-
lement isentropique. En utilisant les relations (5.18) qui sont issues des liaisons traduisant
une évolution non-drainée et isentropique, il vient :

1
u:E“:E+§E:<chdD:E (5.26)
Cette densité étant extrémement proche de celle obtenue en (4.12) dans la cadre d’un cou-
plage thermo-élastique uniquement, il semble donc pertinent d’avoir considéré un élément
de volume mixte comprenant a la fois le squelette solide et le fluide. Fort de ce résultat, il

ne reste plus, pour pouvoir procéder a I'analyse thermodynamique, qu’a établir 'expression
de I'énergie interne dans une élément de volume entierement endommagé.

5.4 Représentation tridimensionnelle d’une fissure

5.4.1 Description de la zone endommagée

1mm

o

@ > 100 pm

Microscopique
Macroscopique // \\

@)

0100:00.00/00.000000.00.0000.00.00 000000 000000 00000000 000000 00 oo \ /] éSOSCOpiqueS 10 pm

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

FI1GURE 5.2 — Différentes échelles d’espace d’une fissure en chevron

Afin de pouvoir nous intéresser a la problématique de la nucléation dans un milieu po-
reux, le méme chemin que celui détaillé dans le cadre du couplage thermo-élastique seul
va étre emprunté. Par conséquent, la fissure surfacique F va étre décrite par une région
tridimensionnelle L., d’épaisseur ¢, ou le matériau a subi un processus d’endommagement
complet, conduisant ainsi & 'annulation de ses propriétés élastiques (cf. Figure 4.1). Pour
ce faire, il est nécessaire de détailler le processus d’endommagement ayant lieu et surtout a
quelle échelle ce dernier opere. A cet effet, nous proposons a nouveau de décrire I’endomma-
gement par la présence de micro-fissures dont la densité augmente pour finalement aboutir
a la formation d'un objet macroscopique. Il est cependant nécessaire de préciser a quelle
échelle se forment ces micro-fissures. Une idée naturelle est que celles-ci sont grandes devant
la taille des pores du solide considéré. Avec une telle description, trois échelles d’espace sont
amenées a étre considérées. La premiere correspond a l’échelle microscopique, caractérisée
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par la taille des pores. La seconde est une échelle mésoscopique ot les micro-fissures considé-
rées se forment. Enfin, la derniere échelle est naturellement celle macroscopique a laquelle est
décrite I'excavation du tunnel (voir Figure 5.2 pour les tailles caractéristiques des différentes
échelles).

Il a été utilisé dans les sections précédentes le fait que le milieu connaissait a 1’échelle
macroscopique une évolution non-drainée et adiabatique. Il est nécessaire d’étre ici plus
précis pour comprendre quelles sont les bonnes hypotheses a utiliser. Enfin, I’hypothese
d’évolution non-drainée signifie que le fluide n’a pas eu le temps d’étre transporté. Par
conséquent, il est légitime de considérer que les micro-fissures sont seches puisque le fluide
n’aura pas eu le temps de remplir les cavités créées pendant I'intervalle de temps sur lequel
opére le phénomene de nucléation. Toutes ces considérations conduisent & homogénéiser le

FIGURE 5.3 — Fissures séches dans un milieu poreux

probléme représenté Figure 5.3 ou le VER considéré se trouve a une échelle supérieure a celle
des fissures. Pour pouvoir réaliser ce travail, nous supposerons que la température 7 et la
pression p sont constantes a 1’échelle du VER ici considéré. Soit alors f la fraction volumique
des fissures présentes dans le VER. Les lois de comportement du matériau poreux considéré
a I’échelle mésoscopique se mettent sous la forme suivante :

o = o"+CP:e-b(p-p")-kr
o .. .p=p°

p-p’ = b:e+ +1,7 (5.27)
n

S+cST+k:€+lS(p—p0)

Ss = s

ou s, est la densité volumique mésoscopique d’entropie de la phase solide uniquement et
¢ est la porosité mésoscopique. Ces équations d’état correspondent simplement a (5.3) ou
le symbole correspond aux différentes quantités (tenseur de Biot, module de Biot, etc...)
a été ici utilisé en caracteres minuscules pour bien distinguer les quantités mésoscopiques,
obtenues au terme de ’homogénéisation d’un milieu poreux (cf. Annexe B.1), des quantités
macroscopiques, obtenues au terme d'un second processus d’homogénéisation de fissures
seches de grande extension devant la taille des pores. Le matériau poreux sera considéré
comme homogene a ’échelle du VER.

Les quantités macroscopiques que sont le tenseur des contraintes, la porosité lagrangienne
du VER ainsi que la densité volumique d’entropie du squelette solide se définissent a partir
des quantités mésoscopiques comme :

=5 , 6=(1-NF , S=(1-f)7F (5.28)

N . — —f - 4, .
ou les opérateurs et désignent la moyenne sur le VER, la moyenne sur 1’espace
fissuré et la moyenne sur la matrice constituée d’'un matériau poreux respectivement.
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5.4.2 Théoreme de Levin et premiere équation d’état

FIGURE 5.4 — Fissures seches dans un milieu poreux

Soit P le champ tensoriel d’ordre 2 défini comme :

o?(z) = (6" -b(p-p°) - k7) Xporeus (2) (5.29)
Ol Xporeusr €St la fonction caractéristique de la matrice poreuse. Soit également :
C(2) = C'Xporeus (2) (5.30)

le tenseur d’élasticité défini sur tout le VER. Avec ces notations, les contraintes mésosco-
piques s’écrivent :

c=C(z):e+0"(2) (5.31)

Il est utile a ce stade de définir le probleme d’homogénéisation auxiliaire décrit Figure
5.4, qui correspond au probleme initial Figure 5.3 en ’absence de précontrainte o?. Il s’agit
d’un probleme d’homogénéisation classique d’un milieu fissuré dans une matrice purement
élastique, de caractéristiques élastiques CP. Soit A le tenseur de localisation associé. Celui-ci
vérifie :

I=A=fA +(1- )&’ (5.32)
Ce tenseur de localisation s’avere tres utile puisque, dans le cas général du probleme d’ho-
mogénisation Figure 5.3, le théoreme de Levin stipule :

Y=C:A:E+o0P

= (1—f)(Cp:KP:E+(1—f)0'0:Kp—(1—f)b:Kp(p—p0)—(1—f)k:KpT (5:33)
En définissant le tenseur d’élasticité homogénéisé Cho™ comme :
Chom = (1-fycr: A" (5.34)
il est possible d’établir la relation utile suivante :
(1-f)A" =SP:Chom (5.35)
En introduisant trois nouvelles quantités que sont :
¥ =g:SP:Cm | B=b:SP:C™ | K=k:SP:Chm™ (5.36)
la premiere équation d’état du milieu homogénéisé s’écrit :
=S +C"":E-B(p-p")-Kr (5.37)
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5.4.3 Seconde et troisieme équations d’état

Avant d’établir les deux autres équations d’état, il est utile d’établir un résultat inter-
médiaire. Le théoréme de Levin a permis d’accéder, a partir du tenseur de localisation d’un
probléme annexe, a la contrainte macroscopique. La définition méme de cette quantité, don-
née par (5.28), permet d’accéder a une seconde relation :

Y=6=(1-f)C:e+(1-f)(e"-b(p-1") - kT) (5.38)

qui permet d’obtenir une écriture de la moyenne des déformations mésoscopiques dans la
matrice poreuse :

(1-NH&=8":(Z-(1-f)(a"-b(p-p") - k7)) (5.39)
En introduisant le tenseur du quatrieme ordre § comme étant égal a :
S=(1-f)SP-SP:Chom.§p (5.40)
la déformation mésoscopique dans I’espace poreux est égale en moyenne a :
(1-f)e’=s:Cr":E-0":S+b:S(p-p")+k: ST (5.41)

La définition de la porosité macroscopique ¢ (voir (5.28)) combinée a la seconde équation
d’état mésoscopique (5.27) donne :

6=-N@+(-Nbie(1-NEL L -y (5.42)

qui, en introduisant les quantités suivantes :
1-
= Gl +b:S:b

1
res _ _ 0_ 0. .
P =(1-f¢’-a”:S:b |, N -

, Li=(1-f)l,+b:S:k (5.43)

se met sous la forme : .
p—-p

N
Enfin, la méme opération peut étre entreprise avec la densité volumique macroscopique
d’entropie du squelette solide. En définissant les grandeurs suivantes :

$=¢"+B:E+

+ Lt (5.44)

S =(1-f)s2-0%:S:k , Co=(1-f)cs+k:S:k (5.45)
la derniere équation d’état macroscopique du squelette solide s’écrit :

Sy=8r+Cyr+K:E+Ls(p-p°) (5.46)

5.4.4 Densité d’énergie interne pour le squelette solide

A T’échelle mésoscopique, la matrice dans laquelle apparaissent les microfissures corres-
pond & un milieu thermo-poro-élastique classique. Pour un tel milieu, il est montré en Annexe
B.1 que la densité volumique mésoscopique d’énergie libre du squelette solide se met sous la
forme (B.32) :

1 1 1 1 1
s =2 + 50'0 tE+ i tE+ 3 (p+p0) (gp— 4,00) ~ TS~ 57’58 (5.47)
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Par conséquent, la densité volumique mésoscopique d’énergie interne du squelette solide
s’écrit :
0_ 70 0.1 o 0 0y, L 1 0 oy, L 0
us=u, +7T (ss—ss)+§a ce+p’(p-o )+§0':€+§(p—p )(p-¢ )+§T(85—SS) (5.48)
La densité volumique cette fois-ci macroscopique d’énergie interne de la phase solide unique-
ment est définie comme la moyenne sur la matrice poreuse de son correspondant mésosco-
pique pondérée par un coefficient (1 - f) :

Pour pouvoir détailler 'expression ci-dessus, il est nécessaire de s’intéresser quelques instants
au terme (1 - f)o :€”. Le lemme de Hill donne ¢ =X : E. Cependant, comme o est nul
sur l'espace fissuré, il vient également (1 - f)o e’ = X : E. Ainsi, en utilisant la relation
(5.41), il vient apres simplifications :

U, = (1—f)u2—%ao:S:UO+TO(SS—(1—f)sg)+p0(¢—(1—f)<p0)+2T65:E

1 1 1 1 1
+ B C B o (p=p) (9-0") + 57 (S, - ) 57K E- 5 (p-1") B: B

(5.50)

5.4.5 Evolutions non-drainées i 1’échelle du VER

Liaison non-drainée

Une évolution non-drainée a I’échelle du VER signifie que la masse de fluide contenue
dans le VER reste constante. En d’autres termes, une telle évolution implique :

1 1 0,0 0,0
W—so“mfgppfsod‘/:mf%pfso dV = piep (5.51)

Comme la pression et la température sont constantes a ’échelle du VER, I’équation d’état du
fluide (5.8) permet de déduire que la masse volumique du fluide p; est également uniforme.
La méme équation d’état multipliée par (1 - f)pre puis prise en moyenne sur la matrice
poreuse donne :
(1-1)¢°
0= (1= )¢+ (1= Psagen ~ =22 (1) (552
Cette relation combinée a la seconde équation d’état macroscopique (5.44) permet d’aboutir
a la liaison qui doit traduire le caractere non-drainé du VER :

O'O:SZb=BZE+(%-{-%)(p—p0)+(LS—(1—f)3Ozf(pO)T (5.53)

En introduisant les quantités suivantes :

1 1 0 1 1-
_:_+£ l:ls_?)afgpo , M:( f)+b8b , Lz(l—f)l+b8k(554)

man’ m

la liaison non-drainée se réécrit :

a'O:S:b:B:E+p_p

+ Lt (5.55)
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Densité d’énergie interne pour la phase fluide

Il a été vu précédemment que la densité massique d’énergie interne pour la phase fluide
était donnée par (5.9), laquelle se réécrit sous la forme plus agréable & manipuler :

1 1 1 1 1 1
Y ’mzwom—SOmT—pO(———)——T Stm—54m)—=(p-1° (———) (5.56)
La densité massique d’énergie interne s’écrit donc :
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
Uy = Up + T (Sfm = St ) =P (———)+—7’ Stm—Stm)—=(p—p (———) (5.57)
f £, ( f 1, ) Py p(} 9 ( f f, ) 2( ) Py p(J)c

Pour obtenir I'énergie interne volumique mésoscopique de la phase fluide wuy, il suffit de
multiplier uy,, par la masse de fluide présente dans un volume mésoscopique psy :

1 1
w =y =) (0B (o= -3 - (o= F) oo
Py 2 2 Py

Enfin, I'énergie interne volumique macroscopique Uy se déduit de 'expression précédente
portant sur uy par la relation :
Up=(1-[f)us” (5.59)

En prenant en compte la relation (5.51), il vient finalement :

Uy = (11 ~f)u}+T° (s~ (11— st -1 (o-(1-1)¢) (5.60)

+57 (S = (1= 1)s7) =5 (p=1") (6-(1- N ¢") '
ou Sy correspond a la densité volumique macroscopique d’entropie de la phase fluide seule
et est définie comme (1 - f)577.

Densité d’énergie interne du systéme mixte

Il a été vu précédemment qu’il était judicieux de travailler avec la densité d’énergie
interne du systeme mixte composé du squelette solide ainsi que du fluide. Cette densité
macroscopique est notée simplement U et est égale, grace au caractere extensif de 'énergie
interne, a Uy + Uy. Avec les expressions (5.50) et (5.60), il vient :

1
U= (1—f)u0—50'0ISIO'O+T0(S—(1—f)SO)+2TeS:E
1 1 1 1 1
+ §E:Ch"m:E+§(p—p0)0'0:S:b+§T(S—S"eS)—§TK:E—§(p—pO)B:E

(5.61)
ou S et sY sont des densités volumiques d’entropie du systéme mixte et ot S est défini
comme (1 - f)s%-0Y:S: k. La suite du calcul se fera dans le cadre d’un niveau d’endomma-
gement total conduisant & la nullité du tenseur d’élasticité macroscopique Cho™. Le niveau
d’énergie interne correspondant sera noté UFP pour insister sur le fait qu’il s’agit d’une

expression uniquement valide que lorsque le niveau d’endommagement est a son maximum.
Ainsi, les simplifications suivantes sont a considérer :

Chom — 7 S=(1—f)Sp 7 Sresz(l_f)SO_O.O;SP:k

=0 , B=0 , K=0 (5.62)
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Avec ces relations, la densité UFP devient :
1 1 1
UfP =(1-f) uo—iao S0+ T0(S-(1-f) 30)+§ (p-p°)o’:S: b+§7' (S-5") (5.63)

Pour pouvoir conclure, il est nécessaire d’éliminer p — p® et 7 au profit de S — 5" et de
constantes mésoscopiques. A cet effet, deux relations sont a disposition :

_ 0
UO:S:b:pMp + L7

(5.64)
S — 57 :CT+L(p—pO)

qui correspondent a la liaison non-drainée (5.55) et a la troisiéme équation d’état (5.46) dans
le cas d'un endommagement total (5.62). Les deux relations s’inversent et donnent :

{ (CM—L2)(p_pO)=OM0‘0:S:b_ML(S_Sres)

(CM-L)7  =-MLa":8:bCr+ (S - 57) (5.65)

Avec ces deux expressions, il vient :

1
CM - L?
A partir de 'expression de S57¢, I’énergie interne contenue dans un volume macroscopique
élémentaire totalement endommagé se met sous la forme :

(p-1°) 0 :S:b+7(S—5) =M (0°:8:b)"+ (S-S - MLo®:S:b)” (5.66)

Ure = (1—f)u0—%a°:8:00+%M(ao:5:b)2+T0(S—(1_f)30)
. (S=(1-f)s*+0°:S: (k- MLb))* (5.67)

2(CM - L2

Le parametre f représentant la fraction volumique des micro-fissures dans le VER est en fait
asymptotiquement nul. De plus, I’évolution considérée se faisant de facon adiabatique, la va-
riation d’entropie S —s? correspond uniquement a de I'entropie créée §.S.,¢.. Par conséquent,
la densité UFP g’écrit :

1

6 0:8r: (k- 2
UFD - UO_EUO 'S 0'0+%M(0'0 .S b)2+T05»S’créée+ (5Screee +0:S (k MLb))

2(CM - L[?)

(5.68)

5.5 Thermodynamique de la nucléation

Tout a été fait a ce stade pour pouvoir traiter de la thermodynamique de la nucléation.
Pour ce faire, le formalisme a utiliser est exactement le méme que celui présenté Chapitre
4, Section 4.4. Il est tout de méme important de remarquer que l'approche thermodyna-
mique sur le point d’étre menée concerne un systeme macroscopique composé dun squelette
solide et d'un fluide. Par conséquent, en toute généralité, il serait nécessaire de procéder a
la thermodynamique d’un systeme ouvert. Cependant, le caractere non drainé permet de
passer outre cette difficulté puisqu’alors le systeme considéré est parfaitement fermé. Par
conséquent, pour la structure macroscopique dans son intégralité, la premiere loi de la ther-
modynamique énonce que :

Ut + K =P, (5.69)

ou Uy, correspond a I’énergie interne de I'intégralité du squelette solide et du fluide, y compris
dans la zone fissurée F (voir (4.66) et (4.67)). Le terme de puissance des efforts extérieurs
s’écrit :

P, = Ce(t) L o PEO&dV +Cr() fa TEdA+C(1) fa  TEdA (5.70)
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puisque la notion d’extérieur est relative a I’ensemble fluide plus solide. Par conséquent, la

puissance développée par la force de pression est un effort intérieur et n’a aucune raison de

figurer ici. En utilisant le formalisme introduit précédemment, il est facile de montrer que :
)

Wi ; 0K ; 00
il = (5.71)

ou ® correspond au travail des efforts extérieurs donnés et s’exprime exactement de la méme
fagon que (4.82). Cette équation se réécrit encore :

0

. FDq K—cb): 72
ag(UMHLU Vi 0 (5.72)

L’expression de Uy, se déduit par intégration de la densité volumique macroscopique d’éner-
gie interne sur la région Q(¢) au sens donné au chapitre précédent a 1’équation (4.67). Sa-
chant que dans la région de 'espace 2(¢), correspondant au bulk, le matériau ne subit pas
d’irréversibilité, la densité en question se met sous la forme (5.26). Ainsi, il vient :

1
Upa — U, = W —[2(6)(20:E+§E:C%D:E)dv (5.73)

ot WNP g’interpréte comme un terme d’énergie élastique macroscopique calculé avec le
tenseur d’élasticité adiabatique non-drainé. Par conséquent (5.72) se réécrit :

0

= (WP + K- @) - a(/ UFDdV) (5.74)

ol

Tout élément de volume macroscopique élémentaire appartenant a L, est associé a une région
de I’espace o la densité d’énergie interne s’écrit simplement (5.68). Les mémes considérations
que celles tenues Section 4.4 permettent directement d’écrire :

0

(WhP + K - @)
N L 0 0 2 0 (0Serese + 00 :SP: (k- ]\4Lb))2 (5.75)
=€(_§U :S:o +M(0' :S:b) +TY0S rece + 2 (O I7) )

Par conséquent, en considérant que la constante matériau est ’entropie volumique créée, il
vient simplement au terme de ’approche thermodynamique mise en place :

0

_ — (Yad,ND
(%(W + K- ®) =G (5.76)

ot GAANP = ¢ (UFP - 49). Encore une fois, le résultat obtenu est frappant de par sa simplicité.
Tout le formalisme mis en place précédemment peut étre transposé au cadre de la nucléation
en conditions adiabatiques et non-drainées en utilisant un taux de restitution d’énergie défini

a partir d’une énergie élastique se calculant & I'aide du tenseur CYVP dont l'expression est
donnée en (5.20).

5.6 Autres évolutions

Une nouvelle fois, 'analyse tenue permet d’aboutir a un résultat simple o, pour pouvoir
traiter de la nucléation ou, de facon équivalente, de la propagation dynamique de fissures, il
faut et il suffit de s’intéresser a un objet de type taux de restitution d’énergie en choisissant
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avec soin quelles constantes élastiques utiliser. Il est intéressant cependant de noter que pour
aboutir a ce résultat, seules la Section (5.5) ainsi que les considérations permettant d’aboutir
a l'expression de ’élasticité adiabatique non drainée (5.20) ainsi qu’a la forme de 1'énergie
interne dans le bulk (5.26) suffisent réellement. En effet, la relation (5.76) suppose seulement
de pouvoir prendre UFP, qui correspond & ’énergie interne stockée dans la fissure, comme
une constante matériau. La Section 5.4 sert a détailler la forme de UFP en la reliant a la
notion d’entropie créée 05, qui est une constante plus naturelle. Par conséquent, il aurait
été possible de seulement postuler que pour les matériaux considérés UFP est une constante,
au meéme titre que le raisonnement tenu classiquement postule que la dissipation D est
une constante. Pour essayer d’étre complet sans étre redondant, nous allons seulement nous
contenter de donner quelles autres situations auraient pu étre envisagées et par conséquent
quelles élasticités doivent étre considérées sans pour autant expliciter quelle forme prend
alors I’énergie interne dans la zone fissurée.

5.6.1 Adiabaticité microscopique
Positionnement du probléme

L’ensemble du formalisme établi précédemment repose sur I’hypothese d’une température
unique définie pour la phase solide et la phase fluide a ’échelle du VER Figure 5.1. Il a été
notamment vu qu'une telle hypotheése n’était valable que si le temps caractéristique de la
nucléation était grand devant le temps caractéristique des échanges thermiques opérant a
I’échelle microscopique, permettant ainsi d’obtenir une température homogene au niveau
d’un VER, tout en étant tres petit devant le temps caractéristique des échanges thermiques
macroscopiques (5.14). Il est intéressant de traiter une situation ou les temps caractéristiques
des différents phénomenes s’organisent de la fagon suivante :

2 2
l l
carac carac _ _pores carac _ "“VER
nucl < micro ~  _th < tmacro = th (577)
maicro macro

Une telle configuration signifie que les échanges thermiques au niveau de la microsctructure
n’ont pas le temps de s’effectuer sur l'intervalle de temps correspondant au processus de
nucléation. Par conséquent, il n’est pas possible de considérer que la température 1" est
commune au solide et au fluide au sein du VER puisque celle-ci n’aura pas eu le temps de
s’homogénéiser. Si les deux phases sont initialement a la méme température 79, il s’en suivra
une variation de température qui peut étre supposée uniforme au niveau de la phase solide
et qui sera notée 7,, ainsi qu'une autre variation propre a la phase fluide, toujours uniforme,
et qui sera notée 7. Comme précisé précédemment, toutes les chances sont pour que les
variations de température 7, et 77 soient différentes. Par contre, la relation (5.77) traduisant
des échanges de chaleurs nuls au niveau de la microstructure, un tel cadre d’étude implique
également des évolutions de la phase solide et de la phase liquide séparément isentropiques.
Avec ces considérations, une premiére remarque importante est que les équations d’état (5.3)
restent inchangées a l'exception pres que la quantité 7 doit étre remplacée par 75. En effet,
les considérations micromécaniques conduisant a (5.3) font abstraction de la température de
la phase fluide (voir par exemple I’Annexe B.1).

Liaisons internes

La liaison traduisant le caractere non-drainé s’obtient toujours en combinant une équa-
tions d’état de la phase solide (5.3) ainsi qu'une équation de la phase fluide (5.11) de la
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maniere suivante : o
0=B:E+2"P

+ 17 = 3 ¢ (5.78)

Le fait d’avoir une évolution isentropique pour le fluide et pour le solide séparément conduit
a la nullité de s, — s ainsi que sy - s(}. Ceci se traduit au niveau du fluide par :

0=cpry -3¢’ (p-p°) (5.79)
sachant que la liaison au niveau du solide s’écrit :
O=k:E+1(p-p°)+csy (5.80)

Par conséquent, une nouvelle relation a été ajoutée mais au pris de l'introduction dune
nouvelle variable 7. La relation (5.79) permet d’éliminer directement cette nouvelle variable
au profit du groupement p — p°. Avec cette simplification, (5.78) se réécrit comme :

_ 0
0=B:E+2L 47, (5.81)
M
2
ou la notation ﬁ = (ﬁ - %) a été introduite. Les relations (5.80) et (5.81) ressemblant
a celles obtenues dans les cas précédents (5.14) et (5.14), il vient de maniére immédiate que :
. 1 . .
2:20+(©g0+MB®B+ ViE (k:—MlB)@(k:—MlB)):E (5.82)
C —_

relation qui conduit a définir un tenseur d’élasticité apparent :

Cos =CR,+ MB®B+——— (k- MiB)® (k- MB) (5.83)

C pa—
La présence d'un symbole - est seulement 1a pour différencier ce tenseur de CNP introduit

en (5.20). De fait, (CinD correspond tout autant a une élasticité adiabatique non-drainée.

Par conséquent, avec le positionnement (5.77) des temps caractéristiques, il suffira de
considérer un taux de restitution de I’énergie calculé a partir d’une énergie potentielle ou la
partie élastique utilisera le tenseur adabatique non-drainé (5.83).

5.6.2 Fluide incompressible

Un dernier cas de figure faussement simple pouvant étre évoqué est celui d’un fluide in-
compressible. En effet, étant donné que le fluide interstitielle dans les matériaux considérés
est généralement de 'eau, il peut sembler approprié de supposer que celui-ci est incompres-
sible et indilatable, ce qui implique que la masse volumique du fluide p; est constante. Par
conséquent, le caractére non-drainé se traduit directement sur 'une des variables thermo-
dynamiques de I’énergie interne volumique du solide qui est ¢ — ¢° = 0. Pour les besoins de
I’étude, il est plus intéressant d’inverser en toute généralité une partie des lois de comporte-
ments pour considérer le triplet (E, ¢, s) comme variables thermodynamiques principales :

3 - 20+(C£O+NB®B+;Nﬂ(k—leB)Qa(k—leB)):E
Cs = s
N 1
+—Nl2(lsk—CSB)(¢—¢O)+—NZ2(NZSB—I{7)(SS—SS)
N LooN T Ni CED
= P+ ———(¢-¢")+ ———= (Lkk-c;B) : E—- ———— (s, - 5"
p=r cs—Nl52(¢ ) cs—sz( ¢B) S_Ngg(s 52)
NI . 1 1
= — 7 (¢p-¢°)+ ——— (NI;,B-k): E+ —— (5, 5°
T . _leg (¢ (Zs ) Cq — Nl52 ( ) = le2 (S S )
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Le tenseur d’élasticité apparent permettant d’exprimer la dépendance de X vis a vis de E
avec ce jeu de variables thermodynamiques s’interpréte comme une élasticité apparente lors
d’une expérience adiabatique réversible, c’est-a-dire isentropique, et isochore, c’est-a-dire a
porosité ¢ constante. En toute généralité, il ne s’agit donc pas des constantes élastiques
adiabatiques et non-drainées. Néanmoins, ce tenseur s’interprétera bien ici comme 1'élasti-
cité adiabatique non-drainée en raison du caractere incompressible et indilatable du fluide
considéré. Pour bien fixer les idées, il est utile d’introduire la notation suivante :

, 1
¥ =Cl,+NBeB
ad iso T +C—Nl2

(k- NIB) ® (k- NIB) (5.85)

Ce cas de figure est faussement simple puisqu’il masque entierement le comportement de
la phase fluide. En d’autres termes, il n’est pas clair au premier abord si cette évolution se
place dans le cadre de I’hypothese d'une température unique pour la phase solide et la phase
fluide, et donc dans la configuration (5.14), ou alors dans celle proposée précédemment ot
les temps caractéristiques s’organisent selon (5.77). La réponse a cette interrogation ne peut
étre obtenue que si les considérations précédentes ont été formulées. En effet, pour aboutir a
(5.85) il a été supposé que le squelette solide connaissait une évolution isentropique, laquelle
n’est pas compatible avec une température unique pour le fluide et le solide. Par conséquent,
il serait plus rigoureux d’utiliser la notation 7, dans (5.84) plutét que 7.

Une nouvelle fois, I’'objet obtenu in fine sera une énergie potentielle ou la partie élastique
sera calculée a partir du tenseur d’élasticité (5.85).
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6.1 Introduction

Nous avons vu I'importance du taux de restitution d’énergie G' ou de son pendant incré-
mental G, dans les théories de nucléation et de propagation de fissures. Il est par conséquent
crucial d’étre capable d’évaluer avec précision cette quantité. Pour une surface ou une lon-
gueur infinitésimale de fissure crééee, une méthode reposant sur des développements asymp-
totiques raccordés comme celle proposée par LEGUILLON [2002] est tres efficace. Cependant,
cette procédure n’a qu'un domaine de validité restreint et ne permet pas de rendre compte,
pour des géométries de fissures n’étant pas treés petites (au sens donné Chapitre 3, Section
3.4), du comportement du taux de restitution d’énergie incrémental G;,.. La problématique
de la nucléation pouvant mettre en jeu des surfaces ou des longueurs de fissures qui sortent de
ce domaine ne permet pas toujours de justifier I'utilisation de cette méthode. Pour ces géomé-
tries, une approximation numérique reposant sur des éléments finis (Méthode des Eléments
finis, ou Finite Element Method (FEM)) est souvent utilisée. Bien que non infinitésimale, la
dimension de la fissure créée peut toutefois rester petite par rapport aux dimensions carac-
téristiques de la structure. Il s’agit donc de juger numériquement de I'impact d'un défaut
de petite taille, souvent associé a des singularités de contraintes, dans une structure souvent
considérée comme infinie ou tout du moins de grande dimension. La question de la précision
du résultat numérique et donc de sa fiabilité se pose donc naturellement. Afin de pouvoir
répondre a cette problématique nous proposons une méthode efficace permettant de calculer
des approximations de 'objet G, qui jouissent du statut de minorant et de majorant par
rapport a celui-ci. Ces deux bornes vont donc pouvoir quantifier avec exactitude le degré de
précision obtenu sur 'approximation du taux de restitution d’énergie incrémental Gj,..

6.2 Principe de analyse duale

Nous allons dans un premier temps expliquer le fondement théorique sur lequel repose le
statut de borne des objets que nous nous proposons de calculer. Nous allons dans la suite nous
placer dans un contexte bidimensionnel qui n’a, pour nos propos, pas d’autre avantage que
celui de simplifier les notations. Pour un niveau de chargement donné, 1’énergie potentielle

du milieu sain sera notée E) (SSOZ) tandis que celle du milieu fissuré sera notée EI{ (f,é’s"l)

ou [ représente la taille de la fissure propagée ou nucléée. Bien évidement, I’argument SSOZ

correspond a un champ de déplacement solution tantét du probléme concernant le milieu
sain et tantot de celui présentant une fissure. Cet argument sert a préciser qu’il s’agit de
I’énergie potentielle réelle du probleme, par opposition a une énergie virtuelle comme il sera
introduit plus loin. Nous rappelons qu’alors le taux de restitution d’énergie incrémental se
définit de la facon suivante :

Eg (gsol) _ EI])C (5, gsol)
l

Gmc = (61)

Afin d’encadrer cette quantité, nous allons nous baser sur les deux principes énergétiques
fondateurs des approches variationnelles modernes.

6.2.1 Les principes énergétiques

Le principe du minimum de I’énergie potentiel stipule que parmi I’ensemble des champs de
déplacements cinématiquement admissibles &', une solution du probléme minimise 1'énergie
potentiel. Autrement dit, en notant E9 (£") (respectivement E,J,c (¢,&")) Iénergie potentielle
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associée & un champ de déplacement virtuel & cinématiquement admissibles avec le pro-
bleme sain (respectivement avec celui comportant une fissure d’extension ), on dispose des

inégalités suivantes :
Ep (&) Ep (&)

< 6.2
El(6.e") < El(0.¢) (6.2)

Utiliser uniquement un code élément fini utilisant la Méthode des Eléments finis basée sur
les Déplacements, ou Displacements Finite Element Method (DFEM) permet, selon ce prin-
cipe, d’obtenir des majorant des quantités de type énergies potentielles qui nous intéressent
mais, en revanche, ne permet pas de donner un encadrement de Gj;,. puisque ce dernier
implique une différence entre deux énergies potentielles. Il est cependant possible d’obte-
nir un minorant des quantités énergies potentielles en considérant le principe énergétique
basé sur ’énergie complémentaire. Ce dernier affirme que parmi ’ensemble des champs de
contraintes statiquement admissibles o/, celui solution du probléme pour un chargement
donné réalise le minimum de 1’énergie complémentaire. Comme pour 1’énergie potentielle,
nous noterons E° (o) (respectivement E! (¢,0")) Dénergie complémentaire associée & un
champ de contraintes virtuel o’ statiquement admissibles avec le probléme sain (respecti-
vement avec celui comportant une fissure d’extension ¢). Enfin, sachant que les quantités
énergie potentielle et énergie complémentaire calculées a partir des solutions du probleme
sont opposées I'une a 'autre, on peut également écrire les inégalités suivantes :

B9 (&) E? (a)

-5 (L€) < EL(o) (0:)

<
<

6.2.2 Application au taux de restitution d’énergie

Gréce a la définition de Gy, donnée en (6.1) et aux inégalités (6.2) et (6.3) on aboutit
finalement a un encadrement de la quantité recherchée a savoir :
BNoN+BL(LE) ., ERE)+EL (o)
g - mec — g

(6.4)

ou &' et o’ sont & lire comme des champs de déplacements et de contraintes respectivement
cinématiquement et statiquement admissibles avec le probléme correspondant a la fonction-
nelle dont ils sont arguments. Par exemple, il ne s’agit bien évidemment pas du méme champ
de déplacement &' argument de E’g (¢,€") et de (&'). Cet encadrement formel peut, pour le
moment, laisser septique. En effet, il s’agit de sommer les erreurs d’approximations provenant
du terme d’énergie potentielle et du terme d’énergie complémentaire. Il est donc impératif
d’étre, dans un premier temps, capable d’explorer des espaces de champs statiquement admis-
sibles et cinématiquement admissibles suffisamment grands dans le but d’obtenir de petits
écarts par rapport aux valeurs solutions afin que ces différences n’interviennent pas dans
les chiffres significatifs concernés par 'apparition de la fissure. De plus, la construction de
champs de déplacements cinématiquement admissibles pouvant se faire naturellement grace
a une méthode type DFEM., il reste a préciser comment nous allons construire des champs de
contraintes statiquement admissibles. A cet effet, nous proposons d’utiliser une Méthode des
Eléments finis basée sur les Contraintes, ou Equilibrium Finite Element Method (EFEM). Si,
grace a la popularité des méthodes éléments finis reposant sur les déplacements, des codes
DFEM performants et bien optimisés sont facilement disponibles, il n’en est rien pour les
méthodes EFEM. Ceci s’explique par le degré de complexité supérieur d’'une méthode per-
mettant d’imposer a la fois simplement et efficacement le caractere statiquement admissible
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d’un champ de contraintes par rapport a une méthode garantissant le caractere cinématique-
ment admissible d'un champ de déplacement. Ce chapitre s’attachera ainsi a décrire, dans
les grandes lignes, les différents méthodes auxquels nous pouvons penser lorsqu’on cherche
a construire un code EFEM. Enfin, une derniére remarque rejoignant celle faite précédem-
ment sur l'ordre de grandeur des erreurs, est que, la résolution se faisant numériquement, il
faudra vérifier que les erreurs d’approximations liées a I'utilisation de nombres flottants n’en-
gendrent pas un bruit d’un trop grand ordre de grandeur. En effet, ’objectif étant de rendre
compte avec précision de la présence d’un défaut, il sera nécessaire d’utiliser des maillages
présentant une finesse élevée et donc d’augmenter considérablement le nombre d’opérations
entre ces nombres flottants.

6.3 Approches éléments finis en contraintes

Afin de pouvoir tirer parti de I'encadrement (6.4) nous avons vu qu'il serait judicieu de
construire un code élément fini en contraintes. Pour ce faire, nous nous sommes concentrés
sur des problemes bidimensionnels. Par conséquent, la plupart des méthodes de construc-
tion proposées ci-dessous sont intimement liées au caractere 2D des problemes traités. Nous
supposerons également que les éléments utilisés pour réaliser les maillages sont triangulaires.
Nous allons dans ce qui suit donner les grands principes qui permettent de construire des tels
codes éléments finis. Pour plus de détails, nous vous invitons a vous reporter a d’excellents
travaux sur le sujet tels que KEMPENEERS et AL. [2003] ou encore DE VEUBEKE [2001].
Le probleme majeur d’'une méthode EFEM repose sur le fait qu’il est nécessaire de garantir
au champ de contraintes o d’étre statiquement admissible. Cela signifie, entre autre, que ce
champ doit vérifier les conditions d’équilibre locale qui sont :

dive =0 (6.5)

en l'absence de force de volume, mais également que le vecteur contrainte doit étre continue
a travers toute surface de discontinuité de o. c’est-a-dire qu’a travers une telle surface la
relation suivante doit étre vérifiée :

[e]n=0 (6.6)

en tout point de la surface ou m représente la normale a cette derniere et [] est le saut
d’une quantité au travers de la surface tel que représenté sur la Figure 6.1. Dans ce contexte,
le saut du champ de contraintes serait tout simplement égal & o® — o). Enfin, il est

@ @

n

FIGURE 6.1 — Illustration du saut d’une quantité au travers une surface de discontinuité

nécessaire de demander a o d’étre symétrique afin de garantir I’équilibre en moment de
chaque sous systeme. D’un point de vue élément finis, on souhaite pouvoir construire de
maniere discrétisée le champ de contraintes sur I’ensemble de la structure. Cependant, la
condition de continuité (6.6) ne porte pas sur le champ de contraintes mais sur le vecteur
contrainte et est de faite beaucoup plus souple. Afin de ne pas étre trop restrictif sur le choix
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de 'espace d’optimisation, il ne semble pas opportun de travailler avec des inconnues nodales
comme dans le cadre des méthodes DFEM. Cela reviendrait en effet a exiger la continuité
du tenseur o dans son intégralité.

6.3.1 Meéthode directe

La méthode la plus naturelle pour répondre aux problématiques que nous avons exposées
précédemment est de chercher a construire un champ de contraintes o par éléments. On
peut par exemple choisir de le construire polynomial sur chacun des éléments du maillage.
En prenant soin de construire ce tenseur de maniere symétrique, on aurait, pour un pro-
bleme bidimensionnel, 3 coefficients a définir. En coordonnées cartésiennes il s’agirait bien
évidemment de o, 04y et 04, Une fonctionnelle linéaire nécessitant 3 informations pour
étre définie, on aurait & gérer, dans ce contexte, 9 inconnues par éléments. Pour le e®me
élément, ces 9 inconnues serons regroupées symboliquement sous la forme d’un vecteur noté
{o(©)}. La réunion de ces inconnues associées aux différents éléments du maillage donne lieu
a un vecteur d’inconnues globales que nous noterons {o}. Il est alors possible, a partir de
I’ensemble de ces inconnues, de calculer I'énergie élastique de contrainte correspondant au
champ o ainsi construit sur chaque élément du maillage, puis d’en déduire I’énergie élastique
de contrainte globale du milieux.

Mﬁ(a)=%jgazszadve=%%ﬁ}¢sy{a} (6.7)

ou S est la matrice de souplesse géométrique du milieu considéré.

Afin d’effectivement donner le sens d’une énergie élastique de contrainte a (6.7), il est
nécessaire de garantir au champ de contraintes o engendré d’étre statiquement admissible.
La vérification de ’équilibre local (6.5) revient & exiger pour chaque élément la vérification
de 2 équations polynomiales :

000 004y
+

ox dy B 6.8
Oay Dayy 0 (6:8)

ox oy

Le champs de contraintes étant linéaire sur chaque élément, sa divergence est donc un tenseur
d’ordre un constant par élément. Ces deux équations se traduisent alors comme deux uniques
équations scalaires faisant intervenir les 9 inconnues {o(9)} de I’élément de facon linéaire :

(8):[ div. lin. (e) ]{a@} (6.9)

ou la matrice [div. lin. (e)] dans I’équation ci-dessus est de dimensions 2x9. Ces conditions
peuvent par exemple étre imposée via des multiplicateurs de Lagrances. Ces derniers, étant la
forme duale d’un point de vue énergétique des deux équations de (6.8), peuvent s’'interpréter
comme les composantes horizontale et verticale de la translation de corps rigide de I'élément
(c.f. DE VEUBEKE [2001]).

Il nous reste a voir comment imposer la continuité du vecteur contrainte au travers des
surfaces de discontinuité. L’espace des champs de contraintes choisis étant celui des champs
linéaires par éléments, les surfaces de discontinuité sont donc les arétes communes a deux
éléments. A partir de la donnée d’une orientation arbitraire sur une telle aréte, il est possible
de définir un vecteur tangent ¢t mais aussi une normale m et ainsi de parler de vecteur
contrainte. En effet, si e, est le vecteur hors plan, on garde la convention utilisée lors du
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1

FIGURE 6.2 — Aréte commune entre un élément i et un élément j. Orientation de la tangente t et
de la normale n a ’aréte en fonction d’un sens de parcours.

chapitre sur les transformations conforme (voir Chapitre 3, Section 3.3) consistant & orienter
le vecteur tangent selon le sens de parcours de ’arc et de définir la normale n telle que :

n=tre, (6.10)

ou A désigne le produit vectoriel entre deux vecteurs (cf. Figure 6.2 pour une illustration de
ces conventions). Le vecteur contrainte issu d'un o linéaire étant lui aussi linéaire en tant
que fonction de 'abscisse curviligne de I'aréte commune orientée, il suffit de connaitre son
expression en deux points (par exemple le point A et le point B sur la Figure 6.2) afin de le
définir completement. Le vecteur contrainte se réduisant a deux composantes dans le plan
d’étude, par exemple T}, et T}, la continuité du vecteur contrainte a la traversé d’une aréte
commune se résume a exprimer dans la direction horizontale, puis dans la direction verticale,
I’égalité entre deux fonctionnelles linéaires. Une telle égalité se traduit par deux équations en
exprimant par exemple I’égalité aux noeuds A et B de I'aréte. D'un point de vue comptable,
il découle de la continuité du vecteur contrainte a la traversé d’une aréte partagée par deux
élément du maillage 4 équations a vérifier. Ces équations font cette fois-ci intervenir les 9
variables de chacun des deux éléments qui sont notées {c(¥} et {c()} selon la numérotation
introduite par la Figure 6.2.

e}

o®

= cont. (i)/(j). ]{ 50 } (6.11)

o O O

ou [cont. (7)/(7).] est une matrice 4x18 dans le cas considéré. Encore une fois, on peut, pour
imposer ces conditions de continuité, recourir a 4 multiplicateurs de Lagrange par aréte ayant
la propriété d’étre commune a deux éléments du maillage. Cette méthode peut également étre
utilisée pour imposer les conditions aux limites en effort sur la frontiere du milieu considéré,
aboutissant ainsi a un systeéme linéaire portant sur le vecteur des inconnues {o} :

[CL.T] {0} ={T"} (6.12)

Il n’y a pas de difficulté conceptuelle supplémentaire en ce qui concerne la construction du
terme correspondant au travail virtuel des déplacements imposés. Ce dernier se mettant in
fine sous la forme :

fS . Tds = {o} {U) (6.13)

T;
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Avec ces notations, ’énergie complémentaire associée a un champ o polynomial par éléments
D
s'écrit :

E.(c) - %t (0}.[S]. {0} - "{o} . {U") (6.14)

En utilisant des multiplicateurs de Lagrange, la minimisation de cette énergie sous les condi-
tions détaillées précédemment conduit a résoudre un systeme linéaire pouvant étre schématisé
de la maniére suivante :

- 4t

~

r O Neb)
] 4: ~
s 12| |=
S SIEREE g U
2 1 Sl 2 =4 > (6.15)
divergence ‘qi 0
L ] Sy
continuité 0 =
L = [
C.L. T¢ EO Td

ou les matrices [divergence], [continuité] et [C.L. T sont obtenues par juxtaposition des
matrices élémentaires obtenue par les méthodes décrites précédemment ((6.9) et (6.11)).

Cette description tres succincte des principes sur lesquels repose un code EFEM assez
simple nous permet de procéder a un bilan comptable concernant la taille du systeme li-
néaire a résoudre pour un probléme et un maillage donné. Avec les précisions introduites
précédemment, en notant Ng le nombre d’éléments du maillage, N4 le nombre d’arétes et
N4 le nombre d’arétes appartenant au bord du maillage, on peut dénombrer les contribu-
tions suivantes afin de calculer la taille du systéme linéaire a résoudre :

— 9. Ng concernant la taille de la matrice de souplesse géométrique S
— 2- Ng pour les équations assurant 1’équilibre local
— 4-(N4 - Nap) pour les équations associées a la continuité du vecteur contrainte

— 4 fois le nombre d’arétes appartenant au bord et ou des conditions aux limites en efforts
sont imposées.

Le dernier point de cette liste dépendant du probleme considéré et étant identique pour
chacune des stratégies que nous allons exposer, nous allons nous contenter des trois premieres
contributions listées ci-dessus afin d’estimer la taille du systeme linéaire. Afin de simplifier
notre propos, il serait préférable de pouvoir effectuer ce dénombrement en fonction d’une
seule caractéristique du maillage considéré. Ainsi, il sera par exemple préférable d’obtenir
une approximation du nombre d’équations a considérer en fonction du nombre d’éléments
du maillage. En ce sens, il est nécessaire d’estimer le troisieme item de la liste ci-dessus par
une fonction dépendant uniquement de Ng. A cet effet, il est a noter que, comme précisé
par I’équation (6.11), chaque équation relative a la continuité du vecteur contrainte fait
intervenir les inconnues des deux éléments adjacents a I’aréte considérée. Par conséquent, il
faut considérer que les 4 équations relatives a la continuité du vecteur contrainte a la traversée
d’une aréte commune entre deux éléments voisins comptent pour moitié pour chacun de ces
¢léments. Par conséquent, pour un ¢élément triangulaire donné, en ne se préoccupant pas de
ceux se trouvant au bord du maillage, 2 équations sont a prendre en compte pour chacune de
ses arétes afin de garantir la continuité du vecteur contrainte. La contribution 4-(N4 — Napg)
dans la liste ci-dessus peut donc étre approximée par 3-2- Ng. Ainsi, on peut considérer
qu’avec une telle méthode d’élément finis de type EFEM, pour un maillage constitué d'un
nombre d’élément Ng, on obtiendra un systeme linéaire a inverser de taille :

(9+2+3-2)Ng =17 Ng (6.16)
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Cette information est assez révélatrice de l'efficacité du code numérique étant donné que la
taille du systéme est intimement liée a son temps de résolution. A ce titre, cette quantité sera
le point de départ de notre discussion visant a comparer les différentes méthodes d’éléments
finis en contraintes qui s’offrent a nous.

Le méme travail de dénombrement peut étre mené dans le cas ou le champ de contrainte
o est choisi cette fois quadratique par éléments. Chaque élément sera alors associé a 18 incon-
nues. Vérifier les équations de la divergence nécessitera 6 équations scalaires et la continuité
du vecteur contrainte a la traversée d’'une interface sera associée a 6 équations également.
Le systeme linéaire a inverser obtenu dans ce cadre sera de taille :

(18+6+3-3)- Np =33- Ng (6.17)

6.3.2 Redondance et choix du solver

Avant de passer a la description d’une autre méthode permettant de construire un code
EFEM, il reste, afin d’étre complet dans notre présentation relativement succincte, un point
a éclaircir concernant la faisabilité de la résolution du systeme linéaire proposé (6.15). Il
existe en effet un point d’achoppement majeur lié a 1'utilisation d'un code type EFEM qui
tire son origine dans la redondance de certaines équations proposées. Il est a noter que cet
inconvénient n’est pas imputable a la méthode qui vient d’étre présentée et n’est en aucun
cas solutionné par les schémas proposés dans les sections suivantes. Une facon tres simple de
constater la redondance de certaines équations survenant dans le cadre d’'une méthode EFEM
est d’imaginer un domaine borné chargé uniquement en efforts sur la frontiere extérieure
du milieu. Le fait d’imposer aux champs de contraintes construits d’étre symétriques et
de vérifier les équations d’équilibre local (6.5) au sein de chacun des triangles du maillage
implique automatiquement la vérification de I’équilibre global de chacun de ces éléments.
Cette propriété combinée a la continuité du vecteur contrainte au travers des surfaces de
discontinuités implique également 1’équilibre global de tout le systeme considéré. Or, bien
évidemment, le chargement auquel ce milieu est soumis aura forcément été choisi de maniere
a respecter cet équilibre global. L’équilibre global du systeme aura ainsi été imposé deux
fois, une fois par le biais des conditions (6.5) et (6.6) et une fois en ayant imposé la valeur du
vecteur contrainte sur le bord du milieu considéré. Afin d’illustrer un peu mieux notre propos,

p
B 1 C
o .
D (2) (3) p T_, e,
O
(1)

p

FI1GURE 6.3 — Milieu carré de longueur L. Illustration d’une source de redondance parmi les équa-
tions
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nous pouvons par exemple considérer le probleme en déformations planes d’un carré de taille
L soumis & une pression isotrope p comme représenté sur la Figure 6.3. On notera o® le
champ de contrainte qui régne dans I’élément (i) qu’on choisira linéaire. Supposons que les
conditions concernant la divergence dans tous les éléments et que les conditions de nullité du
saut de vecteur contrainte au travers des arétes AO, BO, C'O et DO soient toutes vérifiées.
Par conséquent, un tel champ de contrainte vérifie automatiquement 1’équilibre global du
carré en résultante. Etant donné qu’on considére des champs de contraintes linéaires par
éléments, les conditions aux limites sont que sur chaque face du carré, le vecteur contrainte
est égale a —pn en deux points de 'aréte ou n est la normale extérieure a la facette. Par
exemple, pour 'aréte CD, on aurait les conditions suivantes :

a® (C).e, = —pe,

6.18
o® (D) .e, = —pe, (6.18)

Supposons désormais que ces conditions aux limites soient vérifiées sur les facettes AB, BC'
et CD, mais que, sur la facette AD, on ait seulement imposé o) (A).e, = —pe,. Etant
donné 'espace choisi pour o, I’équilibre global en résultante nous donnerait :

L
0=-pLe, -7 (e (A).e,+aM(D).ey) (6.19)
ce qui, eut égard a la condition aux limites imposée en A sur 'aréte AD, se traduit par :
oW (D) e, = -pe, (6.20)

Ainsi, la condition aux limites relative au point D sur I'aréte AD est automatiquement
vérifiée, sans 'avoir explicitement exigée. Rajouter cette condition dans le jeu des équations a
résoudre introduit ainsi une redondance dans le systéme (6.15) ce qui se traduit par une perte
du caractere inversible de ce dernier. Il est cependant intéressant de noter que cela ne signifie
pas que le systeme d’équation n’admet pas de solution mais plutot que la solution n’est pas
unique. Fort heureusement, cette perte d’unicité ne concerne en fait que les multiplicateurs
de Lagrange. Les variables d’optimisation {o} sont quant a elles déterminées de maniere
unique. Par conséquent, ce caractere non inversible du systeme linéaire, bien que facheux
du point de vue numérique, n'impacte pas la faisabilité au moins théorique du processus
proposé puisqu’il s’agit simplement d’exhiber une des solutions possibles. Une fois ce constat
établi, plusieurs stratégies peuvent étre adoptées. Il est par exemple possible de mener une
opération consistant a identifier quelles sont les équations redondantes entre elles puis a en
éliminer certaines afin de retrouver un systeme linéaire de rang égal a sa dimension. C’est par
exemple la stratégie adoptée par KEMPENEERS et AL. [2003] dans ses travaux. Pour notre
part, nous avons choisi d’utiliser un solveur permettant déja de gérer ce genre de systéme
linéaire dégénéré se nommant MUMPS (MUTItifrontal Massively Parallel sparse direct Solver).
D’autres phénomenes peuvent étre a l'origine du caractere dégénéré du systeme linéaire a
inverser, comme par exemple des configurations géométriques particulieres du maillage, mais
ils peuvent tous étre traités de fagon analogue.

Cette remarque vient compléter la description tres succincte d’une premiere méthode
EFEM que nous appellerons méthode directe. Cette méthode a 1'avantage de pouvoir étre
facilement adaptée a des contextes rigoureusement 3D et axisymétrique.

6.3.3 Les fonctions d’Airy

Une fagon tres simple pour améliorer la méthode décrite précédemment est de penser
a construire des champs de contraintes qui sont d’ores et déja a divergence nulle. Pour
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un probleme bidimensionnel, on peut par exemple penser a recourir a une fonction d’Airy.
En effet, les équations (2.2), permettant de calculer le champ de contrainte a partir d’une
fonction d’Airy ¢, ont été spécialement construites dans le but de vérifier automatiquement
les conditions d’équilibre local en l'absence de force de volume (6.8). Une question venant
légitimement a I’esprit est de savoir si, a I’aide d’une telle fonction, il est possible de construire
tous les champs de contraintes polynomiaux a divergence nulle. Procédons pour répondre a
cette question a un petit dénombrement se basant sur le nombre de mondémes composant
un polynéme de deux variables de degré k. A cette fin, le Tableau 6.1 listant les différents
mondémes composant un polynéme de degré k en tant que polynome de deux variables x
et y est établi. Au vue de la définition des composantes en base cartésienne du champs de

Nombre de monéme pour

Degré k Monomes de degré k un polynome de degré k
0 1 1
1 Ty 3
2 2 xy  y? 6
3 ¥ x?y  axy? P 10
4 4

x3y x2y2 xy?’ y3 15

(p+1)(p+2)
2

P L yP

TABLEAU 6.1 — Liste des mondmes de degré k£ pour un polynéme de deux variables x et y

contraintes a partir d’une fonction d’Airy ¢, il apparait nécessaire de considérer cette derniere
comme polynomiale de degré k + 2 si ’on souhaite travailler avec des champs polynomiaux
de degré k. On remarque également que les monomes de degré 0 et 1 du polynéme associé a
la fonction d’Airy ¢ ne jouent pas de réle dans la définition de o. Pour assurer le caractere
injectif de 'application permettant de définir un champ de contrainte a partir d'une fonction
d’Airy polynomiale, il faut et il suffit de fixer par exemple a zéro les coefficients associés
a ces trois monomes. Ainsi, en partant d’un espace de polyndéme de degré k + 2 privé des
mondmes de degré 0 et 1, qui est un espace de dimension

(k+3)(k+4) 3. (k+1)(k+6)
2 2

(6.21)

on obtient, via la relation (2.2), un espace de champs de contraintes a divergence nulle, sy-
métriques, polynomiaux de degré k, de méme dimension. Réciproquement, dans un contexte
bidimensionnel, I'espace des champs de contraintes polynomiaux, symétriques, de degré k
est de dimension ?’(’CLW La divergence d'un tel tenseur sera un tenseur d’ordre 1 ayant
deux composantes polynomiales de degré k- 1. Imposer sa nullité requiere k(k+ 1) équations
qui sont autant de relations linéaires indépendantes a imposer entre les degré de liberté dé-
finissant o. En deux dimensions, I'espace des tenseurs d’ordre 2 symétriques, polynomiaux
de degré k et a divergence nulle est donc de dimension :

3(k+1)(k+2) (k+1)(k+6)
2 2

-k(k+1)= (6.22)
qui est donc égale a la dimension de ’espace considéré précédemment. Sachant que 'un de
ces deux espaces est trivialement inclus dans l'autre, ce résultat implique donc qu’il s’agit
d’un seul et méme espace. On en déduit que tous les champs de contraintes polynomiaux a
divergence nulle dérivent forcément d’une fonction d’Airy elle méme polynomiale.
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Ce résultat permet de voir tout de suite l'intérét qu’il y a a définir des champs de
contraintes via une fonction d’Airy. Tout d’abord, il est important de préciser que ’espace
d’approximation via des fonctions d’Airy est rigoureusement le méme que celui utilisé via
une méthode directe comme présenté précédemment. De plus, I'usage des fonctions d’Airy
va permettre de diminuer la taille de la matrice de souplesse [S] puisque, 'espace de travail
de base étant de dimension inférieure, le nombre d’inconnues par éléments se verra diminuer.
Enfin, le bénéfice en terme de nombre d’équation a considérer est double puisque, dans la
représentation (6.15), il sera possible de se passer de la matrice [divergence]. Le gain en
terme de taille de systeme et donc en temps de calcul semble donc étre trés intéressant et
peut se faire dans ce contexte a moindres frais. Avant de calculer plus précisément les pen-
dants de (6.16) et (6.17), assurons nous que les équations de continuité du vecteur contrainte
restent facile a établir. Pour ce faire, nous allons a nouveau utiliser une propriété déja énon-
cée lors des discussions concernant les fonctions holomorphes. Sur un arc orienté paramétré

€y

e, t

€.
n

FIGURE 6.4 — Arc orienté et convention d’orientation de la normal

z(s)e, + y(s)e,, le vecteur tangent vérifie la relation tds = dze, + dye,. La convention
d’orientation, déja donnée précédemment, et reprécisée par la Figure 6.4 permet de définir
un vecteur normal au contour par la relation (6.10). Plus précisément, avoir convenu d’une
orientation permet de définir une notion d’extérieur et d’intérieur au contour. Se faisant,
la notion de vecteur contrainte sur un arc orienté perd toute ambiguité. On peut d’ailleurs
quantifier ce dernier de maniere tres agréable lorsque le champ de contrainte dérive d'une
fonction d’Airy tel que défini par (2.2). On trouve en effet :

Tds = o.(dye, —dze,) =d(¢,)e, —d(¢.)e, (6.23)

Cette expression suggere fortement qu’il serait plus agréable de manipuler, en lieu et place
du vecteur contrainte, son intégrale le long d'un arc orienté. Par exemple, la résultante des
actions extérieures exercées par l'extérieur au contour sur le dit contour entre deux points
A et P, tels que représentés sur la Figure 6.4, s’exprime :

[ Tds = (6,(P) - 6,4(A)) 0~ (6.(P) - 6.(A))e, (6.24)

Il est intéressant de noter que, en fixant par exemple le point A, la connaissance du vecteur
contrainte en tout point de 'arc est strictement équivalente a la connaissance de 'objet (6.24)
pour tout point P appartenant a ’arc. Ainsi, pour revenir a ['objet de nos préoccupations
et en se basant sur la Figure 6.2, exiger que le vecteur contrainte soit continu a la traversée
de I'aréte AB revient strictement a demander de vérifier le systeme d’équation suivant :

oD (P) - 09 (A) = ¢l (P) -9 (A)

6D (P)- oD (4) =0D(P) - (4) (6.25)

VPe[AB] {
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ot ¢() (resp. ¢()) est la fonction d’Airy associée a I’élément numéro (z) (resp. (j)). Cette
notation, peut étre un peu lourde, devient tres efficace lorsqu’on s’intéresse a des espaces
d’approximations polynomiaux. En effet, si 'espace d’approximation choisi est celui des
champs de contraintes polynomiaux de degré k, alors pour assurer la propriété (6.6) a la
traversé d'une aréte AB commune entre deux éléments, il faut et il suffit que (6.25) soit
garanti pour k + 1 point P distincts appartenant tous au segment ouvert a gauche |AB]. On
retrouve donc, et c’est bien normal, le méme nombre d’équation a vérifier que dans le cas des
code EFEM directs présentés précédemment (cf. (6.11)). Pour un espace d’approximation
de champs linéaires par morceaux, on peut par exemple, toujours selon la représentation
associée a la Figure 6.2, choisir d’exprimer les égalités (6.25) pour P positionné d’une part
au niveau du point B et d’autre part au niveau du milieu de I'aréte. Ainsi, les fonctions
d’Airy garantissent un acces tres simple aux conditions de continuité du vecteur contrainte.

Ce point technique clarifié, nous pouvons désormais procéder au fameux bilan comptable.
En considérant un espace d’approximation correspondant a des champs de contraintes poly-

nomiaux par morceaux on peut récapituler les résultats précédents de la maniére suivante :

— ngﬂ variables par éléments correspondant a la construction d’une fonction d’Airy

— 2(k+1) équations par aréte partagée entre deux éléments afin de garantir la continuité
du vecteur contrainte

Si, comme dans la partie précédente, 'objectif est de trouver une estimation de ces quantités
en fonction uniquement du nombre d’éléments du maillage Ng, il est alors nécessaire de
reformuler le dernier item de cette liste. Une bonne estimation de ce dernier est obtenue,
nous ’avons vu, en considérant que ces d’équations comptent pour moitié lorsqu’elles sont
rapportées aux éléments. Si les équations liées aux conditions aux limites de type effort sont
de plus laissées de coté, la taille du systeme linéaire a résoudre est caractérisée par :

(k+1)(k+12)

Taille du systéme linéaire = 5

(6.26)
Un degré d’approximation linéaire aboutit a une taille 13 - Ng alors qu'une approximation
quadratique donne 21- Ng. Ces deux quantités sont bien évidemment a comparer avec (6.16)
et (6.17). Ainsi, une méthode EFEM basée sur des champs de contrainte étant d’ores et déja
a divergence nulle permet un gain de l'ordre de 30% en terme de taille du systeéme linéaire
a résoudre dans le cas de champs polynomiaux linéaires ou quadratiques par éléments.

L’avantage de cette seconde méthode ayant été établi, il serait dommage de ne pas indi-
quer quelques pistes pouvant étre explorées lorsque 1'objectif est de traiter des probléemes en
dimensions supérieures. Pour ce qui est des problemes tridimensionnel généraux, il est pos-
sible de recourir aux fonctions de Maxwell ou de Morera. En ce qui concerne les problemes
axisymétriques, nous pouvons toutefois étre un peu plus explicite. A cet effet, rappelons que
les équations de 1’équilibre local en 'absence d’action a distance peuvent se mettre sous la
forme :

o(roq) . d(ro.,)

Ogy =
7 9
000 0(0.) (6:27)
- or 0z

ou (r,0, z) sont les coordonnées cylindriques classiques. La seconde équation faisant fortement
penser a la seconde de (6.8), il semble naturel de chercher o, et 0., dérivant d’une fonction
de contrainte de la facon suivante :

10? 102
_1%% __10%¢ (6.28)

Ous = o
Zoror? ’ T r 022
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Il apparait clairement que par contre le choix de o, peut étre fait de maniere complétement
arbitraire puisque celui-ci sera rattrapé intégralement par gy dans (6.27). Dans le but d’ob-
tenir des champs de contrainte polynomiaux de degré k, il est nécessaire que ¢ soit également
polynomial mais de degré k + 3. De plus, au vue de la définition (6.28), il apparait que ‘327‘5
doit étre divisible par r. Cette propriété, couplée au fait qu’il est possible de choisir nuls
les monomes de ¢ de degrés 0 et 1 sans perte de généralité, permet de conclure que 0 est
une racine triple de ¢ vue un polynéme d’une seule variable r. Il vient que ¢ doit nécessai-
rement se mettre sous la forme ¢ = 3P, ou P est un polynéme de deux variables r et z
de degré k. Ainsi, la construction d'un tel champ de contrainte axisymétrique a divergence
nulle passe par le choix arbitraire de deux polynomes de degré k, I'un définissant P intro-
duit précédemment et 'autre définissant o,,.. L’'obtention de o,, et de o, se faisant alors
par le biais des relations (6.28) et gy se calculant directement a partir de (6.27). De tels
champs de contrainte formant un espace vectoriel de dimension (k+1)(k+2), un exercice de
dénombrement simple montre qu’il est en fait possible de générer ainsi tous les champs de
contrainte axisymétrique polynomiaux a divergence nulle. L.’expression du vecteur contrainte
ne serait, quant a elle, pas aussi simple a obtenir que dans le cadre bidimensionnel associé
aux fonctions d’Airy.

6.4 Meéthode basée sur les vecteurs contraintes par arétes

6.4.1 Principes fondamentaux

Par rapport a la méthode directe, la construction de champs de contraintes satisfaisant
par nature la condition de divergence nulle (6.8) a permis de diminuer significativement la
taille du systeme linéaire a résoudre et par conséquent l'efficacité en terme de temps de
calcul de la méthode proposée. Cependant, avec une telle approche, le caractere continu du
vecteur contrainte restait a garantir. L’idée des sections qui suivent est de chercher cette fois
a garantir de maniére automatique cette continuité du vecteur contrainte a la traversée des
surfaces de discontinuités qui, dans le cas des éléments finis tels que décrits dans ce chapitre,
sont les arétes communes entre deux éléments du maillage (sans chercher cependant a garantir
automatiquement ’équilibre local). Une fagon d’obtenir cette propriété est de construire
notre espace d’approximation non pas a partir des champs de contraintes (ce qui donne in
fine des variables d’optimisation par élément) mais a partir des vecteurs contraintes par
aréte du maillage. C’est I'une des approches proposées par DE VEUBEKE [2001] et reprise
notamment par KEMPENEERS et AL. [2003].

Pour que cette notion de vecteur contrainte est un sens, il faut se rappeler qu’a partir
d’une orientation d’un arc, la convention présentée Figure 6.4 permet de définir une nor-
male et donc précise le sens de la notion de vecteur contrainte. Ainsi, il est nécessaire avant
toute chose de conférer une orientation a chaque aréte du maillage. Celle-ci pouvant étre
quelconque, on peut par exemple choisir d’orienter une aréte en allant de son extrémité
associée au nceud ayant le numéro global le plus petit vers celle associée au numéro glo-
bal le plus grand. Une fois cette convention fixée, nous pouvons nous attacher a détailler
les grands principes de cette méthode. Tout comme nous avions choisi de travailler sur des
espaces d’approximation de champs de contrainte polynomiaux par éléments, nous allons
désormais raisonner sur des vecteurs contraintes polynomiaux par arétes. Rappelons tou-
tefois que l'objectif est de pouvoir calculer une énergie élastique de contrainte du systeme
maillé par des éléments triangulaires. La simple donnée du chargement s’exercant sur un
systeme ne permettant pas d’accéder a cette information, I’enjeu devient donc d’exhiber,
pour chaque élément du maillage, un champ de contrainte statiquement admissible avec les
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vecteurs contraintes associés aux trois arétes de I’élément triangulaire. Si une telle opération
est théoriquement et pratiquement faisable, il sera alors possible de construire des champs
de contraintes vérifiant automatiquement la condition de saut (6.6) et ainsi de faire la pré-
cieuse économie de ces nombreuses équations. Nous allons donc nous attacher a décrire une
facon d’aboutir a la construction de tels champs de contraintes. Pour un élément du maillage
quelconque, une représentation de la situation considérée est donnée sur la Figure 6.5. No-

3

1

FI1GURE 6.5 — Triangle élémentaire et orientation locale des arétes

tons que l'orientation des arétes données sur cette figure ne peut pas étre en accord avec
la convention d’orientation proposée précédemment. En effet, selon la regle proposée, une
aréte au moins aura une orientation différente que celle proposée Figure 6.5. Cette illustra-
tion propose donc une orientation locale des arétes qui doit par la suite étre raccordée a
I'orientation globale telle que proposée précédemment. L’avantage de cette orientation locale
est que les normales associées aux arétes correspondent aux normales extérieures au triangle
élémentaire. Par conséquent, les vecteurs contraintes associés aux arétes ainsi orientées cor-
respondent aux efforts de contact que 'extérieur au triangle exerce sur celui-ci. Il est donc
légitime de parler d’efforts exercés sur le triangle et par conséquent de chargement. Une re-
marque fondamentale est que trouver un champ de contrainte statiquement admissible avec
un tel chargement nécessite a minima que celui-ci soit équilibré. Les variables d’optimisation
du probleme considéré étant véritablement des inconnues par aréte, il n’y a aucune raison
qu’elles constituent des chargements équilibrés pour les éléments. Ainsi, dans ’espoir de
pouvoir exhiber un tel champ de contrainte, il est nécessaire d’imposer des relations linéaires
entre ces inconnues qui correspondent a ’équilibre en résultante du chargement (selon deux
directions pour un probleme 2D) ainsi qu’a ’équilibre en moment (dans la direction hors
plan). Pour les problémes plans considérés, ce sont donc trois équations par éléments qu'’il
est nécessaire de vérifier. Celles-ci étant linéaires par rapport aux variables d’optimisation,
il est donc tout a fait envisageable de les imposer grace a des multiplicateurs de Lagrange.
Il est d’ailleurs amusant de remarquer que la méthode précédente basée sur les fonctions
d’Airy permettait de satisfaire I’équilibre local mais nécessitait d’imposer la continuité du
vecteur contrainte, alors qu’au contrainte, cette procédure permet I’économie des équations
de saut (6.6) mais nécessite d’imposer une forme d’équilibre local.

Pour mener a bien la construction de ce type d’éléments finis EFEM, il faut et il suffit
d’étre capable de construire, pour un triangle donné soumis sur chacune de ses facettes
a un chargement de contraintes polynomiales en équilibre global, un champ de contrainte
statiquement admissible avec ce chargement. Pour mener a bien cette entreprise, il parait
naturel de chercher un tel champ de contrainte lui méme polynomial de méme degré, mais
en tant que fonction de deux variables. Cependant, il ne parait pas clair qu’il soit possible
d’équilibrer des vecteurs contraintes polynomiaux de degré k par des champs de contrainte
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eux méme polynomiaux de degré k. C’est a cette problématique que nous allons traiter dans
les deux sous parties suivantes dans le cas de contraintes linéaires puis quadratiques.

6.4.2 Vecteurs contraintes linéaires par arétes

Nous avons vu précédemment que les champs de contrainte linéaires a divergence nulle
formaient un espace vectoriel de dimension 7. Lorsque calculés sur les arétes d’un triangle, les
vecteurs contraintes issus de tels champs sont bien entendu linéaires par rapport a l’abscisse
curviligne (avec la convention d’orientation proposée sur la Figure 6.5). En admettant qu’il
n’existe pas sur un élément triangulaire de champ de contrainte linéaire non nul, vérifiant
I’équilibre local et auto-équilibré, on trouve qu’a partir de 1’espace vectoriel susmentionné,
il est possible de générer un espace de vecteurs contrainte linéaires par aréte du triangle et
en équilibre de dimension 7 également. Cependant, construire un vecteur contrainte linéaire
sur une aréte demande de choisir de fagon indépendante 4 inconnues dont dépendra ensuite
linéairement le vecteur contrainte (il peut par exemple s’agir de la valeur que prend le vecteur
contrainte aux extrémités de la dite aréte). Définir donc un chargement en contrainte linéaire
et équilibré sur un triangle correspond aux choix de 3 x4 -3 = 9 parametres indépendants, le
-3 provenant des équations d’équilibre global en résultante et en moment selon la direction
hors plan. L’espace vectoriel associé a un tel chargement étant par conséquent de dimension
9, il apparait clairement qu’il n’est pas possible d’équilibrer n’importe quel jeu de vecteurs
contrainte linéaires s’exercant sur un triangle par le biais de champs de contrainte eux-mémes
linéaires ainsi qu’a divergence nulle. En effet, en plus des trois équations d’équilibre global
évoqué ci-dessus, il serait nécessaire d’imposer deux équations supplémentaires a ce type
chargement si I’on voulait 1’équilibrer par un champ de contrainte linéaire. Si les 3 premieres
équations sont tout a fait physique et sont en dualité d’'un mouvement de translation de
corps rigide et d’une rotation d’ensemble par rapport a la direction hors plan, les 2 dernieres
n’ont pas de signification particuliere. Une interprétation dualisée ainsi qu’'une représentation
graphique est fournie par DE VEUBEKE [2001]. Cette interprétation tres puissante conduit
la recherche de champs de contrainte équilibrant n’importe quel chargement linéaire sur un
triangle dans un espace un peu particulier. Si les raisons profondes de l'introduction de cet
espace ne seront pas abordées, nous nous contenterons d’en donner la définition. De plus,
nous exhiberons les fonctions de forme permettant de déterminer un champ de contrainte
statiquement admissible avec un chargement donné. Il ne nous est pas apparu clairement que
la littérature donnait acces a ces fonctions de forme et par conséquent nous pensons qu’il est
intéressant de les consigner dans ce travail.

3

1

FIGURE 6.6 — Triangle squelette et décomposition en trois zones notées (1), (2) et (3)
Afin de considérer un espace fonctionnel le plus grand possible, il semble préférable de se
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placer dans un espace plus vaste que celui des champs de contrainte linéaire sur tout I’élément
triangulaire. Nous avons en effet vu que cet espace n’était pas de dimension suffisante et que,
plus précisément, il lui manquait deux vecteurs indépendants pour étre complet. Afin de les
trouver, I'idée est de subdiviser 1’élément triangulaire considéré en trois sous triangles tel
que représenté sur la Figure 6.6 et de chercher un champ de contrainte statiquement admis-
sible avec le chargement cette fois-ci linéaire par zones. D'un point de vue terminologique, le
triangle élémentaire (connectant les points 123 sur la Figure 6.6) sera appelé triangle prin-
cipal et sa subdivision portera le nom de triangle squelette. Le point b sur lequel repose la
subdivision peut étre choisi arbitrairement a l'intérieur strict du triangle principal. Il semble
cependant plus agréable et plus naturel de le choisir égal a I'isobarycentre du triangle. Cette
idée de travailler dans un espace de champs tensoriels linéaires par zones est en effet salva-
trice puisqu’un simple calcul montre que I’ensemble des champs de contrainte statiquement
admissibles et linéaires sur chacun des sous triangles forme un espace vectoriel de dimension
9 exactement. Les vecteurs contrainte associés a de tels champs de contrainte et calculés sur
les arétes du triangle principal étant eux-aussi linéaires, ce résultat montre que cet espace de
travail basé sur les triangles squelettes permet effectivement de décrire ’ensemble des vec-
teurs contrainte linéaire par aréte du triangle principal. Une petite remarque assez agréable
est qu'un champ de contrainte linéaire sur tout le triangle principal est en particulier linéaire
sur chacun des sous triangles. Etant en particulier continue, il vérifie automatiquement la
condition de saut (6.1) & la traversée des arétes 1b, 2b et 3b. Par conséquent, espace des
champs de contrainte linéaires basés sur le triangle squelette inclus naturellement ’'espace
des champs de contrainte linéaires sur tout le triangle principal. Ce dernier espace étant de
dimension 7, il nous donne donc acces tres facilement & 7 vecteurs indépendants permettant
de donner une bonne base de départ. Celle-ci ne nécessitera que deux vecteurs indépendants
supplémentaires pour former une famille génératrice de ’espace vectoriel recherché.

Afin de mener a bien cette entreprise, notons que 1’espace de travail considéré est constitué
de champs de contrainte en particulier polynomiaux, a divergence nulle et linéaires par sous
triangle. Puisque nous avons vu dans la partie précédente qu’il est équivalent de travailler sur
des champs de contrainte polynomiaux a divergence nulle et des fonctions d’Airy, le probleme
revient donc a considérer pour un triangle principal un jeu de trois fonctions d’Airy notées
M 2 et pB3) permettant chacune de décrire le champ de contrainte régnant dans 1'un
des trois sous triangle. Bien entendu, la réunion de ces trois champs de contrainte devant
étre statiquement admissible, il sera essentiel de construire des fonctions d’Airy permettant
d’assurer la condition de saut du vecteur contrainte (6.6) a la traversé des arétes 1b, 2b et 3b.
Nous avons vu que les champs de contrainte linéaires sur tout le triangle principal donnaient
acces simplement a 7 vecteurs indépendants. Les fonctions d’Airy leur étant associées peuvent
par exemple étre prises égales a :

6D = 6D = 6@ € {12 1y 12, 2%, a2y, 1P,y (6.29)

Les monomes 1, x et y ne figurent pas dans cette liste puisqu’ils n’interviennent pas dans
la définition du champ de contrainte (2.2). En ce sens, il est d’ailleurs intéressant de noter
que la fonction d’Airy associée a un champ de contrainte n’est, en toute rigueur, pas unique.
Pour palier a ce probleme nous nous plagons dans le sous espace vectoriel des polynomes
de deux variables de degré inférieur ou égal a 3 quotienté par le sous-espace vectoriel des
polynémes de deux variables de degré inférieur ou égal a 1 : P3[x,y]/Pi[x,y]. Il n’y aura
alors plus d’ambiguité quant a la notion de fonction d’Airy associée a un champ de contrainte
polynomial et les monomes listés dans (6.29) forment bien une base de cet espace quotient.

Avant de nous lancer dans la recherche des deux derniers vecteurs indépendants venant
compléter la famille libre de fonction d’Airy (6.29), nous devons introduire une notation.
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Soit une droite orientée allant d’un point A(z4,y4) vers un point B(xg,yp), nous noterons
dap un polyndéme de degré 1 associé a I’équation de la droite de la fagon suivante :

dap=(rp-24)(y-ya) - (Y —ya)(x—14) (6.30)

En choisissant le point b comme barycentre du triangle, la propriété suivante peut-étre aisé-
ment établie :

dip+dop +dzp =0 (6.31)

Cette notation et ce résultat établis, nous pouvons donc nous attacher a déterminer les deux
vecteurs manquants. Dans une optique de simplification, il n’est pas restrictif de supposer
que les champs de contrainte leur étant associés sont authentiquement nuls dans la zone (1).
En effet, si ce n’est pas le cas, il suffit de leur soustraire le champ de contrainte linéaire sur
tout le triangle principal coincidant avec le champ de contrainte régnant dans la zone (1). La
fonction d’Airy associée a ce dernier se décomposant nécessairement sur les monomes listés
en (6.29), cette opération ne changera pas le caracteére indépendant du vecteur recherché et
conduit a ¢ = 0. Cette hypothése devient trés intéressante puisqu’elle permet de de tirer
profit de la relation (6.24) qui se traduit par le fait que les quantités ¢€3 ) et gb(; ) doivent étre
constantes sur la droite 2b et que de méme fagon gb(,f) et (;5(5’ ) doivent étre constantes sur la
droite 1b. En ajustant proprement les termes linéaires par rapport a x et a y dans I’expression
de @ et de ¢(® on peut supposer qu’en fait ces objets sont nuls sur les différentes droites
concernées. Ceci implique alors que ¢ et ¢®) sont constants sur la droite 2b et sur la
droite 1b respectivement. En ajustant le terme constant de ces fonctions d’Airy, on peut se
placer dans le cas oll ¢(2) et ¢(3 sont identiquement nuls sur leur droite respective. Ces deux
résultats alliées a des propriétés d’algebre sur les polyndémes conduisent au fait que les deux
fonctions d’Airy peuvent se mettre sous la forme :

) dap° Qs
o3 d1,° Qs

ol Qy et Q3 sont des polynéomes de degré 1. A partir de la propriété (6.31), il n’est pas
difficile de montrer que le choix Qg = dy, et Q3 = d3, — dop, permet d’obtenir sur le triangle
principal un champ de contrainte vérifiant la continuité du vecteur contrainte a la traversée
des arétes intérieures. En effet, avec ces expressions pour Qy et Q3 il vient rapidement :

(6.32)

¢ - ¢® = dyyds,” (6.33)

La présence de I'équation de la droite 3b au carré dans cette différence permet d’assurer
automatiquement la condition de saut (6.25). Le conclusion serait inchangée si les rdles
joués par (2) et par (3) étaient intervertis. Ceci nous donne in fine acces a :

s =0 s =0
¢ = dy dy, ; @ = dyy? (dsp — dy) (6.34)
¢® = dyy” (dsp — dap) G = dy,doy,

qui constituent deux jeux de fonction d’Airy indépendants venant compléter les 7 premiers
donnés dans (6.29). Le fait d’avoir pu exhiber ces 9 vecteurs de base est un résultat fort
puisqu’il signifie entre autre qu’exiger au chargement linéaire par aréte d’étre en équilibre
global, ce qui est une condition minimale, est suffisant pour permettre de trouver facilement
un champ de contrainte simple et statiquement admissible avec celui-ci. C’est ce résultat qui
donne toute la puissance a la méthode proposée. Sans lui, il aurait fallu imposer d’autres
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équations linéaires a vérifier par les variables d’optimisation ce qui aurait alourdi de maniere
non négligeable la procédure. Ainsi, tout champ de contrainte linéaire par zones, vérifiant
la condition de continuité du vecteur contrainte se met sous la forme d’une combinaison
linéaire de ces neufs triplets de fonctions d’Airy. Notons Aq, ..., Ag les coordonnées associées a
un tel champ de contrainte pour ce choix de vecteurs de base. Il est alors possible de calculer
formellement 1’énergie élastique de contrainte associée au e**™¢ élément triangulaire et de la
mettre sous la forme :

t

1 [ M
W(’;)(a):éf o:Sioedv=-{: t.| s© [{: (6.35)
(e) 2 A hY
9 9
La derniere étape pour mener a bien le projet de construire ce type d’éléments finis
consiste a connecter les valeurs des A; au variables définissant les vecteurs contraintes. Re-
venons d’ailleurs sur le choix de ces inconnues. Etant donné la facilité d’acces a lintégrale
du vecteur contrainte entre deux points d’un arc orienté lorsque celle-ci est calculée a partir
d’un champ de contrainte issu d’une fonction d’Airy, il peut étre judicieux de considérer des
variables un peu particulieres. En effet, on peut par exemple définir une fonction affine par
rapport a l'abscisse curviligne sur un segment par la donnée de I'intégrale de cette fonction
affine sur la premiere moitié du segment, puis sur la seconde moitié. Ainsi, pour une aréte
donnée, de numéro global i et orientée d’'un point A vers un point B, on notera I lgl) ses
inconnues associées définies par :

10 = [C10as 1 = [T T0ds 4

ou C = ; est le milieu du ségment [AB]

) = [CT0ds 10 = [T T ds

(6.36)
ou T est défini selon la normale issue de la convention d’orientation (6.10). Une fois ce choix
arrété, il devient naturel de considérer sur chaque élément triangulaire des inconnues locales
par aréte correspondant également a des intégrales de composantes du vecteur contrainte le
long des arétes du triangle principal selon la convention d’orientation proposée par la Figure
6.5. Attention toutefois au fait que le sens de parcours local d'une aréte n’est pas toujours
le méme que son sens de parcours global. Par conséquent, les inconnues locales associées a
une aréte peuvent avoir un signe différent et ne pas étre organisées dans le méme ordre que
les inconnues globales de I'aréte en question. Les inconnues locales seront notées simplement

[1, ...,[12.

L = fl%em.T(l)ds . I = f12+2 e,. TWds
2

b [TV . 1 = [ e TV
2

Is = A% em.T(2)d8 7 Iy = f23+3 ex,T(Q)dS (637)
2

Ly = fzs%ey.T(?’)ds , L = f; ey.T(g)ds

ou TW correspond au vecteur contrainte que le reste du systeme exerce sur le triangle
principal au niveau de la i®™¢ aréte locale. De plus, la notation %2 désignera le centre de
aréte 12. Etant donné la construction que nous nous sommes donnés du champ de contrainte
dérivant par zones d’une fonction d’Airy, il devient tres aisé, a partir de (6.24), d’exprimer
formellement et de maniére linéaire ces inconnues locales a partir des A\; pour ¢ = 1...9. On
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trouverait par exemple :
n=of (4 ) -0 () (6.39)

Puisque ¢() est une combinaison linéaire des vecteurs de base faisant intervenir les coeffi-
cients \;, 'ensemble de de ces équations conduit a ’expression matricielle formelle suivante :

Il >\1
= M12x9 . (639)
Il2 >\9

Le fait d’aboutir a une matrice rectangulaire et non carrée provient du fait que 3 des 12
équations seront redondantes avec les 9 autres des que le chargement considéré sera auto-
équilibré. Le rang de la matrice [ M1a,9] étant tout de méme de 9, il est possible d’en extraire
une sous matrice 9x9 inversible que nous noterons [M]. Quitte a renuméroter les incon-
nues locales, on peut supposer qu'on peut construire cette matrice a partir des 9 premieres
équations de sorte que :

)\1 ]1
o=l oMt ] (6.40)
Ag Iy

Grace a ce lien formel entre les A; et les I, il est désormais possible de calculer I'énergie
élastique de contrainte associée a un champ de contrainte en équilibre avec les inconnues

locales :
1 1t Lt 5
5 ) @iSiadV =2 .[M—ll.[gy’) ].[M—ll. : (6.41)

(e) ]9 ]9

Bien entendu cette écriture n’est possible que si les 12 inconnues locales vérifient les condi-
tions d’équilibre global que sont la nullité des composantes horizontale et verticale de la
résultante et la nullité du moment hors plan calculé par exemple au niveau de l'isobary-
centre du triangle. Avec le choix (6.37) des inconnues locales, ces équations se mettent sous
la forme suivante :

0 = LH+Lh+Is+1g+ 19+ I

0 = Ig+1s+1;+1g+ 111+ 11

0 = (y2—3y1+2y3) [i+ (Y1 — 3y +2y3) I — (w2 = 31 + 2w3) I3 — (21 — 329 + 213) Iy
+(y3 = 3y2 + 2y1) Is+ (y2 — 3ys + 2y1) I — (w3 — 3o + 21) I7 — (29 — 323 + 221) I3
+(y1 = 3yz + 2y2) Lo+(ys — 3y1 + 2y2) T1o— (1 — 323 + 229) I11— (23 — 321 + 222) T2

(6.42)

Pour conclure sur cette partie, il nous reste a effectuer le bilan comptable permettant d’esti-
mer la taille de la matrice carrée associée au systeme linéaire a résoudre. En ne se préoccupant
toujours pas des conditions aux limites et des arétes appartenant au bord du maillage, nous
pouvons établir le dénombrement suivant :

— 4 - N4 équations correspondant a la matrice de souplesse globale

— 3 Ng équations associées a 1’équilibre global du chargement sur chaque élément trian-
gulaire du maillage (6.42).

Afin de pouvoir comparer cette méthode avec celles présentées précédemment, nous allons
approximer le terme 4- N4 par une quantité ne dépendant que de Ng. Pour ce faire, nous
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I’avons déja vu, nous pouvons considérer qu’'une bonne approximation serait 6 - Ng étant
donné qu'une aréte ne faisant pas parti du bord du maillage appartient a deux éléments.
Chaque élément étant constitué de 3 aréte, la quantité précédente semble étre effectivement
une bonne candidate pour estimer le terme 4 - N4. Finalement, cette méthode permet de
travailler avec un systeme linéaire devant étre résolu de taille caractéristique :

Cette quantité est a comparer avec (6.16) et (6.26) pour k = 1. L’avantage de cette méthode
est double puisque d'une part on obtient une taille de systeme linéaire a inverser beaucoup
plus faible que les deux méthodes. D’autre part, ’espace d’approximation considéré dans
cette derniere méthode est en fait plus grand que dans les autres méthodes. En effet, nous
avons di, pour équilibrer des vecteurs contraintes linéaires par aréte, considérer des champs
de contrainte affine non pas sur tout le triangle principal mais par zone sur le triangle
squelette. Par conséquent, ’espace de travail est trois fois plus fin que dans le cas de la
méthode directe et de la méthode basée sur les fonctions d’Airy, le tout pour un cofit en
terme de temps de calcul a priori plus faible.

Une derniére remarque peut étre formulée avant de passer a la derniére méthode pro-
posée qui consiste en un code EFEM reposant sur des inconnues quadratiques par arétes.
La détermination des matrices [S /(\6)] et [M~1] devant se faire grace a un logiciel de calcul
formel, toute simplification des équations considérées est bonne a prendre. Deux simplifica-
tions peuvent en effet étre considérées. Etant donné que les champs de contrainte considérés
doivent-étre a divergence nulle, il n’est pas possible de se placer sur un élément de référence
triangulaire rectangle de dimension choisie comme ce qui est fait pour les méthodes DFEM,
puis de construire une fonction d’Airy sur cet élément. Cependant, il est possible de se placer
sur une sorte d’élément de référence dont il faut préciser la notion. La premiere simplifica-
tion qui peut étre entreprise est que le calcul énergétique n’est absolument pas dépendent
de l'origine du repere choisi. Il n’est donc pas restrictif de supposer que le barycentre du
triangle b est confondu avec 'origine. Cette hypotheése permet de lier les coordonnées des
trois points du triangle principal puisqu’alors :

l’1+$2+l'3:0 s y1+y2+y3=0 (644)

De plus, une seconde hypothese pouvant étre formulée est que la surface de ’élément triangu-
laire considéré est unitaire. En effet, il est facile de montrer que des triangles homothétiques
(c’est-a~dire de méme forme, pas forcément de méme aire mais avec leurs cotés homologues
paralleles) ont la méme énergie élastique de contrainte lorsqu’ils sont soumis a des char-
gements tous deux définis par les mémes inconnues locales I, ..., [15. En effet, a partir du
triangle réel 7 dont nous supposerons que l'isobarycentre est confondu avec 'origine, on
peut définir un triangle homothétique de rapport A noté 7z comme sur la Figure 6.7. Soit
o (z,y) un champ de contrainte statiquement admissible avec le chargement du triangle réel,
on définit un second champ de contrainte & comme :

G(z,y) = %cr G %) (6.45)

Il est immédiat que puisque o vérifie (6.8) il en va de méme pour &. De plus, lorsque (x,y)

parcours le bord du triangle réel 9T alors (Az, Ay) parcours le bord du triangle homothétique
0Ty ce qui permet d’écrire :

,.dzf)\"/\,/\.d:f*’,’.d’ 6.46
/{;Ta(xy)ns - o (\z, \y).nds 8TH0’($ y').nds (6.46)
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FIGURE 6.7 — Exemple de triangles homothétiques centrés a 1’origine. Le rapport d’homothétie est

T _ )
T4

Cette relation étant encore valable sur n’importe quelle partie du bord, on trouve que si o
équilibre des inconnues [y, .., I15 sur le bord du triangle réel alors il en sera de méme pour &
sur le bord du triangle 7y. Enfin, on trouve de la méme facon que :

[ra(x,y) :S:o(x,y)dS = [fH o(2',y):S:a(x,y")dS’ (6.47)

ce qui permet de conclure que I'énergie élastique de contrainte pour le triangle réel et pour
le triangle homothétique sont identiques. Ainsi, en plus de la simplification (6.44), on peut

effectuer le calcul des matrices [Sf\e)] et [M~1] sous la condition :

(2 —21) (y3—v1) — (2 — 1) (w3 —11) =2 (6.48)

ce qui signifie qu’on travaille sur un triangle principal d’aire unitaire. Cette derniere sim-
plification montre I'avantage du choix de travailler avec des inconnues locales de type I;.
Ces deux simplifications (6.44) et (6.48) peuvent s’avérer précieuse pour aider le logiciel de

calcul formel & simplifier les expressions afin d’obtenir des formes de [Sf\e)] et [M~'] aussi
compacte que possible.

6.4.3 Vecteurs contraintes quadratiques par arétes

En ce qui concerne la méthode dite directe et celle associée a des fonction d’Airy, nous
avons a chaque fois établi une quantité représentant la taille caractéristique du systéme
linéaire a inverser dans le cadre d’espace d’approximation d’abord linéaire puis quadratique.
Nous souhaitons faire de méme avec la méthode des inconnues par aréte en choisissant
cette fois des vecteurs contrainte pouvant étre quadratique. Les principes fondamentaux
de la méthode ne sont pas vraiment différents de ceux exposés précédemment. Définir une
fonctionnelle quadratique sur un arc en tant que fonction de 1’abscisse curviligne nécessite
trois informations. Construire un vecteur contrainte quadratique sur une aréte demandera
donc 6 informations. Reprenant 1'idée des intégrales des vecteurs contraintes (6.36) on peut
se donner le jeu suivant de 6 parametres permettant de définir le vecteur contrainte sur une
aréte donnée allant d’un point A vers un point B :

10 = T10ds 10 = [CTOds 10 = [T TVds
(6.49)

10 = i1Pds 190 = [CTPds 10 = [T Tds
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ou T est défini selon la normale issue de la convention d’orientation (6.10) et ou les points C'
et D se trouvent respectivement au tiers puis au deux tiers du segment [A, B] selon le sens
de parcours. Tout comme dans le cas linéaire, on montre facilement qu’il n’est pas possible
d’équilibrer n’importe quel chargement en contrainte quadratique et équilibré sur un élément
triangulaire par un champ de contrainte quadratique sur I’élément. En effet, la dimension
de I'espace associé a un tel chargement est de 15 alors que la dimension de I'espace associé
a de tels champs de contrainte est de 12 ce qui est trop peu pour pouvoir équilibrer tous les
chargements possibles. Pour parvenir a ce résultat, 'idée consiste a utiliser de nouveau un
espace de champ de contrainte basé sur un triangle squelette. En d’autres termes, il s’agit
de chercher a équilibrer ce type de chargement par des champs de contrainte quadratiques
sur chaque sous triangle et globalement statiquement admissibles.

Cependant, le cas quadratique présente une différence notable avec le cas linéaire. En
effet, si ’on cherchait a calculer la dimension de I'espace vectoriel des champs de contraintes
quadratiques par zones, & divergence nulle et vérifiant la condition de saut (6.6) a la traversée
des arétes intérieures 1b, 2b, et 3b on trouverait 18. Pourtant, les vecteurs contraintes issus
de ces champs et exprimés sur les arétes du triangle principale vérifie par nature 1’équilibre
global et sont quadratiques. Par conséquent ils forment un espace vectoriel de dimension au
plus 15. Puisque nous partons d'un espace de dimension 18 pour arriver dans un espace de
dimension au plus 15, cela signifie qu'une telle configuration permet de définir des champs
d’autocontrainte, lesquels forment un sous espace vectoriel de dimension au moins 3. Il est
possible de montrer, a I'aide par exemple d’'un logiciel de calcul formel, qu’ils forment en fait
un sous espace vectoriel de dimension exactement 3. Cela implique qu’il est par conséquent
possible d’équilibrer n’importe quel chargement quadratique par aréte en équilibre global
par un champ de contrainte construit sur I’espace associé¢ au triangle squelette. Par contre,
I’existence de champs d’autocontrainte vient un petit peu perturber la procédure précédente.
En effet, s’ils ne servent pas a équilibrer le chargement, ils contribuent de maniere non
nulle au terme d’énergie élastique de contrainte et par conséquent participent au processus
d’optimisation. Cependant, I'avantage est que cette optimisation peut s’effectuer au niveau
de I’élément puisque ces champs d’autocontrainte ne vont pas intervenir de maniere couplée
avec un élément voisin.

Pour étre un peu plus clair, commencons par établir une base de fonction d’Airy permet-
tant de générer 'espace de dimension 18 susmentionné. Comme précédemment, ces fonctions
d’Airy seront a considérer dans l'espace vectoriel quotient Py[x, y]/P1[z,y] ou Pr[x,y] est
I'espace des polynomes de deux indéterminés x et y de degré inférieur ou égal a k. Comme
dans la partie linéaire, on peut d’ores et déja lister les vecteurs naturels permettant de
construire des champs tensoriel d’ordre 2, a divergence nulle et quadratique sur 1’ensemble
du triangle principal. Les douze fonctions d’Airy associées sont :

oM = 6@ = ¢ e {2? xy,y? 2° 2%y, 2y, y?, 2, 2By, 2Pyt yt) (6.50)

Avant de chercher trois vecteurs indépendants correspondant aux champs d’autocontrainte,
nous allons détailler comment chercher trois vecteurs indépendants non auto-équilibrés ve-
nant compléter les douze déja listés ci-dessus. Des considérations similaires a celles déja
évoquées permettent de chercher ces trois vecteurs sous la forme évoquée en (6.32) avec
#M) =0 mais ot Q et Q3 sont cette fois-ci des polyndmes appartenant Py[z,y]. En suppo-
sant que ces deux polyndémes sont tous deux égaux a un méme polynéome Q, on aurait grace
a la propriété (6.31) :

@ — ¢ = (day — dyp) d3Q (6.51)

Cette forme est tres intéressante car une condition suffisante (mais non nécessaire) pour
garantir la continuité du vecteur contrainte a la traversée de I'aréte 3b est que ¢®) — @) soit
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divisible par ds;,. En effet, une telle propriété permettrait de satisfaire automatiquement les
relations (6.25). Ainsi, une fagon de garantir la continuité serait de choisir Q sous la forme
particuliere Q = dgplP ot P € Py, y]. Ainsi, 'espace P;[z,y] étant de dimension 3 et puisque
n’importe quel polynéme P pris dans cet espace convient, on peut espérer avoir ainsi acces
a trois nouveaux jeux de fonctions d’Airy indépendants et venant en complément de ceux
listés en (6.50). Ce dernier point parait cependant évident puisque nous avons fait le choix
d’avoir des contraintes nulles dans la zone (1) alors qu’avec ce choix pour ¢ et ¢®) les
champs de contraintes générés sont visiblement non nuls. On peut par exemple prendre :

¢(1) =0 ¢(1) =0 ¢(1) =0
@ = dy’ds, 7 ¢@ = dyy’dsy x ; ¢@) = dy’dy y (6.52)
¢(3) = d1b2d3b Cb(?’) = d1b2d3b xz (15(3) = d1b2d3b )

Il est facile de montrer que ces trois jeux sont effectivement indépendants et n’appartiennent
pas au sous espace vectoriel des champs d’autocontrainte. Ainsi, nous disposons désormais
des 15 vecteurs de base permettant d’équilibrer n’importe quel chargement en contrainte qua-
dratique par aréte et vérifiant 1’équilibre global du triangle élémentaire. Le travail pourrait
d’ailleurs s’arréter 1a puisqu’il n’est absolument pas obligatoire d’aller chercher les champs
d’autocontrainte. En effet, la méthode pourrait tout a fait se passer de ces derniers mais, ce
faisant, le processus d’optimisation a mener se ferait nécessairement dans un espace d’ap-
proximation plus petit que celui offert par la méthode dans sa globalité (c’est a dire incluant
ces champs d’autocontrainte). Ainsi, pour étre complet, nous nous contenterons de lister trois
vecteurs permettant d’engendrer le sous espace des champs de contrainte auto-équilibrés ba-
tis sur le triangle squelette :

d)(l) = d122d3b ¢(1) = d122d1b (d23 + 6d2b)
@) = dys’day (dia = 6dzy) 5 102 = das’dy
B =ds  dyy (dys + 6dyp) B =dg  dyy (daoz — 6dzp)

(6.53)
¢ = dyy°dsy (3dap + 2da3)

¢(2) = d232d31 (2d12 - 3d2b)
o) =dz” (5d312 +6d12da3 — 6Ad31)

ou A est I'aire du triangle principal. Les expressions ci-dessus n’ont pas été trouvées par
une procédure particuliere et il se peut que des combinaisons linéaires bien choisies puissent
mener a des formes plus agréables a manipuler. De plus, le choix des valeurs des monomes
constants et linéaires des fonctions d’Airy ont été choisis de maniere a faire apparaitre les
groupement dyo°, das” et ds; 2. Ces groupements permettent de garantir automatiquement le
fait que le vecteur contrainte issu de champs de contraintes dérivant de ces fonctions d’Airy et
exprimé sur le bord du triangle principal soit égal a zéro. Il n’est pas du tout inenvisageable
qu'un autre choix mene a des expressions plus agréables a manipuler.

Les dix-huit vecteurs de base permettant d’engendrer ’espace des champs de contrainte
quadratiques par zones définies par le triangle squelette, a divergence nulle et vérifiant la
condition de continuité du vecteur contrainte ayant été établis, nous pouvons désormais
présenter les idées permettant de mettre au point le code EFEM a proprement parler.
Nous considérons désormais un champ de contrainte appartenant a l’espace vectoriel dé-
crit ci-dessus et nous notons (g, ..., A\1g) les coordonnées de sa fonction d’Airy dans la base
précédemment établie. Nous supposerons d’ailleurs que Aig, A7 et Az correspondent a la
décomposition du champ de contrainte sur les trois autocontrainte listées dans (6.53). De
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maniere formelle, I’énergie élastique de contrainte associée a ce champ de contrainte se met
sous la forme :

t

1 [N M
W(’;)(a)zif o:Siodv=={ : b s© |{: (6.54)
(e) 2 A A

18 18
Cependant, les coefficients associés aux autocontrainte n’ont pas vocation a étre exprimés en
fonction des inconnues locales du triangle élémentaires Iy, ..., [1g. Par conséquent, ils jouent le
role de variable d’optimisation permettant de minimiser I’énergie élastique. Dans la mesure
ou ils n’interviennent que dans I’énergie élastique de contrainte associé a I’élément (e) (ce
qui n’est pas le cas des inconnues I; qui interviennent généralement dans ’énergie de deux
éléments) et qu'ils ne sont soumis a aucune condition particuliére, il est possible de mener
d’ores et déja 'optimisation par rapport a ces coefficients.

8W(*e)(0')
I\ =0 )\opt
1 16 A
ow? !
! %ﬁa) -0 = AP L= Agas |4 (6.55)
AT o A
8‘/V(e)(o-) -0 )\1]83t o
OAis B

A partir de la matrice [Asxs] on définit une matrice [P,,;] permettant le passage d’un
vecteur (A, ..., A\15) au vecteur (A, ..., Adis, AS5, ASPY A%Y). Son expression est donnée par :

1

[Popt] = T (6.56)
A3X15 ]

I1 est alors possible d’obtenir une forme déja pré-optimisée de I’énergie élastique de contrainte
dépendant uniquement de (\y, ..., Aj5)sous la forme :

t

NPV A
Wipla)=5 1 [ Popt ][ S ][ Popt ] : (6.57)
)\15 )\15

La suite de la procédure est identique a ce qui a été présenté dans le cas linéaire. Il s’agit
ensuite de trouver une matrice [ M ] inversible dont I'inverse permet de faire le lien entre 15
des inconnues locales de I’élément /; et la valeur que doivent prendre les coordonnées Ay, .. Ai5
afin d’équilibrer le chargement. C’est cette étape qui permettra d’exprimer 1’énergie élastique
de contrainte comme une forme quadratique faisant intervenir ces 15 inconnues locales. Pour
finir, il sera nécessaire d’exprimer les trois équations assurant que le chargement locale soit
équilibré. Ces équations seront le pendant quadratique de (6.42). Enfin, les simplifications
(6.44) et (6.48) peuvent également étre utilisées pour diminuer la complexité des expressions
obtenues et ainsi diminuer le nombre d’opérations a effectuer entre nombres flottants qui
peut étre source d'un bruit venant entacher la précision du résultat.

Ceci vient achever la description de la méthode permettant de construire des éléments
finis par arétes quadratique. Le fait d’avoir pu déterminer quels étaient les champs d’auto-
contrainte et d’avoir mené 'optimisation au niveau de 1’élément nous a paru essentiel. En

186



6.5. BILAN DES DIFFERENTS PROCEDES ET APPLICATION DE LA METHODE

effet, si nous avions choisi de ne pas nous y intéresser nous aurions pu tout de méme batir un
code EFEM fournissant des résultats cohérents. Cependant, I’énergie complémentaire qui au-
raient été dérivée auraient été nécessairement plus grande que 1’énergie complémentaire que
nous obtenons en prenant en compte les autocontraintes et en ayant utilisé la matrice [ P, ].
En ce qui nous concerne, ’objectif de ces codes éléments finis en contrainte étant de pouvoir
encadrer au plus proche un taux de restitution d’énergie, il est nécessaire de ne négliger au-
cune piste permettant d’améliorer la qualité de I'encadrement obtenu. Pour conclure, nous
allons procéder au dénombrement permettant de caractériser la taille du systéme linéaire a
résoudre. Celui-ci comprendra les contributions suivantes

— 6- N4 équations correspondant a la matrice de souplesse globale

— 3 Ng équations associées a 1’équilibre global du chargement sur chaque élément trian-
gulaire du maillage (6.42).

Des considérations menées précédemment nous permettent d’approximer le terme 6- N4 par
9- Ng. Ce qui conduit a une taille de systéme linéaire caractérisée par :

(9+3)Ng = 12N (6.58)

Cette quantité est & comparer a (6.17) ainsi qu’a (6.26) pour k = 2.

6.5 Bilan des différents procédés et application de la
méthode

6.5.1 Bilan des différents codes éléments finis

Dans les sections précédentes, nous avons vu les principes sur lesquels reposent trois ap-
proches différentes permettant de construire des codes éléments finis de type EFEM pour des
problémes en déformations planes ou en contraintes planes. Chacune des méthodes proposées
a été déclinée dans le cas d’espace d’approximation correspondant a des champs de contrainte
linéaires puis quadratiques. Pour un maillage donné, comportant un nombre Nz d’éléments,
nous avons établi dans chacun des cas des quantités permettant de caractériser la taille du
systéme linéaire a résoudre (6.16), (6.17), (6.26), (6.43) et (6.58). Ces résultats peuvent se
résumer sous la forme du Tableau 6.2. Il apparait clairement que la méthode basée sur des

Espace d’approximation : | Linéaire | Quadratique
Méthode directe 17Ng 33Ng
Fonctions d’Airy 13Ng 21Ng

Vecteurs contraintes

A 9Ng 12Ng
par aretes

TABLEAU 6.2 — Comparatif des différentes tailles des systemes devant étre inversés en fonction de
la méthode considérée et du degré d’approximation

inconnues par aréte surclasse de loin toutes les autres. De plus, comme déja mentionné pré-
cédemment, I'espace fonctionnel d’approximation associé a cette approche est plus riche et
correspond a celui qui serait obtenu pour un maillage trois fois plus fin en terme de nombre
d’éléments pour la méthode directe et celle reposant sur les fonctions d’Airy. Ainsi, tant
d’un point de vue vitesse de calcul de la méthode que d’'un point de vue précision du résul-
tat, il semble qu'une méthode reposant sur des inconnues par aréte soit préférable lorsqu’on
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cherche a batir des méthodes EFEM. Cependant, il est a noter que les approches détaillées
dans le cas linéaire puis quadratique sont tres dépendantes du caractere bidimensionnel et du
fait de considérer des maillages constitués d’éléments triangulaires. Bien que généralisables
a d’autres cas, elles nécessitent des adaptations fortes et donc un travail conséquent. Méme
en restant dans un contexte bidimensionnel et sur des éléments triangulaires, travailler sur
des espaces polynomiaux de degré supérieur a 2 nécessite d’exhiber des nouvelles fonctions
de forme ce qui n’est pas forcément trivial. [’avantage des deux premieres méthodes est la
facilité qu’elles présentent a pouvoir se généraliser a des degrés d’approximation supérieurs
voir méme a des probléemes en dimension plus élevée. Dans tous les cas, il semble préférable
d’opter pour des méthodes reposant sur des fonctions de type fonctions d’Airy. En effet, il a
été mentionné que le principe était généralisable pour des problemes tridimensionnels et la
forme des potentiels a méme été un peu précisée dans le cadre axisymétrique (6.28). Il est
d’ailleurs intéressant de noter qu'un code de calcul reposant sur des champs de contrainte
en conditions axisymétriques ne présente aucune difficulté majeure pour effectuer des inté-
grations exactes des quantités énergies élastiques de contrainte contrairement a des codes
DFEM en raison de la présence d'un facteur % dans la déformation. Etre capable de cal-
culer de maniere exacte ces quantités est en effet primordiale pour préserver le statut de
borne associé a l'énergie complémentaire, lequel est indispensable pour mettre en ceuvre
I'encadrement (6.4). Nous sommes désormais totalement équipé pour traiter un probléeme de
nucléation avec ’approche duale proposée en début de chapitre.

6.5.2 Analyse duale d’un probleme de nucléation

L’objectif de ce chapitre est d’établir une méthode permettant de quantifier efficacement
un objet de premiere importance lorsqu’on cherche a parler de nucléation qui est le taux de
restitution d’énergie incrémental G,.. La supériorité d'un code éléments finis en contrainte
garantissant automatiquement la continuité du vecteur contrainte sur les autres codes EFEM
ayant été établie, c’est donc une procédure basée sur des vecteurs contrainte quadratiques
par arétes que nous avons choisie d’utiliser afin de procéder a un exemple d’utilisation de
I’approche duale détaillée précédemment. Pour disposer d’'un point de comparaison, nous
nous proposons d’analyser le méme probléeme que celui traité grace a des transformations
conformes dans le Chapitre 4, Section 4.6 et représenté Figure 4.11. En effet, analyser de
nouveau ce probleme de nucléation d’'une fissure en mode I prenant naissance au coin d’'un
trou carré dans un milieu infini sera doublement bénéfique puisque cela permettra de valider
en méme temps les deux approches. Cependant, s’agissant dans ce chapitre d’approches
purement numériques, il ne sera pas possible de traiter un milieu rigoureusement infini. Le
mieux que nous pouvons faire est de mailler un probleme de grande dimension par rapport
a la taille du trou et a la taille de la fissure nucléée. Cet exercice sera d’ailleurs I'occasion de
nous prononcer rigoureusement, sur cet exemple particulier, de la taille que doit adopter la
structure par rapport aux objets sources de singularité afin de pouvoir considérer le systeme
comme infini.

Commencons tout d’abord par traiter un systeme de taille 40 fois supérieure a la taille
du coté du trou carré. Les résultats obtenus sont données Figure 6.8. Pour une finesse de
maillages modeste, ces résultats démontrent clairement la faisabilité technique de la méthode
proposée. Il s’avere que les écueils éventuels évoqués en début de chapitre sur la précision
des résultats dérivés numériquement sont évités. Seul un doute peu éventuellement subsister
quant aux tres petites longueurs de fissure. Nous reviendrons sur ce point pour clarifier la
situation et montrer qu’il s’agit 1a d’un comportement parfaitement normal. Mise a part cette
petite zone de débat, la précision des résultats obtenus est d’autant plus frappante qu’il n’a
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FiGURE 6.8 — Encadrement du taux de restitution d’énergie incrémental pour une structure de
taille globale 40 fois supérieur a la taille du trou carré. La quantité ¢ représente la taille la fissure
nucléée normalisée par rapport a la taille du trou.

Courbe bleu : borne inférieure issue du terme de gauche dans I'inégalité (6.4).

Courbe rouge : borne supérieure issue du terme de droite dans l'inégalité (6.4).

nullement été besoin de recourir a des codes éléments finis spéciaux permettant de mieux
gérer les singularités créées par les coins anguleux du trou et par la point de la fissure. Afin
d’améliorer la méthode, il est cependant possible d’apporter des modifications minimes a un
code DFEM afin de mieux capturer ces singularités. Par exemple, BARSOUM [1974] a proposé
un procédé dit de '« élément avec nceud au quart » qui s’illustre par sa simplicité et par le
peu de modifications qu’il nécessite pour étre mis en place. Son avantage est qu’il permet
de considérer sur les éléments voisins d’une pointe d’une fissure des déplacements associés
a une singularité de déformations en O (1 / \/F) Ces fonctions de forme sont par conséquent
plus & méme d’interpoler avec précision la solution réelle du probléeme considéré. Toutefois,
un code élément finis DFEM tout a fait classique a en effet été utilisé pour obtenir la Figure
6.8 et 'encadrement obtenu semble plus que satisfaisant. En effet, si nous souhaitons utiliser
le critere de nucléation que nous proposons dans le Chapitre 4, Section 4.5, il est surtout
important d’étre a méme de caractériser le maximum de la quantité G;,.. Cette opération est
plutot bien faite avec I’encadrement proposé. Ainsi, cette méthode purement numérique que
nous proposons vient, au travers de cet exemple, de prouver son efficacité. Elle alimente ainsi
la boite a outil permettant d’utiliser le critere purement énergétique que nous souhaitons
mettre en ocuvre.

Avant de traiter un maillage de taille plus grande dans le but de pouvoir discuter du
régime « milieu infini », il est important de revenir sur le comportement présenté par ’enca-
drement lorsque la longueur de la fissure envisagée tend vers 0. Une analyse treés succincte
de la situation montre que ces comportements sont normaux et auraient pu étre anticipés.
En effet, un résultat analytique rappelé dans le Chapitre 3, Section 3.2 montre que pour une
fissure prenant naissance sur un bord ouvert, la quantité G;,. tend vers 0 lorsque la taille de
la fissure [ tend elle méme vers O :

EO(&™) - B (€,
! -0

Gine(1) = 0 (6.59)

189



CHAPITRE 6. ANALYSE DUALE ET TAUX DE RESTITUTION D’ENERGIE

Afin de calculer par exemple la borne supérieure, nous utilisons les inégalités (6.4). Le nu-
mérateur du terme a droite de I'inégalité peut étre reformulé sous la forme :

EN(&)+EL(t,0") = (Ep(&) - EJ(£,£) + (E)(&) - E)(&™)) (6.60)

+ (Ef(ﬁ, ') - El(¢, USOZ)) '

Gréce aux deux principes énergétiques (6.2) et (6.3), les signes des deux quantités (E9(€") -

EY) et (EL(¢,6") - EL(¢)) sont parfaitement déterminés et sont positifs quel que soit le

choix des champs virtuels respectivement cinématiquement et statiquement admissibles avec

le probleme considéré. Nous pouvons méme aller plus loin en affirmant que la premiere des

deux ne dépend pas de £ et est en fait strictement positive dés que &' n’est pas rigoureusement

solution du probléme. Par conséquent, pour un champ de déplacements virtuel & n’étant
pas solution du probleme, il vient :

0( ¢! f I} 0/ ¢! 0/ ¢&sol
B o) o o BOBED

et ce quel que soit le choix de o’. Le méme raisonnement peut étre tenu en ce qui concerne
la borne inférieure pour expliquer le comportement observé pour des taille £ petite. Il est a
noter que la zone de divergence sera d’autant plus petite que les maillages considérés seront
optimisés et fins pour les géométries considérées. Cependant, la méthode que nous proposons
est vouée a donner des résultats peu précis pour des longueurs de fissures infinitésimales.
Heureusement, il s’agit exactement de la plage pour laquelle une procédure basée sur les
développements asymptotiques raccordés devient pertinente. Ainsi, cette méthode d’ana-
lyse duale peut venir, si nécessaire, en complément des résultats obtenus par développement
asymptotiques raccordés. Néanmoins, elle semble suffisante, au moins dans cet exemple pré-
cis, pour caractériser avec précision le point d’intérét qui est le maximum de Gj;,.. Notons
enfin que cette analyse duale ne se limite pas au critere purement énergétique que nous envi-
sageons. Elle peut aussi tout a fait s’intégrer dans une procédure basée sur le double critere
de D. Leguillon (Chaptitre 3, Section 3.2) puisque, dans ce cas, la courbe présentée Figure
6.8 sera nécessaire afin de définir la plage caractérisant la longueur d’arrét.

Dans le but de revenir sur la discussion attrayant au régime ”domaine infini”, nous
proposons d’appliquer notre procédure d’analyse duale de G, cette fois-ci a une structure
ayant une taille 60 fois supérieure a la taille du trou carré. Dans le but d’illustrer le fait que
la zone de divergence de I'encadrement se retrouver décalée vers 'origine lorsque 'espace
d’approximation choisi est plus grand, nous avons opté pour des maillages plus fins tout en
conservant des temps de calcul tout a fait acceptables. Les résultats obtenus sont présentés
Figure 6.9. En comparant la Figure 6.8 et la Figure 6.9, il apparait qu’'une structure de
taille 40 fois supérieure aux objets sources de singularités n’est pas suffisante pour pouvoir
affirmer que l'on s’est placé dans un régime proche de celui du domaine infini. Par contre,
avec les maillages considérés, la précision de I’encadrement obtenu, déja tres satisfaisante sur
la Figure 6.8, a été considérablement améliorée. Pour conclure quant au régime "domaine
infini”, nous avons fait une derniere série de calcul pour une taille de structure égale a 80 fois
la taille du trou carré. Les différents résultats sont donnés Figure 6.10 (les valeurs obtenues
sont listées dans le Tableau D.1).

L’écart relativement important observé entre un Gj,. calculé sur une structure de taille
normalisée 40 (par rapport a la taille du trou carré) et sur une structure de taille normalisée
60 s’est considérablement atténué entre une taille de 60 et de 80. Nous considérons ce résultat
suffisant pour estimer qu’une structure 80 fois plus grande que les objets sources de singularité
est de taille suffisante pour considérer que le probléme puisse étre vu comme celui d’un trou
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FIGURE 6.9 — Encadrement du taux de restitution d’énergie incrémental pour une structure de
taille globale 60 fois supérieur a la taille du trou carré. La quantité ¢ représente la taille la fissure
nucléée normalisée par rapport a la taille du trou.

Courbe bleue : borne inférieure issue du terme de gauche dans l'inégalité (6.4).

Courbe rouge : borne supérieure issue du terme de droite dans l'inégalité (6.4).

carré dans une structure infinie. Fort de ce résultat, nous pouvons désormais comparer les
courbes du taux de restitution de 1’énergie obtenues par transformation conforme et par
analyse duale. La comparaison des deux approches est donnée Figure 6.11. Ces courbes,
en se comparant, permettent de valider simultanément les deux méthodes si des doutes
subsistaient encore. Les conclusions en terme de nucléation pouvant étre déduites de ces
résultats ayant déja été commentées au Chapitre 4, nous ne reviendrons pas dessus ici.

Les conclusions pouvant étre tirées au terme de cette étude sont multiples. Tout d’abord,
un nouvel outil permettant de calculer la précieuse quantité G, a été détaillé. Sans chercher
des raffinements de type éléments finis étendus, la précision des résultats restent largement
suffisante pour pouvoir utiliser le critere de nucléation que nous avons mis en place Chapitre
4, Section 4.5. Si la méthode basée sur I'utilisation d’'un codeDFEM couplé a un code EFEM
n’a pour l'instant était implémentée que dans un cadre bidimensionnel, un certain nombre
de suggestions ont été données pour pouvoir I’étendre, sous ses formes les plus simples, a
un cadre tridimensionnel, qui peut étre axisymétrique ou pleinement 3D. De plus, 1'étude
menée a nouveau sur le probleme représenté Figure 4.11 a permis d’une part de conforter la
méthode basée sur les transformations conformes présentée Chapitre 4, Section 4.6, mais a
également permis de confirmer que la restitution d’énergie potentielle pour un milieu infini
correspondait bien & une situation limite d’un probleme borné. Qualitativement, il a été éga-
lement montré qu’il était nécessaire de prendre un domaine environ 80 fois (c’est a dire deux
ordres de grandeur) supérieur en terme de dimension par rapport a la taille caractéristique
de la source de singularité pour pouvoir considérer que le domaine est effectivement infini.
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FIGURE 6.10 — Comparaison des différents encadrement pour des tailles de maillage différentes.
Courbes bleues : bornes pour un maillage 40 fois supérieur a la taille du trou.

Courbes rouges :bornes pour un maillage 60 fois supérieur a la taille du trou.

Courbes vertes :bornes pour un maillage 80 fois supérieur a la taille du trou.
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FIGURE 6.11 — Comparaison des courbes de taux de restitution d’énergie obtenus par transformation
conforme (courbe blue) et par analyse duale pour une structure de taille normalisée 80 (courbes
rouges)
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Chapitre 7

Application du critere énergétique a
’excavation d’un tunnel et aux
fissures en chevron
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CHAPITRE 7. APPLICATION DU CRITERE ENERGETIQUE A L’EXCAVATION D’UN TUNNEL
ET AUX FISSURES EN CHEVRON

7.1 Différentes méthodes permettant de manipuler le
critere énergétique

Le Chapitre 4 et plus particulierement la Section 4.5 ont permis de proposer un critére de
nucléation purement énergétique pouvant a la fois caractériser le niveau de chargement pour
lequel une nucléation stable a lieu mais aussi 'extension des fissures obtenues. La motivation
de ce travail provient de l’observation de la formation des fissures en chevron autour des
galeries excavées par TANDRA. S’agissant bien d’une nucléation stable, nous proposons
d’essayer d’appliquer notre critere a la situation de I’excavation d’un tunnel. La dimension
des chevrons observés pose la question de la modélisation du phénomene. Rappelons en effet
que la méthode proposée consiste a s’affranchir de la modélisation pas a pas de la naissance
dynamique de la fissure pour ne considérer cette derniere que sous sa forme finale, une fois
la longueur stabilisée. Si pour des faibles longueurs de fissure, une étude bidimensionnelle
était justifiée (voir Chapitres 2 et 3), il n’en sera pas forcément de méme pour les fissures en
chevron qui, elles, sont de dimension comparable avec le rayon du tunnel. Par conséquent il
semble qu'une étude tridimensionnelle soit incontournable.

A ce stade, deux techniques permettant d’utiliser le critére proposé ont été établies. La
premiere concerne uniquement les problemes bidimensionnels chargés pouvant étre traités
par le biais de transformations conformes et a été exposée au Chapitre 4, Section 4.6. La
faisabilité, la puissance et le faible cotit de calcul de la méthode en question ont été illus-
trés a l'occasion d'un probleme de référence. Cependant, cette approche pose des problemes
techniques pour pouvoir étre appliquée a des fissures fermées (qui mixe des conditions aux
limites en déplacement et en contraintes) et reste de toute fagon uniquement bidimension-
nelle. Par voie de conséquence, il ne semble pas réaliste de ’envisager pour essayer d’étudier
les fissures intéressant ’ANDRA. Une seconde méthode repose sur la minimisation de deux
fonctionnelles en dualité. Ce faisant, il est possible d’encadrer de maniéere rigoureuse le taux
de restitution d’énergie. Cette démarche proposée au Chapitre 6 est extrémement puissante
puisqu’elle permet de caractériser quantitativement avec une tres grande précision la quan-
tité a la base de la théorie que nous avons cherché a batir qui est le taux incrémentai de
restitution d’énergie G;,.. Son point faible réside dans le fait qu’il n’existe que treés peu de
logiciels d’éléments finis de type EFEM. De plus, seuls les cas de la déformation plane et des
contraintes planes ont été traités. Si une généralisation possible au 3D a été évoquée, il reste
a déterminer quelles sont les fonctions de formes permettant d’étendre la méthode des vec-
teurs contraintes par arétes aux potentiels de Maxwell ou de Morera dans 1'optique d’aboutir
a une méthode efficace et beaucoup moins gourmande en terme de temps de calcul. Ainsi,
bien que ces deux méthodes constituent déja une tres bonne base pour pouvoir utiliser effi-
cacement le critere de nucléation que nous proposons, elles ne peuvent pas étre reconduites
dans le cas qui nous intéresse dans ce chapitre. Par conséquent, nous allons mettre en ceuvre
une troisieme méthode qui se veut avant tout qualitative mais qui prétend tout de méme a
un bon degré de précision. Dans le méme esprit que le calcul a la rupture ou des mécanismes
de ruine sont testés, le critere de nucléation formulé requiert d’imaginer des facies de fissu-
ration et de comparer la variation d’énergie potentielle induite. Bien évidemment, plus la
description est riche, meilleure sera la précision du résultat. L’approche que nous suggérons
va un peu plus loin puisque, en plus de considérer une classe de facies de fissuration, un cal-
cul des variations sera effectué sur une classe "bien choisie" de mécanismes de déformations
pour essayer de s’approcher au mieux des déplacements réellement solution du probleme
considéré. Il s’agit donc de mener un calcul tirant parti du principe du minimum de 1’énergie
potentielle. Si le mécanisme et le faciés de fissuration sont correctement choisis, le résultat
sera qualitativement et quantitativement correct. A nouveau, plus la description proposée
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sera riche et plus le résultat sera cette fois-ci quantitativement précis. L’intérét d’une telle
méthode par rapport a une approche éléments finis est le fait que les facies de fissuration
qui seront considérés sont non triviaux et donc difficiles a représenter numériquement avec
un algorithme classique de génération de maillage. De plus, ces surfaces font intervenir un
certain nombre de parametres. Sachant qu’il sera nécessaire de mener une optimisation sur
ces derniers, ces géométries complexes devront étre générées de nombreuses fois. L’approche
variationnelle sur le point d’étre présentée est en ceci puissante puisqu’elle permet de rendre
extrémement simple et presque analytique ce travail qui peut s’avérer fastidieux.

Afin de bien illustrer les mécanismes de fissuration choisis et ne pas complexifier tout de
suite les propos, nous proposons de réaliser dans un premier temps une étude axisymétrique
par rapport a 'axe du tunnel excavé. Bien évidemment, ce n’est pas avec une telle modéli-
sation qu’il sera possible de rendre compte des problématiques anisotropes observées dans le
laboratoire de Bure. Cependant, ce cadre épuré permet tout d’abord de placer correctement
et sans difficultés additionnelles tous les outils qui seront nécessaires pour aborder les fis-
sures en chevron telles que décrites au Chapitre 1, Section 1.1. Egalement, ce cadre d’étude
rend compte d’une problématique industrielle. En effet, des facies de fissuration similaires,
mais cette fois axisymétriques, sont observés par les pétroliers lors du forage de leurs puits.
Ce n’est qu’une fois le cadre d’étude bien établi que nous nous attaquerons aux effets des
différentes anisotropies offertes par le probleme.

Enfin, notons que les considérations tenues au Chapitre 4, mais aussi au Chapitre 5, sur le
caractere adiabatique de I’évolution et sur le couplage poro-élastique sont ici implicitement
prises en compte. Toutefois, les effets liés a 1’élévation des champs de température et de
pression ne seront pas explicitement commentés. En effet, il a été vu que pour pouvoir rendre
compte de ces différents couplages, il suffisait d’adapter 1’élasticité utilisée pour calculer la
variation d’énergie potentielle. Le travail qui est sur le point d’étre présenté se veut avant
tout qualitatif et ne prendra par conséquent que des quantités ayant des ordres de grandeurs
cohérents entre eux.

7.2 Contexte axisymétrique

7.2.1 Notations et conséquences de 'axisymétrie

FIGURE 7.1 — Rappel des orientations des axes et des différentes notations

Dans un premier temps, nous nous attacherons a appliquer le critere de nucléation pro-
posé a une situation axisymétrique par rapport a I’axe du tunnel. Rappelons que le matériau
considéré est en toute rigueur isotrope transverse par rapport a ’axe vertical. Avec les no-
tations introduites au Chapitre 2 et rappelées Figure 7.1, cela signifie que le matériau jouit
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d’une propriété d’invariance par rotation autour de ’axe e,. En ajoutant une condition de
symétrie de révolution autour de I'axe du tunnel e,, lequel appartient au plan horizontal, il
en résulte que le matériau considéré doit étre isotrope. La contrainte initiale o, a été définie
en (2.16) et mise sous la forme :

o,=01€e,0€e,+017€e, e, +0r17€,Q €, (7.1)

A nouveau, pour pouvoir considérer le probléeme comme étant axisymétrique, il est nécessaire
de considérer une précontrainte o, telle que o; = o7 = —p avec p positif.

7.2.2 Meécanisme pour la structure saine

Afin de pouvoir utiliser le critere de nucléation proposé, il est nécessaire de quantifier
deux quantités énergétiques que sont 1’énergie potentielle du milieu sain Eg, et donc sans
fissure, pour un chargement donné et 1’énergie potentielle du milieu fissuré E,f pour le méme
niveau de chargement. Intéressons nous tout d’abord a EJ. L’approche que nous souhaitons
mettre en ceuvre repose sur le choix d’'un mécanisme de déformation pour le milieu sain
permettant de rendre compte de Eg, lequel sera optimisé pour minimiser 1’énergie potentielle.
Tout d’abord, il est opportun de détailler I’énergie potentielle du milieu sain associée a un
mouvement virtuel cinématiquement admissible. En vertu de la modélisation du chargement
donnée au Chapitre 2, Sous-section 2.1.4, celle-ci s’écrit :

E) (&)= f(%s' :C:e'+0,: s’) dV—)\[S'.O'p. (-e,) dS—)\fﬁ'.O'p. (-e.) dS—/E'.a'p.ndS
Q r=R z=0 oQert
-Lp<2<0 r<R

(7.2)
ou 00¢*t représente les frontieres extérieures du domaine, lesquelles se trouvent a une dis-
tance arbitrairement grande du tunnel. Le mécanisme de déformation que nous considérons
correspond a un champ de déplacement cinématiquement admissible n’opérant que sur le
domaine {r> R} u{-L,<2<0}:

EOza,z(z+Lp)eT (7.3)
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ol le parameétre a, caractérisant l'intensité de la cinématique, doit étre optimisé. La représen-

ek

FIGURE 7.2 — Illustration du mécanisme de déformation £€° proposé dans le cas sain
tation graphique du mécanisme en question est donnée Figure 7.2. Bien entendu, la vocation
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7.2. CONTEXTE AXISYMETRIQUE

de ce champ de déformation est seulement d’étre suffisamment réaliste pour pouvoir capturer
les différents effets des problemes considérés. Le propos n’est absolument pas de prétendre
que la solution du probleme s’écrira de cette fagon. Pour plus de précision, il est tout a
fait possible de considérer un autre mécanisme ou d’enrichir celui présenté. Par exemple,
la dépendance en z aurait pu étre remplacée au profit d’'une fonction f(z). La nullité du
champ déplacement considéré en dehors de la région —L, < z <0 provient de notre intuition
qui est que la partie importante de la cinématique consiste en la rentrée des terres au niveau
de la nouvelle passe lors de son excavation. En se basant a nouveau sur cette hypothese,
un calcul des variations aboutirait a une équation différentielle a coefficients constants du
second ordre devant étre vérifiée par f. Par conséquent, la fonction optimale se décompose-
rait selon deux exponentielles. En ayant choisi un déplacement non nul uniquement sur la
zone —L, <z <0, le caracter