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Chapitre 1

Introduction générale

Dans un contexte industriel fortement concurrentiel sous-tendu par des considéra-
tions d’allègement de structures et des exigences de réduction des émissions de CO2,
l’utilisation des matériaux composites constitue une solution technologique de choix en
termes de résistances et de performances. Pour des applications dans le transport, ces
matériaux permettent d’alléger les composants ou leurs sous-ensembles en maintenant
le niveau d’exigence requis pour la sécurité et la durabilité. En effet, dans l’industrie
de l’automobile, la réduction de la masse de composants est l’une des problématiques
principales avec en toile de fond l’optimisation de leurs performances et la diminution de
leurs coûts de fabrication. Les composites à matrice thermoplastique avec des renforts
périodiques et/ou aléatoires sont des candidats potentiels pour de telles applications à
forte valeur. L’intérêt des matrices thermoplastiques réside dans leur facilité de mise
en œuvre (principalement par injection) et leurs propriétés thermomécaniques avérées.
Ces polymères sont bien connus pour leur comportement dépendant du temps et de
la température. De plus, certains thermoplastiques à base de polyamide ont un com-
portement extrêmement sensible aux conditions environnementales à savoir l’humidité
relative et la température de service. Cette dépendance conduit à une combinaison de
la rhéologie et des processus de dégradation complexes des différents constituants.

L’un des freins majeurs à l’utilisation intensive des composites à matrice thermo-
plastique pour des applications structurales réside dans la difficulté à maitriser leurs
réponses thermomécaniques à différentes échelles. Un des enjeux consiste à prédire
et simuler la réponse globale d’une structure composite sous chargement et y refléter
les effets de microstructure et du couplage thermo-hygro-mécanique. Cette probléma-
tique nécessite le développement d’outils avancés de calcul prédictifs et de simulations
numériques adaptées à la filière composite et capables de maitriser l’interaction :
microstructure - procédé – performances dans la chaîne de conception.



2 Introduction générale

Cependant, la maîtrise du comportement thermomécanique des thermoplastiques
renforcés intégrant l’endommagement et la rhéologie est une problématique encore
largement ouverte. Le caractère multi-échelles des matériaux composites et les effets de
microstructure amplifient cette complexité. En effet, les outils de simulation numérique
sont fortement en développement et à valider expérimentalement. Depuis quelques
années, plusieurs auteurs ont proposé des méthodes de modélisations afin de décrire les
mécanismes régissant le comportement du composite d’une manière suffisamment fine.
Néanmoins, la plupart de ces approches ne tiennent pas compte des effets induits par
la microstructure sur la réponse de la structure ainsi que les interactions entre les effets
mécaniques et thermiques résultant principalement de la dissipation mécanique et du
couplage thermomécanique. Pour cette raison, la prédiction du comportement méca-
nique et/ou thermomécanique couplé des matériaux composites avec prise en compte
des effets microstructuraux constitue à présent un fort courant de recherche. Parmi les
nombreuses méthodes numériques utilisées pour résoudre les problèmes non linéaires
des composites à renforts architecturés, les méthodes basées sur le principe d’homogé-
néisation périodique sont les plus adaptées à ce type de matériaux. Elles permettent
de modéliser le comportement global d’une structure composite considérant les interac-
tions entre les différents constituants observés à l’échelle microscopique. Néanmoins,
la plupart des travaux dans la littérature concernent l’homogénéisation périodique de
matériaux non linéaires en régimes purement mécanique ou thermomécanique sans
couplage sur un point matériel ou des structures 2D.

L’homogénéisation des composites architecturés ayant un comportement fortement
non linéaire intégrant la rhéologie (viscoélasticité, plasticité, viscoplasticité) et l’endom-
magement (ductile et anisotrope) couplés aux effets de température (thermoélasticité,
thermo-viscoplasticité, auto-échauffement, dissipation) représente une difficulté d’un
ordre supérieur. C’est dans ce contexte que s’inscrit le présent travail de la thèse
dont l’objectif est de développer une approche de modélisation par éléments finis
multi-échelles basée sur le principe d’homogénéisation périodique. Cette modélisation à
fort contenu physique devra permettre la prédiction des réponses non-linéaires globales
et locales de structures composites 3D en régime thermomécanique fortement couplé.
La réponse macroscopique des structures composites est simulée en prenant compte
tous les effets induits par la microstructure à savoir, les hétérogénéités, les interactions
microstructurales ainsi que les effets de couplage thermomécanique et de la dissipation.
Une attention particulière sera portée sur les composites à matrice polyamide et à
renforts tissés ou fibres de verre courtes.
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Pour atteindre ces objectifs, un cadre d’homogénéisation périodique est établi via un
schéma de calcul par EF2, pour résoudre les problèmes des structures multi-échelles, non-
linéaires mécaniques et thermomécaniques fortement couplés. Dans l’approche proposée,
la réponse macroscopique du composite est déterminée à travers une simulation par
EF à deux échelles à l’aide d’un schéma de résolution implicite, utilisant un algorithme
numérique spécifique pour résoudre simultanément le système d’équations non linéaire à
l’échelle macroscopique et microscopique. Pour cela, une cellule unitaire représentative
de la microstructure est affectée à chaque point d’intégration macroscopique. Celle-ci
intègre toutes les caractéristiques géométriques et matérielles de la microstructure
du composite étudié. Des lois de comportement locaux multi-mécanismes tenant
compte de la viscoélasticité, la viscoplasticité, l’endommagement et la thermoélasticité-
viscoplasticité ont été développés pour la matrice thermoplastique. Pour les renforts,
des modèles élastiques et thermoélastiques ont été adoptés pour les fibres courtes,
tandis qu’un modèle constitutif hybride phénoménologique est utilisé pour décrire le
comportement local des torons pour le cas des composites tissés. Ce dernier prend en
compte, au moyen d’un modèle micromécanique, l’effet de l’endommagement anisotrope
et de l’anélasticité causée par la microfissuration transverse des torons.

Parallèlement aux efforts de modélisation menés lors de la mise en place numérique
de ce travail de thèse, une approche expérimentale est également mise en œuvre pour
la caractérisation de la réponse structurale des composites tissés à matrice polyamide.
Celle-ci a alimenté la modélisation multi-échelle développée et a permis sa validation
expérimentale sur une configuration d’essai hétérogène.

La démarche suivie pour atteindre les objectifs fixés s’articule principalement sur
les quatre chapitres suivants :

— Dans le chapitre 2, un cadre complet de modélisation multi-échelles basé sur
le concept d’homogénéisation périodique est présenté ainsi que tous les aspects
de transition entre l’échelle microscopique et macroscopique d’un composite.
Le chapitre présente brièvement la méthode de champs moyens "Mori-Tanaka"
considérée comme une base de comparaison pour valider les résultats de la
simulation multi-èchelles proposée.

— Dans le chapitre 3, La stratégie de calcul multi-échelles "EF2" a été développée
pour la prédiction du comportement mécanique macroscopique fortement non-
linéaire de structures composites 3D, à microstructure périodique, présentant
une réponse dépendante du temps. L’implémentation numérique des calculs a été
réalisée au moyen de techniques de calcul parallèle dans Abaqus/Standard. Les
capacités de l’approche développée ont été démontrées à travers des simulations
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numériques sur des structures composites constituées d’une matrice polymère
viscoplastique endommageable renforcée par des fibres de verre courtes.

— Dans le chapitre 4, une approche expérimentale est mise en place pour la valida-
tion de l’approche proposée en configuration d’essai hétérogène. Cette validation
expérimentale permet également de faire ressortir ces performances et ces capaci-
tés prédictives aux trois échelles micro-méso et macroscopique. Le comportement
de la matrice polymère est décrit par le modèle constitutif phénoménologique
viscoélastique-viscoplastique avec endommagement ductile. Tandis que le compor-
tement des torons est décrit par le modèle constitutif hybride phénoménologique
micromécanique tenant compte de l’endommagement anisotrope et l’anélasticité
induits par les micro-fissures dans les torons. Les performances et les capacités
de la méthodes EF2 ont été démontrées via une comparaison entre les résultats
numériques et les résultats expérimentaux pour différentes configurations des
séquences d’empilement.

— Dans le chapitre 5, l’approche EF2 développée a été adaptée aux calculs multi-
échelles thermomécaniques fortement couplés non linéaires. Pour cette raison, un
cadre d’homogénéisation périodique multi-échelles thermomécaniquement couplé
est mis en place. Il vise à prédire le comportement macroscopique dépendant
du temps et de la température pour les composites dissipatifs à microstructure
périodique. L’approche a été validée à travers un calcul de structure sur un
composite constitué d’une matrice thermoélastique-viscoplastique renforcée par
des fibres de verre courtes thermoélastiques.



Chapitre 2

Cadre théorique d’homogénéisation
périodique et modélisation
multi-échelles

2.1 Introduction

Les matériaux utilisés dans l’industrie peuvent être des matériaux hétérogènes,
constitués de plusieurs phases à l’échelle de la microstructure. Un des enjeux majeurs de
la mécanique des matériaux est d’accéder à la réponse mécanique aux différentes échelles.
D’un point de vue numérique, cette problématique entraîne de nombreuses difficultés
pour des problèmes fortement non linéaires car la présence de différentes phases conduit
à des comportements mécaniques différents de celui des phases constitutives.

Pour prédire la réponse globale de ces matériaux, plusieurs auteurs ont proposé
des modèles constitutifs ( modèles phénoménologiques) intégrant différentes rhéolo-
gies et mécanismes de déformation, à savoir viscoélasticité [123, 82], viscoplasticité
[50, 4, 49], viscoélasticité couplée à la viscoplasticité [122, 121], ou même des modèles
viscoélastiques, viscoplastiques couplées à l’endommagement [98, 99, 86, 184, 149]. L’in-
convénient de ces méthodes est qu’elles ne prennent pas en compte l’effet des différents
microstructures observées à l’échelle microscopique sur la réponse macroscopique de la
structure. Pour cela, les chercheurs se sont orientés vers des méthodes plus performantes
qui peuvent modéliser ces types de matériaux pour pouvoir expliquer les nombreux
phénomènes existants entre les différents constituants présents à l’échelle microscopique
(e.g. interactions entre fibres, matrice, interface, etc) pour estimer la réponse globale
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du composite. Ces méthode sont connues sous le nom de méthodes d’homogénéisation
ou méthodes multi-échelles mettant en œuvre une ou plusieurs transitions d’échelles.

Les méthodes multi-échelles représentant un fort courant de recherche et une thé-
matique encore largement ouverte mobilisant les efforts de la communauté "mécanique
des matériaux" dans le monde. Ces méthodes peuvent mener non seulement à des
calculs de structures réelles (le cas des méthodes EF2), mais aussi elles permettent de
concevoir de nouveaux matériaux plus performants (par exemple à la fois plus légers et
rigides, ou plus légers et résistants), tout en jouant sur la morphologie et les matériaux
constituant les différentes phases de la microstructure. Parmi les méthodes existantes,
deux semblent particulièrement intéressantes à cet effet :

i) Les approches à champs moyens [153], elles sont fondées sur la théorie de l’in-
clusion équivalente d’Eshelby [53], qui a donné naissance à la micromécanique
des matériaux à microstructure aléatoire. On citera le schéma micromécanique
de Mori-Tanaka [124, 15, 17], auto-cohérent [72, 153], le modèle d’interpolation
double inclusion "Lielen’s model" proposé par Nemat-Nasser et Hori [127] ou
encore la méthode proposée par Ponte Castañeda et Willis [146]. Ces modèles
traitent généralement les cas des inclusions ellipsoïdales avec ou sans enrobage,
distribuées de manière aléatoire dans une matrice [16]. Ces méthodes sont parti-
culièrement adaptées aux cas de composites renforcés de fibres courtes ou longues
ainsi que les composites tissés si on suppose que les ondulations des fils sont
négligeable [1]. Elles ont été développées pour estimer le comportement global du
composite en utilisant les moyennes des champs de contrainte et de déformation
pour chaque phase du matériau. Elles ont été utilisées initialement pour des cas li-
néaires [140]. Ensuite, ces méthodes ont été étudiées de manière approfondie dans
la littérature. Plusieurs auteurs ont introduit des extensions pour pouvoir modéli-
ser le cas de comportements non linéaires des matériaux composites par exemple :
viscoélastiques, élastoplastiques, viscoplastiques en intégrant les mécanismes d’en-
dommagement [63, 147, 97, 115, 145, 57, 116, 45, 28, 109, 141, 39, 117, 25, 40].
Puisque ces méthodes reposent sur des solutions semi-analytiques, ils ont un
coût de calcul rapide mais malheureusement une précision limitée et doivent
être utilisées avec prudence. Elles se sont avérées précises pour les cas linéaires.
Par contre, pour les cas non linéaires, en particulier lorsque la matrice présente
un comportement non linéaire, la réponse de ces approches est imprécise. Cette
imprécision est principalement due au fait que les champs de contrainte et de
déformation dans chaque phase sont approximés par leurs moyennes de phase et
sont donc traités comme homogènes. Une telle approche est problématique pour
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les composites constitués de phases dont le comportement est non linéaires. En
effet, les champs de contrainte et de déformation sont répartis de manière non
uniforme dans les phases. Pour cette raison, l’approche en champs moyens conduit
à des prédictions rigides de la réponse globale dans les composites comprenant
une matrice non linéaire et des inclusions rigides [28, 45]. Afin de remédier à
la surestimation de la rigidité du composite, plusieurs auteurs ont adopté une
technique dite d’isotropisation sur des matériaux composites élastoplastiques
[45, 79, 44], élastoviscoplastiques [38] et viscoélastiques-viscoplastiques [121]. La
méthode consiste à extraire la partie isotrope de l’opérateur tangente anisotrope
de la phase matricielle et utiliser le module tangent isotrope dans les calculs
réduisant ainsi la réponse rigide globale.

ii) Les approches d’homogénéisation à champs complets [159, 173]. La simulation
numérique des matériaux composites nécessite des approches plus performantes
capables de prendre en compte toutes les hétérogénéités existant à l’échelle de
la microstructure. On citera les méthodes basées sur l’homogénéisation pério-
dique [14, 160, 176, 125]. Ces méthodes ont pour objectif principal de construire
un modèle de comportement du matériau homogène équivalent à travers sa
microstructure représentant le volume élémentaire représentative (VER). Elles
fournissent un cadre rigoureux permettant de définir correctement le concept
de comportement homogénéisé indépendamment du choix des lois de comporte-
ment locales des constituants [32, 29]. Contrairement aux approches à champs
moyens, ces méthodes sont adaptées au composite à microstructure périodique
permettant de déterminer la réponse macroscopique du composite en tenant
compte de l’effet des différents constituants présentent dans la microstructure
(échelle micro) ainsi que l’effet de la microstructure (échelle méso). Ces méthodes
qualifiées de méthodes d’EF multi-échelles ou EF2 ont été intégrées dans le
calcul de structures hétérogènes afin de refléter l’effet de la microstructure sur le
matériau puis par transition d’échelle sur la structure composite. Leurs principal
avantage réside dans ses capacités à prévoir le comportement des structures
complexes à différentes échelles pour tout type de microstructures périodiques et
quel que soit le type de comportement non linéaire des constituants. La méthode
EF2 a été utilisée dans un cadre complet de calcul multi-échelles par F. Feyel
[54], puis elle a été utilisée et développée par plusieurs auteurs, par exemple
[55, 56, 11, 128, 129, 177, 162, 138]. La majorité de ces travaux traites des pro-
blèmes 2D conduisant à une bonne étude pour démontrer les capacités de la
méthode. Néanmoins, présente un intérêt limité pour une utilisation pratique
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dans la prédiction de la réponse globale de matériaux composites hétérogènes,
oû la disposition spatiale des phases est principalement 3D. L’idée de base de
cette méthode est d’associer à chaque point d’intégration (point de Gauss) de la
structure macroscopique une cellule unitaire qui représente le plus petit élément
répété dans la structure (VER). Un calcul EF local doit être effectué sur la
cellule unitaire : les déformations macroscopiques aux points d’intégrations sont
imposées sur les limites de la cellule unitaire et le problème microscopique est
alors résolu numériquement. Les contraintes locales obtenues au niveau de la
microstructure sont alors moyennées pour obtenir les contraintes macroscopiques
à chaque point d’intégration de la structure macroscopique. La procédure est
alors répétée pour tous les points d’intégrations macroscopiques, et pour toutes
les itérations jusqu’à l’équilibre de la structure composite. Cette technique sera
présentée en détail dans le chapitre 3.

La technique EF2 est la plus appropriée pour le calcul de structures en matériaux
composites à microstructure périodique. Dans ce premier chapitre nous présentons
le cadre théorique complet de la modélisation multi-échelles par homogénéisation
périodique dans le cas des petites déformations et petites rotations, en conditions
isothermes et pour le cas purement mécanique. Le cadre intégrant de l’effet de cou-
plage thermomécanique fort sera expliqué en détails dans le chapitre 5. La théorie de
l’homogénéisation périodique est l’ingrédient de base de la méthode EF2. Elle établit le
principe de transition d’échelles entre les quantités macroscopiques et microscopiques.
Le comportement global du composite est alors obtenu par un calcul EF sur sa cellule
unitaire qui contient les caractéristiques géométriques et matériels des constituants
(matrice, fibres, enrobages et/ou inclusions). Pour appliquer le cadre d’homogénéisation
périodique dans l’approche multi-échelles EF2, des conditions aux limites spécifiques
sont appliquées sur la cellule unitaire en utilisant des nœuds de pilotage. Ces derniers
peuvent être considérés comme des nœuds fictifs supplémentaires permettant de contrô-
ler la cellule unitaire. Ces nœuds fictifs pourront être liés directement à la contrainte
et/ou la déformation macroscopique [105, 106, 167, 5, 148].

Enfin, le chapitre introduit brièvement la technique d’homogénéisation champs
moyens de type Mori-Tanaka fondée sur la théorie d’Eshelby. Cette modélisation servira
de base de comparaison afin de valider les premiers calculs par la méthode multi-échelles
EF2.
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2.2 Homogénéisation périodique

Dans le calcul des structures, les matériaux sont souvent supposés homogènes. En
réalité, le matériau est toujours hétérogène à une échelle inférieure. Comme pour le
cas des matériaux composites, on constate que le matériau est constitué de différentes
phases pouvant être considérées comme des phases homogènes à l’échelle microscopique.
Pour modéliser le comportement d’un milieu hétérogène, il est utile de définir un
milieu homogène équivalent, i.e. le matériau hétérogène est remplacé par un matériau
homogénéisé équivalent ayant en moyenne une réponse macroscopique équivalente
(Figure 2.1). Pour cela, il faut faire le lien entre les effets induits par les différents
constituants observés à l’échelle microscopique de la microstructure représentée par
la réponse de la cellule unitaire, et le comportement global de la structure à l’échelle
macroscopique. Cette transition d’échelles entre les phases, la cellule unitaire et enfin
la macrostructure est assurée par les méthodes d’homogénéisation (Figure 2.1).

L’objectif principal des méthodes d’homogénéisation est donc de construire un
modèle de comportement du matériau homogène équivalent ayant en moyenne un
comportement identique à l’assemblage des cellules unitaires observées à l’échelle
microscopique. Dans ce travail, deux échelles sont considérées : i) Échelle macrosco-
pique représentant l’échelle de la structure composite, représentée par les coordonnées
macroscopiques x. ii) Échelle microscopique traduisant l’échelle de la microstructure,
représentée par les coordonnées microscopiques x.

Figure 2.1 Représentation schématique de principe d’homogénéisation périodique par
transition d’échelle micro-macro. Ce dernier reste valable tant que la condition V >> V est
satisfaite.
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Il faut noter que le concept d’homogénéisation périodique est valable tant que
la séparation d’échelle est respectée. Cela signifie que le volume caractéristique de
la cellule unitaire doit être bien inférieure au volume caractéristique de la structure
(V << V ) (Figure 2.1).

Cellule unitaire

L’homogénéisation a pour but de faire une transition d’échelles de la microstructure
à la macrostructure où le matériau hétérogène est considéré comme homogénéisé.
Tout milieu périodique est défini par sa propre cellule unitaire représentative de sa
microstructure, que l’on répète le long des trois directions de l’espace pour construire
la macrostructure. La cellule de base n’est pas définie de manière unique ( Figure 2.2),
mais les propriétés effectives du composite sont déterminées d’une façon unique, même
s’ils sont calculées sur des cellules différentes. Le choix des cellules unitaires est fait de
telles sortes qu’elle simplifie l’exploitation des conditions aux limites périodiques ainsi
qu’une bonne représentation des hétérogénéités dans la microstrucure. Le plus simple
c’est de prendre une cellule unitaire avec une forme parallélépipédique, cette forme est
la plus pratique en vue de la résolution numérique des problèmes d’homogénéisation.

Une cellule unitaire contient toutes les caractéristiques géométriques et matérielles
de la microstructure, à savoir les fractions volumiques, les lois de comportement, les
orientations des différentes constituants, etc.

Figure 2.2 Définition de la cellule unitaire du milieu périodique dans un réseaux hexagonal.

2.2.1 Transition d’échelle

A l’échelle macroscopique, le corps déformable occupe un volume V délimité par
une surface ∂V dont le vecteur normal sortant n. Chaque point macroscopique est
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défini par un vecteur de position x dans V et est connecté à une cellule unitaire. Au
niveau microscopique, le matériau est considéré comme hétérogène. La cellule unitaire
périodique occupe un volume V délimité par la surface ∂V avec le vecteur normal sortant
n. Chaque point microscopique est défini par un vecteur de position x dans V (Figure
2.1). Si on considère des conditions quasi statiques (les effets d’inertie étant négligeables),
le mouvement de tout point matériel macroscopique et microscopique,M (x) etM (x,x)
respectivement, est régi par les équations macroscopiques et microscopiques du tableau
2.1.

Table 2.1 Équations de base de la transition d’échelle entre l’échelle macroscopique et
microscopique [182]

.

Équations Échelle macroscopique Échelle microscopique

∀ x ∈ V ∀ x ∈ V , ∀ x ∈ V

Équilibre div (σ) + ρb = 0 div(σ) = 0

Déformations ε = gradsym (u) ε = gradsym (u)

Lois constitutives σ ≡ σ (x, ε) σ ≡ σ (x,x, ε)

Énergies de déformation W ε = σ : ε Wε = σ : ε

Dans le tableau 2.1, σ, ε,σ et ε sont les tenseurs d’ordre deux de la contrainte et
de la déformation microscopique et macroscopique, respectivement. ρb est le vecteur
des forces de volume macroscopique (force par unité de volume) appliqué sur V . ρb
n’a pas de contrepartie microscopique, ceci est une conséquence directe de l’hypothèse
de séparation d’échelle (théorème de Hill) [173, 127].

Les lois de conservation sont généralement accompagnées par des conditions aux
limites de type Dirichlet, Neumann ou des conditions aux limites mixtes. Le problème
"macroscopique" est défini par les équations à l’échelle macroscopique présentées dans
la partie gauche du tableau 2.1 avec les conditions aux limites macroscopiques, comme
illustré dans la Figure 2.1. Un déplacement prescrit uprescrit peut être appliqué sur
la surface ∂V EB avec un vecteur de contraint externe tprescrit imposé sur la surface
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∂V
NB. 

u (x, t) = uprescrit (x, t) ∀x ∈ ∂V
EB
,

σ (x, t) · n (x) = t
prescrit (x, t) ∀x ∈ ∂V

NB
,

avec ∂V
EB ∩ ∂V

NB = ∅.

(2.1)

Le problème "microscopique" est défini par les équations formulées à l’échelle microsco-
pique présentées dans la partie droite du tableau 2.1. A cette échelle, des conditions
aux limites périodiques sont prises en compte. Pour plus de détails, le lecteur pourra
se référencer à la section 2.2.2.

Couplage entre les deux échelles (microscopique et macroscopique)

Puisque l’homogénéisation périodique est basée sur le principe de séparation
d’échelles, il faut établir le lien entre les quantités microscopiques et macroscopiques.
Le couplage entre ces deux échelles est satisfait en se basant sur le théorème de la
moyenne [73, 127]. Dans un milieu hétérogène réel, les champs locaux des contraintes σ
et des déformations ε oscillent autour de leurs valeurs moyennes σ et ε, respectivement.
Les champs de contraintes et de déformations macroscopiques sont alors obtenus par la
moyenne volumique sur la cellule unitaire de leurs quantités microscopiques équivalentes
(Équations 2.2 et 2.3).

D’après le théorème de la divergence, on peut démontrer que la contrainte et la
déformation moyennes au sein d’une cellule unitaire sont égales respectivement à la
contrainte et à la déformation appliquées sur ses limites. Ces derniers sont considérées
comme la contrainte et la déformation macroscopique, respectivement :

σ (x, t) = 1
V

∫
V
σ (x,x, t) dV = 1

V

∫
∂V
σ (x,x, t) .n (x) ⊗ x dS, (2.2)

ε (x, t) = 1
V

∫
V
ε (x,x, t) dV = 1

2V

∫
∂V

(u (x,x, t) ⊗ n (x) + n (x) ⊗ u (x,x, t)) dS
(2.3)

De plus, tenant compte du théorème de la moyenne formulé à travers la condition de
Hill-Mandel [71, 172], il est établi que la moyenne de la variation du travail mécanique
microscopique effectué dans le volume de la cellule unitaire devra être égal à la variation
locale de travail mécanique au niveau macroscopique :

W ε (x, t) = 1
V

∫
V
Wε (x,x, t) dV. (2.4)
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2.2.2 Périodicité

L’hypothèse de périodicité implique que le vecteur déplacement u de tout point
matériel microscopique M (x,x) peut être décomposé en une partie affine à laquelle
une fluctuation périodique ũ est ajoutée (Figure 2.3, Équation 2.5) [173].

u (x,x, t) = ε (x, t) · x+ ũ (x,x, t) . (2.5)

Partie affine fluctuation périodique

Figure 2.3 Définition du champ de déplacement comme la somme d’une partie affine et
d’une fluctuation périodique

Dans l’équation 2.5, le premier terme correspond à la partie affine qui est reliée
directement au tenseur de déformation macroscopique ε, tandis que le deuxième terme
correspond à la fluctuation périodique. La partie fluctuante ũ prend les mêmes valeurs
sur chaque paire de nœuds parallèles opposés x+ et x− de la cellule unitaire.

ũ (x,x+, t) = ũ (x,x−, t) . (2.6)

Considérant l’hypothèse de périodicité, le champ de déformation local prend la forme
suivante :

ε (x,x, t) = ε (x, t) + ε̃ (x,x, t) (2.7)

avec
ε̃ (x,x, t) = gradsym (ũ (x,x, t)) (2.8)

La moyenne de la déformation produite par la partie périodique ũ est nulle (Équation
2.9).

⟨ε̃ (x,x, t)⟩ = 1
V

∫
V
ε̃ (x,x, t) dV

= 1
2V

∫
∂V

(ũ (x,x, t) ⊗ n (x) + n (x) ⊗ ũ (x,x, t)) dS = 0.
(2.9)
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Par conséquent, la moyenne de déformation totale est bien égale à la déformation
macroscopique (Équation 2.10).

⟨ε (x,x, t)⟩ = ε (x, t) + ⟨ε̃ (x,x, t)⟩ = ε (x, t) (2.10)

Le champ de contrainte locale σ, satisfait l’équilibre local et l’équilibre aux interfaces,
i.e. la connexion d’une cellule unitaire avec les cellules voisines. Le vecteur de contrainte
t = σ · n est également anti-périodique (σ prend des valeurs identiques mais n prend
des valeurs opposées sur chaque paire de nœuds parallèles opposés de la cellule unitaire).

σ (x,x+, t) · n (x+) = −σ (x,x−, t) · n (x−) . (2.11)

Considérant le lemme de Hill-Mandel, si les champs de déplacement u et de
contrainte σ vérifient simultanément les conditions aux limites périodiques et anti-
périodiques i.e. ils sont de la forme des équations 2.5 et 2.11 respectivement, alors,
on utilisant le théorème de la divergence, la différence entre la moyenne volumique
du travail microscopique et du travail macroscopique peut être écrite sous la forme
suivante :

1
V

∫
V
Wε (x,x, t) dV −W ε (x, t)

= 1
V

∫
V
σ (x,x, t) : ε (x,x, t) dV − σ (x, t) : ε (x, t)

= 1
V

∫
∂V

(u (x,x, t) − ε (x, t) · x) · (σ (x,x, t) · n (x) − σ (x, t) · n (x)) dS.
(2.12)

En substituant l’équation 2.5 dans 2.12, on obtient :

1
V

∫
V
Wε (x,x, t) dV −W ε (x, t)

= 1
V

∫
∂V
ũ (x,x, t) · (σ (x,x, t) · n (x) − σ (x, t) · n (x)) dS = 0.

(2.13)

La condition de Hill-Mandel est vérifiée dans l’équation ci-dessus à cause de la périodicité
du champ de déplacement ũ et l’anti-périodicité du vecteur de contrainte σ · n.
Finalement, à partir de l’équation 2.13, on peut écrire l’égalité suivante :

⟨σ (x,x, t) : ε (x,x, t)⟩ = ⟨σ (x,x, t)⟩ : ⟨ε (x,x, t)⟩ (2.14)
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2.2.3 Solution du problème macroscopique

Dans le contexte d’analyse multi-échelles des problèmes des structures composites,
la solution du problème macroscopique est obtenue directement via la résolution d’un
problème non linéaire local de la cellule unitaire périodique à chaque point d’intégration
macroscopique par EF. La relation entre la contrainte et la déformation macroscopique
en chaque point matériel de la structure est obtenue à partir de la solution d’un
problème de conditions aux limites approprié à l’échelle de la microstructure, i.e. les
deux problèmes microscopique et macroscopique sont résolus d’une manière simultanée
[55, 56, 11, 128, 162, 138].

2.2.4 Solution du problème microscopique

On considère un matériau hétérogène avec une microstructure périodique. A l’échelle
de la microstructure, la cellule unitaire contient les caractéristiques géométriques ainsi
que les lois de comportement de chaque phase. En effet, la réponse macroscopique en
contrainte ou en déformation peut être obtenue par la résolution du problème de la
cellule unitaire (Figure 2.4) en suivant : une approche dans l’espace de déformation
(contrôle en déformation) ou dans l’espace de contrainte (contrôle en contrainte)
[113, 174] :

Pour une approche pilotée en déformation, la solution unique pour le champ de
déformation u est obtenue en résolvant les équations microscopiques présentées dans
la partie droite du tableau 2.1 en considérant l’équation 2.5 comme des conditions
aux limites de type Dirichlet pour une déformation macroscopique ε donnée. Par
conséquent, la contrainte macroscopique σ est calculée par moyennation des champs
locaux (équation 2.2).

Pour une approche contrôlée en contrainte, la solution unique pour le champ de
déformation u est obtenue en résolvant les mêmes équations microscopiques du tableau
2.1 avec des conditions aux limites de type Neumann avec la condition ⟨σ⟩ = σ

pour une contrainte macroscopique σ imposée sur la cellule unitaire. La déformation
macroscopique ε est obtenue par moyennation des déformations locaux (équation 2.3).
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Problème

microscopique

Problème

macroscopique

opérateurs 

tangents

Figure 2.4 Schéma de calcul par transition d’échelle.

2.2.5 Homogénéisation en élasticité linéaire

Dans le cas linéaire élastique la relation entre la contrainte et la déformation locale
(échelle microscopique) est donnée par les deux équations suivantes :

σ (x,x, t) = C (x,x, t) : ε (x,x, t) (2.15)

ε (x,x, t) = S (x,x, t) : σ (x,x, t) (2.16)

où C et S sont respectivement les tenseurs de quatrième ordre de rigidité et de souplesse
microscopiques, avec :

C = S−1. (2.17)

A l’aide de la notation de Voigt modifiée, i.e. en réécrivant les 6 composantes des
tenseurs de contrainte et de déformation en deux vecteurs-colonnes (6 × 1) et les 21
composantes des tenseurs de rigidité et de souplesse en deux matrices (6 × 6) et par
symétrie matérielle, on obtient les relations suivantes :



σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23


=



C1111 C1122 C1133 C1112 C1113 C1123

C2222 C2233 C2212 C2213 C2223

C3333 C3312 C3313 C3323

C1212 C1213 C1223

C1313 C1323

Sym C2323


×



ε11

ε22

ε33

2 ε12

2 ε13

2 ε23


(2.18)
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

ε11

ε22

ε33

2 ε12

2 ε13

2 ε23


=



S1111 S1122 S1133 2S1112 2S1113 2S1123

S2222 S2233 2S2212 2S2213 2S2223

S3333 2S3312 2S3313 2S3323

4S1212 4S1213 4S1223

4S1313 4S1323

Sym 4S2323


×



σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23


(2.19)

Les deux tenseurs de rigidité et de souplesse ont une symétrie mineure et une sy-
métrie majeure. De la même manière, on peut montrer que la loi de comportement
macroscopique est également linéaire :

σ (x, t) = C (x, t) : ε (x, t) (2.20)

ε (x, t) = S (x, t) : σ (x, t) . (2.21)

avec C et S sont respectivement les tenseurs de quatrième ordre de rigidité et de
souplesse macroscopique. A l’aide de la notation de Voigt et en considérant les symétries
matérielles (symétrie mineure et majeure), cela donne :



σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23


=



C1111 C1122 C1133 C1112 C1113 C1123

C2222 C2233 C2212 C2213 C2223

C3333 C3312 C3313 C3323

C1212 C1213 C1223

C1313 C1323

Sym C2323


×



ε11

ε22

ε33

2 ε12

2 ε13

2 ε23


(2.22)



ε11

ε22

ε33

2 ε12

2 ε13

2 ε23


=



S1111 S1122 S1133 2S1112 2S1113 2S1123

S2222 S2233 2S2212 2S2213 2S2223

S3333 2S3312 2S3313 2S3323

4S1212 4S1213 4S1223

4S1313 4S1323

Sym 4S2323


×



σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23


(2.23)

Pour calculer le tenseur de rigidité macroscopique C on suit l’approche pilotée en
déformation. Le tenseur de rigidité macroscopique est construit colonne par colonne en
calculant la contrainte résultante des six cas de chargement unitaire (cette méthode est
qualifiée de technique de perturbation). Les six états de déformations unitaires sont
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donnés en notation de Voigt comme suit :

ε(11) = (ε11 = K ε22 = 0 ε33 = 0 2ε12 = 0 2ε13 = 0 2ε23 = 0)T

ε(22) = (ε11 = 0 ε22 = K ε33 = 0 2ε12 = 0 2ε13 = 0 2ε23 = 0)T

ε(33) = (ε11 = 0 ε22 = 0 ε33 = K 2ε12 = 0 2ε13 = 0 2ε23 = 0)T

ε(12) = (ε11 = 0 ε22 = 0 ε33 = 0 2ε12 = K 2ε13 = 0 2ε23 = 0)T

ε(13) = (ε11 = 0 ε22 = 0 ε33 = 0 2ε12 = 0 2ε13 = K 2ε23 = 0)T

ε(23) = (ε11 = 0 ε22 = 0 ε33 = 0 2ε12 = 0 2ε13 = 0 2ε23 = K)T .

(2.24)

où K est une valeur réelle non nulle (on prend ici K = 1), la composante ijkl
du tenseur de rigidité macroscopique est donnée par la composante ij du vecteur de
contrainte calculée à l’état kl de la déformation élémentaire divisé par K.

Cijkl = σij(kl)
K

ij, kl = 11, 22, 33, 12, 13, 23. (2.25)

De la même manière, pour calculer le tenseur de souplesse macroscopique S, on suit
l’approche contrôlée par contrainte. Le tenseur de souplesse macroscopique est alors
construit colonne par colonne en calculant la déformation résultante des six cas de
chargement unitaire. les six états de contrainte unitaires sont donnés en notation de
Voigt comme suit :

σ(11) = (σ11 = K σ22 = 0 σ33 = 0 σ12 = 0 σ13 = 0 σ23 = 0)T

σ(22) = (σ11 = 0 σ22 = K σ33 = 0 σ12 = 0 σ13 = 0 σ23 = 0)T

σ(33) = (σ11 = 0 σ22 = 0 σ33 = K σ12 = 0 σ13 = 0 σ23 = 0)T

σ(12) = (σ11 = 0 σ22 = 0 σ33 = 0 σ12 = K σ13 = 0 σ23 = 0)T

σ(13) = (σ11 = 0 σ22 = 0 σ33 = 0 σ12 = 0 σ13 = K σ23 = 0)T

σ(23) = (σ11 = 0 σ22 = 0 σ33 = 0 σ12 = 0 σ13 = 0 σ23 = K)T ,

(2.26)

La composante ijkl du tenseur de souplesse macroscopique est donnée par la
composante ij du vecteur de déformation calculée à l’état kl de la contrainte élémentaire
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divisé par K.

Sijkl =


εij(kl)
K

si kl = 11, 22, 33

εij(kl)
2K si kl = 12, 13, 23

(2.27)

Les tenseurs de rigidités et de souplesses macroscopiques ont une symétrie majeure
produite par la cohérence énergétique des travaux microscopique et macroscopique
(équation 2.13), et l’un est égale à l’inverse de l’autre (et vice versa) [120].

C = S−1
. (2.28)

2.2.6 Homogénéisation non linéaire

Pour les matériaux non linéaires, la relation entre la contrainte et la déformation
macroscopiques n’est pas explicite à travers un tenseur de rigidité. Néanmoins, la
réponse en contrainte macroscopique pour un incrément de déformation macroscopique
donné peut être calculée à l’aide d’un schéma de résolution implicite incrémental, où le
comportement à l’échelle microscopique est linéarisé et corrigé à chaque incrément de
déformation. Ensuite, le comportement macroscopique peut être obtenu par linéarisa-
tion, afin de prédire le prochain incrément. Pour cela, les lois de comportement sont
formulées à l’aide d’un opérateur tangent pour accélérer la convergence de la solution.
Pour un incrément de temps microscopique donné, la relation contrainte-déformation à
l’échelle microscopique est écrite comme suit :

∆σ (x,x, t) = Dε (x,x, t) : ∆ε (x,x, t) (2.29)

avec Dε est un tenseur d’ordre 4, appelé "le module tangent mécanique microscopique".
Afin de relier le problème local au problème global, l’opérateur tangent macroscopique
Dε est nécessaire. Ce dernier est calculé en utilisant la technique de perturbation au
moyen des six cas de chargement élémentaires comme décrit précédemment pour le cas
de l’élasticité linéaire. Pour un incrément de temps macroscopique donné, la relation
entre la contrainte et la déformation macroscopique est donnée par la relation suivante :

∆σ (x, t) = Dε (x, t) : ∆ε (x, t) (2.30)

avec Dε est le module tangent mécanique macroscopique calculé à chaque incrément
de temps macroscopique et à chaque point d’intégration macroscopique.
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2.3 Méthodes d’homogénéisation à champs moyens

Dans cette section, nous présentons brièvement la méthode d’homogénéisation à
champs moyens Mori-Tanaka [124] en linéaire élastique. Cette méthode servira par
la suite comme une base de comparaison avec la méthode à champs complets EF2

développée dans le cas de calcul des structure composite 3D.

2.3.1 Méthode de Mori-Tanaka

La méthode Mori-Tanaka a été proposée en 1973 [124]. Ici, la représentation de
cette approche est méthode sur la discussion de [17, 153]. Le comportement global
d’un matériau composite dépend fortement des propriétés et de la géométrie des
différents constituants présent dans la microstructure à savoir la fraction volumique et
les orientations des constituants. Considérons un matériau composite constitué d’une
matrice élastique (indice 0) et de N inhomogénéités élastiques de forme ellipsoïdale
représentées en Figure 2.5. Dans le volume élémentaire représentatif de ce composite,
la matrice a un volume V0, tandis que la riéme inhomogénéité occupe l’espace Br à un
volume Vr.

Les effets des inhomogénéités Bi de tenseur de rigidité mécanique Ci sont transmis
à l’inhomogénéité Br de tenseur de rigidité mécanique Cr via la déformation et la
contrainte dans la matrice B qui l’entoure, avec le tenseur de rigidité mécanique
C0. Puisque les différents champs varient d’un point à un autre dans la matrice, la
déformation et la contrainte moyennes ε0 et σ0 dans celle-ci représentent de bonnes
approximations des champs réels de la matrice entourant chaque inhomogénéité, lors-
qu’un grand nombre d’inhomogénéités sont distribuées d’une manière aléatoire dans la
matrice. Il est possible de supposer que l’absence d’une inhomogénéité n’affectera pas le
comportement élastique global du composite moyen. Par conséquent, l’inhomogénéité
Br peut être vue comme une inhomogénéité ellipsoïdale placée dans une matrice
uniforme, soumise à un champ de déformation uniforme ε0. Sous cette hypothèse, la
déformation εr dans la riéme inhomogénéité est exprimée par :

εr = Tr : ε0 (2.31)

avec Tr tenseur d’interaction exprimé comme suit :

Tr =
[
I + Sr : C−1

0 : [Cr − C0]
]−1

et T0 = I. (2.32)
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Sr est le tenseur d’Eshelby par phase, qui dépend des propriétés de la matrice C0 et de
la forme de la riéme inhomogénéité [31].

Figure 2.5 Composite avec plusieurs inhomogénéités distribuées d’une manière aléatoire
dans la matrice [31].

En se basant sur le problème de l’inclusion équivalente d’Eshelby, les lois de
comportement reliant les contraintes et les déformations par phase sont exprimées
comme suit :

σr = Cr : εr. (2.33)

où
εr = Aε

r : ε. (2.34)

Aε
r est le tenseur de localisation des déformations pour une phase (r). Il est indépendant

de vecteur de position. À partir de ces définitions et les équations 2.3, on peut écrire
les équations suivantes :

ε =
N∑
r=0

crεr, σ =
N∑
r=0

crσr, cr = Vr
V
. (2.35)

avec cr est la fraction volumique. Le comportement macroscopique du composite est
exprimé de la même manière. Il est écrit sous la forme suivante :

σ = C : ε. (2.36)



22 Cadre théorique d’homogénéisation périodique et modélisation multi-échelles

avec C est le tenseur de rigidité mécanique macroscopique donné par la relation
suivante :

C =
N∑
r=0

crCr : Aε
r. (2.37)

L’estimation de tenseur de localisation des déformations par phase Aε
r est la tâche

principale des différentes méthodes basées sur la théorie de l’inclusion équivalente
d’Eshelby. Moyennant l’équation 2.31 sur le volume de VER et considérant l’équation
2.35 donne :

ε =
N∑
r=0

crTr : ε0. (2.38)

L’équation 2.38 permet d’exprimer la déformation moyenne dans la matrice tel que :

ε0 =
[
N∑
n=0

cnTn
]−1

: ε. (2.39)

Combinant les équations 2.34, 2.39 et considérant l’équation 2.31, on peut identifier le
tenseur de localisation des déformations par phase Aε

r :

Aε
r = Tr :

[
N∑
n=0

cnTn
]−1

avec
N∑
r=0

crAε
r = I. (2.40)

Pour les matériaux non linéaires, les champs de déformations et de contraintes micro-
scopiques par phase et macroscopiques εr,σr, ε et σ respectivement, sont replacés par
leurs incréments de déformations et de contraintes microscopiques et macroscopiques
∆εr,∆σr,∆ε et ∆σ, respectivement. De plus, le tenseur de rigidité microscopique
par phase Cr et macroscopique C sont également remplacés par le module tangent
microscopique Dε

r et macroscopique Dε

r, respectivement.

2.4 Conclusions

Dans ce premier chapitre, une étude bibliographique des méthodes multi-échelles
pour le calcul des structures et des matériaux hétérogènes a été introduite, que ce soit
pour les méthodes à champs moyens ou les méthodes à champs complets. Le chapitre
présente un cadre général de modélisation multi-échelles des structures composites
basée sur le principe d’homogénéisation périodique. Ce principe est considéré comme
l’élément de base de l’approche de modélisation multi-échelles à champs complets
EF2 objet de notre travail. Le cadre établi met en évidence le principe de transition
d’échelle entre les quantités microscopique et macroscopique. L’approche présentée ici,
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permet de calculer la réponse macroscopique du matériau hétérogène en appliquant
des conditions aux limites appropriées sur la cellule unitaire. Elle permet également de
piloter cette dernière, soit en déformation, en contrainte ou même des conditions aux
limites mixtes contrainte-déformation. Cette approche est très fiable pour la prédiction
des propriétés effectives macroscopiques des composites à microstructure périodique
via un calcul par EF sur la cellule unitaire. Cela indépendamment de la microstructure
et du comportement des constituants considérés.

Le chapitre présente également l’approche de Mori-Tanaka incrémentale qui servira
comme base de comparaison pour valider la méthode de modélisation EF2 développée.
Dans le chapitre qui suit, la méthode de simulation multi-échelles EF2 proposée sera
présentée en détail pour le cas des problèmes mécaniques purs. La méthode permet
de prédire la réponse macroscopique non linéaire de structures composites 3D à
microstructure périodique. Les résultats numérique de l’approche seront comparés à
ceux d’un calcul à champs moyens par Mori-Tanaka.





Chapitre 3

Simulation de la réponse non
linéaire des structures composites
3D en régime VPD par la Méthode
EF2

3.1 Introduction

Les matériaux composites à base polymères sont de plus en plus utilisés dans
différents secteurs industriels (automobile, aérospatial, sport, etc), en raison de leurs
propriétés mécaniques, thermiques et structurales importantes. La maîtrise du com-
portement de ces matériaux reste un sujet de recherche scientifique complexe et une
des préoccupations majeures des industries, notamment sur le plan de dimensionne-
ment et de la tenue des structures soumises à des sollicitations mécaniques complexes.
Pour cela, il est nécessaire de mettre en place des méthodes prédictives capables de
calculer la réponse du composite à différentes échelles. Elles doivent intégrer les effets
microstructuraux ainsi que les effets induits par la géométrie des structures sur la
réponse mécanique globale du composite. À cet effet, les méthodes de modélisation et
de simulation avancées, intégrant les effets de la microstructure constituant un domaine
de recherche important de par ses retombées.

Une des premières approches numériques à champs complets faisant intervenir les
deux échelles consiste à simuler la structure entière en reproduisant explicitement
toutes les hétérogénéités présentes dans la microstructure. Un maillage fin doit aussi
être réalisé pour la structure et les hétérogénéités. Pour des petites structures, cette
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technique peut être efficace. Cependant, pour des structures réelles complexes, cette
approche est extrêmement lourde en terme de temps de calcul et d’espace mémoire, ce
qui limite considérablement sa mise en œuvre. Ces problèmes peuvent être allégés ou
contournés par des méthodes de sous-domaines ou par la méthode LATIN (méthode à
grand incrément de temps) développée par Ladevèze et al. [93, 95, 133]. Le couplage de
la méthode LATIN avec des méthodes de réduction de modèles a permis de diminuer
le coût du temps de calcul ainsi que le stockage [94, 132, 96, 37].

Selon l’étude bibliographique présentée dans le chapitre 1, l’approche numérique la
plus adaptée au calcul des structures composites 3D, intégrant l’impact des non linéarités
des constituants microscopiques sur la réponse globale du matériau reste l’approche par
homogénéisation multi-échelles EF2. L’idée de base de cette méthode a été introduite
initialement par Renard et Marmonier en 1987 [155] et ensuite, plusieurs chercheurs ont
développé cette approche pour la rendre plus flexible pour différents types d’analyses.
Par exemple, Smit et al [169] ont proposé une méthode d’homogénéisation tenant
compte des grandes déformations pour calculer la réponse mécanique des structures
2D en régime viscoélastique. Feyel et Chaboche [54–56] ont développé un cadre de
calcul par "EF2" pour des composites 2D en régime viscoplastique dans le logiciel d’EF
ZeBuLoN. D’autres auteurs ont également utilisé ou introduit des extensions sur la
méthode, on citera par exemple [180, 67, 11, 189, 128, 129, 177, 51, 48, 162, 138].

Dans ce chapitre, l’approche de simulation multi-échelles EF2 est exposée. Elle est
basée sur le concept de l’homogénéisation périodique. La méthode est implémentée
dans un code commercial d’EF Abaqus/Standard permettant de prévoir le compor-
tement macroscopique 3D non linéaire de composites à microstructure périodique
en considérant que chaque point d’intégration macroscopique est un point matériel,
où les caractéristiques microstructurales sont représentées par une cellule unitaire,
contenant les caractéristiques géométriques et matérielles des constituants de la micro-
structure (matrice, torons, fibres et/ou inclusions). Par conséquent, une analyse par
EF multi-échelles a été développée à l’aide d’un schéma de résolution implicite utilisant
l’algorithme de Newton-Raphson pour résoudre simultanément le système d’équations
non linéaires à deux échelles (macroscopique et microscopique). Le principal avantage de
cette méthodologie est qu’elle peut prendre en compte tout type de comportement non
linéaire des constituants (élastoplastique, viscoélastique, viscoplastique-endommageable
ou viscoélastique-viscoplasticitique-endommageable), ainsi que tout type de microstruc-
ture périodique. L’approche EF2 proposée est mise en œuvre via une technique de
parallélisation dans Abaqus/Standard afin de réaliser une réduction significative du
temps de calcul.
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Le chapitre est présenté de la manière suivante : la section 3.2 décrit le principe de
transition d’échelle en régime non linéaire (approche incrémentale) entre les champs
locaux et les champs macroscopiques. La section présente également la mise en œuvre
numérique de la résolution du problème de la cellule unitaire par la méthode d’EF en
utilisant le concept des nœuds de pilotage ("constraint drivers"). Dans la section 3.3, la
loi de comportement de type élasto-viscoplastique avec endommagement ductile est
présentée pour la matrice polymère. Dans la section 3.4, l’implémentation numérique
de la méthode EF2 est détaillée pour un problème purement mécanique non linéaire
avec l’implémentation parallèle du code dans Abaqus/Standard. Dans la section 3.5,
l’approche est validée, en comparant les résultats numériques avec une solution semi-
analytique sur une structure composite multi-couches 3D. Ensuite, un exemple d’une
structure composite 3D présentant des champs de contrainte non uniformes est présenté.
Dans cet exemple, la microstructure est constituée d’une matrice polymère élasto-
viscoplastique avec endommagement ductile, renforcée par des fibres de verre courtes.
Les résultats numériques de la simulation sont comparés à ceux de la méthode de
Mori-Tanaka. Enfin, les capacités de la méthode proposée sont montrées à travers
la simulation de la réponse mécanique d’une structure sous un chargement complexe
ayant différentes vitesses de déformation.

3.2 Transition d’échelle non linéaire : approche in-
crémentale

Considérant le composite de la Figure 3.1, le matériau est supposé hétérogène à un
niveau inférieur et caractérisé par une microstructure périodique. Comme l’homogénéi-
sation est basée sur le principe de séparation d’échelles, il faut définir un lien entre
l’échelle microscopique et celle macroscopique afin de pouvoir prédire le comportement
global de la structure en tenant en compte des effets des hétérogénéités présentes dans
la microstructure.

3.2.1 Résolution du problème de la cellule unitaire

On se basant sur l’hypothèse de périodicité de champ de déplacement (équation
2.5) et l’anti-périodicité du vecteur de contrainte t = σ · n, le problème microscopique
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i j

Figure 3.1 Représentation schématique d’un matériau composite à microstructure pério-
dique avec prise en compte de la séparation d’échelle.

est formulé de la manière suivante :
σ ≡ σ (x,x, ε) ∀x ∈ V ,

div (σ (x,x, ε)) = 0 ∀x ∈ V ,

ui (x,xi, t) − uj (x,xj, t) = ε (x, t) · (xi − xj) ∀x ∈ ∂V .

(3.1)

avec ui,uj,xi et xj les vecteurs de déplacement et de position de chaque paire de
noeuds parallèles opposés de la cellule unitaire, respectivement (Figure 3.1). La relation
entre la contrainte et la déformation microscopique dans les approches incrémentales
est donnée via une expression linéarisée pour un incrément de temps donné (Équation
3.2) :

∆σ (x,x, t) = Dε (x,x, t) : ∆ε (x,x, t) ∀x ∈ V . (3.2)

Afin de résoudre le problème 3.1 de la cellule unitaire par la méthode des EF avec prise
en considération des conditions aux limites périodiques (Équation 3.13), la technique
des nœuds de pilotage (constraint drivers) est mise en place pour contrôler la cellule
unitaire.

a) Résolution par EF du problème linéaire de la cellule unitaire

L’utilisation de la technique d’homogénéisation périodique pour résoudre le problème
de la cellule unitaire par la méthode EF, nécessite des conditions aux limites spécifiques.
Dans cette sous-section, nous présentons une méthode générale permettant de définitir
des conditions aux limites périodiques sur la cellule unitaire. Cette méthode est capable
d’appliquer tout type de déformation macroscopique, de contrainte macroscopique, ou
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même des conditions mixtes contrainte-déformation sur une cellule unitaire de forme
cubique [5, 148].

Deux conditions de continuité importantes doivent être satisfaites sur les limites
de la cellule unitaire et les cellules unitaires voisines : la première est que les cellules
unitaires ne peuvent pas être séparées les unes des autres ou pénétrer dans la cellule
voisine après la déformation. La seconde est que les cellules unitaires peuvent être
assemblées en tant que corps physiquement continu, i.e. la distribution de vecteur de
contrainte sur les limites parallèles opposées doit être la même (anti-périodicité de
t = σ · n).

Le maillage de chaque cellule de base doit être rigoureusement périodique. Cela
signifie que pour chaque nœud d’une surface limite, il doit y avoir un nœud corres-
pondant à la même position relative sur la surface limite parallèle opposée (nœuds en
vis-à-vis). Les déplacements sur chaque paire de nœuds parallèles opposés sont donnés
sous la forme suivante :

ui = ε · xi + ũi, (3.3)

uj = ε · xj + ũj, (3.4)

avec ũi = ũj sur chaque limite parallèle opposée. La différence entre les deux équations
ci-dessus donne l’équation 3.5 :

ui − uj = ε ·
(
xi − xj

)
= ε · ∆x (3.5)

La représentation graphique d’une cellule unitaire en 2D sous un état de déformation
macroscopique prenant en compte des conditions aux limites périodiques est illustrée
sur la Figure 3.2.

CLPs

Échelle macroscopique

Figure 3.2 Définition des conditions aux limites périodique (CLPs) sur la cellule unitaire
en 2D soumise à une déformation macroscopique.
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Pour le cas des structures 3D, on considère une cellule unitaire de forme cubique.
Afin d’appliquer un état de déformation macroscopique ε sur cette cellule en tenant
compte des conditions aux limites périodiques, un gradient de déplacement est appliqué
entre chaque paire de nœuds parallèles opposés (désignés par les indices i et j dans
la Figure 3.3). Ce gradient est directement lié à la déformation macroscopique par la
relation cinématique générale suivante :


ui1 − uj1
ui2 − uj2
ui3 − uj3

 =


ε11 ε12 ε13

ε22 ε23

Sym ε33

×


xi1 − xj1
xi2 − xj2
xi3 − xj3

 (3.6)

avec u1, u2, u3 et x1, x2, x3 représentant respectivement les composantes des vecteurs
de déplacement u et de position x. Les six composantes du tenseur de déformation
macroscopique ε sont introduites comme des "nœuds de pilotage" permettant de
contrôler la cellule unitaire. Ils sont liés au maillage de la cellule unitaire via des
équations cinématiques obtenues à partir de l’équation 3.6. Ces nœuds de pilotage sont
introduits comme des nœuds fictifs où seul leur premier degré de liberté est utilisé.
Les déplacements de ces nœuds fictifs notés ucdij prennent exactement les valeurs des
composantes du tenseur de déformation macroscopique ε :



ucd11 = ε11

ucd22 = ε22

ucd33 = ε33

ucd12 = 2ε12

ucd13 = 2ε13

ucd23 = 2ε23

(3.7)

Les forces de réaction résultantes sur ces nœuds additionnels fictifs notés : F cd
11 ,

F cd
22 , F cd

33 , F cd
12 , F cd

13 et F cd
23 correspondent directement aux composantes du tenseur

de contrainte macroscopique multiplié par le volume de la cellule unitaire (Figure
3.3). Grâce au principe des nœuds de pilotage, la cellule unitaire peut être pilotée
indépendamment, soit en déplacement (contrôle en déformation imposée), en force
(contrôle en contrainte imposée) ou mixte (contrainte-déformation) comme est illustré
dans la Figure 3.3. Pour monter l’utilisation des nœuds de pilotage dans le contrôle
des cellules unitaires avec prise en compte des conditions aux limites périodiques, deux
cas de chargement sont présentés :
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Équations

Nœud  i Nœud  j

Figure 3.3 Connexion des nœuds de pilotages avec la cellule unitaire.

• 1er cas : en considérant la traction suivant la direction x⃗1, l’équation 3.6 est écrite
sous la forme suivante :

ui1 − uj1 = ε11
(
xi1 − xj1

)
⇔ ui1 − uj1 − ucd11∆x1 = 0 (3.8)

avec ∆x1,∆x2 et ∆x3 les dimensions de la cellule unitaire suivant les trois
directions de l’espace x⃗1, x⃗2 et x⃗3, respectivement. Si ε11 est défini comme le
déplacement du nœud fictif 11, la force de réaction résultante est donnée comme
le produit de la contrainte macroscopique σ11 par le volume de la cellule unitaire(
F cd

11 = σ11∆x1∆x2∆x3
)
. On procède de la même manière pour obtenir les forces

F cd
22 et F cd

33 dans la direction x⃗2 et x⃗3, respectivement (Figure 3.4).

Figure 3.4 Connexion de nœud de pilotage 11 avec la cellule unitaire (ucd11 = ε11 et les
autres composantes sont nulles).
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• 2éme cas : en considérant le cisaillement 13 dans le plan (x⃗1, x⃗3), l’équation 3.6
est écrite sous la forme suivante :

ui3 − uj3 = 2ε13
1
2
(
xi1 − xj1

)
⇔ ui3 − uj3 − ucd13

1
2∆x1 = 0 (3.9)

uk1 − ul1 = 2ε13
1
2
(
xk3 − xl3

)
⇔ uk1 − ul1 − ucd13

1
2∆x3 = 0 (3.10)

Si ε13 est le déplacement de nœud fictif 13, la force de réaction sur ce nœud
est donnée par le produit de la contrainte macroscopique σ13 et le volume de
la cellule unitaire

(
F cd

13 = σ13∆x1∆x2∆x3
)
. De la même manière, on obtient les

forces de cisaillement F cd
12 et F cd

23 , respectivement (Figure 3.5). Plus de détails sur
cette méthode sont données dans [148].

Figure 3.5 Connexion de nœud de pilotages 13 avec la cellule unitaire (ucd13 = 2ε13 et les
autres composantes sont nulles).

b) Résolution du problème non linéaire de la cellule unitaire

Considérant un comportement non linéaire, la relation entre la contrainte et la
déformation macroscopique ne peut pas être définie explicitement par un tenseur de
rigidité macroscopique comme dans le cas linéaire. Cependant, pour un incrément de
déformation macroscopique ∆ε donné, la réponse globale peut être calculée en utilisant
un schéma de résolution implicite incrémentale en linéarisant le problème microscopique
à chaque incrément de temps. Le problème macroscopique est également linéarisé afin
de prédire le prochain incrément en utilisant le même schéma de résolution. Cette
linéarisation nécessite une écriture des lois de comportement macroscopique sous une
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forme incrémentale (équation 3.11). Par conséquent, l’équilibre au niveau macroscopique
en l’absence des forces de volume pour un incrément de temps macroscopique est donné
par l’équation 3.12.

∆σ (x) =⟨Dε (x) : ∆ε (x)⟩

=Dε (x) : ∆ε (x) , ∀x ∈ V, ∀x ∈ V ,
(3.11)

div (∆σ (x)) = 0, ∀x ∈ V, ∀x ∈ V . (3.12)

avec ∆σ(x) l’incrément de tenseur de contrainte macroscopique associé au point
d’intégration macroscopique x pour chaque incrément de déformation macroscopique.
La relation entre la contrainte et la déformation macroscopique dans le cas non linéaire,
est donnée en notation de Voigt par l’équation 3.13.

Dε est l’opérateur tangent mécanique macroscopique par incrément. Il est construit
de la même manière qu’en élasticité linéaire (voir section 2.2.5) en calculant la contrainte
macroscopique résultante des six états de déformation élémentaires écrits aussi en
notation de Voigt (équation 3.14) à chaque incrément de déformation macroscopique.
Cette technique, nommée technique de perturbation est réalisée via le concept de
nœuds de pilotage.



∆σ11

∆σ22

∆σ33

∆σ12

∆σ13

∆σ23


=



D
ε

1111 D
ε

1122 D
ε

1133 D
ε

1112 D
ε

1113 D
ε

1123

D
ε

2222 D
ε

2233 D
ε

2212 D
ε

2213 D
ε

2223

D
ε
3333 D

ε
3312 D

ε
3313 D

ε
3323

D
ε
1212 D

ε
1213 D

ε
1223

D
ε
1313 D

ε
1323

Sym D
ε
2323


×



∆ε11

∆ε22

∆ε33

2 ∆ε12

2 ∆ε13

2 ∆ε23


(3.13)



∆ε(11) = (K 0 0 0 0 0)T

∆ε(22) = (0 K 0 0 0 0)T

∆ε(33) = (0 0 K 0 0 0)T

∆ε(12) = (0 0 0 K 0 0)T

∆ε(13) = (0 0 0 0 K 0)T

∆ε(23) = (0 0 0 0 0 K)T

(3.14)

la composante ijkl de l’opérateur tangent macroscopique est calculée de la même
manière que pour le cas élastique présenté dans la section 2.2.5.

D
ε

ijkl = ∆σij(kl)
K

, ij, kl = 11, 22, 33, 12, 13, 23. (3.15)
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La procédure décrite ci-dessus, explique comment la transition d’échelle est effectuée
entre les différents échelles via le processus d’homogénéisation périodique dans un cas
général de comportement non linéaire. Dans la section suivante, un comportement non
linéaire spécifique de la phase matricielle des exemple étudiés est brièvement développé.
Il s’agit d’une loi élasto-viscoplastique avec endommagement ductile pour les polymère
semi-cristallins.

3.3 Comportement non-linéaire local de la matrice

Cette section a pour objectif de mettre en place un deuxième ingrédient principal
de l’approche d’EF multi-échelles qui concerne le comportement local des phases. Dans
le composite étudié, seule la matrice aura un comportement non linéaire.

Les polymères thermoplastiques sont connus par leur comportement dissipatif qui
combine des propriétés solides et fluides, dépendant du temps et de la vitesse de
déformation. L’utilisation de ces matériaux dans des conditions de fonctionnement
extrêmes ou dans des environnements agressifs cause des dégradations importantes de
leurs propriétés physiques, ce qui entraine généralement leur défaillance [9, 41].

Dans ce chapitre, le comportement local de la matrice polymère est défini par un
modèle phénoménologique élasto-viscoplastique avec endommagement ductile basé sur
les principes de la thermodynamique pour les polymères semi-cristallins [103, 104, 87,
149]. Le modèle est décrit par le schéma rhéologique présenté dans la Figure 3.6. Il est
composé d’un ressort linéaire soumis à une déformation élastique εe et une branche
viscoplastique constituée d’un ressort et d’un amortisseur en parallèle, présentant un
comportement non linéaire. Cette branche est soumise à une déformation viscoplastique
εp. Le ressort linéaire et la branche viscoplastique sont positionnés en série.

L’endommagement considéré isotrope et est introduit par une variable scalaire
D à travers la théorie de la mécanique de l’endommagement continue "Continuum
Damage Mechanics (CDM)" basée sur le principe de la contrainte effective [102–104].
Si l’endommagement est considéré comme un phénomène isotrope, la "CDM" devient
facilement applicable pour un cas 3D. La contrainte effective est alors donnée par :

σ̃ = σ

1 −D
(3.16)

La déformation totale ε se décompose en une partie élastique εe et une partie visco-
plastique εp :

ε = εe + εp (3.17)
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p

Figure 3.6 Schéma rhéologique du comportement viscoplastique avec endommagement
ductile de la matrice polymère [149].

On suppose que la branche viscoplastique n’est sensible qu’à la partie déviatorique
de contraint effective eq (σ̃). De plus, l’endommagement est supposé ductile. Il évolue
seulement lorsque la déformation viscoplastique est activée [87, 102].

3.3.1 Lois d’état et lois d’évolution

La loi de comportement de la matrice est formulée dans un cadre de la thermody-
namique des processus irréversibles [66, 103]. Dans ce cadre, un potentiel thermody-
namique qui est une fonction des variables observables et des variables internes est
introduit. Ce potentiel est choisi sous forme de l’énergie libre de Helmholtz ψ. La
différentielle de celui-ci par rapport aux variables d’état permet d’obtenir les variables
conjuguées. Le potentiel ψ est une fonction de la déformation totale ε, la variable
d’état associée à l’écrouissage isotrope p, la déformation viscoplastique εp et la variable
d’endommagement D. Il s’écrit comme la somme de l’énergie stockée dans le ressort
élastique ψe et la branche viscoplastique ψp.

ψ (ε, p, εp, D) = ψe (ε, εp, D) + ψp (p) (3.18)

avec
ρψe (ε, εp, D) = 1

2 (ε− εp) : (1 −D)Ce : (ε− εp) (3.19)

ρψe (p) =
∫ p

0
R(ξ) dξ (3.20)
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Ce représente le tenseur de rigidité initial de ressort linéaire défini pour les matériaux
isotropes. R est la fonction d’écrouissage isotrope, choisie sous la forme d’une fonction
puissance, qui doit être croissante, positive et nulle en p = 0 :

R (p) = Kpn, (3.21)

avec K et n les paramètres du matériau viscoplastique. Les variables associées σ,−σ, R
et −Y sont calculées par différentiation du potentiel d’état par rapport aux variables
internes ε, εp, p et D :

σ = ρ
∂ψ

∂ε
= (1 −D)Ce : (ε− εp) (3.22)

− σ = ρ
∂ψ

∂εp
(3.23)

R (p) = ρ
∂ψ

∂p
(3.24)

− Y = ρ
∂ψ

D
= − eq (σ)2

2E (1 −D)2Te (σ) (3.25)

où Te est la fonction de triaxialité de la contrainte du ressort élastique. Celle-ci est égal
à 1 dans le cas uni-axial, si non :

Te = 2
3 (1 + ν) + 3 (1 − 2ν)

[
hyd (σ)
eq (σ)

]
(3.26)

Dans les équations ci-dessus, E présente le module de Young et ν le coefficient de
poisson du matériau polymère étudié. Selon le second principe de la thermodynamique,
la dissipation mécanique est toujours positive ou nulle (inégalité de Clausius Duhem).
On suppose que la dissipation mécanique et thermique sont découplées, le taux de
l’énergie mécanique dissipée Φ̇ est positive ou nulle. Cette dernière est donnée par la
différence entre le taux de l’énergie de déformation Ẇε et celui de l’énergie stockée ρψ̇
(Équation 3.27) :

Φ̇ = Ẇε − ρψ̇

= σ : ε̇− ρ

(
∂ψ

∂ε
: ε̇+ ∂ψ

∂ε p
: ε̇p + ∂ψ

∂p
ṗ+ ∂ψ

∂D
Ḋ

)
= σ : ε̇p − Rṗ+ YḊ ≥ 0. (3.27)



3.3 Comportement non-linéaire local de la matrice 37

La viscoplasticité et l’endommagement sont considérés comme des phénomènes couplés
[102, 87]. Par conséquent, l’évolution de εp, p et D est décrite par la normalité d’une
fonction indicative convexe F composée de deux formes f (σ, R;D) et fD (Y ;D). Elle
est exprimée comme suit :

F (σ, R, Y ;D) = eq(σ)
1 −D

−R(p) −R0︸ ︷︷ ︸
f (σ, R;D)

+ S

(β + 1) (1 −D)

(
Y

S

)β+1

︸ ︷︷ ︸
fD(Y ;D)

(3.28)

Dans la dernière expression, le terme f (σ, R;D) représente la fonction critère permet-
tant d’activer le mécanisme viscoplastique (ṗ > 0 si f ≥ 0, sinon ṗ = 0 et f < 0),
exprimée dans l’espace des contraintes effectives. fD le terme additionnel qui prend en
compte l’évolution de l’endommagement en même temps que la viscoplasticité.

eq(σ) est la contrainte équivalente de von Mises, R0 est le seuil d’élasticité, tandis
que S et β sont les paramètres du matériau liés à l’endommagement.

Comme mentionné précédemment, l’évolution des variables internes est donnée par
la normalisation de la fonction indicative F (σ, R, Y ;D) en introduisant le multiplicateur
viscoplastique-endommagement λ (λ̇ ≥ 0).

ṗ = −∂F

∂R
λ̇ = λ̇, (3.29)

ε̇p = ∂F

∂σ
λ̇ = 3

2
Dev(σ)
eq(σ)

ṗ

1 −D
= Λ (σ)

1 −D
ṗ, (3.30)

Ḋ = ∂F

∂Y
λ̇ =

(
Y

S

)β ṗ

1 −D
= Ω (Y )

1 −D
ṗ. (3.31)

avec Λ (σ) et Ω (Y ) qui sont donnés par :

Λ (σ) = 3
2

Dev(σ)
eq(σ) , Ω (Y ) =

(
Y

S

)β
. (3.32)

L’évolution du multiplicateur λ n’est activée (λ > 0) que si la fonction critère f
devient positive. L’effet de la viscosité est introduit en considérant une relation entre
la partie positive de f et ṗ via une fonction Q. Cette dernière est choisie sous la forme
d’une loi de puissance :

⟨ f ⟩+ = Q (ṗ) , Q (ṗ) = Hṗm (3.33)
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où H et m sont les paramètres du matériau liés à la viscoplasticité. La fonction Q (ṗ) doit
être croissante, positive et nulle en ṗ = 0. Il est à noter que la déformation viscoplastique
équivalente effective désignée par la variable scalaire p ne peut qu’augmenter (p > 0 si
f ≥ 0) ou rester constante (p = 0 si f < 0).

Ce type de modèle phénoménologique permet de capturer certains effets bien connus
dans les polymères thermoplastiques, à savoir l’effet de la vitesse de chargement à travers
les phénomènes de fluage et de relaxation, ainsi que la réduction de la rigidité causée
par l’endommagement ductile. Le Tableau. 3.1 résume les variables thermodynamiques,
les lois d’évolution et le critère viscoplastique du modèle de type von Mises. Dans ce
tableau, Dev(σ) présente la partie déviatorique de la contrainte.

Table 3.1 Lois d’état et lois d’évolution du modèle VPD de la matrice

Variable d’état
observable

Variable conjuguée

ε σ = ρ
∂ψ

∂ε
= (1 −D)Ce : (ε− εp)

Variables
internes

Variables conjuguées Variables flux

p R = ρ
∂ψ

∂p = R (p) ṗ = −∂F

∂R
λ̇ = λ̇

εp −σ = ρ
∂ψ

∂εp
ε̇p = ∂F

∂σ
λ̇ = 3

2
Dev(σ)
eq(σ)

ṗ

1 −D

D −Y = ρ
∂ψ

∂D
Ḋ = ∂F

∂Y
λ̇ =

(
Y

S

)β ṗ

1 −D

Critère Activation VP (λ̇ > 0 si f ≥ 0)

f (σ, R;D) = eq(σ)
1 −D

−R(p) −R0 ⟨ f ⟩+ = Q (ṗ)

3.4 Calcul multi-échelles par EF2 et implémenta-
tion numérique

Afin de prédire le comportement macroscopique des structures composites, en tenant
compte de l’effet de la microstructure, un schéma d’homogénéisation dans le cadre
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de la méthode EF2 est mis en place. Selon Feyel [54], cette approche considère que le
problème macroscopique et le problème hétérogène microscopique de la cellule unitaire
sont résolus simultanément. À l’échelle macroscopique, le matériau est supposé être un
milieu homogénéisé avec un comportement non linéaire. La réponse macroscopique est
calculée en résolvant un problème de conditions aux limites périodiques appropriées
au niveau microscopique en utilisant un schéma d’homogénéisation. Les informations
macroscopiques importantes (déformation) sont transmises à la cellule unitaire par
l’intermédiaire de la technique des noeuds de pilotage ("constraint drivers") comme
expliqué précédemment (voir section 3.2.1).

Il faut mentionner que la réponse macroscopique est obtenue par le processus
d’homogénéisation communément appelée "la réponse homogénéisée". Les champs ma-
croscopiques (contrainte et module tangent) dépendent de la réponse microscopique de
chaque point d’intégration de la cellule unitaire. Les champs de déformation macro-
scopique sont hétérogènes dans la structure. Par conséquent, la réponse homogénéisée
varie en chaque point macroscopique entrainant un type d’hétérogénéité spatiale.

3.4.1 Concept et algorithme numérique de la méthode EF2

Après avoir défini le concept de nœuds de pilotage ainsi que le comportement
local des constituants, la mise en œuvre numérique de l’approche par EF à deux
échelles est présentée en détail dans cette section. La méthode proposée appartient
à la catégorie générale des modèles multi-échelles. Cette méthode est capable de
prédire la réponse des matériaux composites à différentes échelles (microscopique,
mésoscopique et macroscopique). En effet, le comportement constitutif macroscopique
est calculé directement à partir de la cellule unitaire qui définit la géométrie et les
équations constitutives phénoménologiques de chaque constituant observé à l’échelle de
la microstructure. Globalement la méthode EF2 développée est basée sur trois étapes
principales selon [54] :

(1) Une description géométrique et un modèle EF pour la cellule unitaire afin de
modéliser le comportement à l’échelle microscopique.

(2) Les lois constitutives locales permettant de définir le comportement de chaque
constituant de la microstructure.

(3) Les relations de transition d’échelles reliant les champs locaux et globaux
(contraintes et déformations).

La transition d’échelle est donnée par la théorie de l’homogénéisation, en utilisant la
moyenne volumique sur la cellule unitaire des quantités microscopiques, obtenues à
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partir de la résolution d’un problème des conditions aux limites périodiques appropriées.
La déformation macroscopique est introduite dans la cellule unitaire en utilisant les
six nœuds de pilotage connectés au modèle EF de la cellule unitaire à travers des
équations cinématiques (équation 3.6). Ainsi, le comportement macroscopique de la
structure composite est calculé en considérant que la réponse matérielle de chaque point
d’intégration macroscopique est établie à partir de l’homogénéisation d’un problème de
cellule unitaire représentative, connectée à chaque point d’intégration macroscopique.
Cette cellule unitaire contient toutes les caractéristiques géométriques et matérielles
des différentes phases de la microstructure.

L’approche EF2 proposée ici, a été développée dans le cadre d’un schéma de
résolution implicite, au moyen d’un algorithme itératif du type Newton-Raphson dans
Abaqus/Standard, dédie à la résolution du système d’équations non linéaires à deux
échelles. À chaque incrément de déformation macroscopique, l’opérateur tangent et la
contrainte macroscopique sont calculés à chaque point d’intégration macroscopique en
résolvant itérativement un problème d’EF à l’échelle microscopique.

a) Concept de transition entre les échelles dans les calculs EF2

Dans le cadre de la modélisation par EF2, la résolution globale est effectuée à
chaque incrément de temps macroscopique en résolvant un problème d’équilibre local à
chaque point d’intégration macroscopique. À chaque incrément de temps, le problème
microscopique est résolu via l’application de l’incrément de déformation macroscopique
sur la cellule unitaire à travers les conditions aux limites périodiques. Le système
d’équations sous une forme incrémentale linéarisée est donné comme suit :


∆σ (x) = Dε (x) : ∆ε (x) ∀x ∈ V ,

div (∆σ (x)) = 0 ∀x ∈ V ,

∆ui − ∆uj = ∆ε . (xi − xj) ∀x ∈ ∂V

(3.34)

La subroutine développée à l’échelle microscopique (Micro-UMAT) traduit le comporte-
ment local non linéaire des constituants et estime les contraintes, les opérateurs tangents
et les variables internes Vk à l’échelle microscopique à chaque point de la cellule unitaire.
La contrainte macroscopique σ est ensuite calculée en faisant la moyenne volumique
des contraintes microscopiques sur le volume de la cellule unitaire. Les opérateurs
tangents locaux de chaque point microscopique de la cellule unitaire sont utilisés pour
calculer l’opérateur tangent macroscopique Dε en résolvant un problème linéaire (sur
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l’incrément), par l’utilisation des six cas de chargement élémentaires décrits dans la
sous-section 3.2.1.

Les variables internes et les contraintes locales sont enregistrées à la fin de chaque
incrément du pas de temps macroscopique n, comme étant des conditions initiales pour
le prochain incrément du pas de temps n+ 1. Une fois que les quantités macroscopiques
σ et Dε sont calculées, l’analyse à l’échelle macroscopique est ensuite exécutée pour
la résolution de l’équilibre global, et l’incrément de déformation macroscopique ∆ε
est fourni par le solveur EF d’Abaqus/Standard à chaque point macroscopique. Cette
information est transmise à l’échelle macroscopique à travers la macro-subroutine
(désigné ici par Méta-UMAT) qui représente le comportement d’un point matériel
macroscopique et contient les équations de cellule unitaire. Ensuite, le processus
de calcul revient au problème local. Cette procédure est répétée jusqu’à ce que la
convergence numérique soit atteinte pour les deux problèmes numériques microscopique
et macroscopique. Une fois que la convergence est atteinte, l’analyse passe à l’incrément
de temps suivant. La procédure itérative effectuée au sein de la Méta-UMAT est
résumée dans la Figure 3.7.

Échelle macro

Échelle micro

Figure 3.7 Comportement global du composite implémenté sous la forme d’une "Méta-
UMAT" (User Material Subroutine) qui fait appel au problème microscopique (cellule unitaire)
à chaque incrément de déformation/temps.
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b) Algorithme de la méthode EF2

L’organigramme de l’algorithme de calcul à deux échelles EF2 développé pour le
cas des problèmes fortement non linéaires dans Abaqus/Standard est présenté dans la
Figure 3.8. Comme montré dans les Figures 3.7 et 3.8, le problème macroscopique est
résolu à chaque incrément de déformation/temps d’une manière linéarisée, en tenant
compte du module tangent homogénéisé macroscopique Dε. Un schéma numérique
dédié, fondé sur la prédiction élastique et la correction inélastique adopté pour les
milieux anisotropes est utilisé à l’échelle des constituants via un sous-programme
utilisateur "Micro-UMAT". Ce schéma connu dans la littérature sous le nom de "return
mapping algorithm – convex cutting plane" [168]. Dans ce qui suit, ce schéma est sera
noté "return mapping algorithm".

En ce qui concerne l’implémentation numérique dans Abaqus, comme mentionné
précédemment, la Méta-UMAT fait appel au script python pour lancer le calcul
microscopique dans chaque point d’intégration macroscopique de la structure composite
pour l’incrément de déformation macroscopique donné par Abaqus. Les conditions aux
limites périodiques (CLPs) ainsi que la déformation macroscopique sont appliquées sur
la cellule unitaire au moyen du script python à chaque incrément de temps. Le script
appelle également le solveur EF d’Abaqus pour résoudre le problème microscopique
par l’intermédiaire de la Micro-UMAT, afin d’obtenir la réponse microscopique via un
processus itératif ("return mapping algorithm"). Une fois l’équilibre local atteint, i.e.
la réponse locale (σ etDε) est calculée, la contrainte macroscopique est récupérée sur
les nœuds de pilotage sous la forme d’une force de réaction divisée sur le volume de
la cellule unitaire. Ensuite, le module tangent macroscopique est également calculé
en mappant les modules tangents locaux sur la cellule unitaire à travers les six états
de déformation élémentaires. Grâce au script python, les quantités macroscopiques
calculées (σ et Dε) sont transférées à la Méta-UMAT afin que l’équilibre global soit
vérifié. Si la convergence globale est atteinte, le processus passe à l’incrément de temps
suivant n+ 1.
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Initialisation
- Applications des CLPs sur la
cellule unitaire.
- Calcul de l’opérateur tangent
macroscopique initial Dε.

Échelle macroscopique
- Résolution du problème
macroscopique.
- Calcul d l’incrément de
déformation macro ∆εn+1.

Échelle microscopique
- Script Python pour le
problème micro.
- Calculs des champs locaux
σ, ε,Dε.

- Calcul de la contrainte
macroscopique σ.
- Calcul du module
tangente macroscopique Dε.

Convergence globale
Prochain
incrément

n=n+1

Mises à jour de tous les
champs : Vk,σ, ε,Dε, σ, Dε.

Dε

∆εn+1

Dε
, σ

non

oui

Figure 3.8 Organigramme de l’algorithme de calcul à deux échelles (EF2) dans
Abaqus/Standard pour un cas non linéaires.

c) Implémentation parallèle du code EF2 dans Abaqus/Standard

L’objectif principal de la technique EF2 est de faire un calcul de structure sur
des structures composites réelles. Pour cela, il est primordial de réduire le temps de
calcul. Les calculs par les méthodes multi-échelles en général ou la méthode EF2 en
particulier sont très coûteux en terme de temps de calcul. Cela, est dû principalement
à la transition entre les deux échelles ainsi que le nombre de degrés de liberté des deux
modèles EF microscopique et macroscopique. Ceci rend ce type de calcul inaccessible
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avec des stations de calcul classiques (en termes d’espace mémoire et de vitesse de
calcul). Par conséquent, des procédures de calcul parallèles sur plusieurs processeurs
sont indispensables. Pour réduire ce temps de calcul élevé, une implémentation parallèle
de la procédure EF2 a été faite dans Abaqus/Standard. En utilisant un script "shell",
tous les calculs EF des cellules unitaires d’un même élément macroscopique (un calcul
par point d’intégration macroscopique) sont envoyés sur un seul nœud de calcul (un
ensemble de processeurs) et sont résolus de manière itérative. Les calculs correspondant
à chaque élément macroscopique sont effectués sur différents nœuds de calcul qui sont
exécutés en parallèle. La procédure de parallélisation est présentée dans la Figure 3.9.

é

Figure 3.9 Étapes de parallélisation du code EF2 dans Abaqus/Standard.

En effet, le calcul parallèle est limité par le nombre des nœuds de calcul disponibles
dans la station de calcul. Les calculs EF microscopiques en chaque point d’intégration
macroscopique peuvent également être effectués en parallèle (ce qui est souvent le cas).
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La Méta-UMAT appelle un script python approprié pour résoudre le problème local (y
compris le calcul de l’opérateur tangent macroscopique) à chaque point d’intégration
macroscopique, en utilisant la Micro-UMAT. Ensuite, le solveur global d’Abaqus vérifie
que tous les calculs effectués par différents processeurs sont exécutés avant de procéder
à la résolution du problème macroscopique et avant de passer au prochaine incrément
de déformation/temps macroscopique.

3.5 Applications et capacités de la méthode EF2

dans le calcul des structures composites 3D

Afin de valider l’approche multi-échelles que nous avons développée dans le cadre
des calculs de structures composites 3D fortement non linéaires, trois cas d’exemples
ont été traités : le premier considère une structure composite multi-couches périodique
constituée d’une phase linéaire élastique et d’une phase non linéaire avec un com-
portement élasto-plastique. Il a été démontré dans [32], qu’en utilisant une approche
incrémentale d’intégration temporelle linéarisée, il existe une solution semi-analytique
à ce problème donnée en Annexe A. Cet exemple est utilisé comme une validation
numérique de l’approche développée. Pour le deuxième exemple, il s’agit d’une structure
composite 3D avec une microstructure constituée d’une phase matricielle ayant un
comportement élasto-viscoplastique couplée à l’endommagement ductile, renforcée par
des fibres de verre courtes. Les résultats de la simulation multi-échelles sont comparés
à ceux d’une approche de modélisation classique à champs moyens (schéma de Mori-
Tanaka incrémental [97]). Pour le troisième exemple, une structure composite 3D plus
complexe a été simulée pour mettre en évidence les capacités de l’approche dans le cas
de calcul d’une structure composite réelle.

3.5.1 Comparaison avec la méthode d’homogénéisation semi-
analytique des composites multi-couches

L’approche proposée a été validée en comparant les résultats numériques avec la
méthode d’homogénéisation semi-analytique présentée dans l’annexe A [32]. La struc-
ture composite simulée est présentée dans la Figure 3.10. À l’échelle microscopique, la
structure est composée d’un empilement périodique de deux phases différentes. La pre-
mière présente un comportement élastique (exposant e) et la seconde un comportement
élasto-plastique (exposant p). Les fractions volumiques des deux phases sont égales, i.e.
V e = V p = 0.5. La forme macroscopique de la structure est un parallélépipède. Pour
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la phase élasto-plastique, le critère de déformation plastique est donné par la forme
suivante :

fp(σ, p) = eq(σ) −R(p) −R0 ≤ 0. (3.35)

avec eq(σ) la contrainte équivalente de von Mises et R0 le seuil d’élasticité. La fonction
d’écrouissage R(p) est choisie sous la forme d’une fonction de puissance [103] :

R(p) = K.pn (3.36)

où K et n sont les paramètres d’écrouissage isotrope du matériau. p est la déformation
plastique cumulée. Les paramètres matériels des deux phases sont donnés dans Tableau
3.2.

Comme présenté dans la section 3.2.1, des conditions aux limites périodiques sont
appliquées à la cellule unitaire du matériau multi-couches. Les conditions aux limites
macroscopiques imposées correspondent à un cisaillement pur dans la direction 1-2. Ces
conditions aux limites macroscopiques sont imposées de telle sorte que la relation entre
le déplacement sur les limites est u0 = ε0n, avec n est la normale sortante. Toutes les
composantes du tenseur ε0 sont nulles sauf ε12 = ε21, voir Figure 3.11-b.

Dans de telles conditions, il faut noter que les résultats numériques des deux
analyses par EF doivent être indépendants du maillage, car des champs homogènes sont
considérés dans toutes les phases. La Figure 3.12 présente la réponse macroscopique
du composite multi-couches des deux analyses (l’approche EF2 et la méthode semi-
analytique) en termes de contrainte-déformation dans la direction du cisaillement 1-2.

Table 3.2 Paramètres matériaux des deux phases

Mécanismes Paramètres valeur unité

Phase élasto- Module de Young E 2000 MPa

plastique Coefficient de Poisson ν 0.3 -

Limite d’élasticité R0 10 MPa

Coeff. écrouissage isotrope K 60 MPa.s

Exp. écrouissage isotrope n 0.15 s

Phase élastique Module de Young E 6000 MPa

Coefficient de Poisson ν 0.2 -
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(a) Structure macroscopique (b) Cellule unitaire

Figure 3.10 Dimensions de la structure composite multi-couches ainsi que la microstructure
associée à chaque point d’intégration macroscopique.

(a) Conditions aux limites macroscopiques. (b) Chargement appliqué.

Figure 3.11 Conditions aux limites et chargement macroscopiques appliqués sur la structure
composite multi-couches.

Les résultats des deux approches sont identiques démontrant ainsi la validité et la
capacité de l’approche proposée à prédire la réponse globale non linéaire des structures
composites 3D.
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Figure 3.12 Comparaison du résultat numérique de l’approche EF2 avec une solution semi-
analytique sur un composite multi-couches à phases élastoplastiques en termes de réponses
contrainte-déformation macroscopique.

3.5.2 Structure composite 3D (Meuwissen) renforcée de fibres
courtes

Afin de démontrer les capacités de l’approche EF2 à identifier la réponse globale
des composites 3D, dans le cas de pièces généralement fabriquées en industrie, le
deuxième cas de test est réalisé sur une structure non symétrique, où des champs
de déformation et de contrainte hétérogènes sont observés durant la sollicitation en
traction dans la direction 1. Le matériau composite est constitué d’une matrice polymère
élasto-viscoplastique avec endommagement ductile, renforcée par des fibres de verre
courtes alignées et disposées dans un réseau hexagonal périodique (Figure 3.13). La
cellule unitaire est maillée par 6857 éléments de type C3D4 (éléments triangulaires à
4 nœuds avec un point d’intégration, éléments solides 3D pour une analyse statique).
Les fractions volumiques de la matrice et des fibres sont respectivement V m = 0.925 et
V f = 0.075, tandis que le facteur de forme de la fibre ellipsoïdale est de (4, 1, 1). Les
propriétés élastiques des fibres sont les suivantes : le module de Young Ef = 72000
MPa et le coefficient de Poisson νf = 0.26. Les propriétés du matériau de la matrice
sont données dans le Tableau. 3.3. Ces paramètres sont basés sur le travail de [149], ils
ne tiennent pas compte de la réponse viscoélastique.

La Figure 3.14-a présente les dimensions de la structure macroscopique ainsi que
la discrétisation EF qui consiste en 100 éléments de type C3D8 (8 nœuds avec 8
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(a) Maillage de la cellule unitaire du com-
posite étudié.

1

2

3

(b) Dimmensions et distribussion géomé-
trique des fibres dans la matrice.

Figure 3.13 Microstructure du composite renforcé par des fibres courtes distribuées d’une
manière périodique dans la matrice.

Table 3.3 Paramètres matériaux pour la matrice polymère

Mécanismes Paramètres valeur unité

Viscoplastique- Module de Young E 1680 MPa

endommageable Coefficient de Poisson ν 0.3 -

(VPD) Limite d’élasticité R0 10.0 MPa

Coeff. écrouissage isotrope K 365.0 MPa

Exp. écrouissage isotrope n 0.39 -

Résistance VP H 180.0 MPa.sm

Exp. VP m 0.3 -

Coeff. d’endommagement S 6.0 MPa

Exp. d’endommagement β -1.70 -

points d’intégration, éléments solides 3D pour une analyse statique). Il est à noter que
plusieurs analyses ont été faites pour différents maillages de la structure macroscopique
pour un calcul homogène, les résultats ont confirmé que le maillage choisi de 100
éléments était suffisant pour les besoins du manuscrit.

La structure étudiée (Figure 3.14-a) est encastrée à une extrémité et soumise à
un chargement à différentes vitesses comme illustré dans la Figure 3.14-b, sur l’autre
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extrémité. La sollicitation est contrôlée en déplacement et consiste en trois étapes de
chargement avec des vitesses différentes (u̇(1)

x = 1mm.s−1, u̇
(2)
x = 0.2mm.s−1, u̇

(3)
x =

0.8mm.s−1), suivies d’une étape de déchargement avec une vitesse de déplacement de
(u̇(4)

x = 2mm.s−1).
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(a) Dimenssions et maillage de la structure
macroscopique. (b) trajet de chargement appliqué.

Figure 3.14 Essai charge-décharge à différentes vitesses de chargement sur une structure
composite 3D de type Meuwissen.

Les résultats numériques de la méthode EF2 sont comparés à ceux obtenus par la
méthode à champs moyens de Mori-Tanaka incrémentale. Cette méthode a été largement
utilisée pour la simulation du comportement des composites [45] ainsi que de structures
à matériau intelligent [144]. Ce schéma d’homogénéisation est considéré comme valide
dans des cas spécifiques comme il est démontré dans [97], mais certaines corrections
spécifiques peuvent être nécessaires [24, 28]. Puisque les corrections proposées ne sont
pas uniques et dépendent du type de composite, la méthode incrémentale régulière
est utilisée. Pour cela, le problème linéarisé est écrit en terme de module tangent
algorithmique anisotrope des phases non linéaires [97]. L’avantage du schéma de Mori-
Tanaka réside dans son efficacité en terme de temps de calcul, il s’agit d’une méthode
semi-analytique où les non-linéarités du matériau sont prises en compte que dans un
sens moyen et non pas à chaque point microscopique local de la cellule unitaire. La
réponse globale de la structure en termes de force-déplacement calculée par l’approche
EF2 est illustrée dans la Figure 3.15 et comparée à la réponse globale prédite par
l’approche à champs moyens de Mori-Tanaka.

Comme prévu, les deux approches prévoient des réponses comparables, notamment
en régime élastique. Cependant, pour le régime viscoplastique, la simulation basée
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sur les champs moyens ne prend pas bien en compte la variation de la vitesse de
déformation du trajet de chargement appliqué et prédit une réponse plus rigide que
celle de l’approche à champs complets EF2. Cet aspect est connu dans la littérature.
Cette rigidification se produit lorsqu’une phase présente un comportement non linéaire.
Des observations similaires ont été rapportées dans la littérature, en particulier lorsque
la phase matricielle se comporte comme un milieu viscoélastique-viscoplastique [121, 28].
Les auteurs ont proposé des formulations numériques spécifiques (isotropisation) pour
traiter cette limite des méthodes basées sur le principe de champs moyens.
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Solu on de Mori-Tanaka 
Solu on EF2 

Figure 3.15 Réponse globale de la structure composite en termes de force-déplacement
pour la composante 11. Comparaison entre la solution EF2 et la solution de Mori-Tanaka.

La Figure 3.16 présente les courbes de contrainte-déformation au point macro-
scopique critique A de la Figure 3.17-a. En raison de la forme semi-analytique de
la méthode de Mori-Tanaka, les calculs sont plus rapides que pour la méthode EF2

mais nécessitent des incréments de temps plus petits. Les résultats montrent que
l’approche multi-échelles EF2 prédit bien le changement de la vitesse de chargement lié
au comportement viscoplastique de la matrice polymère. En revanche, il est clairement
observé que la réponse prédite par Mori-Tanaka ne décrit pas ce phénomène d’une
manière précise, comme attendu. Elle est plus rigide avec une perte considérable de la
plasticité, comparée à la solution EF2. Les résultats montrent également que la réponse
du composite est fortement influencée par la présence de la matrice, présentant à la
fois une réponse viscoplastique par le biais de phénomène de relaxation, ainsi qu’une
réduction de la rigidité due à l’endommagement ductile dans la matrice polymère.
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La Figure 3.17 présente la distribution spatiale des champs de contrainte macro-
scopique (Figure 3.17-a) et microscopique (Figure 3.17-b) au point critique A de la
macro-structure, dans la direction de chargement 1 à la fin de l’analyse. Il est clair que
pour un tel point matériel critique (le point le plus sollicité), le schéma incrémental de
Mori-Tanaka adopté ici reste insuffisamment précis pour prédire la réponse locale afin
d’utiliser ces résultats dans le calcul de l’évolution de l’endommagement.

Cependant, même si la convergence du maillage est difficile à obtenir pour avoir des
résultats exacts, le cadre EF2 établi, peut fournir une prédiction beaucoup plus élevée
que les méthodes à champs moyens lorsque une structure composite est modélisée,
où la matrice présente une réponse fortement non linéaire. Il faut mentionner que
l’homogénéisation périodique donne d’excellents résultats pour les structures 3D et que
la précision numérique dépend du calcul EF. Néanmoins, lorsqu’il s’agit de structures
de plaques ou de coques, l’homogénéisation périodique nécessite des modifications
appropriées, comme décrit dans [81], en raison de la perte de la périodicité dans le sens
de l’épaisseur. Cela donne une prédiction moins précise pour l’effet de Poisson hors
plan. En revanche, l’hypothèse de périodicité hors plan peut être satisfaite lorsque la
microstructure contient un grand nombre de fibres ou de couches dans l’épaisseur.

Figure 3.16 Réponse macroscopique du composite au point A en termes de contrainte-
déformation pour les composantes 11, 22, 33 et en cisaillement 12 (comparaison entre EF2 et
la solution de Mori-Tanaka).
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(a) Champs de contrainte macroscopique
de la structure composite.

(b) Champs de contrainte microscopique
de la microstructure au point A.

Figure 3.17 Champs de contrainte macro-micro de composite pour la composante 11
avec Abaqus/Standard.

3.5.3 Structure composite complexe 3D

Dans cette section, une troisième structure composite 3D est simulée, afin d’illustrer
les capacités et la flexibilité de l’approche développée lorsque des conditions aux limites
plus complexes sont appliquées à l’échelle macroscopique. La structure modélisée
consiste en une pièce 3D montrée en Figure 3.18-a. Elle est constituée d’un composite à
matrice thermoplastique renforcée de fibres de verre courtes alignées. Les deux phases
(matrice et fibres) ont le même comportement que celui présenté dans la section 3.5.2.
La structure est encastrée à une extrémité et soumise à un déplacement à différentes
vitesses sur l’autre extrémité (Figure 3.18-b). Le trajet de chargement est contrôlé
en déplacement. Il est constitué de deux étapes de chargement avec des vitesses de
déplacement différentes (u̇(1)

x = 2.1875mm.s−1, u̇
(2)
x = 0.15625mm.s−1) suivies d’une

étape de déchargement à une vitesse de déplacement de u̇(3)
x = 0.9375mm.s−1.

Dans les Figures 3.19 et 3.20, la réponse mécanique macroscopique du composite
en termes de contrainte-déformation est représentée en deux points distincts A et B de
la structure (Fig.3.21-c).

L’approche est capable de reproduire l’effet de la microstructure sur la réponse
globale du composite, comme illustré sur la Figure 3.21 pour deux points critiques de
la structure. En effet, sur la partie encastrée (point A), il est clair que la structure
est soumise à une charge de traction selon y (la direction 2), ainsi qu’une charge de
cisaillement dans le plan xy (la direction 1-2). Ces réponses sont principalement dues
aux conditions aux limites macroscopiques appliquées sur la structure. De plus, pour le
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(a) Structure composite macroscopique. (b) Trajet de chargement appliqué.

Figure 3.18 Essai de traction à différentes vitesses de chargement sur une structure
composite 3D de démonstration.

point B, on constate que la contrainte est plus élevée dans la direction x (direction de
chargement 1). La Figure 3.21-c montre la distribution spatiale des champs de contrainte
macroscopique dans la structure composite (direction 1), ainsi que la distribution des
champs locaux de contrainte dans les deux cellules unitaires situées en deux points
macroscopiques différents A et B (Figures 3.21-a et 3.21-b, respectivement).

La réponse du composite est fortement affectée par la rhéologie (VP) de la matrice
à travers le phénomène de la pseudo relaxation causée par le changement de vitesse
de chargement, ainsi que la réduction de module de rigidité pendant le déchargement
causée par l’endommagement ductile dans la matrice.
Concernant la parallélisation du calcul, le temps de calcul CPU devient 18 fois plus
rapide que la méthode sans parallélisation pour le même nombre d’incréments (42
incréments), le temps de calcul réel de l’analyse effectuée sur 18 processeurs était
d’environ 72h pour une structure macroscopique contenant 90 éléments de type C3D8
avec 6857 éléments microscopiques de type C3D4.
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Figure 3.19 Réponse macroscopique du composite au point A en termes de contrainte-
déformation pour les composantes 11, 22, 33 et de cisaillement 12.
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Figure 3.20 Réponse macroscopique du composite au point B en termes de contrainte-
déformation pour les composantes 11, 22, 33 et de cisaillement 12.
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(a) Champs de contrainte microscopique
de la microstructure au point A.

(b) Champs de contrainte microscopique
de la microstructure au point B.

(c) Champs de contrainte macroscopique
de la structure composite 3D.

Figure 3.21 Champs ds contraintes macroscopique et microscopique du composite dans la
direction de traction 1 obtenus via la méthode EF2 dans Abaqus/Standard.

3.6 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche d’homogénéisation multi-échelles
par éléments finis (EF2) dédiée au calcul des structures composites 3D à comportement
non linéaire. L’approche est totalement intégrée dans le logiciel commercial d’EF
Abaqus/Standard, en utilisant le calcul parallèle. Le principal avantage de cette
méthode est qu’elle n’exige pas de forme analytique pour les lois de comportement à
l’échelle macroscopique, tout en tenant compte des effets de la microstructure et des
comportements locaux des constituants sur la réponse globale de la structure. Elle
peut intégrer tout type de microstucture périodique avec tout type de comportement
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non linéaire du renforcement (fibres et/ou particules) et de la matrice (plastique,
viscoélastique, viscoplastique et endommagement).

La stratégie de calcul multi-échelles a été testée sur trois exemples numériques
indépendants : dans le premier exemple, une structure composite multi-couches 3D
à deux phases élasto-plastiques a été modélisée et comparée avec une solution semi-
analytique afin de valider la mise en œuvre numérique de l’approche développée. Dans
le deuxième exemple, un composite à matrice élasto-viscoplastique endommageable
renforcée par des fibres de verre courtes sous un chargement complexe a été simulé avec
la méthode EF2. Les résultats sont comparés à ceux obtenus par la méthode de Mori-
Tanaka. Les réponses obtenues sont en accord avec celles présentées dans la littérature
dans des cas similaires. Cela permet de mettre en évidence l’importance d’utiliser la
méthode à champs complets pour une stratégie de modélisation générique avec des
capacités de prédiction élevées. Dans le troisième exemple, une structure composite
3D plus complexe a été simulée dans laquelle la microstucture est constituée d’une
matrice élasto-viscoplastique endommageable renforcée par des fibres de verre courtes.
Les capacités d’une telle approche pour reproduire les effets de la microstructure sur la
réponse globale du composite en chaque point macroscopique ont été démontrées.

La réponse macroscopique de la structure met bien en évidence les phénomènes de
fluage et de relaxation caractéristiques des comportements dépendant de la vitesse de
déformation. Ce comportement visqueux ainsi que la réduction de la rigidité observée
lors du déchargement ont été induits par la nature viscoplastique et l’endommagement
dans la matrice polymère. Il faut noter que pour les composites où la matrice pré-
sente un comportement fortement non-linéaire, la méthode de Mori-Tanaka avec des
modifications appropriées (isotropisation) pourrait améliorer la réponse de composite
[118, 121].

Dans le chapitre suivant, l’approche de modélisation EF2 développée est appli-
quée pour un cas de comportement plus complexe, il s’agit d’un composite tissé
constitué d’une matrice polyamide 6-6 à comportement viscoélastique-viscoplastique-
endommageable et des torons présentant un comportement anélastique avec endomma-
gement anisotrope.





Chapitre 4

Validation expérimentale de
l’approche EF2 pour une structure
en composite PA66-tissé sergé 2-2

4.1 Introduction

Les composites à renfort tissé sont de plus en plus utilisés dans plusieurs secteurs
industriels en raison de leur capacité à satisfaire des exigences élevées que les matériaux
conventionnels ne peuvent pas atteindre. Ces composites présentent d’excellentes
performances, notamment en matière de légèreté, de rigidité et de durabilité structurale.
Le principal avantage de ce type de matériau est sa grande flexibilité à obtenir de grand
spectre de propriétés mécaniques en modifiant l’architecture de la microstructure lors
de la conception. L’architecture de la microstructure tissée est définie par la période
spatiale représentant le plus petit intervalle pour qu’un motif se répète suivant la
direction du toron chaine ou trame. Selon l’architecture conçue, différents types de
composites tissés peuvent exister : tissu de type taffetas, sergé 2-2 et/ou satin [23].

Les paramètres principaux influençant le comportement d’une structure tissée sont :
i) les caractéristiques géométriques des torons (diamètre, nombre de fibres, ténacité, etc),
l’architecture du tissage et ii) les propriétés mécaniques de la matrice (thermoplastique,
thermodurcissable) et des renforts (fibres de verre, de carbone, etc). La géométrie
complexe de la microstructure des composites tissés rend leur modélisation très difficile.
Pour cela, plusieurs méthodes de modélisation numérique ont été mises en place afin
de bien comprendre le comportement de ces matériaux. Parmi ces méthodes, deux sont
très utilisées dans la communauté des composites :
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— Les modèles phénoménologiques, qui permettent d’estimer le comportement
global des composites tissés sans prendre en compte l’effet de la microstructure.
Les propriétés effectives du matériau sont calculées en modélisant la structure
globale tout en considérant le matériau comme étant homogène. Ces modèles
nécessitent l’intégration de nombreux mécanismes pour qu’ils soient performants,
tel que l’endommagement, la plasticité, la viscosité, l’anisotropie et le couplage
thermomécanique [92, 76, 151, 77, 156, 78, 88, 89, 98, 110, 148]. Les modèles
phénoménologiques requièrent un grand nombre de paramètres à identifier, qui
sont valables seulement pour une configuration spécifique de la microstructure.
Cela rend ce type de modèles très limités pour un calcul de structure.

— Les approches multi-échelles, qui permettent de modéliser le comportement global
des structures composites en tenant compte des effets induits par le comportement
des différents constituants de la microstructure. Pour les composites renforcés
de fibres courtes, fibres longues ou inclusions, il existe des solutions analytiques
ou semi analytiques via les approches de modélisation à champs moyens (Mori-
Tanaka, auto-cohérent, voir chapitre 2). Cependant, pour les composites tissés il
n’existe aucune solution analytique ou semi analytique permettant d’identifier
leurs comportement global. Pour cette raison, l’utilisation des approches multi-
échelles basées sur l’homogénéisation périodique est primordiale. En effet, la
majorité des travaux présentés dans la littérature concernant les composites tissés
prédisent la réponse globale du VER seulement [13, 185, 190]. Dans ce sens, la
plupart des travaux réalisés dans le cadre de comparaison entre les résultats
numériques et expérimentaux pour ce type de matériau ont été effectués sur un
point matériel macroscopique [163, 175, 8, 158].

En plus des deux catégories ci-dessus, d’autres auteurs ont essayé de combiner les deux
approches (phénoménologique et multi-échelles) pour avoir une base de données qui
sert par la suite à identifier un modèle purement phénoménologique [134, 5, 62, 148].

Le but de ce chapitre est de modéliser la réponse structurale des composites tissés
en tenant compte de l’effet induit par la microstructure. L’approche de modélisation
par "EF2" proposée dans le chapitre 3, est appliquée pour un calcul de structure sur
un matériau composite tissé 3D à base polymère. Cette approche de modélisation est
capable i) de simuler le comportement macroscopique en tout point de la structure
avec prise en compte des effets de la microstructure, et ii) de suivre l’évolution spatio-
temporelle de chaque mécanisme existant à l’échelle microscopique.

Une procédure expérimentale a été mise en place afin de montrer la validité et les
performances de l’approche EF2 développée dans le cas d’un calcul de structure sur des
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composites tissés. Une comparaison entre les résultats expérimentaux et numériques
a été faite sur une plaque trouée 3D pour différentes configurations de séquence
d’empilement. Le matériau étudié consiste en un composite tissé du type sergé 2-2. La
microstructure est constituée d’une matrice PA66 représentée par un comportement
viscoélastique-viscoplastique avec endommagement ductile et des torons représentés
par un comportement non-linéaire avec un endommagement anisotrope. Les réponses
globales (force-déplacement) et macroscopiques locales (mesure du champ cinématique)
obtenues expérimentalement et numériquement sont comparées. À cet effet, la technique
de mesure du champ cinématique par corrélation d’images numériques a été utilisée
afin de calculer les champs de déformation macroscopiques locaux dans la plaque
trouée. Il est à noter que ce processus de validation de l’approche EF2 par des données
d’expérience n’a jamais été considéré dans la littérature pour le cas des composites
tissés en 3D.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante : la section 4.2 présente la stratégie
de calcul par EF2 adoptée pour la modélisation du comportement de composite tissé.
La section présente également les caractéristiques géométriques de la microstructure
tissée utilisée ainsi que les lois de comportement des phases (matrice PA66 et tissus).
La section 4.3 présente la mise en œuvre expérimentale, ainsi que la technique de
mesure du champ cinématique adoptée pour la validation de l’approche EF2. Dans la
section 4.4, les prédictions numériques sont comparées aux résultats expérimentaux.
Enfin, les capacités de l’approche développée à prédire le comportement macroscopique
et microscopique en tout point de la structure sont discutées dans la section 4.5.

4.2 Stratégie de calcul par EF2

L’objectif de cette section est de mettre en évidence les performances et les capacités
de l’approche proposée à prédire le comportement des structures composites tissées
à deux échelles : i) échelle macroscopique : à travers les champs de déformation et
de contrainte macroscopiques, ii) échelle microscopique : en prédisant les champs de
déformation et de contrainte microscopiques ainsi que toutes les variables d’endomma-
gement, la dissipation d’énergie, l’évolution de la plasticité, etc. À cet effet, des calculs
de structures sont réalisés à travers l’approche EF2 sur une structure démonstrateur.
Par la suite, les résultats numériques obtenus par EF2 sont comparés aux résultats
expérimentaux afin de valider la stratégie de calcul développée.
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4.2.1 Représentation géométrique de la structure macrosco-
pique et leur microstructure

Une structure hétérogène 3D du type plaque trouée a été étudiée dans ce chapitre.
Cette étude a été choisie pour montrer les capacités de la technique EF2 à capturer la
réponse macroscopique hétérogène du composite produite par l’effet de structure (la
présence du trou) et de suivre également l’évolution des différents mécanismes locaux
existant au niveau de la microstructure : l’endommagement, les états de déformations
locaux, la dissipation d’énergie, etc.

Dans ce sens, différentes configurations des séquences d’empilement ont été choisies.
Pour des raisons de symétrie de la structure hétérogène étudiée, on considère que
le 1/4 de la zone utile de la plaque pour la partie simulation numérique. Celle-ci
représente le macro-modèle pour l’approche multi-échelles EF2. La Figure 4.1 présente
les dimensions du 1/4 de la zone utile de l’éprouvette ainsi que les conditions aux
limites macroscopiques appliquées. Des conditions de symétrie sont appliquées sur
l’extrémité gauche et le bord inférieur de la structure. Tandis que le bord supérieur est
chargé en déplacement vertical u selon l’axe y sous forme de conditions aux limites
de Dirichlet. Les caractéristiques géométriques de l’éprouvette entière utilisée lors des
essais expérimentaux sont présentées dans la section 4.3.

Figure 4.1 Dimensions et conditions aux limites appliquées sur le macro-modèle.
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Chaque point d’intégration macroscopique de la plaque trouée est représenté par une
cellule unitaire représentative de la microstructure tissée étudiée. Les caractéristiques
géométriques et microstructurales de cette cellule unitaire sont représentées dans la
sous-section ci-dessous.

Cellule unitaire du matériau composite tissé

La microstructure utilisée est un composite à renfort tissé équilibré du type sergé
2-2 (Figure 4.2-a). Les représentations géométrique et EF de la microstructure sont
effectuées à l’aide du logiciel TexGen [166, 107]. Cette microstructure est définie
à travers les paramètres géométriques a, b, e , L et δ (Figure 4.2-b), obtenus par
microtomographie à rayons X (Figure 4.3, Tableau 4.1) [148]. a et b sont les dimensions
de la section transversale des torons supposée elliptique, e représente l’épaisseur de la
microstructure. L est la distance dans le plan entre les centres des deux torons parallèles
consécutifs et δ est l’espace entre deux torons perpendiculaires. En réalité, les torons
sont constitués de plusieurs fibres unidirectionnelles intégrées dans une matrice. Dans
ce travail, les torons sont considérés comme un milieu homogène équivalent, ayant un
comportement non linéaire avec endommagent anisotrope.

Matrice VE-VPD

Torons inélastique-D

Figure 4.2 Définition géométrique de la microstructure construite via le logiciel TexGen.
Le domaine bleu représente la phase matricielle, tandis que les domaines rouge et vert
représentent les torons dans le sens chaîne et trame, respectivement.

Il est à noter que la périodicité de la microstructure est bien respectée dans les
plans des torons, par contre elle n’est pas toujours satisfaite dans la troisième direction.
Dans ce travail, cette condition de périodicité est considérée comme satisfaite dans les
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(a) Microstructure du composite étudié
construite par microtomographie à rayons
X avec une taille de voxel de 6 µm [139].

(b) Distribution des fibres dans les torons
obtenue par microtomographie. Le rayon
des fibres est d’environ 17 µm [148].

Figure 4.3 Microstructure du composite étudié obtenue par microtomographie à rayons X.

Table 4.1 Dimensions caractéristiques de la microstructure tissée du composite étudié
[148].

Dimensions caractéristiques a b L e δ

Valeurs (mm) 3.46 0.21 3.75 0.5 0.025

trois directions de l’espace. La fraction volumique des torons dans la cellule unitaire est
d’environ 59%. Les analyses par microtomographie ont permis d’obtenir une fraction
volumique des fibres dans les torons d’environ 85%. Cela a permis de connaître la
fraction volumique des fibres dans le composite, qui est d’environ 50%. Les analyses
par microtomographie à rayons X ont permis également d’avoir les dimensions du VER
étudié. Ce dernier fait 15 × 15 × 0.5 mm3. Ces dimensions sont très importantes pour
le choix de dimensions des éprouvettes par la suite.

D’autre part, la Figure 4.4-a présente la discrétisation EF de la macro-structure
(1/4 de la partie utile de la plaque trouée), qui consiste en 162 nœuds et 64 éléments
du type C3D8 (8 nœuds à 8 points d’intégration, éléments solides 3D pour une analyse
statique). Tandis que les Figures 4.4-b et 4.4-c présentent la discrétisation EF de
la microstructure représentant chaque point d’intégration macroscopique du macro-
modèle. Celle-ci consiste en 8522 nœuds et 40060 éléments du type C3D4 (il s’agit
d’élément tétraédrique avec 4 nœuds et 1 point d’intégration, élément solide 3D pour
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une analyse statique). Le maillage de la cellule unitaire respecte bien la condition de
périodicité.

Figure 4.4 Discrétisation spatial des modèles macroscopique et microscopique dédiés pour
l’analyse multi-échelles.

4.2.2 Lois de comportement des constituants

Pour modéliser la réponse mécanique macroscopique d’un tel matériau, il faut
connaître le comportement de chaque constituant de la microstructure. À cet effet, un
comportement viscoélastique-viscoplastique avec endommagement ductile est défini
pour la matrice PA66 et un comportement inélastique avec endommagement anisotrope
est défini pour les torons (Figure 4.5). Les deux sous-sections suivantes présentent
brièvement les modèles de comportement associent à chaque phase du composite étudié.

Torons D-anisotrope

Figure 4.5 Représentation 2D du motif de tissage. Le domaine bleu représente la matrice
PA66 et les domaines rouge et vert représentent les torons de chaîne et trame, respectivement.
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Il faut noter que dans ce chapitre, la structure est supposée être dans des conditions
isothermes. Le couplage thermomécanique fort est pris en compte dans le chapitre
suivant.

a) Comportement viscoélastique-viscoplastique avec endommagement duc-
tile (VE-VPD) de la matrice PA66

La loi de comportement de la matrice polymère du composite étudié a été développée
dans [149] en utilisant un cadre thermodynamique approprié. Elle est appliquée pour
prédire le comportement des polymères semi-cristallins comme le PA66, sous l’hypothèse
de petites déformations et petites rotations.

Les semi-cristallins sont connus pour leur comportement complexe, qui dépend du
temps et aux conditions environnementales, à savoir l’humidité relative et la température
[10, 100, 9, 112, 149]. Ces matériaux sont soumis également à une réduction de la
rigidité lors du chargement causée par les mécanismes d’endommagement qui sont liés
à l’initiation, le développement et la propagation des micro-fissures [130, 131, 41].

Le modèle en question, développé au sein de l’équipe [149], prend en compte
la viscoélasticité, la viscoplasticité et l’endommagement ductile dans les PA66. La
viscoélasticité est décrite à travers une série de branches de Kelvin-Voigt, en considérant
une représentation différentielle 1. Tandis que l’endommagement est introduit via la
mécanique de l’endommagement continue ("CDM") qui utilise le principe de la contrainte
effective [102–104].

Le modèle de comportement est représenté par le schéma rhéologique de la Figure
4.6. Il est constitué d’un ressort linéaire élastique, N branches viscoélastiques de Kelvin-
Voigt positionnées en séries et une branche viscoplastique constituée d’un ressort et
un amortisseur non linéaires positionnés en parallèle. Le ressort élastique subit une
déformation εe. La branche viscoplastique subit une déformation viscoplastique εp.
Chaque branche i de Kelvin-Voigt subit une déformation εvi

. Considérant plusieurs
branches de Kelvin-Voigt dans le modèle permettent de capturer les effets de dépendance
au temps (fluage et relaxation) dans des plages de temps étendues, contrairement à
une seule branche où ces effets sont capturés dans une plage de temps particulière.

1. Dans ce modèle, des branches de Kelvin-Voigt ont été choisies à la place des branches Maxwell.
Une série de branches de Kelvin-Voigt en parallèle implique une décomposition additive de la
déformation, i.e. chaque branche a sa propre déformation viscoélastique et que toutes les branches sont
soumises à la même contrainte. Cependant, une série de branches de Maxwell en parallèle impliquent
une décomposition additive de la contrainte [86], i.e. chaque branche a sa propre contrainte et que
toutes les branches ont la même déformation.
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p

Figure 4.6 Schéma rhéologique du comportement viscoélastiuqe-viscoplastique avec endom-
magement ductile pour la matrice polymère [149].

Les éléments rhéologiques précédents sont assemblés en série. La déformation totale
ε de l’ensemble est donnée par :

ε = εe +
N∑
i=1
εvi

+ εp. (4.1)

Toutes les branches partagent la même contrainte effective. La branche viscoplastique
est supposée être sensible uniquement à la partie déviatorique de la contrainte.

La dualité entre la contrainte et la déformation implique l’existence d’une variable
d’état p, qui est reliée au tenseur de déformation εp par les lois d’évolution. D’autre
part, l’endommagement représenté par la variable scalaire D, est supposé ductile et
couplé à la viscoplasticité. Il n’évolue que lorsque la déformation viscoplastique εp est
générée [104, 86].

• Lois d’état et lois d’évolution

Le comportement de la matrice polymère étudiée, est formulé dans le cadre de la
thermodynamique des processus irréversibles (TPI) [64, 65, 63, 31]. Ce cadre postule
l’existence d’un potentiel thermodynamique, fonction des variables d’état (ε, εvi

, εp, p et
D). Dans cette étude, le potentiel thermodynamique est considéré comme l’énergie libre
d’Helmholtz. Cette énergie est écrite sous forme d’une somme des énergies emmagasinées
dans le ressort linéaire ψe, les branches viscoélastiques de Kelvin-Voigt ψvi

et la branche
viscoplastique ψp [149] :

ψ (ε, εvi
, εp, p, D) =1

2

(
ε−

N∑
i=1
εvi

− εp
)

: (1 −D)Ce :
(
ε−

N∑
i=1
εvi

− εp
)

+
N∑
i=1

1
2εvi

: (1 −D)Cvi
: εvi

+
∫ p

0
R(ξ) dξ.

(4.2)
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Les variables conjuguées σ,σvi
, R et Y sont calculées par différentiation du potentiel

d’état par rapport aux variables d’états ε, εvi
εp, p et D. Les équations associées sont

données dans le Tableau 4.2.
À partir de l’inégalité de Clausius-Duhem, la dissipation mécanique est toujours

positive ou nulle (deuxième principe de la thermodynamique) [69, 80]. Par conséquent,
dans des conditions isothermes, le taux de l’énergie dissipée est égal à la différence
entre le taux de l’énergie de déformation Ẇε et le taux de l’énergie stockée ρψ̇ :

Φ̇ = Ẇε − ρψ̇

= σ : ε̇− ρ

(
∂ψ

∂ε
: ε̇+

N∑
i=1

∂ψ

∂ε vi

: ε̇vi
+ ∂ψ

∂ε p
: ε̇p + ∂ψ

∂p
ṗ+ ∂ψ

∂D
Ḋ

)

=
N∑
i=1
σvi

: ε̇vi
+ σ : ε̇p − Rṗ+ YḊ ≥ 0. (4.3)

Les variables thermodynamiques, les lois d’évolution et le critère viscoplastique
du modèle VE-VPD de la matrice PA66, sont décrits par l’ensemble des équations
résumées dans le Tableau 4.2 [149, 148].

Table 4.2 Lois d’état et lois d’évolution du modèle VE-VPD de la matrice PA66 [149, 148].

Variable d’état
observable

Variable conjuguée

ε σ = ρ
∂ψ

∂ε
= (1 −D)Ce :

(
ε−

N∑
i=1
σvi

− εp
)

Variables
internes

Variables conjuguées Variables flux

σvi
σvi

= −ρ ∂ψ
∂εvi

= − (1 −D)Cvi
: εvi

+σ ε̇vi
= ∂φ∗

∂σvi

=
V−1
vi

1 −D
: σvi

p R = ρ
∂ψ

∂p = R (p) ṗ = −∂F

∂R
λ̇ = λ̇

εp −σ = ρ
∂ψ

∂εp
ε̇p = ∂F

∂σ
λ̇ = 3

2
Dev(σ)
eq(σ)

ṗ

1 −D

D −Y = ρ
∂ψ

∂D
= Ye +

N∑
i=1

Yvi
Ḋ = ∂F

∂Y
λ̇ =

(
Y

S

)β ṗ

1 −D

Critère Activation VP (λ̇ > 0 si f ≥ 0)

f (σ, R;D) = eq(σ)
1 −D

−R(p) −R0 ⟨ f ⟩+ = Q (ṗ)
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Dans le Tableau 4.2, Ce et Cvi
sont les tenseurs de rigidité initiaux du ressort

linéaire et le ressort de la iéme branche de Kelvin-Voigt, respectivement, σvi
la contrainte

visqueuse, R0 le seuil d’élasticité et R la fonction d’écrouissage isotrope donnée dans le
chapitre 3 pour le cas du comportement VPD. Y est la densité d’énergie libérée, écrite
sous forme d’une somme de la densité d’énergie dissipée dans le ressort linéaire Ye ainsi
que dans chaque branche de Kelvin-Voigt Yvi

. Enfin, S et β sont les paramètres du
matériau liés à l’endommagement (pour plus de détails voir [149]).

b) Comportement non-linéaire avec endommagement anisotrope des to-
rons

Cette sous-section a pour objectif de présenter la loi de comportement inélastique
des torons qui a été développée au sein de l’équipe [150]. À l’échelle de la microstructure
du composite étudié, les torons sont composés de plusieurs fibres unidirectionnelles
intégrées dans une matrice. Le comportement d’un toron peut être considéré comme
équivalant à celui d’un composite unidirectionnel. Dans le cas de composites renforcés
par des fibres rigides unidirectionnelles, le comportement dans la direction longitudinale
(direction des fibres) présente une réponse élastique fragile. Tandis que dans la direction
transversale ainsi que pour le cisaillement dans le plan (cisaillement 12), la réponse
présente généralement une propagation progressive de l’endommagement avant rupture.
Cet endommagement est induit par l’apparition des micro-fissures qui se déclenchent
par décollement dans les interfaces fibre/matrice (Figure 4.7-a) se propageant par
coalescence (Figure 4.7-b) jusqu’à la rupture du matériau (Figure 4.7-c) [154, 101, 42,
61, 75].

Le modèle est basé sur une formulation micromécanique phénoménologique hybride
présentée dans [70, 191, 152]. Ce modèle prend en compte l’endommagement anisotrope
et l’inélasticité induite par les micro-fissures dans les composites unidirectionnels,
où la déformation inélastique permanente est supposée être causée par l’ouverture
irréversible des micro-fissures. Dans ce sens, l’endommagement est introduit par une
description micromécanique d’un volume élémentaire représentatif (VER) qui contient
des micro-fissures. La réduction de la rigidité induite par la présence de ces micro-
fissures est obtenue à travers un schéma micromécanique du type Mori-Tanaka [124],
en introduisant une densité des micro-fissures γc (fraction volumique du vide) dans le
VER. Cette réduction de rigidité est représentée par un tenseur de quatrième ordre
D(γc) qui réduit progressivement le tenseur de rigidité isotrope transverse initial C0

du matériau composite unidirectionnel non endommagé, comme il est montré dans la
Figure 4.8.



70
Validation expérimentale de l’approche EF2 pour une structure en composite

PA66-tissé sergé 2-2

Direction de chargement

Figure 4.7 Mécanismes d’endommagement transversal dans les composites unidirectionnels
(a) initiation des micro-fissures, (b) propagation des micro-fissures par coalescence, (c) fracture
de l’interface fibre/matrice [75].

Figure 4.8 Évaluation de l’endommagement avec l’approche d’homogénéisation à champs
moyens : (a) État initial du matériau unidirectionnel isotrope transverse. (b) Introduction
des micro-fissures dans le VER sous forme d’une densité de vide γc. (c) Évaluation de la
réduction de la rigidité causée par γc par homogénéisation [148].

• Lois d’état et lois d’évolution

L’endommagement anisotrope dans ce type de matériaux est souvent accompagné
par des déformations inélastiques permanentes causées par les ouvertures irréversibles
des micro-fissures [92, 21, 22, 148, 150]. Cette déformation est donnée par le tenseur εir.
La déformation totale dans la phase des torons est égale à la somme de la déformation
élastique (réversible) εe, et la déformation inélastique (irréversible) εir :

ε = εe + εir. (4.4)
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D’autre part, le potentiel d’état (énergie libre d’Helmholtz) est fonction de la
variable d’état observable ε et les variables d’état internes εir et γc :

ρψ (ε, εir, γc) = 1
2 (ε− εir) : (C0 − D(γc)) : (ε− εir) . (4.5)

Les variables conjuguées, à savoir la contrainte σ et la densité d’énergie dissipée Yc dans
les torons, sont calculées par dérivation du potentiel d’état par rapport aux variables
d’état ε, εir et γc, respectivement :

σ = ρ
∂ψ

∂ε
, −σ = ρ

∂ψ

∂εir
, Yc = −ρ ∂ψ

∂γc
. (4.6)

Le tenseur D(γc) est calculé en fonction de la densité des micro-fissures γc à travers
un schéma micromécanique de Mori-Tanaka [124]. Ces micro-fissures sont représentées
par des inclusions du vide ellipsoïdales quasi plates avec une rigidité nulle, où la normale
de ces inclusions est orientée selon la deuxième direction x⃗2 (Figure 4.8). Dans cette
configuration, la réduction de la rigidité dans la direction longitudinale (direction
des fibres) est quasi nulle, tandis que la réduction de la rigidité dans la direction
transversale et le cisaillement dans le plan (x1, x2) est assez importante. La rigidité
globale du matériau endommagé est donnée par :

C0 − D (γc) = (1 − γc)C0 : A0 (γc) . (4.7)

A0 (γc) est le tenseur de localisation de déformation dans la partie vierge du matériau
(non endommagée) calculé à partir d’un schéma de Mori-Tanaka [124, 153]. Pour plus
de détails, le lecteur pourra se référencer à l’article [150]. Après le calcul, le tenseur de
réduction de la rigidité D (γc) est donné par :

D (γc) = γcC0 : Tc : A0 (γc) . (4.8)

Selon le deuxième principe de la thermodynamique, la dissipation mécanique est
toujours positive ou nulle (l’inégalité de Clausius-Duhem) [69, 80]. Cette dissipation
est donnée par la différence entre le taux de l’énergie de déformation Ẇε et le taux de
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l’énergie stockée ρψ̇ [150] :

Φ̇ = Ẇε − ρψ̇

= σ : ε̇− ρ

(
∂ψ

∂ε
: ε̇+ ∂ψ

∂ε ir
: ε̇ir + ∂ψ

∂γc
γ̇c

)
= σ : ε̇ir + Ycγ̇c ≥ 0. (4.9)

Les lois d’évolution sont obtenues à partir de la dissipation via un potentiel approprié.
Comme il est déjà mentionné précédemment, la fraction volumique des fibres dans les
torons est d’environ 85%. Pour cela, leur comportement est supposé indépendant du
temps, en raison de la faible fraction volumique de la matrice dans les torons (environ
15%).

• Activation et évolution d’endommagement dans les torons

Dans un tel modèle, la direction de développement de la densité des micro-fissures
γc est choisie sous forme d’un critère d’interaction quadratique anisotrope [74, 136],
donné sous la forme générale suivante :

Hc (σ0) =
√
σ0 : H : σ0 (4.10)

avec σ0 la contrainte locale dans la partie vierge du matériau (σ0 = C0 : ε0) et H
un tenseur de quatrième ordre configuré de telle sorte que Hc ne soit sensible qu’aux
composants 22 et 12 de la contrainte locale σ0.

La densité des micro-fissures est évaluée en fonction de la valeur maximale de la
fonction critère Hc notée ici g (sup (Hc)). La fonction g est choisie sous forme d’une loi
de Weibull [186]. Finalement, l’évolution de la densité des micro-fissures est donnée
par la loi suivante :

γc = g (sup (Hc)) = γ∞
c

1 − exp
−

[
⟨sup(Hc) − 1⟩+

S

]β , (4.11)

avec S et β sont les paramètres du matériau et γ∞
c le niveau de saturation des micro-

fissures, avec γc ≤ γ∞
c .
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4.2.3 Récapitulatif des paramètres des lois de comportement :
introduction dans le calcul EF2

L’étude structurale des composites tissés de ce chapitre est réalisée à l’aide du
cadre EF2 présenté dans le chapitre président. Le composite étudié est constitué d’une
matrice PA66 représentée par un comportement VE-VPD (voir sous-section 4.2.2-a)
renforcée par un tissu du type sergé 2-2 représenté par un comportement non-linéaire
avec endommagement anisotrope (voir sous-section 4.2.2-b).

L’identification des paramètres des deux lois de comportement a été effectuée dans
les travaux de [148]. La loi de la matrice du composite a été identifiée directement à
partir des essais réalisés sur le polyamide 66 seul et l’ensemble des paramètres sont
regroupés dans le Tableau 4.3. Tandis que pour les torons, il est proposé d’identifier
les paramètres à travers la réponse macroscopique du composite entier, car il n’est
pas possible de séparer les torons de la matrice pour réaliser sur celui-ci des essais
mécaniques. Par conséquent, tous les paramètres du modèle de torons donnés dans le
Tableau 4.4 ont été identifiés à partir des essais quasi-statiques sur le composite. Plus
de détails sur la procédure d’identification des paramètres sont donnés dans [149, 148].
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Table 4.3 Paramètres de la matrice polyamide 6-6 [148].

Mécanismes Paramètres valeur unité

VE Ressort Module de Young E 2731 MPa
élastique Coefficient de Poisson ν 0.3 -
1ére KV Module élastique Ev1 8766 MPa

Viscosité ηv1 1395 MPa.s
Temps caractéristique τv1 0.16 s

2éme KV Module élastique Ev2 13754 MPa
Viscosité ηv2 165601 MPa.s
Temps caractéristique τv2 12.04 s

3éme KV Module élastique Ev3 15010 MPa
Viscosité ηv3 457955 MPa.s
Temps caractéristique τv3 30.51 s

4éme KV Module élastique Ev4 11634 MPa
Viscosité ηv4 1307516 MPa.s
Temps caractéristique τv4 112.39 s

VP-D Limite d’élasticité R0 4.86 MPa
Coeff. écrouissage isotrope K 1304.33 MPa
Exp. écrouissage isotrope n 0.674
Résistance VP H 47.35 MPa.sm

Exp. VP m 0.068 -
Coeff. d’endommagement S 21.607 MPa
Exp. d’endommagement β -1.105 -
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Table 4.4 Paramètres des torons [148].

Paramètres valeur unité

Composantes non nulles du C01111 65822 MPa

tenseur de rigidité initiale C01122 = C01133 7041 MPa

C02222 = C03333 23947 MPa

C02233 6971 MPa

C01212 = C01313 8661 MPa

C02323 = 1
2 (C02222 − C02233) 8488 MPa

Seuil d’endo. en traction transverse R22 20.0 MPa

Seuil d’endo. en cisaillement 12 R12 7.5 MPa

1er paramètre de la loi Weibull S 12.3 -

2éme paramètre de la loi Weibull β 2.75 -

Saturation des micro-fissures γ∞
c 0.025 -

Inélasticité en traction transverse a22 3.6 -

Inélasticité en cisaillement 12 a12 2.15 -

Après la définition des géométries de la structure macroscopique, de la cellule
unitaire ainsi que les lois de comportement et les paramètres identifiés de chaque
phase du composite étudié, la procédure de calcul par EF2 se déroulera de la même
manière comme il est expliqué dans le chapitre 3. La procédure itérative effectuée à
chaque incrément de temps/déformation macroscopique dans chaque point d’intégration
macroscopique est résumée dans la Figure 4.9. Cette procédure est répétée pour chaque
incrément de temps/déformation macroscopique jusqu’à convergence.
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Figure 4.9 Comportement global du composite tissé implémenté sous forme d’une "Méta-
UMAT" qui fait appel au problème microscopique (cellule unitaire) pour chaque incrément
de temps/déformation.

4.3 Mise en œuvre expérimentale

Dans cette section, la mise en œuvre expérimentale dédiée pour la validation de
l’approche de modélisation multi-échelles est présentée. Les objectifs sont : i) réaliser
différents essais expérimentaux sur des plaques trouées constituées du composite étudié
pour identifier la réponse mécanique et ii) comparer les résultats expérimentaux avec
ceux issus du calcul EF2.

4.3.1 Géométrie des échantillons et préparation des condi-
tions d’essais

Le matériau composite tissé à matrice PA66 a été fourni sous forme de plaques
de dimensions 450 × 450 × 2 mm3. Sur chaque plaque, 5 éprouvettes peuvent être
découpées. La Figure 4.10 présente la géométrie de l’éprouvette étudiée. Celle-ci est
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une plaque trouée ayant 220 mm en longueur, 60 mm en largeur et 2 mm en épaisseur.
Le rayon du trou est de 10 mm. L’éprouvette indique une zone utile de taille de 120 ×
60 × 2 mm3. La zone utile a été choisie au centre des éprouvettes. Selon l’orientation,
8 à 9 VER soient compris dans la longueur et 3 à 4 VER dans la largeur de la zone
utile de l’éprouvette. Il est à rappeler que le VER du composite actuel est un cube
d’environ 15 × 15 × 0.5 mm3. Ces dimensions ont été obtenues par microtomographie
à rayons X (voir sous-section 4.2.1).

ée

Figure 4.10 Géométrie des éprouvettes utilisées dans les essais expérimentaux montrant la
position relative de la zone utile ainsi que la partie modélisée.

Tous les échantillons ont été découpés à l’aide d’une machine de découpe au jet
d’eau afin de réduire l’apparition de micro-fissures près des bords. Il est bien connu
dans la littérature que ce type de matériau (composite tissé à matrice PA66) est
très sensible aux conditions environnementales à savoir l’humidité relative (RH) et la
température [100, 112, 111]. Après la découpe, les éprouvettes ont été mises dans une
chambre de conditionnement en humidité "Memmert HCP256" sous un air contenant
50% d’humidité relative à une température de 65oC. Ce conditionnement en humidité
s’est poursuivi jusqu’à ce que la concentration d’eau soit relativement homogène dans
la totalité de l’éprouvette. Cela a été vérifié en pesant régulièrement les échantillons
jusqu’à ce que leur masse n’évolue plus. Ensuite, tous les échantillons ont été placés
dans des sacs étanches afin de les maintenir aux conditions environnementales imposées
(RH50%). Les essais mécaniques ont été réalisés sur des plaques trouées stratifiées
ayant des séquences d’empilement symétriques et équilibrées du type [±θ] avec une
épaisseur du pli d’environ 0.5 mm.

En raison de l’influence des orientations des plis sur la réponse mécanique du
composite tissé, trois configurations des séquences d’empilement ont été considérées
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dans ce travail. Dans la première, l’échantillon est orienté à θ = 300 du sens de toron
chaîne. Dans la seconde, l’échantillon est orienté à θ = 450 du sens de toron chaîne.
Enfin, dans la troisième, l’échantillon est orienté à θ = 900 du sens de toron chaîne 2

(Figure 4.11). En considérant ce type de configurations, les éprouvettes sont chargées
en traction pure, sans génération de cisaillement ou des effets de courbure [20]. De plus,
la séquence d’empilement équilibrée permet d’empêcher la déformation en cisaillement
dans le plan du stratifié. En effet, en chaque couche élémentaire une contrainte de
cisaillement non nulle est générée dans le plan de cette même couche. Cette contrainte
prend des valeurs opposées d’une couche +θ à une couche −θ et par conséquent
disparaît à l’échelle de l’ensemble du composite stratifié.

Figure 4.11 Orientations des échantillons choisis pour les essais expérimentaux.

Tous les essais de traction monotone à différentes vitesses ont été réalisés à RH50% et
à température ambiante (230C), avec une machine de traction à commande hydraulique
"MTS 647 Hydraulic Wedge Gripe" selon la norme ISO 9001. La mesure des champs
cinématique et thermique a été effectuée au moyen d’une caméra CCD refroidie et
d’une caméra thermique à infra rouge, respectivement. Il est à noter que les résultats
thermiques ne sont pas présentés à ce stade car le couplage thermomécanique fort
n’est pas pris en compte dans ce chapitre. La discussion portera uniquement sur la
réponse mécanique macroscopique et microscopique ainsi que les champs de déformation
macroscopique locaux obtenus par corrélation d’images numériques "DIC".

2. Les configurations θ = 00 ou θ = 900 sont équivalentes, car le tissé est équilibré.
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4.3.2 Mesure des champs cinématiques par corrélation d’images
numériques "DIC"

La procédure expérimentale des essais pour corrélation d’images numériques a été
réalisée suivant ces trois étapes principales :

i) Préparation de la surface de l’éprouvette. Un mouchetis noir et blanc (des
taches noires sur un fond blanc) a été appliqué sur la surface de la plaque trouée.
Le fond de peinture blanche a été réalisé à l’aide d’une bombe aérosol. Ce fond
doit être assez épais pour avoir une couleur uniforme. Ensuite, des gouttelettes de
peinture noire sont projetées au-dessus. La taille et la répartition des taches noires
sont optimisées afin de faciliter le post-traitement des données de corrélation
d’images à l’échelle de la zone d’intérêt choisie sur l’éprouvette (Figure 4.12).

Figure 4.12 Mouchetis réalisé sur une éprouvette d’essai à l’aide d’une bombe aérosol.

ii) Acquisition et enregistrement des images. Une caméra CCD LIMESS re-
froidie par effet Peltier est utilisée. Cette caméra est équipée d’un capteur CCD
de 2400 x 2000 pixels avec une vitesse d’acquisition d’environ 30 images/seconde.
Un ordinateur équipé d’un logiciel d’acquisition assure le réglage de la caméra et
le stockage des images. Un système d’éclairage en lumière blanche a été égale-
ment mis en place pour améliorer le contraste sur la surface afin d’augmenter la
précision.
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iii) Post-traitement des données et le calcul des champs de déformation
locaux. Les images obtenues ont été traitées à l’aide du logiciel de corrélation
d’images Vic2D [12], afin de suivre l’évolution des champs de déplacement u.
Les champs de déformation macroscopique locaux (ε11, ε22 et ε12) dans la zone
d’intérêt de la plaque ont été par la suite obtenus par dérivation spatiale de u.

Pour l’acquisition des données cinématiques, une image est enregistrée pour une
fréquence de 2 Hz (soit 2 images/seconde) pour les essais à une vitesse rapide (u̇y =
0.24mm.s−1 et u̇y = 0.33mm.s−1). Pour les essais lents (u̇y = 0.024mm.s−1 et
u̇y = 0.033mm.s−1), l’acquisition est réalisée à une fréquence de 1 Hz. Le montage
expérimental et les moyens d’acquisition adoptés pour la validation de l’approche EF2

sont présentés dans la Figure 4.13.

" "

Figure 4.13 (a) Protocole expérimental pour les essais de traction monotone sur le composite
étudié (b) système d’acquisitions des données "DIC" et caméra thermique.
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4.4 Résultats expérimentaux et comparaison avec
l’approche EF2

En raison de l’anisotropie induite par l’architecture de la microstructure du compo-
site étudié, trois différentes configurations ont été étudiées. Pour chaque configuration
choisie, deux vitesses de chargement monotone ont été considérées. Pour chaque vitesse,
l’essai a été réalisé trois fois à fin d’évaluer la répétabilité des essais expérimentaux.

Dans les sous-sections suivantes, les réponses globales ainsi que celles macroscopiques
locales (calculées par "DIC") du composite tissé sont comparées aux résultats numériques
calculés par EF2.

4.4.1 Essais de traction monotone pour θ = 00

Les essais de traction monotone pour l’orientation θ = 00 ont été pilotés en
déplacement à deux vitesses de chargement différentes (u̇y = 0.24mm.s−1 et u̇y =
0.024mm.s−1, Figure 4.14-a) jusqu’à rupture. La réponse expérimentale globale, force
macroscopique en fonction du temps du composite étudié a été présentée dans la Figure
4.14-b pour la configuration θ = 00. La Figure 4.14-b montre bien la répétabilité des
résultats des essais de traction monotone pour les deux vitesses de chargement.

Temps ( s ) 

(a) Déplacement appliqué en fonction du
temps.

F
 (

 k
N

 )
 

Temps ( s ) 

(b) Réponse du composite en termes de
force en fonction du temps.

Figure 4.14 Réponse mécanique du composite orienté à θ = 00 pour les deux vitesses de
chargement étudiées (trois échantillons pour chaque vitesse).

a) Réponse globale : comparaison des courbes force-déplacement

Pour démontrer la validité et les performances de l’approche proposée, les résultats
expérimentaux sont comparés à ceux du calcul par EF2. La Figure 4.15 présente la
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réponse macroscopique expérimentale et numérique du composite. Il est clairement
observé que le modèle multi-échelles fournit des tendances similaires aux résultats
expérimentaux. Les réponses macroscopiques sont relativement précises pour la séquence
d’empilement θ = 0o. Les écarts estimés entre la réponse expérimentale et numérique
aux différents temps d’analyse t1, t2 et t3 sont représentés dans le Tableau 4.5 pour les
deux vitesses de chargement étudiées.
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 )

Figure 4.15 Réponse mécanique globale du composite orienté à θ = 00 pour deux vitesses
de chargement (comparaison des résultats expérimentaux et EF2).

Table 4.5 Écarts estimés entre la réponse expérimentale et numérique pour la configuration
θ = 00.

Essai rapide t1 = 0.5 s t2 = 1.1 s t3 = 1.8 s

u̇y = 0.24mm.s−1 0.8% 3% 8%

Essai lent t1 = 5 s t2 = 11 s t3 = 18 s

u̇y = 0.024mm.s−1 0.6% 3.8% 11%

Le comportement du composite est quasi-linéaire jusqu’à rupture à un niveau de
force relativement élevé (environ 15 kN). Cela est dû au fait que le chargement est
suivant le toron trame (direction 2), et par conséquent la partie la plus importante
de l’effort est supportée par ce dernier qui se comporte élastiquement. De plus, il est
aisé d’observer que le matériau à θ = 0o n’est pas sensible à la vitesse de chargement.
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Cela est dû à la faible fraction volumique de la matrice dans les torons, ce qui rend le
comportement du composite faiblement non linéaire dans la direction des torons.

b) Réponse locale : comparaison des évolutions spatio-temporelles des
champs de déformation ("DIC" et EF2)

Les résultats de corrélation d’images numériques sur les essais hétérogènes ont permis
de suivre les évolutions spatio-temporelles des champs de déformation macroscopique
locaux sur la structure hétérogène étudiée (plaque trouée). Pour les essais rapides
(u̇y = 0.24mm.s−1), ces champs ont été comparés à ceux obtenus par le calcul EF2

pour les trois composantes ε11, ε22 et ε12 et pour les trois temps de sollicitation t1, t2 et
t3. Concernant ces champs de déformation, la composante ε22 est la plus importante
pour analyser le comportement macroscopique du composite étudié.

La comparaison de l’évolution des champs de déformation macroscopique locaux
obtenus par "DIC" et par le calcul EF2 est présentée dans les figures suivantes : la
Figure 4.16 pour la composante ε22 (direction de chargement), la Figure 4.17 pour la
composante ε11, et la Figure 4.18 pour la composante de cisaillement plan ε12. Pour
les trois figures précédentes les résultats sont présentés dans la zone utile de la plaque
trouée.

Il est à rappeler que la simulation numérique a été effectuée seulement sur le 1/4
de la plaque trouée. Par conséquent, la distribution des champs de déformation dans
toute la partie utilisée de la plaque est obtenue par symétrie.

La comparaison des champs de déformation ε22 et ε11 des deux approches mène à
conclure que la distribution spatio-temporelle (d’un point de vue qualitatif et quantitatif)
de la déformation macroscopique locale est quasi-identique comme il est indiqué dans
les Figures 4.16 et 4.17. Cela montre que l’approche proposée décrit bien la réponse du
matériau composite lors d’un calcul de structure avec prise en compte de l’effet de la
microstrucure. Pour la déformation de cisaillement 12, la comparaison entre les champs
obtenus par "DIC" et ceux simulés par EF2 se limite au quart de la plaque trouée
discrétisée (Figure 4.18). En effet, l’ensemble du champs de déformation sur toute
la structure ne peut être obtenu par une simple reproduction de ce quart du plaque,
et cela est dû au fait que le cisaillement induit une anti-symétrie de la répartition
spatio-temporelle de cette composante de déformation ε12. La Figure 4.18 montre
une bonne corrélation de l’évolution spatio-temporelle du champs de déformation ε12

entre les champs de cisaillement mesurés par "DIC" et simulés par EF2 dans la zone
discrétisée. On observe que pour les trois temps d’analyse considérés (t1, t2 et t3), les
valeurs et les gradients de ε12 ("DIC" et EF2) sont quasi-identiques d’un point de
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vue qualitatif et quantitatif confirmant ainsi la performance de la stratégie de calcul
multi-échelles développée.

Figure 4.16 Essai rapide (u̇y = 0.24 mm.s−1) : Comparaison de l’évolution des champs de
déformation macroscopique locaux dans la direction de chargement (direction 2) obtenus par
corrélation d’images numériques ("DIC") et l’approche EF2 pour la configuration θ = 0o pour
les trois temps d’analyse : t1 début de la non linéarité, t2 milieu de chargement et t3 avant la
rupture (Figure 4.15).
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Figure 4.17 Essai rapide (u̇y = 0.24 mm.s−1) : Comparaison de l’évolution des champs
de déformation macroscopique locaux dans la direction 1 obtenus par corrélation d’images
numériques ("DIC") et l’approche EF2 pour la configuration θ = 0o pour les trois temps
d’analyse représentés sur la Figure 4.15 (t1, t2 et t3).
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Figure 4.18 Essai rapide (u̇y = 0.24 mm.s−1) : Comparaison de l’évolution des champs
de déformation macroscopique locaux dans la direction de cisaillement 1-2 obtenus par
corrélation d’images numériques ("DIC") et l’approche EF2 pour la configuration θ = 0o pour
les trois temps d’analyse représentés sur la Figure 4.15 (t1, t2 et t3).
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4.4.2 Essais de traction monotone pour θ = ±450

a) Réponse globale : comparaison des courbes force-déplacement

Pour la configuration θ = ±450, les essais ont été pilotés en déplacement avec
deux vitesses de chargement (u̇y = 0.33mm.s−1 et u̇y = 0.033mm.s−1). La réponse
mécanique macroscopique en termes de force-déplacement des essais de traction mo-
notone est présentée pour les deux approches (expérimentale et EF2) dans la Figure
4.19. Globalement, une bonne corrélation entre la réponse macroscopique estimée par
le modèle multi-échelles et l’approche expérimentale est obtenue avec des ordres de
grandeur similaires. Les écarts estimés entre les résultats expérimentaux et l’approche
EF2 pour θ = ±450 sont donnés dans le Tableau 4.6 pour les deux vitesses. La réponse
du composite est clairement non linéaire en comparaison avec celle de la configuration
θ = 00. Cela est dû au fait que le chargement est appliqué à ±450 par rapport à la
direction des torons de chaîne. Dans ce cas la réponse non linéaire macroscopique est
principalement due à la rhéologie (VE-VP) de la matrice polyamide 66, à son endom-
magement ductile et enfin à la dégradation dans les torons (fissuration transverse).
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Figure 4.19 Réponse mécanique globale du composite orienté à θ = ±450 pour les deux
vitesses de chargement (comparaison des résultats expérimentaux et EF2).
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Table 4.6 Écarts estimés entre la réponse expérimentale et numérique pour la configuration
θ = ±450.

Essai rapide t1 = 0.3 s t2 = 2.1 s t3 = 4.5 s
u̇y = 0.33mm.s−1 0.65% 6.4% 7.3%

Essai lent t1 = 3 s t2 = 21 s t3 = 45 s
u̇y = 0.033mm.s−1 5% 12% 13.4%

b) Réponse locale : comparaison des évolutions spatio-temporelles des
champs de déformation ("DIC" et EF2)

La Figure 4.20 présente une comparaison de l’évolution de la distribution spatio-
temporelle des champs de déformation macroscopique locaux obtenus par "DIC" et
l’approche multi-échelles développée pour les trois temps d’analyse t1, t2 et t3. Cette
comparaison est présentée pour la composante ε22 (direction de chargement). Les
Figures 4.21 et 4.22 présentent une comparaison entre les champs de déformation
calculés par "DIC" et EF2 à la fin de l’analyse (t3) pour les composantes ε11 et le
cisaillement ε12. Ces comparaisons sont présentées pour la vitesse de chargement
u̇y = 0.33mm.s−1.

La prédiction des champs de déformation obtenue par EF2 dans la direction du
chargement (ε22, Figure 4.20) est similaire à celle obtenue expérimentalement par "DIC"
d’un point de vue valeurs numériques et distribution spatio-temporelle, où les points
critiques (les points les plus sollicités en traction et les plus sollicités en compression)
sont bien capturés par le modèle multi-échelles.

Néanmoins, un grand écart des champs de déformation entre les deux approches
est observé pour les composantes ε11 et ε12 (Figures 4.21 et 4.22). Cet écart est dû aux
trois facteurs principaux qui peuvent intervenir soit dans l’approche expérimentale ou
dans le calcul par EF2 :

i) Cette différence peut être due aux conditions aux limites appliquées sur la struc-
ture (démonstrateur) et à la conséquence inhérente aux conditions de symétrie
supposées sur le modèle EF de la structure. Pour avoir les mêmes conditions
aux limites appliquées expérimentalement et numériquement, il aurait été né-
cessaire de simuler la structure entière sans aucune hypothèse de symétrie et en
considérant les conditions aux limites "réelles" qui consistent en un encastrement
sur un bord et un déplacement imposé à l’autre bord. Cette solution est certes
efficace mais implique un coût de calcul élevé. Une autre solution consiste à
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Figure 4.20 Essai rapide (u̇y = 0.33 mm.s−1) : Comparaison de l’évolution des champs
de déformation macroscopique dans la direction 2 (direction de chargement) obtenus par
corrélation d’images numériques ("DIC") et l’approche EF2 pour la configuration θ = ±45o
pour les trois temps de sollicitation représentés sur la Figure 4.19.

discrétiser la zone d’intérêt autour du trou et appliquer des conditions aux limites
expérimentales qui sont exactement les déplacements mesurés par "DIC" sur les
deux frontières de cette zone.

ii) La condition de périodicité de la microstructure n’est pas scrupuleusement prise en
compte sur la largeur de la plaque testée. En effet, la taille du VER (15×15mm2)
impose un faible nombre de VER (3 à 4 VER) sur la largeur de la plaque (60mm)
et ne permet donc pas de respecter la condition de périodicité. Compte tenu
de la taille du VER, il aurait été nécessaire d’augmenter considérablement la
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largeur de la plaque trouée et par conséquent sa taille rendant l’essai mécanique
délicat à cause des capacités des machines d’essais. Pour cette raison qu’une très
bonne corrélation entre les résultats expérimentaux ("DIC") et numériques (EF2)
a été obtenue dans la direction du chargement (direction 2), où la condition de
périodicité est bien respectée (8 à 9 VER). Par contre, une corrélation de moindre
qualité a été notée dans la direction 1 (transverse), où la condition de périodicité
n’est pas bien respectée.

iii) La non prise en compte de certains mécanismes d’endommagement dans les torons,
tels que la décohésion dans l’interface torons/matrice, les frottements inter-torons
et les rotations des torons lorsque le composite est chargé en cisaillement plan. La
différence peut être due, à un degré moindre, à la non prise en compte d’autres
mécanismes dans les modèles constitutifs tels que la viscoélasticité, viscoplasticité
des torons. En effet, seul un endommagement anisotrope est intégré dans la
modélisation des torons.

Figure 4.21 Essai rapide (u̇y = 0.33 mm.s−1) : Comparaison des champs de déformation
macroscopique dans la direction 1 obtenus par "DIC" et EF2 pour θ = ±45o avant rupture.

Figure 4.22 Essai rapide (u̇y = 0.33 mm.s−1) : Comparaison des champs de déformation
macroscopique pour le cisaillement 12 obtenus par "DIC" et EF2 pour θ = ±45o avant rupture.
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4.4.3 Essais de traction monotone pour θ = ±300

a) Réponse globale : comparaison des courbes force-déplacement

Pour la configuration intermédiaire θ = ±300, les essais de traction monotone sont
pilotés en déplacement pour deux vitesses de chargement différentes (u̇y = 0.33mm.s−1

et u̇y = 0.033mm.s−1). La réponse macroscopique du composite étudié en termes de
force-déplacement est présentée dans la Figure 4.23 pour les deux vitesses de chargement
ainsi que pour les deux approches expérimentale et EF2.

Les résultats obtenus présentent une tendance comparable et proche pour les
deux approches dans la zone entre t = 0 et t2 où l’écart maximum est d’environ
15.6%. Cependant, un écart relativement considérable entre les deux réponses (force-
déplacement) est observé à la fin de l’essai et vers le début de la rupture (dans l’intervalle
du temps [t2, t3]). Cet écart est au maximum d’environ 18.3%. La tendance obtenue
par la méthode multi-échelles reste proche de ce qui est observé expérimentalement,
avec des ordres de grandeur similaires. Les écarts estimés entre les réponses obtenues
via les deux approches sont présentés dans le Tableau 4.7. Ces écarts observés entre les
deux approches sont dus principalement aux facteurs mentionnés précédemment dans
la sous section 4.4.2.
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Figure 4.23 Réponse mécanique globale du composite orienté à θ = ±300 pour les deux
vitesses de chargement (comparaison des résultats expérimentaux et EF2).
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Table 4.7 Écarts estimés entre la réponse expérimentale et numérique pour θ = ±300.

Essai rapide t1 = 0.6 s t2 = 2.2 s t3 = 3.2 s

u̇y = 0.33mm.s−1 0.59% 12% 16%

Essai lent t1 = 6 s t2 = 22 s t3 = 32 s

u̇y = 0.033mm.s−1 5.6% 15.6% 18.3%

D’un point de vue comportement global, le composite présente une réponse non
linéaire et intermédiaire entre celles observées pour les deux configurations θ = 00 et
θ = ±450. Cette non linéarité est due au comportement VE-VPD de la matrice PA66.
À ±300 par rapport à la direction des torons du chaîne, la réponse globale du composite
est principalement affectée par la matrice. La non linéarité est due également à la
dégradation dans les torons causée par la présence des micro-fissurations.

La différence dans les réponses globales (force-déplacement) entre les différentes
configurations de stratification ([00], [±300] et [±450]) fait ressortir la forte anisotropie
du matériau composite étudié induite par l’architecture de la microstructure tissée.
Cette anisotropie est globalement bien capturée par les modèles constitutifs locaux et
l’approche multi-échelles développée.

b) Réponse locale : comparaison des évolutions spatio-temporelles des
champs de déformation ("DIC" et EF2)

Pour la réponse macroscopique locale du composite à θ = ±300, la Figure 4.24
présente une comparaison de l’évolution des champs de déformation macroscopique
locaux obtenus par "DIC" et par EF2 pour la vitesse de chargement u̇y = 0.33mm.s−1

dans les directions de chargement 2. Les Figures 4.25 et 4.26 présentent une comparaison
entre les champs de déformation obtenus par les deux approches à la fin de l’analyse
(t3) pour les directions 1 et cisaillement 1-2.

Dans la direction du chargement (ε22), l’approche multi-échelles fournit des ten-
dances comparables et proches aux résultats expérimentaux. Néanmoins, d’un point de
vue valeurs numériques, un écart d’environ 30% est observé entre les deux approches
(Figure 4.24). Une tendance quasi-identique est observée entre les résultats obtenus par
"DIC" et EF2 pour la composante de cisaillement ε12 dans le quart discrétisé en termes
de distribution spatiale et valeurs numériques (Figure 4.26). Par contre, une différence
assez importante est observée pour la composante ε11 (Figure 4.25). Les différences
observées entre les résultats des deux techniques sont dues principalement aux trois
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facteurs mentionnés précédemment dans la sous section 4.4.2. De plus, le chargement
hors axes entraîne des rotations importantes entre les torons dans la microstructure,
ceci cause des décohésions dans les interfaces torons/matrice. Ces phénomènes ne sont
pas pris en compte dans l’approche numérique.

Figure 4.24 Essai rapide (u̇y = 0.33 mm.s−1) : Comparaison des évolutions spatio-
temporelles des champs de déformation obtenus par "DIC" et EF2 pour la configuration
θ = ±30o dans la direction de chargement pour les trois temps d’analyse (t1, t2 et t3).
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Figure 4.25 Essai rapide (u̇y = 0.33 mm.s−1) : Comparaison des champs de déformation
macroscopique dans la direction 1 obtenus par "DIC" et l’approche EF2 pour la configuration
θ = ±30o avant rupture.

Figure 4.26 Essai rapide (u̇y = 0.33 mm.s−1) : Comparaison des champs de déformation
macroscopique pour la direction de cisaillement 1-2 obtenus par "DIC" et l’approche EF2

pour la configuration θ = ±30o avant rupture.

Finalement, la stratégie de calcul par EF2 développée dans le cadre de cette thèse
donne des prédictions quasi-identiques et proches de la réalité sur différentes configura-
tions des séquences d’empilement du composite. Ces résultats sont très satisfaisants
pour une analyse de calcul de structure aussi complexe, qui prend en compte l’effet de
la microstructure. Néanmoins, il est primordial d’intégrer d’autres mécanismes plus
complexes dans les lois constitutives (rotation des torons, endommagement interfacial,
etc), afin d’éviter les problèmes rencontrés précédemment lors de chargement hors axes.
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4.5 Analyse macro-micro de la réponse mécanique
du composite tissé obtenue par la stratégie de
calcul EF2

L’objectif de cette section est de présenter les performances et les capacités de
l’approche EF2 à prédire la réponse mécanique et le comportement dissipatif des
composites à différentes échelles. Les avantages principaux de cette technique résident
dans sa capacité à calculer la réponse globale du composite en tenant en compte des
effets de la microstructure. L’approche est également capable de suivre l’évolution
spatio-temporelle des différents phénomènes observés à l’échelle microscopique à savoir,
les mécanismes d’endommagement, la dissipation d’énergie, l’évolution de la plasticité
dans les différentes phases, etc. Ces phénomènes sont généralement inaccessibles par
les approches expérimentales.

Afin de bien montrer ces avantages, les résultats numériques macroscopiques et
microscopiques calculés par l’approche EF2 sont présentés pour deux configurations de
stratification ([00] et [±300]) pour les essais de traction monotone sur la plaque trouée.

4.5.1 Chargements monotones à θ = 00

a) Champs macroscopiques

Pour la configuration θ = 00, les Figures 4.27-a, 4.27-b et 4.27-c présentent res-
pectivement la distribution spatiale des champs de contrainte macroscopique dans la
structure simulés par EF2 pour les composantes 11, 22 et le cisaillement 12. Comme
prévu, la contrainte la plus importante est dans la direction du chargement (direction
2). Cette contrainte est localisée sur les limites du trou (point A, Figure 4.27-b). Par
contre, le point le plus sollicité en compression dans la direction 1 est le point B (Figure
4.27-a). Le cisaillement 12 est localisé dans la direction transversale (direction 1, Figure
4.27-c). Cela est également observé expérimentalement.

La Figure 4.28 présente les courbes de contrainte-déformation macroscopiques au
point A de la structure pour les composantes 11, 22, 33 et 12 pour les deux vitesses de
chargement. Les résultats montrent que la plus grande valeur de la contrainte est dans
la direction de chargement (σ22), avec une partie beaucoup plus faible observée dans la
direction transversale (σ11).
D’autre part, la Figure 4.29 présente les courbes de contrainte-déformation au point B
pour les mêmes composantes 11, 22, 33 et 12. Il est clairement observé que la contrainte
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la plus importante en ce point est σ11 dans le sens de la compression. Cependant, la
composante σ22 est moins élevée et ce est dû à un effet de poisson. Le comportement
global du composite à θ = 00 n’est pas sensible à la vitesse de chargement lorsqu’il est
sollicité dans la direction des torons. Ceci est dû au fait que les torons se comportent
élastiquement dans cette direction. Ces constatations sont vérifiées expérimentalement
dans les sections précédentes.

Figure 4.27 Distribution spatiale des champs de contraintes macroscopiques ( σ11, σ22 et
σ12) dans la plaque trouée en utilisant un calcul EF2 pour la configuration [00].
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Figure 4.28 Réponses mécaniques macroscopiques du composite pour la configuration
θ = 00 au point A de la structure (Figure 4.27) obtenues par EF2 pour les composantes
11, 22, 33 et 12. Les deux vitesses de chargement sont 0.24 mm.s−1 et 0.024 mm.s−1.

Figure 4.29 Réponses mécaniques macroscopiques du composite pour la configuration
θ = 00 au point B de la structure (Figure 4.27) obtenues par EF2 pour les composantes
11, 22, 33 et 12. Les deux vitesses de chargement sont 0.24 mm.s−1 et 0.024 mm.s−1.
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b) Champs microscopiques

Les Figures 4.30 et 4.31 présentent respectivement les champs locaux dans la
microstructure aux point A et B de la structure macroscopique à la fin du chargement.
Il faut préciser que les contraintes locales dans les torons sont données dans le repère
local de chaque point matériel du toron. Comme le montre la Figure 4.30, lorsque le
composite est chargé dans le sens trame, la plus grande partie de l’effort est supportée
par les torons de trame dans leur direction transversale 2 (Figure 4.30-b). Au même
temps, une partie moindre de cet effort est également transmise aux torons de chaîne
dans leur direction longitudinale (Figure 4.30-d). Ceci provoque des micro-fissures dans
ces derniers (Figure 4.30-h). Ces micro-fissurations sont localisées surtout dans les
croisements entre les torons. Ce constat est observé également pour le cisaillement dans
le plan 12 (Figure 4.30-f). Pour la matrice, les contraintes sont concentrées surtout
dans les zones de croisement entre les torons (Figures 4.30-a, 4.30-c et 4.30-e). Les
concentrations des contraintes conduisent à l’apparition d’endommagement dans ces
zones (Figure 4.30-g). Cela devrait entrainer un adoucissement au sein de la matrice
et/ou une rupture des torons et par conséquent la ruine de la structure. Ces aspects
ne sont pas pris en compte dans la formulation actuelle des modèles constitutifs des
constituants. Les valeurs des contraintes élevées observées dans certaines zones de
croisement des torons (zones de localisations) sont dues à un artefact de calcul car les
modèles constitutifs ne prend pas en compte un critère de rupture ou des approches
non locales pour modéliser les localisations. Afin d’éviter ce problème, il aurait été
nécessaire de considérer un critère d’arrêt piloté par la contrainte ultime des torons
ou utilisé des approches non locales capables de capturer la relaxation de contrainte
associée à l’endommagement élevé.

Pour le point B (Figure 4.31), la plus grande partie de l’effort de la compression par
effet de poisson est supportée par les torons de chaine dans leur direction longitudinale
1 (Figure 4.31-b). Une partie de cet effort est supportée par les torons trame (Figure
4.31-d), provoquant une légère microfissuration dans les zones de croisement des torons
(Figure 4.31-h). Les Figures 4.31-a, 4.31-c et 4.31-e confirment que la plus grande
partie de la contrainte au point B est transférée aux torons. Pour cela, il n’y a plus
d’endommagement dans la matrice en ce point (Figure 4.31-g).

En effet, pour la configuration d’empilement θ = 00, l’endommagement dans les
torons sens chaine et dans la matrice ont des effets limités à l’échelle macroscopique.
Cela est dû au fait que la partie la plus importante de la charge est portée par les
torons de trame. Pour cette raison, la réponse du composite est quasi-linéaire à l’échelle
macroscopique pour le stratifié 00.
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Figure 4.30 Distribution des champs locaux à la fin de la simulation des essais de traction
monotone sens trame, effectuée avec une vitesse de 0.24 mm.s−1 sur le composite à configu-
ration θ = 00 au point A de la structure (Figure 4.27). Les contraintes locales dans les torons
sont exprimées dans le repère local des torons.
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Figure 4.31 Distribution des champs locaux à la fin de la simulation des essais de traction
monotone sens trame effectuée avec une vitesse de 0.24 mm.s−1 sur le composite à configura-
tion θ = ±00 au point B de la structure (Figure 4.27). Les contraintes locales dans les torons
sont exprimées dans le repère local des torons.
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4.5.2 Chargements monotones pour θ = ±300

a) Champs macroscopiques

Pour la configuration θ = ±300, les Figures 4.32-a, 4.32-b et 4.32-c présentent la
distribution spatiale des champs de contrainte macroscopique dans les directions 1, 2
et le cisaillement 1-2. La Figure 4.33 présente les courbes de contrainte-déformation au
point A de la structure pour les composantes σ11, σ22, σ33 et le cisaillement σ12 pour les
deux vitesses de chargement. Les résultats montrent que la réponse du composite reste
quasi-linéaire avec un effet de vitesse négligeable dans le sens des torons chaîne et trame.
En revanche, une non-linéarité assez importante est observée en cisaillement plan 12, et
l’effet de vitesse devient plus visible (Figure 4.33). Ce constat est dû au chargement hors
axes (θ = ±300) du composite qui entraîne une non linéarité importante en cisaillement
causée par la rhéologie de la matrice (VE-VP) ainsi que son l’endommagement et les
micro-fissurations dans les torons.

Figure 4.32 Distribution des champs de contraintes macroscopiques pour les composantes
σ11, σ22 et σ12 dans la macro-structure pour la configuration θ = ±300, obtenue par la
méthode EF2.
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Figure 4.33 Réponses mécaniques macroscopiques du composite pour la configuration
θ = ±300 au point A de la structure (Figure 4.27) obtenues par EF2 pour les composantes
11, 22, 33 et 12. Les deux vitesses de chargement sont 0.33 mm.s−1 et 0.033 mm.s−1.

b) Champs microscopiques

Les Figures 4.34-a, 4.34-b, 4.34-c et 4.34-d représentent la distribution des champs
de contrainte microscopique dans la matrice et dans les torons, respectivement. La
microstructure subit à la fois une contrainte de traction importante dans le sens des
torons trame et une compression dans le sens des torons chaîne (Figure 4.34-b). Elle
subit également un cisaillement dans le plan 1-2 (Figure 4.34-d), où les contraintes
locales dans les torons chaîne et trame sont inversées (i.e. si le toron trame subit
une traction, le toron chaîne subit une compression et vice versa). Ceci entraîne une
concentration des contraintes dans les zones de croisement des torons. Par conséquent,
ce phénomène conduit à une croissance rapide des micro-fissures à la fois dans les
torons de chaîne et trame et surtout dans les zones de croisement (Figure 4.35-f). Les
valeurs élevées de la contrainte locale dans certaines zones de croisement entre les
torons traduisent un artefact de calcul et sont dues également à la non prise en compte
d’un critère d’arrêt en fonction de la contrainte ultime des torons.

D’autre part, les efforts sont transférés vers la matrice d’une manière progressive.
Les contraintes locales se concentrent principalement dans les zones de croisement
des torons (Figure 4.34-a). Dans ces zones, l’endommagement matriciel se développe
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progressivement comme il est montré dans la Figure 4.35-e. Il faut noter que ces méca-
nismes d’endommagement et la réduction de la rigidité ont des influences importantes
sur la réponse macroscopique du composite surtout en cisaillement 12. Ce dernier est
clairement piloté par le comportement de la matrice.

La Figure 4.35 montre bien l’évolution spatio-temporelle progressive de l’endom-
magement matriciel qui se localise dans les zones de croisement des torons, ainsi que
l’évolution de la densité des micro-fissures dans les torons. Cette dernière est développée
progressivement dans les torons sens chaîne, sens trame et surtout entre les torons. En
effet, lorsque la matrice s’endommage localement, une partie de la charge qu’elle sou-
tient est progressivement transférée aux torons. Ce phénomène est dû aux interactions
dans la microstructure qui est accompagné par une augmentation de la densité des
micro-fissures intra-torons. Il est beaucoup plus important lorsque le composite est
chargé dans le sens du cisaillement plan.
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Figure 4.34 Champs locaux dans la microstructure observés au point A de la structure
(Figure 4.27) à la fin de la simulation des essais de traction monotone pour la configuration
θ = ±300, effectuée avec une vitesse de 0.33 mm.s−1. Les contraintes locales dans les torons
sont exprimées dans le repère local des torons.



104
Validation expérimentale de l’approche EF2 pour une structure en composite

PA66-tissé sergé 2-2
SDV_matrix_089_D

0.0000
0.0452
0.0904
0.1355
0.1807
0.2258
0.2710
0.3162
0.3613
0.4065
0.4517
0.4968
0.5420

(a) Endommagement (D) dans la matrice
à (t = 1.8 s).

SDV_yarn_001_gamma_c

0.000
0.002
0.003
0.004
0.005
0.007
0.008
0.009
0.010
0.012
0.013
0.014
0.015

(b) Densité des micro-fissures (γc) dans
les torons à (t = 1.8 s).

SDV_matrix_089_D

0.0000
0.0452
0.0904
0.1355
0.1807
0.2258
0.2710
0.3162
0.3613
0.4065
0.4517
0.4968
0.5420

(c) Endommagement (D) dans la matrice
à (t = 3.4 s).

SDV_yarn_001_gamma_c

0.000
0.002
0.003
0.004
0.005
0.007
0.008
0.009
0.010
0.012
0.013
0.014
0.015

(d) Densité des micro-fissures (γc) dans
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à (t = 4.2 s).
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torons à (t = 4.2 s).

(g) Évolution de l’endommagement (D)
dans la matrice pour l’élément 5173 de la
Figure 4.35-e.
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(h) Évolution de la densité des micro-
fissures (γc) dans les torons pour l’élément
6756 de la Figure 4.35-f.

Figure 4.35 Évolution de l’endommagement (D) dans la matrice ainsi que la densité des
micro-fissures γc dans les torons pour les temps d’analyse t = 1.8 s, t = 3.4 s et t = 4.2 s pour
la configuration θ = ±300.
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4.6 Conclusions

Dans ce chapitre, l’approche de modélisation multi-échelles développée dans le
chapitre 3 a été validée à travers un calcul de structure en 3D sur un composite tissé
(sergé 2-2) à matrice thermoplastique (PA66). Les résultats numériques obtenus par le
calcul EF2 sur une plaque trouée ont été comparés aux résultats expérimentaux pour
trois configurations de séquences d’empilement ([00], [±300] et [±450]). Des modèles
constitutifs locaux pour la matrice et pour les torons (sous-section 4.2.2) fortement
non linéaires ont été assemblés à l’aide de l’approche multi-échelles EF2. Ils ont permis
de prédire le comportement macroscopique du composite étudié en tenant en compte
des effets de la microstructure observés dans chaque constituant de la cellule unitaire.

La cellule unitaire à chaque point d’intégration macroscopique du composite étudié
a été générée à l’aide des données microstructurales obtenues par microtomographie à
rayons X. Les paramètres des deux modèles de comportement ont été identifiés dans les
travaux de [148] à RH50% pour la matrice thermoplastique ainsi que pour les torons.
Les performances et les capacités de l’approche proposée ont été mises en évidence à
travers des comparaisons entre les prédictions numériques et les résultats expérimentaux
obtenus pour trois configurations de stratification. Les résultats obtenus montrent le
bon accord entre la simulation par EF2 et les expériences démontrant ainsi la validité et
les performances de la technique EF2. Les résultats ont montré également les capacités
de l’approche à capter la réponse anisotrope du matériau composite induite par les
effets de la microstructure, la dépendance au temps ainsi que la vitesse de déformation
de la matrice thermoplastique.

Les prédictions numériques sont assez précises pour la configuration θ = 00. Cepen-
dant, certains écarts entre les résultats numériques et expérimentaux ont été observés
pour les configurations θ = ±300 et θ = ±450. Cela est dû principalement à d’autres
phénomènes qui ne sont pas pris en compte dans les modèles constitutifs tels que i) la
décohésion de l’interface torons/matrice intervenant lorsque le composite est chargé
en cisaillement plan, ii) l’effet de vitesse qui intervient dans les torons (tel que la
viscoélasticité), iii) les rotations des torons dans la microstructure.

Dans le chapitre qui suit, cette approche multi-échelles est adaptée au calcul des
structures composites à comportement thermomécanique fortement couplé.





Chapitre 5

Modélisation multi-échelles
thermomécanique fortement
couplée des structures composites à
base polymère

5.1 Introduction

Les composites à matrice thermoplastique tels que les polymères semi-cristallins sont
bien connus pour leur dépendance à la vitesse de chargement due à une combinaison des
propriétés à la fois solides et fluides. Certains se sont également sensibles aux conditions
environnementales à savoir l’humidité relative et la température [9, 112, 100]. Pour
modéliser ces matériaux, il est essentiel de prévoir leur réponse thermomécanique en
tenant compte de la microstructure et des auto-échauffements résultant principalement
de la dissipation mécanique et du couplage thermomécanique. Pour satisfaire à ces
exigences élevées, des approches de modélisation et de simulation avancées sont néces-
saires. Elles doivent être formulées dans le cadre rigoureux de la thermodynamique des
processus irréversibles intégrant les interactions entre la température, la déformation,
l’endommagement, etc.

Les matériaux composites sont fréquemment utilisés dans des régimes dissipatifs (tels
que la plasticité, la viscoélasticité et/ou la viscoplasticité) couplés à des mécanismes d’en-
dommagement [2, 19, 7]. De tels phénomènes sont accompagnés d’auto-échauffements
importants au cours du chargement influençant sur les propriétés du matériau et donc
sur la réponse structurale. Pour cela, le couplage thermomécanique est très important
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à prendre en compte, en particulier dans le cas des composites à matrice polymère
thermoplastique, où l’utilisation opérationnelle pour celle-ci se situe dans des plages de
température au voisinage de la transition vitreuse. Les couplages thermomécaniques
complets sont naturellement déduits lorsque les équations constitutives traduisant la
réponse des matériaux sont dérivées d’un cadre thermodynamique cohérent [64–66].

L’objectif principal de ce chapitre est de mettre en place un cadre d’homogénéisation
multi-échelles thermomécanique fortement couplé. Il sera dédié à la prédiction de
comportement microscopique et macroscopique de structures composites dissipatives,
non linéaires à microstructure périodique. Le cadre développé est basé sur le principe
d’homogénéisation périodique, où des équations d’homogénéisation thermomécaniques
couplées ainsi qu’un schéma de calcul par EF2 sont mis en place.

Considérant la réponse mécanique pure des composites, de nombreux modèles
multi-échelles pour des matériaux non linéaires ont été proposés dans la littérature
[173, 147, 180, 116, 188, 3, 2, 28, 11, 118, 83, 90, 26, 119, 32, 29]. Pour la modélisation
des matériaux composites périodiques, la technique EF2 est une solution appropriée
permettant de simuler la réponse macroscopique de la structure, avec la prise en compte
de tous les mécanismes observés dans la microstructure hétérogène [56, 129, 11, 182].
Cependant, peu de travaux ont été proposés avec un couplage thermomécanique dans
le cadre de la stratégie de calcul par EF2. En effet, la plupart des travaux présentés
dans la littérature concernant l’homogénéisation périodique se concentrent sur des
problèmes purement mécaniques ou thermomécaniques non couplés.

En effet, l’approche d’homogénéisation multi-échelles dans un cadre de problèmes
thermomécaniques couplés a été présentée dans un premier temps pour des travaux sur
la thermoélasticité linéaire [60]. Par la suite, plusieurs auteurs ont développé d’autres
approches pour des cas plus complexes [179, 143, 58, 161]. Par exemple, Özdemir et
al [137] ont proposé un schéma multi-échelles thermomécanique découplé comme une
extension de la solution EF2 thermique pure. Chatzigeorgiou et al [30] ont proposé un
cadre d’homogénéisation couplé, particulièrement adapté aux composites dissipatifs
non linéaires. Le cadre développé a été appliqué à l’étude de structures composites
périodiques stratifiées à l’aide d’une solution semi-analytique présentée dans [32]. Des
applications de calcul par EF2 dans le cas du couplage thermomécanique basé sur la
théorie d’homogénéisation ont été présentées pour des alliages à mémoire de forme
dans [164, 187] ainsi que pour des composites thermo-viscoplastiques en 2D dans [18]
et également en 3D dans [181].

L’originalité du présent chapitre réside dans le développement d’un cadre d’homogé-
néisation thermomécanique fortement couplé via un schéma de calcul par EF2 pour des
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structures composites 3D à l’aide du logiciel commercial Abaqus/Standard. L’approche
proposée prédit la réponse thermomécanique non linéaire des structures composites
pour tous types de lois de comportement inélastiques des différents constituants du com-
posite. La stratégie développée, basée sur le concept de transition d’échelles, identifie
le comportement macroscopique en tout point matériel de la structure composite. Pour
cela, une cellule unitaire périodique y attachée et des lois d’équilibre microscopique
sont résolues. La cellule unitaire contient les caractéristiques thermomécaniques et géo-
métriques des différents constituants de la microstructure. L’analyse multi-échelles est
introduite en utilisant un schéma de résolution implicite. Le schéma de "return mapping
algorithm" est utilisé pour résoudre les équations de comportement locales [168, 31].
Des applications numériques illustratives qui prennent en compte des constituants en
régime thermoélastique-viscoplastique ont été étudiées.

La constitution de ce chapitre est la suivante. La section 5.2 décrit la formulation
théorique de l’approche d’homogénéisation prenant en compte les processus ther-
momécaniques fortement couplés, ainsi que la transition d’échelle entre les champs
microscopique et macroscopique. Dans la section 5.3, l’implémentation numérique du
processus itératif est détaillée pour un problème 3D général non linéaire, incluant le cal-
cul de tous les opérateurs tangents thermomécaniques. La section présente brièvement
la loi de comportement thermo-viscoplastique considérée pour la matrice. La section 5.4
présente l’algorithme de l’approche multi-échelles (EF2) du problème thermomécanique
entièrement couplé. Les capacités de la stratégie de calcul sont démontrées par la
simulation de la réponse thermomécanique d’une structure composite complexe 3D
sous différents trajets de chargement thermomécanique dans la section 5.5. Les analyses
numériques ont montré que cette approche est capable de restituer avec précision la
réponse couplée des structures composites multi-échelles non linéaires dépendantes de
la température ainsi que de la vitesse de chargement.

5.2 Cadre théorique et transition d’échelles d’un
composite sous conditions thermomécaniques

L’homogénéisation des milieux périodiques, décrit un matériau composite comme
étant un problème à deux échelles : i) l’échelle microscopique, qui définit la micro-
structure du matériau (fibres, particules, matrice, etc.) et ii) l’échelle macroscopique,
qui définit la structure macroscopique du matériau. Au niveau macroscopique, le
corps déformable occupe un volume V délimité par la surface ∂V , avec le vecteur
normal sortant n. Chaque point macroscopique est défini par un vecteur de position
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x dans V connecté avec une cellule unitaire. Au niveau microscopique, le matériau
est considéré comme hétérogène et la cellule unitaire contient toutes les informations
des différents constituants et leur géométrie. La cellule unitaire périodique, occupe un
volume V délimité par la surface ∂V avec le vecteur normal sortant n. Chaque point
microscopique est défini par un vecteur de position x dans V . Les deux vecteurs de
position x et x sont reliés par la relation x = x/ϵ, avec ϵ la longueur caractéristique
de la microstructure. Selon la théorie de l’homogénéisation périodique, la séparation
du problème global en deux échelles fournit des résultats précis tant que la longueur
caractéristique est proche de zéro. Autrement dit, le volume caractéristique de la cellule
unitaire doit être beaucoup plus petit que le volume caractéristique de la structure
(V << V , Figure 5.1). D’un point de vue pratique, la différence minimale acceptable
entre la taille de la cellule unitaire et la taille de la macro-structure (pour la validité
de l’approche proposée) dépend de deux facteurs : (i) la variation des conditions aux
limites liée à la longueur caractéristique du phénomène, et (ii) le contraste des propriétés
matérielles des constituants du VER correspondant à la longueur caractéristique de la
microstructure. Pour plus de détails, voir [14, 160, 6, 125].

è è

Figure 5.1 Représentation schématique du problème de séparation d’échelles.

La théorie de l’homogénéisation cherche à calculer la réponse globale à chaque
point macroscopique x. Pour ce faire, les champs thermomécaniques macroscopiques
sont calculés en utilisant les informations provenant de leurs champs microscopiques
équivalents. Pour atteindre cet objectif, des règles de transition d’échelles appropriées
entre les variables microscopiques et macroscopiques sont introduites. Selon le théorème
de la moyenne, lorsqu’une contrainte, une déformation, un gradient de température ou
un flux de chaleur uniforme sont appliqués aux limites de la cellule unitaire, les champs
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microscopiques moyens correspondants (dans le volume de la cellule unitaire) sont
égaux aux champs appliqués [31]. Ces champs moyens représentent respectivement la
contrainte, la déformation, le gradient de température et le flux chaleur macroscopique
[73].

σ =⟨σ⟩ = 1
V

∫
V
σ dV = 1

V

∫
∂V
σ · n⊗ x dS, (5.1)

ε =⟨ε⟩ = 1
V

∫
V
ε dV = 1

2V

∫
∂V

(u⊗ n+ n⊗ u) dS, (5.2)

∇θ =⟨∇θ⟩ = 1
V

∫
V

∇θ dV = 1
V

∫
∂V
θn dS, (5.3)

q =⟨q⟩ = 1
V

∫
V
q dV = 1

V

∫
∂V

(q · n)x dS. (5.4)

Dans les expressions ci-dessus σ, ε, σ et ε représentent les tenseurs de contrainte
et de déformation microscopiques et macroscopiques, respectivement, tandis que ∇θ,
q, ∇θ et q désignent le gradient de température et le flux de chaleur microscopiques et
macroscopiques, respectivement. De plus, u est le vecteur de déplacement microscopique.
L’opérateur ⟨•⟩ correspond à la valeur moyenne d’un champ microscopique.

Le mouvement de tout point matériel macroscopique et microscopique M (x) et
M (x,x), respectivement, est régi par les équations macroscopiques et microscopiques
présentées dans le Tableau 5.1. Dans ce tableau, ρb et ρR représentent les forces de
volume macroscopiques et le terme de source de chaleur, respectivement. ρb et ρR
n’ont pas d’équivalence microscopique, cela est une conséquence directe de l’hypo-
thèse de séparation d’échelles (théorème de Hill) [173, 127]. η et η = ⟨η⟩ désignent
l’entropie spécifique microscopique et macroscopique, respectivement. Il est à noter
que la température θ apparaît uniquement par sa valeur macroscopique. Autrement
dit, la cellule unitaire correspondante à un point macroscopique est soumise à une
température (macroscopique) uniforme θ = θ. Cette condition dérive de la théorie
d’homogénéisation par expansion asymptotique d’ordre zéro et de son application aux
principes de la thermodynamique [30, 31]. Cependant, les gradients de température
microscopique ∇θ est macroscopique ∇θ sont distincts.

Les sous sections suivantes décrivent de manière plus précise le problème thermo-
mécanique fortement couplé aux échelles macroscopique et microscopique.
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Table 5.1 Transition d’échelles entre les champs macroscopique et microscopique
[30]. Les scalaires e et e désignent l’énergie interne microscopique et macroscopique
respectivement.

Équations Échelle-macro Échelle-micro

∀x ∈ V ∀x ∈ V , ∀x ∈ V

Terme d’énergie r r = σ : ε̇− ė = ⟨r⟩ r = σ : ε̇− ė

Équilibre div (σ) + ρb = 0 div(σ) = 0

Bilan énergétique r − div (q) + ρR = 0 div (q) = 0

Déformations ε = gradsym (u) ε = gradsym (u)

Lois constitutives σ ≡ σ
(
x, ε, θ

)
σ ≡ σ

(
x, θ,x, ε

)
Énergies de déformation Ẇ ε = σ : ε̇ Ẇε = σ : ε̇

Inégalités d’entropie θη̇ + r − q

θ
· ∇θ ≥ 0 θη̇ + r − q

θ
· ∇θ ≥ 0

5.2.1 Problème macroscopique

Le corps déformable V présenté dans la Figure 5.1 est soumis à des conditions
aux limites thermomécaniques sur sa surface ∂V . Négligeant les effets d’inertie, la
conservation de la quantité de mouvement linéaire et l’équation du bilan énergétique à
l’échelle macroscopique sont écrites de la manière suivante :

div (σ) + ρb = 0, (5.5)

r − div (q) + ρR = 0. (5.6)

De plus, les expressions de la déformation et du gradient de température macroscopique
sont données par :

ε = gradsym(u) dans V , (5.7)

∇θ = grad(θ) dans V . (5.8)
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Les lois de conservation sont généralement accompagnées par des conditions aux limites
de type Dirichlet, Neumann ou des conditions aux limites thermomécaniques mixtes. En
règle générale, deux conditions aux limites mécanique et thermique distinctes peuvent
être appliquées sur ∂V . i) Un déplacement prescrit uprescrit peut être appliqué sur la
surface ∂V EB et une traction externe t peut être appliquée sur la surface ∂V NB. ii)
Une température prescrite θprescrit peut être considérée sur la surface ∂V θB et un flux
de chaleur externe qs appliqué sur la surface ∂V QB (Figure 5.1),

u = uprescrit sur ∂V
EB
,

σ · n = t sur ∂V
NB
,

θ = θ
prescrit sur ∂V

θB
,

−q · n = qs sur ∂V
QB
.

(5.9)

Les surfaces précédemment définies font partie de la surface limite globale ∂V . Ces
surfaces satisfaisant l’équation 5.10 pour les conditions aux limites mécaniques, ainsi
que l’équation 5.11 pour les conditions aux limites thermiques :

∂V
EB ∪ ∂V

NB =∂V , (5.10)

∂V
θB ∪ ∂V

QB =∂V . (5.11)

Si la convection est prise en compte (conditions aux limites de type Robin), des
conditions aux limites thermiques mixtes, de la forme :

qc = hc
(
θ0 − θ

)
, (5.12)

peuvent être affectées à une partie de la surface limite de la structure. Ce terme
exprime le flux de chaleur convectif (loi de Newton). Dans la dernière relation, qc = Q̇A

représente le flux de chaleur prescrit, Q̇ le transfert de chaleur par unité de temps et A
désigne la zone de transfert de chaleur de la surface. hc est le coefficient de transfert
de chaleur par convection entre un fluide et la surface où le fluide s’écoule. Par ailleurs,
θ0 et θ sont les températures du fluide et de la surface solide, respectivement.

5.2.2 Problème microscopique

Comme mentionné précédemment, une cellule unitaire périodique est attribuée à
chaque point matériel macroscopique. Cette cellule prend en considération toutes les
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caractéristiques géométriques et matérielles de la microstructure. Comme il est défini par
la théorie d’expansion asymptotique d’ordre zéro, au niveau de telles cellules unitaires,
l’équation d’équilibre microscopique est résolue en considérant que la température est
constante en chaque point de la cellule unitaire et égale à la température macroscopique.
Le terme énergétique r et les modules tangents thermomécaniques sont également
identifiés pour la même température macroscopique.

Considérant le problème thermique pur, le bilan énergétique microscopique est
réduit à l’équation de conduction de la chaleur en régime permanent. Dans ce sens, les
problèmes thermomécanique couplé et thermique pur peuvent être traités séparément
[30]. Mathématiquement parlant, l’hypothèse sous-jacente à cette condition est que
la température converge fortement vers une valeur spécifique (égale à la température
macroscopique). Une valeur uniforme est donc imposée au niveau de la cellule unitaire
correspondante à un point macroscopique. D’autre part, le gradient de température
converge faiblement, ce qui implique que le gradient de température microscopique
varie à l’intérieur de la cellule unitaire. Sa valeur moyenne peut donc être définie comme
étant le gradient de température macroscopique au point macroscopique considéré [31].
L’exemple de l’annexe B présente les détails de ce calcul.

Pour assouplir ce découplage au niveau du problème microscopique, des théories
d’homogénéisation d’ordre supérieur intégrant la variation de la température microsco-
pique à l’intérieur de la cellule unitaire sont utilisées. Dans ce cas, on peut également
prendre en compte les effets de taille. Bien que cette approche soit valide d’un point
de vue mathématique (voir par exemple [46] pour les matériaux thermoélastiques), les
implications thermodynamiques ne sont pas tout à fait claires. L’homogénéisation de
second ordre dans les composites à réponse purement mécanique introduit des gradients
de déformation macroscopiques entrant directement en jeu dans le comportement global
[85]. Ce comportement est compatible avec des cadres thermodynamiques existants [59].
D’autre part, la théorie du second ordre pour les processus thermomécaniques couplés
introduit une dépendance supplémentaire de la contrainte au gradient de température
[46]. D’un point de vue physique, une telle relation est problématique car elle n’est
pas valable pour les théories thermodynamiques existantes fondées sur les variables
internes [36, 66].

Dans ce travail, la théorie d’homogénéisation d’ordre zéro, telle que décrite dans
[30] est utilisée. L’hypothèse θ = θ adoptée dans ce travail, prédit les déformations
thermiques en parfait accord avec les techniques établies dans la communauté des
méthodes micromécaniques (Entre autres, la formule de Levin est bien connue et
largement utilisée pour le calcul du coefficient de dilatation thermique d’un composite).
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Par ailleurs, d’autres études de l’homogénéisation périodique ont été réalisées dans le
cas de la thermoélasticité [52, 178] et de la thermo-viscoélasticité [188].

Il est à noter que la relation de la température micro-macro proposée ici permet
d’établir une représentation macroscopique du seconde principe de la thermodynamique,
comme illustré dans [30]. Une relation micro-macro de la température plus étendue ne
fournit pas une définition claire de l’entropie macroscopique ni de la représentation
macroscopique de la dissipation due à la conduction thermique [164]. Il faut également
noter que le cadre d’homogénéisation obtenu par la méthode d’expansion asymptotique
d’ordre zéro ne prend pas en compte les effets de taille. Autrement dit, la taille du
VER n’influe pas la réponse macroscopique. Des effets de taille peuvent apparaître
soit en raison d’une microstructure n’étant pas suffisamment petite, soit en raison de
phénomènes liés à l’instabilité, tels que la localisation de contrainte, le décollement des
interphases, etc. Dans ces conditions, les effets de gradient de déformation peuvent
être très importants et doivent être pris en compte dans les théories d’homogénéisation
d’ordre supérieur.

a) Problème microscopique thermomécanique couplé

A chaque point macroscopique, la cellule unitaire correspondante sert à identifier
les quantités microscopiques dont les valeurs moyennes fournissent les champs ma-
croscopiques. Dans la partie mécanique du problème, la contrainte microscopique est
évaluée à travers l’équation d’équilibre microscopique, dans laquelle la déformation
et la température macroscopiques sont utilisées comme données d’entrée. Une fois le
problème mécanique microscopique résolu, la contrainte macroscopique est évaluée
en faisant la moyenne des contraintes microscopiques sur le volume de la cellule uni-
taire. Comme information supplémentaire, on obtient également le terme d’énergie
macroscopique r. Il correspond à la valeur moyenne de leurs équivalents microscopiques.
Le terme énergétique r dépend exclusivement des variables liées à la contrainte, à
la déformation et à la température absolue. Il peut donc être calculé une fois que
l’équilibre microscopique est établi. Les informations sur les gradients de température
microscopiques sont obtenues à partir du problème thermique pur microscopique et ne
sont pas nécessaires à ce stade.

Le système d’équilibre microscopique est résolu à travers des conditions aux limites
de déplacement périodiques (CLPs) sous une température macroscopique uniforme θ.
La condition de périodicité implique que le champ de déplacement u de tout point
matériel microscopique situé dans une position x est décrit par une partie affine et une



116
Modélisation multi-échelles thermomécanique fortement couplée des structures

composites à base polymère

fluctuation périodique ũ :

u (x,x, t) = ε (x, t) · x+ ũ (x,x, t) . (5.13)

La partie de fluctuation périodique ũ prend les mêmes valeurs sur chaque paire de
nœuds parallèles opposés de la cellule unitaire. La moyenne de la déformation produite
par ũ est nulle. En revanche, la moyenne de la déformation microscopique totale est
égale à la déformation macroscopique :

ε (u) =ε+ ε (ũ) , (5.14)

⟨ε (ũ)⟩ = 1
V

∫
V
ε (ũ) dV = 0, (5.15)

⟨ε (u)⟩ =ε + ⟨ε (ũ)⟩ = ε. (5.16)

De plus, le vecteur de contrainte σ.n est anti-périodique. Le système d’équilibre
mécanique microscopique en absence de force de volume est donné par le système
d’équation suivant : 

div
(
σ
(
x, θ,x, ε

))
= 0 ∀x ∈ V ,

σ ≡ σ
(
x, θ,x, ε

)
∀x ∈ V ,

θ = θ ∀x ∈ V ,

ui − uj = ε · (xi − xj) ∀x ∈ ∂V .

(5.17)

Dans l’équation des conditions aux limites (5.17)4, ui et uj sont les vecteurs de
déplacement pour les positions xi et xj, respectivement. Ils représentent une paire de
points matériels parallèles opposés sur les limites de la cellule unitaire. La solution du
système d’équations ci-dessus utilisant l’approche incrémentale est détaillée dans la
section 5.3.

b) Problème thermique pur : calcul de la conductivité thermique macro-
scopique

La théorie de l’homogénéisation d’ordre zéro réduit le bilan énergétique microsco-
pique à l’équation de conduction de la chaleur en régime permanent :

div
(
q
(
x, θ,x

))
= 0, with q = −κ · ∇θ, ∀x ∈ V . (5.18)
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Généralement, le tenseur de conductivité thermique κ est considéré constant et indépen-
dant de la température dans les solides. Pour résoudre l’équation du bilan énergétique
(5.18), des conditions aux limites périodiques en température sont prises en compte.
L’hypothèse de périodicité implique que le champ de température θ est égal à la somme
d’une partie macroscopique ∇θ et une fluctuation périodique θ̃ :

θ (x,x, t) = ∇θ (x, t) · x+ θ̃ (x,x, t) . (5.19)

La partie de fluctuation périodique prend la même valeur sur chaque point paral-
lèle opposé sur les limites de la cellule unitaire. En appliquant l’opérateur gradient,
l’équation (5.19) donne :

∇θ = ∇θ + ∇θ̃. (5.20)

La moyenne de l’équation (5.20) donne l’équation (5.3). La périodicité de la température
microscopique est accompagnée d’une contrainte supplémentaire qui implique l’anti-
périodicité du vecteur de flux de chaleur −q · n.

Le bilan énergétique microscopique représenté par l’équation (5.18) est un problème
linéaire qui peut être résolu une fois pour calculer le tenseur de conductivité thermique
macroscopique κ. En effet, la substitution de l’équation (5.20) dans (5.18) donne :

div
(
κ ·

(
∇θ + ∇θ̃

))
= 0. (5.21)

En supposant que le gradient de température macroscopique ∇θ soit connu, la solution
de l’équation homogène ci-dessus est écrite sous la forme suivante :

θ̃ = ψθ · ∇θ, (5.22)

où ψθ est un vecteur périodique appelé le vecteur correcteur. La substitution de
l’équation (5.22) dans (5.21) donne :

∇θ div
([
κ+ κ ·̃ ∇ψθ

]T)
= 0. (5.23)

La dernière expression doit être satisfaite pour toute valeur arbitraire de la variable
macroscopique ∇θ. Cela implique que le vecteur correcteur doit satisfaire l’équation
linéaire suivante :

div
([
κ+ κ ·̃ ∇ψθ

]T)
= 0. (5.24)
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À l’aide des équations (5.20) et (5.22), le flux de chaleur (5.18)2 est écrit comme :

q = −κ ·Aκ · ∇θ, (5.25)

avec
Aκ = I +

[
∇ψθ

]T
. (5.26)

En faisant la moyenne de l’équation 5.25 sur le volume de la cellule unitaire, et en
supposant également que le flux de chaleur macroscopique est exprimé par une loi de
comportement similaire à son équivalent microscopique,

q = −κ · ∇θ, (5.27)

donne le tenseur de conductivité thermique macroscopique κ,

κ = ⟨κ ·Ak⟩. (5.28)

Bien que le présent travail traite des composites à conductivité thermique constante
au niveau des constituants de la microstructure, le cadre proposé permet d’adopter des
conductivités thermiques à température variable. Dans ce cas, la condition θ = θ de la
théorie d’homogénéisation d’expansion asymptotique d’ordre zéro permet d’exprimer les
conductivités thermiques microscopiques en fonction de la température macroscopique.
Ainsi, le tenseur de conductivité thermique doit être calculé à chaque incrément de
temps.

Puisque l’on considère que la conductivité thermique est constante et indépendante
de la température, le problème thermique pur microscopique est linéaire et aucune
procédure itérative n’est requise pour le résoudre. Le calcul numérique de la conductivité
thermique macroscopique est présenté dans la section 5.4.

5.3 Implémentation numérique : processus itératif
et opérateurs tangents

La résolution numérique du problème d’homogénéisation thermomécanique for-
tement couplé, pour des composites constitués des matériaux dissipatifs standards
généralisés, nécessite des méthodes numériques très robustes. Avant de passer au
schéma de résolution numérique, les définitions d’incréments et d’itérations suivantes
sont introduites.
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Dans les schémas incrémentaux pour les matériaux non linéaires, la variable de
temps est discrétisée en plusieurs étapes. Généralement, la discrétisation temporelle suit
une procédure numérique d’Euler. Au cours d’un pas de temps, un système d’équations
non linéaires est résolu de manière itérative. Sur un pas de temps, des itérations sont
généralement nécessaires pour trouver les valeurs correctes satisfaisant le système
d’équations. Pour cela, deux notations doivent être définies :

— Le symbole ∆ avant une variable indique l’incrément du pas de temps de la
variable entre deux pas de temps consécutifs. La valeur mise à jour de la variable
φ est exprimée à partir du pas de temps précédent n par la relation :

φn+1 = φn + ∆φ.

— Le symbole δ avant une variable indique l’incrément d’itération (k) de la variable
à un incrément du pas de temps (n). Les valeurs actuelles de la variable φ et son
incrément du pas de temps ∆φ sont mis à jour de l’itération k à l’itération k + 1
par :

φ(n+1)(k+1) = φ(n+1)(k) + δφ,

∆φ(n+1)(k+1) = ∆φ(n+1)(k) + δφ.

Une complexité supplémentaire de la procédure d’homogénéisation par rapport aux
matériaux homogènes standards réside dans le fait que la solution du problème de la
cellule unitaire dépend fortement de la solution numérique de l’analyse macroscopique
et inversement d’une manière fortement couplée. En d’autres termes, les problèmes aux
deux échelles (macroscopique et microscopique) devraient être résolus simultanément,
par le biais de schémas itératifs. En effet :

— Le problème de la cellule unitaire à chaque point d’intégration macroscopique est
utilisé pour évaluer la contrainte macroscopique σ, le terme énergétique macro-
scopique r et les quatre opérateurs tangents thermomécaniques macroscopiques
(définis plus tard dans cette section). Ces quantités sont calculées à l’aide des
analyses d’EF en prenant compte des conditions de déplacement périodique dans
la cellule unitaire.

— L’analyse macroscopique prend en considération les problèmes microscopiques
avec les incréments de temps mis à jour de la déformation macroscopique ∆ε et
la température ∆θ, ainsi que l’histoire de tous les champs microscopiques.

Les étapes de processus numérique et les procédures itératives sont décrites dans les
sous-sections suivantes pour les deux échelles.
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5.3.1 Problème macroscopique

À l’échelle macroscopique, les lois d’équilibre, la cinématique et les conditions aux
limites exprimées par les équations (5.5)-(5.8), (5.9) et/ou (5.12), doivent être accom-
pagnées par des lois constitutives macroscopiques pour que le système d’équation soit
capable de trouver la solution. Dans le cas des matériaux non linéaires et en particulier
pour les méthodes d’homogénéisation non linéaires, les expressions analytiques qui
servent à obtenir la réponse macroscopique sont très peu utilisées en raison de leur
complexité. Pour cela, les formalismes incrémentaux sont les plus adaptés pour ce
type de problème. En général, pour un schéma incrémental itératif, à un incrément de
temps spécifique, l’incrément de contrainte macroscopique (σ) et du terme énergétique
macroscopique (r) pour une itération spécifique sont liés aux incréments de déformation
macroscopique (ε) et de température (θ) de la même itération à travers les relations
suivantes :

δσ = Dε : δε+Dθ
δθ, δr = R

ε : δε+R
θ
δθ, (5.29)

avec
δε = gradsymδu. (5.30)

Dans les expressions ci-dessus, Dε, Dθ, Rε et Rθ sont les quatre opérateurs tangents
thermomécaniques macroscopiques. Ces opérateurs tangents sont calculés à chaque
point d’intégration macroscopique et à chaque incrément d’itération macroscopique à
partir d’une résolution du problème de la cellule unitaire. Ce problème sera expliqué en
détail dans la sous-section suivante. La relation constitutive finale, reliant l’incrément
du flux de chaleur macroscopique au gradient de température macroscopique pour une
itération spécifique, est donnée par :

δq = −κ · ∇δθ, où ∇δθ = grad δθ. (5.31)

Il faut rappeler que le tenseur de conductivité thermique macroscopique est considéré
comme constant et est calculé une fois au début du processus à partir de l’équation
(5.28). A l’aide de ces incréments, la contrainte, le terme d’énergie et le flux de chaleur
sont mis à jour de manière itérative à travers les expressions linéarisées suivantes :

σ(n+1)(k+1) =σ(n+1)(k) + δσ,

r(n+1)(k+1) =r(n+1)(k) + δr,

q(n+1)(k+1) =q(n+1)(k) + δq = −κ · (∇θ
(n+1)(k) + ∇δθ).

(5.32)
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Les valeurs de σ et r à chaque point d’intégration macroscopique pour un incrément
d’itération sont calculées à partir de la solution du problème de la cellule unitaire
microscopique, expliquée en détail dans la sous-section suivante.

A partir des valeurs mises à jour, l’équation d’équilibre (5.5) et le bilan énergétique
(5.6) sont écrits comme suit :

div
(
σ(n+1)(k+1)

)
+ ρb = 0,

r(n+1)(k+1) − div
(
q(n+1)(k+1)

)
+ ρR = 0.

(5.33)

Le système d’équations linéarisées ci-dessus n’accepte que les incréments d’itération
de déplacement δu et de température δθ comme inconnus. Sa résolution fournit
éventuellement les incréments de temps des déformations macroscopiques ∆ε et de
température ∆θ à l’échelle de la macrostructure. Ces incréments de temps et l’état
précédent de tous les champs macroscopiques constituent les données d’entrée de base
du problème de la cellule unitaire attachée à chaque point d’intégrations macroscopique.

Les équations (5.33) sont résolues de manière itérative jusqu’à ce que δu et δθ à
chaque point macroscopique convergent avec une tolérance prédéfinie.

5.3.2 Problème de la cellule unitaire (problème microscopique)

Une fois que l’histoire des champs macroscopiques ainsi que l’incrément de temps
de la déformation et de la température macroscopiques sont obtenus en un point
d’intégration macroscopique, le problème de la cellule unitaire attachée à ce point est
résolu séparément en deux étapes. La première étape est consacrée au calcul de la
contrainte macroscopique σ et du terme énergétique r. La seconde étape est dédiée au
calcul des opérateurs tangents macroscopiques.

a) Première étape du problème de la cellule unitaire : contrainte macro-
scopique

Dans la première étape, le système d’équations mécaniques microscopiques (5.17)
est résolu pour le pas de temps tn+1 sous une température uniforme θ(n+1) = θ

n + ∆θ.
La déformation macroscopique εn+1 = εn + ∆ε, ainsi que toutes les valeurs des champs
(macroscopiques et microscopiques) au pas de temps précédent tn sont utilisées comme
entrée supplémentaire du problème. Il est à noter que les exposants n+ 1 et n désignent
les quantités définies aux pas de temps tn+1 et tn, respectivement. Dans un schéma
itératif de "return mapping algorithm", la déformation et la température n’évoluent
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pas avec les itérations. En effet, celles-ci sont fournies comme des entrées à partir
du solveur EF. Ce dernier donne la solution des équations d’équilibres (ici, elles sont
calculées à partir de l’analyse EF macroscopique). Dans ce sens, δε = 0 et δθ = 0.

Le tenseur de contrainte microscopique au pas de temps n+ 1 peut être exprimé
sous une forme linéarisée par l’expression suivante :

σ(n+1)(k+1) = σ
(
x, θ

n+1
,x, ε(n+1)(k)

)
+ Dε : gradsymδu, (5.34)

où ε est le tenseur de déformation microscopique calculé à l’étape précédente d’itéra-
tion microscopique. Dε désigne l’opérateur tangent mécanique microscopique (tenseur
d’ordre quatre). La contrainte microscopique σ et les modules tangents thermoméca-
niques microscopiques sont obtenus à partir de la loi de comportement du matériau
considéré. Dans les logiciel EF tels que Abaqus, les lois de comportement des consti-
tuants sont définies numériquement à l’aide d’un sous-programme utilisateur "UMAT"
("User Material"). Les structures algorithmiques de tels sous-programmes pour différents
types de lois de comportement sont présentées dans [31].

En combinant toutes les expressions ci-dessus, le système mécanique (5.17) est écrit
sous la forme linéarisée suivante :

div
(
σ(n+1)(k+1)

)
= 0 ∀x ∈ V ,

ui − uj = εn+1 · (xi − xj) ∀x ∈ ∂V .

(5.35)

Le dernier système, est un système linéarisé avec incrément de déplacement δu inconnu.
Ce système a une solution unique tant que Dε est défini positif. L’équation (5.35) est
résolue de manière itérative jusqu’à ce que δu converge vers une tolérance prédéfinie
à chaque point microscopique. Une fois que la convergence est atteinte, le calcul des
déplacements u, des déformations ε et des contraintes σ microscopiques se poursuit.
De plus, il est également possible de calculer le terme d’énergie microscopique r à
chaque point de la cellule unitaire sans passer par la résolution de l’équation du
bilan énergétique. Par conséquent, la contrainte macroscopique σ et le terme d’énergie
macroscopique r sont calculés en faisant la moyenne de leurs équivalents microscopiques.

Il est à noter que le calcul du flux de chaleur microscopique q n’est pas requis
pour l’analyse EF macroscopique car la conductivité thermique macroscopique κ est
constante pour des caractéristiques géométriques et matérielles spécifiques d’une cellule
unitaire.
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b) Deuxième étape du problème de la cellule unitaire : opérateurs tangents

La deuxième étape est dédiée au calcul des opérateurs tangents macroscopiques.
Pour cette partie d’analyse, les incréments d’itération macroscopiques de contrainte
et de température sont supposés non nuls. Dans ce cas, les incréments d’itération
microscopique de contrainte et de terme d’énergie r sont exprimés comme suit :

δσ =Dε : δε+Dθ δθ,

δr =Rε : δε+Rθδθ,
(5.36)

avec
δε = δε+ gradsymδũ. (5.37)

Les opérateurs tangents thermomécaniques microscopiques Dε, Dθ, Rε et Rθ sont des
tenseurs tangents instantanés calculés à la fin de la procédure itérative de la première
partie du problème de la cellule unitaire. Dans cette deuxième partie, ces opérateurs
tangents sont considérés comme constants. L’équilibre microscopique est donné par
l’équation 5.38 :

div (δσ) = 0, (5.38)

ou (après combinaison des équations (5.38) et (5.36))

div
(
Dε : δε+Dθ δθ + Dε : gradsymδũ

)
= 0. (5.39)

Il s’agit d’un problème linéaire avec des conditions aux limites périodiques en terme de
déplacement δũ. Sa solution peut être écrite sous la forme suivante [52] :

δũ = δε : χε + δθ χθ, (5.40)

où le tenseur de troisième ordre χε et le vecteur χθ sont périodiques et sont appelés
les termes correcteurs. La substitution de l’équation (5.40) dans (5.39) donne :

δε : div
(
[Dε + Dε :̃ gradχε]T

)
+ δθ div

(
Dθ + Dε : gradχθ

)
= 0. (5.41)

L’équation homogène ci-dessus a une solution pour des valeurs arbitraires des variables
macroscopiques δε et δθ seulement si les termes correcteurs satisfont les équations
linéaires suivantes :

div
(
[Dε + Dε :̃ gradχε]T

)
= 0,

div
(
Dθ + Dε : gradχθ

)
= 0.

(5.42)
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À partir de ce système linéaire découplé on obtient les deux quantités gradsymχε et
gradsymχθ. En utilisant l’équation (5.40), les incréments des champs microscopiques
sont donnés par les formules suivantes :

δε =Aε : δε+Aθδθ,

δσ =Dε : Aε : δε+ [Dθ + Dε : Aθ]δθ,

δr =Rε : Aε : δε+ [Rθ +Rε : Aθ]δθ,

(5.43)

avec
Aε = I + I :̃ gradsymχε, Aθ = gradsymχθ. (5.44)

En faisant la moyenne des équations (5.43)2,3 sur le volume de la cellule permet d’obtenir
les opérateurs tangents thermomécaniques macroscopiques qui sont donnés par les
expressions suivantes :

Dε =⟨Dε : Aε⟩, D
θ = ⟨Dθ + Dε : Aθ⟩,

R
ε =⟨Rε : Aε⟩, R

θ = ⟨Rθ +Rε : Aθ⟩.
(5.45)

La procédure itérative incrémentale décrite ci-dessus pour les deux parties du
problème de la cellule unitaire, nécessite des lois constitutives qui représentent bien le
comportement de chaque constituant de la microstructure.

Ces lois de comportement sont mises en œuvre sous forme d’un schéma basé sur
"return mapping algorithm" et devraient fournir i) les contraintes σ et les variables
d’état internes Vk pour une déformation ε et une température θ = θ donnée aussi que
ii) les opérateurs tangents thermomécaniques Dε, Dθ, Rε et Rθ.

Dans ce chapitre, les exemples étudiés considèrent deux types de lois de comporte-
ments pour les différentes phases : une loi thermoélastique pour les fibres et une loi
thermoélastique-viscoplastique avec écrouissage isotrope pour la matrice. Il est à noter
que les détails concernant la mise en œuvre numérique de ces lois ne sont pas présentés
en détail dans ce manuscrit. Cependant, les points essentiels du comportement de la
matrice sont brièvement décrits dans la sous-section suivante.

5.3.3 Comportement thermoélastique-viscoplastique avec écrouis-
sage isotrope de la matrice

La loi de comportement thermoélastique-viscoplastique choisie pour la matrice des
exemples étudiés est formulée dans le contexte des petites déformations et des petites
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rotations. La déformation totale ε est aussi décomposée en une partie élastique εe, une
partie viscoplastique εp et une partie thermique εth :

ε = εe + εp + εth, avec εth = α
(
θ − θi

)
, (5.46)

où α est le tenseur de dilatation thermique du deuxième ordre et θi est la température
initiale. D’un point de vue thermodynamique, les lois d’état pour un matériau standard
généralisé sont obtenues par différentiation du potentiel d’énergie libre de Helmholtz par
rapport aux variables d’état. Les variables d’état choisies pour cette loi de comportement
sont la déformation totale ε, la température θ et les variables internes Vk représentées
par la déformation viscoplastique εp et la variable d’état associée à l’écrouissage
isotrope p. Le potentiel d’énergie libre de Helmholtz pour un matériau thermoélastique-
viscoplastique à écrouissage isotrope est choisi sous la forme suivante [103, 149, 31] :

ψ = ψ (ε, θ,Vk) =ψ (ε, θ, εp, p)

= 1
2
[
ε− εp −α(θ − θi)

]
: Ce :

[
ε− εp −α(θ − θi)

]
︸ ︷︷ ︸

ψe

+ c0

[(
θ − θi

)
− θ ln

(
θ

θi

)]
− η0θ + e0︸ ︷︷ ︸

ψth

+
∫ p

0
R(p′)dp′︸ ︷︷ ︸
ψvp

.

(5.47)

Dans le potentiel ci-dessus, Ce désigne le tenseur élastique du quatrième ordre, c0

représente la capacité thermique spécifique par unité de volume à pression constante.
De plus, η0 et e0 sont l’entropie initiale et l’énergie interne, respectivement. Enfin, R(p)
est la fonction d’écrouissage liée à la viscoplasticité, choisie ici sous la forme d’une loi
de puissance :

R (p) = Kpn, (5.48)

où K et n sont les paramètres du matériau liés à l’écrouissage isotrope. Suivant la
procédure classique, les dérivées du potentiel d’énergie libre d’Helmholtz sont utilisées
pour identifier les variables conjuguées des variables d’état. Le Tableau 5.2 résume
les différentes variables impliquées dans la description thermodynamique de la loi de
comportement.
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Table 5.2 Lois d’état et lois d’évolution

Variables d’état Variables conjuguées
observables

ε σ = ∂ψ

∂ε
= Ce : (ε− εp −α(θ − θi))

θ η = −∂ψ

∂θ
= α : σ + c0 ln

(
θ

θi

)
+ η0

Variables d’état Variables Variables
internes conjuguées flux

p R = ∂ψ

∂p = R (p) ṗ = −∂F

∂R
λ̇ = λ̇

εp −σ = ∂ψ

∂εp
ε̇p = ∂F

∂σ
λ̇ = 3

2
Dev(σ)
eq(σ) ṗ

Selon le second principe de la thermodynamique, la dissipation est toujours positive
ou nulle. Pour ce matériau, les dissipations mécaniques et thermiques sont supposées
découplées et la viscoplasticité est le seul mécanisme qui stocke de l’énergie de manière
permanente. D’après les principes de la thermodynamique, la dissipation mécanique
intrinsèque (locale) est finalement exprimée comme :

Φ̇ = σ : ε̇p − Rṗ ≥ 0. (5.49)

De plus, les lois d’évolution pour εp et p sont obtenues à partir de la fonction critère
f(σ, R) à travers la règle de normalité classique [31] :

f(σ, R) = eq(σ) −R −R0. (5.50)

Dans l’équation 5.50, eq(σ) représente la contrainte équivalente au sens de von Mises
et R0 le seuil d’élasticité. Les équations d’évolution des variables d’états internes sont
résumées dans le Tableau 5.2. En raison de la nature viscoplastique du matériau, le
critère f n’est pas similaire à celui utilisé en plasticité, c’est-à-dire toujours négatif ou
nul. Celui-ci, il satisfait la relation suivante :

⟨ f ⟩+ = Q (ṗ) , avec Q (ṗ) = Hṗm, (5.51)
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C’est-à-dire que l’effet de la viscosité est introduit à travers une relation entre la partie
positive de f et ṗ via une fonction Q. La déformation viscoplastique équivalente effective
désignée par la variable p ne peut qu’augmenter (p > 0 si f ≥ 0) ou rester constant
(p = 0 si f < 0). Dans l’équation 5.51, H et m sont des paramètres du matériau lié à
la viscosité.

La loi de comportement ci-dessus pour les matériaux thermoélastique-viscoplastique
est bien établie dans la littérature [103]. Son implémentation numérique via un schéma
de "return mapping algorithm" ainsi que l’identification de ses opérateurs tangents
thermomécaniques Dε,Dθ,Rε et Rθ sont discutées en détail dans [30, 31].

5.4 Calcul multi-échelles par EF2 d’un problème
thermomécanique fortement couplé

Pour prédire le comportement macroscopique d’une structure composite tout en
tenant compte des effets de la microstructure et des couplages thermomécaniques forts,
un schéma d’homogénéisation dans le cadre de la technique EF2 a été mis en place.
Le cadre proposé ici, est l’extension de l’approche développée dans [182] avec la prise
en considération de la partie thermique du problème d’homogénéisation, comme il est
indiqué dans les sections précédentes.

Pour résoudre ce type de problème fortement couplé, on considère le matériau au
niveau de la macro-structure comme étant un milieu homogénéisé soumis à des condi-
tions aux limites thermomécaniques appropriées. Par conséquent, la réponse de tout
point macroscopique est obtenue à partir de la solution d’un problème microscopique
thermomécanique couplé au niveau de la cellule unitaire en utilisant des conditions
aux limites périodiques.

L’organigramme de l’algorithme de stratégie de calcul par EF2 est présenté dans la
Figure 5.2. L’approche est totalement intégrée dans le logiciel d’EF Abaqus/Standard
et permet de calculer la réponse macroscopique thermomécanique couplée, fortement
non linéaire des composites.
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Figure 5.2 L’organigramme de l’algorithme de calcul par EF à deux échelle (EF2)
pour une réponse thermomécanique non linéaire fortement couplée d’un composite
dans Abaqus/Standard.

Le calcul des opérateurs tangents thermomécaniques macroscopiques ainsi que le
tenseur de la conductivité thermique macroscopique est décrit ci-dessous :

a) Calcul des opérateurs tangents thermomécaniques macroscopiques en
chaque point de Gauss

Afin d’accélérer la convergence globale, il faut introduire les opérateurs tangents
thermomécaniques macroscopiques dans le processus de convergence du calcul EF.
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Ces opérateurs tangents sont calculés en faisant le mappage des opérateurs tangents
thermomécaniques microscopiques sur la cellule unitaire par l’intermédiaire des condi-
tions aux limites périodiques. Les conditions aux limites périodiques dans la cellule
unitaire peuvent être appliquées numériquement en utilisant le concept des nœuds
de pilotage ("constraint drivers", section 3.2.1). Cette technique introduit six nœuds
fictifs permettant d’appliquer un état de déformation, de contrainte ou même mixte
contrainte-déformation macroscopique sur une cellule unitaire périodique ([105, 167]).
Ces nœuds de pilotage sont liés à la cellule unitaire par l’équation cinématique (5.17)4.
Le déplacement attribué à ces nœuds de pilotage représente les déformations macrosco-
piques. Le lecteur pourra se référencer à [148, 182, 181] pour plus de détails.

Pour obtenir les opérateurs tangents thermomécaniques, sept cas de chargement
élémentaires sont considérés au niveau microscopique (Figure 5.3). Les opérateurs
tangents microscopiques en chaque point d’intégration de la cellule unitaire sont
obtenus à la fin de la première partie du problème de la cellule unitaire. Ces opérateurs
tangents sont utilisés comme des entrées dans les sept analyses et sont considérés
comme constants.

Figure 5.3 Connexion des nœuds de pilotage avec la cellule unitaire pour le calcul des
composantes des opérateurs tangents thermomécaniques macroscopiques.

Dans un premier temps, les six cas de chargement élémentaires de type mécanique
sont réalisés, dans lesquels des états de déformation élémentaires (une composante égale
à 1 et le reste égale à zéro) sont affectés aux nœuds de pilotage (voir section 3.2.1). Dans
chaque cas de chargement élémentaire, les forces générées sur les nœuds fictifs divisées
par le volume de la cellule unitaire représentent une colonne de l’opérateur tangent
mécanique macroscopique Dε [182], tandis que les déformations générées à chaque point
microscopique représentent une colonne du tenseur de concentration mécanique Aε. En
assemblant les résultats des six cas de chargements mécaniques et en utilisant l’équation
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(5.453), les opérateurs tangents macroscopiques Dε et Rε sont obtenus. Dans le septième
cas de chargement élémentaire de type thermique, le déplacement nul est considéré
pour tous les nœuds de pilotage, tandis qu’une température macroscopique unitaire
(θ = 1) est attribuée à chaque point de la cellule unitaire. Les forces générées aux
nœuds de pilotage divisée par le volume de la cellule unitaire représentent directement
l’opérateur tangent macroscopique thermique Dθ, tandis que les déformations générées
à chaque point microscopique représentent le tenseur de concentration thermique Aθ.
Le dernier opérateur tangent thermomécanique Rθ est obtenu en moyennant l’équation
(5.45)4 sur le volume de la cellule unitaire.

b) Calcul du tenseur de la conductivité thermique macroscopique

Comme il est déjà mentionné dans la section précédente, la conductivité thermique
macroscopique κ est calculée une fois au début de la procédure d’homogénéisation
périodique séparément de l’équilibre microscopique. Cela peut être considéré comme un
calcul séparé de la procédure itérative EF2. En général dans les analyses par EF pour
les milieux périodiques, la cellule unitaire est associée à un maillage périodique. Cela
signifie que pour chaque nœud situé sur une limite de la cellule unitaire, il y a toujours
un autre nœud à la même position relative du côté parallèle opposé. Pour appliquer un
gradient de température macroscopique ∇θ sur la cellule unitaire en tenant compte
des conditions aux limites périodiques en température, un champ de température est
appliqué entre chaque paire de nœuds parallèles opposés. Ces derniers sont désignés
ici par les indices i et j. Le champ de température est lié au gradient de température
macroscopique par la relation générale suivante [171] :

θi − θj = ∇θ ·
(
xi − xj

)
. (5.52)

D’un point de vue technique, à l’aide du concept des nœuds de pilotage, on peut
appliquer numériquement les trois composantes du vecteur de gradient de température
macroscopique ∇θ sur la cellule unitaire, tout en tenant en compte les conditions aux
limites périodiques en température (Figure 5.4). Plus de détails sur ce concept sont
présentés dans l’Annexe C et les références [105, 106, 167]. Ces nœuds de pilotage
(trois "constraint drivers") sont liés au maillage de la cellule unitaire par l’équation
5.52. Leurs températures notés ici par θcdi , prennent exactement les valeurs du vecteur
gradient de température macroscopique.

Lors des calculs par EF dans Abaqus/Standard, l’analyse de transfert de chaleur
permet de calculer un vecteur de flux de chaleur sur ces nœuds fictifs. Ce flux de
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chaleur correspond directement au flux de chaleur macroscopique q multiplié par le
volume de la cellule unitaire V .

Pour obtenir le tenseur de conductivité thermique macroscopique, on applique sur
la cellule unitaire les trois cas de chargement élémentaires thermiques qui correspondent
au gradient de température macroscopique unitaire :

∇θ
1 = (1 0 0)T , ∇θ

2 = (0 1 0)T , ∇θ
3 = (0 0 1)T . (5.53)

Conditions

aux limites

Figure 5.4 Connexion de la cellule unitaire avec les nœuds de pilotage thermiques.

Les flux de chaleur macroscopiques q1, q2 et q3 générés sur les nœuds de pilotage
fictifs, correspondent directement aux trois colonnes du tenseur (d’ordre 2) de la
conductivité thermique macroscopique :

(κ)ij = −(qi)j. (5.54)

5.5 Applications numériques et capacités de la stra-
tégie de calcul EF2

L’approche EF à deux échelles proposée ici, est appliquée sur des structures com-
posites complexes en 3D. Ces structures sont constituées d’une matrice polymère
thermoélastique-viscoplastique dont la loi de comportement est présentée dans la
sous-section 5.3.3, renforcée par des fibres de verre courtes ayant un comportement
thermoélastique.
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L’objectif principal de cette section est de démontrer les performances et les capacités
de la technique d’EF à deux échelles, thermomécanique fortement couplée, pour prédire
la réponse globale des structures composites 3D soumises à des cas de chargement
thermomécaniques complexes.

La section est divisée en trois parties pour mettre en évidence les différents aspects
de la technique proposée. La première partie 5.5.1 démontre la validation de l’approche
multi-échelles à travers une comparaison des résultats numériques de la technique
développée avec ceux du modèle EF entièrement maillé sous des conditions adiabatiques.
Pour cette raison, une microstructure avec une inclusion sphérique est considérée sous
un chargement macroscopique donné. Dans la deuxième partie 5.5.2, un essai de traction
sur une structure 3D non symétrique de type Meuwissen a été étudié, en pilotage par
déplacement à trois vitesses différentes, avec des conditions aux limites thermiques
(mixtes) de type Robin qui sont appliquées sur deux surfaces différentes. Finalement,
la troisième partie 5.5.2 correspond à un chargement cyclique (traction-compression)
sur la même structure 3D non symétrique dans des conditions thermiques variables. Il
est à noter que dans les deux derniers exemples, le matériau composite est constitué
d’une matrice thermoélastique-viscoplastique renforcée par des fibres de verre courtes
thermoélastiques alignées.

5.5.1 Validation de l’approche EF2 par comparaison avec la
structure entièrement maillée

Afin de valider l’approche proposée, les résultats numériques sont comparés à ceux
d’un calcul EF à une seule échelle en considérant une structure complète de 10×10×10
cellules unitaires 1 (Figure 5.6) sous les mêmes conditions aux limites. Pour les deux
simulations numériques, un cube 3D soumis à un chargement contrôlé en déplacement
dans la direction 1 (jusqu’à 10% de déformation avec une vitesse de 10−2 s−1) avec des
conditions aux limites thermiques de Neumann nulles a été simulé. La discrétisation EF
pour le modèle macroscopique et pour la cellule unitaire de chaque point d’intégration
macroscopique pour le problème d’EF2 est illustrée dans la Figure 5.5. La discrétisation
du modèle macroscopique est constituée de 64 nœuds et 27 éléments de type C3D8T
(8 nœuds à 8 points d’intégration, élément solide 3D pour une analyse couplée de
température-déplacement). Par ailleurs, la discrétisation de la cellule unitaire est

1. Un cube de 10 × 10 × 10 mm3 est constitué d’une cellule unitaire de 1 × 1 × 1 mm3 répétée
périodiquement dans les trois direction de l’espace.
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constituée de 292 nœuds et 1219 éléments de type C3D4 2 (Figure 5.5-b). La cellule
unitaire est constituée d’une matrice thermoélastique-viscoplastique renforcée par une
inclusion sphérique thermoélastique. D’autre part, la structure entièrement maillée est
constituée de la même cellule unitaire, répétée périodiquement dans les trois directions
spatiales (Figures 5.6-a et 5.6-b). Sa discrétisation est faite avec des éléments de type
C3D4T (éléments tétraédriques avec un point d’intégration, élément solide 3D pour
une analyse couplée de température-déplacement). Le maillage est constitué de 208651
nœuds et 1219000 éléments (Figure 5.6). Les fractions volumiques de la matrice et des
inclusions sont respectivement V m = 0.8 et V f = 0.2 pour les deux modèles.

Les deux cas (EF2 et structure entièrement maillée) sont soumis aux mêmes types
des conditions de chargement thermomécaniques. Les paramètres du matériau des deux
phases sont présentés dans le Tableau 3.3. La conductivité thermique macroscopique κ
est calculée à partir de la solution du problème thermique pur (présenté dans la section
5.4). Il a été constaté que dans cet exemple, la conductivité thermique macroscopique
κ est isotrope, avec κ11 = κ22 = κ33 = 4.23 10−4 W/mmK.

1

2

3

(b)(a)

Figure 5.5 Dimensions et discrétisation du (a) modèle macroscopique et (b) de la micro-
structure observée à chaque point d’intégration macroscopique de la simulation EF2.

2. À partir de l’analyse microscopique, seuls les termes thermomécaniques couplés sont nécessaires.
Ces termes peuvent être calculés directement à partir de la contrainte, la déformation, la température et
les variables internes via la loi de comportement mécanique. Des éléments finis thermomécaniquement
couplés ne sont pas nécessaires à cette échelle.



134
Modélisation multi-échelles thermomécanique fortement couplée des structures

composites à base polymère

(a) Dimensions et discrétisation EF de la
structure entièrement maillée.

(b) Maillage des inclusions de la structure
entièrement maillée.

Figure 5.6 Discrétisation EF de la structure 3D entièrement maillée.

La Figure 5.7 illustre la réponse macroscopique sur l’ensemble du volume du modèle
EF2 ainsi que sur la structure entièrement maillée, en termes de contrainte-déformation
dans la direction 1. Les résultats des deux approches présentent un très bon accord
entre les deux analyses, démontrant la précision et la capacité de la méthode EF2

proposée à prédire la réponse globale des structures composites 3D multi-échelles non
linéaires. Une validation similaire peut être trouvée dans [47] pour des problèmes
2D. La présentation d’erreur relative

([
||σEF2

11 || − ||σréférence
11 ||

]
/||σEF2

11 ||
)

en fonction du
temps confirme le bon accord entre les deux simulations. La solution de la stratégie
de calcul multi-échelles comparée à la solution de la structure complète présente une
erreur relative comprise entre 0 et 0.3% (Figure 5.8). La Figure 5.9 présente l’évolution
de la température macroscopique des deux approches au point A situé à la même
position dans les deux structures. Il est à noter qu’un artefact numérique d’élévation
de la température peut être observé au début des analyses d’EF2 et d’EF à une seule
échelle. Cette élévation de température non physique est due au choix du grand pas de
temps pour réduire le temps de calcul. De plus, on peut également observer que pour
la réponse thermique, la différence maximale entre les deux calculs est de 0.25K, ce
qui est acceptable pour une telle analyse thermoélastique-viscoplastique.
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Figure 5.7 Comparaison de la réponse macroscopique de l’approche EF2 et la solution
EF à échelle unique en termes de contrainte-déformation.

Figure 5.8 Erreur relative de la réponse mécanique macroscopique des deux solutions
EF2 et EF à une seule échelle.
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Figure 5.9 Comparaison de la température macroscopique des deux approches au
point A situé à la même position dans les deux structures.

5.5.2 Structure 3D non symétrique constituée d’un composite
renforcé de fibres de verre courtes

Cette section à pour objectif de montrer les performances de l’approche proposée à
simuler le comportement global des structures composites 3D à travers deux exemples
d’analyse par EF2 réalisés sur une structure 3D non symétrique (Figure 5.10). La
structure est constituée d’une matrice polymère renforcée par des fibres de verre courtes
alignées et disposées dans un réseau hexagonal périodique (Figure 5.11). La Figure
5.10 présente les dimensions de la structure macroscopique ainsi que la discrétisation
EF du modèle constituée de 84 éléments de type C3D8T. Dans les deux exemples, la
structure 3D est soumise à un trajet de chargement thermomécanique complexe. Le but
est d’illustrer les capacités de la technique à i) capturer les effets de vitesse causés par
le changement de la vitesse de chargement et ii) calculer l’évolution spatio-temporelle
de la dissipation en différentes positions de la structure due au chargement cyclique.

La microstructure représentant chaque point d’intégration macroscopique de la
structure est présentée dans la Figure 5.11. Cette microstructure est maillée par
5881 éléments du type C3D4. Les fractions volumiques de la matrice et des fibres
sont respectivement V m = 0.844 et V f = 0.156. Le rapport de forme pour la fibre
ellipsoïdale est (4.5, 1, 1). Les propriétés du matériau des fibres thermoélastiques et de
la matrice polymère thermoélastique-viscoplastique sont résumées dans le Tableau 5.3.
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Figure 5.10 Dimensions et discrétisation spatiale de la structure macroscopique non
symétrique en 3D.

1

2

3

(a) Microstructure du composite étudié. Le
domaine maron représente les fibres et le
domaine vert représente la matrice.

1

2

3

(b) Dimensions et disposition spatiale des
fibres de verre courtes.

Figure 5.11 Discrétisation et dimensions spatiales de la cellule unitaire du composite
renforcé par des fibres courtes, maillée avec des éléments tétraédriques de type C3D4.

Comme il a été déjà discuté dans les sections précédentes, la conductivité thermique
macroscopique est calculée une fois, séparément du processus EF2. À partir de la
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solution du problème thermique pur présenté dans la section 5.4. Comme attendu,
la conductivité thermique macroscopique (équation. 5.54) présente un comportement
isotrope transverse pour le composite renforcé de fibres courtes, où l’axe x étant un
axe de symétrie. La solution de l’analyse de transfert de chaleur faite dans Abaqus est
présentée dans la Figure 5.12 pour les trois composantes du vecteur de flux de chaleur
permettant d’obtenir le tenseur de la conductivité thermique macroscopique κ. Le
calcul a montré que κ11 = 4.28 10−4 et κ22 = κ33 = 4.02 10−4 W/mmK.

(a) (b)

(c)

Figure 5.12 Champs des flux de chaleur microscopiques générés pour le calcul de la
conductivité thermique macroscopique κ dans les trois directions de l’espace : (a) q1, (b) q2
et (c) q3.
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Table 5.3 Paramètres du matériau composite modélisé constituer d’une matrice
polymère thermo-viscoplastique renforcée par des fibres de verre courtes

Mécanismes Paramètres valeur unité

Thermoélastique- Module de Young E 2.680 GPa

viscoplastique Coeff. de Poisson ν 0.3 -

Expansion thermique α 95.0e-06 1/K

Densité ρ 1.19e-03 g/mm3

Capacité thermique Cp 1590 J/gK

Conductivité thermique κ 0.35e-03 W/mmK

Limite d’élasticité R0 15.0 MPa

Coeff. écrouissage isotrope K 365.0 MPa

Exp. écrouissage isotrope n 0.39 -

Résistance VP H 180.0 MPa.sm

Exp. VP m 0.3 -

Thermoélastique Module de Young E 72.0 GPa

Coeff. de Poisson ν 0.26 -

Expansion thermique α 9.0e-06 1/K

Densité ρ 2.53e-03 g/mm3

Capacité thermique Cp 830 J/gK

Conductivité thermique κ 0.93e-03 W/mmK

Température initiale θint 293.15 K

a) Chargement thermomécanique contrôlé en déplacement à vitesse va-
riable par intervalle

Dans cet exemple, la réponse globale de la structure composite 3D est obtenue par
la technique de modélisation multi-échelles thermomécanique fortement couplée (EF2).
Les résultats mettent en évidence les effets du changement de la vitesse de chargement
sur la réponse macroscopique du composite en termes de contrainte-déformation. Ces
effets sont dus au comportement visqueux de la matrice polymère. La Figure 5.13-a
présente les conditions aux limites thermomécaniques macroscopiques appliquées sur la
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structure. Cette structure est encastrée sur une extrémité et est soumise au trajet de
chargement mécanique de la Figure 5.13-b sur l’autre extrémité. La simulation a été
exécutée en considérant des conditions aux limites thermiques de type Robin. Dans la
Figure 5.13-a, qi est le flux de chaleur à travers la surface, hci est le coefficient d’échange
thermique du fluide qui entoure la surface. θ et θ0 sont la température en un point de
la surface et la température du puits de référence, respectivement. La trajectoire de
chargement contrôlée en déplacement consiste en deux étapes de chargement avec des
vitesses différentes (u̇(1)

x = 2.0 × 10−2 mm.s−1 et u̇(2)
x = 2.0 × 10−3 mm.s−1) suivie d’une

étape de déchargement avec une vitesse de déplacement de u̇(3)
x = 2.2 × 10−2 mm.s−1.
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(a) Conditions aux limites thermoméca-
niques macroscopiques appliquées sur la
structure composite.
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(b) Trajet de chargement mécanique
controlé en déplacement ux avec diffé-
rentes vitesses de déplacement.

Figure 5.13 Conditions aux limites thermomécaniques ainsi que le trajet de chargement
mécanique appliqué sur la structure macroscopique.

Dans la première étape, le déplacement ux est linéairement croissant de 0 à 2mm
en 100s. Dans la deuxième étape, la vitesse de chargement est diminuée et le déplace-
ment reste linéairement croissant, passant de 2 à 2.2mm en 100s. Après les 200s, le
déplacement appliqué diminue de 2.2 à 0mm en 100s. Un incrément de temps constant
∆t = 5s est imposé durant toute l’analyse.

Les conditions convectives sont appliquées sur la surface de face avec un coefficient
d’échange thermique hc1 et sur la surface de dessus avec un coefficient d’échange ther-
mique hc2 comme est illustré dans la Figure 5.13-a. Les deux coefficients d’échanges sont
égaux à hc1 = 2.0 × 10−4 W/mm2K et hc2 = 6.0 × 10−4 W/mm2K, respectivement. Ils



5.5 Applications numériques et capacités de la stratégie de calcul EF2 141

sont supposés constants pendant toute l’analyse. Dans cette simulation, la température
initiale de la structure est supposée égale à θint = 293.15 K (20oC) et la température
extérieure égale à θ0 = 310.15 K (37oC). Dans la simulation thermomécanique, la
température θint doit être égale à θi (voir l’Équation 5.46) pour éviter les contraintes
résiduelles et s’assurer que l’état initial de la structure non chargée soit en équilibre
thermique.

Les résultats obtenus à partir de l’analyse par EF2 sont présentés à des points
macroscopiques caractéristiques de la structure composite. Les Figures 5.14 et 5.15
présentent la distribution spatio-temporelle des champs de contraintes macroscopiques
et microscopiques dans la direction 1 à t = 200s et t = 300s pour la macro-structure
et la cellule unitaire observée au point A. Comme prévu, on constate que dans la
direction de chargement, la plus grande partie de la contrainte est transférée aux fibres
dans leur direction longitudinale (direction 1). Ces derniers sont orientés suivant la
direction de chargement. La Figure 5.16 montre les courbes en termes de contrainte-
déformation au point critique caractéristique A de la structure (Figure 5.14) à la
fin du chargement thermomécanique. Les résultats montrent bien que la réponse du
composite est fortement influencée par la présence de la matrice polymère par le biais
du phénomène de relaxation.

D’autre part, la Figure 5.17 présente la distribution spatio-temporelle de la tempé-
rature macroscopique dans la structure pour les temps d’analyse t1 = 100s, t2 = 200s
et t3 = 300s. La Figure 5.18 montre l’évolution de la température macroscopique
en fonction du temps dans différentes points de la structure (A, B, C, D, E et F).
La réponse en température présente une élévation de 16◦C. Cette élévation est due
principalement aux conditions aux limites thermiques macroscopiques (convection).
L’augmentation de la température macroscopique obtenue par le calcul EF2, peut avoir
un impact important sur le comportement du matériau thermoplastique en raison de
sa faible conductivité thermique.
L’intérêt de l’approche EF2 fortement couplée réside également dans l’estimation de la
dissipation locale et globale dans la structure. La Figure 5.19 présente la distribution
spatio-temporelle de la dissipation locale φ̇ dans la microstructure au point critique
A pour les temps d’analyse t1 = 100s et t3 = 300s. Il est constaté que la dissipation
est localisée au niveau des interfaces fibres-matrice et notamment à la tête des fibres.
Dans la Figure 5.20, l’évolution de la dissipation locale macroscopique Φ̇ en fonction du
temps est présentée en plusieurs points caractéristiques de la structure (A, B, C, D, E
et F). Il est constaté que la dissipation a une augmentation rapide lorsque le composite
entre dans le régime plastique. Cette augmentation est suivie d’une chute rapide puis
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d’une légère diminution pendant les étapes de relaxation et de déchargement, respecti-
vement. Enfin, une légère augmentation est obtenue en phase de compression lorsque
le composite entre dans la dernière étape de plastification vers la fin de l’analyse.

Figure 5.14 Distribution des champs de contraintes macroscopiques dans la structure
(en MPa) pour la direction de chargement (direction 1) en utilisant l’approche EF2

pour les temps d’analyse de (a) t2 = 200s et (b) t3 = 300s.

Figure 5.15 Distribution des champs de contraintes microscopiques dans la micro-
structure (en MPa) dans la direction de chargement au point critique A de la structure
en utilisant l’approche EF2 pour les temps d’analyse de (a) t2 = 200s et (b) t3 = 300s.
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Figure 5.16 Évolution de la contrainte macroscopique en fonction de la déformation
au point critique A de la structure (Figure 5.14) pour les composantes 11, 22, 33 et le
cisaillement 12.

Figure 5.17 Distribution spatio-temporelle de la température macroscopique (en K)
dans la structure composite pour les temps d’analyse (a) t1 = 100s, (b) t2 = 200s et
(c) t3 = 300s. Le champ du température hétérogène tend à être uniforme à la fin de
l’analyse.
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Temps (s)

Figure 5.18 Évolution de la température macroscopique aux points caractéristiques (A,
B, C, D, E et F) pour la durée totale d’analyse. Une élévation globale de la température
de 16◦C est obtenue lors du chargement thermomécanique en 300s.

Figure 5.19 Champ de distribution de la dissipation locale Φ̇ dans la microstructure
correspondant au point critique caractéristique A de la structure pour les temps
d’analyse (a) t1 = 100s et (b) t3 = 300s (en mW.mm−3).
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Figure 5.20 Évolution de la dissipation locale macroscopique Φ̇ aux points caractéris-
tiques (A, B, C, D, E et F) durant l’analyse.

b) Chargement thermomécanique cyclique

Le troisième exemple numérique présente une application de conception pratique
de structures composites. Elle consiste à étudier la réponse thermomécanique couplée
sous un chargement cyclique. La structure modélisée (Figure 5.21-a) est encastrée sur
une extrémité et est soumise au chargement cyclique présenté en Figure 5.21-b sur
l’autre extrémité (essai de traction-compression).

Durant la première étape (de t = 0s à t = 800s), la surface avant ainsi que la surface
supérieure de la structure subissent des conditions aux limites thermiques du type Robin.
Celles-ci consistent en un transfert de chaleur par convection forcée traduit au moyen
de deux coefficients d’échanges thermiques différents (Figure 5.21-a). Le coefficient
d’échange thermique de la surface avant hc1 est supposé égal à 4.0 × 10−4 W/mm2K,
tandis que le second coefficient, imposé sur la surface supérieure hc2, est supposé égal
à 8.0 × 10−4 W/mm2K. L’autre étape de simulation (de t = 800s à t = 1000s) est
effectuée sous des conditions aux limites thermiques de Neumann nulle. La température
externe θ0 est supposée égale à 313.15 K. Il faut bien noter que pour cet exemple,
la valeur de la capacité thermique spécifique Cp a été augmentée artificiellement 103

fois. Ce choix de valeur non physique a été adopté pour éviter certains problèmes
techniques rencontrés lors du processus de calcul utilisant le solveur thermomécanique
du logiciel EF Abaqus/Standard. Ces problèmes techniques, mises en évidences, lors
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de l’interruption des calculs sont liés à la cohérence de certaines unités du solveur
EF d’Abaqus. Néanmoins, ce point n’altère pas l’objectif de cet exemple : "démontrer
la capacité de calcul par EF2 à simuler la réponse globale des composites sous un
chargement thermomécanique cyclique".
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(a) Discrétisation EF ainsi que les condi-
tions aux limites thermomécaniques impo-
sées sur la structure macroscopique.
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(b) Trajet de chargement mécanique.

Figure 5.21 Discrétisation EF de la structure macroscopique 3D et les conditions aux
limites thermomécaniques appliquées.

Les champs de contrainte et de température macroscopiques, ainsi que l’évolution de
la dissipation sont présentés aux points caractéristiques de la structure composite. Dans
les Figures 5.22 et 5.23, les champs de contrainte macroscopiques et microscopiques
dans la direction 1 (direction de chargement) sont présentés pour deux temps d’analyse
correspondant à la traction (Figures 5.22-a, 5.23-a) et à la compression (Figures 5.22-b,
5.23-b), respectivement. Comme prévu, une contrainte très importante est transférée
aux fibres et aux interfaces entre les fibres et la matrice. Cela est dû au trajet de
chargement orienté dans la direction des fibres. Les Figures 5.24, montrent l’évolution
de la contrainte macroscopique en fonction de la déformation due au chargement
cyclique pour les composantes 11, 22, 33 et le cisaillement 12 au point A de la structure
correspond au point le plus sollicité. Il est clairement observé que l’amplitude de la
contrainte la plus élevée est selon la direction des fibres (direction de transfert de
charge). Le matériau présente une accumulation de la déformation d’un cycle à l’autre.
De plus, des boucles d’hystérésis peuvent également être observées à chaque cycle en
raison de la nature viscoplastique de la matrice polymère.
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La Figure 5.25 présente l’évolution de la température macroscopique due au charge-
ment cyclique et à la convection forcée à différents temps d’analyse. Comme attendu,
l’élévation de la température induite par les mécanismes dissipatifs et la convection
forcée reste relativement faible (environ 1 à 4oC, Figure 5.26). Entre 0 et 800s, la tem-
pérature macroscopique présente une élévation quasi linéaire. Celle-ci devient constante
avec une légère diminution. L’élévation de la température est principalement causée
par la convection forcée. Elle n’est pas influencée d’une manière significative par la
dissipation en raison du faible nombre de cycles (3 à 5 cycles). À un tel nombre de
cycle, l’auto-échauffement du matériau dû à la dissipation reste négligeable. Néan-
moins, pour un nombre de cycles plus élevé (100 à 1000 cycles), l’accumulation de la
dissipation deviendrait plus significative et l’augmentation relative de la température
serait plus visible. D’un point de vue énergétique, la distribution spatio-temporelle de
la dissipation est présentée dans la Figure 5.27 au point critique A pour trois temps
d’analyse, t1 = 400s, t2 = 600s et t3 = 800s. Il convient de noter que l’équation du
bilan énergétique permet d’estimer l’effet de la dissipation sur la vitesse de température
θ̇. En effet, l’équation de la chaleur macroscopique s’écrit comme suit :

ρCp θ̇ = −div(q) + termes tehrmomécaniques macro + Φ̇. (5.55)

La Figure 5.28 montre la variation temporelle de la dissipation Φ̇ divisée par le ρCp =<
ρCp > pour différents points de la structure pendant l’essai de traction-compression.
Comme il est mentionné précédemment, la chaleur générée par la dissipation semble
être faible en raison du faible nombre de cycles simulés. Malheureusement, un grand
nombre de cycles, compte tenu du couplage thermomécanique fort en utilisant la
technique multi-échelles EF2 reste difficile à simuler en raison du coût de calcul élevé.
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(a) (b)

Figure 5.22 Champs de contrainte macroscopiques dans la structure composite dans
la direction 1 pour deux temps d’analyse : (a) t2 = 600s correspondant à la traction et
(b) t3 = 800s correspondant à la compression.

Figure 5.23 Champs de contrainte microscopiques dans la microstructure correspon-
dante au point critique A de la structure dans la direction 1 pour les deux temps
d’analyse : (a) t2 = 600s et (b) t2 = 800s.
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Figure 5.24 Évolution des contraintes macroscopiques en fonction des déformations
au point critique A de la structure (Figure 5.22) pour les composantes 11, 22, 33 et le
cisaillement 12.

Figure 5.25 Distribution macroscopique de la température (en K) dans la structure
macroscopique pour les temps d’analyse : (a) t2 = 600s, (b) t3 = 800s et (c) t4 = 1000s.
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Figure 5.26 Évolution de la température macroscopique aux points caractéristiques
(A, B, C, D, E et F) pour la durée totale d’analyse.

Figure 5.27 Distribution des champs de la dissipation local Φ̇ (en mW.mm−3) au
point caractéristique A de la structure pour les temps d’analyse : (a)t1 = 400s, (b)
t2 = 600s et (c) t3 = 800s.
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Figure 5.28 Évolution de l’effet du dissipation locale sur la température macroscopique
aux points caractéristiques (A, B, C, D, E et F) au cours de l’analyse.

5.6 Conclusions

Ce chapitre présente une stratégie de modélisation multi-échelles, thermomécanique
entièrement couplée (EF2), pour des structures composites 3D, en considérant des
comportement fortement non linéaires des constituants. L’approche est totalement
implémentée dans le code commercial Abaqus/Standard, en utilisant le calcul parallèle
pour la réduction de temps de calcul. Un cadre établi qui a été limité aux chargements
mécaniques [182] est étendu au schéma d’homogénéisation thermomécanique fortement
couplé afin de prédire la réponse structurale thermo-inélastique avec l’hypothèse des
petites déformations et petites rotations.

L’avantage principal de la technique de simulation développée, réside dans sa ca-
pacité à intégrer tout type de microstucture périodique 3D considérant différentes
types de modèles constitutifs thermomécaniques non linéaires des constituants (thermo-
plastique, thermo-viscoélastique, thermoélastique-viscoplastique, etc). Les applications
numériques simulées dans ce travail traitent des comportements de type thermoélastique-
viscoplastique connus pour des matrices polymères. Les résultats obtenus capturent
bien la dépendance de la réponse structurale à la vitesse de chargement, ainsi que
les couplages thermomécaniques dans les composites polymères sous un chargement
thermomécanique complexe.

La stratégie proposée a été validée par une comparaison des résultats issus de calcul
EF2 avec une simulation équivalente à une seule échelle (structure entièrement maillée).
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D’autres simulations ont été effectuées pour démontrer les performances de l’approche
multi-échelles. Dans le premier exemple, une structure 3D complexe non symétrique
à matrice polymère thermoélastique-viscoplastique renforcée par des fibres de verre
courtes thermoélastiques a été étudiée sous un chargement thermomécanique complexe.
Cet exemple a montré l’effet du trajet de chargement sur la réponse macroscopique
de la structure composite. Dans le deuxième exemple, un chargement cyclique avec
des conditions aux limites thermiques variables est appliqué sur la structure 3D non
symétrique qui consiste en un composite renforcé de fibres de verre courtes avec une
matrice polymère thermoélastique-viscoplastique. L’exemple montre bien l’évolution
de la dissipation et son influence sur les variations de la température macroscopique
lors du chargement thermomécanique.

D’un point de vue pratique, la stratégie proposée peut être utilisée dans le cas
des composites présentant une forte interaction entre les champs mécaniques et ther-
miques. On citera les matériaux polymères renforcés dont le comportement viscoplas-
tique/viscoélastique est sensible aux variations de la température. Par ailleurs, d’autres
études sur le comportement local des constituants peuvent être envisagées, par exemple,
prendre en compte l’effet du couplage de l’endommagement et la viscoplasticité avec la
dissipation et l’augmentation de la température.



Chapitre 6

Conclusions et perspectives

Ce travail de thèse s’est fixé comme objectif principal la mise en place d’une ap-
proche de simulation multi-échelles adaptée aux calculs des structures composites 3D
périodiques en régime viscoélastique, viscoplastique avec prise en compte de l’endom-
magement dans les phases. La modélisation a été menée dans le cas d’une matrice
thermoplastique renforcée sous l’hypothèse des petites déformations et rotations. Une
approche numérique à deux échelles permettant de traiter des problèmes thermoméca-
niques non linéaires fortement couplés des structures composites périodiques a donc
été proposée. Cette approche, nommée EF2, est basée sur la méthode de l’homogé-
néisation périodique faisant intervenir les champs complets. Elle permet de prédire le
comportement global des matériaux composites à différentes échelles (microscopique et
macroscopique) en introduisant les caractéristiques thermomécaniques des constituants
afin de traduire les effets de la microstructure sur la réponse globale de la structure.
L’approche développée a été intégrée dans le logiciel de calcul EF Abaqus/Standard.

La stratégie de calcul proposée repose principalement sur l’assemblage des modèles
des phases constituant le composite étudié et sur une description géométrique et ma-
térielle de la microstructure (e.g. arrangement, propriétés des constituants, etc). Une
cellule unitaire représentative de la microstructure est donc définie au niveau de chaque
point matériel de la structure. Celle-ci contient toutes les caractéristiques géométriques
des différentes phases (renforts, matrice), ainsi que leurs lois de comportement local.
L’approche peut être déployée sur tous les matériaux architecturés ayant une micro-
structure périodique. La formulation incrémentale de l’approche permet d’intégrer un
grand nombre de lois de comportement non linéaires des phases considérant les aspects
rhéologiques (viscoélasticité, viscoplasticité, etc), les mécanismes d’endommagement
ou encore thermomécaniques couplés (thermoélasticité, thermo-viscoplasticité, etc).
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Afin d’aboutir aux objectifs définis pour cette thèse, deux principales actions ont
été accomplies :

La première consiste à proposer une technique de simulation multi-échelles EF2 pour
prédire la réponse mécanique non-linéaire de structures composites 3D à microstructure
périodique dont le comportement des phases a été modélisé à travers des formulations
incrémentales. Pour cela, le cadre d’homogénéisation périodique multi-échelles a été
présenté dans le chapitre 2. Ce dernier introduit la notion de transition d’échelles
entre les quantités macroscopiques et microscopiques afin de déterminer la réponse
macroscopique du composite via un calcul EF sur une cellule unitaire (VER). L’approche
EF à deux échelles a été ensuite développée dans le chapitre 3 en vue de simuler la
réponse de structures composites 3D sous chargement mécanique. L’implémentation
numérique de l’approche a été effectuée à travers un calcul parallèle afin de réduire le
temps de calcul. Les performances de la stratégie de calcul EF2 ont été démontrées à
travers un calcul de structure sur des composites 3D constitués d’une matrice polymère
viscoplastique-endommageable renforcée par des fibres de verre courtes alignées. Les
résultats obtenus ont permis de montrer les capacités de la stratégie de calcul à
reproduire les effets de microstructure sur la réponse globale du composite en chaque
point macroscopique.

Afin de bien démontrer la validité expérimentale et les capacités de l’approche dans
le cas de calcul de structures composites à microstructure complexe, un composite à
renfort tissé de type sergé 2-2 a été étudié. Pour cela, une approche expérimentale a
été mise en place dans le chapitre 4. Elle a permis de caractériser le comportement mé-
canique du composite à renfort tissé et matrice thermoplastique (PA66). Les résultats
expérimentaux sont comparés aux résultats numériques obtenus par le calcul EF2 pour
différentes configurations de séquences d’empilement. Des modèles constitutifs locaux
intégrant la rhéologie (VE-VP) dans la matrice PA66 et son endommagement ductile
ainsi que la dégradation dans les torons (fissuration transverse) ont été utilisés pour
le calcul EF2. Ces modèles ont permis de prédire le comportement macroscopique du
composite étudié en tenant compte des effets de la microstructure. Les résultats expéri-
mentaux obtenus par "DIC" montrent le bon accord entre les prédictions numériques
EF2 et les expériences. Ces résultats ont montré les performances et les capacités de
l’approche proposée à prédire l’évolution spatio-temporelle des différents phénomènes
observés à l’échelle de la microstructure, à savoir la rhéologie et les mécanismes d’en-
dommagement dans la matrice ainsi que l’accumulation des micro-fissures dans les
torons, etc.
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La deuxième action de cette thèse a été consacrée à la formulation d’une modélisa-
tion multi-échelles adaptée aux problèmes thermomécaniques fortement couplés et à son
application aux calculs de structures composites 3D à microstructure périodique. À cet
effet, une formulation de l’approche EF2 dans un cadre de couplage thermomécanique a
été développée et présentée dans le chapitre 5. Elle a permis de simuler le comportement
global des structures composites tout en prenant compte des effets de couplage thermo-
mécanique (dûs à l’auto-échauffement des matériaux sollicités) ainsi que les effets de la
microstructure. L’approche a été validée à travers des simulations du comportement
des structures composites constituées d’une matrice thermoélastique-viscoplastique
renforcée par des fibres de verre courtes thermoélastiques. Les résultats ont montré
les capacités de l’approche EF2 à reproduire les effets de couplage thermomécanique
sur la réponse globale du composite. L’approche développée est très utile dans le
cas des composites présentant une forte interaction entre les champs mécaniques et
thermiques. On citera les matériaux composites à base polymère dont le comportement
viscoélastique/viscoplastique est très sensible aux variations de la température. La
dissipation mécanique causée par les mécanismes visqueux entraîne une augmentation
de la température. Celle-ci affectera les propriétés mécaniques du matériau et par
conséquent sa rhéologie ainsi que son endommagement. Dans telles problématiques,
une analyse thermomécanique fortement couplée par EF2 devient nécessaire.

La stratégie de calcul multi-échelles développée dans cette thèse a permis de réaliser
des avancées dans la simulation par EF de structures hétérogènes à microstructure pé-
riodique. Néanmoins, elle présente encore des limites quant à son utilisation intensive et
prédictive de la rupture de ces structures. Ainsi, de nombreuses voies de développement
peuvent être envisagées (liste non exhaustive) afin d’accroître le caractère prédictif et
les performances de cette stratégie :

• Il serait intéressant d’intégrer des méthodes non locales pour capturer la lo-
calisation due à l’endommagement. Actuellement, les approches basées sur la
mécanique de l’endommagement continue sont largement utilisées pour modéliser
l’initiation des fissures dans les matériaux composites. Néanmoins, ces approches
ne sont pas capables de capturer la localisation des déformations induite par la
propagation des fissures. Celle-ci rend la réponse mécanique instable (adoucis-
sement) où les calculs EF basés sur des approches locales offrent une solution
dépendante du maillage. Cet aspect présente une des limites des approches locales
dont la solution nécessite le développement de modèles non locaux introduisant
une longueur caractéristique. Dans le cas de l’endommagement, ces modèles font
appel à de nouvelles variables et à leurs gradients afin de traduire cet adoucisse-
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ment dans la zone de localisation des déformations [114, 170, 108]. Néanmoins,
les modèles d’endommagement non locaux restent fastidieux à mettre en œuvre
et à exploiter dans les codes commerciaux de calcul par EF. Pour cette raison,
le développement de ces approches constitue actuellement un fort courant de
recherche mobilisant de nombreuses équipes en France et dans le monde. On
citera par exemple les approches à champs de phases [35, 91, 43] ou les approches
à "gradients enhanced continuum damage" [135, 84, 165]. D’autres méthodes
permettent de décrire la fissure et sa propagation indépendamment du maillage
de la structure, telle que la méthode des éléments finis étendus ("X-FEM"). Elle
permet de simuler une description précise des quantités physiques dans la zone
de la fissure [142, 183, 68].

• Une deuxième perspective consisterait à intégrer des mécanismes d’endommage-
ment de l’interface dans les comportements locaux. Les résultats obtenus dans les
chapitres 3 et 4 ont montré que lorsque le composite est sollicité en cisaillement
plan, des mécanismes d’endommagement peuvent être générés au niveau des
interfaces fibres/matrice ou torons/matrice. Ces derniers ne sont pas pris en
compte dans les modèles constitutifs utilisés. Ces mécanismes pourraient être
modélisés via l’introduction de critères locaux [40] ou par des éléments cohésifs
dans le modèle de la cellule unitaire [33]. Cela permettrait de bien représenter
les phénomènes de décohésion à l’interface renfort/matrice. L’intégration de ces
mécanismes permettrait d’améliorer le caractère prédictif du calcul EF2 et de
bien reproduire les effets d’endommagements locaux sur la réponse globale du
composite.

• Une troisième perspective à ce travail de thèse pourrait être la réduction du
temps de calcul. Pour atteindre cet objectif, une technique basée sur un calcul
parallèle a été développée dans le chapitre 3. Cette parallélisation des calculs
peut être améliorée par des techniques spécifiques en cours d’implantation au
sein de l’équipe et présentée récemment dans [27]. Le calcul parallèle peut
être également couplé à des méthodes de réduction de modèles fondées sur les
techniques de décomposition ("POD, PGD") afin d’aboutir à des calculs plus
rapides. Ces méthodes utilisent souvent les techniques dites non-incrémentales
pour la résolution numérique selon un processus itératif. L’avantage principal
de ces méthodes réside dans le fait que l’espace et le temps sont discrétisés
indépendamment avec une résolution fine des deux discrétisations [34, 126, 157,
51]. L’utilisation des méthodes de réduction de modèles dans la stratégie de
calcul par EF2 permettrait d’envisager des analyses en fatigue oligocyclique
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pour l’estimation de la tenue en service des structures composites ainsi que la
simulation de structures plus complexes.
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Annexe A

Solution semi-analytique d’un
composite multi-couches

Pour les milieux périodiques, un des problèmes ayant une solution analytique ou
semi analytique en régime non linéaire consiste en un multi-coches. Ce problème admet
une solution pouvant être à celle obtenue par homogénéisation périodique. En effet,
un matériau multi-couches est conçu d’un assemblage de cellules unitaires constituées
elles-mêmes de plusieurs phases empilées. Ici, on considère un matériau multi-couches
dont la cellule unitaire est constituée de N phases empilées, tels qu’elles sont présentées
dans la Figure A.1. Chaque phase à une fraction volumique V k et un module tangent

D(k) avec
N∑
i=1

V (i) = 1. Pour résoudre un tel problème, deux étapes sont nécessaire : i)

la première étape concerne la résolution du problème de la cellule unitaire et le calcul
de la contrainte macroscopique et ii) la deuxième partie concerne le calcul du module
tangent macroscopique.

A.1 Problème local de la cellule unitaire

Le système d’équilibre microscopique au sein de la cellule unitaire sous forme
linéarisé s’écrit dans le cas général sous la forme suivante [32] :

div (D : gradδũ+ σ) = 0. (A.1)

avec D est le module tangent mécanique et δũ la partie périodique du déplacement. En
raison de la forme de la microstructure multi-couches, tous les champs ne varient que
dans la direction x1 de l’espace (direction d’empilement). Cela simplifie le problème



176 Solution semi-analytique d’un composite multi-couches

1

Figure A.1 Cellule unitaire d’un composite multi-couches avec N phases différentes.

d’équilibre de la cellule unitaire en un problème 1D. Pour une cellule unitaire multi-
couches sous conditions aux limites périodiques, δũ est uniforme selon les deux directions
de l’espace x2 et x3 et présente une non-uniformité uniquement sur l’axe x1 [32].
L’équation A.1 peut être réduite à une équation différentielle 1-D et la forme locale
pour chaque phase est représentée sous la forme suivante :

d
dx1

(
D(k)

nn .
dδũ(k)

dx1
+ σ(k)

n

)
= 0, (A.2)

avec

D(k)
nn =


D

(k)
1111 D

(k)
1121 D

(k)
1131

D
(k)
2111 D

(k)
2121 D

(k)
2131

D
(k)
3111 D

(k)
3121 D

(k)
3131

 , ũ(k) =


ũ

(k)
1

ũ
(k)
2

ũ
(k)
3

 et σ(k)
n =


σ

(k)
11

σ
(k)
21

σ
(k)
31

 . (A.3)

En raison de la continuité de vecteur de contrainte dans la direction d’empilement
x1 et après intégration de l’équation A.2, le système d’équations différentielles A.2
devient :

D(k)
nn .

dδũ(k)

dx1
+ σ(k)

n = m , =⇒ dδũ(k)

dx1
=
[
D−1

nn

](k)
.
[
m− σ(k)

n

]
, (A.4)
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avec m est un vecteur constant indépendant du matériau. Après une intégration de
l’équation différentielle A.4, la solution du système d’équation A.2 est donnée sous la
forme suivante :

δũ(k) =
[
D−1

nn

](k)
.
[
m− σ(k)

n

]
x1 + c(k) , (A.5)

avec c(k) des vecteurs constants dépendants du matériau. Dans la dernière expression,
δũ(k) est une fonction linéaire de x1. La position x1 varie de 0 à V 1 pour la couche 1 et
de V k−1 à V k pour la couche k. Par conséquent, à partir de la condition de périodicité
du déplacement u(k), on peut supposer que δũ(1)(0) = δũ(N)(1) = 0. Cela permet
d’écrire :

c(1) = 0 , c(N) = −
[
D−1

nn

](N)
.
[
m− σ(N)

n

]
. (A.6)

La condition de continuité de δũ dans toutes les interfaces des différents plis permet
d’écrire la relation suivante :

δũ(k)(V (k)) = δũ(k+1)(V (k)) , k = 1, 2, ..., N − 1 . (A.7)

Utilisant l’équation (A.5), on peut écrire l’équation (A.7) pour chaque phase sous la
forme suivante :

[D−1
nn ](1)

.
[
m− σ(1)

n

]
V (1) = [D−1

nn ](2)
.
[
m− σ(2)

n

]
V (1) + c(2) ,

...

[D−1
nn ](k)

.
[
m− σ(k)

n

] k∑
i=1

V (i) + c(k) =

[D−1
nn ](k+1)

.
[
m− σ(k+1)

n

] k∑
i=1

V (i) + c(k+1) ,

...

[D−1
nn ](N−1)

.
[
m− σ(N−1)

n

]N−1∑
i=1

V (i) + c(N−1) =

[D−1
nn ](N)

.
[
m− σ(N)

n

]N−1∑
i=1

V (i) −
[
D−1

nn

](N)
.
[
m− σ(N)

n

]
.

Après sommation de toutes les expressions précédentes on obtient l’expression suivante :

N∑
i=1

[
D−1

nn

](i)
.
[
m− σ(i)

n

]
V (i) = 0 ,
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Par conséquent, m est donné via l’expression suivante :

m =
[
N∑
i=1

V (i)
[
D−1

nn

](i)]−1

.

[
N∑
r=1

V (i)
[
D−1

nn

](i)
.σ(i)

n

]
. (A.8)

Connaissant le vecteur m (équation A.8), on peut calculer l’incrément de la déformation
microscopique δε en chaque phase du multi-couches à partir de l’équation A.4 :

δε
(k)
11 = dδũ(k)

1
dx1

, 2δε(k)
21 = dδũ(k)

2
dx1

, 2δε(k)
31 = dδũ(k)

3
dx1

,

δε
(k)
kl = 0 pour les autres composantes .

(A.9)

A.2 Calcul des opérateurs tangents

Le tenseur d’élasticité de chaque couche est décomposé à l’aide des trois tenseurs
d’ordre 2 suivants 1 [153, 31] :

D(k)
nn =


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 . (A.10)

Dans le cas général, la déformation et l’équation d’équilibre au niveau microscopique,
sont écrites sous la forme linéarisée incrémentale suivante :

δε = δε+ gradδũ , div (δσ) = 0 . (A.11)

À l’aide du module tangent, l’incrément de contrainte s’écrit comme suit :

δσ = D : δε. (A.12)

1. le tenseur de rigidité est considéré dans un cas général, où toutes les couches possèdent une
anisotropie complète, i.e. le tenseur de rigidité est constitué de 21 composants indépendants



A.2 Calcul des opérateurs tangents 179

La combinaison des équations A.11 et A.12 donne :

div (D : δε+ D : gradδũ) = 0 . (A.13)

La solution de l’équation homogène ci-dessus, est donnée sous la forme suivante [31] :

δũ = δε : χ (A.14)

où χ est un tenseur périodique d’ordre 3 appelé le terme correcteur. Combinant les
équations A.14 et A.13, on obtient la forme générale de l’équation d’équilibre :

div
(
[D + D : gradδχ]T

)
= 0 . (A.15)

En suivant la même démarche que pour le problème de la cellule unitaire, l’équation
générale A.15 est réduite à un problème 1D à deux équations. Par conséquent, la forme
locale pour chaque phase k prend les deux formes suivantes :

d
dx1

(
D(k)

nn .
dχ(k)

n

dx1
+D(k)

nn

)
= 0 et d

dx1
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nt

 = 0 , (A.16)

avec
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Étant donné que la forme du système d’équations A.16 est la même que celle de
l’équation A.2, sa solution a donc une forme similaire de l’équation A.5 :

dχ(k)
n

dx1
= [D−1

nn ](k)
.
[
mn −D(k)

nn

]
,

dχ(k)
t

dx1
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nn ](k)
.
[
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nt

]
,

(A.18)
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Après le calcul, les quantités mn et mt prend les formes suivantes :

mn =
[
N∑
i=1

V (i)
[
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nn

](i)]−1

,
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nt

]
.

(A.19)

Finalement, le module tangent du composite multi-couches est donné par les trois
tenseurs suivants :

Dnn =
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(A.20)



Annexe B

Convergence forte et convergence
faible de la température

B.1 Problème thermique 1D d’un composite multi-
couches

Considérons le matériau multi-couches de la Figure B.1 constitué d’une cellule
unitaire répétée contenant deux couches thermiquement isotropes : i) une couche en
acier 316 qui possède une conductivité thermique κ1 et une capacité calorifique c̃1 par
unité de volume de :

κ1 = 1.5E-5 MW/(m K), c̃1 = ρ1cp1 = 3.9 MPa/K

et ii) une couche en céramique SiC ayant une conductivité thermique κ2 et une capacité
calorifique c̃2 par unité de volume de :

κ2 = 1.2E-4 MW/(m K), c̃2 = ρ2cp2 = 2.325 MPa/K.

Les deux phases du matériau composite utilisé ont des fractions volumiques égales
(vf1 = vf2 = 0.5). Initialement, la structure globale est sous une température uniforme
égale à 293, 15K. Des conditions aux limites en température sont appliquées sur la
structure. En effet, la température est fixée sur une extrémité à 293, 15K, alors qu’elle
augmente linéairement sur l’autre extrémité de 293, 15 à 393, 15K en 1000 s (Figure
B.1) [31].

La taille de la structure macroscopique est égale à 1 m, tandis que la longueur
caractéristique adimensionnelle de la cellule unitaire est ϵ. Autrement dit, la taille
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b
b
b

b
b
b

θ=293.15 K - 393.15 K
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ǫ

κ2 = 1.2E-4 MN/(s K)

θ=293.15 K
κ1 = 1.5E-5 MN/(s K)

layer 2
layer 1

c̃2 = 2.325 MPa/K
c̃1 = 3.9 MPa/K

Figure B.1 Composite multi-couches soumis à une élévation de température sur une
extrémité [31].

réelle de la cellule unitaire est ϵ = 1. En négligeant les sources de chaleur et les effets
mécaniques, l’expression de l’équation d’énergie en 1D peut être écrite comme une
équation différentielle aux dérivées partielles paraboliques classiques :

c̃i
∂θ

∂t
= κi

∂2θ

∂x2 ,

L’indice i prend les valeurs 1 et 2, en fonction des couches. En considérant la continuité
de la température et du flux chaleur à l’interface entre deux couches voisines, l’équation
d’énergie peut être résolue numériquement à l’aide de la méthode des différences finies.
Dans la Figure B.2-a, la température en fonction de la position est présentée à la fin de
l’analyse pour différentes tailles des cellules unitaires. Les résultats ont montré que pour
des grandes valeurs de ϵ, le profil de la température change de manière significative lors
du passage d’une couche à l’autre. Cependant, pour des valeurs très petites de ϵ, les
fluctuations disparaissent et le profil de température macroscopique devient plus lisse.
Par conséquent, pour des petites valeurs de ϵ, le composite peut être remplacé par un
milieu homogène équivalent obéissant à l’équation aux dérivées partielles 1D suivante :

c̃
∂θ

∂t
= κ

∂2θ

∂x2 ,

avec c̃ = ⟨c̃i⟩ = 3.1125 MPa/K et κ = ⟨κ−1
i ⟩−1 = 2.667E-5 MN/[s K].
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Figure B.2 (a) Variation de la température en fonction de la position pour différentes
valeurs de ϵ et (b) comparaison du profil de la température entre le composite réel et
le matériau homogénéisé à t = 1000 s.

Les expressions de c̃ et κ sont celles données par la théorie d’homogénéisation par
expansion asymptotique d’ordre zéros pour ce problème 1D. L’approche d’homogénéi-
sation donne des résultats similaires à ceux qui sont issues d’un calcul pour des valeurs
de ϵ trop petites pour la courbe température-position (Figure B.2-b). Cela confirme
que la méthode d’homogénéisation proposée, prédit la réponse du composite avec une
très bonne précision lorsque ϵ → 0.
Une observation intéressante de la solution de la structure réelle (qui confirme la
convergence faible étudiée dans l’approche d’homogénéisation) consiste dans le fait que
même si la température présente un profil lisse à ϵ = 0, 001, son gradient reste très
oscillant (Figure B.3).
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Figure B.3 Un zoom sur la variation spatiale de (a) la température et (b) le gradient
de température dans le composite réel pour ϵ = 0.001 à t=1000 s.





Annexe C

Connexion de la cellule unitaire
avec les nœuds de pilotage
thermiques

Afin d’appliquer des conditions aux limites périodiques en température sur une cel-
lule unitaire de forme cubique à l’aide de la méthode des nœuds de pilotage ("constraint
drivers"), il est nécessaire d’identifier dans un premier temps les nœuds situés sur : les
faces, les arêtes et les coins de la cellule. Pour plus de simplicité, la notation présentée
dans la Figure C.1 [148] sera utilisée par la suite :

Figure C.1 Notation des nœuds situés sur les faces, les arêtes et les coins de la cellule [148].
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C.1 Équations thermiques pour les faces

D’après l’équation 5.52 donnée dans le chapitre 5, les équations thermiques reliant
les nœuds de pilotage thermiques avec les nœuds situés dans la même position relative
sur des faces opposées de la cellule unitaire sont écrites comme suit :



θA − θB − θcd1 ∆x1 = 0

θC − θD − θcd2 ∆x2 = 0

θE − θF − θcd3 ∆x3 = 0

(C.1)

avec les faces de A à F de la cellule unitaire sont présentées dans la Figure C.2

Figure C.2 Équations thermiques pour toutes les faces parallèles opposées de la cellule
unitaire.

C.2 Équations thermiques pour le premier groupe
d’arêtes

Les nœuds situés sur les arêtes de la cellule unitaire appartiennent à deux faces
différentes à la fois. Pour cela, il est clair que deux nœuds opposés peuvent être trouvés
à la même position relative. D’après l’équation 5.52, quatre équations peuvent être
déduites pour le premier groupe d’arêtes. Ces équations sont initialement écrites sous
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la forme suivante : 

θII − θI − θcd1 ∆x1 = 0

θIII − θII − θcd2 ∆x2 = 0

θIII − θIV − θcd1 ∆x1 = 0

θIV − θI − θcd2 ∆x2 = 0

(C.2)

Les arêtes de I à IV sont présentées dans la Figure C.3. Le système d’équations C.2 est
défini avec une redondance qui rend le système sur-conditionné. Par exemple l’arrête
III est à la fois liée aux arrêtes II et IV qui sont eux mêmes liées à l’arrête I. Pour
rendre le système solvable, il est préférable de remplacer les équations (III, II) et (III,
IV) par l’équation (III, I) obtenue soit en remplaçant l’équation (II, I) dans (III, II) ou
(IV, I) dans (III, VI) :



θII − θI − θcd1 ∆x1 = 0

θIII − θI − θcd1 ∆x1 − θcd2 ∆x2 = 0

θIV − θI − θcd2 ∆x2 = 0

(C.3)

Figure C.3 Équations thermiques pour le 1er groupe d’arêtes de la cellule unitaire.
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C.3 Équations thermiques pour le deuxième groupe
d’arêtes

De la même manière, à partir de l’équation 5.52 et après simplification, les équations
thermiques du second groupe des arrêtes sont écrites sous la forme suivante :



θV I − θV − θcd1 ∆x1 = 0

θV III − θV − θcd3 ∆x3 = 0

θV II − θV − θcd1 ∆x1 − θcd3 ∆x3 = 0

(C.4)

avec les arêtes de V à VIII sont représentées sur la Figure C.4

Figure C.4 Équations thermiques pour le 2éme groupe d’arêtes de la cellule unitaire.
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C.4 Équations thermiques pour le troisième groupe
d’arêtes

De la même manière, à partir de l’équation 5.52 et après simplification, les équations
thermiques du troisième groupe des arrêtes sont écrites sous la forme suivante :



θX − θIX − θcd2 ∆x2 = 0

θXII − θIX − θcd3 ∆x3 = 0

θXI − θIX − θcd2 ∆x2 − θcd3 ∆x3 = 0

(C.5)

avec les arêtes de IX à XII sont représentées sur la Figure C.5

Figure C.5 Équations thermiques pour le 3éme groupe d’arêtes de la cellule unitaire.

C.5 Équations thermiques pour les nœuds situés
dans les huit coins de la cellule unitaire

En suivant la même méthodologie, à partir de l’équation 5.52, les équations ther-
miques des nœuds situés dans les coins de la cellule unitaire sont écrites sous la forme
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suivante : 

θ2 − θ1 − θcd1 ∆x1 = 0

θ4 − θ1 − θcd2 ∆x2 = 0

θ5 − θ1 − θcd3 ∆x3 = 0

θ3 − θ1 − θcd1 ∆x1 − θcd2 ∆x2 = 0

θ6 − θ1 − θcd1 ∆x1 − θcd3 ∆x3 = 0

θ8 − θ1 − θcd2 ∆x2 − θcd3 ∆x3 = 0

θ7 − θ1 − θcd1 ∆x1 − θcd2 ∆x2 − θcd3 ∆x3 = 0

(C.6)

où les coins de 1 à 8 sont présentés dans la Figure C.6

(1, 2)

(1, 4)

(1, 8)

(1, 5)

(1, 3)

(1, 6)

(1, 7)

Figure C.6 Équations thermiques pour les huit coins de la cellule unitaire.
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