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Résumé

Le décollement a l'interface constitue I'un des principaux modes de ruine pour
les matériaux hétérogenes de type ”inclusion-matrice”. Du point de vue de la
modélisation, il est donc essentiel de décrire le comportement de tels matériaux
comportant des interfaces partiellement décollées.

Dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture (en élasticité plane), ce travail
concerne tout d’abord I'analyse de fissures interfaciales situées a la frontiere d’une
inclusion circulaire, immergée dans une matrice infinie. La solution générique d’un
tel probleme, s’appuyant sur la méthode des potentiels complexes de Muskhelishvili,
a été proposée par Perlman et Sih (1966). Cette solution générale a été appliquée
successivement aux cas d’une fissure unique et de deux fissures symétriques par
Toya (1974) et Prasad et Simha (2002, 2003), respectivement. Nous utilisons ici la
méthodologie de Perlman et Sih (1966) pour calculer la solution au probleme de
deux fissures d’interface de longueurs différentes, mais partageant le méme axe de
symétrie. Sur la base de la solution obtenue, nous analysons ensuite la propagation
de deux fissures initialement symétriques. Nous montrons que la propagation peut
étre asymétrique : la longueur d’une des fissures croit, tandis que celle de 'autre
reste constante.

Ensuite, le schéma d’homogénéisation de Mori-Tanaka est adopté pour étudier
Ieffet du décollement partiel de l'interface sur le comportement macroscopique
du matériau. Finalement, nous présentons une courbe de contrainte-déformation
macroscopique du matériau hétérogene de type ”inclusion-matrice” soumis a une
traction uniaxiale tenant compte de 'endommagement dia au décollement a l'interface.
L’influence de parametres tels que fraction surfacique des inclusions, taille des
particules et angle initial des fissures sur cette courbe est examinée.

Mots-clés : Méthode des potentiels complexes ; mécanique de la rupture ; interface
inclusion-matrice ; méthodes d’homogénéisation ; loi macroscopique d’endommage-
ment, décollement.



Abstract

Debonding at the interface is one of the main failure modes for ”inclusion-matrix”

materials. From a modeling point of view, it is therefore essential to describe the
behavior of such materials with partially bonded interfaces.

In the framework of 2D linear elastic fracture mechanics, this work concerns first
of all the analysis of interfacial fissures located at the boundary of a circular inclusion,
immersed in an infinite matrix. The generic solution of such a problem, based on
the complex potential method of Muskhelishvili, has been proposed by Perlman and
Sih (1966). This general solution was applied successively to the cases of a single
crack and two symmetric cracks by Toya (1974) and Prasad and Simha (2002, 2003),
respectively. We use here the methodology of Perlman and Sih (1966) to calculate
the solution to the problem of two interface cracks of different lengths, but sharing
the same axis of symmetry. On the basis of the solution obtained, we then analyze
the propagation of two initially symmetrical cracks. We show that the propagation
can be asymmetrical : the length of one of the cracks grows, while that of the other
remains constant.

Then, the Mori-Tanaka homogenization scheme is adopted to study the effect of
the partial debonding of the interface on the macroscopic behavior of the material.
Finally, we present a macroscopic stress-strain curve of the ”inclusion-matrix” material
subjected to uniaxial traction taking into account damage due to debonding at the
interface. The influence of parameters such as surface fraction of inclusions, particle
size and initial crack angle on this curve is examined.

Keywords : Complex potential method ; fracture mechanics ; inclusion-matrix
interface ; homogenization methods; macroscopic damage law ; debonding.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte général et ’objectif de la these

La prédiction de la microfissuration dans les matériaux géologiques et du génie civil
tels que les roches argileuses ou les bétons est d'un intérét majeur, notamment dans
le contexte du stockage souterrain des déchets radioactifs. Il est en effet primordial
de disposer d’outils permettant d’assurer que les propriétés naturelles d’étanchéité
de 'ouvrage et de la barriere géologique seront suffisantes tout au long de la durée
de vie du stockage. Plus généralement, la fissuration est un mécanisme présent dans
la quasi- totalité des structures de génie civil, et sa compréhension est indispensable
pour la prévision de leur tenue a long terme vis-a-vis des sollicitations mécaniques,
mais aussi thermiques, hydriques ou chimiques.

Du point de vue de la microstructure, les roches argileuses peuvent étre considérées
comme un composite du type ”inclusion-matrice”, dans lequel on peut supposer que les
inclusions (alcite et quartz) sont sphériques en 3D ou circulaires en 2D et distribuées
de maniere aléatoire dans la matrice argileuse ( ) ).
Dans ces matériaux, l'interface joue un role tres important dans le comportement
mécanique. En fait, 'un des modes de rupture courants dans les composites est la
rupture a U'interface (Figure 1.1). La résistance interfaciale influence largement les
propriétés mécaniques du composite (la rigidité, la résistance et le comportement
a la rupture...) ainsi que les propriétés hydrauliques (perméabilité...). Du point de
vue de la modélisation, il est donc essentiel de pouvoir décrire avec précision le
comportement général des composites de type "matrice-inclusion” comportant des
interfaces partiellement fissurées.
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FIGURE 1.1 — Section transverse d’un composite isotrope renforcé de fibres en traction
uniaxiale (Talreja, 20106)

La fissuration des géomatériaux a matrice argileuse a fait I’objet de nombreuses
recherches a caractere expérimental et théorique, mais sa compréhension et maitrise
pour des applications industrielles nécessite encore des efforts, notamment sur le plan
de la modélisation constitutive. Dans ce contexte, il est maintenant reconnu que les
approches multi-échelles prenant en compte la complexité des microstructures et des
interactions physiques qui y operent seront nécessaires pour compléter et enrichir
la capacité prédictive des approches macroscopiques plus traditionnelles. Pour cela,
la solution de Eshebly au probleme d’une inclusion équivalente intégrée dans une
matrice infinie reste jusqu’a présent la pierre angulaire de I’étude des propriétés
effectives de matériaux hétérogenes (Fshelby, 1957). On peut citer les applications
importantes de la solution de Eshelby au homogénéisation des milieux multifissurés
tels que : 'estimation des propriétés effectives de matériaux fissurés (Walsh, 1965a,b;
Budiansky and O’connell, 1976; Hoenig, 1979; Zimmerman, 1985; Benveniste, 1985;
Hashin, 1983; Kachanov, 1992, 1993; Pouya, 2015; Zheng and Du, 2001; Zaoui, 2002;
Markenscoff and Dascalu, 2012; Giraud and Sevostianov, 2013), puis la prise en comte
des effets de fermeture et de frottement des fissures (Deude et al., 2002; Pensée et al.,
2002; Dormieux et al., 2006b; Zhu et al.; 2009), ainsi que les effets de la pression
interstitielle (Brace, 1960; Budiansky and O’connell, 1976; Thompson and Willis,
1991; Chateau and Dormieux, 1998; Deudé et al., 2002; Dormieux et al., 2002, 2006a;
Dormieux and Kondo, 2007) et Peffet de Panisopitri (Giraud et al., 2007; Barthélémy,
2009).

Cependant, une limitation des travaux ci-dessus, du moins pour le probleme qui
nous intéresse ici, est qu’ils supposent une adhérence parfaite entre 'inclusion et la
matrice c’est-a-dire la continuité du déplacement a l'interface. Un objectif de cette
these est d’explorer les voies possibles de développement d’un modele d’inclusion-
matrice qui inclut un décollement partiel a Uinterface (Figure 1.2). Il permettrait
alors de modéliser la fissuration qui se localise tres souvent sur cette interface.



Chapitre 1. Introduction 3

‘_W _________ Ty -

Matrix |
(E2 v2)

Xy

o,
-

- -

<~

s i

|
| |

| (% ) I —
)
|

\

Inclusion
(Eq vy)

|
]T e
Partie collée |

D — Partio décollee |}

-— e e e -

A

Interface parfaite Interface fissurée
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En résumé, il est essentiel de décrire le comportement des matériaux des matériaux
hétérogenes comportant des interfaces partiellement décollées. L’objectif de la these
est de :

— Développer un modele analytique ou semi-analytique d’inclusion-matrice qui
inclut un décollement partiel a 'interface.

— Analyser la propagation des fissures d’interface en se basant sur la mécanique
linéaire élastique de la rupture.

— Implémenter la solution obtenue dans les schémas d’homogénéisation pour
estimer les modules effectifs de matériaux et étudier le comportement macro-
scopique du matériau tenant compte de 'endommagement di au décollement a
I'interface.

Dans cette introduction, nous présentons d’abord la composition des roches
argileuses dans le contexte du stockage souterrain des déchets radioactifs. Puis, nous
introduisons des notion de base de la mécanique de la rupture pour la modélisation
de la propagation des fissures d’interface. Nous passerons ensuite en revue la théorie
de 'homogénéisation des matériaux hétérogenes. Enfin, le contenu du travail de these
sera décrit.

1.2 Roches argileuses

Les roches argileuses, ou argilites, du site de Bure sont des roches bien com-
pactées du Callovo-Oxfordford (COx) situées a l'est du bassin parisien (

, ). L’argilite du COx se caractérise par une tres faible conductivité hy-
draulique qui limite le transfert de 1’eau et par un faible coefficient de diffusion qui
retarde considérablement le transport de solutés. L’argilite a également un faible
déformabilité et une forte capacité d’absorption des radionucléides ( ,

). Ces propriétés avantageuses en font une roche-hote potentielle pour le stockage
des déchets radioactifs a haute activité a grande profondeur. Cette formation argileuse
sédimentaire, d’environ 150 m d’épaisseur, est située a environ 500 m de profondeur.
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La figure 1.3 illustre un schéma géologique typique Brommundt et al. (2014) de la
région orientale de la France.

FIGURE 1.3 — Schéma géologique de 'est de la France (Brommundt et al.; 20141).

Suivant les études de Chiarelli et al. (2003) et Robinet et al. (2012), les ca-
ractéristiques de base de cette argile en fonction de la séquence stratigraphique sont
de 15% a 30% de tectosilicates (principalement du quartz et des feldspaths), 20% a
25% de carbonates (principalement de la calcite et de la dolomite), 35% & 60% du
taux d’argile (principalement illite et illite/smectite interstratifiée, kaolinite, mica
et chlorite) et 0% a 3% de pyrite. Comme le montre la figure 1.4, la composition
minéralogique change de maniere significative en ce qui concerne la profondeur des
couches rocheuses (Andra, 1999).
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Du point de vue de la composition du matériau, ’argilite peut étre alors considérée
comme un composite triphasé du type ”inclusion-matrice”, dans lequel les phases de
calcite et de quartz incorporées sont supposées étre sphériques en 3D ou circulaires en
2D et distribuées de maniere aléatoire dans la matrice argileuse (

, 2009).
O O O < Phase 0: Clay matrix
O~ 90 e\

Phase 1: Calcite

Phase 2: Quartz

FI1GURE 1.5 — Volume élémentaire représentatif de ’argilite du Callovo-Oxfordien

( » 2009).
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1.3 Introduction de la mécanique de la rupture
d’interface

Depuis le travail de pionnier de ( ), la prédiction de la résistance des
matériaux solides était basée sur des approches phénoménologiques. De nombreux
criteres de rupture phénoménologiques en termes de contrainte ou de déformation
ont été proposés et étalonnés par rapport aux résultats expérimentaux. Dans les
criteres couramment utilisés, une enveloppe de rupture dans I’espace de contrainte ou
de déformation est construite sur la base de données expérimentales avec un nombre
limité d’essais.

En général, les théories classiques prédisent la rupture des matériaux et structures
avec une précision satisfaisante dans les applications ou le champ de contraintes est
relativement uniforme. Pourtant, ces théories ne soient pas encore fiables pour un
milieu hétérogene a cause des défauts présentés dans des matériaux réels. En effet, la
présence des fissures dans les matériaux peut entrainer la perturbation de contraintes
a la pointe des fissures. Donc, de nombreuses ruptures structurelles ont été observées
a des contraintes bien inférieures aux valeurs critiques spécifiées dans les théories
classiques.

L’approche de I'étude de la rupture qui permet de prendre en compte I'existence
de défauts dans les matériaux est la mécanique de la rupture, qui fournit un traitement
quantitatif basé sur une analyse des contraintes, liées a la résistance a la rupture
sous différentes types de chargement et géométrie structurelle contenant des défauts
( , ). La caractéristique principale de la mécanique de la
rupture est qu’'une fissure existe déja. La nucléation de fissures peut étre traitée
par le critére couplé (contrainte et energie) de ( ), la mécanique de
I’endommagement ( , : , ).

Dans le domaine de la mécanique linéaire élastique de la rupture, tout le corps
est supposé se comporter de maniere élastique linéaire. De plus, la mécanique
linéaire élastique de la rupture est utilisée pour modéliser la rupture de matériaux
essentiellement fragiles. Pour la fissuration d’'un matériau homogene, le lecture peut
se référer aux livres de ( ) ou de ( ). Ce mémoire
concerne la fissuration de l'interface d'un bimatériau. Un intérét particulier est donc
porté a la propagation des fissures a l'interface entre deux matériaux distincts.

Les premiers travaux concernant la mécanique de la rupture des fissures d’interface
sont dus & (1959); (1965); (1965); (1965);

( ). Ce sujet reste de nos jours un domaine de recherche
tres actif.

Deux approches de la mécanique de la rupture ont été développées pour I'analyse
des fissures interfaciales ( , ). L'un s’appelle le modéle ouvert et
I’autre s’appelle le modéle de contact. Dans le modele ouvert, les levres des fissures
doivent étre libres de tractions alors que dans le modele de contact, les levres de la
fissure sont supposées entrer en contact au niveau des deux extrémités de la fissure
sous l'application de la charge. La premiere approche est basée sur les travaux de

( K ( ) ( ), tandis que la seconde
est essentiellement basée sur les travaux de ( : );

(1979); (1987); (1988).
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Dans cette section, nous présentons brievement les principales notions de la
mécanique de la rupture pour les fissures interfaciales. Nous supposons que les
fissures sont ouvertes, c¢’est-a-dire que le vecteur contrainte est nul sur les deux levres
des fissures.

1.3.1 Champ de contrainte et déplacement

Y

Matériau 1

(Eq vy

FIGURE 1.6 — Systeme de coordonnées en pointe d’une fissure

Considérons une fissure a l'interface entre deux matériaux élastiques dissemblables
avec le module d’Young et le coefficient de Poisson pour les levres supérieure et
inférieure, notés respectivement Ej; et v; (j = 1,2) (voir la figure 1.6). Selon la
solution analytique pour une fissure d’interface plane ( , ), I'expression
asymptotique de la contrainte et du déplacement relatif lorsque s — 0 (s est la
distance depuis la pointe de fissure) est la suivante :

. O
sz(sa ¥ = 0) + iny(S7 ¥ = 0) = \/_2—71_516_1/27 (11)

8 K Si€+1/2
(1 + 2ie) cosh(me) E* /27 ’

ol s et ¢ sont les coordonnées polaires de pole a la pointe de la fissure (voir la
figure 1.6) et 2/E* = 1/E} + 1/E; (E} = E; pour les problemes de contrainte plane,
Er = E;/(1 = v3) pour les problemes de déformation plane). Dans cette formule
ci-dessus, K est le facteur d’intensité de contrainte complexe, K = K; + iK, (il sera
discuté plus tard) et € est la constante définie comme suit :

Auy(s) +1Auy(s) = (1.2)

1 1 U1+ Kifho
n—

€= — , 1.3
2T po + Kofy (1.3)
ou k; = 3 — 4v; pour la déformation plane, et x; = i:—;’ pour la contrainte plane
J
et u; = % est le module de cisaillement. La singularité oscillatoire s dans les
J

équations (1.1) et (1.2) peut étre révélé en utilisant la formule d'Euler :

s = cos(eln s) +isin(eln s). (1.4)
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FIGURE 1.7 — Distribution de déplacement Awu, pres de la pointe d'une fissure
d’interface.

Clairement, si € = 0, les oscillations en pointe de fissure disparaissent. Pour deux
matériaux dont les coefficients de Poisson sont positifs, |e| < 0.175. L’égalité a lieu
lorsque po/p1 — oo et vy =0 ou g /g — 00 et vy = 0.

A cause de la présence du terme d’oscillation s', quelques commentaires sur les
champs de contrainte et de déplacement dans les deux équations (1.1) et (1.2) sont

( , 2012)

— La singularité des contraintes de type s~ et la dépendance des déplacements
relatifs vis-a-vis de s selon s'/?t€ pres de la pointe de fissure impliquent que
les contraintes et les déplacements présentent un caractere oscillant lorsqu’ils
changent indéfiniment de signe lorsque s s’approche de 0 (voir la figure 1.7).

1/24ie

— La nature oscillatoire du champ de déplacement implique 'interpénétration de
deux faces de fissure, ce qui est physiquement inadmissible. En d’autres termes,
les faces de la fissure doivent entrer en contact pres de la pointe (voir la section
1.3.4).

— Dans le cas particulier de ¢ = 0, les termes oscillatoires disparaissent et les
champs de contrainte et de déplacement pres de la pointe ont exactement les
mémes formes que ceux des matériaux homogenes.

1.3.2 Facteur d’intensité de contraintes complexe

Dans le contexte de la mécanique linéaire de la rupture, nous admettons la
singularité a la pointe de la fissure. Les facteurs d’intensité de contraintes sont utilisés
pour exprimer le niveau de cette singularité.

D’apres les expression (1.1) et (1.2), la partie réelle et imaginaire du facteur d’in-
tensité de contrainte complexe I joue un role similaire a celui les modes d’ouverture
(mode I) et de cisaillement plan (mode II) dans des problemes homogenes si € = 0.
Cependant, pour € # 0, les composants K; et K5 ne représentent pas respectivement
les modes conventionnelles I et II. En raison du terme d’oscillation, méme un charge-
ment en mode pur I entraine des contraintes de cisaillement a la pointe de la fissure.
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Par conséquent, les deux parties de facteur d’intensité de contraintes complexe sont
toujours couplés.

L’équation (1.1) montre que le facteur d’intensité de contrainte a une dimension
MPa - m/?7% ¢’est donc un concept qui n’a aucune signification physique. Ainsi, il
convient de définir les facteurs d’intensité de contrainte K; et K;; au sens classique
(avec des dimensions physiques : MPa - /m) par 'introduction d’une longueur de
référence supplémentaire ¢ ( ) ). Donc, sur la base de 'argument de Rice, le
facteur d’intensité de contrainte complexe de type classique est définie comme suit :

. K 7+ iK II sie
Ou(S, 0 = 0) +i0,y(s,0 =0) = N (1.5)

En effet, les deux définitions (1.1) et (1.5) sont essentiellement identiques et peuvent
étre liées par :
K+ 1Ky = 0“K. (1.6)

1.3.3 Mode mixte

Puisque les deux parties de facteur d’intensité de contraintes complexe sont
toujours couplés, il est utile de définir le mode mixte. En effet, le mode mixte décrit le
rapport entre la partie imagine et la partie réelle du facteur d’intensité de contraintes
complexe :

Kip
t = 1.7
ce qui équivaut a
tan g = <@> ) (1.8)
Oyy/ s=¢

Puisque les facteurs d’intensité de contraintes K; et K;; dépendent de la longueur
de référence ¢, 'angle de mode mixte dépend également la longueur de référence ¢. Si
la valeur ¢ est remplacée par ¢, 'angle de mode mixte est décalé de (

, 1991)

U

Vi =¢K+€1n% (1.9)

1.3.4 Zone de contact

Dans une fissure d’interface, les déplacements de la surface de la fissure présentent
un caractere oscillant, c¢’est-a-dire qu’ils changent de signe indéfiniment lorsque s
approche de zéro. Cette nature oscillatoire signifie que les surfaces de fissure supérieure
et inférieure se chevaucheront pres de la pointe de la fissure, ce qui est physiquement
irréaliste. Néanmoins, comme 1’explique ( ), la solution oscillante reste
pertinente pour l'analyse de la propagation de la fissure si la taille de la zone de
contact est beaucoup plus petite que la longueur de la fissure.

En ce qui concerne la taille de la zone de contact s, ( ) la définit comme
étant la plus grande valeur de s pour laquelle Au,(s) = 0. A partir de I’équation
(1.2), les solutions sont de la forme :

IC i€ _
éR{l +21656} =0 (1.10)
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qui donne

Sc = exp [%{tan_l (igﬁ; i— 22;52;) + mr}] (1.11)

pour n =...,—2,—1,0,1,2,... et il faut choisir la plus grande valeur de n telle que
s est inférieure et égale a la longueur de la fissure.

Lorsque la taille de la zone de contact peut devenir comparable a la longueur de
la fissure, les conditions de contact a petite échelle ne sont plus valables. En raison
de la présence d’une zone de contact importante, il n’y a plus de mode de fracture I
en avant du fond de fissure. Ainsi, la fissure d’interface se développe exclusivement
en mode II.

1.3.5 Taux de restitution de 1’énergie

Pour analyser la propagation de la fissure, nous utilisons un critere basé sur le
taux de restitution d’énergie G ( , ). Le taux de restitution d’énergie est
I’énergie dissipée lors de la fissuration par unité de surface de la fracture nouvellement
créée. En raison de la nature oscillatoire des champs de contrainte et de déplacement
au voisinage de la pointe de fissure d’interface, les taux de restitution d’énergie en
mode I et en mode II, Gy et Gy, en utilisant la technique intégrale de fermeture
de fissure de ( ), n’existent pas pour les fissures d’interface ( ,

; , ; , ). Cependant, le taux de restitution d’énergie
total G défini comme étant G; + G existe toujours ( , X
, ). On peut montrer que la formule de ( ) reliant le
taux de restitution d’énergie total d’une fissure d’interface au facteur d’intensité de

contraintes complexe K s’écrit, dans le cas d’une fissure d’interface (

, 1965) _
G = i#. (1.12)
E* cosh®(me)

1.3.6 Critere de propagation

Selon le critére énergétique basé sur le taux de restitution d’énergie, la fis-
sure se propage lorsque le taux de restitution d’énergie atteint une valeur critique.
L’expérience de ( ) montre que la résistance d’interface pour un
systeme bimatériel donné n’est pas une constante, mais dépend du mode mixte .
Le critere du taux de restitution d’énergie peut donc étre exprimé par :

G = Ge(Yk) (1.13)

ou G, est la valeur critique de taux de restitution d’énergie. Dans ce contexte,
( ) ont proposé deux critéres comme suit :

Go(Vr) = Gre(1 + tan®[(1 — \)]), (1.14)

Gc(’@DK) - Glc[l + (1 - >‘) tan2 ¢K]a (115)

ou A traduit I'influence de la contribution en mode II (A = 1 correspond a une
interface constante, sans effet de mode mixte) et Gj. est la ténacité en mode I
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pur (associée a la valeur minimale de G.). Pour les interfaces comme verre/époxy,
le critere (1.14) avec A = 0 représente une trés bonne approximation des résultats
expérimentaux (voir ( ); ( );

(2000).

Notons que, comme abordé dans la section 1.3, ¢, dépend de la longueur de
référence ¢. Par conséquent, la variation de la longueur de référence associée au
changement de G.. ( ) ont également proposé une sélection
de la longueur de référence, c’est que le choix de placer la valeur minimale de G,
correspond a la valeur zéro de mode mixte 1. Donc, si ¢, = 0 alors G, = G/..

1.4 Introduction de la méthode d’homogénéisation

Dans le calcul des structures, les matériaux constitutifs sont souvent supposés
homogenes. En réalité, le matériau est toujours hétérogene a une échelle inférieure,
plus ou moins petite suivant les matériaux. C’est évident dans le cas des matériaux
composites ainsi que des matériaux géologiques et du génie civil tels que les roches
argileuses ou les bétons. Pour le dimensionnement d’une structure d’un tel matériau,
on cherche donc a remplacer le matériau hétérogene par un milieu dit homogene
équivalent caractérisé par des propriétés mécaniques effectives.

Le but de la démarche d’homogénéisation est de prédire le comportement mécanique
d’un matériau hétérogene en utilisant des informations reliées a la microstructure.

Dans son travail de pionnier, ( ) a résolu le probleme général du
matériau. Les travaux d’Eshelby constituent ’'ossature théorique de I'analyse de nom-
breux problémes d’intérét en mécanique des matériaux composites. Dans la littérature,
I’approche d’Eshelby a été largement adoptée dans divers schémas d’homogénéisation
pour prédire les modules effectifs des matériaux le schéma dilué ( , ),
le schéma de Mori-Tanaka ( , : , ), le schéma
auto-cohérent (Hill, : , : ,

), le schéma différentiel ( : ), le schéma Ponte Castaneda et Willis
( , ), le schéma Interaction Direct Derivative (

, ).

Dans cette section, les principes de base de la méthode d’homogénéisation sont
présentés. L’objectif est de prédire les modules effectifs de matériaux hétérogenes
de type ”inclusion-matrice”, qui correspondent a la microstructure des roches ar-

gileuses ( , ). Pour plus de détails sur la démarche
d’homogénéisation, le lecture peut consulter les livres de ( ), de
( ) ou la these de ( ).

1.4.1 Comportement homogénéisé d’un volume élémentaire
représentatif du matériau hétérogene

La mise oeuvre d’une approche micromécanique nécessite de définir un volume
élémentaire représentatif (VER) du matériau étudié (Hill, : ,
). Le VER est ainsi formé a partir de I'ensemble des constituants choisis
(inclusions, fissures, pores, etc.) pour la description du matériau étudié (voir la figure
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1.8). Ce volume élémentaire représentatif doit satisfaire a deux conditions (Bornert
et al., 2001) :

— Btre plus grand que la longueur caractéristique des constituants afin que leur
nombre soit suffisant pour permettre une représentation statistique correcte du
matériau étudié.

— Etre plus petit que la longueur caractéristique d’une structure mécanique pour
pouvoir éventuellement étre remplacé par un matériau homogene équivalent
lors d’un calcul de structure.

En d’autres termes :
d<l<k L (1.16)

TITHONIEN
-100m

m
-300m
Z

-400m

Galleries de 2 OM  CALLOVO-OXFORDEEN
stockage des > A /ﬁ 500m
déchets radioactifs EeR
-600m
L
=
Matériau
TG Homogénéisation i EChe”?
G \g/; e microscopique
Ti,

FIGURE 1.8 — Echelle macroscopique et échelle microscopique (Abou-Chakra Guéry,
2007)

Nous considérons un VER du matériau élastique linéaire hétérogene constitué
de N phases de type inclusions, immergées dans une matrice infinie (phase "m”).
Les inclusions de chaque phase ont des propriétés mécaniques différentes. Nous
représentons ce VER par un volume représentative €1, avec sa frontiere 0€). Nous
désignons le volume représentatif de la phase k (k = 1,..., N) par Q}. Sa fraction
volumique est fi = Qi /Q. Le VER du matériau étant défini, il convient maintenant
de préciser les conditions aux limites du probleme d’homogénéisation qui sera étudié.
Deux types de conditions au bord sont généralement considérés en homogénéisation

des matériaux : 7. déformations homogenes au bord, 4. contraintes homogenes au
bord.
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u(x)==2-x I'(x)=Cn

FIGURE 1.9 — Conditions au bord

Déformations homogenes au bord. Le premier probleme est la condition dite :
”déformations homogenes”, imposée au point = de la frontiere 9€2 du VER et définie
par (Figure 1.9, a gauche) :

u(z) =¢-x, Vre i (1.17)

La condition aux limites d’ ( ) implique :

1 oo
==y /E(x)dQ — fugm ’; fiel (1.18)
J =

olt f™ est la fraction volumique de la matrice, e™ et el sont respectivement des
déformations moyennes dans la matrice et dans la phase k& (k = 1,...,N), et &.
Considérant le comportement linéaire-élastique de la matrice et des phases d’inclu-
sions, le principe de superposition implique I'existence d’une relation linéaire entre la
déformation macroscopique € et les déformations moyennes e™ et el :

eM=A":F et e, =A]:F, (1.19)
ott A™ et Al sont les tenseurs de concentration des déformations du quatriéme ordre
de la matrice et de la phase k, respectivement. La considération supplémentaire

N
de la regle de la contrainte moyenne, 7 = (o) = f™e™ + > fio}, donne la loi de

k=1
comportement macroscopique (Hill, ) :

N
7=CT:z avec CT=C"+) fi(C,—C"):A (1.20)
k=1

est tenseur d’élasticité homogénéisé. C}, représente tenseur de modules élastiques de
la phase k et C™ est celui de la matrice.
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Contraintes homogenes au bord. La condition au bord alternative est les
contraintes homogenes (Figure 1.9, a droite) :

T(x)=c-n, Vzeo (1.21)

De facon analogue, dans le cas de la traction homogene imposée a la limite du
VER, nous pouvons montrer que :

e=S".5 (1.22)

ott S est le tenseur de souplesse homogénéisé :

N
s =sm 4+ fi(Si —S™) : B} (1.23)
k=1

et ou le tenseur B est analogue a A, appelé le tenseur de localisation des contraintes,
tel que : _ _
c"=B":7 et o,=B,:7, (1.24)

Dans I'équation (1.23), Si et S™ représentent respectivement les souplesses de la
phase k et de la matrice. On note l'identité S}, = (Ci)~! et S™ = (C™)~!

S et C°f ne sont pas rigoureusement inverses I'un de l'autre. Si la condition
de séparation des échelles d < [ est satisfaite, on admet que les deux types de
sollicitation sont équivalents ( , ; , ).

1.4.2 Quelques schémas standard d’estimation du tenseur
d’élasticité effectif
Schéma dilué

Le schéma dilué stipule que chaque inclusion se comporte comme une inclusion
isolée dans la matrice infinie soumise a l'infini & une déformation macroscopique
homogene g, ce qui correspond au probleme de I’hétérogénéité d’Eshelby. Les interac-
tions entre les inclusions sont négligées. Le tenseur de concentration moyenne de la
phase k est donné par :

AL =[I+Pi:(C,—C™)]"! (1.25)

ou I est le tenseur d’identité de quatrieme ordre et Pi est le tenseur de ( ) de
la phase k. Des solutions de Pi sont disponibles pour un certain nombre de formes
d’inclusion et de symétries du tenseur d’élasticité de la matrice ( , : ,
; , ; : ; , ).
En remettant le résultat ci-dessus dans la relation (1.21), l'estimation du tenseur
d’élasticité homogene est obtenue par le schéma dilué :

N
CPIL = Cm 3 fi(CL—CP): [1+ P s (CL — ™) (1.26)

i=1
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Par analogie, dans le cas d'une contrainte macroscopique homogene & imposée a
la limite du VER. L’estimation du tenseur de souplesse effectif s’écrit :

N
SPIE=sm 43 " fi(SL —Sp) 1+ Q, 1 (S, — ™) (1.27)
i=1
ot Qi est le tenseur analogue a Pi, on note I'identité ( , )
S™:QL+S,:Cm=1 (1.28)

Schéma Mori-Tanaka

Pour prendre en compte l'interaction entre les inclusions, une autre approche
souvent utilisée dans la littérature, c’est le schéma de ( ). Dans
ce schéma, les inclusions représentatives de chaque sont encore plongées une a une
dans la matrice infinie, soumise cette fois a l'infini a la déformation €™ (au lieu de la
déformation macroscopique €). L’estimation du tenseur d’élasticité effectif a I’aide
du schéma de Mori-Tanaka est exprimée par la forme :

N
CMT =C™+ Y fi(CL—C) 1+ P} (Cy—C™)] " - A™ (1.29)
i=1
Dans la forme ci-dessous, les formules des tenseurs de localisation en déformation de
la matrice et de la phase k sont définies comme suit :

A =14+ fill+ P (c;—cm)]—l]l, (1.30)

AL =[l+Pi:(CL—C™"':A" (1.31)

Une démarche similaire en contrainte macroscopique imposée ¢ aurait conduit au
schéma de Mori-Tanaka pour le tenseur des souplesses effectives SM7'| donnée par la
relation suivante :

N
SMT =s™+ 3 " fi(SL—SP) 1+ Q) (S, —S™) 7t B™ (1.32)
i=1
ol
N . . . -1
B = [/ > fill+ Q) (8L -5 (1.33)
i=1
B,=[+Q,:(S,—S™")]"':B™ (1.34)

1.5 Contenu du travail de these

Ce travail est présenté dans ce document en trois chapitres :
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Au chapitre 2, la these se concentre sur le probleme de deux fissures dissymétriques
en forme d’arc située le long de 'interface entre une hétérogénéité élastique circulaire
et une matrice infinie soumise a une contrainte uniforme a l'infini (Figure 2.1). Parmi
les différentes méthodes mathématiques pour résoudre ce probleme, nous trouvons
que la méthode de potentiels complexes ( ) est bien appropriée
pour prendre en compte la présence des fissures. Dans cette méthode, les contraintes
et les déplacements sont exprimés en termes de fonctions de variables complexes. Des
contributions importantes a ce probleme ont déja été rapportées dans la littérature.

( ) ( ) ( ) ) ont utilisé
cette méthode pour étudier le probleme des fissures situées le long de I'interface d’'une
inclusion circulaire intégrée dans un solide infini. Cependant, ces travaux ont été soit
limités a une seule fissure ou a deux fissures symétriques, soit ont donné le systeme
d’équations pour le probleme multi-fissures sans la solution finale. Nous avons établi
la solution pour le cas de deux fissures asymétriques.

Au chapitre 3, 'expression des facteurs d’intensité de contraintes a 'extrémité des
fissures est présentée. Pour vérifier la solution, les facteurs d’intensité de contraintes
analytiques pour différents valeur d’angles de fissure dans le cas de la traction
uniaxiale sous des conditions de déformation plane ont été comparés a la solution
obtenue par la méthode numérique d’extrapolation des sauts de déplacements. On
calcule également le taux de restitution d’énergie totale pour la fissure d’interface. Ce
parameétre est important pour prédire la fissuration des matériaux dans le contexte de
la mécanique linéaire élastique de la rupture. Sur la base de la solution obtenue, nous
analysons la propagation de deux fissures initialement symétriques. Nous montrons
que la propagation peut étre asymétrique : la longueur de 'une des fissures croit,
tandis que celle de 'autre reste constante.

Au chapitre 4, a partir de la solution du probleme élémentaire d’interaction
inclusion-matrice présentée dans le chapitre 2, nous établissons la relation générale
entre la contrainte macroscopique et la déformation macroscopique du matériaux
tenant compte 'endommagement di au décollement partiel a I'interface entre I'inclu-
sion et la matrice. Ensuite, on présente une loi macroscopique d’endommagement
du matériau hétérogene de type ”inclusion-matrice” soumis a une traction uniaxiale.
Finalement, on examine I'influence de parametres tels que : fraction volumique des
inclusions, taille des particules et angle initial des fissures sur la relation constitutive
du matériau.



Chapitre 2

Résolution du probleme
d’interaction inclusion-matrice
avec décollement partiel a
P’interface

2.1 Introduction

Le chapitre 2 se concentre sur le probleme de deux fissures asymétriques en forme
d’arc située le long de l'interface entre une hétérogénéité élastique circulaire et une
matrice infinie soumise a une contrainte uniforme a I'infini (Figure 2.1). Pour résoudre
ce probleme, nous utilisons la méthode de potentiels complexes ( , ).
Dans cette méthode, les contraintes et les déplacements sont exprimés en termes
de fonctions de variables complexes. Des contributions importantes a ce probleme
ont déja été rapportées dans la littérature. ( ); ( )

( , ) ont utilisé cette méthode pour étudier le probleme
des fissures situées le long de I'interface d’une inclusion circulaire intégrée dans un
solide infini. Cependant, ces travaux ont été soit limités a une seule fissure ou a deux
fissures symétriques, soit ont donné le systeme d’équations pour le probleme multi-
fissures sans la solution finale. En fait, le probleme de I'interaction entre deux fissures
asymétriques a 'interface inclusion-matrice est une solution générale prolongeant
deux cas particuliers déja étudiés dans la littérature : une seule fissure (ot une fissure
a une longueur nulle) et deux fissures symétriques (ou deux fissures ont la méme
longueur).

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2.2, nous présentons la
solution générale du probleme de deux fissures asymétriques. Cette solution contient
des constantes d’intégration. La détermination des constantes d’intégration est
ensuite effectuée dans la section 2.3. Finalement, la section 2.4 exprime ’expression
de contraintes sur la partie adhésive et de déplacements relatifs sur la partie décollée
de l'interface entre I'inclusion et la matrice.

17
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2.2 Position du probleme et forme générale de la
solution

Considérons le probleme de deux fissures de longueurs différentes situées le long
de l'interface entre une hétérogénéité élastique circulaire de rayon a et une matrice
infinie soumise & une contrainte uniforme a l'infini (voir figure 2.1). Les deux fissures
Ly et Lo sont symétriques par rapport a l’axe horizontal, chacune sous-tend un angle
de 26; (i = 1,2). Dans ce qui suit, les domaines S* et S~ désignent I'inclusion et
la matrice, respectivement. E; et vy (resp. Es et 15) sont le module d’Young et le
coefficient de Poisson de I'inclusion (resp. la matrice). Enfin, L, désigne la partie
adhésive de l'interface.

(E; vy

A r— — — — — — — — 7 e
Matrice
&% I (Ey vo) y I
xy -

- lI S A —»

| 22 S+ Zl |

Gy I L, <:Bi O/I31/\L1 >x :

I

I

I

Partie adhésive

FIGURE 2.1 — Deux fissures dissymétriques a l'interface inclusion-matrice sous
contrainte uniforme a l'infini

Pour ce probleme, le vecteur contrainte est nul sur L U Lo, alors que la continuité
des contraintes et des déplacements est requise sur L,. Ces conditions impliquent
que :

(0rr)1 + (0r9)1 =0 sur Ly U Ly (2.1)

()2 + (0r)2 =0 sur Ly U Ly (2.2)

(o)1 +i(0rg)1 = (00p)2 +1(0r)2 sur Ly, (2.3)

(ug)1 +i(uy)1 = (ug)2 + i(uy)2 sur Ly (2.4)

dans les quelles o,.., 0,9 désignent des composantes (en coordonnées polaires) de
contrainte et w,, u, indiquent les composantes (en coordonnées cartésiennes) de

déplacement.
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Suivant ( ), qui ont étudié le cas de deux fissures identiques,
nous avons utilisé la méthode des potentiels complexes ( , ;
, ). Selon la notation de ( ), les composantes de

déplacement u et de contrainte o dans ST (ou S7) peuvent étre exprimées sous la
forme de deux fonctions analytiques W et w :

(0r); + (0v0); = Wi(2) + W;(2), (2.5)

2[(00); +1(000)5] = Wy(2) + W;(2) — 2W,(2) — (/2)W;(3), (2.6)

s [(0e)y +i(uy);] = iz Wy () = T,) +W5) + Glamy(2), (20
avec j = 1 pour z € ST (U'inclusion) et j = 2 pour z € S~ (la matrice) et

3—Vj
1+VJ

R4, contraintes planes — et Rj déformations planes — 3 — 4Vj- (28)

Nous utilisons également les constantes suivantes :

1 |
oot (lde) o Ina (2.9)
fo + Kofty pa(1+ Kq) 27

ou pu; = E;/[2(1 4+ v;)], 7 = 1,2 dénote le module de cisaillement.
Pour les fissures circulaires, il est commode d’introduire les fonctions €2; définies

comme suit ( , : , )
— [(a? a?>— [ a? a®>  [a?

En prenant le complexe conjugué de (2.10) et remplagant a®/Z par z, nous obtenons :
2

wy(z) = = {ﬁj (“—2) +Wi(z) — ZVVJ{(Z)] (2.11)

z z

Puis, en substituant (2.11) dans les équations (2.6) et (2.7), nous trouvons :

2oy + o] =W -5 (L) + (5 - )0, (21
4/@%[(%)1 +i(uy);] = 1z [’%’Wj(z) + 4, (g) - (j—z - E)Wj(Z)}, (2.13)

En faisant tendre z vers un point ae' de l'interface, les conditions (2.1), (2.2), (2.3)
et (2.4) deviennent :

Wi (ae?) — Q7 (ae’) = 0 sur Ly U Ly (2.14)
Wy (ae") — QF (ae'®) = 0 sur L1 ULy (2.15)
1 1 A .
M—[/ﬁWf(aele) + Q7 (ae'?)] = u—[@W{(aela) + QFf (ae®)]  sur Ly (2.16)
1 2
Wi (ae?) — Q7 (ae®®) = Wy (ae?) — QF (ae) sur Ly (2.17)
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Les exposants + et — dans les fonctions W et €);, 7 = 1, 2 désignent les valeurs limites
lorsque z — ae'? depuis z € ST (I'inclusion) et z € S~ (la matrice), respectivement.
Puisque les contraintes et les déplacements sont continues a travers la partie
adhésive L, de l'interface, les équations (2.16) et (2.17) peuvent étre considérées
comme les conditions de continuité de W;(z) et ;(z) a travers L, ( ,
). Ainsi, Wi(2) et ©Q4(z) dans les équations (2.16) et (2.17) peuvent étre résolus
explicitement en termes de Ws(z) et Qs(2) comme

Mo + Ko fi M2 — [
Wilz) = —————Wy(2) — ——————(2 2.18
1( ) /,Lg(l—i-/ﬂ)l) 2( ) M2(1+/€1) 2( ) ( )
Hik2 — Hak1 H1 T+ f2ky
Q(2) = —————Ws(z) + —————(z 2.19
1( ) M2(1—|’/€1) 2( ) H2(1+51) 2( ) ( )

En insérant ces deux équations ci-dessus dans les équations (2.14) et (2.15), nous
obtenons le probleme de Hilbert comme suit :

[Wa(ae?) — Qa(ae)]T + a[Wi(ae?) — Q(ac®)]” =0  sur Ly ULy,  (2.20)
[Wa(ae) + afy(ae®)]™ — [Wa(ae?) + aQy(ae®)]|” =0  sur LiU Ly,  (2.21)

La solution du probleme Hilbert nous donne les expressions de Wy et Qs (
, ). Ensuite, nous substituons les expressions de Wy et Q5 dans les
équations (2.18) et (2.19). Nous obtenons les expressions de W7y, €y, Wy et {2y comme
suit :

(1+ a)Wi(z) = mQ(z) + x(2)P(2), (2.22)
(1+ @) (2) = mQ(2) — ax(2)P(2), (2.23)
(1 +a)Wa(2) = Q(z) + ax(2)P(z), (2.24)
(1+a)(2) = Q(2) — x(2)P(2), (2.25)
oil nous introduisons la fonction de Plemelj x (21 = ae!, 2, = ae'(P2=m))
X() = (z = 2) Tz ) () (e ) T, (226)
“ toot P, P
Q) =e+—+=2, Pl2)=P2?+Pz+R+—+—, (2.27)
z oz z z
€o, t1, ta, P_o,..., Py sont huit constantes a déterminer. Ceci est discuté dans la
section 2.3.

2.3 Détermination des constantes d’intégration

Les huit constantes d’intégration eq, t1, ta, P_o, ..., P, sont obtenue en exprimant :
i. Le comportement a l'infini de Wy et de wq (4 équations), . L’analyticité de W
et wy en z = 0 (3 équations) et 7. La condition d’univocité des déplacements (1
équation).
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Comportement a l'infini de W, et de wy. Suivant (
chap.IV,§4.10), ces fonctions se comportent comme suit :

Wa(z) = A%+ 0(27?) (z = ),
wa(z) = B® 4+ 0(27?) (z = ), (2.29)

ou
2A% =0 + o, et B =0, — o, + 20y, (2.30)

et 0°° dénote la contrainte a l'infini.
Dans la présente section, nous utiliserons les développements asymptotiques de la
fonction de Plemelj y a l'infini et a 'origine :

X(z) =221+ 2""Fn + 0(z7%)] (z = o0), (2.31)

x(z) = Flo(l + 2 F + Z2F12) + (’)(z3) (z = 0), (2.32)

ou les symboles F;; ont été introduits par ( ) pour (31 = Bs.
Quand (3 # [, nous trouvons :

a*Fio = —exp[2e (B + B2)], (2.33)

aF11 = cos f1 — cos By + 26(sin B1 — sin 62), (2.34)

a’Fiy = €2 (2 — cos 2031 — cos 2Py — 4sin 5 sin 62)
+ 2€[sin 26, + sin 28, — sin(B; + Bs)]
+ % + %(COS 231 + cos 262) — oS 31 oS [, (2.35)
a ' Fy = cos 51 — cos By — 2€(sin B — sin 62). (2.36)

En introduisant le développement asymptotique (2.31) dans I’équation (2.24) et
en identifiant avec 1’équation (2.28), nous trouvons :

OéP2+€0:<1+Oé)AOO et OéP1+OéF21P2—|—t1:O. (237)

Ensuite, la combinaison des équations (2.10), (2.28) et (2.29) fournit le développement
suivant de 2y en z =0 :

Da(2) = Z—EB_OO +0(1) (2 —0), (2.38)

qui, en identifiant avec I’équation (2.25), conduit & :

—FgP_y+ty = (1 + a)a*B>, (2.39)
F10F11P,2 + FIOPfl - tl - O (240)

Analyticité de W, et de w; a z = 0. Nous exprimons enfin que W; et w; doivent
étre analytiques en z = 0. En développant I’équation (2.22) et en exprimant que la
puissance négative de z doit disparaitre, conduit a :

F10P,2 + th =0 et F10F11P72 + FlOPfl + mt1 = 0. (241)
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Pour exprimer 'analyticité de w; en z = 0, nous combinons les équations (2.10)
avec les développements asymptotiques des équations (2.22) et (2.23) en z — 0 et
z — 00, respectivement. On a :

F10F12P_2 + FIO(FHP—I + P()) - CY?Q + m(eo +€_0) = 0, (242)
et
aP1 + OéFQl.PQ — mt1 = 0. (243)
Les équations (2.37), (2.39), (2.40), (2.41) et (2.43) conduisent ensuite a :
l1+a ——

= (1 A® —aPy, t; =0, ty= *B> 2.44
eo = (1+ o) als, 1 ) 1—|—ma ) ( )

F
Po=-—"1y, p,="2"1 P —_FyP,, (2.45)

Fio 10

et on voit qu’il ne reste que deux constantes d’intégration inconnues, a savoir : Fy et
Py, qui sont liées par 1’équation (2.42)

1+«

1+ 2m)R(P,) — iaS(Py) — FioPy =
Oé( + m) (2) IOJ\S‘< 2) 1040 m1+m

[2(1 + m)AOO
+ (Ffy — Fi2)a®B>®], (2.46)

ou R et & désignent les parties réelle et imaginaire de leur argument.

Univocité des déplacements. L’équation restante est trouvée a partir de la
condition d’uniformité des déplacements ( , )

/ XT()(Pot? + Pt + Py + Pyt ™' + Pyt ™?)dt = 0, (2.47)

ou il est rappelé que L; (j = 1,2) désigne I'un des deux les fissures de l'arc, alors

que YT est défini sur L; U Ly comme suit :

x(ae?) = lim y*(re?). (2.48)
ria—

En sélectionnant la fissure L (située entre z = ae ¥t et 2 = ae!®) dans I’équation
(2.47), nous obtenons la condition :

[2P2+[1P1—|—[UPO+[,1P,1+[,2P,2:O, (249)
ou
P /ﬁl cos[eln f1 (B, B2, 0) — kO] a6, (2.50)
—b f2(51,52,9)
pour k= —2,—1,0,1,2, avec
f1<6176279) :91(51,52,9)/g2(ﬁ1,ﬁ2,9), (251)
f2(B1, B2,0) = g1(B1, B2, 0) g2(B1, B2, 0), (2.52)
91(P1, B2,0) = sin%(ﬁl — 9) cos%(ﬁg — (9), (2.53)
92(B1, Pa,0) = sin 5 (81 + 0) cos 5 (B2 + 0). (2.54)
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Les intégrales (2.50) sont singulieres; en effet, lorsque 6 — (1, argument du
logarithme tend vers 0 et le numérateur de l'intégrande oscille a une fréquence qui
croit de facon exponentielle. Afin de minimiser les erreurs d’arrondis, 1’évaluation
numérique de ces intégrales devrait étre effectuée comme suit : 7. calculer et stocker
la contribution de chaque oscillation, 4. additionner séparément les contributions
positives et négatives (ordonnées par magnitude croissante), iii. additionner la somme
de toutes les contributions positives et la somme de toutes les contributions négatives.
Enfin, il convient de noter qu'un majorant rigoureux de l'erreur rigoureuse peut étre
a l'aide de résultats standards sur les séries alternées (voir annexe A pour plus de
détails).

Cependant, dans le cas présent, la contribution de chaque nouvelle oscillation
diminue de fagon exponentielle, au point que méme la premiere oscillation s’annule a
la précision de la machine. L’approche rigoureuse décrite ci-dessus s’est donc révélée
superflue et nous nous sommes reposés sans plus de précautions sur la fonction
standard quad du package scipy.integrate Python' (qui encapsule la bibliotheque
Fortran QUADPACK) pour calculer les intégrales Ij.

Expression de P,. La résolution des équations (2.46) et (2.49) conduit finalement
a

R(P) = { Fio[(Fialo — I_2)R(P-2) + (Fiilo — I_1)R(P-1)]
+ Qm(l + Oé)[voo} (20{77?,[0 - F10F2111 + Oé[o

+ F10-72)_1 (2.55)
S(Py) = — Fio[(Fiolo — 1-2)S(P-2) + (Fiido — 1-1)S(P-1)]
. (Fl()FglIl + Oé]() - Flojg)il, (256)

et Py est alors déduit de I’équation (2.49).

2.4 Expression de contraintes sur la partie adhésive
et de déplacements relatifs sur la partie décollée
de l’interface

A partir des équations (2.6) et (2.10), la traction sur la partie adhésive de
I'interface peut étre exprimée comme suit :

2[(0rr)1 +1i(0,0)1] (a”) = Wit (ae®) — Q7 (ae), (2.57)

ot By <O <m—fy (ou—m+ fy <0< —p3). En substituant dans I’équation (2.57)
les expressions (2.22) et (2.23) des potentiels complexes Wi et € et en utilisant la
continuité de P, @ et x (sur la partie adhésive de I'interface), on trouve I'expression
des contraintes :

Opr + 10,9 = %)ﬁ(aeig)P(aeie). (2.58)

1. https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/tutorial/integrate.html,  consulté
pour la derniere fois le 17-05-2019.
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ou
ae?) = _iexp[ﬁ(ﬁl + 52) —i(eln f3(B1, B2,0) + 9)]7 (B <0 <m—B), (2.59)
f4(51,/32, )
) X —1i(el

(2.60)

avec
J3(B1, B2, 0) = — f1 (B, P2, 0), (2.61)
fa(Br, B2,0) = — f2(B1, B2, 0). (2.62)

De méme, nous pouvons déduire les déplacements relatifs de deux levres de la
fissure, Au;(ae) = (u;)a(ae?) — (u;)1(ae?) (i = x,y) a partir de 1’équation (2.13)
comme suit :

880 [A(up)+HA (uy)] (ae?) = iaeie{i[/@W{ (aeie)—FQ;(aeie)]—i[H1Wfr(aew)+91_(aei9)]},
(2.63)

oun —f <0 < By (ourm— Ps < |0 < ). Pour exprimer les déplacements relatifs
A(u;)(ael’) sur la partie décollée de l'interface, nous combinons 1'équation (2.59)
avec les expressions (2.22), (2.23), (2.24) et (2.25) des potentiels complexes W;
et ;. Ensuite, nous utilisons la discontinuité de x a travers l'interface fissurée,
xH(ae?) = —ax~(ae) (la fonction x est la solution de 1’équation homogene associée
a (2.20)). Nous obtenons :

0
4(1 + a)[A(ug) +1A(uy)](ae?) = —iae”(c; + ¢) /X+(aeie)P(ae19)d9. (2.64)
B1
ou¢; = (kj +1)/p; (j =1,2) et

exple(f1 + Bo 4+ ) —i(eln f1(B1, B2, 0) + 0)]
f2(617ﬁ279)

xHae?) = — , (=P <0< p),
(2.65)
exple(fy + Bo + ) —i(eln f1(B1, B2, 0) + 0)]

f2(B1, B2, 0)

X" (ae”) = o (m= By < 0] <m).

(2.66)

2.5 Conclusions

Ce chapitre porte principalement sur le probleme de deux fissures asymétriques
en forme d’arc située le long de I'interface entre une inclusion élastique circulaire et
une matrice infinie soumises a une contrainte uniforme a l'infini. En fait, ce probleme
d’interaction de deux fissures asymétriques a l'interface inclusion-matrice est une
solution générale prolongeant deux cas particuliers déja étudiés dans la littérature :
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une seule fissure (ou une fissure a une longueur nulle) et deux fissures symétriques
(ou deux fissures ont la méme longueur). La solution obtenue nécessite I'intégration
numérique des intégrales montrées en équation (2.50). Cependant, les méthodes
d’intégration numérique standard permettent de fournir des estimations précises de
ces intégrales sans précaution supplémentaire.

Dans le chapitre 3, I'expression (2.58) des contraintes sont utilisés pour exprimer
les facteurs d’intensité de contraintes, desquels le taux de restitution d’énergie est
ensuite déduit. Ce dernier est un élément important pour I'analyse de la propagation
de la fissure. De plus, les résultats ci-dessus sont la base de la construction d’une loi
macroscopique d’endommagement des matériaux de type ”inclusion-matrice” tenant
compte de la présence des fissures a I'interface. Ceci est étudié dans le chapitre 4.



Chapitre 3

Propagation des fissures
d’interface

3.1 Introduction

Dans la cadre de la mécanique linéaire de la rupture, le chapitre 3 concerne la
propagation des fissures le long de l'interface entre l'inclusion circulaire et la matrice
infinie du probleme de deux fissures asymétriques mentionné dans le chapitre 2.

Dans la section 3.2, 'expression du facteur d’intensité de contraintes complexe a
Iextrémité d’une fissure est présentée. A cause de la solution oscillatoire du champ
de déplacement, qui implique une zone d’interpénétration en pointe de la fissure,
I’estimation de la gamme dans laquelle la solution est valable pour analyser la propa-
gation des fissures est étudié dans la section 3.3. Ensuite, la section 3.4 est consacrée
a la vérification de la solution analytique. Les facteurs d’intensité de contraintes
analytiques pour différents valeur des angles de fissures dans le cas de la traction
uniaxiale sous des conditions de déformation plane ont été comparés a la solution
obtenue par la méthode numérique d’extrapolation des sauts de déplacements. Dans
la section 3.5, nous montrerons quelques résultats concernant le taux de restitution
d’énergie pour différentes configurations des deux fissures. En tant qu’application, en
utilisant des arguments basés sur le critere de 1’énergie, la section 3.6 aborde enfin la
propagation symétrique par rapport a la propagation asymétrique de deux fissures
interfaciales initialement symétriques.

3.2 Facteur d’intensité de contraintes complexe

La solution analytique pour une fissure d’interface plane entre deux matériaux

isotropes élastiques a été obtenue par ( ) qui a trouvé les contraintes le
long de la partie adhésive de l'interface et les déplacements relatifs de deux levres de
la fissure, Au;(s) = u;(s, o = m) — u;(s, o = —m). Suivant cette solution, I’expression

asymptotique des contraintes et des déplacements relatifs lorsque s — 0 (s est la

26
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distance du point courant & la pointe de la fissure) est la suivante :

Onn (8,0 =0) +i0,:(s,0 =0) = \/%siﬁ_lﬂ, (3.1)
Auy(s) +1iAu(s) = 5 K siett/2) (3.2)
(1 + 2ie) cosh(me) E* /27

ou s et ¢ sont les coordonnées polaires de pole & la pointe de la fissure (le pole étant
placé a la pointe de la fissure, comme illustré sur la figure 3.1, gauche) et 2/E* =
1/E; +1/E; (E; = E; pour les problemes de contrainte plane, Ef = E;/(1 — v?)
pour les problemes de déformation plane).

Dans les expressions ci-dessus, K indique le facteur d’intensité de contraintes
complexe, dont les dimensions physiques sont ”peu intuitives” : MPa - m'/27%. 11 est
d’usage de définir les facteurs d’intensité de contraintes Ky et K au sens classique
(avec les dimensions physiques : MPa - y/m) par U'introduction d’une longueur de
référence supplémentaire ¢ ( ) )

K +iKy = (“K. (3.3)

La sélection d’une valeur appropriée pour la longueur de référence ¢ est généralement
une tache difficile pour laquelle il n’existe pas de méthodologie claire. Cependant,
pour la présente étude, ¢ peut étre choisi arbitrairement. En effet, dans la section 3.4,
nous comparons les valeurs analytiques de K et de Ky avec des estimations par
éléments finis ; pour les besoins de cette comparaison, ¢ peut étre considérée comme
une constante de normalisation. Ensuite, dans les sections 3.5 et 3.6, notre analyse
de la propagation des fissures est basée sur le taux de restitution d’énergie G et la
ténacité interfaciale G.. Ni le taux de restitution d’énergie [voir I’équation (3.10)],
ni la ténacité interfaciale (supposée constante) ne dépendent de ¢. Nous avons donc
choisi arbitrairement ¢ = a dans le reste de ce chapitre.

Les développements asymptotiques (3.1) et (3.2) restent valables pour des fissures
courbes. Dans le cas présent, o,, et o, peuvent étre reliés a o, et a 0,9 dans
I'équation (2.58) comme suit (voir figure 3.1, a droite) :

Onn + 100t = Opp — 10,0. (3.4)
n
n Pointe
de fissure
S
® >t "
——

Pointe de fissure

FIGURE 3.1 — Le systeme de coordonnées locales (n,t) a la pointe de la fissure



Chapitre 3. Propagation des fissures d’interface 28

Ensuite, le facteur d’intensité de contraintes complexe K a la pointe de la fissure
z1 = aePl est obtenu a partir d'un développement asymptotique de y(ae!’) dans

I'équation (2.58), quand 6 SN

K = Ky — iKy
—iv27 expe(B1 + B2) — (et + By)] P(ae™)

= : (3.5a)
4a\/2a sin (31 cos %(ﬁl + 52) cos %(61 — Bg)

ou )

¥ =In .COS?(ﬁll_&) . (3.5b)
2sin 31 cos 5 (ﬂl + Bz)

Il est facile de vérifier que 'on retrouve les résultats de ( )
(une seule fissure) et de Il est facile de vérifier que 'on retrouve les résultats de
( ) (une seule fissure) et de ( ) (deux

fissures identiques) en prenant successivement 5 = 0 et 5 = 1 = [y dans I'équation
(3.5).

3.3 Domaine de validité de la solution

En raison du facteur s de I'équation (3.2), le saut de déplacement entre les deux
levres de la fissure présente un caractere oscillant, ce qui conduit a un chevauchement
des surfaces supérieure et inférieure de la fissure lorsque ’on approche de la pointe
de fissure. Ceci est physiquement irréaliste et la solution élastique linéaire présentée
ci-dessus devrait en toute rigueur étre remplacée par une solution non linéaire tenant
compte du contact ( , , ). Cependant, comme 1’a expliqué
( ), la solution élastique linéaire permet d’obtenir une approximation acceptable
de la solution vraie si la taille de la zone de contact reste petite par rapport a la
longueur totale de la fissure.

Soit s, la taille de la zone de contact ; ¢’est la plus grande valeur de s telle que
Aup(s) =0 et

Se < 2a8; (3.6)

(la zone de contact doit étre plus courte que la fissure). On peut facilement trouver
que s, maximise, sous la contrainte (3.6), la quantité suivante ( )

B 1 4 RK) 4 2e3(K)

Se = €xp Z tan 3(K) — 2eR(K) +nm
pourn=...,—2,—1,0,1,2,.... L’expression ci-dessus ne dépend pas de la longueur
de référence ¢, comme le souligne le fait que nous avons utilisé le facteur d’intensité
de contraintes complexe K pour exprimer cette valeur plutot que Ky et K.

Dans le cas d’'une inclusion raide, soumise a une contrainte uniaxiale a l'infini le
long de I'axe 0x, nous avons tracé s. dans la Figure 3.2 pour divers les valeurs de

p1 et By (pour chaque courbe, 3, est fixe, alors que (3; varie). Cette figure montre
clairement que I’étendue de la zone de contact reste négligeable pour des valeurs de 3,

: (3.7)
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allant jusqu’a environ 55°. En conséquence, on supposera toujours dans la suite de ce
chapitre que les fissures sont telles que (51, f2 < 55°, de sorte que la solution élastique
linéaire déduite ci-dessus est une excellente approximation de la vraie solution.

0.010
— B =0
0.008 o-==-F2.= 20
B = 40°
—~ 1 By = 60°
= 0.006 =
El — B> = 80°
NID” ——— ﬁz :ﬂl
~—~
S 0.004 -
0.002 =

0 10 20 30 40 50 60 70
Bi

FI1GURE 3.2 — Taille de la zone de contact s. pour une inclusion raide soumise a une
contrainte distante uniaxiale le long de 'axe 0x.

3.4 Comparaison avec une analyse par éléments
finis

Nous avons effectué une analyse par éléments finis du probleme ci-dessus avec
différentes configurations des deux fissures afin de vérifier la cohérence de nos résultats
analytiques. Nous avons utilisé le code d’éléments finis Porofis ( , ) pour
effectuer des simulations en déformations planes.

Le modele est représenté sur la figure 3.3. Afin de minimiser les effets de bord, nous
avons sélectionné un domaine de grande taille H = 40a. Les contraintes uniaxiales
Oz = O, sont appliquées aux bords gauche et droit de ce domaine tandis que les
bords supérieur et inférieur sont libres. Nous avons utilisé des éléments linéaires a trois
nceuds avec un maillage fin (maillage ~ 0.001a pres de Uinterface entre l'inclusion et
la matrice ; maillage ~ 10~°a pres des pointes des fissures). Diverses géométries de
fissures ont été prises en compte (chacune donnant lieu a un maillage différent) :

1. une seule fissure, c.-a-d. B = 0 et §; = 5°,10°,15°,...,55°,
2. deux fissures symétriques, c.-a-d. f; = B = 5°,10°,15°,...,55°,
3. deux fissures asymétriques : B = 30° et §; = 5°,10°,15°,...,55°,
figure 3.4 montre le maillage utilisé pour g; = 40° et 55 = 30°. Pour chaque géométrie,

les facteurs d’intensité de contraintes sont estimés pour les différentes combinaisons
de propriétés du matériau :
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1. By = Es et vy = vy = 0.25 (cas homogene),
2. Fy =10Ey, 11 = 0.2 et v, = 0.3 (inclusion raide),
3. Ey =10E;, 11 = 0.2 et v, = 0.3 (inclusion souple).

| H = 40a |

e~
| |

- | S | —>
| y |

ﬁ U, = BE N | i—»

\ | |8

| |

y € | | —>
| Partie collée |

- L {]_—ErtEiSEée_| I

Ux=0
X

FIGURE 3.3 — Géométrie des simulations numériques décrites dans la section 3.4.

Matrice

\ Pointe
de fissure
Inclusion

F1GURE 3.4 — Exemple de maillage triangulaire non structuré de 143514 éléments
pour le cas asymétrique 5, = 40° and (B, = 30°.

Nous avons estimé les facteurs d’intensité de contraintes K et Ky a partir des



Chapitre 3. Propagation des fissures d’interface 31

quantités Qi(s) et Qpi(s) définies comme suit [voir I’équation (3.2)] :

Qr +i9y = ! —;216 V21w E* cosh(me) (g) (Aun + iAut), (3.8)

ot Auy,(s) et Auy(s) désignent les composantes normale et tangentielle de la dis-
continuité de déplacement (s : longueur d’arc a partir de la pointe de fissure), qui
sont des sorties du code numérique. Quand s — 0, cette quantité doit se comporter
comme suit

Q1 +iQn ~ (K1 +iKu)vs, s—0. (3.9)

La figure 3.5 représente les valeurs nodales de Qp et de Qy en fonction de /s.
Comme prévu, les deux quantités varient quasi-linéairement avec /s, ce qui permet
de calculer K et K par régression linéaire. Pour ce faire, nous avons sélectionné
des neeuds qui ne sont pas trop proches de la pointe de la fissure (ou la qualité de
I'ajustement se dégrade, a cause de la singularité) et pas trop éloignés de la pointe de
fissure [ou le comportement asymptotique (3.9) ne tient plus]. Nous avons constaté
que l'intervalle 0.03 < \/s/_a < 0.06 donnait un ajustement satisfaisant pour tous les
cas considérés ici.

Les figures 3.6 a 3.14 montrent un bon accord entre les facteurs d’intensité de
contraintes ainsi estimés et la formule analytique (3.5) pour toute la gamme de
(B1, Ba) listées ci-dessus.

0.06

0.05 4 —¢-1— @y
0.04 -

0.03 =

QI’ QII

0.02 =

0.01 =

0.00

I I I I I I I
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

s/la

FIGURE 3.5 — Régression linéaire des quantités numériques Qg et Oy, qui doivent
se comporter de maniere linéaire par rapport a /s. La qualité de ajustement se
dégrade pour les nceuds trop proches ou trop éloignés de la pointe de la fissure. Par
conséquent, seuls les nceuds situés dans la zone ombrée sont utilisés pour effectuer la
régression linéaire. (inclusion raide, 5, = 40°, 5y = 30°)
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FIGURE 3.6 — K7 et K1 en fonction de 3; (une fissure, cas homogene).
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FIGURE 3.7 — K7 et Ky en fonction de 3 (une fissure, inclusion raide).
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FIGURE 3.8 — K7 et K7j en fonction de 5 (une fissure, inclusion souple).
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FIGURE 3.9 — K7 et Ky en fonction de (31 (deux fissures symétriques, cas homogene).
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FIGURE 3.10 — K| et Ky en fonction de ; (deux fissures symétriques, inclusion
raide).
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FIGURE 3.11 — K| et Ky en fonction de f5; (deux fissures symétriques, inclusion
souple).
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FIGURE 3.12 — K7 et K7y en fonction de (5 (deux fissures asymétriques, 5y = 30°,
cas homogene).
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FIGURE 3.13 — Kj et K7y en fonction de (1 (deux fissures asymétriques, 5, = 30°,
inclusion raide).
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FIGURE 3.14 — K7 et Ky en fonction de 5 (deux fissures asymétriques, 5o = 30°,
inclusion souple).

3.5 Taux de restitution d’énergie

Suivant ( ), nous considérons un critére de propagation de fissure
basé sur le taux de restitution d’énergie. Le taux de restitution d’énergie d’une
fissure d’interface peut étre relié au facteur d’intensité de contraintes complexe via
'extension suivante de la formule d’Trwin ( , ) :

G = L# (3.10)
E* cosh®(me)
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0 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

B

FIGURE 3.15 — Taux de restitution d’énergie normalisé (inclusion raide, contrainte
uniaxiale a 'infini).

La figure 3.15 représente, pour une inclusion raide sous la contrainte uniaxiale a
I'infini 0%, le taux de restitution d’énergie a la pointe z; = e!’t. Pour chaque courbe
en trait plein dans cette figure, 5 est fixe, tandis que 5 varie de 0° a 60°. La ligne
en pointillé fait référence au taux de restitution d’énergie pour le cas de deux fissures
symétriques B = fs.

Le graphique 33 = 0° correspond aux résultats de ( ) (une seule fissure).
L’observation de la figure 3.15 montre que le taux de restitution d’énergie est une
fonction décroissante de By (S étant fixe). Cela peut s’expliquer par le fait que, pour
la méme contrainte appliquée a l'infini, une valeur supérieure de S5 diminue 'intensité
de contraintes a la pointe z;. Notons que les mémes tendances sont observées pour

les cas d’inclusion homogene et d’inclusion souple.

3.6 Discussion : propagation symétrique ou asy-
métrique

Dans cette section, nous proposons une application simple des résultats analytiques
précédentes. Nous considérons une inclusion circulaire partiellement décollée, comme
illustré dans la figure 3.1, avec 51 = B2 = [y (configuration initialement symétrique).
I1 est souligné que nous ne supposons pas forcément que le décollement de 1 = o = 0
a b1 = P2 = Pp > 0 a eu lieu par un processus de nucléation/propagation de fissure.
Nous supposons plutot que I’échantillon a été créé avec une interface partiellement
collée et nous écartons par conséquent toute discussion concernant la stabilité de
propagation des fissures entre 3; = 0 et 8; = fy. Quoi qu’il en soit, cet exemple se
préte a une analyse intéressante, a savoir la discussion de la stabilité de la propagation
au-dela de cet état pré-fissuré.
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Cette étude contient deux sections. La section 3.6.1 a pour but la discussion
du mode de propagation. Il convient de mentionner que cette analyse se limite au
début de la propagation des fissures interfaciales. Ensuite, afin d’étudier la courbe
d’équilibre complete au-dela de la charge critique, il nous faudrait déterminer si la
propagation est stable ou instable. Ceci est étudié dans la section 3.6.2.

3.6.1 Démarrage de la propagation

Cette partie a pour but la discussion du mode de propagation. Il convient de
mentionner que cette analyse se limite au début de la propagation des fissures
interfaciales. L’inclusion est soumise a une traction uniaxiale a l'infini ¢35 dans la
direction Oz (Figure 3.16). Lorsque le chargement atteint une valeur critique 03° = o,
les fissures Ly et Lo commencent a se propager. En introduisant les incréments 03 et
035 des angles de fissure, des considérations hatives de symétrie pourraient surgérer
que 637 = dP5. L’analyse proposée ci-dessous montre qu’en réalité la situation peut
étre plus complexe, avec deux résultats possibles : i. la propagation symétrique
(081 = 9Py > 0) et la propagation asymétrique (55, > 0 et 682 = 0, ou 652 > 0 et
0p1 = 0) ou une seule fissure se propage.

Notre discussion est basée sur des arguments énergiques, sous les hypotheses
suivantes :

1. Le mode de propagation sélectionné minimise 1’énergie totale nécessaire a
la création d’une longueur totale de fissure prescrite, comme indiqué par ex.
( , ; : ) (voir Annexe B pour plus de détails).

2. La bifurcation des fissures dans la matrice ou I'inclusion n’est pas prise en
compte.

3. Les deux fissures se propagent symétriquement par rapport a 'axe Oz.

4. La valeur critique G. est supposée constante.

Il est a noter que I'hypothese 3 est une hypothese assez forte pour laquelle
nous n’avons pas de justification théorique. Cependant, nos simulations numériques
semblent confirmer que la symétrie sera d’abord brisée autour de I'axe Oy plutot que
de I'axe Oz, comme nous pouvons le comprendre intuitivement.

‘_:@aﬁg_ﬁ—_ﬁs;ﬁl R I ) g
2 2
- Po Bo |_> G =C <_| Bo * OB Bo + 6P |_’

M-8 |
(Ey vy |
FIGURE 3.16 — Discussion du mode de propagation des fissures.

L’énergie totale II du systeme, a minimiser selon ’hypothese 1, est la somme de
Iénergie potentielle W, et de ’énergie dissipée Ws. En raison de 'hypothese 4, nous
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avons Wy(B1, B2) = 2a (1 + f2) G, et

(81, B2) = Wy(B1, B2) + 2a (81 + B2) Ge. (3.11)

A partir d’'une configuration initiale (1, 2), une propagation aura lieu si une
configuration proche (81 + §/1, B2 + d52) telle que II(51 + 051, B2 + 052) < (B4, B2)
peuvent étre exposés avec 63; > 0 (i = 1,2). Puisque nous explorons uniquement les
états voisins, 'énergie I peut étre développée au voisinage de ’état initial (51, f2) :

oW, oW,

(51 + 051, Bo + 662) ~ TI(B1, Ba) + 93 0B + 93 652 + 2a(0B1 + 652)Ge
1 2
O*W, (5_612 N 0*W, O*W, (5_53
op? 2 06100 op: 2
ou les dérivées de W, sont évaluées a 31, B2. En introduisant du taux de restitution de

I'énergie G;(51, f2), (1 = 1,2) aux extrémités de la fissure L;, nous avons la relation
classique

051052 + , (312)

_Low,
2a 851 7

ou 'hypothese 3 a été utilisée (ce qui explique le facteur 2 dans 1’équation ci-dessus).
En combinant les équations (3.12) et (3.13), on trouve

(81 + 051, Ba + 652) ~ 1I(By, B2)
+ QG(GC — Gl)éﬁl + QG(GC — GQ)(S/BQ
aGl 2 (‘9G1 aGQ 2
—a——007 —2a——00610032 — a—=635, 3.14
93, " " 2, 0%k 05,0 o1y
ce qui montre que la propagation ne peut se produire que si G; = G, ou Gy = G..
Dans le cas présent, 81 = B2 = [y, ce qui signifie que
0G,  0Gs

Gi=Gy =G, et 95, = 9By (B1 = B2 = o) (3.15)

au début de la propagation. En partant de I’équation (3.14), on a alors

Gz‘(ﬁl,BQ) - (3'13)

I(Bo + 661, fo + 0B2) ~ 11(Bo, o) — a (057 + 553)2—%
ﬁlzﬁQZﬁO
0G4
_ 2a6ﬂ16628—52 . (3.16)

Selon I’hypothese 1, le mode de propagation est tel que la diminution d’énergie est
maximisée, la longueur totale des fissures créées étant prescrite. En d’autres termes,
si on prend en compte la longueur totale de propagation 06, on considere les modes
de propagation de la forme suivante

581 = A\60, 5By = (1 — \) 86, (3.17)
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ou 0 < X\ <1, et minimise I1(5y + o8, 5y 4+ (1 — \) §6) par rapport a . A partir des
équations (3.16) et (3.17),

oG
TI(Bo + Ad6, By + (1 — A) 66) ~ T1(Bo, o) — G‘Wa—@l
L 1g1=B2=5o
+ 2aX (1 — N)U(5,)867, (3.18)
8G1 aGl
ou W = — - — . 3.19
(60) 851 B1=P2=Po 852 B1=p2=Po ( )

La minimisation de la quantité ci-dessus par rapport a A est simple et nous
obtenons

— 81 U(6y) < 0 alors A = % : la propagation est symétrique,

— si U(fy) > 0 alors A =0 ou A =1 : la propagation est asymétrique.

Pour illustrer la discussion ci-dessus, nous considérons le cas d’une inclusion raide
(voir la section 3.4), avec fy = 30°. La matrice est soumise a une contrainte uniaxiale
a 'infini 029, et le taux de restitution d’énergie G; peut étre exprimé comme suit :

xx)

G = (033)%aGy(By, B2). (3.20)
De méme,
. L oG oG
V(o) = (055)*a¥(Bo)  with \I'(ﬁo)za—l —8—1 (3.21)
b B1=pB2=Po Pa B1=B2=Po
Nous avons trouvé numériquement que dans ce cas \i/(ﬁo) = 0.00176 > 0. Par

conséquent, la propagation est asymétrique. Il convient de noter que, malgré nos

investigations numériques approfondies, nous n’avons pas été en mesure de produire

un cas pour lequel une propagation symétrique se produirait. Cela pourrait étre lié a

I'hypothese 4, qui pourrait étre une simplification excessive ( ,
).

Pour fermer cette discussion, il convient de mentionner que cette analyse se limite
au début de la propagation des fissures interfaciales, sous chargement constant. En
pratique, le chargement appliquée a 'infini est variable. Autrement dit, la variation de
I’énergie totale provient a la fois de la variation du chargement et de celle des angles
des fissures. Cependant, en utilisant la principe des puissances virtuelles, on peut
montrer que la dérivée de ’énergie totale par rapport au chargement (a géométrie
fixe) est nulle ( , , chap.2,§2.2). Donc, il est raisonnable
d’écarter la variation du chargement de I’analyse précédente.

3.6.2 Arrét et redémarrage de la propagation

Lors du démarrage de la propagation des fissures, G; = G5 = G, le mode de
propagation dépend donc du signe de W(5y). Apres le démarrage de la fissure, plusieurs
scénarios de propagation peuvent se produire en fonction du taux de restitution de
I’énergie :
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— SiU(Fy) <0 :
‘?)gll ‘ B1—Ba=fo gg; ‘ Bty < 0 : la propagation est symétrique et stable,
%gll ‘ B1=Ba=bo gg; | B a=Bo > 0 : la propagation est symétrique et instable.
— Si¥(By) >0:
%gll ‘ Bi—fa=By < 0 : la propagation est asymétrique et stable,
ggll ‘ Br—pamfle > 0 : la propagation est asymétrique et instable.

En cas de propagation stable, une augmentation de la charge est nécessaire pour
que la fissure puisse croitre, alors qu'une propagation instable de la fissure est obtenue
sans augmentation de la charge. Lors du démarrage de la fissure, la stabilité de la
propagation dépend du signe de aGl (ou 6G1 + dGl) dans le cas d'une propagation
asymétrique (ou symétrique), ¢ est a—dlre du sens d évolution du taux de restitution
d’énergie.

| |

| |

| |

I I

: : Gl(ﬁeaﬁ())
o &

¥ |
S Point A i
<) l
— G :
—_ G, |

2 : szeaﬁ()) |

— G- | :

T T

0 Bo = 30° Be = 90.9°

B

FI1GURE 3.17 — Taux de restitution d’énergie Gy, G2 apres le démarrage de la
propagation des fissures (inclusion raide, contrainte uniaxiale a I'infini).

Revenons a ’exemple de la section ci-dessus en ajoutant des données d’entrée
nécessaires : G. = 10Jm~2, @ = 107° um. Le chargement critique o, est déterminé &

partir de I’équation (3.20), o, = \/Gc/aél(ﬂl, P2) = 0.89 MPa. La propagation des
fissures commence des que 052 = o, (le point A). Comme souligné dans I’exemple
ci-dessus, la fissure se propage de fagon asymétrique car ¥(53y) > 0. Il est donc
supposé que la fissure L; se propage alors que la fissure Ly reste constante. La Figure
3.17 exprime I’évolution de G et Gy en fonction de (7 sous une valeur fixe de (35
(B2 = By = 30°). Cette figure montre le cas d’une variation croissante de G apres
le démarrage, ce qui entraine une propagation instable de la fissure. La fissure se
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propage brutalement jusqu’a un angle 8; = f3, satisfaisant G1(fe, fy) = Ge. Suivant la
Figure 3.17, la longueur de la fissure Ly reste toujours constante car Go(Be, Bo) < Ge.

De plus, si on continue a augmenter le chargement a l'infini (652 > o.), on
montre deux points intéressantes : . il n’y a que la fissure L; qui se propage car
Go(Be, Bo) < G1(Be, Bo), ii. la propagation de la fissure L; devient lente et progressive
avec le chargement (%—gll 1o famfle < 0). Autrement dit, une fois que la configuration
devient asymétrique, les fissures ont tendance a augmenter l'asymétrie.

3.7 Conclusions

Ce chapitre a pour objectif d’étudier la propagation des fissures a l'interface entre
I'inclusion et la matrice infinie du probleme de deux fissures asymétriques sous une
contrainte uniforme a l'infini.

Suivant ’expression asymptotique des contraintes et des déplacements relatifs
au voisinage de la pointe de la fissure, nous avons obtenu le facteur d’intensité
de contraintes complexe K a la pointe z; = ae'”'. L’analyse par éléments finis du
probleme de deux fissures asymétriques est effectuée avec différentes configurations
des deux fissures afin de vérifier la cohérence de nos résultats analytiques. Il est a
noter que le maillage est suffisamment raffiné au niveau des pointe de fissures afin
d’obtenir une bonne précision des résultats des simulations numériques. Nous avons
montré un bon accord entre les facteurs d’intensité de contraintes ainsi estimés et
la formule analytique pour différents valeurs de f; et (5. Puis, I'expression du taux
de restitution de I’énergie est dérivée du facteur d’'intensité de contraintes complexe
via I'extension de la formule d’Irwin. En effet, le taux de restitution d’énergie est un
parametre important pour prédire la fissuration des matériaux dans le contexte de la
mécanique linéaire élastique de la rupture.

En appliquant des résultants analytiques, nous discutons de la propagation de deux
fissures initialement identiques. Lorsque le chargement a l'infini atteint une valeur
critique, les deux fissures commencent a se propager. Deux résultats sont possibles
apres le démarrage : la propagation symétrique (les deux fissures se propagent a
l'identique) et la propagation asymétrique (une fissure se propage pendant que 'autre
est arrétée). Nous avons montré que la propagation asymétrique des fissures est
parfois plus favorable que la propagation symétrique. Puis, il est intéressant de noter
que une fois que la configuration devient asymétrique, les fissures ont tendance a
augmenter I’asymétrie.

Dans le chapitre 4, I’étude de la propagation ci-dessus sera combinée aux méthodes
d’homogénéisation pour construire une relation contrainte-déformation macroscopique
d’endommagement.



Chapitre 4

Application de méthodes
d’homogénéisation

4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier I'effet du décollement partiel de 'interface
sur le comportement macroscopique de matériaux hétérogenes de type ”inclusion-
matrice”. Dans la section 4.2, nous établissons la relation générale entre la contrainte
macroscopique et la déformation macroscopique du matériaux tenant compte la
présence des fissures a l'interface entre les inclusions et la matrice. Puis, la méthode
de Mori — Tanaka est adoptée a la section 4.3 pour étudier 'effet du décollement
de linterface sur les propriétés effectives du matériau. Ce dernier est présenté
dans la section 4.4. Dans la section 4.5, nous présentons une loi macroscopique
d’endommagement du matériau soumis a une traction uniaxiale. Enfin, la section 4.5
examine 'influence de parametres tels que : fraction surfacique des inclusions, taille
des particules et angle initial des fissures sur la relation constitutive du matériau.

4.2 Approche générale du probleme

Nous considérons un Volume Elémentaire Représentatif (VER) du matériau
élastique linéaire hétérogene constitué d’inclusions circulaires (phase ”1”), immergées
dans une matrice infinie (phase "m”). L’interface matrice-inclusion est caractérisée
par la présence des fissures en forme d’arc. Nous représentons ce VER par une aire
représentative S, avec sa frontiere 0S. L’aire S du milieu est la somme de 'aire de la
matrice S™ et des inclusions S'. La fraction surfacique des inclusions f est donnée
par S1/S. En supposant qu’on impose des conditions de contrainte macroscopique
uniforme @ au contour 05, on souhaite calculer la déformation macroscopique

(figure 4.1).
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Inclusion ()

O |
/
W,

¢

FIGURE 4.1 — Matériau biphasique

Soient o™ et o' respectivement désignées les contraintes moyennes de la matrice
et des inclusions. La contrainte macroscopique du milieu élastique & est liée a o™ et
ol par :

= (1—f)o™ + fo' (4.1)

olt 0! (équivalent o™) définit sur la base de I'intégrale de la surface S' (équivalent

s™) ( , 1985) -

. 1 . 1
o'=— [ od§', ot =— [ odS™ 4.2
= o | (1.2
si gm
En utilisant les théoremes de la contrainte moyenne ( , ), la contrainte

moyenne dans les inclusions o' devient :

. 1
o= 5 /(Jn ®x+2x®on)dl (4.3)

L,

ou x représente les coordonnées d’un point considéré sur la partie adhésive L, de
I'interface entre des inclusions et la matrice et n est le vecteur normal unitaire sur
I'interface pointant dans la matrice.

De méme, les déformations moyennes dans la matrice et dans des inclusions sont
respectivement notées €™ et €. La contrainte macroscopique du milieu élastique &
est donnée par ( , ; , ) :

E=(1— f)e™+ fe' + fe™ (4.4)

ol le terme additionnel fe™ représente la contribution du décollement & l'interface,

£t est 1ié & la discontinuité de déplacement Au = uy, —u; & travers l'interface décollée
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Lq par :
1

Y

int

/(Au ®@n+n® Au)dl (4.5)
Lq

Uy et u; sont respectivement les déplacements a l'interface du coté de la matrice et
du coté des inclusions.
L’élasticité de la matrice et de I'inclusion est définie par deux tenseurs de souplesse
S™et St
em=8":o", e =8:¢ (4.6)

La combinaison des équations (4.1), (4.4) et (4.6) nous donne la relation entre la
déformation macroscopique € et la contrainte macroscopique @ :

E=S":G+ f(SI—S™) o+ fei (4.7)

On étend ce résultat au cas d’un milieu hétérogene a N phases des inclusions
circulaires (Figure 4.2). Les inclusions de chaque phase ont des propriétés mécaniques
différentes.

@)
‘Matrice ;h?e K
( 7> Phase N

FIGURE 4.2 — Matériau a N phases des inclusions

Nous désignons l'aire représentative de la phase k (k = 1,...,N) par Si. Sa
fraction surfacique est fi = Si/S. La contrainte moyenne o} dans la phase k et la

déformation liée a la discontinuité de déplacement e & travers la partie décollée de
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I'interface entre des inclusions de la phase k et la matrice deviennent donc :

. 1
O = —— /(on Q@+ @ on)dl, (4.8)
257
L
. 1
et = — /(Au ®@n+n® Au)dl. (4.9)
254
L

ot L{ (resp. L?) est la partie décollée (reps. adhésive) de I'interface entre des inclusions
de la phase k et la matrice.

La déformation macroscopique € et la contrainte macroscopique & dans (4.1) et
(4.7) deviennent donc :

N
7= (1-Ffo"+>_ fioy, (4.10)
k=1
N
e=S":5+ ) fi [(S}C—Sm):a}g+€}€nt . (4.11)
k=1
N .
ou f = Y fi est la fraction surfacique totale des inclusions, S} est le tenseur de

souplessleC éllastique des inclusions de la phase k.

Il est important de noter que les équations (4.10) et (4.11) sont exactes. Pour
obtenir la déformation macroscopique de ce milieu g, il faut évaluer des ol et ™
(k=1,...,N) en fonction de 7. Dans notre étude, les approximations pour évaluer
o} et e 1ié & des inclusions de la phase k seront exprimés par la méthode de
Mori-Tanaka.

4.3 Méthode de Mori-Tanaka

La méthode de ( ) convient aux matériaux hétérogenes car
elle tient compte de I'interaction entre les inclusions dans le processus d’estimation des
modules d’élasticité macroscopique. Pour cette méthode, nous estimons la contrainte
moyenne o} dans des inclusions de la phase k par celle qui s’établit dans une inclusion
représentative de méme forme et de méme caractéristiques élastiques immergée dans
la matrice soumise a l'infini & la contrainte moyenne dans la matrice o™ ( ,

Y Y I ) )’
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:FAa_trEe_ T pha se_k—: :K/la_trEe _______ —: :_Ma_trEe _______ —:
| O . | | Phase 1 | | Phase k |
| Phase N | Schéma | / | | |
| . ) | Mori-Tanaka | | | |
: : — : (( ) : + (LT ] : : + mam
Phase 1 O
| ® O | | | | |
: ® : : L;: Partie adhésive I : L¢: Partie adhésive I

FIGURE 4.3 — Schéma Mori-Tanaka

Puisque le comportement du milieu est supposé étre élastique linéaire, la contrainte
moyenne o}, et la déformation liée au déplacement relatif & travers de l'interface e
(k=1,...,N) sont des fonctions linéaires de la contrainte moyenne dans la matrice

int

o™ appliquée a l'infini. Donc, o}, et €™ peuvent étre écrits sous la forme suivante :
o =Ky, : o™, (4.12)
et = Hy : o™, (4.13)
En identifiant les tenseurs K; et Hy dans deux équations (4.12) et (4.13) avec la

traction T'= on et le saut de déplacement Awu sur I'interface dans deux équations
(4.8) et (4.9), nous obtenons deux relations suivantes :

1
Ki:o™ = 251/(0n®x+x®an)dl, (4.14)
L
1
Hy : o™ = 3G /(Au@n—l— n ® Au)dl. (4.15)
Ly

A partir de I'expression de la contrainte et du saut de déplacement dans les deux
équations (2.58) et (2.59), nous pouvons déduire les composantes des tenseurs Ky et
H.

En substituant (4.12) en (4.10), nous obtenons 'expression de o™ en fonction de
g

N -1
o = [(1 — )+ Zf}gKk} . 7, (4.16)
k=1
avec | la matrice unité. En identifiant I’équation (4.16) et I’équation (1.24), on trouve :
N -1
B™ = {(1 e f,;Kk} (4.17)
k=1

ou B™ est le tenseur de localisation en contrainte de la matrice.
Par analogie, nous en déduisons le tenseur de localisation en contrainte de la
phase k, Bl en substituant (4.16) en (4.12) :

=KL [(1 i +l§f;ir<k} R (4.18)
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La combinaison des équations (4.12), (4.13) et (4.16) fournit I'expression de o}
et e en fonction de 7. Finalement, 1’équation (4.11) devient :

N N -1
= {sm +Y fi {(s}g —S™) Ky + Hk} : {(1 — l+ Zf,iKk] } o (4.19)
k=1 k=1
et nous identifions alors :
N N -1
Sefft —gm ¢ Z fi {(S}c —S™) Ky + Hk} : {(1 — O+ Z f,iKk} , (4.20)
k=1 k=1

ot S est définie comme le tenseur effectif de ce milieu.

Notons que le tenseur Hi (k = 1, ..., N) représente la contribution de la partie
fissurée a l'interface, tandis que le tenseur Kj exprime la contrainte moyenne de
la phase k. Dans le cas ou la liaison entre la matrice et les inclusions est parfaite,
le tenseur H} sera nul. On pourra ensuite trouver la relation en Ki et Qi (tenseur

analogue a tenseur de ( ), revoir I’équation (1.29)) en identifiant (4.17) et
(1.34) : . . .

K, = [I+ (S, —S™) : Q)" (4.21)

Par conséquent, en mettant Hi = 0 et substituant (4.21) en (4.20), le tenseur

effectif ST dans I'équation (4.21) devient :

N

S =Sy F(SL — S [14(SE-S™) 1 Q4L [(1—f)l+z fill+Qj : (S,=8™)) 7"

i=1 i=1
(4.22)
On retrouve le tenseur de souplesse effectif obtenue par le schéma de Mori-Tanaka

classique

4.4 Application de la méthode de Mori-Tanaka

Dans tout ce qui suit, nous considérons un VER soumis a divers types de
sollicitations comme illustré dans la figure 4.2. Notre objectif est de caractériser le
comportement effectif de ce matériau par le méthode de Mori-Tanaka. Nous supposons
que les fissures sont ouvertes, c¢’est-a-dire que le vecteur contrainte est nul sur les
deux levres des fissures.

Le matériau étudié est composé d'une matrice argileuse et d’inclusions minérales
(calcites, grains de quartz). Les parametres élastiques associés aux constituants de la
matrice argileuse, de la calcite et du quartz sont choisis selon la littérature (

, ): By =3 GPa, vy, = 0.3, E., = 95 GPa, v., = 0.27,
Eq, =101 GPa et vy, = 0, 06.

Nous nous plagons naturellement dans le repere donné par la direction horizontale
(0x) et la direction verticale (Oy). Souvent, dans les applications, on a a faire avec
des structures planes minces. Il est donc d’intérét d’examiner le cas ou ces couches
minces soient soumises a un état plan de contrainte. Le comportement élastique

-1
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effectif de ce milieu dépend des parametres par la relation suivante :

- Vg . -
5_yy = | — E,, E_yy 0 zyy (4.23)
282y 0 0 1 Oxy
L Gwy _

On compte donc 5 coefficients indépendants : les modules d”Young horizontal E,
et vertical £, les coefficients de Poisson <horizontal/vertical> v,, et <vertical/ho-
rizontal> v,,, et le module de cisaillement vertical G,,. Ces 5 parametres doivent
étre déterminées en fonction des caractéristiques mécaniques de la matrice et des
inclusion, des fissures d’interface et la fraction surfacique des inclusions.

4.4.1 Matériau biphasique

Dans cette étude, le milieu VER est supposé comprendre deux phases (la matrice
argileuse et des grains de quartz). Pour un milieu biphasique, I’équation (4.20)
devient :

-1

ST — s 4 i 1(Sh, = S™) : Ko + an] : l(l — PO+ LKl (4.24)

L’indice "qa” désigne les grains de quartz. Comme discuté ci-dessus, les propriétés
effectives du milieu dépendent des angles 3, B2 et de la fraction surfacique féla. Nous
limitons notre étude au cas de deux fissures symétriques, c’est-a-dire f; = 2 = So.
En effet, nous trouvons la méme tendance des propriétés effectives dans le cas d'une
seul fissure ou de deux fissures asymétriques.

La figure 4.4 présente I’évolution du module horizontal F, en fonction de f
(81 = B2 = Bo). Pour chaque courbe de cette figure, la fraction surfacique des
inclusions f est fixe, allorsque Sy varie de 0 a 80°.
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FIGURE 4.4 — Module d’Young horizontal E,, en fonction de 8y (81 = 2 = Bo)

L’observation de la figure 4.4 montre que, pour le méme angle de [y, le module
d’Young horizontal est une fonction décroissante (reps. croissante) de f quand 1’angle
Po est petit (reps. grand). Cela s’expliquer par le fait que, pour une faible valeur
de (1, une valeur supérieure de f augment le module d’Young effectif du milieu
car le module d’Young de la calcite F, est plus élevé que celui de la matrice. Au
contraire, la présence des inclusions diminue le module d”Young horizontal a cause
de la faible cohérence entre la calcite et la matrice. Notons que les mémes tendances
sont observées pour le d’Young vertical E,, et le module de cisaillement vertical G,
(figures 4.5 et 4.6).

De plus, une remarque intéressante c¢’est que toutes les courbes passent par le
point [y ~ 35° auquel le module d’Young effectif est égale a celui de la matrice E,.
Cela signifie que, quand Fy ~ 35°, le module d’Young effectif '}, ne dépend plus de la
quantité des inclusions et est égale a le module de la matrice F,,. Cela peut s’expliquer
que si on voir les inclusions avec ces deux fissures comme une inclusion équivalent.
Elle a exactement la méme raideur que la matrice, il n’y a plus de contraste. Donc, on
est dans un milieu homogene. C’est la raison pour laquelle, tous les courbes passent
exactement dans le méme point. Cela sera montré plus clairement dans la figure 4.7.
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FIGURE 4.5 — Module d’Young vertical E,, en fonction de 5y (81 = B2 = fo)
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FIGURE 4.6 — Module de cisaillement G, en fonction de §y (81 = f2 = fo)
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FIGURE 4.7 — Module d’Young horizontal E,, en fonction de la fraction surfacique

an (%)

La figure 4.7 exprime ’évolution du module horizontal E,, en fonction de la
fraction des inclusions ({a. Pour chaque courbe 3; est fixe et égale a §5. Dans cette
figure, nous pouvons voir que, lorsque 3; = By = 35°, la valeur de E,, reste constante
lorsque (fa augmente et est égale a la valeur de Ey,. En outre, lorsque 5, = 8 > 35°
(resp. 1 = Py < 35°), E,, est une fonction croissante (reps. décrossante) de éa.

Les figures 4.8 et 4.9 présentent respectivement 1’évolution les coefficients de
Poisson <horizontal/vertical> v,, et <vertical/horizontal> 1, en fonction de

(Br= B2 = ).
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FIGURE 4.8 — Coefficient de Poisson <horizontal/vertical> v, en fonction de

(B1 = B2 = fo)
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FIGURE 4.9 — Coefficient de Poisson <vertical/horizontal> v,, en fonction de

(B1 = B2 = fo)

De plus, car la symétrie de la matrice d’élasticité effective n’est pas garantie
dans le schéma de Mori-Tanaka ( , : ,
). Nous avons effectué la vérification de la symétrie de la matrice d’élasticité
effective dans I’équation (4.23), c’est-a-dire l'erreur relative entre les deux termes
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Vyz
E vy
I’angle ﬁo Cela assure la symétrie de la matrice d’élasticité effective.

et 2. La figure 4.10 montre des faibles erreurs relatives au cours d’évolution de
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FIGURE 4.10 — Erreur relative entre % et £~ en fonction de fy (81 = B2 = o)

4.4.2 DMatériau a trois phases

Nous étudions dans cette section un VER avec une matrice et deux types des
inclusions minérales (le quartz et la calcite). Les fractions de volume de inclusions
correspondantes sont désignées par fq, et fca, respectivement.

La figure 4.11 présente ’évolution du module horizontal E,, en fonction de (;.
Pour chaque courbe de cette figure, 'angle de [, est fixe, aLorsque (3, varie de 0 & 60°.
De plus, fqu = 0.25 et f.o = 0.3 sont utilisés pour toutes les courbes. L’observation
du I’évolution des courbes de E,,, nous remarquons que, sous le méme valeur de s,
plus la partie décollée croit le long de l'interface plus le matériau perd son raideur.
Dans les figures 4.12 et 4.13, nous présentons I’évolution du module d’Young vertical
E,, et de cisaillement G,,. Les mémes tendances de I’évolution sont observées pour
ces deux modules.
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FIGURE 4.11 — Module d’Young horizontal FE,, en fonction de Sy (81 = B2 = o)
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FIGURE 4.12 — Module d"Young vertical E,, en fonction de By (51 = B2 = o)



Chapitre 4. Application de méthodes d’homogénéisation 56

4.5

4.0 =

35 =

3.0 =

2.5 =

E.« (GPa)

20 =

1.5 =

T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

B

FIGURE 4.13 — Module de cisaillement G, en fonction de By (81 = f2 = o)

4.5 Loi macroscopique d’endommagement

Dans cette section, nous fournissons une application qui illustre 1’évolution des
propriétés effectifs du matériau hétérogene de type inclusion-matrice avec I’évolution
des microfissurations a l'interface.

Nous considérons un VER a 1’échelle microscopique constitué de deux phases
comme illustré dans la figure 4.14 a gauche, ou f est la fraction surfacique des
inclusions, toutes de méme rayon a. Soient (3; et §5 les angles des fissures initiales a
I'interface entre les inclusions et la matrice, nous prenons ici 81 = o = 5y > 0. La
matrice est soumise a une contrainte macroscopique uniaxiale 7.

<~ ————————— - —> Localisation Fm——————— .

| | ) |
| | | |
B o | |
< i ( ) ( )i —> i BM& i
| ~5 | ( | |
I BMQ I Homogénéisation I I
<« L 4 — L -

FIGURE 4.14 — Echelle macroscopique et échelle microscopique en cours d’évolution
de 'endommagement.

L’augmentation du chargement macroscopique @, risque d’activer la propagation
des fissures d’interface préexistantes. Par conséquent, afin de décrire I’évolution des
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propriétés constitutives homogénéisées, il est important de prédire la propagation
des fissures a l'interface entre les inclusions et la matrice.

La présence des inclusions entraine une perturbation du champ de contrainte
environnant. Comme précédemment, cette perturbation est approchée en considérant
que chacune des inclusions est soumise a 'infini égale a la contrainte moyenne dans
la matrice o™ au lieu de la contrainte de la macroscopique (figure 4.14 & droite ).
Lorsque la contrainte o™ atteint la valeur critique, les fissures (5, et 85 sur chaque
inclusion commencent a se propager. Le démarrage et I’arrét de la propagation des
fissures ont été discuté dans la chapitre 3.

Une analyse incrémentale est réalisée pour obtenir la relation contrainte-déformation
macroscopique due aux processus d’endommagement se produisant a 1’échelle micro-
scopique. Dans cette analyse ,la méthode de Mori-Tanaka est adopté pour le passage
micro-macro. Ainsi, I’analyse de propagation de fissure est basée sur la mécanique
linéaire de la rupture d’interface. L’algorithme de la procédure est décrit comme
suit :

— Etape 1 : Incrémenter la contrainte macroscopique 7,, de A, c’est-a-dire
Oow = Oz + AT

— Etape 2 : Calculer la contrainte moyenne dans la matrice ¢™ en résolvant
I'équation (4.16).

— Etape 3 : Appliquer le résultat de o™ pour prédire la propagation des fissures
d’interface, selon la discussion de la section 3.6

— Etape 4 : Suite a la stabilité de la propagation, mettre a jour des angles des
fissures (3, et [.

— Etape 5 : Calculer la déformation macroscopique correspondante g,, en
utilisant la relation (4.19).

L’algorithme précédent a été implémenté en langage Python pour obtenir la relation
de comportement macroscopique. Les parametres matériaux sont : F,, = 4 GPa,
vm = 0.3, E; = 95 GPa, v; = 0.27. Dans cette modélisation, la fraction surfacique des
inclusions est f = 24%, le décollement initial 8y = 30°, G. = 0.05 J.m~2. L’incrément
de chargement de calcul Ac est égal a 0.01 MPa.
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FIGURE 4.15 — Relation contrainte-déformation a 1’échelle macroscopique

La figure 4.15 montre le comportement contrainte-déformation macroscopique en
traction uniaxiale pour le matériau sélectionné. Initialement, lorsque la contrainte
macroscopique appliquée est faible, la niveau de singularité de la pointe des fissures
est bien inférieure a la résistance de rupture de l'interface. La réponse contrainte-
déformation est donc linéaire. En augmentant le chargement jusqu’a la contrainte
critique @, le taux de restitution de I’énergie disponible pour les fissures d’interface
atteint la ténacité de l'interface et les fissures commencent a se propager le long de
I'interface. Il est intéressant de noter que les fissures se propagent de fagon asymétrique
et brutalement jusqu’au point B. Au-dela du point B, nous trouvons une réponse
macroscopique non linéaire avec propagation stable des fissures.

4.5.1 Etude paramétrique

Dans la section précédente, nous avons présenté un concept d’une loi macrosco-
pique d’endommagement du matériau hétérogene de type inclusion-matrice avec
décollement a l'interface. Cette loi macroscopique s’appuie sur des parametres
matériels dont la signification physique est évidente. L’influence des différentes pro-
priétés microscopiques sur le comportement macroscopique du matériau est présentée
dans cette section. Les parametres considérés sont la fraction surfacique des inclusions,
la taille des inclusions, I'angle initial des fissures d’interface.

Effet de la fraction surfacique des inclusions

Pour examiner l'effet de la fraction surfacique des inclusions sur la relation
constitutive macroscopique, nous changeons la valeur de cette fraction et fixons tous
les autres parametres.
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FIGURE 4.16 — Effet de la fraction surfacique sur la relation contrainte-déformation

La figure 4.16 illustre I'influence de la relation macroscopique contrainte —
déformation sur la fraction surfacique. Quand le chargement est encore faible, ’aug-
mentation de la fraction surfacique d’inclusions entraine une augmentation de la
rigidité globale du milieu. Les inclusions ont un module d’élasticité plus grande que
celui de la matrice. ’augmentation de la fraction surfacique d’inclusions permet
donc de rendre le matériau plus rigide. De plus, le pourcentage des fissures a 'in-
terface inclusion-matrice augmente également, entrainant le niveau de la singularité
en tete de chaque fissure plus réparti. Donc, une contrainte critique plus haute est
nécessaire pour que les fissures d’interface commencent a se propager. Pourtant, apres
la propagation instable, la partie décollée domine a l'interface inclusion-matrice. Par
conséquent, une dégradation plus sévere est trouvée dans le cas du milieu avec une
plus grande fraction surfacique des inclusions.

Effet de la taille des inclusions

Nous étudions dans cette section un matériau avec des inclusions circulaires de
deux rayons différents, a; = 40 pm et a; = 20 pum. Les fractions de volume des
inclusions correspondantes sont désignées par f; = 16% et fo = 12%, respectivement.
Soit (] et 85 (j = 1,2) les angles des fissures initiales & I'interface entre les inclusions
de rayon a; et la matrice. On prend ici 8] = 3 = 87 = B3 = 30°.
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FIGURE 4.17 — Effet de la taille des inclusions sur la relation contrainte-déformation

L’observation de la réponse contrainte-déformation macroscopique présentée dans
la figure 4.19, nous trouvons que le moment du démarrage de la propagation des
fissures d’interface est différent. Cette différence est exprimée par le nombre de
paliers horizontaux de la courbe contrainte-déformation. En effet, la valeur critique
de contrainte, nécessaire a la propagation des fissures d’interface, est inversement
proportionnelle a la taille de I'inclusion (voir ’équation (3.20)). Par conséquent, les
fissures sur 'interface entre les inclusions de plus grand rayon a; = 40 pum et la
matrice se propagent en premier. La réponse contrainte-déformation macroscopique
dans ce cas se résume comme suit : d’abord, le comportement est linéaire quand
Gor < 0a. Au-dela de @4, la droite horizontale correspond a la propagation instable
des fissures 37 sur l'interface entre les inclusions de rayon a, et la matrice. Puis, cette
propagation devient stable avec le chargement, donnant lieu a une courbe contrainte-
déformation non-linéaire. Ensuite, lorsque 7., atteint op, les fissures a l'interface
entre les petites inclusions et la matrice se propagent de fagon instable jusqu’au
point E. Finalement, nous retrouvons une réponse macroscopique non linéaire avec
propagation stable des fissures.

Effet de ’angle initial des fissures d’interface

De méme, pour étudier I'influence de I'angle initial des fissures d’interface sur la
relation constitutive macroscopique, nous modifions quelques parametres par rapport
au cas précédent. Les deux familles d’inclusions sont supposées de méme rayon,
c’est-a-dire (a; = ag = 40 pm, tandis que, B = 1 = 20° et 37 = 32 = 40°.
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FIGURE 4.18 — Effet de I'angle initial des fissures d’interface sur la relation contrainte-
déformation

Dans cette étude, la courbe contrainte-déformation a la méme allure que dans
le cas précédent. Due a la valeur supérieure du taux restitution de 1’énergie , sous
la méme contrainte macroscopique appliquée a l'infini 7,,, les fissures des angles
initiales 37 = 2 = 40° se propagent au premier (voir la ligne en pointillé dans la
figure 3.15).

4.6 Conclusions

L’objectif de ce chapitre est d’étudier 'effet du décollement partiel de I'interface
sur le comportement macroscopique de matériaux hétérogenes de type ”inclusion-
matrice”.

La solution élémentaire du chapitre 2 est implémentée dans le schéma d’ho-
mogénéisation de Mori-Tanaka pour examiner l'effet du décollement partiel de
I'interface et de la fraction surfacique des inclusions sur les modules effectifs des
matériaux hétérogenes de type ”inclusion-matrice”. Quand les angles des fissures
sont faibles, la présence des inclusions raides renforce les modules d’Young et de
cisaillement du milieu. Lorsque les angles des fissures sont grands, plus la fraction
volumique des inclusions augmente, plus les modules effectifs diminuent. Il existe
des angles des fissures pour lesquels I'ensemble inclusion+fissures a la méme raideur
que la matrice (dans une direction donnée). Par conséquent, le raideur du milieu
contenant des fissures avec ces angles reste constante lorsque la fraction surfacique
augmente et est égale a la raideur de la matrice. Nous avons par ailleurs vérifié que le
schéma de Mori-Tanaka conduit a une estimation symétrique du tenseur de raideur
homogénéisé.

Nous présentons ensuite une courbe de contrainte-déformation macroscopique du
matériau soumis a une traction uniaxiale tenant compte de I'endommagement di au
décollement a I'interface. La procédure d’homogénéisation de Mori-Tanaka est adoptée
pour la transition micro-macro. Dans le cas d’'une famille d’inclusions, la réponse
contrainte-déformation macroscopique comporte trois étapes : le comportement
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linéaire quand le chargement est inférieur a la valeur critique ; au-dela de la valeur
critique, un palier horizontal correspondant a la propagation instable des fissures;
ensuite, une réponse non linéaire correspondant a la propagation stable des fissures.

L’influence de parametres tels que fraction surfacique des inclusions, taille des
particules et angle initiale des fissures sur la courbe de contrainte-déformation est
examinée.



Chapitre 5

Conclusions et perspectives

5.1 Conclusions

Dans le présent travail de these, nous avons apporté des contributions a la
modélisation de la microfissuration dans des matériaux hétérogenes de type ”inclusion-
matrice” tenant compte du décollement a l'interface entre I'inclusion et la matrice.
Les contributions développées de cette these sont résumées ci-apres.

Tout d’abord, la solution a I’équilibre élastique linéaire d’une inclusion circulaire
partiellement liée & une matrice homogene et soumise a une contrainte uniforme
a l'infini a été étudiée par la méthode des potentiels complexes (Muskhelishvili,
1953). L’analyse a été simplifiée en considérant deux fissures d’interface de longueurs
différentes, mais partageant le méme axe de symétrie. Nous nous appuyons sur les
résultats généraux (pour un nombre quelconque de fissures de longueur quelconque)

de ( ) pour obtenir la solution présentée dans ce travail, qui
étend les résultats de (1974); (2003) (cas d’une seule fissure)
et ( ) (cas de deux fissures coaxiales de longueurs égales). Cette

solution est semi-analytique, au sens ou les expressions algébriques sont explicites,
mais font intervenir des constantes qu’il est nécessaire de déterminer numériquement.

Une deuxieme contribution correspond a 1’étude de la propagation des fissures
d’interface. Contrairement aux matériaux homogenes, I'ouverture de la fissure d’in-
terface dérivée d’'une analyse élastique linéaire présente un caracteére oscillatoire
pres de la pointe de la fissure, en raison de la présence d’un facteur s [s : distance
depuis la pointe de la fissure; € : constante oscillatoire de ( )]. Selon la
solution oscillatoire, 'interpénétration a lieu au voisinage de la pointe de la fissure.
Toutefois, lorsque I'étendue de la zone dans laquelle les oscillations ont lieu peut étre
négligée devant la longueur de la fissure, on peut admettre que la solution oscillatoire
reste pertinente pour 'analyse de la propagation de la fissure. Dans le probleme
considéré ici, lorsque I'angle de la fissure augmente, la zone dans laquelle se produisent
les oscillations augmente et devient significative pour les angles supérieurs a 55°
degrés. Par conséquent, les résultats pour ces cas peuvent ne pas étre valables pour
I’analyse de la propagation de la fissure. Puis, les expressions semi-analytiques des
facteurs d’intensité de contraintes sont comparées a la simulation numérique directe
par la méthode des éléments finis et la méthode d’extrapolation du déplacement.
Quelques résultats concernant le taux de restitution d’énergie sont ensuite présentés
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pour différentes configurations des deux fissures soumises a l'infini a une contrainte
uniaxiale. Ensuite, partant d’une configuration initiale ou les deux fissures ont la
meéme longueur, on utilise le critere énergétique de la mécanique de la rupture
élastique linéaire pour analyser la propagation des fissures sous un chargement a
I'infini dans la direction de I’axe de symétrie. Nous montrons que la propagation peut
étre asymétrique : la longueur d’une des fissures croit, tandis que celle de 'autre
reste constante. Une fois que la configuration devient asymétrique, les fissures ont
tendance a augmenter l’asymétrie.

Enfin, la troisieme contribution concerne I'application des résultats précédents a
I’homogénéisation. La solution élémentaire obtenue dans le chapitre 2 est implémentée
dans le schéma d’homogénéisation de Mori-Tanaka pour examiner ’effet du décollement
partiel de 'interface et de la fraction volumiques des inclusions sur les modules effectifs
des matériaux hétérogenes de type ”inclusion-matrice”. Un modele micromécanique
simple est ensuite proposé pour étudier 'effet de 'endommagement dit au décollement
de 'interface entre les inclusions et la matrice infinie. La procédure d’homogénéisation
de Mori-Tanaka est adoptée pour la transition micro-macro. Le matériau modele est
composé d’une matrice argileuse et des inclusions minérales, sous traction uniaxiale.
En effet, ce modele n’est pas limité aux matériaux argileux hétérogenes et peut
également étre utilisé pour simuler le comportement d’autres composites renforcés
par des particules. L’effet de divers phénomeénes d’endommagement survenant a
I’échelle microscopique sur les relations de comportement macroscopiques est étudié
en détail. Finalement, une étude paramétrique nous a permis de comprendre le role
joué par chacun des parametres du modele.

5.2 Perspectives

Nous présentons dans ce paragraphe quelques prolongements possibles aux travaux
présentés ici, en les regroupant en perspectives a court terme et perspectives a long
terme.

5.2.1 Perspectives a court terme
Probléeme multifissures d’interface

Dans ce travail de these, nous avons appliqué la méthodologie de
( ) pour trouver la solution du probléme de deux fissures de longueurs différentes,
mais partageant le méme axe de symétrie, situées a l'interface entre une inclusion
circulaire et la matrice infinie. Cette méthodologie est en fait générale, et s’applique
au cas de n fissures en générale (Figure 5.1).
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FIGURE 5.1 — Probléme de n fissures a 'interface inclusion-matrice sous contrainte
uniforme a l'infini ( : )

Dans le cadre d’un probleme n fissures d’interface, nous supposons que l'interface
matrice-inclusion est fissurée le long des arcs Ly, Lo,..., L,. Soient ag, by les deux
pointes de la fissure Ly (k=1,2,...,n).

De méme que dans le cas de deux fissures asymétrique examiné dans la section 2.2,
le déplacement u et la contrainte o sont exprimés en fonction des fonctions complexes
W;(z) et Q;(2) (j = 1,2). Suivant la méthodologie de ( ), nous
pouvons déduire I'expression générale de W;(z) et Q;(z) pour un ensemble de n
fissures circulaires comme suit :

(1+a)Wi(z) = mQ(z) + x(2) P(2), (5.1)
(14 @) (2) = mQ(2) — ax(2)P(2), (5-2)
(1+a)Wa(z) = Q(2) + ax ( )P(2), (5-3)
(1+a)(z) = Q(2) — x(2)P(2), (5.4)

Ces équations ci-dessus sont similaires aux équations (2.22), (2.23), (2.24) et (2.25).
Cependant, la fonction de Plemelj x(z) dans le cas n fissures est définie comme suit :

X(2) =] (= — an) 72z — )27 (5.5)

et
t ty = . P, P_
Q(Z):60+;+§, P(Z): Eﬁ PkZ +P0+—+ (56)

Pour le probleme de n fissures, eg, t1, ta, P_o, ..., P, sont constantes d’intégration a
déterminer. Nous comptons donc (6 4+ n) constantes d’intégration.

Les 6+n constantes d’intégration eq, t1, t2, P_o, ..., P, sont obtenue en exprimant :
i. Le comportement a I'infini de W5 et de wy (4 équations), 4. L’analyticité de Ty et
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wy en z = 0 (3 équations) et 7. La condition d’univocité des déplacements (n — 1
équations).

Pour les deux éléments i. et ., la procédure est similaire a celle écrite dans la
section 2.3 ; elle se repose surla détermination des développements asymptotiques de
la fonction de Plemelj x(z) a l'infini et & l'origine.

Les équations restantes (n — 1 équations) se trouvent a partir des conditions que
les déplacements doivent étre a valeur unique, c-a-d Au, + iAwu, doit revenir a sa
valeur d’origine quand le point z décrit un contour fermé autour de chaque fissure,
Lk (k: 1,2,...,n)

/ X*(t) (Pot? + Pit + Py + Pyt + Pyt~ ?)dt = 0, (5.7)
L

J

Le probleme a n fissures sur l'interface. Donc, pour trouver n — 1 équations restantes,
on n’a besoin que de choisir n — 1 fissures (la n-ieme fissure conduit a une condition
redondante).

Chacune de ces conditions peut s’écrit sous la forme suivante :

> LijPe+logPo+14;Py+1 5P =0, (5.8)
k=1

ou I ; = [, xT(t)t*dt. Comme discuté & la section 2.3, les intégrales Iy, ; peuvent étre
J

singulieres. Cependant, les méthodes d’intégration numérique standard permettent

de fournir des estimations précises de ces intégrales sans précaution supplémentaire.

Loi d’évolution de I’endommagement

Une des perspectives importantes des travaux du chapitre 4 est de proposer une
loi d’évolution de '’endommagement du a la propagation des fissures a l'interface
entre les inclusions et la matrice, ainsi qu’une loi d’évolution des modules effectifs.
Dans ce travail, le décollement a l'interface est exprimé a travers des angles des
fissures, on peut considérer I’évolution de I'endommagement comme la variation des
angles des fissures avec le chargement.

Une illustration simple de la loi d’endommagement du cas d'un matériau composé
de deux phases (une matrice infini et une inclusion circulaire) est présentée ci-dessous
(revoir la figure 2.1). L’inclusion circulaire avec une fissure d’arc d’interface est
incorporée a la matrice infinie et soumise a l'infini a une traction uniaxiale oo. La
fissure L; sous-tend un angle de 2/, tandis que ’angle 35 est supposé nul. Soit G est
le taux de restitution en pointe de la fissure L;. En adoptant la théorie de Griffith,
une fissure commence a se propager quand le taux de restitution d’énergie GG atteint
la valeur critique G, :

G =G, (5.9)

La matrice est soumise a une contrainte uniaxiale a 'infini 030, et l'angle [, est

supposé nul. Le taux de restitution d’énergie G peut étre exprimé comme suit :

G = (022)%aG(B1) (5.10)
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Donc, il est possible d’adopter un critere d’endommagement de la forme suivante :
f=0% —o.b) (5.11)

ol 0o(81) = y/Ge/(aG(B)). Le critere qui vient d’étre décrit, et qui sera utilisé
comme loi de propagation locale, s’interprete de la fagon suivante :

— 81 04 < 0(B1) alors 51 =0 pas de I’évolution de I'’endommagement
— si 04 = 0c(1) alors B, >0 évolution de I'endommagement

Comme l'endommagement est décrit par la variable 5, I’évolution de cette
variable peut étre déduite de I’équation de consistance f = 0 au cours du processus
de 'endommagement :

cOf o Of 5 o Ooc,
f— o —f—aﬁlﬁl—agﬂ'f‘aﬁlﬁl—o (5.12)

L’évolution complete de I'endommagement est donc la suivante :

/=0, si f<O
=0, si f=0etf<0 (5.13)

By = —(00./0B1)" 16, autres cas

La relation entre la déformation macroscopique et la contrainte macroscopique
s’écrit (revoir I’équation (4.20)) :

g =SMg (5.14)

rx

ol g = [0 0 0]". La formulation en vitesse s’obtient par différentiation de

I’équation ci-dessus. On a donc :
g=5M. 5% p 5. 5 (5.15)

Car S dépend du variable 3, la variation de ST en cours de I’évolution de
I’endommagement s’écrit :

oS°f
= 55 (5.16)

En combinant les équations (5.13), (5.15) et (5.16), I’évolution de la réponse contrainte-
déformation macroscopique associée a la loi d’endommagement s’écrit :

Seff

=552 s f<0
= _ eff . o0 : _ ;
e=S8":00, si @fS;fO et f<0 (5.17)
g=|—(00./0B1)" 95 + St 1 5%, autres cas
1

La propagation des fissures avec un critere plus réaliste

Dans la section 3.6, nous avons montré que la propagation peut étre asymétrique
depuis un état initialement symétrique. Cela dépend du signe de la fonction ¢ (5y)
qui est définie dans I’équation (3.17). En effet, nous n’avons pas été en mesure
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de produire un cas pour lequel une propagation symétrique se produirait. Cela
pourrait étre lié a 'hypothese que G, est constante. En réalité, suivant les travaux
expérimentaux de ( ), G. dépend de I'angle de mixité de mode
Yy, ou tanvy, = K/ K (revoir la section 1.3.6). C’est la raison pour laquelle, G.
est une fonction qui dépend des angles 51 et f. De méme que la discussion dans
la section 3.6.1, en utilisant un critere plus réaliste, nous pouvons montrer que la
fonction 1 (f5p) a la forme suivante :

(G~ G (G~ Gu)
\I[(50) N 851 B1=B2=Po 8ﬁ2 ﬁ1=52=6o' <5'18)

ou

— si U(fy) < 0 : la propagation est symétrique,

— 1 ¥(By) > 0 : la propagation est asymétrique.

Nous avons néanmoins vu au paragraphe 1.3 que ce critere de propagation fait
intervenir une longueur ¢ de référence. A notre connaissance, il n’y a pas consensus
sur la maniere de choisir cette longueur ( , ; , ; ,

). Une réflexion théorique sur la signification de cette longueur constitue donc
une perspective indispensable et tres intéressante.

5.2.2 Perspectives a long terme
Nucléation des fissures

On note que la caractéristique principale de la mécanique de la rupture est de
partir d’une fissure déja existante. La nucléation du décollement partiel a U'interface
inclusion-matrice initialement non endommagée ne peut pas étre traitée par la théorie
de Griffith.

Pour prédire la nucléation des fissures d’interface, on peut par exemple utiliser un
critere de contrainte normale. Ce critere prédit la rupture aux points de 'interface
ou la valeur locale de la traction normale est supérieure a la résistance a la traction
de l'interface. Cependant, ce critére ne peut traiter que le début de la propagation.
La question sur le chemin d’équilibre complet au-dela de la charge critique est
inexplicable.

Pour résoudre ces difficultés ( ) a proposé une approche cohérente en
combinant les deux criteres contrainte-énergie sous la désignation anglo-saxonne de
Finite Fracture Mechanics (pour plus de détails sur ce sujet, voir
( )). Puis, ( ) a utilisé cette approche pour I’étude de la nucléation
des fissures d’interface.

Il est possible d’associer ’analyse de la propagation de la fissure dans le section

3.6 a I'analyse de la nucléation de la fissure réalisée par ( ) et
( ). Dans la derniere référence, en utilisant le critere couplé (contrainte-energie) de
( ), les auteurs concluent qu’il faut souvent s’attendre a une nucléation

asymétrique plutot qu’a une nucléation symétrique.
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Passage en trois dimensions

Nos contribution dans la cadre de ce travail sont consacrés principalement au
probleme en deux dimensions (2D). Le passage a trois dimensions (3D) constitue
donc une perspective importante de ce travail.

La solution semi-analytique utilisée ici et due a ( ) repose

sur la méthode des potentiels complexes de ( ). Cette méthode ne
permet pas de traiter des problemes tridimensionnels, et il est nécessaire d’adopter
une autre stratégie. Le probleme d’une fissure sphérique dans un solide élastique a
été abordé au premier par ( );
( ). ( ) ont proposé une nouvelle approche basée sur
la méthode des fonctions propres. Le probléeme a été réduit a un systeme d’équations
intégro-différentielles. Dans cette méthode, une solution générale du probleme en
question sous une forme analytique explicite a été suggérée, ainsi qu’'une méthode
analytique permettant de résoudre certaines équations intégro-différentielles. Une
analyse locale des contraintes et des déplacements pres du bord de la fissure sphérique
a été réalisée et les facteurs d’intensité de contraintes ont été obtenus.

Plus tard, ( ); ( ) ont appliqué
cette méthode au probleme de la fissure interfaciale sphérique. ( )
( ) ont obtenu des résultats semi-analytiques pour

les facteurs d’intensité de contraintes en pointe de la fissure. Pourtant, a cause des
difficultés mathématiques dans I'estimation du nombre d’intégrales dans le calcul, ils
n’ont pas trouvé I'expression de contraintes sur la partie adhésive et de déplacements
relatifs sur la partie décollée de I'interface. Par ailleurs, ces travaux ont été limités
a une seule fissure interfaciale sphérique. La solution générique pour le probleme
multi-fissures d’interface n’a pas été établie. Ces limitations constituent donc une
perspective intéressante. Pour plus détail de cette méthode, le lecteur peut se référer
aux articles de ( ) et de ( ).

C’est notre ambition que de suivre quelques unes des pistes évoquées ci-dessus.



Annexe A

Estimation de ’'intégrale I

Le but de cette partie est d’estimer l'intégrale [, dans 1’équation (2.50) pour

b1 = B2 = o A
sm(ﬁo—O))]

B sin(Bo+0)
Io(Bo, €) = 2/—60 V/sin(Bo — 6) sin(Bo + 0)

Cette intégrale est singuliere. En effet, lorsque 6 — 3y, 'argument du logarithme
tend vers 0, et le numérateur de 'intégrande oscille donc de plus en plus vite. Pour
estimer cette intégrale, on commence donc par calculer les racines successives de
I'intégrande. On integre ensuite entre deux racines successives, puis on somme les
intégrales partielles, en tronquant la série lorsque la précision est suffisante.

En tenant compte de la parité de I'intégrande, on remarque tout d’abord que I

se simplifie en
(B €) = 4/50 cos[eln f(6, Bo)] 49 (A2)
WO R f sm(Bo — 0)sin(Bo - 0) ’

Bo cos [e In (

(A.1)

ou l’'on a posé

~ sin(By — 0)
[0, Bo) = sin(Bo + 0) (A.3)
A.1 Etude de la fonction f
Soit f cette fonction. On remarque tout d’abord que
f(0,80) <1 pour 0< [y <7/2 et 0<60<pp. (A.4)
En effet,
sin(By 4+ 0) — sin(By — 6) = 2sin b cos fy > 0. (A.5)

Pour trouver les zéros de l'intégrande de Iy, il suffit donc de résoudre pour
n=20,1,2,... 'équation

In f(6,, Bo) = —(n + 1/2)% = [0, Bo) = en, (A.6)
< (1 —e,)sinpfycosb, — (1 +e,)cosfysinb, =0

(A.7)

<~ sin(a, —0,) =0 (A.8)

— O0,=a,+kn, (A.9)

70
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ou l'on a défini I'angle «,, par

(1 —e,)sin fy
V14 €2+ 2e,(cos By — sin fo)

(14 en) cos B

V14 €2+ 2e,(cos By — sin Fy)
(A.10)

et e, = exp[—(n+ 1/2)m/e]. On observe que «, ainsi défini est toujours compris

entre 0 et 7/2, de sorte que, sans ambigiiité

sin oy, = et cosaq, =

Q= arctan[l “ tan 50] = arctan{tanh[(n + 1/2) ] tan 50} (A.11)

n

Les racines 6, sont par ailleurs recherchées également entre 0 et 7/2, donc k = 0.
Finalement, on obtient ’expression analytique des racines

6, = arctan{tanh[(n +1/2)5 } fan 50} (n=0,1,2,...), (A.12)

et on montre qu’elles convergent exponentiellement vers fy.

A.2 Evaluation de I’intégrale I

En posant 6_; = 0, on décompose I'intégrale en une série

+o00 On cos 6111 f( 50)}
Io(Bos €) Z / L /sin(Bo — 0) sin(By + 9)d9. (A.13)

Sur chaque intervalle [0,,_1, 0,,], I'intégrande est de signe constant ; chaque terme peut
donc éetre évalué par des méthodes numériques standard. Bien entendu, la série sera
tronquée. On introduit donc la somme

On N
][ ] cos[eln (6, Bo)] 40— 4 cos[eln f(6, Bo)] 10
(Bo€) Z / . /sin(By — 0) sin(By + 0) /0 V/sin(By — 0) sin(B, + 0) 7

(A.14)
et le reste
R[N] (Go.e Z cos[elnf( ,Bg)] 40— 4 Bo cos[elnf(@,ﬁo)}
0, € - . ’
vl Jona \/sm (Bo — 0) sin(By + 0) On \/sm(ﬁo —0)sin(By + 0)
(A.15)
On obtient aisément la majoration suivante
Bo do
|RE(Bo,€)] < 4 . , : (A.16)
~ /sin(Bo — 0) sin(By + 0)
et, en observant que l'intégrande est une fonction décroissante
R <« )y RO )
V/sin(By — ) sin(Bo + On) sin 2

La méthode pour calculer I est donc la suivante. Pour n = 1,2, 3, ...
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1. Calculer 6,,, puis l'intégrale entre 6,,_; et 0,,.

2. Calculer la somme IéN] (en séparant termes positifs et termes négatifs, et en
sommant les plus petits termes d’abord).

3. Calculer le majorant du reste. Si |R£)N}| < 5]([)N], alors arréter le calcul (e
tolérance fixée par l'utilisateur, ¢ = 107%).

A.3 Limitation des erreurs d’arrondi

Les 60, convergent tres rapidement vers [y, et la différence Sy — 0 sera donc
généralement tres petite, ce qui peut entrainer d’importantes erreurs d’arrondis. Il
est préférable dans ce cas d’effectuer le changement de variable ¥ = Sy —

On a alors
oo Pn-1 cos elnM
L(Bo, €) Z / )] de, (A.18)
\V/sinsin(28y — )

avec 23

e, sin 23,
=Py — 0, = tan ——~—— 77 A.19
v Po arctan 1+ e, cos20 ( )

et

4 n n
R P SPN S
\V/sin, sin(28 + y,) sin 23,
La formule précédente est intéressante. En effet, v, pourra au mieux étre calculé
4 10716 pres (erreur absolue). Donc Perreur absolue sur le calcul de l'intégrale ne

pourra étre plus petite que 1078/1/5in 23,.

(A.20)

A.4 TImplémentation du calcul

Comme [ est une fonction qui dépend de §j et €, nous avons effectué deux cas
de calcul :

1. e=015et By =1°2°3°, ... 89,

2. By =45° et € = 0.005,0.022,0.039,...,0.175.

Pour chaque cas, nous avons estimé des erreurs relatives :

N SN en+ RN (Bo, )]

1. Erreur relative £, du calcul de l'intégrale I[[) , Ep = ] ; ol
IO (507 E)

el est erreur absolue de l'intégrande sur chaque intervalle [6,_1,0,] par des
méthodes numériques standard.

N |I[N] — I¥|
2. Erreur relative e* entre I8 (8o, €) et It (8o, €), e = %

0
résultat de 'intégrande I obtenue par la fonction quad du module scipy.integrate
en Python.

;ou I est le
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Le code suivant donne le source python permettant de réaliser ’approche décrite
ci-dessus.

import itertools
import numpy as np
from scipy.integrate import quad

def integrand(psi, beta, epsilon):
sinl = np.sin(psi)
sin2 = np.sin(2*beta-psi)
return 4#*np.cos(epsilon#*np.log(sinl/sin2))/np.sqrt(sinl*sin2)

def I0(beta,epsilon):
¢ = np.cos(2xbeta)
s = np.sin(2xbeta)
psi2 = beta

integrals = []
errors = []
minimum_error = 1E-8/np.sqrt(s) # Limitation des erreurs d’

arrondi
for n in itertools.count():
e = np.exp(-(n+0.5)*np.pi/epsilon)
psil = np.arctan(exs/(l+ex*c))
integral, error = quad(integrand, psil, psi2, args=(beta,
epsilon))

integrals.append(integral)
total_integral = np.math.fsum(integrals)

errors.append(error)
Rn = 4*np.sqrt(psil/np.sin(2*beta))
total_error = np.math.fsum(errors)+Rn

psi2 = psil

if (Rn <= le-8*abs(total_integral))
or (total_error <= minimum_error):
return total_integral, total_error

def IO_star(beta,epsilon):
numerical_integration,_ = quad(integrand, O, beta, args=(beta,
epsilon))
return numerical_integration
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e=0.15
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FIGURE A.1 — Erreur relative ¢, (%) du calcul de Vintégrale I (e = 0.15).

6x 10710 =

(%)

4x10710 4

*
r

3x 10710 «

Erreur relative €

2x 10710 «

T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Bo

FIGURE A.2 — Erreur relative € (%) entre deux approches (e = 0.15).
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FIGURE A.3 — Erreur relative &, (%) du calcul de Iintégrale I[N (8, = 45°).
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FIGURE A.4 — Erreur relative € (%) entre deux approches (5, = 45°).

Les figures A.1 et A.3 montrent des faibles erreurs relatives ¢, sur le calcul de
I'intégrale [O[N] pour toute la gamme de (5o, €)-valeurs listées ci-dessus. Cela signifie

I sont tres proche des résultats réelle de l'intégrale 1.

que les résultats de I([)N
Cependant, des petites erreurs relatives €} entre ](gN] et Iy dans les figures A.2 et
A.4 montrent que 'approche décrite ci-dessus n’est pas nécessaire et nous nous sommes

donc appuyés sans précaution sur la fonction quad du module scipy.integrate
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pour évaluer 'intégrale I,. Notons que des faibles erreurs relatives sont également
observées pour les autres intégrales, I, (k = —2,—1,1,2) (les figures ne sont pas
reproduites ici).



Annexe B

Analyse énergétique de la
propagation des fissures

B.1 Raisonnement de Griffith

( ) a été le premier a étudier la rupture d’un point de vue énergétique.
Il étudie I’éventualité de la propagation d’une fissure sous chargement constant.
Si 'on crée une longueur de fissure [. L’énergie total II d'un milieu s’écrit :

(1) = W, + W, (B.1)

ou W, est ’énergie potentielle et W}, est I'énergie dissipée.
Hypothese de ( ) s’écrit : la fissure avance lorsque cela lui permet de
minimiser son énergie totale :
D’apres ( ), il a comparé les énergies avant et apres propagation sous
le méme chargement :
— st W,(I) + Ws(l) < W(l+dl) + Wi(l+dl) : la fissure n’évolue pas et conserver
la longueur [,

— st Wy(l) + Ws(l) > W, (I +dl) + Wi(l + di) : le corps "a intérét” a accroitre la
longueur de la fissure de dl pour minimiser son énergie.
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| | Sl

l

L 777777777 _J Lo _|
W, (D+Ws(1) W (I+dl)+Ws(l+dl)

FI1GURE B.1 — Energie total avant et apres la propagation sous le méme chargement.

Concernant son raisonnement, la condition pour la propagation d’une fissure
sera :

(1) > TI(I + di) (B.2)

B.2 Branchement de fissure

Théorie de Griffith se limite au cas d'une propagation de fissure en ligne droite. En
réalité, sous un chargement donné, il faut considérer aussi la possibilité de changement
de direction de propagation de la fissure la chargement, appelé aussi branchement
de la fissure. En générale, en présence de branchement, sous chargement constant,
I’énergie total II ne dépend pas seulement de la longueur de fissure [, mais aussi d’'un
angle a qui représente la direction de propagation

I = II({, ) (B.3)
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FIGURE B.2 — Branchement de la fissure.

Dans la cadre de 'extension de la théorie de Griffith, ( ) a
proposé une critere pour prédire la direction de propagation de fissure.
Hypothese de ( ) s’écrit : La fissure se développera dans

la direction dans laquelle la variation de 1’énergie totale par une unité de longueur
d’avancement de fissure sera minimum et la fissure commencera a croitre lorsque cela
lui permet de minimiser son énergie totale.

D’apres cette hypothese, la fissure commence a se propager dans la direction
a = «ap, sous une unité de longueur d’avancement di, si elle satisfait deux conditions :

— (I + dl, ag) < TI(I, ).
— Ol =T(I 4+ dl, ag) — I1(l, ap) est maximale Vo € [—, 7.
Notre étude dans la section 3.6.1 repose sur ’hypothese de
( ) : le mode de propagation de la fissure choisi est lié a la valeur minimale de la

variation de 1'énergie totale 0I1(3;, 52) lors d’une unité de longueur d’avancement 66,
ou (551 + 552 =00.
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