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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❋✐rst ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❞❡❡♣❡st ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦rs Pr♦❢✳
▼❛r❝ ❇❡r♥❛❝❦✐ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❉❛♥✐❡❧ P✐♥♦ ▼✉ñ♦③✱ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②
t♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ❞✉r✐♥❣ ♠②
t✐♠❡ ✐♥ ❈❊▼❊❋✱ t❤❛t ♠❛❞❡ t❤✐s t✐♠❡ ❛ ✈❡r② ❡♥r✐❝❤✐♥❣ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ■ ❛❧s♦
✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ Pr♦❢✳ ◆❛t❤❛❧✐❡ ❇♦③③♦❧♦ ❢♦r ❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥r✐❝❤✐♥❣
❞✐s❝✉ss✐♦♥s t❤❛t ❤❡❧♣❡❞ ❞❡❡♣❡♥ ♠② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠✲
❡♥❛✳

▼② ❣r❛t✐t✉❞❡ ❛❧s♦ ❣♦❡s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❥✉r② ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛♥❞
t❛❦✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ t♦ r❡❛❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♠② P❤❉ t❤❡s✐s✳

■ ❛❧s♦ ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ❆◆❘ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❉■●■▼❯ ❝♦♥s♦rt✐✉♠
❢♦r t❤❡ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❢✉♥❞✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ✐♥ ❈❊▼❊❋✳ ■ ✇♦✉❧❞ s♣❡❝✐❛❧❧② ❧✐❦❡ t♦ ♠❡♥t✐♦♥
❛♥❞ t❤❛♥❦ ❙é❧✐♠ ❑r❛r✐❛ ❢♦r ❛❧❧ ❤✐s ❤❡❧♣✳

❋✐♥❛❧❧② ♠② ❜✐❣❣❡st t❤❛♥❦s ❣♦❡s t♦ ♠② ♣❛r❡♥ts ❙♦♥✐❛ ❙❛rr❛③♦❧❛ ❛♥❞ ❇❡♥❤✉r
❘✉✐③ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡✐r s✉♣♣♦rt ✐♥ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ■ ❞♦ ❛♥❞ t♦ ♠② ❢r✐❡♥❞s ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ✐♥
❈♦❧♦♠❜✐❛✱ s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ◆❛t❛❧② ❩❛♣❛t❛ ❢♦r ❜❡✐♥❣ t❤❡r❡ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ❧✐❢❡ ♠♦r❡
❡♥❥♦②❛❜❧❡✳



✐✐

●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❢t❡r t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❛❧s t♦♦❦ ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞❡✲
✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❜❡❝❛♠❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✉♠❛♥ s♦❝✐❡t②✳ ❚❤❡② ❛r❡
♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣
♣r♦❝❡ss❡s✳

❆❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭②✐❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐✈✐t②✱ ❡❧❛st✐❝ ❧✐♠✐t✱ ❝♦rr♦s✐♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❢❛t✐❣✉❡ r❡s✐st❛♥❝❡✮ ❛r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜②
t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❙✉❜❥❡❝t✐♥❣ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦
❛ ❢♦r♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❢♦r❣✐♥❣✱ r♦❧❧✐♥❣✱ ❡①tr✉❞✐♥❣ ♦r ❞r❛✇✐♥❣✮ ❝❛✉s❡s ✐ts ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡ t♦ ❡✈♦❧✈❡✳ ❚❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✈❡s ❞❡♣❡♥❞✲
✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❛♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❧s ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① s✉❜❥❡❝t t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❬✶❪✳

❖♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱
✐s ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❤♦t ❢♦r♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭❢♦r❣✐♥❣✮✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝
♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❧♦✇ st❛❝❦✐♥❣ ❢❛✉❧t ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐ts
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✈❡s ❜② ❛ ♣r♦❝❡ss ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝ r❡✲
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✭❉❉❘❳✮✳ ❉❉❘❳ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡
r❡♣♦rts ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✱ ✷✱ ✸❪✳ ❚❤✐s ❤❛s ❧❡❛❞
t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛✐♠ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❉■●■▼❯ ♣r♦❥❡❝t ✇❛s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❉■●■▼❯ ♣r♦❥❡❝t ✐s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ❈❊▼❊❋ ✲ ▼✐♥❡s P❛r✐st❡❝❤ ❬✹❪ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❆◆❘ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣❛♥✐❡s t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠ t❤❡ ❉■●■▼❯ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥s♦rt✐✉♠✿ ❆r❝❡❧♦r✲
▼✐tt❛❧✱ ❋r❛♠❛t♦♠❡✱ ❆❙❈❖▼❊❚❆▲✱ ❆❯❇❊❘❚ & ❉❯❱❆▲✱ ❈❊❆✱ ❙❆❋❘❆◆✱
❚■▼❊❚✱ ❈❖◆❙❚❊▲▲■❯▼ ❛♥❞ ❚❘❆◆❙❱❆▲❖❘✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❉■●■▼❯
♣r♦❥❡❝t ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❬✺❪✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❢✉❧❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ❧♦❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛t ❛ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❉■●■▼❯ ♣r♦❥❡❝t✱ ▲✳ ▼❛✐r❡ ❬✻❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❛s ❛❜❧❡
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❉❉❘❳ ✉♣ t♦ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦
r❡♣r♦❞✉❝❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r✲
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♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♥♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r ♠❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❤♦t ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢✉❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡✈✐❡✇s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✼✱ ✽✱ ✾❪✱ s♦♠❡ ♠❛❦❡ ❛tt❡♠♣ts t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❛❝t✱ ❤♦✇❡✈❡r
t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦♥❧② ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❧♦✇ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳

■♥ t❤✐s P❤❉ ✇♦r❦✱ t❤❛t ✐s ❛❧s♦ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❉■●■▼❯ ♣r♦❥❡❝t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ▲✳ ▼❛✐r❡ ❬✻❪ ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❛ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ✜♥✐t❡
❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❈P❋❊▼✮✳ ❚❤❡ ❈P❋❊▼ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❉❉❘❳ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧
✐s ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ ✐ts ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s P❤❉ ✇♦r❦ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❝❤❛♣t❡rs ❛s✿

❼ ❈❤❛♣t❡r 1✿ ❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❉❘❳ ♠♦❞❡❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♣✉t ♦♥
♠♦❞❡❧s t❤❛t ❡♠♣❧♦② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

❼ ❈❤❛♣t❡r 2✿ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡♥ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❈P ❧✐❜r❛r② ✇✐t❤ ✐ts ❝♦❞❡
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t♦♦❧s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧②❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❊▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s❡❞✳ ■t ✜♥❛❧✐③❡s ♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❼ ❈❤❛♣t❡r 3✿ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❤❛♣t❡r st❛rts ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧
❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❡✈❡❧ s❡t ✭▲❙✮ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭❋❊✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧s✳
❋✐♥❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❡sts ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❼ ❈❤❛♣t❡r 4✿ ■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❞✐s✲
❝✉ss t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❆❢t❡r✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ s✐♠✲
♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❛✐r❡ ❬✻❪ ✐s
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❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❼ ❈❤❛♣t❡r 5✿ ■♥ t❤❡ ✜❢t❤ ❝❤❛♣t❡r✱ s♦♠❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❛tt❡♠♣ts ❛t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
✇♦r❦s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❚❤✐s P❤❉ ✇♦r❦ ❤❛s ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✿

❲r✐tt❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✿

❼ ❆rt✐❝❧❡ ✲ ❘✉✐③ ❙❛rr❛③♦❧❛✱ ❉✳ ❆✳✱ ▼❛✐r❡✱ ▲✳✱ ▼♦✉ss❛✱ ❈✳✱ ❇♦③③♦❧♦✱ ◆✳✱
P✐♥♦ ▼✉ñ♦③✱ ❉✳ & ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ▼✳ ❋✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❘❡✲
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❈P❋❊▼ ❝♦♥t❡①t ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✸✵✹▲ st❡❡❧✳ ❈♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✽✹✱ ✶✵✾✽✾✷ ✭✷✵✷✵✮✳

❼ ❆rt✐❝❧❡ ✲ ❘✉✐③ ❙❛rr❛③♦❧❛✱ ❉✳ ❆✳✱ P✐♥♦ ▼✉ñ♦③✱ ❉✳ & ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ▼✳ ❆ ♥❡✇
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❈P❋❊▼ ❝♦♥t❡①t✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✼✾✱
✶✵✾✻✹✺ ✭✷✵✷✵✮✳

❼ ❆rt✐❝❧❡ ✲ ❋✉rst♦ss✱ ❏✳✱ ❘✉✐③ ❙❛rr❛③♦❧❛✱ ❉✳ ❆✳✱ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ▼✳ & P✐♥♦
▼✉ñ♦③✱ ❉✳ ❍❛♥❞❧✐♥❣ t❡♥s♦rs ✉s✐♥❣ t❡♥s♦r✐❛❧ ❑❡❧✈✐♥ ❜❛s❡s ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t♦ ♦❧✐✈✐♥❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
❈P❋❊▼✳ ❙✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳

❖r❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✿

❼ P♦st❡r ✲ ❘✉✐③ ❙❛rr❛③♦❧❛✱ ❉✳ ❆✳✱ P✐♥♦ ▼✉ñ♦③✱ ❉✳& ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ▼✳ ❋✉❧❧ ✜❡❧❞
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❉②♥❛♠✐❝ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❈P❋❊▼ ❝♦♥t❡①t✳ ❘❊❳&●●
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❈❤❛♣t❡r ✶

▲✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡t❛❧❧✉r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❛❧❧♦②s ✐s ✈❛st ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❜r✐❡❢
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r
t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② t❤❛t ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ♦r❞❡r❧② ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ✐s
r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❞❡♥♦♠✲
✐♥❛t❡❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t✱ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ t❤❛t r❡♣❡❛ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡s❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠✐st✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡② ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②
✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♥t❛✐♥ ❞❡❢❡❝ts ✿ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts✱ ❧✐❦❡ ✈❛❝❛♥❝✐❡s❀ ❧✐♥❡
❞❡❢❡❝ts✱ ❧✐❦❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s❀ ♣❧❛♥❡ ❞❡❢❡❝ts✱ ❧✐❦❡ st❛❝❦✐♥❣ ❢❛✉❧ts✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts
♠♦❞✐❢② t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧② ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❧✐❦❡ ♠❡t❛❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐✲
❛❧s✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝r②st❛❧ ♦r ❣r❛✐♥s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ③♦♥❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❧❛tt✐❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ③♦♥❡s t❤❛t s❡♣❛r❛t❡ t✇♦ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭●❇✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s✿ ❤✐❣❤ ❛♥❣❧❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭❍❆●❇✮✱
♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 10− 15◦❀ ♦r ❧♦✇ ❛♥❣❧❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭▲❆●❇✮✱
♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ 10 − 15◦✱ ❛❧s♦ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳
❉❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✵❪✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛s t❤❡② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✲
✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr② ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

✶
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❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s✿ ❡❞❣❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❡①tr❛ ♦r ♠✐ss✐♥❣ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡
❧❛tt✐❝❡❀ s❝r❡✇ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♦♥❡ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐♥
r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥t ❢❛❝❡✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❇✉r❣❡rs ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ✈❡❝t♦r (b) ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡
❜✉r❣❡rs ❝✐r❝✉✐ts ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❛t♦♠ t♦ ❛t♦♠ ♣❛t❤ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ ❛ ❝r②st❛❧
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛
❝r②st❛❧ ✇✐t❤♦✉t ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝❧♦s❡✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❝❧♦s❡ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✐s t❤❡ ❇✉r❣❡rs ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❇✉r❣❡rs ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❤❛s ✜①❡❞ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❇✉r❣❡rs
❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❞❣❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❇✉r❣❡rs ❝✐r❝✉✐t ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐♥❡
s❡♥s❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❡❞❣❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✭❚♦♣✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❇✉r❣❡rs
❝✐r❝✉✐t ✐♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ✐ts ❇✉r❣❡rs ✈❡❝t♦r✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡
✐♥ ❝❧♦s✉r❡ ✭❇♦tt♦♠✮✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✶✵❪✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ st✉❞② ♦❢ ❛t♦♠✐st✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t✱
t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠❡t❛❧s ❛♥❞ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② st✉❞✐❡❞ ❛t ❛
♣♦❧②❝r②st❛❧ s❝❛❧❡✱ r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s t❤❡ ♠❡s♦❝❛❧❡ ✭❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s
❛♥❞ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ❛t t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♦r ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡ ❛r❡ ♥♦t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡
♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❝❛❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r♠ t❤❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐st✐❝ s❝❛❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✶✶❪✳

❆t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡♥✲
s✐t② ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s (ρ) ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❡s t❤❛t t❤r❡❛❞
❛ ✉♥✐t ❛r❡❛ ♦❢ s✉r❢❛❝❡❀ ♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♣❡r ✉♥✐t
✈♦❧✉♠❡ ❬✶✷❪✳

❲❤❡♥ ❛ ♠❡t❛❧ ✐s ♣❧❛st✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❡✲
r✐❛❧ ✐s r❛✐s❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✉♥st❛❜❧❡ st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②
✐s ♥♦t ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢❡❝ts r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡s t❤❡r♠❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❝❝✉r t❤❛t ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts
♦r r❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡♠ ✐♥ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥❝❧✉❞❡✿ r❡❝♦✈❡r②✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥♥✐❤✐✲
❧❛t❡❞ ♦r r❡❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤♦✉t ✉s✉❛❧❧② ❛✛❡❝t✐♥❣ ❣r❛✐♥s ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s ✭❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝♦✈❡r② ✇❤❡♥ ✐t ❤❛♣♣❡♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮❀ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✭❘❡❳✮✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ♥❡✇ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❢r❡❡ ❣r❛✐♥s
❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✭r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❢♦r♠ ✐♥ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞
❤✐❣❤ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮❀ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭●❇▼✮✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ●❇ ✇✐❧❧
♠✐❣r❛t❡ ❞✉❡ t♦ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡s✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ s❤♦✇s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t
t❤❡ ♠❡s♦❝❛❧❡✱ ❢r♦♠ ❛ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✭❛✮ t♦✿ r❡❝♦✈❡r② ✭❜✮✱ ♣❛rt✐❛❧❧②
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ✭❝✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧② r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✭❞✮✳ ●❇ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞
❛s t❤✐❝❦ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ❛♥❞ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s t❤✐♥ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✳

❚❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡✲
r✐❛❧✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❛t ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛s ❝❧❡❛r
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✭❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✮ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ st❛❣❡s✳ ❖r t❤❡②
❝❛♥ ♦❝❝✉r ✉♥✐❢♦r♠❧②✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✈❡s ❣r❛❞✉❛❧❧② ✇✐t❤ ♥♦
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ st❛❣❡s ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst
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❝❛s❡ t❤❡② ❛r❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❛s ❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s✳ ❚❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡s
❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝
♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✭❛✮ ❡✈♦❧✈✲
✐♥❣ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢✿ r❡❝♦✈❡r② ✭❜✮✱ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ✭❝✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧② r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❡❞ ✭❞✮✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✶❪✳

❚❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❤♦t ❢♦r♠✐♥❣ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✿ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝♦✈❡r②✱ ❘❡❳ ❛♥❞ ●❇▼✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❞②✲
♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✭❉❘❳✮✳ ❖♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❧♦✇ st❛❦✐♥❣ ❢❛✉❧t
❡♥❡r❣② t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ t❤✉s ✐t ✐s ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✭❉❉❘❳✮✳

▼❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❉❉❘❳ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉♠♠❛r✐③❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✱ ✼✱ ✶✸❪✿
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❼ ❚❤❡ ✢♦✇ str❡ss ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✇s ❛ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ str❡ss✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ str❛✐♥ r❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❡❛❦s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

❼ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❉❉❘❳ t♦ st❛rt✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠✉st r❡❛❝❤
✜rst ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ str❛✐♥ ✈❛❧✉❡✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❡❛❦ str❡ss✳

❼ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ❛t ●❇✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ❝❛s❡s ♦❢ ❧♦✇
str❛✐♥ r❛t❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡s✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ✐♥s✐❞❡ ❡①✐st✐♥❣ ❣r❛✐♥s ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❼ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❣r❛✐♥ s✐③❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ str❛✐♥ r❛t❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❼ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞ ❛ st❡❛❞② ✈❛❧✉❡✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❉❉❘❳ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡② ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡①t✳

✶✳✶✳✶ P❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥

P❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❡t❛❧s ✐s ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢♦r♠
t❤❡ ♠♦t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t②
♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✱ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r②
❬✶✹❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧s✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧✐♥❦ t♦
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳

❈r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② t❤❡♦r② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛✲
t✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❣❧✐❞❡✳ ●❧✐❞❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦✈❡s ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✐ts ❇✉r❣❡rs ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❣❧✐❞❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡s
s❧✐♣✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛s t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛t♦♠s ♦✈❡r ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡
♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❣❧✐❞❡✱ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✵❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❈♦♠♠♦♥ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋❈❈ ✭❧❡❢t s✐❞❡✮✱
❇❈❈ ✭❝❡♥t❡r✮ ❛♥❞ ❍❈P ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮✳ ❇❧❛❝❦ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛t♦♠ ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♠❛❣❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✵❪✳

❙❧✐♣ ♦❝❝✉rs ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡
❛♥❞ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s❧✐♣ s②st❡♠✳ ❙❧✐♣
♣❧❛♥❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❞❡♥s❡❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ♣❧❛♥❡s ✭❝♦♥t❛✐♥ ❣r❡❛t❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛t♦♠s ♣❡r ❛r❡❛✮✱ ✇❤✐❧❡ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ❛t♦♠s
♣❡r ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧✐♣ s②st❡♠s ✐♥ ❛ ❝r②st❛❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧
str✉❝t✉r❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧s✳ ❖♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❝r②st❛❧s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s
❛r❡✿ ❋❈❈✱ ❇❈❈ ❛♥❞ ❍❈P✱ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ✶✷✱ ✷✹ ❛♥❞ ✸
s❧✐♣ s②st❡♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ ♦r❞❡r ❢♦r s❧✐♣ t♦ st❛rt ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ str❡ss ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✱ ❛
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝r②st❛❧ s❛♠♣❧❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ t❡♥s✐❧❡ ❢♦r❝❡ F ✱ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❡ss
σ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ F ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② σ = F/A✱ ✇✐t❤ A t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡
F ✐s ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♥❣ ❢♦r❝❡ F ❤❛s ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❧✐♣
❞✐r❡❝t✐♦♥ F cosλ ✇✐t❤ λ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ F ✳ ❚❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ F ✐♥ t❤❡ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❝ts ♦♥ ❛♥ ❛r❡❛ A/ cosφ ✇✐t❤ φ t❤❡
❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ F ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✉s t❤❡ s❤❡❛r str❡ss τ
❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

τ =
F

A
cosλ cosφ ✱ ✭✶✳✶✮

τ ✐s ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❤❡❛r str❡ss✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ t♦ st❛rt✱ τ ♠✉st r❡❛❝❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
r❡s♦❧✈❡❞ s❤❡❛r str❡ss ✭❈❘❙❙✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ cosλ cosφ ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧②
❦♥♦✇♥ ❙❝❤♠✐❞ ❢❛❝t♦r✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r
❛ s❧✐♣ s②st❡♠ α ❛s✿

τα = σ : (mα ⊗ n
α) ✱ ✭✶✳✷✮

✇✐t❤ σ t❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss t❡♥s♦r ❛♥❞ (mα⊗n
α) t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ t❡♥s♦r✱ ✇✐t❤ m

α

t❤❡ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❧✐♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ n
α t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s❧✐♣
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♣❧❛♥❡✳ ❊q✳ ✶✳✷ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❙❝❤♠✐❞ ▲❛✇ ❬✶✺❪✱ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
str❡ss σ✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❤❡❛r str❡ss ❝❛✉s✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ s❤❡❛r str❡ss ❝❛✉s❡s s❤❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡♠❛✐♥s
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❧s♦ ❞❡❢♦r♠s ❡❧❛st✐❝❛❧❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥s ❛r❡
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥s✱ ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t②
♠♦❞❡❧s ♥❡❣❧❡❝t t❤❡♠✳ ❚❤❡ str❡ss ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✐✈❡ ♦♥❧②
♦♥❡ s❧✐♣ s②st❡♠✱ ❜✉t s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡♠✱ s♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ s❧✐♣ ♦♥ ❛❧❧ ❛❝t✐✈❡ s❧✐♣ s②st❡♠s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②
t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r str❡ss ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ t♦ r♦t❛t❡✳ ❚❤✐s
r♦t❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❡①t✉r❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢
❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ s❧✐♣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r❝❡ F ✳ ■♠❛❣❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✵❪✳

❆s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❢♦r♠s✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❤❡♥ ❞✐s✲
❧♦❝❛t✐♦♥s ❡♥❝♦✉♥t❡r ♦❜st❛❝❧❡s ❧✐❦❡ ●❇✱ t❤❡② ♣✐❧❡ ✉♣ ✳ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♥♦t
♠♦✈❡ t❤r♦✉❣❤ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ str❡ss ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝✉♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ●❇ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦✉r ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ♦❜st❛❝❧❡s ❝❛✉s❡s
t❤❛t s✉❜s❡q✉❡♥t ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s
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❤✐❣❤❡r str❡ss✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳
❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐❝s ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② t❤❡✲

♦r②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ ❛ ❦✐♥❡✲
♠❛t✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇s
❢♦r t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇s ❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡r t♦
t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥
r❛t❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ✭✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✲
t❡r✐❛❧✮✳ ❙♦♠❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧
❡✛❡❝ts ❛♥❞ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts ❢♦r ●❇ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡
❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✢♦✇ r✉❧❡s ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

■♥ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t②♣❡s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ♠♦✈❡ ❛s ♠♦❜✐❧❡ ♦r ✐♠♠♦❜✐❧❡✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s♦✉r❝❡ ❛s✿ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛s ❙t❛t✐❝❛❧❧② ❙t♦r❡❞ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✲ ❙❙❉✮ ♦r ❞✐s❧♦❝❛✲
t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✜❡❧❞s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥str❛✐♥s
♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✭✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛s ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ◆❡❝❡ss❛r② ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✲
●◆❉✮✳

❆ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r②st❛❧s✱ ❤♦✇✲
❡✈❡r ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ♠❡t❛❧s ❛r❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✲
s❝r✐❜❡ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦❧②❝r②s✲
t❛❧s ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ✭❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s
❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✼❪✮✿

❼ ❚❤❡ ❙❛❝❤s ▼♦❞❡❧ ❬✶✽❪✿ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②✲
❝r②st❛❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ str❡ss ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✱ ❛♥❞
t❤❛t ❡❛❝❤ ❝r②st❛❧ ❞❡❢♦r♠s ❜② ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ s❧✐♣ s②st❡♠✳ ❚❤❡
s❧✐♣ s②st❡♠ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡st r❡s♦❧✈❡❞ s❤❡❛r
str❡ss✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥s ❞❡❢♦r♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ❣r❛✐♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡
♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥
t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛✐♥s✳

❼ ❚❤❡ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ❬✶✾❪✿ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②✲
❝r②st❛❧ ❞❡❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❡♥s✉r❡s ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ●❇✱ ❜② ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣
❧♦❝❛❧ str❡ss ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♥♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❣r❛✐♥✳
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❼ ❚❤❡ r❡❧❛①❡❞ ❝♦♥str❛✐♥s ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ❬✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷❪✿ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧✳ ■t ❛ss✉♠❡s ❛♥ ✐s♦✲str❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r
t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡❧❛①❡❞ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❧❛t❤
♠♦❞❡❧ r❡❧❛①❡s t❤❡ ✐s♦✲str❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❘❉✮
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭◆❉✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛♥❝❛❦❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧❛①❡s
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❚❉✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ◆❉✳ ❚❤✐s
♠♦❞❡❧ ✐s s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❣r❛✐♥s ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❣r❛✐♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ r♦❧❧✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡
♣❛♥❝❛❦❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s ♠♦❞❡❧✳

❼ ◆✲s✐t❡ ♠♦❞❡❧s ❬✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺❪✿ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ❣r❛✐♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ▲❆▼❊▲ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦
❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ●■❆ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❝❧✉st❡r ♦❢ ✽ ❣r❛✐♥s✳
❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❣r❛✐♥s ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥s ❛r❡ r❡❧❛①❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉s✲
t❡r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛t s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❣r❛✐♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞✱ ♥♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛✐♥✳

❼ ❚❤❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡❧ ✭❱P❙❈✮ ❬✶✹✱ ✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽❪✿ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❊s❤❡❧❜② ❬✷✾❪✱ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ str❡ss ❛♥❞
str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✭♠❛tr✐①✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥s✳ ▲♦♥❣ r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r ♥❡✐❣❤❜♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❣r❛✐♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❼ ❈r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❈P❋❊▼✮ ❬✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷✱ ✸✸❪✿ t❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❜②
✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ r❡❧❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈P❋❊▼ ❡♥s✉r❡s ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐s ❛❧s♦ ❢✉❧❧ ✜❧❧❡❞ ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ s❡♥s❡✳ ❇♦t❤ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳
■❢ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥✲
s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■ts ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✐ts ❤✐❣❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳

❼ ❈r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✹✱ ✸✺✱ ✸✻❪✿ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
❈P❋❊▼♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐st t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈P❋❋❚✮
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t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❋❊▼✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s
❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❧❛r❣❡❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❋❊▼
♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❞♦✲
♠❛✐♥✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✶✳✶✳✷ ●r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ✭●❇❊✮

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ●❇ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♠✐s♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❍❆●❇ ♦r ▲❆●❇✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▲❆●❇ ❛r❡
❝❛❧✐s❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❍❆●❇ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ♠✐s✲
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♦♥❧② ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s
t②♣❡s ♦❢ ❤✐❣❤ ❛♥❣❧❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❞❤❡r❡ t♦ ✐t ❬✶❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② (γGB)
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ (θ) ✐s ✉s✐♥❣ ❘❡❛❞✲❙❤♦❝❦❧❡② t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❬✸✼❪ ❛s✿

γGB(θ) =

{

γmax
GB

(

θ
θmax

)(

1− ln
(

θ
θmax

))

❢♦r θ < θmax ✱

γmax
GB ❢♦r θ ≥ θmax ✱

✭✶✳✸✮

✇✐t❤ γmax
GB t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ❛♥❞ θmax t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥✲

❣❧❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ●❇✳ ■♥ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s ▲❆●❇ ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧②
♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ γGB ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡✳ ■t ♠✉st
❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❛t t❤✐s t♦♣✐❝ ✭❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ γGB ✐♥ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ❘❡① ♠♦❞❡❧✲
✐♥❣✮ ✐s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ♠❛✐♥❧② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭❛s ✐♥ t❤❡ ❘❡❛❞✲❙❤♦❝❦❧❡② ♠♦❞❡❧✮ ❜✉t ❛❧s♦
❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭t♦rq✉❡ t❡r♠s✮ ❬✸✽✱ ✸✾❪✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ✇✐❧❧ ♥♦t
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ γGB ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦st❧② ❛ss✉♠❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦♥❧②
❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳

✶✳✶✳✸ ●r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t②

●❇ ♠✐❣r❛t❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛t♦♠✐st✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ♥❡❛r t❤❡
❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ st✉❞② ❛s t❤❡② ❤❛♣♣❡♥ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱
❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✐♥ ♥♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ●❇ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❬✶❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ●❇ ✐s ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛❝t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ (PGB)✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡
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✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✭VGB) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ PGB✳ ■♥ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ✐s t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② (MGB)✳ MGB

✐s ❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥
❆rr❤❡♥✐✉s t②♣❡ ❧❛✇ ❛s✿

MGB =M0
GB exp

(−Qm

RT

)

✱ ✭✶✳✹✮

✇✐t❤ M0
GB t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♣r❡✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦r✱ Qm t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r

●❇▼✱ R t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ T t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ ❤♦t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡✈❛✐❧s ✐♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❘❡❳ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❢♦r γGB✱ t❤✐s
q✉❡st✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❞✉❡ t♦ ♠✐s✜ts ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦s ❛♥❞ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❜✐❧✐t②
✭♣r♦❞✉❝t ♦❢ MGB ❛♥❞ γGB✱ MGB ∗ γGB✮ ❬✹✵✱ ✹✶❪✳ ❘❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ❝♦♥❝❡r♥
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠♦❜✐❧✐t② ♦r ❞✐s❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❛t t❤❡
●❇ s❝❛❧❡ ❬✹✷✱ ✹✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❇
♠♦❜✐❧✐t②✱ ❊q✳ ✶✳✹✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳

✶✳✶✳✹ ❘❡❝♦✈❡r②

❘❡❝♦✈❡r② r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡✲
st♦r❡ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❬✶❪✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣❡✲
♠❡♥t ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❧♦✇❡r ❛♥❣❧❡ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢✿ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❣❧✐❞❡ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✮✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❝r♦ss✲s❧✐♣ ✭❞❡✜♥❡❞
❛s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❧❛♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✮ ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❝❧✐♠❜
✭❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ♠♦✈✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡✐r s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♣❧❛♥❡ ♦❢
❛t♦♠s✮✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r ▲❆●❇ ✐✳❡✳✱
s✉❜❣r❛✐♥s✳ ❙✐♥❝❡ r❡❝♦✈❡r② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♥♦t ❛✛❡❝t ❍❆●❇✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧②
✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ str❛✐♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❊q✳ ✶✳✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧❛✇ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ▼♦♥t❤❡✐❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ❬✹✹❪✿

∂ρ

∂ǫ
= K1ρ

ξ −K2ρ ✱ ✭✶✳✺✮

✇✐t❤ K1 t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞K2 t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s
❞✉❡ t♦ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝♦✈❡r②✳ ❚❤✐s ❧❛✇ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❨♦s❤✐❡✲
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▲❛❛sr♦✉✐✲❏♦♥❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✹✺❪ ✇❤❡♥ ξ = 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❑♦❝❦s✲▼❡❝❦✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
❬✹✻✱ ✹✼❪ ✇❤❡♥ ξ = 1/2✳

✶✳✶✳✺ ●r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭●❇▼✮

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ●❇▼ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛t♦♠✐st✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛❝t✐♥❣ ✐♥ ③♦♥❡s
♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆s ❛❧✲
r❡❛❞② ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ●❇▼ ✐s ❬✶✱ ✹✽✱ ✹✾❪✿

VGB =MGBPGBn ✱ ✭✶✳✻✮

✇✐t❤ n t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✉♥✐t❛r② ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ ●❇✳ ■♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣✱
t✇♦ ♠❛✐♥ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ♣r❡ss✉r❡ (PC

GB)✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♣r❡ss✉r❡
(PE

GB)✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ❜② ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
PC
GB ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s PC

GB = −γGBK✱ ✇✐t❤ K t❤❡ ●❇ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭tr❛❝❡
♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ t❡♥s♦r ✐♥ ✸❉✮✳ ❆t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ PE

GB ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦
t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✿

PE
GB = τE[ρ] ✱ ✭✶✳✼✮

✇✐t❤ τE t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❡ ❡♥❡r❣② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s τE = µb2/2✱ ✇✐t❤ b t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❇✉r❣❡rs ✈❡❝t♦r ❛♥❞ µ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✳ [ρ] ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❥✉♠♣ ♦❢ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛❝r♦ss t❤❡ ●❇ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳
❋✐♥❛❧❧② VGB ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

VGB =MGB (τE[ρ]− γGBK)n ✳ ✭✶✳✽✮

✶✳✶✳✻ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥

❚❤❡ ❉❉❘❳ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ s✉❜♠❡❝❤❛♥✐s♠s✿ ♥✉✲
❝❧❡❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❢r❡❡ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡✐r s✉❜s❡q✉❡♥t
❣r♦✇t❤✱ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✶✳✽✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ t❡r♠ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②
✉s❡❞ ✐♥ ❘❡❳✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦❢ ♣❤❛s❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✹✾❪✱ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs r❛♥❞♦♠ ❛t♦♠✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧❧✐t❡ ✭♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝r②st❛❧✮ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❍❆●❇
✭♥✉❝❧❡✉s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❯s✲
✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❘❡❳✱ t❤❡ r❛❞✐✉s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s t♦ ❣r♦✇ ✭❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✉s✮ ✇✐❧❧ ❜❡ s♦
❜✐❣ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❬✺✵❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s
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✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦❞❛② t❤❛t ✐♥ ❘❡❳✱ ♥❡✇ ❣r❛✐♥s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ s♠❛❧❧✲✈♦❧✉♠❡s t❤❛t
♣r❡✲❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❬✶❪✳ ❙♦ ❛ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t❡r♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡
♣r♦❜❛❜❧② t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❘❡❳ ❣r❛✐♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♥✉❝❧❡✐✱ ❡✈❡♥ ✐❢
t❤✐s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♣❡rs✐st ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❛t ❤✐❣❤ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✭❤✐❣❤ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✮ ♦r ③♦♥❡s
✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭③♦♥❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ st♦r❡❞ ❡♥✲
❡r❣② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ●◆❉ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ❞✉r✐♥❣ ❉❉❘❳✱ ✐s str❛✐♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭❙■❇▼✮✳ ■♥
❙■❇▼✱ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐❧❧ ❜✉❧❣❡ ❛♥❞ ♠✐❣r❛t❡ t♦✇❛r❞s t❤❡
✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ str❛✐♥❡❞ ❣r❛✐♥✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛ ③♦♥❡ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❜❡❤✐♥❞✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❝❦❧❛❝❡s str✉❝t✉r❡s✱
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s♠❛❧❧ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛❧♦♥❣ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❚❤❡ ♥❡✇❧② ❢♦r♠❡❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ✇✐❧❧ ❞✐s❛♣♣❡❛r ✉♥❧❡ss ✐ts ❞r✐✈✐♥❣
❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇❛✐❧❡②✲❍✐rs❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛s✿

rcr =
2γGB

τE[ρ]
✳ ✭✶✳✾✮

❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧ ♦❢ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶❪✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❞✉r✐♥❣ ❉❉❘❳ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❢r❡❡ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❬✺✶✱ ✺✷✱ ✺✸✱
✺✹✱ ✺✺❪ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② (ρcr) r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ρcr =

(

20γGB ǫ̇
eff
P

3blMGBτ 2E

) 1

3

✱ ✭✶✳✶✵✮

✇✐t❤ l t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ ǫ̇effP t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥ r❛t❡✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❧❛✇✿

ṅ = Cǫ̇effP exp

(

Qn

RT

)

, ✭✶✳✶✶✮

✇✐t❤ C ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ Qn t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳
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✶✳✶✳✼ ❙✉♠♠❛r②

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❉❉❘❳ ♦♥
t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ ❤♦t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❬✺✻❪✿

❼ ❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s ❝❛✉s❡s ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡r❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s
❛♣♣❡❛r ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡② ❣r♦✇✳

❼ ❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣r❛✐♥s
❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ●❇▼✳ ❙✉❜s❡✲
q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❛❧t❡rs t❤❡ ✜♥❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞
t❡①t✉r❡✳

❼ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ●❇▼ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝♦✈❡r②
❛❧s♦ ❝❛✉s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❧✐♣ r❡s✐st❛♥❝❡ ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❼ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛❧t❡r t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
♠❛♥♥❡r✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛♥❞ s❝♦♣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❉❉❘❳✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❉❉❘❳ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥
❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✶✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❉❉❘❳

❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
❉❉❘❳✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✭❞❡t❛✐❧❡❞ r❡✈✐❡✇s ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✼✱ ✽✱ ✾❪✮✿

❼ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✿ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥s✐st t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ (X) ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ (R̄)
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✺✼✱ ✺✽✱ ✺✾❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❏▼❆❑ ♠♦❞❡❧s ❬✻✵✱ ✻✶✱ ✻✷❪✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❛✈✲
❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❜② ✜tt✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

❼ ▼❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s✿ ✐♥ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛s s❡t ♦❢ ♥✲♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❢♦❧❧♦✇s
♣❤②s✐❝❛❧✲❜❛s❡❞ ❧❛✇s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐ts st❛t❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s
❬✹✹✱ ✻✸✱ ✻✹❪ ♦r s♣❡❝✐✜❝ s❡ts ♦❢ ❣r❛✐♥s ❬✺✺✱ ✻✺✱ ✻✻❪✳



✶✳✷✳ ▼❖❉❊▲■◆● ❖❋ ❉❉❘❳ ✶✺

❼ ❋✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s✿ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ❡①♣❧✐❝✲
✐t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥✲
s✐❞❡r ❧♦❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❣r❛✐♥s✳
❙❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿

✕ ▼♦❞❡❧s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P♦tts ♠♦❞❡❧ ❬✻✼❪ ❧✐❦❡✿ ▼♦♥t❡✲❝❛r❧♦ ♠♦❞❡❧s
❬✻✽✱ ✻✾❪ ❛♥❞ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛ ♠♦❞❡❧s ❬✺✻✱ ✼✵✱ ✼✶✱ ✼✷✱ ✼✸❪✳

✕ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡✿ ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧s ❬✼✹✱ ✼✺❪✱ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♠♦❞❡❧s
❬✼✻✱ ✼✼✱ ✼✽✱ ✼✾❪ ❛♥❞ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❬✽✵✱ ✽✶✱ ✽✷✱ ✽✸❪✳

❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s ✐s t❤❛t
t❤❡② ✉s❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❨♦s❤✐❡✲▲❛❛sr♦✉✐✲
❏♦♥❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❑♦❝❦s✲▼❡❝❦✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✳ ✶✳✺✮ ❬✹✹✱ ✺✺✱ ✻✺✱ ✻✻✱
✼✾❪✱ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s ❬✻✸✱ ✻✹❪ ♦r ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s
❬✻✽❪✳ ❚❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡
♥♦r t❤❡ ❣r❛✐♥s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
❣r❛✐♥s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❈P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✺✻✱ ✻✾✱ ✼✵✱ ✼✶✱ ✼✷✱ ✼✸✱ ✼✺❪✱
♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t ♣r❡s❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥✿
t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈P
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ●❇▼ ♠♦❞❡❧✱ ♦r ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✉s❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t
✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❊✈❡♥ t♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥t❡①t✱
❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ t❤❡② r❡❧② ♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ s♣❡❝✐✜❝
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❉❉❘❳ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❆ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻❪✳

✶✳✷✳✶ ▼❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s

▼❡❛♥ ✜❡❧❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡✿ t❤❡ ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ s❤❛♣❡
✭✉s✉❛❧❧② s♣❤❡r✐❝❛❧✮✳ ❊❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t②✱ s✐③❡✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts ♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r❛✐♥ ❜✉t
❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✭❛s ❛ ❜✐♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡ ❡q✉❛❧❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣r❛✐♥ ❤❛s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s✐③❡ (Di)✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
(Mi) r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❚❛②❧♦r ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② (ρi)✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈r❛♠ ❡t ❛❧ ❬✻✸❪✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✻✸❪✳

❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛✇s✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥s
✐♥t❡r❛❝t ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
❛❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✹✹❪✱ ♦r ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ❣r❛✐♥s ❧✐❦❡ ✐♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❬✺✺✱ ✻✺✱ ✻✻❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈r❛♠ ❡t
❛❧✳ ❬✻✸✱ ✻✹❪✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ●❇▼ ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ (ρ̄i)✿

ρ̄i =

∑

D2
i ρi

∑

D2
i

✳ ✭✶✳✶✷✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ s❤♦✇s
❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❣r❛❞✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

❆ s✐♠✐❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❱P❙❈ ♠♦❞❡❧✳
■♥ t❤❡ ❱P❙❈ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧
❣r❛✐♥s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠✳ ❊❛❝❤ ❣r❛✐♥ ♦r ❣r❛✐♥ ❝❧❛ss ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♠♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥
❉❉❘❳ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❱P❙❈ ♠♦❞❡❧ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣
❣r❛✐♥s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❣r❛❞✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✻✸❪✳

❲❡ ❝❛♥ ❝✐t❡ t❤❡ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈r❛♠ ❡t ❛❧ ❬✻✸✱ ✻✹❪✱ ✇❤✐❝❤
✉s❡s t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✽✹❪ t❤❛t ✐♠♣♦s❡s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦✲✇♦r❦ ❛❧❧♦✇✐♥❣
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣r❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧ ❬✽✺✱
✽✻✱ ✽✼❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐s♦✲✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❱P❙❈ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈r❛♠ ❡t ❛❧ ❬✻✸✱ ✻✹❪✳

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈r❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✻✸✱ ✻✹❪✱ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✽✹❪ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣♦s❡s ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
✐s♦✲✇♦r❦ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss (dǫmac)✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣r❛✐♥s✿

dǫi =
K

σi
✱ ✭✶✳✶✸✮

dǫmac =

∑

Vidǫi
∑

Vi
✱ ✭✶✳✶✹✮

✇✐t❤ K t❤❡ ✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ dǫi t❤❡ str❛✐♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣r❛✐♥ i✱ σi t❤❡
str❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣r❛✐♥ i ❛♥❞ Vi t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣r❛✐♥
i✳ ◆❡①t✱ t❤❡ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

dσi
dǫi

= ΘII

(

1− σi
σs,i

)

✱ ✭✶✳✶✺✮

✇✐t❤ σs,i t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ str❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ i ❛♥❞ ΘII t❤❡ st❛❣❡ ■■ ✇♦r❦✲
❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❛t❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
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σi = αMiµb
√
ρi

(

ǫ̇i
ǫ̇ref

)m

✱ ✭✶✳✶✻✮

✇✐t❤ α ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ µ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s✱ b t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
❇✉r❣❡rs ✈❡❝t♦r✱ ρi t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐ ❛♥❞ m ❛ str❛✐♥ r❛t❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❡①♣♦♥❡♥t✳

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❛s
❢♦❧❧♦✇✿ ✜rst✱ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧❀ s❡❝♦♥❞✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♥✉✲
❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❧❛✇❀ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ●❇▼ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs
t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❣r❛✐♥s t♦ ❞❡❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❢❛❝t♦r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡✱
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♠❛✐♥s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥
♠❡t❛❧s✳

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✽✺✱ ✽✻✱ ✽✼❪✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡
❱P❙❈ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠
✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❧❛✇✳ ❚❤✐s t❡r♠ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥
r♦t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t
❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r r♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡r♥❛❧ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤✉s
❤✐❣❤❡r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s♦ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♥✉❝❧❡❛t❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❧❛✇s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❖♥❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❱P❙❈ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤✐s ❉❉❘❳
♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❱P❙❈ ♠♦❞❡❧ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡❧✲
❧✐♣s♦✐❞s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✸ ♠❛❥♦r ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ✈♦❧✉♠❡
✇❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❀ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
s♣❤❡r❡s✳ ❚♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❛ ❞✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥
t❤❡ ❱P❙❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛ ❣r❛✐♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❉❉❘❳
♠♦❞❡❧ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛✐♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡
r❡❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✇❡✐❣❤t✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❛s
❢♦❧❧♦✇✿ t❤❡ ❱P❙❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞♦❡s
♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ♦❢ ❱P❙❈
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞❀ ✐❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❡❳ ❣r❛✐♥s t❤❡
●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥s
❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳

❇② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❱P❙❈ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❉❉❘❳ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❉❘❳ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ✐♥✲
❝❧✉❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs
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t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❡①t✉r❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❱P❙❈✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t♦ s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢
❜♦t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❱P❙❈✲❈P ♠♦❞❡❧s ✐s ♥♦t ❤✐❣❤✱ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❢✉❧❧
✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s st✐❧❧ ❧✐♠✐t❡❞✿ ✜rst✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❛❦❡s
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤
♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s❤❛♣❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❧❡❛r❧② r❡s♦❧✈❡❞❀ s❡❝♦♥❞✱
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♥♦r ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥s✐❞❡
❣r❛✐♥s❀ t❤✐r❞✱ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ♥♦r ✐♥ t❤❡ ❱P❙❈ ♠♦❞❡❧✳

✶✳✷✳✷ ❋✉❧❧ ✜❡❧❞ P♦tts ♠♦❞❡❧s

❋✉❧❧ ✜❡❧❞ P♦tts ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥ P♦tts ♠♦❞❡❧ ❬✻✼❪✱
t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ ❛♥❞ t❤❡ ❈❡❧❧✉❧❛r ❆✉t♦♠❛t❛ ✭❈❆✮
♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜②
✉s✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ♦❢ ❝❡❧❧s ♦r s✐t❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❉❉❘❳ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛rs ❣r✐❞s ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛s ✐t ❝❛✉s❡s ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤❡ ▼❈ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ E ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

E =
N
∑

i=1

(

ni
∑

j=1

1

2
γGB(si, sj) + Eρ(si)

)

✱ ✭✶✳✶✼✮

✇✐t❤ N t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐t❡s✱ ni t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r s✐t❡s j ♦❢ ❛ s✐t❡ i✱
Eρ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✭r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✮✱ γGB(si, sj) ✐s t❤❡ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t❡ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉r✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐t❡s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ s✐t❡s
❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✐t❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
✭❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② △E ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s✐t❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ △E✳ ■♥ ❡❛❝❤ ▼❈ st❡♣ N r❛♥❞♦♠ s✐t❡s ❛r❡
❝❤♦s❡♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✐t❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠ ♥♦t ❛❧❧ s✐t❡s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✐♥❣
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❡❛❝❤ ▼❈ st❡♣✱ t❤❡ ▼❈ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ t✐♠❡ st❡♣✳ ❆
❝♦♠♠♦♥ ❢♦r♠ ♦❢ p(△E) ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

p(△E) = 1

2
w0

[

1− tanh

(△E
2kTs

)]

✱ ✭✶✳✶✽✮

✇✐t❤ w0 t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t❡s✱ k t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✱
Ts ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s ✭■❞s✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭❇♦❧❞ ❧✐♥❡s✮
✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ♦❢ sq✉❛r❡ ❝❡❧❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✻❪✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❈ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡
❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ▼❈ t✐♠❡ st❡♣ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ t✐♠❡ st❡♣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✽✽✱ ✽✾❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ▼❈
♠♦❞❡❧ ✐ts t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❝♦♥t❡①t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❧❛r❣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❢❡✇ ❉❉❘❳ ▼❈ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❬✾✵✱ ✾✶✱ ✻✽❪✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚✉t❝✉♦❣❧✉ ❡t ❛❧ ❬✻✾❪✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❈P❋❋❚✴▼❈ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦
❝♦✉♣❧❡ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❛ r❡❣✉❧❛r sq✉❛r❡ ❣r✐❞ t❤❛t ✐s ✉s❡❞
❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❈P❋❋❚ ❛♥❞ t❤❡ ▼❈ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ♦❢
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ ❈P❋❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❆❢t❡r✱ t❤❡ ▼❈ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✲
✐t② ♦❢ st❛t❡ s✇✐t❝❤✳ ■❢ ❛ st❛t❡ s✇✐t❝❤ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞✱ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ st❛t❡
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✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♣❞❛t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❣r❛❞✉❛❧❧② ♦✈❡r
s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤✐s ❣r❛❞✉❛❧ ✉♣❞❛t❡❞ ✐s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs t♦ ♣r❡✈❡♥t
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈P❋❋❚ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞♦ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ P❧✉s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❧②
✉♣ t♦ 2.5% ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ♥♦r ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳

❈❡❧❧✉❧❛r ❆✉t♦♠❛t❛ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤❡ ❈❆ ♠♦❞❡❧✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ▼❈ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦
❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✱ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
st❛t❡s ❛r❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✇✐t❝❤✐♥❣ r✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❈❆ ♠♦❞❡❧
❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ t✐♠❡ st❡♣ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ♦♥❧② ✉♣❞❛t❡❞
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ st❡♣✱ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥
s✇✐t❝❤✐♥❣ r✉❧❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ❛s✿

P (s✇✐t❝❤) =
vGB

vmax
GB

✱ ✭✶✳✶✾✮

✇✐t❤ vGB t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ vmax
GB t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r❛✐♥

❜♦✉♥❞❛r② ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t✐♠❡ st❡♣✳ ■❢ t❤❡
s✇✐t❝❤ ♦❝❝✉rs t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ❝❡❧❧ ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t s✇✐t❝❤
r✉❧❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✾✷❪✳ ❲❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ s✇✐t❝❤ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧✱ ❛ ❧♦❝❛❧
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✉s❡❞ ❝❛♥ ❜❡
❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ ❈❆ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ▼❈ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❛t
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠✐❧❛r
❞✐✣❝✉❧t t♦ t❤❡ ▼❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❝✉r✈❛t✉r❡✱ s✐♥❝❡
●❇ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② sq✉❛r❡ ❝❡❧❧s✳

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s✱ ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣❧❛st✐❝ ❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❆ ❉❉❘❳ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✿

❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵✱ ✾✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t♦♣♦❧♦❣② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ❈❆ ❉❉❘❳ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚✇♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②s✲
t❡♠ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ♦♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❈❆ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❦❡♣t
❝♦♥st❛♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❆ ♦r ▼❈ ♠♦❞❡❧s✳
✭❛✮ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♥❡✐❣❤❜♦♦r❤♦♦❞✱ ✭❜✮ ▼♦♦r❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✾❪✳

❚❤❡ ●❇ ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ s♣❛❝❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇✱ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤
✐s ❞❡❢♦r♠❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ●❇ ❛r❡
♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❈❆ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❈❆ s②st❡♠ t❤❡ ❘❡❳ ❣r❛✐♥s
❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❈❆
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❈❆ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❞✉❡
t♦ ❡♥❡r❣② ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❡❢✲
❢❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s s♣❤❡r✐❝❛❧✱ s♦ t❤❡ ❣r❛✐♥s
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦r t❤❡✐r ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✐s
❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s✳

❋♦r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❊❛❝❤ r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❡ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ ✐t ✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s
✐s s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❆ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ③❡r♦ ❣r❡❛t❧② ❢❛✈♦rs t❤❡
❣r♦✇t❤ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ❜✉t r❡♠❛✐♥s ❛ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❈❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✜♥✐s❤❡❞✱ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛✲
t❡r✐❛❧ s②st❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ s❤♦✇s ❛♥ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✱ ❈❤✉❛♥ ❡t ❛❧ ❬✼✶❪ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✷❉ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦✉♣❧❡❞ ❈P❋❊▼ ✇✐t❤ ❈❆
t♦ ♠♦❞❡❧ ❉❉❘❳✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t✇♦ ❣r✐❞ s♣❛❝❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❈P❋❊▼
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r t❤❡ ❈❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❣r✐❞ s♣❛❝❡s ✉s❡❞



✶✳✷✳ ▼❖❉❊▲■◆● ❖❋ ❉❉❘❳ ✷✸

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ ✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥❡
sq✉❛r❡ ❝❡❧❧ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈P❋❊▼ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❛♥ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❡♥ ❜② t❡♥ ❝❡❧❧s
✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈❆ ❣r✐❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✼✵✱ ✾✸❪✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✼✵❪✳

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣r✐❞s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ❈❆ ❛ss❡♠❜❧② t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❈P❋❊▼ ❣r✐❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❈❆ ♠♦❞❡❧ ❞✐❞ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠❛♣✲
♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ str❛✐♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♠❛♣♣❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❈P❋❊▼ t♦ t❤❡ ❈❆ ♠♦❞❡❧✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛❢t❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r✐❞s
✐♥ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞✱ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❝♦rr❡❝t❧② t♦
t❤❡ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ❈❆ ❣r✐❞s✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐ss✉❡s P♦♣♦✈❛ ❡t ❛❧ ❬✼✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✷❉ ♠♦❞❡❧
t❤❛t ❝♦✉♣❧❡❞ ❈P❋❊▼ ✇✐t❤ ❛ ❈❆ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ♦♥❡ sq✉❛r❡ ❣r✐❞
✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❈❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❡❧❧s✱ ♥♦ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ ❣r✐❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ ❝❛✉s❡s t❤❛t ❛❢t❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❆
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♦♥ t❤❡ ❈❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❛s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s
✇♦r❦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡❞ ✇❛s 35%✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ P♦♣♦✈❛ ❡t ❛❧ ✇❛s ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✸❉ ❜② ▲✐ ❡t ❛❧ ❬✺✻❪✱
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❈❆❈P❋❊✳ ❚❤❡ ❈❆❈P❋❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞❞r❡ss❡s
t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❈❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ t❤❡ ❈❆ s✇✐t❝❤✐♥❣
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r✉❧❡s✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉r✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤✐s ❝❡❧❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✉♠❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ❞✉❡ t♦ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✺✻❪✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠
❬✺✻❪✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ ❜♦r❞❡r ❝❡❧❧s
t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✱ ❞❡str♦②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
✐♠♣♦s❡❞✳ ❖♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ ❈P❋❊▼
❛♥❞ ❈❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈P❋❊▼
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❈❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s 40%✳

❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ▼❛❞❡❥ ❡t ❛❧✳ ❬✾✹✱ ✾✺✱ ✼✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢
❈P❋❊▼ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❈❆ ✭❘❈❆✮ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❘❈❆ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛
r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✉s❡❞
✐♥ ❈❆ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❛ r❛❞✐✉s ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❛t s❡❧❡❝ts ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝❡❧❧s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✶✳✶✷✳

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t✇♦ ❣r✐❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❈P❋❊▼ ❣r✐❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡
❘❈❆ ❣r✐❞✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡
✉♣❞❛t❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ ❣r✐❞s ❡q✉❛❧❧②✳ ❚❤✉s t❤❡ t✇♦ ❣r✐❞s ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞
❞❡❢♦r♠ ❡q✉❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♦ ❢❛r t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡
❛❞❞r❡ss❡❞ ♠♦st❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣✳ ❖♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡
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s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❙♠❛❧❧ r❛❞✐✉s ✈❛❧✉❡s ❝❛♥
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❜✉t ❛❧s♦ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡❳✱ s✐♥❝❡
❛ ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❡♥❞ ✇✐t❤ ✈❡r② ❢❡✇ ♦r ♥♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛ ❝❡❧❧ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❡❡♥ ❈❆ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♦❢ ▼❛❞❡❥ ❡t ❛❧ ❬✾✹✱ ✾✺✱ ✼✸❪✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✼✸❪✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ▼❈ ❛♥❞ ❈❆ ♠♦❞❡❧s t♦ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s ❞✐✣❝✉❧t ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞
✭✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❈❆ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞
t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ s♦♠❡
❞❡❣r❡❡✱ ❝❛✉s❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥✲
♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡s✉❧ts✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② sq✉❛r❡s ❝❡❧❧s t❤❡②
♣r❡s❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❝✉r✈❛t✉r❡✱ s♦ t❤❡ ❣r❛✐♥s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛❧✇❛②s s♣❤❡r✐❝❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r ❛r❡
♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞
✐♥ ❤♦t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳
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✶✳✷✳✸ ❋✉❧❧ ✜❡❧❞ ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧

■♥ t❤❡ ✷❉ ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧ ❬✾✻✱ ✾✼✱ ✾✽❪ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛
s❡r✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ♥♦❞❡s✱ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❥✉♥❝t✐♦♥s✱
❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt❡①
♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✻❪✳

●❇▼ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② C ♦♥ ❛ ❧✐♥❡
s❡❣♠❡♥t a ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ R✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

C(x) =

∫

a

γGBda ✱ ✭✶✳✷✵✮

R(x, v) =

∫

a

v2GB

MGB

da ✱ ✭✶✳✷✶✮

❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ s✐♥❣❧❡ s❡❣♠❡♥t k ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

∂C

∂xk
+

∂R

∂vGB K

= 0 ✳ ✭✶✳✷✷✮
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❆❢t❡r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ vGB✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❢♦r ❛ t✐♠❡ st❡♣ ✐s
✉♣❞❛t❡❞ ❛s✿

x(t+△t) = xk + vGB k(t)△t ✳ ✭✶✳✷✸✮

❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❛♣✲
♣❧②✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✾✾❪✳ ■♥ ✸❉✱ ❛ ❣r❛✐♥
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s✉r❢❛❝❡s✱ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❜② tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐ts
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❬✶✵✵❪✳ ▼♦st ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
♦♥❧② ♠♦❞❡❧ ●❇▼ ❬✶✵✶✱ ✶✵✵✱ ✼✹❪✱ ❢❡✇ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❉❉❘❳✱
s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ✸❉✳

▼❡❧❧❜✐♥ ❡t ❛❧ ❬✶✵✷✱ ✶✵✸✱ ✼✺❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✷❉ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ❝♦✉♣❧❡s ❛
❈P ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ✷❉ ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❧❛✇s✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ✉s❡s t✇♦ ♠❡s❤❡s✳ ❖♥❡ ♠❡s❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❧② ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ tr✐♣❧❡ ❥✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ●❇▼
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ t❡r♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡s❤
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① ♠❡s❤✱ ♣❧❛❝✐♥❣ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
❣r❛✐♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt❡① ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❈P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡s❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ t✇♦ ♠❡s❤❡s ✉s❡❞✳
❉✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡s❤❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ▼❡❧❜✐♥ ❡t ❛❧ ❬✶✵✷✱ ✶✵✸✱ ✼✺❪✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✶✵✷❪✳
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❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ st❛❣❣❡r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s❡✈❡r❛❧ ❈P
t✐♠❡ st❡♣s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ s✐♥❝❡ t❤❡
❈P t✐♠❡ st❡♣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ❛♥❞ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣
✐♥ t❤❡ ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞
t❤❡ ♥♦❞❡s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❖♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❈P
❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦r ❣r❛✐♥s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥ ❛ ✷❉ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ✇❛②s t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧ ❝❛♥
❞❡❢♦r♠ ❛♥❞ r♦t❛t❡ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
♦✈❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

✶✳✷✳✹ P❤❛s❡ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧

P❤❛s❡ ✜❡❧❞ ✭P❋✮ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❜② P❋ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P❋
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❧♦❝❛❧
str✉❝t✉r❡✳ ■♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✱ t❤❡ P❋ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❦❡❡♣s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✭❝❧❛s✲
s✐❝❛❧❧② 1 ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ 0 ♦✉ts✐❞❡✮✳ ❚❤❡ ●❇ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❞✐✛✉s❡
✐♥t❡r❢❛❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ P❋ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ❞✐✛✉s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② tr❛❝❦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛s
✐♥ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳✱ ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧s✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ P❋
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ P❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
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❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r ❘❡❳ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✱
✐♥ t❤❡ P❋ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♦❢ t❤❡ P❋ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
♦❢ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ k P❋ ✈❛r✐❛❜❧❡s (ηk) ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❬✶✵✹✱ ✶✵✺✱ ✶✵✻❪✿

F =

∫

V

[

f(nk) +
N
∑

k=1

Kk

2
(∇ηk)2

]

dV ✱ ✭✶✳✷✹✮

✇✐t❤ V t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡✱ f t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ Kk ❛ ❣r❛❞✐❡♥t
❡♥❡r❣② ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s❡♥❡ss ❛♥❞ t❤✉s t♦ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧
✇✐❞t❤ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡✮✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ f ❛s✿

η̇k = −Lk
δF

δnk

✱ ✭✶✳✷✺✮

✇✐t❤ Lk ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r s♣❡❝tr❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❋❋❚✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱
❛ ✜♥❡ ❣r✐❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r
❞♦♠❛✐♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s✳

❈♦✉♣❧✐♥❣ ❈P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ P❋✲❉❉❘❳ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❡s ❛ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ✐♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❧✐♠✐t❡❞ ❜②
✐ts ♦✇♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤✉s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✉s❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s♦ t❤❡② r❡q✉✐r❡ str✉❝t✉r❡❞
♠❡s❤❡s ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝✐t❡✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❩❤❛♦
❡t ❛❧ ❬✶✵✼✱ ✽✷❪ t❤❛t ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ❈P❋❋❚ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✶✵✽❪ ✇✐t❤ t❤❡ P❋✲
❋❋❚ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✶✵✾❪✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r✐❞s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❈P❋❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡
P❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ P❋ ❣r✐❞ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❈P❋❋❚ ❣r✐❞
✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❈P❋❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ P❋ ❣r✐❞✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤
✉s❡s ❛ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ P❋
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❝❡ ❛ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤❡♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t✱ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈P❋❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ♦❝❝✉r ❛t ❛ s♠❛❧❧❡r
s❝❛❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ❈P❋❋❚ ❣r✐❞✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦♥❧② r❡❞✉❝❡s ♣❛rt✐❛❧❧②
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t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳
❆❢t❡r t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ✉♣❞❛t❡❞✱ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞s ❛r❡ r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❢♦r❡
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❈P❋❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡❞ ✇❛s 50%✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞♦ ♥♦t ❝❧❛r✐❢② ❤♦✇ t❤❡②
❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱ t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❑✉❥✐r❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✽✸❪✱ ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✶✶✵❪ ✇✐t❤
❛ P❋ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❬✶✶✶❪ ✐♥ ✷❉✳ ❚❤❡ P❋ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ t✇♦ ❣r✐❞s ❛r❡
✉s❡❞✱ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤✱ ✇❤✐❧❡ P❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ sq✉❛r❡ ❣r✐❞✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞✳ ❆❢t❡r✱ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② r❡❛❝❤❡s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡
✭❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇✮✳ ❲❤❡♥ ❛ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✐t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❖♥❝❡ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ P❋
❣r✐❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡
❋❊ ♠❡s❤✱ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ P❋ ❣r✐❞ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡
P❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❣r✐❞ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ P❋
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❋❊ ♠❡s❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡
❛rt✐❝❧❡ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ t❤❡ P❋ ❣r✐❞ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡sts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞♦
♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ǫ = 0.30 ❞✉r✐♥❣ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r✳

✶✳✷✳✺ ❋✉❧❧ ✜❡❧❞ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♠❡t❤♦❞

❚❤❡ ❧❡✈❡❧✲s❡t ✭▲❙✮ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❞❡s❝r✐❜❡s ❣r❛✐♥s ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡
❉❘❳ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❛✐r❡ ❬✼✾✱ ✻❪ t❤❛t ♠♦❞❡❧s ❉❘❳ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ ▲❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ✇♦r❦s ♦❢ ❬✼✼✱ ✼✽✱ ✶✶✷❪✱ ✇✐t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s
✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞❡❧ ❉❘❳ ✉♣ t♦ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s
❝✉rr❡♥t❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳



✶✳✸✳ ❙❯▼▼❆❘❨ ❆◆❉ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆ ✸✶

✶✳✸ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❉❉❘❳✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✇♦r❦s
s❤♦✇❡❞ t❤❛t✿

❼ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦r ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❣♦ t♦✇❛r❞ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤
❈P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ ❈P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❼ ▼❡❛♥ ✜❡❧❞ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✲
✐t② ♥♦r ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❼ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❉❘❳✱ t❤❡r❡ ❛r❡
♥♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ●❇▼ ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ❛ st❛❣❣❡r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❡❛❝❤
❉❉❘❳ t✐♠❡ st❡♣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ●❇▼✱
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛❝t✐♥❣ ♦♥❡ ❛❢t❡r
❛♥♦t❤❡r ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✳

❼ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ st❛❣❣❡r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡♥❝♦✉♥✲
t❡r❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ●❇▼ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈P ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥s✳

❼ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ st❛❣❣❡r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ ✜rst
❝♦♠♣✉t❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥❡①t ✐♥s❡rt r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❧❛st
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ●❇▼✳

❼ ❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❈P
✐s ✉s✉❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ r❡q✉✐r❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ●❇▼✳ ❙♦✱ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s ❢♦r t❤❡ t✇♦
st❡♣s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❡✈❡r②
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤✐s st❡♣ ✐s ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞
✇❤❡♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❼ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❉❉❘❳♠♦❞❡❧s✱ s✐♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞



✸✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ▲■❚❊❘❆❚❯❘❊ ❘❊❱■❊❲

❣r❛✐♥ s❤❛♣❡ ♦r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ♥✉✲
♠❡r♦✉s ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s✳

❼ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞
❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❈P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❛s♣❡❝t ❤❛s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❧✐♠✲
✐t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✸❉ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t✲
❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ P❋ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋❋❚ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❋❊▼✳
❍♦✇❡✈❡r t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞s ❧✐♠✐ts ❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡✐r
❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s✱
❛s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤♦t ♠❡t❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❋r♦♠ t❤✐s r❡✈✐❡✇✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❉❉❘❳
✉♣ t♦ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ✸❉ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♦✉r ❈P ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳
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✶✳✹ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛ssé ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦✲
♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✉❡ à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❡♥ r❡❝r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✐s✲
❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❉❉❘❳✮✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❡①❛♠✐♥és ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡✿

❼ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ ❉❉❘❳ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡
♣❧❛st✐❝✐té ♦✉ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜és✳ ❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st
❞✬❛❧❧❡r ✈❡rs ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❈P✱ ❝❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❈P ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✳

❼ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❡♥ ❉❉❘❳✱ ✐❧ ♥✬② ❛
♣❛s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s q✉✐ ❝♦✉♣❧❡♥t ❡t rés♦❧✈❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥s r❡❝r✐st❛❧❧✐sés✱ ❧❡ ♠✐❣r❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s ✭●❇▼✮ ❡t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✳ ❆✉ ❝♦♥✲
tr❛✐r❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ é❝❤❡❧♦♥♥é❡ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ ❉❉❘❳✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✭❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✱ ●❇▼✱ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥s r❡❝r✐st❛❧❧✐sés✮ s♦♥t ❝♦♥✲
s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❛❣✐ss❛♥t ❧❡s ✉♥s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s ❞❡ ♠❛♥✐❡r❡ s❡q✉❡♥t✐❡❧❧❡✳

❼ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ é❝❤❡❧♦♥♥é❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤❛♠♣s
✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ s♦✐❡♥t ❛✛❡❝tés ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❝❛❧✲
❝✉❧s ✭❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✱ ●❇▼✱ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥s r❡❝r✐st❛❧❧✐sés✮✳
❈❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é✳

❼ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✱ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥s r❡❝r✐st❛❧❧✐sés✱ ♣✉✐s ●❇▼✳

❼ ▲❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s r❡q✉✐s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é❝r✐✈❛♥t
❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
r❡q✉✐s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ●❇▼✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ❉❛♥s ❝❡r✲
t❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ●❇▼ ♥✬❡st ❡✛❡❝t✉é❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥s
r❡❝r✐st❛❧❧✐sés s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts✳

❼ ▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡
♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❉❘❳ ❝❛r ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❣r❛✐♥s ♦✉ ❧❡s ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ❣r✐❧❧❡s
str✉❝t✉ré❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ré❝✉rr❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬ét❛t
❞❡ ❧✬❛rt✳
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❼ ▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡
♠♦❞è❧❡s ❉❉❘❳ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❈P✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t
❧✐♠✐t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝♦✉♣❧és ✸❉ ❡♥ ❝❤❛♠♣
❝♦♠♣❧❡t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐tér❛t✉r❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠✐♥✲
✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❤❛♠♣ ❞❡
♣❤❛s❡s rés✐❞❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
r❛♣✐❞❡ s✉r ❣r✐❧❧❡s ré❣✉❧✐èr❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r✐❧❧❡s str✉❝✲
t✉ré❡s ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❤étér♦❣è♥❡ ❥✉sq✉✬à ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① é❧❡✈és✱ ❝♦♠♠❡ r❡♥✲
❝♦♥tr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡r♠♦♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥
❢♦r♠❡ à ❝❤❛✉❞✳

❆✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s ❜❡s♦✐♥s ❡t ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
t②♣❡ ❈P❋❊▼ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❧❡✈❡❧✲s❡t ❡st ❡♥✈✐s❛❣é ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡✳



❈❤❛♣t❡r ✷

❈r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❧✐❜r❛r②

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✜rst ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❡♣ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧
♣❧❛st✐❝✐t② ❧✐❜r❛r②✱ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❈P ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢✿ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ t❡sts ✉s❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳

✷✳✷ ❙✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s

❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✶✶✸❪ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❛♥ ❡❧❛st♦✲✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❛st♦✲✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥
❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡❧❛st✐❝ ❡✛❡❝ts✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙❝❤♠✐❞t ❧❛✇✿

τα = σ : (mα ⊗ n
α) ✱ ✭✷✳✶✮

❢♦r s❧✐♣ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦♥ ❛ s❧✐♣ s②st❡♠ α✱ τα ♠✉st ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠
str❡♥❣t❤✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ❝r✐t✐❝❛❧ r❡s♦❧✈❡❞ s❤❡❛r str❡ss ✭❈❘❙❙✮ (ταC)✳ ❋♦r
♠✉❧t✐♣❧❡ s❧✐♣ t❤❡ ❚❛②❧♦r✲❇✐s❤♦♣✲❍✐❧❧ ♠♦❞❡❧ ❬✶✾✱ ✶✶✹❪ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❛ ❝r②st❛❧
❝❛♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛♥② ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ♦♥❧② ✜✈❡ s❧✐♣ s②s✲
t❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ❬✶✾❪✱ t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ s❧✐♣✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❛❧❧
s❧✐♣ s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ταC ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❤❛r❞❡♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡✳

❇✐s❤♦♣ ❛♥❞ ❍✐❧❧ ❬✶✶✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❡ss✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡
str❡ss st❛t❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ s❧✐♣✳ ❚❤❡ str❡ss st❛t❡ ❝❤♦s❡♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡

✸✺
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t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❇✐s❤♦♣✲❍✐❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
t❤❡ ❚❛②❧♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐❢ t❤❡ ταC ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❤❛r❞❡♥✐♥❣✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❡q✉❛❧ ❢♦r ❛❧❧ s❧✐♣ s②st❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❛②❧♦r✲❇✐s❤♦♣✲❍✐❧❧
✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s r♦❜✉st ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s❧✐♣
s②st❡♠s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛♥❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ s❧✐♣ s②st❡♠s✳

❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ s❧✐♣ s②st❡♠s✱
t❤❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✶✺❪ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❛❧❧ s❧✐♣ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡
✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ s❧✐♣ s②st❡♠s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
s❧✐♣ r❛t❡ (γ̇α) ♦❢ ❛ s❧✐♣ s②st❡♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✐♥❣ τα✱ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❧❛✇s✳ ❙♦✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ γ̇α ✇✐t❤ ❛ ❤❡❛✈✐s✐❞❡ t②♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ❥✉♠♣s
❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ τα r❡❛❝❤❡s ταC ✱ γ̇

α ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❤❛r♣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❧♦♣❡ ❛r♦✉♥❞ ταC ✳ ❲❤❡♥ τα ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
ταC ✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ̇α ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❱✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ✢♦✇ r✉❧❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❧✐♣ ❛s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②s✲
t❛❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r F ✐♥t♦✿ ❆♥ ❡❧❛st✐❝ ♣❛rt Fe ❛♥❞ ❛ ♣❧❛st✐❝ ♣❛rt Fp✳
❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❢✉rt❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❡❧❛st✐❝
str❡t❝❤ t❡♥s♦r Ve ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r♦t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r Re✳

F = FeFp = VeReFp ✳ ✭✷✳✷✮

❚❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❧❡❛❞s t❤❡ ❜♦❞② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥ B0✱ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ B̄✱ ❧❛tt✐❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ r♦t❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t❤❡ ❜♦❞② t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ B̃✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❡t❝❤
❧❡❛❞s t❤❡ ❜♦❞② t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ B✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ B0 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳
■♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ B0 ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ t❡①t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
B̃✱ ✉s❡❞ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ✉♥❧♦❛❞✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❢♦r♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤
V

−1
e ✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r
F✳ ■♠❛❣❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✶✸❪✳

❙♦✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✷✳✷✱ t❤❡ ✈❡✲
❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t (l) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

l = Ḟ F
−1 = V̇eV

−1
e + VeL̃

∗
V

−1
e ✱

L̃
∗ = ṘeR

T
e +ReL̄pR

T
e ✳

✭✷✳✸✮

❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧ s❧✐♣ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡
❛❝t✐✈❡✱ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t L̄p ✐♥ B̃ ✐s✿

L̄p =
N
∑

α=1

γ̇α (m̄α ⊗ n̄
α) ✱ ✭✷✳✹✮

✇✐t❤ N t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❧✐♣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣
s②st❡♠s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② Z̄

α = m̄
α ⊗ n̄

α✱ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞t t❡♥s♦r✳
❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❢✉rt❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s❦❡✇✲

s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rts ❛s✿ l = d + w✱ ✇✐t❤ d = s②♠(l) ❛♥❞ w = s❦❡✇(l)✳ ❋♦r ❛
t❡♥s♦r A✱ t❤❡ s❦❡✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s s❦❡✇(A) = 1/2(A−AT) ❛♥❞ t❤❡
s②♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s s②♠(A) = 1/2(A + AT)✳ ❚❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❧❡❛❞s t♦✿

D̃ = ˙̃
Ee + D̃

∗ ✱ ✭✷✳✺✮
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D̃
∗ = s②♠(C̃eΩ̃e) +

N
∑

α=1

γ̇αs②♠(C̃eZ̃
α) ✱ ✭✷✳✻✮

D̃ = s❦❡✇(V T
e V̇e) + W̃

∗ ✱ ✭✷✳✼✮

W̃
∗ = s❦❡✇(C̃eΩ̃e) +

N
∑

α=1

γ̇αs❦❡✇(C̃eZ̃
α) ✱ ✭✷✳✽✮

✇✐t❤ Ω̃e = ṘeR
T
e t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ Z̃α = m̃α ⊗ b̃α t❤❡ r♦t❛t❡❞ ❙❝❤♠✐❞t

t❡♥s♦r✱ m̃α = Rem
α t❤❡ r♦t❛t❡❞ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ñα = Ren

α

t❤❡ r♦t❛t❡❞ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s❧✐♣ ♣❧❛♥❡✱ C̃e = V
T
e Ve t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r✐❣❤t

❈❛✉❝❤②✲●r❡❡♥ t❡♥s♦r ❛♥❞ Ẽe = 1/2(C̃e − 1) t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤❡
✇♦r❦ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ Ẽe ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦❢ str❡ss §̃✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

§̃ = C̃e : Ẽe ✱ ✭✷✳✾✮

✇✐t❤ C̃e t❤❡ ❡❧❛st✐❝✐t② t❡♥s♦r✱ r♦t❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝✉rr❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡❧❛st✐❝ str❛✐♥s ❛r❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
♣❧❛st✐❝ str❛✐♥s✱ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ str❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿

Ve = 1+ ǫe ✇✐t❤ ‖ǫe‖ << 1 ✱ ✭✷✳✶✵✮

✇✐t❤ ǫe t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♥s♦r✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❛t t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s B ❛♥❞ B̃ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t✱ t❤✉s V̇e = ǫ̇e

❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿ D̃ ≈ d✱ W̃ ≈ w✱
s❦❡✇(Ṽ T

e V̇e) ≈ s❦❡✇(ǫ̇eǫe)✱ C̃e ≈ 1✱ Ẽe ≈ ǫe✱ §̃ ≈ τ ✱ ✇✐t❤ τ t❤❡ ❑✐r❝❤❤♦✛
str❡ss r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss σ ❜② τ = ❞❡t(F )σ✱ ✇✐t❤ ❞❡t(F ) ≈ ❞❡t(1+
ǫe)✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s✿

D̃
∗ ≈ 2s②♠(ǫeΩ̃e) +

N
∑

α=1

γ̇αs②♠(Z̃α) ✱ ✭✷✳✶✶✮

W̃
∗ ≈ Ω̃e +

N
∑

α=1

γ̇αs❦❡✇(Z̃α) ✱ ✭✷✳✶✷✮

❛❧❧♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s t♦✿
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❑✐♥❡♠❛t✐❝s

d = ǫ̇e + ǫeΩ̃e − Ω̃eǫe + D̃p ✱ ✭✷✳✶✸✮

w = −skew (ǫ̇eǫe) + Ω̃e + W̃p ✱ ✭✷✳✶✹✮

❊❧❛st✐❝✐t②

τ = C̃e : ǫe ✱ ✭✷✳✶✺✮

P❧❛st✐❝✐t②

D̃p =
n
∑

α=1

γ̇αsym
(

Z̃α
)

✱ ✭✷✳✶✻✮

W̃p =
n
∑

α=1

γ̇αskew
(

Z̃α
)

✱ ✭✷✳✶✼✮

❙❝❤♠✐❞ ❧❛✇

τα = τ : sym
(

Z̃α
)

✳ ✭✷✳✶✽✮

❋❧♦✇ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡s

γ̇α = f (τα, ταC) ✱ ✭✷✳✶✾✮

τ̇αc = ġ (ταC , γ̇) ✳ ✭✷✳✷✵✮

❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ f ❛♥❞ t❤❡
❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ġ✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✢♦✇ r✉❧❡s ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✷✳✸ ❈r②st❛❧ ✢♦✇ r✉❧❡s ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡s

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✢♦✇ r✉❧❡s ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t❤❡ s❧✐♣ r❛t❡s γ̇α ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❡❞ str❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐ts
❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✶✻❪ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦r ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❡❛t❤❡r ♦r ♥♦t
t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❞❡♥s✐t✐❡s (ρ) ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✭❞✐s❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ❜❛s❡❞✮✳
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✷✳✸✳✶ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✢♦✇ r✉❧❡s

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❧✐♣ r❛t❡s γ̇α ❛s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ τα ❛♥❞ ταC ✿

γ̇α = f (τα, ταC) , ✭✷✳✷✶✮

t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇s ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ ❬✶✶✻✱ ✶✶✼✱ ✸✵✱ ✶✶✽✱ ✶✶✾❪✿

γ̇α = γ̇α0

∣

∣

∣

∣

τα

ταC

∣

∣

∣

∣

1

m

s✐♥❣(τα) , ✭✷✳✷✷✮

✇✐t❤ m ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ γ̇α0 t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❧✐♣ r❛t❡✳ ❖r ❡①t❡♥❞❡❞
♦♥❡s ❬✶✶✸❪✿

γ̇α = γ̇0 exp

{

−F0

kθ

[

1−
( |τα| − ταC

ταC

)p]q}

sign(τα) , ✭✷✳✷✸✮

✇✐t❤ F0 t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ p✱ q ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
k t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ θ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❜❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡s❡s t②♣❡ ♦❢ ✢♦✇ r✉❧❡s ✐s t❤❛t ❛♥②
str❡ss ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ str❛✐♥ r❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ τα ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
str❛✐♥ r❛t❡s✳ ❖♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ταC ✱ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐ss✉❡s ✇❤❡♥ τα

✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ταC ✳

P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡s

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❈❘❙❙ ταC ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

τ̇αCRSS = ġ (ταc , γ̇) . ✭✷✳✷✹✮

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ❬✶✶✻✱ ✶✶✼✱ ✸✵✱ ✶✶✽❪✿

τ̇αc =
n
∑

β=1

hαβ
∣

∣γ̇β
∣

∣ , ✭✷✳✷✺✮

✇✐t❤ hαβ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
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hαβ = qαβ

[

h0

(

1− τβC
τs

)a]

, ✭✷✳✷✻✮

✇✐t❤ h0✱ a✱ ❛♥❞ τs ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs qαβ ✇❤✐❝❤
t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1 ❢♦r ❝♦✲♣❧❛♥❛r s❧✐♣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1.4 ❢♦r ♥♦♥
❝♦✲♣❧❛♥❛r s❧✐♣ s②st❡♠s✱ ❞❡s❝r✐❜❡ ❧❛t❡♥t ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ▲❛t❡♥t ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡s
❤♦✇ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♥❡ s❧✐♣ s②st❡♠ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♦t❤❡r s❧✐♣
s②st❡♠s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠s✳

❖♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧
❬✶✾❪✱ ✐s t❤❛t ❛❧❧ s❧✐♣s s②st❡♠s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ταC ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❤❛r❞❡♥ ❡q✉❛❧❧②✳
❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ τC ✐♥st❡❛❞ ♦❢ N ✭♥✉♠❜❡r ♦❢
s❧✐♣ s②st❡♠s✮✳ ❇② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡✱
❛r❡ ❱♦❝❡ t②♣❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❬✶✶✸✱ ✶✶✾❪✿

τ̇c = H0

(

τsat − τC
τsat − τ0

)

∑

β

∣

∣γ̇β
∣

∣ , ✭✷✳✷✼✮

✇✐t❤ τsat t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ τ0 ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ τC ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❧❛t❡♥t ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥② ♦t❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❧✐♣ s②st❡♠s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❖t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ t❤❡ ❚❛②❧♦r
❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ ❞❡✜♥❡❞ τC ❛s ❬✶✷✵✱ ✶✷✶❪✿

τC = τ0 + ψµb
√
ρ , ✭✷✳✷✽✮

✇✐t❤ τ0 = σ0/M t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ σ0 t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ψ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✱
b t❤❡ ❜✉r❣❡r✬s ✈❡❝t♦r ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ M t❤❡ ❚❛②❧♦r ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ ρ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ τC ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❬✹✹❪✿

∂ρ

∂ǫ
= K1ρ

ξ −K2ρ . ✭✷✳✷✾✮

❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 1 t❤✐s ❧❛✇ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❨♦s❤✐❡✲
▲❛❛sr♦✉✐✲❏♦♥❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✹✺❪ ✇❤❡♥ ξ = 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ❑♦❝❦s✲▼❡❝❦✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥
❬✹✻✱ ✹✼❪ ✇❤❡♥ ξ = 1/2✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r K1 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ♣❧❛st✐❝ str❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r K2 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝♦✈❡r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ t②♣❡ ♦❢ ❧❛✇s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞✐s✲
❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞
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❧❛✇s✳ ❇❡❝❛✉s❡✱ ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳

✷✳✸✳✷ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s

❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❧✐♣ r❛t❡s ♠❛❣♥✐t✉❞❡ γ̇α ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤✉s✱ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝✐t❡✿

▼♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆rs❡♥❧✐s ❡t ❛❧ ❬✸✷✱ ✶✷✷❪

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❊❞❣❡ (e) ❛♥❞ s❝r❡✇
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s (s) ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡✐r ♣♦❧❛r✐t② (+,−)✮✱ t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ✢✉①❡s✿

γ̇α = (ραe+v
α
e+ + ραe−v

α
e− + ραs+v

α
s+ + ραs−v

α
s−) |bα| , ✭✷✳✸✵✮

✇✐t❤ v t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ b t❤❡ ❜✉r❣✲
❡rs ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐t✬s ✈❡❧♦❝✐t② ✐s t❤❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✢✉①✳

❚❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t②✱ ❢♦r ❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ξ ∈ {e+, e−, s+, s−}✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✴❧♦ss ❜② ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
✢✉① s✉❝❤ ❛s✿

ρ̇ξ = ρ̇ξgen + ρ̇ξann + ρ̇ξflux . ✭✷✳✸✶✮

▼♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❡♦♥❣ ❛♥❞ ❇✉ss♦ ❬✶✷✸❪

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ✢♦✇ r✉❧❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✸✿

γ̇α = γ̇0 exp

{

−F0

kθ

[

1−
( |τα| − Sα

T

τ̂

)p]q}

s✐❣♥(τα) , ✭✷✳✸✷✮

✇✐t❤ Sα
T t❤❡ t♦t❛❧ ❛t❤❡r♠❛❧ s❧✐♣ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ τ̂ ❛

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s µ✿

τ̂ = τ̂0
µ(θ)

µ
, ✭✷✳✸✸✮

✇✐t❤ τ̂0 ❛♥❞ µ0 t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 0 ❑✳



✷✳✸✳ ❈❘❨❙❚❆▲ ❋▲❖❲ ❘❯▲❊❙ ❆◆❉ ❍❆❘❉❊◆■◆● ❘❯▲❊❙ ✹✸

❚❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Sα
T ✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡

pαe ❛♥❞ s❝r❡✇ pαs ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❞❡♥s✐t✐❡s✿

Sα
T = λµbα

√

√

√

√

Nslip
∑

β=1

[

hαβ
(

ρβe + ρβs
)]

, ✭✷✳✸✹✮

✇✐t❤ λ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❣✉❧❛r
s♣❛t✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥✱ bα t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❇✉r❣❡rs
✈❡❝t♦r ❛♥❞ hαβ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

hαβ = ω1 + (1− ω2) δ
αβ , ✭✷✳✸✺✮

✇✐t❤ ω1,2 t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ δαβ t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❛t❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

▼♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛ ❡t ❛❧ ❬✶✷✹✱ ✶✷✺✱ ✶✷✻❪

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❣❧✐❞❡✱ t❤❡② ♠✉st ♦✈❡r✲
❝♦♠❡ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
t❤❡✐r s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ✭♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ρp✮✱ ❛♥❞ ♠♦✈❡ ❛❝r♦ss ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❧♦✲
❝❛t❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❡s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡✐r s❧✐♣ ♣❧❛♥❡ ✭❢♦r❡st ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ρf ✮✳
❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❢♦r❡st ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞
s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ st♦r❡❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
✭❙❙❉✮ ραSSD✿

ραF =
N
∑

β=1

XαβρβSSD
∣

∣cos
(

n
α,mβ

)∣

∣ , ✭✷✳✸✻✮

ραP =
N
∑

β=1

XαβρβSSD
∣

∣sin
(

n
α,mβ

)∣

∣ , ✭✷✳✸✼✮

✇✐t❤ Xαβ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❖r♦✇❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s✿

γ̇α = ραmbv
α , ✭✷✳✸✽✮

✇✐t❤ b t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉r❣❡rs ✈❡❝t♦r✱ vα t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♥❞ ραm t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

ραm = BT
√

ραPρ
α
F , ✭✷✳✸✾✮
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✇✐t❤ B ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠♦❜✐❧❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ♦❢ ❢♦r❡st ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s
❛s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿

vα = λαvattack exp

(

−Qslip

kBT

)

sinh

(

ταeffV
α

kBT

)

s✐❣♥ (τα) , ✭✷✳✹✵✮

✇✐t❤ λα t❤❡ ❥✉♠♣ ✇✐❞t❤✱ vattack t❤❡ ❛tt❛❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ Qslip t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② ❢♦r ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❣❧✐❞❡✱ V α t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ kB t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s❤❡❛r str❡ss ταeff ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❙❙✱
❈❘❙❙ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❡st ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s 0 ✇❤❡♥
∣

∣ταeff
∣

∣ ≤ ταc ✳

❚❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❙❙❉ ❛♥❞ t❛❦❡s
✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❧♦❝❦ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✐♣♦❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛t❤❡r♠❛❧
❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✢♦✇ r✉❧❡s ❛♥❞
❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡s

P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ♦♥❧② ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ♣❤②s✲
✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ str❛✐♥ r❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡②
❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❡①✐st✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❧♦✇
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡② ❛r❡
t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❋❈❈ ♠❡t❛❧s✳

❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s tr② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ str❛✐♥
r❛t❡s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡② t❡♥❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✭✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣✮✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡
❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st t❤❛♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳
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✷✳✹ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛
❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ✜rst ♦r❞❡r ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r (τ ,Re, τ

α
C)✳

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❛t ❛ t✐♠❡ tn t❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛t t❤❡ t✐♠❡ tn+1 = tn + △t✳ ❙♦✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t ❛ t✐♠❡ t✐♠❡ tn
(τn,Re,n, τ

α
C,n)✱ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ dn+1 ❛♥❞ wn+1✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥ ❛t tn+1✱ (τn+1,Re,n+1, τ

α
C,n+1)✳

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭✜①❡❞✮ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ t❡♥s♦r ❛♥❞
t❤❡ ❙❝❤♠✐❞t t❡♥s♦r ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡② ♠✉st ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣
❛ r♦t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r C0✳ C0 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ t❡①t✉r❡✱
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐ts ❊✉❧❡r ❛♥❣❧❡s (ϕ1, φ, ϕ2) ✭❈♦❝❦s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❬✶✹❪✮✿

C0 =





cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 cosφ sinϕ2 − cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 cosφ sinϕ2 sinϕ1 sinφ
sinϕ1 cosϕ2 + cosϕ1 cosφ sinϕ2 − sinϕ1 sinϕ2 + cosϕ1 cosφ cosϕ2 − cosϕ1 sinφ

sinϕ2 cosφ cosϕ2 sinφ cosφ



 ✳ ✭✷✳✹✶✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s ❛♥❞ ♠✉st ❜❡
✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ❢♦r ❛ t✐♠❡ tn✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥
t❡♥s♦r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Re,n ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Cn = Re,nC0 ✱ ✭✷✳✹✷✮

Cn ✐s ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ❙❝❤♠✐❞t
t❡♥s♦r✿

C̃d,n = (Cn ⊗Cn) : Ce : (Cn ⊗Cn)
T ✱ ✭✷✳✹✸✮

Z̃α
n = Cnm

α ⊗Cnn
α ✳ ✭✷✳✹✹✮

❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r
C̃d,n+1 = Ce✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
t❡♥s♦r✳ ❲✐t❤ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❊q✳
✷✳✶✸ t♦ ✷✳✷✵✮✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ r❡✇r✐t❡ ❊q✳ ✷✳✶✸ ❛s✿

ǫ̇e + ǫeṘeR
T
e − ṘeR

T
e ǫe = Re

[

∂

∂t
(RT

e ǫeRe)

]

R
T
e = d− D̃p ✱ ✭✷✳✹✺✮
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❢r♦♠ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

∂

∂t
(RT

e ǫeRe) = R
T
e (d− D̃p)Re ✱ ✭✷✳✹✻✮

♥❡①t✱ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✉s✐♥❣ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✿

R
T
e,n+1ǫe,n+1Re,n+1 =

R
T
e,nǫe,nRe,n + (△t)RT

e,n+1(dn+1 − D̃p,n+1)Re,n+1 ✱ ✭✷✳✹✼✮

❛♥❞ ❜② r❡♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ✇❡ ❣❡t✿

ǫe,n+1 = Re,n+1R
T
e,nǫe,nRe,nR

T
e,n+1 + (△t)(dn+1 − D̃p,n+1) ✳ ✭✷✳✹✽✮

❚❤❡ t❡r♠ Re,n+1R
T
e,n ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r♦t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❛s △Re = Re,n+1R
T
e,n✱ ✇✐t❤ ✐ts tr❛♥s♣♦s❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

△RT
e = Re,nR

T
e,n+1✳ ◆❡①t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✶✻✱ D̃p,n+1 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

D̃p,n+1 =
n
∑

α=1

γ̇αn+1sym
(

Z̃α
n+1

)

✳ ✭✷✳✹✾✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✷✳✶✾✱ γ̇αn+1 = f
(

ταn+1, τ
α
C,n+1

)

✭✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✢♦✇ r✉❧❡✮✳ ❚❤❡ t❡r♠ Z̃α

n+1 ✐s t❤❡ ❙❝❤♠✐❞t t❡♥s♦r ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱
❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❛s Z̃α

n+1 = Cn+1s
α ⊗ Cn+1m

α✳ ❋r♦♠ t❤✐s
ǫe,n+1 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

ǫe,n+1 = △Reǫe,n△RT
e +△tdn+1 −△t

n
∑

α=1

γ̇αn+1sym
(

Z̃α
n+1

)

✳ ✭✷✳✺✵✮

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ǫ∗e,n+1 = △Reǫe,n △RT
e +△tdn+1

❛♥❞ P̃α
n+1 = sym

(

Z̃α
n+1

)

✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡✿

ǫe,n+1 = ǫ
∗
e,n+1 −△t

n
∑

α=1

γ̇αn+1P̃
α
n+1 ✳ ✭✷✳✺✶✮

❋r♦♠ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ❛♥❞ ✐s♦❝❤♦r✐❝ ♣❛rts ♦❢ ǫe,n+1 ❝❛♥ ❜❡
s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ♣❛rt ✐s✿

❞❡✈ǫe,n+1 = ❞❡✈ǫ∗e,n+1 −△t
n
∑

α=1

γ̇αn+1P̃
α
n+1 ✳ ✭✷✳✺✷✮
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❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ tr❡❛t♠❡♥t t♦ ❊q✳ ✷✳✶✺✱ t❤❡ ❤②❞r♦✲st❛t✐❝ ♣❛rt ♦❢ τ ✐s ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✉❝❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❡t❛❧s✱ ✇❡ ❣❡t✿

❞❡✈τn+1 = C̃d,n+1 : ❞❡✈ǫe,n+1 ✱ ✭✷✳✺✸✮

✇✐t❤ C̃d,n+1 t❤❡ r♦t❛t❡❞ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ❡❧❛st✐❝ t❡♥s♦r✳ ❋✐♥❛❧❧② ❝♦♠✲
❜✐♥✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✺✷ ❛♥❞ ❊q✳ ✷✳✺✸✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ τn ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s✿

C̃
−1
d,n+1 : ❞❡✈τn+1 = ❞❡✈ǫ∗e,n+1 −△t

n
∑

α=1

γ̇αn+1P̃
α
n+1 ✳ ✭✷✳✺✹✮

◆❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ταC ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡✱
❊q✳ ✷✳✷✵✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢
❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ✉s❡❞✳ ❇✉t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

ταC,n+1 = ταC,n + (△t)ġ
(

ταC,n+1, γ̇
α
n+1

)

, ✭✷✳✺✺✮

❋♦r s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡s✱ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♦♥❡ τCRSS ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
s❧✐♣ s②st❡♠s✱ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❊q✳ ✷✳✷✵✿

ταc,n+1 = ταc,n + (△t)ġ
(

ταc,n, γ̇
α
n

)

. ✭✷✳✺✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Re✱ ❢r♦♠ ❊q✳ ✷✳✶✹ ❛♥❞
❊q✳ ✷✳✶✼✱ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Ω̃e,n+1 = wn+1 −
N
∑

α=1

γ̇αn+1Q̃
α
n+1 ✱ ✭✷✳✺✼✮

✇✐t❤ Q̃α
n+1 t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ Z̃α

n+1✳ ❚❤❡ t❡r♠ skew (ǫ̇eǫe) ✐s ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② s♠❛❧❧ ❬✶✷✼❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠❛♣ ❬✶✷✽❪✿

Re,n+1 = exp
[(

Ω̃e,n+1

)

△t
]

Re,n , ✭✷✳✺✽✮

✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠❛♣ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊✐♥st❡✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s✿

❡①♣(Ωik) = δik +
sinw

w
Ωij +

1− cosw

w2
ΩilΩlk ✱ ✭✷✳✺✾✮

✇✐t❤ w2 = (1/2)ΩmnΩmn✳
❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✺✹✱ ✷✳✺✺ ❛♥❞ ✷✳✺✽ ❛r❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝

❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝ ◆✲❘ ✭◆❡✇t♦♥
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✲ ❘❛♣❤s♦♥ str❛t❡❣②✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r
s✉❝❤ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤✐s st❡♣ ❛ st❛❣❣❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡
st❛❣❣❡r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ s♦❧✈❡ ❡❛❝❤
❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧✿ ❋✐rst ❊q✳ ✷✳✺✹ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ◆✲❘ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧②
❞❡✈τn+1 ❛s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ταc,n+1 ❛♥❞ Re,n+1 ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❛t
t❤❡✐r ❜❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ❊q✳ ✷✳✺✹ ✐s ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❞❡✈τn+1✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ t❤❛t ✐s s♦❧✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❢♦r
△❞❡✈τ = ❞❡✈τn+1 − ❞❡✈τn✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❊qs✳ ✷✳✻✵ ❛♥❞ ✷✳✻✶✿

R1 = C̃
−1
d,n+1 : ❞❡✈τn+1 − ❞❡✈ǫ∗e,n+1 +△t

n
∑

α=1

γ̇αn+1P̃
α
n+1 = 0 ✱ ✭✷✳✻✵✮

(

C̃
−1
d,n+1 +

N
∑

α=1

△t∂γ̇n+1

∂ταn+1

(

P̃α
n+1 ⊗ P̃α

n+1

)

)

: △❞❡✈τ =

− ❞❡✈ǫe,n+1 + ❞❡✈ǫ∗e,n+1 −△t
n
∑

α=1

γ̇αn+1P̃
α
n+1 ✱ ✭✷✳✻✶✮

t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ R1 ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ❞❡✜♥❡❞
t♦❧❡r❛♥❝❡✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧✱ ❊q✳ ✷✳✺✺ ✐s s♦❧✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧②
ταc,n+1 ❛s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ❞❡✈τn+1 ❛♥❞ Re,n+1 ❛t t❤❡✐r ❜❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❡st✐♠❛t❡s✳ ■❢ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ταc ♣❡r s❧✐♣
s②st❡♠✱ ❛ ◆✲❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥❡ ✐s ✉s❡❞✳ ■❢
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ταc ❢♦r ❛❧❧ s❧✐♣ s②st❡♠s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τc,n+1 ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❜❡
✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r s❝❤❡♠❡✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢Re,n+1 ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❊q✳ ✷✳✺✽✳ ❖♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡
✜rst ❧❡✈❡❧ ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥♦r♠s ♦❢ ❜♦t❤ △τ ❛♥❞ △ταc ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥
❛ t♦❧❡r❛♥❝❡✳ ❚❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♥❡①t✿

✶✳ ●✐✈❡♥✿

❼ ❚❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ (dn+1,wn+1)✳

❼ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ C0✳

❼ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ Zα = sα ⊗mα✳

❼ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s Ce✳
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❼ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ (τn,Re,n, τ
α
c,n)✳

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Cn = Re,nC0 ✳

✸✳ ❘♦t❛t❡ (Zα,Ce) t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✿

❼ C̃e,n+1 = (Cn ⊗Cn) : Ce : (Cn ⊗Cn)
T ✳

❼ Z̃α
n+1 = Cns

α ⊗Cnm
α .

❼ △Re = Re,nR
T
e,n = I .

✹✳ ❙♦❧✈❡ ❢♦r τn+1✿

❼ C̃
−1
d,n+1 : dev (τn+1) = dev

(

ǫ
∗
e,n+1

)

−△t
∑N

α=1 γ̇
α
n+1P̃

α
n+1 .

✺✳ ❙♦❧✈❡ ❢♦r ταc,n+1✿

❼ ταc,n+1 = ταc,n + (△t)ġ
(

ταc,n+1, γ̇
α
n+1

)

.

✻✳ ❯♣❞❛t❡ Re,n+1✿

❼ Re,n+1 = exp
[(

wn+1 −
∑N

α=1 γ̇
α
n+1Q̃

α
n+1

)

△t
]

Re,n .

✼✳ ❚✇♦ ❧❡✈❡❧s ✐t❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✿

✭❛✮ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① Cn+1 = Re,n+1C0 .

✭❜✮ ❘♦t❛t❡ (Zα,C0) t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✿

❼ C̃d,n+1 = (Cn+1 ⊗Cn+1) : C : (Cn+1 ⊗Cn+1)
T ✳

❼ Z̃α
n+1 = Cn+1s

α
0 ⊗Cn+1m

α
0 .

❼ △Re = Re,n+1R
T
e,n .

✭❝✮ ❙♦❧✈❡ ❢♦r τn+1✿

❼ C̃
−1
d,n+1 : dev (τn+1) = dev

(

ǫ
∗
e,n+1

)

−△t∑N
α=1 γ̇

α
n+1P̃

α
n+1 .

❼ t❤❡ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s ❛ s✉❜ st❡♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳

✭❞✮ ❙♦❧✈❡ ❢♦r ταc,n+1✿

❼ ταc,n+1 = ταc,n + (△t)ġ
(

ταc,n+1, γ̇
α
n+1

)

.

✭❡✮ ❯♣❞❛t❡ Re,n+1✿

❼ Re,n+1 = exp
[(

wn+1 −
∑N

α=1 γ̇
α
n+1Q̃

α
n+1

)

△t
]

Re,n .

✭❢✮ ❈❤❡❝❦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ||△τ || < t♦❧ ❛♥❞ ||△ταc || < t♦❧✱ ✐❢ ♥♦t✱ r❡t✉r♥
t♦ st❡♣ (a)✱ ✐❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳
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✽✳ ■❢ r❡q✉✐r❡❞✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧❡ C̃P,(n+1) ✳

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝r②st❛❧ ♣❧❛s✲
t✐❝✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❊▼✱ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝
t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

C̃P,(n+1) = Je−1
n+1

(

C̃
−1
d,n+1 +

N
∑

α=1

△t∂γ̇n+1

∂ταn+1

(

P̃α
n+1 ⊗ P̃α

n+1

)

)−1

, ✭✷✳✻✷✮

✇✐t❤ Je
n+1 = det (1 + ǫe,n+1) ✳

✷✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✷✳✺✳✶ ❚❡♥s♦r ❜❛s❡

❖♥❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❧✐❜r❛r②
✐s t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡❧❛st✐❝
❝♦♥st❛♥ts ♠❛tr✐① ✭C ✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦
r❡✇r✐t❡ t❤♦s❡ t❡♥s♦rs ✐♥ ❛ ❢♦r♠ t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦✉rt❤
❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs t♦ ✻ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤
♦r❞❡r t❡♥s♦rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡
t❡♥s♦r ✭Sijkl✮✿

ǫij = Sijklσkl , ✇✐t❤ Sijkl = (Cijkl)
−1✱ ✭✷✳✻✸✮

❛♥❞ ✐♥ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥✿

ǫVI = S
V
IJσ

V
J , ✇✐t❤ S

V
IJ = (C V

IJ)
−1✱ ✭✷✳✻✹✮

✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s I, J = 1...6✳ ■❢ F4th
V ✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠s ❛ ❢♦✉rt❤

♦r❞❡r t❡♥s♦r t♦ t❤❡ ❱♦✐❣t ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐s t❤❛t✿

S
V
IJ 6= F4th

V (Sijkl) ✳ ✭✷✳✻✺✮
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❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝❛r❡❢✉❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ s♣❡❝✐❛❧❧②
❢♦r t❡r♠s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡
❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❧❡❛❞ t♦ ❡rr♦rs✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t②
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ▼❛♥❞❡❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ❬✶✷✾❪ ♦r t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ❬✶✷✼❪ ❛r❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✉s❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ❡①♣r❡ss t✇✐❝❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦✉rt❤ r❛♥❦ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs ✭❡✳❣✳ ❡❧❛st✐❝
❝♦♥st❛♥ts t❡♥s♦r✮ ✐♥ ❛♥ ♦t❤❡r t❡♥s♦r ♣♦ss❡ss✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s ❬✶✸✵❪✳

P❛rt✐❝✉❧❛r t❡♥s♦r ❜❛s❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ❛♥❞ s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r t❡♥s♦rs✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧
str✉❝t✉r❡✳ ❙♦✱ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♥st❛♥ts
t❡♥s♦r ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❜❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ t❡♥s♦r✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✶✹✱ ✶✸✶❪✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs (T (λ) = T
(λ)
ij ) t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡s❡ ❜❛s❡s s❤♦✉❧❞

❜❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✉s✐♥❣ ❊✐♥st❡✐♥✬s ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r
❝❧❛r✐t②✿

T
(λ)
ij = T

(λ)
ji , ✭✷✳✻✻✮

T
(λ)
ij T

(λ′)
ji = δλλ′ ✱ ✭✷✳✻✼✮

✇✐t❤ {λ, λ′} ∈ {1, .., 6}✳ ❋♦✉rt❤ ♦r❞❡r ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs ✇✐t❤
s②♠♠❡tr② ✉♥❞❡r ✐♥❞❡① ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ✭❡✳❣✳ (C = Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij)
❛♥❞ (σ = σij = σji)✮✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥t♦ t❤✐s ❜❛s❡ ❛s✿

Cijkl =
6
∑

λ=1

Cλλ′T
(λ)
ij T

(λ′)
kl ✱ ✭✷✳✻✽✮

σij =
6
∑

λ=1

σλT
(λ)
ij ✳ ✭✷✳✻✾✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Cλλ′ ❛♥❞ σλ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts✿

Cλλ′ = T
(λ)
ij CijklT

(λ′)
kl ✱ ✭✷✳✼✵✮

σλ = σijT
(λ)
ij ✳ ✭✷✳✼✶✮

❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❜❛s❡ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
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♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ σij =
Cijklǫkl ❜❡❝♦♠❡s✿

σλ = Cλλ′ǫλ ✳ ✭✷✳✼✷✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜❛s❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥t❡♥s♦rs T (λ) t❤❛t ❞✐❛❣✲
♦♥❛❧✐③❡s Cλλ′ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥t❡♥s♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

CijklT
(λ)
kl = CλT

(λ)
ij ✳ ✭✷✳✼✸✮

❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ t❡♥s♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥
t❤❡ ❜❛s❡✱ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ Cλ✿

Sijkl =
6
∑

λ=1

[Cλ]−1T
(λ)
ij T

(λ)
kl ✳ ✭✷✳✼✹✮

❋♦r ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❛s✲
t✐❝ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡ t❤❡ ❡❧❛st♦
♣❧❛st✐❝ st✐✛♥❡ss t❡♥s♦r ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♥s♦✲
r✐❛❧ ❜❛s❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣❡r♠✐ts ❜♦t❤ t♦ ❣❡t s✐♠♣❧❡ s❝❛❧❛r
❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ❢♦✉rt❤ r❛♥❦ t❡♥s♦rs ❛s s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r ♠❛tr✐❝❡s ✇❤❡♥ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝t✐✈❡✳

✷✳✺✳✷ ■s♦tr♦♣✐❝ ❝❛s❡

❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ s②♠♠❡tr② ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦st❧② t❤❡ ❝❛s❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✮✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✿

Cijkl = µ(δikδjl + δilδjk) + λδijδkl ✱ ✭✷✳✼✺✮

✇❤❡r❡✱ µ ❛♥❞ λ ❛r❡ t❤❡ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ t❤❡ ▲❛♠é ♣❛r❛♠❡t❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❡✐❣❡♥t❡♥s♦rs T (λ) ❢♦r t❤✐s s②♠♠❡tr② ❛r❡✿

T
(1) =







− 1√
6

0 0

0 − 1√
6

0

0 0 2√
6






✱ ✭✷✳✼✻✮

T
(2) =





− 1√
2

0 0

0 1√
2

0

0 0 0



 ✱ ✭✷✳✼✼✮

T
(3) =





0 0 0
0 0 1√

2

0 1√
2

0



 ✱ ✭✷✳✼✽✮
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T
(4) =





0 0 1√
2

0 0 0
1√
2

0 0



 ✱ ✭✷✳✼✾✮

T
(5) =





0 1√
2

0
1√
2

0 0

0 0 0



 ✱ ✭✷✳✽✵✮

T
(6) =







1√
3

0 0

0 1√
3

0

0 0 1√
3






✳ ✭✷✳✽✶✮

❚❤❡ ✜rst ✜✈❡ ❡✐❣❡♥t❡♥s♦rs ❛r❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ❛♥❞ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❤❡❛rs✱
❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡♠ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ✇♦rt❤ 2µ✳ ❚❤❡
❧❛st ❡✐❣❡♥t❡♥s♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ str❛✐♥s ❛♥❞ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡
❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧❡ 3X = 2µ+ 3λ✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ✐ts ❡✐❣❡♥t❡♥s♦rs✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝
❡❧❛st✐❝✐t②✱ t❤✐s ❜❛s❡ ✐s s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ✜✈❡
❡✐❣❡♥t❡♥s♦rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡♠ ❡✈❡♥
♠♦r❡✳

✷✳✺✳✸ ❈♦❞❡ str✉❝t✉r❡

❚❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❧✐❜r❛r② ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❛t✿ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ r✉❧❡s✱ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡s✱ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞
♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s✱ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❙♦✱
t❤❡ ❝♦❞❡ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❧❛✇s✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈✰✰ ❝❧❛ss❡s✱ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞
❝❧❛ss t❡♠♣❧❛t❡s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❝❧❛ss t❡♠♣❧❛t❡s
t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ❛r❡✿ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❝❧❛ss t❡♠♣❧❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❀ t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ❝❧❛ss t❡♠♣❧❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss❀ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡❧❛t✐♦♥❀ t❤❡ ❈r②st❛❧ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝r②st❛❧
str✉❝t✉r❡ ✭s❧✐♣ s②st❡♠s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❈❘❙❙ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❝❧❛ss t❡♠♣❧❛t❡ ❤❛s ♠❡♠❜❡rs t❤❛t ❛r❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡
✢♦✇ r✉❧❡ ❝❧❛ss t❡♠♣❧❛t❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ❝❧❛ss
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t❡♠♣❧❛t❡ ❤❛s ♠❡♠❜❡rs t❤❛t ❛r❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❝r②st❛❧ ❝❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
❧❛✇ ❝❧❛ss✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s str✉❝t✉r❡✳ ❚♦
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❜❥❡❝t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❜❥❡❝t✱ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢♦✇ r✉❧❡
♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❝❧❛ss ♦❜❥❡❝t✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢♦✇
r✉❧❡ ♦❜❥❡❝t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❛ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡
♦❜❥❡❝t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ str✉❝t✉r❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
❝❧❛ss❡s t❡♠♣❧❛t❡s✱ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t②
♦❜❥❡❝t ❛♥② ✢♦✇ r✉❧❡ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ✉s❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✱
t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ✈✐s❝♦✉s ♣♦✇❡r ❧❛✇ ♦r
❛♥ ❖r♦✇❛♥ ❧❛✇✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ♣♦✇❡r ❧❛✇ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❛ ❱♦❝❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❧❛✇ ♦r ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ❧❛✇✳

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❝❧❛ss t❡♠♣❧❛t❡s ✈✐rt✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦♥❧② t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ❝❧❛ss t❡♠♣❧❛t❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♠❡t❤♦❞
t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ str❡ss t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ s❧✐♣ r❛t❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❝❧❛ss ✇❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❧✐♣ r❛t❡s ✐s ♦♥❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ✢♦✇ r✉❧❡✳ ❙✐♥❝❡✱
❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ❝❧❛ss s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ s❧✐♣ r❛t❡s✱ t❤❡ ❝❛❧❧ t♦ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✢♦✇ r✉❧❡s✳ ❙♦✱ ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ ♥❡✇
✢♦✇ r✉❧❡ ♥♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡
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❝♦❞❡✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ♣❛ss✐♥❣ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡

✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ s♦❧✈❡rs ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r②✱
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡①t❡r✲
♥❛❧❧② ✭♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✮✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡
♣♦✐♥t❡rs t♦ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡
♣❛ss❡❞ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❜❥❡❝t s✉❜s❡✲
q✉❡♥t❧② s❡ts t❤❡ ♣♦✐♥t❡rs t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s ❛♥❞ ♣❛ss❡s t❤❡♠ t♦ ✐ts ♠❡♠❜❡rs✳
❚❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♦❜❥❡❝t r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ♣❛ss
t❤❡ ♣♦✐♥t❡rs t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡♠❜❡rs✳

✷✳✻ P♦❧②❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s♦ ❢❛r✱ ♠♦❞❡❧s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ ❝r②st❛❧s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧s✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝r②st❛❧s✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❧✐♥❦s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss
❛♥❞ str❛✐♥s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥s ❛♥❞ str❡ss ✐♥
❡❛❝❤ ❝r②st❛❧✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✼❪✱
❤❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❈P❋❊▼ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✭❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❱P❙❈
♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✳

✷✳✻✳✶ ❈r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈P❋❊▼ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❬✶✹❪✳
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❚❤❡ ❈r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭❈P❋❊▼✮ ❬✸✶✱ ✸✷✱ ✸✸✱ ✶✸✷❪ ❝♦✉✲
♣❧❡s t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❋❊▼ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥✱ t❤❡ str❡ss ✲ str❛✐♥ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❋❊▼✱ str❡ss ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛r❡ ❡♥s✉r❡❞ ❛t ❧❡❛st
✐♥ ❛ ✇❡❛❦ s❡♥s❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❛❧♦♥❣ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❣r❛✐♥ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r str❛✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈P❋❊▼ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈P❋❊▼ ✐s
✐t ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✳

❋❊▼ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛
❋❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ P✶✰✴P✶ ♠✐①❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r❡ss✉r❡ (v, P ) ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥✱ ✐s ✉s❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❊✐♥st❡✐♥
♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ❛♥❞ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥✿

ρ
∂vi
∂t

− Sij,j + P,i − bi = 0 ,

Kvi,i + Ṗ = 0 ,
✭✷✳✽✷✮

✇✐t❤ ρ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ Sij t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss✱ bi t❤❡ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s ❛♥❞
K t❤❡ ❜✉❧❦ ♠♦❞✉❧✉s✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜② t❤❡ t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥s wi ❛♥❞ q✿

∫

Ω

ρ
∂vi
∂t
widV −

∫

Ω

Sij,jwidV +

∫

Ω

P,iwidV −
∫

Ω

biwidV = 0 ,

−
∫

Ω

vi,iqdV −−
∫

Ω

1

K
ṖqdV = 0 ,

✭✷✳✽✸✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t✿

−
∫

Ω

Sij,jwidV +

∫

Ω

P,iwidV =

= −
∫

Ω

(Sijwi)j dV +

∫

Ω

(Pwi)i dV +

∫

Ω

Sijǫij(wi)dV −
∫

Ω

Pwi,idV

= −
∫

Ω

((Sij − Pδij)wi)j dV +

∫

Ω

Sijǫij(wi)dV −
∫

Ω

Pwi,idV

= −
∫

Γt

tiwidS +

∫

Ω

Sijǫij(wi)dV −
∫

Ω

Pwi,idV

✭✷✳✽✹✮
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✇✐t❤ Γt t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Ω ✇❤❡r❡ ❛ tr❛❝t✐♦♥ ti ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✽✸ ❝❛♥
❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

R1 =

∫

Ω

ρ
vi
△twidV −

∫

Ω

ρ
vti
△twidV +

∫

Ω

Sijǫij(wi)dV

−
∫

Ω

Pwi,idV −
∫

Γt

tiwidS −
∫

Ω

biwidV = 0 ,

R2 = −
∫

Ω

vi,iqdV −
∫

Ω

1

K

P

△tqdV +

∫

Ω

1

K

P t

△tqdV = 0 ,

✭✷✳✽✺✮

❚❤❡ t❡r♠ Sij ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❛s✿

Sij ≈ St
ij +

∂Sij

∂δǫkl
δǫ̇kl△t

≈ St
ij + Cdev

ijklδǫ̇kl△t ,
✭✷✳✽✻✮

✇✐t❤ Cdev
ijkl t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛ ◆✲❘
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞✿

∂R1

∂vi
=

∫

Ω

ρ
δvi
△twidV +

∫

Ω

Cdev
ijklδǫ̇klǫij(wi)△tdV ,

∂R1

∂P
= −

∫

Ω

δPwi,idV ,

∂R2

∂vi
= −

∫

Ω

δvi,iqdV ,

∂R2

∂P
= −

∫

Ω

1

K△tδPqdV ,

✭✷✳✽✼✮

✇❤✐❝❤ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s✿

[

Kvv Kvp

KT
vv Kpp

] [

δvi
δP

]

= −
[

R1

R2

]

✳ ✭✷✳✽✽✮

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠✐♥✐✲
❡❧❡♠❡♥t ✭P✶✰✴P✶✮ ❬✶✸✸❪ ✐s ✉s❡❞✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s♦t❤❡r♠❛❧✱ q✉❛s✐✲st❛t✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧s✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s✳



✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❈❘❨❙❚❆▲ P▲❆❙❚■❈■❚❨ ▲■❇❘❆❘❨

❆❧s♦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥ ✉♣❞❛t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ✐s ✉s❡❞✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ✉♣❞❛t❡❞✱
❜② ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥ (x) ❛s✿

xt+△t = xt + vt△t ✭✷✳✽✾✮

✷✳✻✳✷ ❘❡♠❡s❤✐♥❣

■♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥
❝❛✉s❡s ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t②✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇
q✉❛❧✐t② ♠❡s❤ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ s❡r✐♦✉s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❋❊ s♦❧✉t✐♦♥✳
❙♦✱ ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t②✳

❚❤❡ r❡♠❡s❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ▼❚❈✳ ▼❚❈ ✐s ❛ P✶
❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡♠❡s❤❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❧❛r❣❡ str❛✐♥s ❬✶✸✹❪✳ ▼❚❈ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥
♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ ▼❚❈ ❛ ❜♦❞② ✜tt✐♥❣ r❡♠❡s❤❡r ✭❋■❚❩✮ ✇❛s ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❊▼❊❋ ❬✶✸✺❪
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ ✜t ♥♦❞❡s t♦ t❤❡ ▲❙
❢✉♥❝t✐♦♥s 0 ✐s♦✈❛❧✉❡ ✭❚❤❡ 0 ✐s♦✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ●❇✱ t❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ 3D ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞
❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✳ ❙♦✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t②
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✜①❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✲
✈❛❧s ♦❢ 25%✳ ❆♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ r❡♠❡s❤✐♥❣ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ✇✐❧❧
❜❡ ✉s❡❞ ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✮✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♦✉s ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡s❤✐♥❣ ❛♥❞ r❡♠❡s❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ■s♦tr♦♣✐❝ r❡♠❡s❤✐♥❣ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ✉s❡❞ ✐♥
❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
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✷✳✼ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❧✐❜r❛r②

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧✐❜r❛r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞✳

✷✳✼✳✶ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✜rst t❡st ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡r❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬✶✶✸❪✳ ❚❤❡s❡ ❝❛s❡s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❆▲✼✵✺✵ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✺✻ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s
t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭t❤❡ s❛♠❡ str❛✐♥ r❛t❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ r❛t❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ✉s❡❞ ✇❡r❡✿

γ̇α = γ̇α0

∣

∣

∣

∣

τα

ταC

∣

∣

∣

∣

1

m

s✐♥❣(τα) , ✭✷✳✾✵✮

τ̇c = H0

(

τsat − τC
τsat − τC0

)

∑

β

∣

∣γ̇β
∣

∣ , ✭✷✳✾✶✮

τsat = τsat,0

[

∑

β

∣

∣γ̇β
∣

∣

γ̇S0

]

. ✭✷✳✾✷✮

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❆▲✼✵✺✵ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶✳

m γ̇0 H0 τC0

0.02 1.0 (s−1) 240 (MPa) 205 (MPa)

τsat,0 m′ γ̇S0 ❬✕❪
290 (MPa) 0 5.0 ∗ 1010 (s−1) ❬✕❪

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❋❧♦✇ r✉❧❡ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r
♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❆▲✼✵✺✵ ❬✶✶✸❪✳

❋♦r t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛✐♥ ❝♦♠♣r❡s✲
s✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t (l) ❛s l = [ 1.0 0 0 , 0 0 0 , 0 0 − 1.0 ]✱
❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ❛s l = [ 0 0 2.0 , 0 0 0 , 0 0 0 ]✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡
♣♦❧②❝r②st❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts t❡①t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s✮
❛♥❞ ✐ts str❡ss r❡s♣♦♥s❡ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❡ss
σeq,N✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t str❛✐♥
ǫeq✮✳
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σeq,N =
1

kS,0

N
∑

i=1

√

3

2
(σi : σi) ,

ǫeq =
N
∑

i=1

√

2

3
(ǫi : ǫi) .

✭✷✳✾✸✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✶✶✸❪✱
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❢♦r t❤❡s❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✹❪✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✭❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✮✱
t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❡ss r❡s♣♦♥s❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬✶✶✸❪ ❞✐❣✐t❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞
❞❛t❛✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦❧❡s ✜❣✉r❡s ❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ǫeq = 0.5✱
ǫeq = 1.0 ❛♥❞ ǫeq = 1.5✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✶✶✸❪ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✷✳✼✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ str❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞
t❡①t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✇ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
▼❛r✐♥ ❬✶✶✸❪✳ ❚❤❡ t❡①t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤♦✇s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ t❡①t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙tr❡ss r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ 256 ❋❈❈
❝r②st❛❧s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t ✭▼P✮ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ ❬✶✶✸❪ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐❣✐t❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❞❛t❛✳
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❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✭s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r✮✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❡ss r❡s♣♦♥s❡
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬✶✶✸❪ ❞✐❣✐t❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❞❛t❛✳ ❋♦r t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ♣♦❧❡s ✜❣✉r❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ γeq = 0.87✱
γeq = 1.73 ❛♥❞ γeq = 2.60 ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧❡s ✜❣✉r❡s
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬✶✶✸❪ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ 〈111〉 ♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ 256 ❋❈❈
❝r②st❛❧s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ▼♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳
ǫeq = 0.5 ✭❧❡❢t s✐❞❡✮✱ ǫeq = 1.0 ✭❝❡♥t❡r✮✱ ǫeq = 1.5 ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ 〈111〉 ♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ 256 ❋❈❈
❝r②st❛❧s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ str❛✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬✶✶✸❪✳ ǫeq = 0.5
✭❧❡❢t s✐❞❡✮✱ ǫeq = 1.0 ✭❝❡♥t❡r✮✱ ǫeq = 1.5 ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ str❡ss r❡s♣♦♥s❡ s❤♦✇s s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▼❛r✐♥ ❬✶✶✸❪ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥✲
♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✶✶✸❪✱ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❧❛✇✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❡❧❛st✐❝ ❧❛✇ ✐s ✉s❡❞✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ t❡①t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✇s ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
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✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼❛r✐♥ ❬✶✶✸❪✳ ❚❤❡ t❡①t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧s♦ s❤♦✇s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❡①t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦
s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❬✶✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❙tr❡ss r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ 256 ❋❈❈
❝r②st❛❧s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ ❬✶✶✸❪ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐❣✐t❛❧✲
✐③✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❞❛t❛✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ 〈111〉 ♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ 256 ❋❈❈
❝r②st❛❧s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r✳ ▼♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ γeq = 0.87 ✭❧❡❢t
s✐❞❡✮✱ γeq = 1.73 ✭❝❡♥t❡r✮✱ γeq = 2.60 ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ 〈111〉 ♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦❢ 256 ❋❈❈
❝r②st❛❧s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r✳ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❬✶✶✸❪✳ γeq = 0.87 ✭❧❡❢t s✐❞❡✮✱
γeq = 1.73 ✭❝❡♥t❡r✮✱ γeq = 2.60 ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮✳

✷✳✼✳✷ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚♦ t❡st t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❧✐❜r❛r② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ FEM ✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❧❛✐♥
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✸✵✹▲ st❡❡❧ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✷✶❪ ✇❛s r❡♣r♦❞✉❝❡❞✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ 0.5 ∗ 0.5 ∗ 0.5 mm
♣♦❧②❝r②st❛❧ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 100 ❣r❛✐♥s✳

❚❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
♣♦✐♥t t❡st ❝❛s❡s✳ ❲❤✐❧❡✱ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ ❨♦s❤✐❡✲▲❛❛sr♦✉✐✲❏♦♥❛s
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❧❛✇✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❚✇♦ t②♣❡ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ρSSD ❛♥❞ ρGND✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ρGND ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ FP ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❬✶✸✻❪✳ ❲✐t❤
t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ρGND✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

τC = τ0 + ψµb
√
ρTotal , ✭✷✳✾✹✮

ρTotal = ρSSD + ρGND , ✭✷✳✾✺✮

˙ρSSD = K1 −K2ρSSD , ✭✷✳✾✻✮

ρ̇αGND =
1

b
∇ (γ̇αmα

FP ) , ✭✷✳✾✼✮

ρ̇GND =
∑

α

♥♦r♠[ρ̇αGND] . ✭✷✳✾✽✮
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❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✐♠♣♦s❡❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♥♦❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ✐♥
t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♥♦r♠❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧
❢r♦♠ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✉♥t♦ ❤✐♠s❡❧❢✱ ❛t ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ■❢ t❤❡ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t②
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦s❡❞✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 40%
❛r❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❛❝❤✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❞✐❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳

E ν γ̇0 b M
150 (GPA) 0.3 0.001 (s−1) 2.5 ∗ 10−7 (mm) 3.3

K0 K1 K2 m ψ
16.06 (MPa) 1.1 ∗ 109 (mm−2) 9.57 0.05 0.15

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❋❧♦✇ r✉❧❡ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r
❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✸✵✹▲ st❡❡❧ ❬✶✷✶❪✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ str❡ss r❡s♣♦♥s❡ ✇❡r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✷✶❪ ❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥
s❤♦✇❡❞ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✷✶❪ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❤✐❣❤❡r✳

❚❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❈P❋❊▼
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ s❡r✈❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞
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t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧✐❜r❛r② ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ str❡ss r❡s♣♦♥s❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✸✵✹▲ st❡❡❧✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❞✐❣✐t❛❧✐③❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✷✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧✳

✷✳✽ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❧✐❜r❛r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❡t❛❧s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❧✐❜r❛r②
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✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✶✶✸❪✳
❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♣❛t✲

✐❜❧❡ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ s♦❧✈❡rs✳ ❇② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s♦♠❡ ❈✰✰ ❢❡❛t✉r❡s ❧✐❦❡✱
❝❧❛ss❡s t❡♠♣❧❛t❡s ❛♥❞ ♣♦✐♥t❡rs✱ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞✉❧❛r
str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤
♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
❧✐❜r❛r② ✐s ✈❡rs❛t✐❧❡ ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❛s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛✇s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ❛ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ◆✲❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
t❤❛t ✉s❡s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♦♣t✐♠✐③❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞
t♦ ❧✐♠✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱
❛ t❡♥s♦r✐❛❧ ❜❛s❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r t❡♥s♦rs✳ ❚❤❡
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❛s❡❞ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ t❡♥s♦rs ❛♥❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡♠✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧✐❜r❛r② ✇❛s t❡st❡❞ ❜② r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❝❛s❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛✲
t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ t❡st❡❞ ❝❛s❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧②❝r②st❛❧
♠♦❞❡❧s✱ ✢♦✇ r✉❧❡s ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡s✱ t❤✉s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧✐❜r❛r② ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▲❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦
t♦ ♠♦❞❡❧ ❉❉❘❳ ✉♣ t♦ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ ♠❛✐♥
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ▲❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s✱ ❛r❡
✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ❤✐❣❤
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s t❤❛♥❦s t♦ r❡♠❡s❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ✇❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❬✻❪✳
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✷✳✾ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣é❡ ❡st ♣rés❡♥té❡✳ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼❛r✐♥ ❬✶✶✸❪✳

▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ❈ ✰✰ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❡①✲
t❡r♥❡ ❡t s❡ ✈❡✉t ❣é♥ér✐q✉❡✳ ❊♥ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❈ ✰✰
❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡t ❧❡s ♣♦✐♥t❡✉rs✱ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣✲
♣é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞✉ r❡st❡ ❞✉
❝♦❞❡✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❡st ♣♦❧②✈❛❧❡♥t❡ ❡t ❢❛❝✐❧❡ à ♠❡t✲
tr❡ à ❥♦✉r✳ ❈❡❧❛ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝❛r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞✬✐♥térêt ❡t ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐sé❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t❡s ❧♦✐s ♣❡✉✈❡♥t ❡tr❡ ♥❡❝❡ss❛✐r❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥
à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❛ été
✐♠♣❧é♠❡♥té✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❛ été ♦♣t✐♠✐sé ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡t ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳
➚ ❝❡t é❣❛r❞✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞é❝r✐t❡
s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s t❡♥s♦r✐❡❧s✳

▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛ été t❡sté❡ ❡♥ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❝❛s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❛✉①
♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡s ❝❛s t❡stés ✐♥❝❧✉❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ♣♦❧②❝r✐st❛❧❧✐♥s ❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s rè❣❧❡s ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡
❞✉r❝✐ss❡♠❡♥t✱ ♠♦♥tr❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣♦❧②✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡st ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥
❝❛❞r❡ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❉❉❘❳ ❥✉sq✉✬à ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧❡✈é❡s✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▲❙ s♦♥t s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s
❣é♦♠étr✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❡✈és ❣râ❝❡
à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❬✻❪✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❋✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❉❉❘❳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❈P❋❊▼ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧
s❡t ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✭▲❙✲❋❊▼✮ ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s t♦ ♠♦❞❡❧
❉❉❘❳✳ ❋✐rst t❤❡ ▲❙✲❋❊▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❡sts ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

✸✳✷ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②

♠✐❣r❛t✐♦♥

❚❤❡ ▲❙ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❖s❤❡r ❛♥❞ ❙❡t❤✐❛♥ ❬✶✸✼❪ t♦ tr❛❝❡
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s ❢r♦♥t✲❝❛♣t✉r✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✉s❛❜❧❡ ✐♥ ❋❋❚✴❋❊ ❝♦♥t❡①t✱ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣❧❡① t♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦r ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳
❚❤✐s ❛s♣❡❝t ❡①♣❧❛✐♥s ✐ts ✐♥t❡r❡st t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ●❇▼✳ ❋✐rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❡rr✐♠❛♥ ❬✼✻❪ ❛♥❞ ❩❤❛♦ ❬✶✸✽❪ ❢♦r ❢❡✇ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❥✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞
❜② ❇❡r♥❛❝❦✐ ❡t ❛❧✳ ❢♦r ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❘❡❳ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❬✼✼✱ ✼✽✱ ✶✸✾✱ ✶✹✵✱ ✶✹✶❪✳

✸✳✷✳✶ ●r❛✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛ ❣r❛✐♥ ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞
t❤❛♥❦s t♦ ❛ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ψ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❛s t❤❡ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦
t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❬✼✼✱ ✼✽❪✳ ❙♦✱ ❛ ●❇ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ 0 ✐s♦✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙
❢✉♥❝t✐♦♥✳

✻✾
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ψ(x, t) = ±d(x,Γ(t)) , ∀x ∈ Ω , ✭✸✳✶✮

Γ(t) = {x ∈ Ω, ψ(x) = 0} , ✭✸✳✷✮

✇✐t❤ d t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t x t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
Γ(t)✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❞♦♣t❡❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ψ > 0 ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❞
ψ < 0 ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t
❤❛✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❦❡❡♣ ❝♦♥st❛♥t ♦♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❋❊ str❛t❡❣② ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▲❙
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❋❊ ♠❡s❤✳

❆ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ❋❊ ♠❡s❤ ❛s ▲❙
❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ♦r ❛ ▲❛❣✉❡rr❡✲❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶✹✷❪✳ ❚❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢
✈❛❝✉✉♠ r❡❣✐♦♥s✱ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ♥♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ✈❛❧✉❡✳ ❚♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡s❡
✈❛❝✉✉♠ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✶✹✸❪✿

ψi(x) =
1

2

(

ψi(x)−max
i 6=j

(ψj(x))

)

✭✸✳✸✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❝♦❧♦r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❝♦❧♦r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❣r❛✐♥ ♣❡r ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ●r❛✐♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ s❛♠❡ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❖♥❝❡
t❤❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✉s✐♥❣ ❛ s✇❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ❬✶✶✷❪✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♠❡rs❡ ❊❇❙❉ ♦r ❙❊▼ ✐♠❛❣❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧s ✐♥ ❋❊✲▲❙ ❝♦♥t❡①t ❬✶✹✹❪✳

✸✳✷✳✷ ●r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✭●❇▼✮

■♥ t❤❡ ▲❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ●❇▼ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② vGB ✜❡❧❞✿

∂ψ(x, t)

∂t
+ vGB · ∇ψ(x, t) = 0 , ✭✸✳✹✮

✇✐t❤ ∇ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❝❛♣✐❧❧❛r✐t② (vc) ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❣r❛❞✐❡♥ts (ve) ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ●❇ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❡✛❡❝t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② n ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ k ✭tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ t❡♥s♦r ✐♥ ✸❉✮✱
t❤❡s❡ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿



✸✳✸✳ ❘❊❈❘❨❙❚❆▲▲■❩❊❉ ●❘❆■◆❙ ✼✶

n = −∇ψ ✱ ✭✸✳✺✮

k = ∇ · n = −△ψ ✳ ✭✸✳✻✮

❚❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ||∇ψ|| = 1✱ ❛t ❧❡❛st ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ●❇ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❊q✳
✸✳✹ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡✲❞✐✛✉s✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

∂ψ(x, t)

∂t
−MGBγGB△ψ +MGBτGB [ρ]∇ψ = 0 , ✭✸✳✼✮

✇✐t❤ MGB t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ●❇ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❆rr❤❡♥✐✉s t②♣❡ ❧❛✇ ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ γGB t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣②✱ τGB t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❧✐♥❡ ❡♥❡r❣②✱ [ρ] t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡
t❡r♠ (τGB [ρ]) ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❊q✳ ✸✳✼ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❊▼ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠✉❧✲
t✐♣❧❡ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❬✼✼❪✳ ❆❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✈❛❝✉✉♠ r❡❣✐♦♥s ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r
✐♥ ❋❊ ♠❡s❤✱ t❤✉s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡♠ ❛s ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✳
✸✳✸✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② t❤❡ s❛♠❡ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡
t❤❛♥❦s ❛ s✇❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ●❇▼✱ t❤❡ ▲❙
❢✉♥❝t✐♦♥s ❧♦s❡ t❤❡✐r ♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭♥♦ ❧♦♥❣❡r s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳
❚❤✉s✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡①t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ r❡st♦r❡ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛ ❞✐r❡❝t
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❬✶✹✺❪✳

✸✳✸ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t ♥✉❝❧❡✲
❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡ s✐③❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❛t❡
♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐✲
❝❛❧ ❧❛✇s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ▲❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❧❛✇s❀ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❜♦t❤
❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ st❛t✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❬✻✱ ✼✾✱ ✶✶✷❪✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❢✉rt❤❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦
✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❈P ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✸✳✸✳✶ ❈r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②

❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ρcr✱ ❞❡✜♥❡s ✇❤❡♥ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r✳ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r ♦♥ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❛



✼✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❋❯▲▲ ❋■❊▲❉ ▼❖❉❊▲ ❋❖❘ ❉❉❘❳

❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛❧ ♦r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ρcr✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ρcr =





−2γGB ǫ̇
K2

MGBτGB
2

ln
(

1− K2

K1ρcr

)





1/2

, ✭✸✳✽✮

❊q✳ ✸✳✽ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❜② ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❆❤❧❜❧♦♠ ❬✺✶❪✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs K1 ❛♥❞ K2 ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✐♥ t❤❡ ❨♦s❤✐❡✲▲❛❛sr♦✉✐✲❏♦♥❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✹✺❪✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝♦✈❡r②✳ ❲❤❡♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❈P ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❨♦s❤✐❡✲
▲❛❛sr♦✉✐✲❏♦♥❛s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t♦ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ ❊q✳ ✸✳✽ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✸✳✸✳✷ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❙✐③❡

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡✐r
r❛❞✐✉s r∗✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇❛✐❧❡②✲❍✐rs❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❊q✳ ✸✳✾✳ ❚❤✐s
❝r✐t❡r✐❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❢♦r❝❡s✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ❣r♦✇✳

❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛s
♣❡r❢❡❝t s♣❤❡r❡s✳ ❙♦✱ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝r②s✲
t❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ t♦♣♦❧♦❣②✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❛❢❡t② ❢❛❝t♦r ω ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❬✻✱ ✼✾❪✿

r∗ = ω
2γGB

ρcrτGB

. ✭✸✳✾✮

❚❤❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ t♦♣♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡
r❡❞✉❝❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱
t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t♦r ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❋❊ ♠❡s❤ ✉s❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♥❡✇ ❘❡❳ ❣r❛✐♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❢❛❝t♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s✐③❡ t❤❛t ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐❞❡❛❧❧② ✐t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣t ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1✳

✸✳✸✳✸ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❧♦❝❛t✐♦♥

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ s✐t❡s ❢♦r
t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❝♦♥s✐❞❡rs ❞✐✛❡r❡♥t r✉❧❡s✿ ✜rst✱ ❘❡❳
❣r❛✐♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
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t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✸✳✾ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ✇✐❧❧ ❣r♦✇t❤✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s
❝❛♥ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r ♥❡❛r t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
d ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r
2r∗✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❘❡❳ ❣r❛✐♥s ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ ♥❡❝❦❧❛❝❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ ❉❉❘❳ ❝♦♥t❡①t ❬✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐s❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❋❊ ♠❡s❤ s✐③❡s✳ ξ
✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ r❛❞✐✉s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱ Ev ✐s
t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ r❛❞✐✉s✱ Es ✐s t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥
❛♥❞ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ r❛❞✐✉s✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✼✾❪✳

✸✳✸✳✹ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ r❛t❡

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s t❤❛t ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐s r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡ V̇ ✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ P❡❝③❛❦ ❛♥❞ ▲✉t♦♥ ❬✺✷❪✿

dV = kgφdt , ✭✸✳✶✵✮

✇✐t❤ kg ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✱ ❛♥❞ φ t❤❡ t♦t❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②



✼✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❋❯▲▲ ❋■❊▲❉ ▼❖❉❊▲ ❋❖❘ ❉❉❘❳

❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡❝❦❧❛❝❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳

✸✳✹ ▼♦❞❡❧s ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧ ❉❉❘❳

❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥✈♦❧✈❡s s♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ❋❊ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✲
✐❝❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ●❇▼ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❇♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❋❊▼
♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❢♦r♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♣r❡✈❡♥t
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡
♠❡s❤❡s✳ ❋✐❡❧❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❋❊ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ✭P✶ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✜❡❧❞s✮ ♦r ♠❡s❤
❡❧❡♠❡♥ts ✭P✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✜❡❧❞s✮✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s P✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
P✶ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♣❧✉s ❞✉r✐♥❣
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱
t✐♠❡ st❡♣✱ ❛♥❞ r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
❚❤✉s✱ s❡♥s✐❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❛♥❞
❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞✳

✸✳✹✳✶ ●r❛✐♥s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♠♠❡rs❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❋❊ ♠❡s❤ ❛s ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❢♦r ❛ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥ts ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞
♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❝❛s❡s ♦❢ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r
s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥ str✉❝t✉r❡✱ ♦♥❡
✈❛❧✉❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜♦t❤ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s t♦
❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✱ ♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❇♦t❤ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧❧②
❛s P✶ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♣❡r ❣r❛✐♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❈P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡② ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛s P✵
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛❧❧ ♥♦❞❡s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛✐♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ❋♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♥♦❞❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛✐♥s✱
t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
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t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛
✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞✮✳ ❋♦r t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱
❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s
t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ▼❛① ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❧❡❢t s✐❞❡✮ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥✲
s✐t② ❝♦♥st❛♥t ♣❡r ❣r❛✐♥ ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮ ✐♥ ❛♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✸❉ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✲
t♦✉rs s❤♦✇ t❤❡ 0 ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②
♥❡t✇♦r❦✳

❚❤❡ P✵ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈P ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥s✳ ■❢ ❈P❋❊▼ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡✈❡♥ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❣r❛✐♥s✳ ◆❡①t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✉❜s❡q✉❡♥t ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ❛ P✶ ✜❡❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r
s✐♥❝❡ t❤✐s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❛♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✜❡❧❞✱ ❡✈❡♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❣r❛✐♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❞✉❡ t♦ ❡♥❡r❣② ❣r❛❞✐❡♥ts ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❤✐❣❤❧②
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✳

■♥ ♦t❤❡r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② s♦❧✈❡ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❧② ❤❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ ❛ ✈❡r② r❡✜♥❡❞ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❜✉t ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ❞r❛✲
♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✹✻❪✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣❡r ❣r❛✐♥ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ✈❡❧♦❝✐t② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣✲
✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❝❧❛ss✐❝ ✐♥ P❋ ♦r ▲❙
❢r❛♠❡✇♦r❦s✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✺✳

❚♦ ♣r❡✈❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ P✵ ✜❡❧❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❈P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❦❡♣t ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ●❇▼
❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ P✶ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
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●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s ❛❧✇❛②s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P✵
✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝t ✐t✳

●❇▼ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛
❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧
♦r ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ρ0 ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
t❤❡ s✇❡♣t ❛r❡❛s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ P✵ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞
✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

ρe = ρe t−dt (1− fswept) + ρ0 (fswept) , ✭✸✳✶✶✮

✇✐t❤ ρe t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛❢t❡r t❤❡ ●❇▼✱ ρe t−dt t❤❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ●❇▼✱ ❛♥❞ fswept t❤❡ s✇❡♣t ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ P✵ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ❈P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t s✐❞❡✮ ❛♥❞
✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣❡r ❣r❛✐♥ P✶ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❇▼ ✈❡❧♦❝✐t② ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ P✵ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ♦♥❧② ✉♣❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✇❡♣t ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ❣r❛✐♥ ✭❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♥♦❞❡s ❛r❡
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛♥♦t❤❡r ♥❡✇ ❣r❛✐♥✮✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ✐s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ✐ts ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r t❤❛t ✇❛s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❣r❛✐♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s✇❡♣t
t♦♦❦ ♣❧❛❝❡✳

P♦st ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t

❆❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❘❡❳ ❣r❛✐♥✱ t❤❡ P✵ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ♠✉st ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡
❈P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
✜❡❧❞✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t❡❞ ❣r❛✐♥s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ρ0✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤
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❛ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ❛♣♣❡❛rs ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ●❇▼✳ ❚❤❡ ♥❡✇
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

ρe = ρe t−dt (1− fnuc) + ρ0 (fnuc) ✱ ✭✸✳✶✷✮

✇✐t❤ fnuc t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥✳ ❋♦r t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♠♦st❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❛ss✐❣♥✐♥❣
❛ r❛♥❞♦♠ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t❡❞ ❣r❛✐♥✱ ♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❣r❛✐♥ ✭❣r❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✮✱ ♣❧✉s ❛ r❛♥❞♦♠ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
♠✐♥✐♠✉♠ 15◦ ❞❡❣r❡❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✱ ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡✐r ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛✛❡❝t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❝❛✉s❡s t❤❛t s♦♠❡ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ♥❡❛r t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❞✐s❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✉♣❞❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✜❡❧❞ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ tr❡❛t❡❞
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ✷❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❝r②s✲
t❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥✿ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞✳

❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s✱ ❝r❡❛t❡s ❛❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ ❜r❡❛❦s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❈P❋❊▼
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
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✸✳✹✳✷ ❈P❋❊▼ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s

❆ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s st✉❞②✱ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♠❡s❤
s✐③❡✱ t✐♠❡ st❡♣✱ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝❛s❡s✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✷✱ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ r❡♠❡s❤✐♥❣ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ s✐③❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝❤❛♥♥❡❧
❞✐❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥ r❛t❡ ♦❢ ǫ̇ = 0.01(s−1)✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ s❤♦✇s
t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❢♦r t❤❡ s❤♦✇♥ ❢❛❝❡s ❛s t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢❛❝❡s ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ✢❛t ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ❡q✉❛❧
t♦ 0✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❢❛❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✻✱ ✶✷✶❪✱
❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❈P❋❊▼ ♠❡s❤ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ s✐③❡

❋♦r t❤❡ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❡ss ✭❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣
❩ ❢❛❝❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛r❡❛✮ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ✇❛s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
♣❡r ❣r❛✐♥ (Nelems)✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r (Deq)
❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡s❤ s✐③❡ (Msize)✿

Nelems =
Deq

Msize

✭✸✳✶✸✮

❋♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ 200 ❣r❛✐♥s✱ ✇✐t❤ ❛
❣r❛✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ 0.05 mm✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡
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s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ 25% ✇✐t❤♦✉t r❡♠❡s❤✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ r❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛s ❢r♦♠ 4.0 ✉♣ t♦ 8.0 ❡❧❡♠❡♥ts
♣❡r ❣r❛✐♥ ✭❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ 4.0 ❡❧❡♠❡♥ts
♣❡r ❣r❛✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✼✾❪ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦rr❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❡ss ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t 4 ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥
❡♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛✈❡r❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❈P❋❊▼
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❙tr❡ss ✈s str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✭❧❡❢t s✐❞❡✮ ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✈s str❛✐♥
❝✉r✈❡ ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮ ❢♦r ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❋♦r ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ 200 ❣r❛✐♥s✱ ✇✐t❤ ❛ ❣r❛✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ 0.05 mm✳

❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚♦
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ s✐t❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦❧②✲
❝r②st❛❧s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠❡s❤ s✐③❡s✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ L2 ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡s❤✱
❊q✳ ✸✳✶✹✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❡r❡ ❛❧s♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳

L2 = 100 ∗
√

∑N
i=1(vi − v′

i)2
∑N

i=1(v
′

i)2
, ✭✸✳✶✹✮
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✇✐t❤ N t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ vi t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t i ❛♥❞
v

′

i t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t i✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡
❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡s✱ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✭ǫ = 0.10 t♦♣✱ ǫ = 0.15 ♠✐❞❞❧❡✱ ǫ = 0.20 ❜♦tt♦♠✮✳
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❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ♠♦❞❡r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡s✳ ❇✐❣❣❡r
♠❡s❤ s✐③❡s ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ st✐✛ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❡❧❡♠❡♥ts r❡❛❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❛s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡
✜❡❧❞ ❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❝❛✉s❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇✐❧❧ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳
❍❡r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❢♦✉r ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s
❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❉❘❳ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦rr❡❝t r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ✐✳❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❣r❛✐♥s✱ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ▼❡❛♥ ▲✷ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢♦r t❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♠❡s❤ s✐③❡✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋♦r t❤✐s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s s✐③❡ ✐✳❡✳ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ ✇✐t❤
❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ 0.05 mm✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ s❤♦✇s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ t❡r♠s
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♦❢ str❡ss ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❙tr❡ss ✈s str❛✐♥ ✭❧❡❢t s✐❞❡✮ ❛♥❞ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✈s str❛✐♥ ✭r✐❣❤t
s✐❞❡✮ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t 50 ❣r❛✐♥s ❡♥s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❝r②s✲
t❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ▲♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ❝❛✉s❡s t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧
r❡s♣♦♥s❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ▲♦❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
✭▲❡❢t s✐❞❡✮ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮ ♠✐❞❞❧❡ ♣❧❛♥❡ ❝✉t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
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❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣r❛✐♥s ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❝❧♦s❡ t♦ ✐t✱ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❝❛❧
❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱
❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ 25 ❣r❛✐♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡✛❡❝t s❤♦✉❧❞ ❜❡
❣r❡❛t❡r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✱ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ♥✉♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ▲♦❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ♥✉♠❜❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❛♥ t❤❡ r❡st
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ✉s❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
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❧❛✇ ✭❨♦s❤✐❡✲▲❛❛sr♦✉✐✲❏♦♥❛s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❧❛✇✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s✮ s❡ts ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ❛❢t❡r ǫ > 0.2 ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡❛❝❤❡s t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡
✐s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝♦♥✲
tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❖❉❋ ♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s ✐♥ t❤❡ (001) (110) (111) ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❈P❋❊▼
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ ǫ = 0.60 ✿ ✭❚♦♣✮ 100 ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✭♠✐❞✲
❞❧❡✮ 100 ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ 350 ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦♥ t❤❡ t❡①t✉r❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ✇✐t❤✿ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 100 ❣r❛✐♥s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✲
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✉r❡ ✸✳✺❀ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 100 ❣r❛✐♥s✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s x ❢r❡❡❀ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 350 ❣r❛✐♥s✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❤♦✇♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇❡r❡ r✉♥ ✉♣ t♦ ǫ = 0.60✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞
✇✐t❤♦✉t ❡♥❝♦✉♥t❡r✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❖❉❋ ♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ✜♥❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇✐t❤ 100 ❣r❛✐♥s s❤♦✇s t❤❛t✱ t❤❡ ✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ str♦♥❣❡r t❡①t✉r❡
t❤❛♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ ❝❛s❡s ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ❣r❛✐♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ 350 ❣r❛✐♥s s❤♦✇s ❛ str♦♥❣❡r t❡①t✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t
♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r 100 ❣r❛✐♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛♥ t❤❡ t❡①t✉r❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❢❛❝t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✭❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮
❛♥❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✮✳ ❙♦✱
❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❝❛s❡s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ 100 ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ♣❧❛♥❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳

❚✐♠❡ st❡♣

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡❞ ✇❛s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t
str❛✐♥ r❛t❡ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❙✐♥❝❡ ❈P ✐s ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠❡s♦s❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s ✈❡r②
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ❛s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡✈♦❧✈❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡✮ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t♦
r❡s♦❧✈❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛st✐❝✲❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♣❛rt ✭t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛r❞❡♥s ❛s ✐t ✐s
❞❡❢♦r♠❡❞✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣❛rt ✭♠❛t❡r✐❛❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤❛r❞❡♥s✮ ❜❡✐♥❣ t❤❡
❧❡ss ❝♦♠♣❧❡① t♦ r❡s♦❧✈❡✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣✲
♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❧♦❝❛❧❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t♦
r❡s♦❧✈❡✳ ❙♦✱ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡
❝♦♥✈❡r❣❡ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ✈❡r②
s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♣ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡
t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳

❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ✐s t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
t✐♠❡ st❡♣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛✲
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t✐♦♥ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❋❊ s♦❧✈❡r t♦ r❡❛❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❋❊▼ s♦❧✈❡rs ❧✐❦❡
❆❜❛q✉s✳

❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s (I)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♠✐♥✐♠❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s Imin = 7 ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s Imax = 15✱
✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t✐♠❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙♦✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

△tnew =







△told ∗ 1.5 ✐❢ I < Imin

△told ✐❢ I ≥ Imin ❛♥❞ I ≤ Imax

△told ∗ 0.5 ✐❢ I > Imax

✱ ✭✸✳✶✺✮

✇✐t❤ tnew t❤❡ ♥❡✇ t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ told t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❛t
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ str❡ss ✈s str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♣ ✈s str❛✐♥ ❝✉r✈❡✱ ❢♦r ❛ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s❤♦✇s
t❤❛t ✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♣ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0.1% ❛♥❞ 1%✱ ❛♥❞
✐ts ✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛r❞❡♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❙tr❡ss ✈s str❛✐♥ ❝✉r✈❡ ✭❧❡❢t s✐❞❡✮ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ st❡♣ ✈s str❛✐♥
❝✉r✈❡ ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮ ❢♦r ❈P s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✵✹▲ st❡❡❧ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥ r❛t❡ ♦❢
0.01s−1✳

✸✳✹✳✸ ▲❙✲❋❊▼ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❆♥❛❧②s✐s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ●❇▼ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❋❊ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
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❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❛♥✲
❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❛❧②③❡❞ ✇❡r❡ t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦
t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❇▼ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣r❛✐♥✱ ✐♠♠❡rs❡❞
✐♥ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛tr✐① ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
✇❛s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ρ0 ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞❡✜♥❡❞ ❜② K1/K2✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❣r❛✐♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❨▲❏ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ r❛t❡ ♦❢
0.01(s−1)✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✼✾✱ ✶✷✶❪✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✼✾❪✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ●❇▼ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❣r❛✐♥
s✐③❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡s ❛♥❞ t✐♠❡ st❡♣s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣♦ ❢r♦♠✿
4 ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥✱ ✉♣ t♦ 8 ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣♦❡s ❢r♦♠ 1 s ✉♣ t♦ 10 s✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡
st❡♣s t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❛s s❡t t♦ 4 ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡s s❤♦✇ t❤❛t✿ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
4 ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥✱ t❤❡ ❡rr♦r st❛rts ❛t 20% ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛♥❞ ❣♦❡s ❞♦✇♥ t♦ 10% ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ 5 ❡❧❡♠❡♥ts✱
t❤❡ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♥st❛♥t ❛t ❧❡✈❡❧s ❛r♦✉♥❞ 10% ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ 7 ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡rr♦r st❛rts ❛r♦✉♥❞ 10% ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣♦❡s ❞♦✇♥ t♦ 7% ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ 8 ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❛r♦✉♥❞ 5%
❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✿ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ 1 s
t❤❡ ❡rr♦r st❛rts ❛t 60% ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣♦❡s ❞♦✇♥ t♦
40% ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ st❡♣s ♦❢ 5 s ❛♥❞ ♦❢ 10 s
s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✇✐t ❡rr♦rs ♦❢ 20% ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t❤❛t ❣♦ ❞♦✇♥ t♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ 10% ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ s✐③❡s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❡①♣❡❝t❡❞ ♦❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ❈P s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇❛s s❡t t♦ 4 ❡❧❡♠❡♥ts✳
❍♦✇❡✈❡r t❤✐s r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤✐s ♠❡s❤ s✐③❡ ❧❡❛❞s
t♦ ❤✐❣❤ ❡rr♦rs ✭❛r♦✉♥❞ 20%✮✳ ❙♦✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❇▼
♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥s✐❞❡r 8
❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥✳ ❚❤✐s ♠❡s❤ s✐③❡ ❧❡❛❞s t♦ ❡rr♦rs ♦❢ 5% t❤❛t ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s ✐t ✐s ♥❡❝✲
❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦✉r❝❡s✳
P❛rt ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❡rr♦r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
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r❡❞✉❝❡❞ ❜② r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❲❤✐❧❡✱ t❤❡ ❡rr♦r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ♥✉♠❜❡r ❢♦r s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ st❡♣s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❊rr♦r ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ●❇▼ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡s❤ s✐③❡s ✭❧❡❢t s✐❞❡✮ ❛♥❞ t✐♠❡ st❡♣s ✭r✐❣❤t s✐❞❡✮ ✭❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛❣❛✐♥st
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✮✳

❆s ✐t ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❇▼ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t ▲❙✲❋❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ✈❛❝✉✉♠ r❡❣✐♦♥s✱ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❛♥❞ r❡✐♥✐t✐❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ❊❛❝❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❡rr♦rs t❤❛t
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ♦✈❡r r❡❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ✐s♦✲✈❛❧✉❡ t❤❛t ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ●❇✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡s❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❬✶✹✼❪✳ ❙♦✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ 1 s t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥tr♦✲
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❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭♠❛✐♥❧② t❤❡ r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✮
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ t♦t❛❧ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❖♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
t♦ ✉s❡ ✜tt❡❞ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③❡r♦ ✐s♦✲✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❙
❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ t❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠❡s❤✐♥❣ str❛t❡✲
❣✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡♠❡s❤❡r ❋■❚❩✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡q✉✐r❡s
❝♦♥st❛♥t r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ③❡r♦ ✐s♦✲✈❛❧✉❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛❢t❡r
❡❛❝❤ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐♥ ✸❉ ❤❛✈❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ♥♦t ✈✐❛❜❧❡ ♦♣t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
●❇▼✱ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ r❛♥❣❡ ✐s s❡t ❜❡t✇❡❡♥ 5 ❛♥❞ 10 s✳

✸✳✹✳✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡s s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤
❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦st✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✿

❼ ❚❤❡ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ st❡♣ ❢♦r ✐ts r❡s♦❧✉t✐♦♥
t❤❛♥ t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

❼ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢
t❤❡ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❼ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts q✉❛❧✐t② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♥♦❞❡s ♣♦✲
s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❈P❋❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭❯♣❞❛t❡❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡♥✲
s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠❡s❤ q✉❛❧✐t②✳

❼ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠❛❦✐♥❣
♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st❧② t❤❛♥ ♦♥❡ ❈P❋❊▼ t✐♠❡
st❡♣ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❼ ❯s❡ ♦❢ ✈❡r② s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ✭♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✶✹✼❪✮✳

❼ ❚❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐s s♠❛❧❧
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s t♦♣♦❧♦❣②✳ ❙✐♥❝❡
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r s✐③❡ t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ♠❡s❤ ♠✉st ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s
❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞✳
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❼ ❆s t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳✸✳✾ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
♠❡s❤ s✐③❡ ♠✉st ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❼ ❘❡♠❡s❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ✸❉ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳

❼ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ❘❡❳ ❣r❛✐♥s✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❞✉r✐♥❣ ❥✉st ♦♥❡ ❈P❋❊▼ t✐♠❡ st❡♣ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r✲
❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ❘❡❳ ❣r❛✐♥s✳

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉t✐❧✐③❡s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ st❡♣s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❈P❋❊▼ ✐t❡r❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ●❇▼ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ r❡♠❡s❤✐♥❣ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✲
❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ●❇▼ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❋♦r ❛ ❝❧❡❛r❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✲
✉r❡ ✸✳✶✺✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈P❋❊▼ ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ r❡✲
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
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✸✳✺ ❈♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢✉rt❤❡r t❡sts ❛r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✺✳✶ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ✸❉ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻
s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 400 ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s r❛♥ ♦♥ 4 ♣r♦❝❡ss♦rs ♦❢
24 ❝♦r❡s ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢✿ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❢r❛❝t✐♦♥X ✭❊q✳ ✸✳✶✻✮✱ ✈♦❧✉♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ R̄ ✭❊q✳✸✳✶✼✮✱ ✈♦❧✉♠❡✲
✇❡✐❣❤t❡❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❊q✳ ✸✳✶✽ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s✳

X =

∑nRx

i=1 Si

ST

, ✭✸✳✶✻✮

✇✐t❤ nRx t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ Si t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛✐♥✱ ❛♥❞ ST t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳

R̄ =

∑n
i=1 riSi

ST

, ✭✸✳✶✼✮

✇✐t❤ n t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ri t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣❤❡r✐❝❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢
❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✳

R̄X =

∑nRx

i=1 riSi

SX

, ✭✸✳✶✽✮

✇✐t❤ SX t❤❡ t♦t❛❧ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡st ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 400 ✐♥✐t✐❛❧
❣r❛✐♥s✳
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✸✳✺✳✷ ▼❡s❤✐♥❣✴r❡♠❡s❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧

❙♦ ❢❛r✱ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤✐♥❣✴r❡♠❡s❤✐♥❣ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡s❤ s✐③❡
❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❉❉❘❳
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ▼❛✐r❡ ❬✻❪ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❡② ❛r❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤✐s str❛t❡❣② ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❣r❛❞✐❡♥ts✱
t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤✐♥❣✴r❡♠❡s❤✐♥❣ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡✱ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞
❜② ❘❡s❦ ❬✶✹✵❪ ❛♥❞ ❋❛❜✐❛♥♦ ❬✶✷✶❪✱ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♦✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤✐❝❤ str❛t❡❣② ✐s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❉❉❘❳
♠♦❞❡❧✱ t❡sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✐❧❧✉s✲
tr❛t❡s t❤❡ t✇♦ ♠❡s❤✐♥❣✴r❡♠❡s❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡♠❡s❤✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✿ ✭▲❡❢t✮ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ✇✐t❤
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡♠❡♥t s✐③❡ ❛♥❞ ✭r✐❣❤t✮ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧✲
❡♠❡♥t s✐③❡✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❘❡❳ ❣r❛✐♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❡s❤
s✐③❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡❳ ❣r❛✐♥s s✐③❡ t♦ ❡♥s✉r❡ 8 ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r
❣r❛✐♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❘❡❳ ❣r❛✐♥s s✐③❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
♠❡s❤ s✐③❡ ✐s ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐❛ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥
r❡♠❡s❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ t❤❡ 25% ✈❛❧✉❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❈P❋❊▼
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t♦ ❛ 5% ✈❛❧✉❡✳
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❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♠✐♥✲
✐♠❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❡s❤ s✐③❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐s s❡t ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡s ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤❡r❡ ❘❡❳ ❣r❛✐♥s ❝❛♥
❛♣♣❡❛r✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t♦ ❛
♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 4 ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥ ✭❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s❡s✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐s ❞♦♥❡ ❣r❛❞✉❛❧❧②✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✳ ❚❤❡ t❡sts
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ 100 ❣r❛✐♥s✱ s✉❜❥❡❝t❡❞
t♦ ❤♦t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✉♣ t♦ 100% ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✸✳✶✽ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ❉❉❘❳ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t r❡♠❡s❤✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛t ❧♦✇ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s
s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✳ ❇✉t✱ ❛s str❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✐③❡ ✐s
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s✐③❡
❛r❡ ❤✐❣❤❡r✱ t❤✉s ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st❧②✳ ❚❤✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲
♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s✐③❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❢❡✇❡r
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t♦t❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✐③❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡
✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ③♦♥❡s ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛♣✲
♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✐s ❛❧s♦
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦rr❡❝t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙♦✱
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t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ③♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✳ ❙♦✱ ❡✈❡♥
✐❢ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ st✉❞② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡✜♥✲
✐♥❣ ③♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str❛t❡❣② ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤✐s
❞✐s❝✉ss✐♦♥❀ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s✐③❡
str❛t❡❣② ✇❛s ❞❡✜♥✐t✐✈❡❧② ❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s t♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❄❪✳

✸✳✺✳✸ ❈♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✲ ❉♦♠❛✐♥ ❙✐③❡

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦r✲
r❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧✳ ❋♦r t❤✐s t❡st✱ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ r✉♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥s
s✐③❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✷✵ t♦ ✷✵✵ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ X ❛♥❞ R̄✱ ❛♥❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✸✳✶✾✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❞♦♠❛✐♥s s✐③❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✷✵ t♦ ✶✵✵ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ X ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞
R̄ ✭r✐❣❤t✮ ✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ X ❛♥❞ R̄ ✐s 150 ❣r❛✐♥s✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ 50 ❛♥❞ 100✱ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡
t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞s✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛ s♠♦♦t❤ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥s✱ 25 ❣r❛✐♥s✱ s❤♦✇ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts
❛t ❤✐❣❤❡r str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ X✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥
t❡r♠s ♦❢ R̄✳
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✸✳✺✳✹ ❈♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✲ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s❛❢❡t② ❢❛❝t♦r

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❛❢❡t② ❢❛❝t♦r w ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❞♦♠❛✐♥✱ 10 ❣r❛✐♥s✱ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ w✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ρcr ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳ ❆
s♠❛❧❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t❡❞ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡
✸✳✷✵ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✶ s❤♦✇s t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ R̄ ❛♥❞ R̄X ✳

❋r♦♠ t❤❡ t❡sts✱ t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✼✾❪✱ ✐❢ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t
s♠❛❧❧ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s t♦♣♦❧♦❣②✱ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡s✲
s❛r② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r w✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ s❡t t♦ 1✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣r♦✇ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❞✐s❛♣♣❡❛r ✐❢ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐s s❡t ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ 8 ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ ✷❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t❡❞ ❣r❛✐♥s ❞✉r✐♥❣ ❉❘❳ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✶✵ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ w ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡ R̄ ❛♥❞ R̄X ✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
❜✐❣❣❡r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡✐r ❣r♦✇✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢❛st❡r ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ❛r❡ ❜✐❣❣❡r✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡
t♦✇❛r❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡✳
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■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r w ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ t♦♦❧ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s✐③❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐ts ✉s❡ ✐s ♥♦t r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s
❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐t
✇✐❧❧ ❜❡ s❡t t♦ 1✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t w ✈❛❧✉❡s ♦❢ 10 ❣r❛✐♥s ✐♥✐✲
t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ ρcr✳

✸✳✺✳✺ ❈♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✲ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ♣♦s✐t✐♦♥s

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ s♠❛❧❧✲✈♦❧✉♠❡s
t❤❛t ♣r❡✲❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❝r②s✲
t❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t
❝r✐t❡r✐❛ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t r❡str✐❝ts r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ t♦ ♦♥❧②
♥❡❛r t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ♥❡❝❦❧❛❝❡ t②♣❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t
❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ♦t❤❡r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t②♣❡s✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st
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❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ♣♦s✐t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t

♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ρ ✜❡❧❞✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❝❡ ❛t
t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ s❝❛❧❡ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜✲❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❛♥ ♥♦t
❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ t❡st❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ♠✉st r❡❛❝❤ ρcr ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥✱ t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❣r♦✇t❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✇❡r❡ t❡st❡❞✿

❼ ❋✐rst str❛t❡❣②✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
✭♥❡❝❦❧❛❝❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳

❼ ❙❡❝♦♥❞ str❛t❡❣②✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❛♥②✇❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❞♦✲
♠❛✐♥✳

❼ ❚❤✐r❞ str❛t❡❣②✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♣♣❡❛r ♦♥ s✐t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
✈❛❧✉❡ ♦❢ ρ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❼ ❋♦✉rt❤ str❛t❡❣②✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♣♣❡❛r ♦♥ s✐t❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st ρ
❣r❛❞✐❡♥t✳

❋♦r✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❝❛s❡s t❤❡ ρ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛✈❡r❛❣✐♥❣
✐t ♦✈❡r ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ 150 ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥s
✉♣ t♦ ǫ = 1.0✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥✿ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✷ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ X✱ R̄ ❛♥❞
R̄X ✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❛♥❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✜❣✉r❡ ✸✳✷✹ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t❡❞ ❣r❛✐♥s
♣♦s✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❢r❛❝t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✐s ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♥❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ 0.6✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ❣r♦✇ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r✐♦r ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ t❤❡✐r ❣r♦✇t❤ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❣r❛✐♥s✳ ❇✉t✱ ❛t ❤✐❣❤❡r
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜❡❝♦♠❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❝❛s❡✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡
♠♦r❡ ♣❧❛❝❡s t♦ ❛♣♣❡❛r ❧❡ss ❝❧✉st❡rs ❢♦r♠✱ s♦ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ X✱ R̄ ❛♥❞ R̄X ✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛✐♥s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❛♥❞
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳

❋♦r t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s❤♦✇ ❧♦✇❡r s✐③❡s ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡



✶✵✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❋❯▲▲ ❋■❊▲❉ ▼❖❉❊▲ ❋❖❘ ❉❉❘❳

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ρ ✈❛❧✉❡s ❛♣♣❡❛r ✜rst ♥❡❛r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s ❛♥❞ ♥❡❛r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✲
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❛t r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♥❡❛r ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ρ ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ t❤❡② ❛♣♣❡❛r
♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡✐r ❣r♦✇t❤✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱ t❤❡② s❤♦✇ t❤❡ ❧♦✇❡st
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆t ❤✐❣❤ ❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ρ ✈❛❧✉❡✱ ❧❡ss
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ s♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜❡❝♦♠❡s s✐♠✐❧❛r t♦ ❝❛s❡
✷✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹✿ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ✭❚♦♣ ❧❡❢t✮ ❝❛s❡ ✶✱ ✭t♦♣ r✐❣❤t✮ ❝❛s❡ ✷✱
✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮ ❝❛s❡ ✸ ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮ ❝❛s❡ ✹✳ ❘❡❞ ❝♦❧♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳

❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❛s❡ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t
❛❧s♦ ❝❛✉s❡s t❤❛t ❝❧✉st❡r❡❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❧✐♠✐t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❣r♦✇t❤✳ ❚❤✐s
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ρ t♦ ρ0 ✇❤❡♥ ❛ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ✈❡r② ❤✐❣❤ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ ρ✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱
r❡♠❛✐♥s ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤❡♦r② ❡❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡
♣♦❧②❝r②st❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✇✐t❤
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝r✐t❡r✐❛ ✜ts ❜❡tt❡r t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣
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❧✐♠✐t ✈❛❧✉❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

●r❛✐♥ ❡♥❡r❣②

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✇❛s t❡st❡❞ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥
❡♥❡r❣②✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s❧♦✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ✐♥tr❛❣r❛♥✉❧❛r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞✱ t❤❛t
r❡q✉✐r❡s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✹✻❪ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ♣❡r ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ♣❡r ❣r❛✐♥✱ t❤❡
❣r❛✐♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ ❋❊ ♠❡s❤ t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛♥ t♦ t❤❡
♦t❤❡rs✳ ❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ 100 ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥s
✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ✇❡r❡ r✉♥ ❢♦r ❝❛s❡s ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥❡r❣②
♣❡r ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♣❡r ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✺ ❛♥❞ ❣r❛✐♥s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛t ǫ = 0.70 ✐♥
✜❣✉r❡ ✸✳✷✻✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r
t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❙♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣ t♦ ǫ = 0.40✳
❚❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣② ♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❤♦✇s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s s✐③❡s ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t
❤✐❣❤❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ s✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞
✐s ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞✱ s♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧s♦ s❤♦✇ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r tr❡♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛✐♥ ❡♥❡r❣② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❛ s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t ♣❛rt ❜② t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇ t❤❛t s❡ts ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡✳ ❆s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡❛❝❤❡s t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞
❜❡❝♦♠❡s ❛❧♠♦st ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭❡①❝❡♣t r❡❝❡♥t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ❛r❡❛s s✇❡♣t ❞✉r✐♥❣ ●❇▼✮✳ ❋✉rt❤❡r t❡sts s❤♦✉❧❞ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✲
r❡♥t ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s
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❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② t❡st s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱ s♦ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡
❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥❡r❣② ♣❡r
❣r❛✐♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♣❡r ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡✿
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡s✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣r❛✐♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥❡r❣② ♣❡r
❣r❛✐♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♣❡r ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛t ǫ = 0.70✳

✸✳✻ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▲❙✲❋❊ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r
●❇▼ ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✸❉ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❡t❛❧s✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✼✾❪✳

❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❋❊ ♠♦❞❡❧s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ s❡♥s✐❜✐❧✐t② t❡sts ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✱
♠❡s❤ s✐③❡ ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡ st❡♣ s❤♦✇ t❤❛t ❛
♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❋❊
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ P0 ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡
❈P❋❊▼ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ P1 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❙✲❋❊ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❋❊ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❧s♦ t❡st❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡✲
❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s❛❢❡t② ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥s✳
❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❛❢❡t② ❢❛❝t♦r✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱
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✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❜② ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦❢ 8
❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❣r❛✐♥✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❛❢❡t② ❢❛❝t♦r ✐s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t❡❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❞♦ ♥♦t ✈❛♥✐s❤✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✭w = 1✮ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ✇❛s
✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t
❞✉❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ t❤❡ ❘❡❳
❣r❛✐♥s ♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♥❡❝❦❧❛❝❡
❛♥❞ ❜✉❧❦ ❝❛s❡s s❤♦✇ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❣r♦✇✳
❚❤✐s st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❝❤♦s❡♥ ❣r❡❛t❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s
t❤❛t s❤♦✇ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♥❡❝❦❧❛❝❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝r✐t❡r✐❛ ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞✳

❋✐♥❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❣r❛✐♥s st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✇❡r❡
t❡st❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦✲
❣✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❣r❡❛t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇✳ ❋✉rt❤❡r t❡sts
♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❧❛✇s✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳



✸✳✼✳ ❘➱❙❯▼➱ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙ ✶✵✺

✸✳✼ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❈P❋❊▼ ❛ été ❝♦✉♣❧é à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ▲❙✲❋❊
♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❝❤❛♠♣ ❝♦♠♣❧❡t ✸❉ ❞❡ r❡❝r②st❛❧❧✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞ér❡s ❛✈❡❝ ❞❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t très é❧❡✈és✳ ▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❈P❋❊▼ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❞é❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s à ❜❛s❡ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡s
❬✼✾❪✳

❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s ♠♦❞✲
è❧❡s ❊❋ ❛ été ré❛❧✐sé❡✳ ▲❡ t❡st ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ✐♥❝❧✉t ❞❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡st ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❊❋✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ été
❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣r♦♣♦sé ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ q✉✐
❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❈P❋❊▼✱ ❡t ❛ss✉r❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① rés♦❧✉t✐♦♥s ❊❋✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦✉♣❧é ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été t❡sté ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ♥✉❝❧é❛t✐♦♥
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ sé❝✉r✐té s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥ r❡❝r✐st❛❧❧✐sé ❬✻❪ ❡t ❧❡s
♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ❣❡r♠❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡
sé❝✉r✐té✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ré❞✉✐t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛ ✉♥ ❡✛❡t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✉r ❧❡s ré✲
s✉❧t❛ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré
q✉✬❡♥ ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞❡ ✽ é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❣r❛✐♥✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ sé❝✉✲
r✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ❣r❛✐♥s r❡❝r✐st❛❧❧✐sés
♥✉❝❧éés ✐♥tr♦❞✉✐ts ♥❡ ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉
❞❡ s♦♥ ❡✛❡t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s été ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té
❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s ❣r❛✐♥s r❡❝r✐st❛❧❧✐sés✱ ❡t ❧✬❡✛❡t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛ été ❞✐s✲
❝✉té✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t
❞❡ ❧✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥s✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥s r❡❝r✐st❛❧❧✐sés ❛ ✉♥❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧✐♠✐té❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ r❡st❡ ♦✉✈❡rt❡ ❡t ❧❡s ❝r✐tèr❡s
❝❤♦✐s✐s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

❊♥✜♥✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬é♥❡r❣✐❡ st♦❝❦é❡ ♣❛r
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ♦♥t été t❡sté❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❝❤♦✐s✐❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝é
♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✉r❝✐ss❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡✳ ❉✬❛✉tr❡s t❡sts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉és ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❧♦✐s✳

▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ét❛♣❡ ❡st ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ❞♦♥✲
♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ ❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞
♠♦❞❡❧ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ◆❡①t t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ str❛t❡❣✐❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡
❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❈P❋❊▼✱ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s ❛r❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✇❡r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ▼❛✐r❡✱ ▲✳ ✐♥
❤✐s P❤❞ ✇♦r❦ ❬✻❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♦♥❧② ❛ r❡✲❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❛✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

✹✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ▼❡t❤♦❞s

❍♦t✲❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✸✵✹▲ st❡❡❧ s❛♠♣❧❡s t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡
✐♥❞✉str✐❛❧ ❢♦r❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❛✐♥ r❛t❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛t❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿ ✭❆✮ ❚❤❡
s❛♠♣❧❡ ✐s ♣✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❤❡❛t❡❞ ♦✈❡♥✳ ✭❇✮ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❦❡♣t ❛t ❤✐❣❤ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r 30 ♠✐♥✉t❡s t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ ✐ts t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ✭❈✮ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s
❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥ r❛t❡ ✉♣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ st❛✐♥ ❧❡✈❡❧✳ ✭❉✮ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡
✐s ✇❛t❡r✲q✉❡♥❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❧❛② ✭✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ 2 s❡❝♦♥❞s✮ t♦
st♦♣ ♣♦st✲❞②♥❛♠✐❝ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳

✶✵✼
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❚❤❡ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ▼❚❙ ▲❛♥❞♠❛r❦ ✸✼✵✲✷✺ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ 2000 W ♦✈❡♥✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r t♦♦❧s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢
s✉♣❡r❛❧❧♦② ❯❞✐♠❡t 720✱ ✇✐t❤ ❛ s✐❧✐❝♦♥ ♥✐tr✐❞❡ ✭Si3N4✮ ❝❡r❛♠✐❝ ✐♥s❡rt✱ ❛♥❞
♠♦❧②❜❞❡♥✉♠ ❞✐s✉❧♣❤✐❞❡ ✭MoS2✮ ❛s ❛ ❧✉❜r✐❝❛♥t✳ ❚✇♦ s❛♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s
✭s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮ ✇❡r❡ t❡st❡❞✱ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡s t♦ ❛ss❡s str❡ss✲str❛✐♥
❝✉r✈❡s ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛t ❧♦✇ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✱ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲
❝♦♥❡ s❛♠♣❧❡s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛t ❤✐❣❤ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙❛♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡sts✱ ❝②❧✐♥✲
❞r✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡s ✭❛✮ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲❝♦♥❡ s❛♠♣❧❡s ✭❜✮✳ ❉❛s❤✲❉♦t ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡
r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛①✐s✳

❆❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❝✉t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
❛①✐s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ ♣♦❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❊❇❙❉ ✭❊❧❡❝tr♦♥
❇❛❝❦✲❙❝❛tt❡r ❉✐✛r❛❝t✐♦♥✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
s❛♠♣❧❡s✱ ❊❇❙❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝♦♥❡ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ R/3 ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ R t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ str❛✐♥ r❛t❡ ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✐♥ts ✭❣✐✈❡♥
✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✮ ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts✱
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❋♦r❣❡ ❘❖✳ ❚❤❡ ❊❇❙❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❞♦♥❡
✉s✐♥❣ ❛ ❩❡✐ss ❙✉♣r❛ ✹✵ ❋❊● ❙❊▼ ✭❋✐❡❧❞ ❊♠✐ss✐♦♥ ●✉♥ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥
▼✐❝r♦s❝♦♣❡✮ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❇r✉❦❡r ❊❇❙❉ s②st❡♠✳ ❊❇❙❉ ♠❛♣s ✇❡r❡ ❛❝✲
q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ ❛ 0.47 µm st❡♣ s✐③❡✱ ♦✈❡r ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ 250 µm ❜② 330 µm✱ ❝❤♦s❡♥ t♦
❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡♣✲
r❡s❡♥t❛t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❊❇❙❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣♦st✲tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡▼❚❊❳
t♦♦❧❜♦① ❬✶✹✽❪✳ ❖♥ t❤❡ ❊❇❙❉ ♠❛♣s✱ ❛ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ 10◦ ✇❛s
✉s❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❣r❛✐♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✲
✜❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✹✾❪✳ ●r❛✐♥s ✇✐t❤ s✐③❡ ❜❡❧♦✇ 1.5
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µm ♦r ✇✐t❤ ❣r❛✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ GAM ✭❊q✳ ✹✳✶✮ ❧♦✇❡r t❤❛♥ 1 ❞❡❣r❡❡
✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞✳

❆ ✲ ❚❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ✭❈②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡s✮
◆♦♠✐♥❛❧ ❙tr❛✐♥ r❛t❡ ǫ̇(1/s)

T (K) 0.008 0.01 0.04 0.05 0.08 0.1
1273 0− 0.4 0− 0.7∗ 0− 0.4∗ 0− 0.7 0− 0.7∗ 0− 0.7
1323 0− 0.4∗ 0− 0.7∗

1373 0− 0.4 0− 0.7

❇ ✲ ❚❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❊❇❙❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❈②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡s ❉♦✉❜❧❡✲❝♦♥❡ s❛♠♣❧❡s

▲♦❝❛❧ ❙tr❛✐♥ r❛t❡ ǫ̇(1/s) ▲♦❝❛❧ ❙tr❛✐♥ r❛t❡ ǫ̇(1/s)
T (K) 0.014 0.07 0.14 0.014 0.07 0.14
1273 0.65 0.65∗ 0.65 1.00, 1.35 1.00, 1.35∗ 1.00, 1.35
1323 0.65∗ 1.00, 1.35∗

1373 0.65 1.00, 1.35

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✱ str❛✐♥ r❛t❡✱ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s✱ str❛✐♥ r❛♥❣❡ ✭str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ✲ ❚❛❜❧❡ ❆✮ ❛♥❞ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ✭❊❇❙❉
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✲ ❚❛❜❧❡ ❇✮✳ (∗) ■♥❞✐❝❛t❡s ❞❛t❛ s❡ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛❧✐❞❛✲
t✐♦♥✳

GAM =

∑n
i=1KAMi

n
, ✭✹✳✶✮

✇✐t❤ n t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ KAMi t❤❡
❦❡r♥❡❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ i ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

KAMi =

∑m
j=1 θij

m
, ✭✹✳✷✮

✇✐t❤ m t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣✐①❡❧s ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧ i ❛♥❞ θij t❤❡ ♠✐s✲
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ i ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r j✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡
♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❣r❛✐♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
θij ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 10◦ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❊❇❙❉ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✿ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥
X✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✹✳✸❀ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭✷❉✮ D̄N2D✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✹✳✹
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② s✉r❢❛❝❡ D̄S✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✹✳✺✳
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X =

∑NX

i=1 SXi

ST

, ✭✹✳✸✮

✇✐t❤ NX t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ SXi t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭✷❉✮ ♦❢ ❡❛❝❤
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥✱ ❛♥❞ ST t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❊❇❙❉ ♠❛♣✳

D̄N2D =

∑N
i=1 di
N

, ✭✹✳✹✮

✇✐t❤ N t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ di t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✭✷❉✮ ♦❢
❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s di = 2 ∗

√

Si/π✳

D̄S =

∑N
i=1 diSi

ST

, ✭✹✳✺✮

✇✐t❤ Si t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✭✷❉✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ✐s ❛ ✸❉ ♠♦❞❡❧✱ ✸❉ ❞❛t❛ ✇❛s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛♥❞
✈❛❧✐❞❛t❡ ✐t✳ ❙♦✱ ✷❉ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ♥✉♠❜❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
❢r❛❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✸❉ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❜② ♥✉♠❜❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❙❛❧t②❦♦✈ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✺✵❪✳ ❚❤❡
✸❉ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ♥✉♠❜❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✸❉
❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡❛♥ ✸❉ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ♥✉♠❜❡r ❢r❛❝t✐♦♥ D̄N3D✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❊q✳ ✹✳✻ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✸❉ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ D̄V ✱ ❞❡✜♥❡❞
❜② ❊q✳ ✹✳✼✱ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ✸❉ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

D̄N3D =

∑N
i=1 d3Di

N
, ✭✹✳✻✮

✇✐t❤ d3Di t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣❤❡r❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✭✸❉✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s d3Di =
2 ∗ (0.75(1/π)Vi)1/3✳

D̄V =

∑N
i=1 d3DiVi
VT

, ✭✹✳✼✮

✇✐t❤ Vi t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭✸❉✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥✱ ❛♥❞ VT t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ D̄N3D = 33.23 (µm) ❛♥❞ D̄V = 86.53 (µm)✳ ❚❤❡
X ❛♥❞ t❤❡ D̄V ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✳
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✹✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

✹✳✸✳✶ ❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡sts

❚❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t❡sts✱ ✇❡r❡
s♠♦♦t❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ♥♦✐s❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇✐t❤ t❤❡ str❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ str❛✐♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✲
✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮
str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ❢♦r ✸✵✹▲ st❡❡❧ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♠♣r❡s✲
s✐♦♥ t❡sts ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❈✉r✈❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❜② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✭❛✮ ❛♥❞
✭❜✮✮ ❛♥❞ str❛✐♥ r❛t❡ ✭✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✮✳ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❞✉❡ t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ t♦♦❧ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐♠♣♦s❡❞ ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥ r❛t❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❛t T = 1273◦ K ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ str❛✐♥ r❛t❡s✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦ str❡ss ✭♠❛①✐♠✉♠ str❡ss
✈❛❧✉❡ r❡❛❝❤❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✮ ❛♥❞ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ str❡ss ✭str❡ss
✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ st❡❛❞② str❡ss ③♦♥❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛✲
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t✉r❡s✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t T = 1373◦ K✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦ str❡ss ❛♥❞
t❤❡ st❡❛❞② st❡❛❞② st❛t❡ str❡ss ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳

❚❤❡ ✉s❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❧♦✇ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❞✐✣❝✉❧t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss σ0✱ s♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❬✶✺✶❪✳ ❚❤❡ σ0 ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿ t❤❡ ✐♥t❡r❝❡♣t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡
❞❡✜♥❡❞ ❜② σ = E ∗(ǫ−0.002) ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❧♦✇ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ❛t T = 1000◦ C✱ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s
❤❛✈❡ ❛ ❝❧❡❛r t❡♥❞❡♥❝②✱ σ0 ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❡♥❞❡♥❝② ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡s
ǫ̇ = 0.008 s−1✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇
❛♥ ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✲
❜✮✳ ❋♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇ ❤✐❣❤❡r σ0 ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ σ0 ✈❛❧✉❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✺✶❪✳ ❈♦♥st❛♥t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = 1000◦ C ✭❛✮ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥ r❛t❡ ǫ̇ = 0.008 s−1 ✭❜✮✳

✹✳✸✳✷ ❊❇❙❉ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❊❇❙❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❣r❛✐♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ❣r♦✉♣s
♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ 10◦ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ❚✇✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② 60◦ r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ 〈1, 1, 1〉 ❛①✐s ✇✐t❤ ❛ 5◦ t♦❧❡r❛♥❝❡✱
✇❡r❡ ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❊❇❙❉ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤
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❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ t❤❡ (001)✱ (111) ❛♥❞
(110) ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ t❤❛t ♥♦ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❊❇❙❉ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭❛✮ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭❜✮✳ ❚✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❡①❝❧✉❞✐♥❣ t✇✐♥s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ (001)✱ (111) ❛♥❞ (110) ♣♦❧❡ ✜❣✉r❡s ✭❝✲❡✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s t❤❛t t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ 60◦

〈1 1 1〉 ✐❞❡❛❧ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ♦r s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡♠✱
❝❛♥ ❣❡t ♦✉t ♦❢ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ 5◦✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ❤✐❣❤❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠✐✲
❝r♦str✉❝t✉r❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ t❤❡ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ s❤♦✇s ❛♥ ❊❇❙❉ ♠❛♣ ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❡❞
s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❡①❝❧✉❞✲
✐♥❣ t✇✐♥s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤❡ ❊❇❙❉ ♠❛♣s s❤♦✇ t❤❛t t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡
♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s ❛♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
♥♦r♠❛❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤✐s ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❣r❛✐♥ s✐③❡✳
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❋♦r t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ s❛♠♣❧❡s ✜❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ str❛✐♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ GAM ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❢♦r ♦♥❡ s❡t ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② D̄N2D = 43.1 (µm)
❛♥❞ D̄S = 75.6 (µm)✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡
❜② ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❜② s✉r❢❛❝❡✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❊❇❙❉ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛t T = 1273 K − ǫ̇ =
0.014 s−1 − ǫ = 0.65✳ ❚✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❡①❝❧✉❞✐♥❣ t✇✐♥s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ str❛✐♥ r❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢
❣r❛✐♥ s✐③❡✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❜② s✉r❢❛❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ♥❡✐t❤❡r t❤❡
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r str❛✐♥ r❛t❡s✱ ❝❛✉s❡s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥
s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ D̄S✱ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st
str❛✐♥ r❛t❡✱ s❤♦✇s ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s
❛t ǫ = 1.0 t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r str❛✐♥ r❛t❡s✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦
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s❡❧❢✲❤❡❛t✐♥❣✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❡✈❡♥ ❛t ❧♦✇ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡s✱ t❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ✐♥ ♣❛rt ❜② t❤❡
t✇✐♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊❇❙❉ ♠❛♣s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛t
T = 1000 K − ǫ̇ = 0.07 s−1 ✇✐t❤ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ✭❛✱❝✱❡✮
●r❛✐♥s ❝♦❧♦r❡❞ ❜② GAM ✈❛❧✉❡✳ ✭❜✱❞✱❢✮ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭②❡❧❧♦✇✮ ❛♥❞
♥♦♥✲r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭❜❧✉❡✮✳

❋♦r t❤❡ ✸❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ D̄N3D ❛♥❞ D̄V ✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ D̄N3D = 33.2 µm ❛♥❞ D̄N3D =
86.5 µm✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✭t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ♦♥❡s✮✱ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✽✳
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❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✐s ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✷❉ ❞❛t❛✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ r❛t❡s
s❤♦✇ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡
✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❢♦r t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s✐③❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r
str❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r str❛✐♥ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡
s✐③❡ s❤♦✇s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ str❛✐♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r ♠❡❛♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ str❛✐♥ r❛t❡ s❤♦✇s ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱
t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❢t❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐s s❡❡♥ ❝❧❡❛r❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ X ✭❛✮✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❜②
♥✉♠❜❡r D̄N2D ✭❜✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❜② s✉r❢❛❝❡ D̄S ✭❝✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
str❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② s✉r❢❛❝❡
❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
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❣r❛✐♥s ✇✐t❤ s✐③❡s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛ r❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ✜tt❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♥♦r♠❛❧ ♦r ❧♦❣ ♥♦r♠❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ D̄N3D ✭❛✱❝✱❡✮ ❛♥❞ D̄V ✭❜✱❞✱❢✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✭❛✱❜✮✱ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭❝✱❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭❡✱❢✮ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ♥✉♠❜❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ✷❉ ✭❛✮✱ s✉r❢❛❝❡ ❢r❛❝✲
t✐♦♥✭❜✮✱ ♥✉♠❜❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ✸❉ ✭❝✮ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭❞✮✳ ❙❛♠♣❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s T = 1273 K − ǫ̇ = 0.07 s−1 − ǫ = 1.0✳

✹✳✹ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❈P❋❊▼✲▲❙

♠♦❞❡❧

✹✳✹✳✶ P❛r❛♠❡t❡rs ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ t♦♦❧ ▼♦♦♣✐ ❬✶✺✷❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ s❡t ♦❢
❞❛t❛ ✉s❡❞ ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦t❤❡r s❡t ✉s❡❞ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ♦♥❧② t❤❡ ❝r②st❛❧
♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ❜❡❢♦r❡ ❉❘❳ ♦♥s❡t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♣❛rt✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❊❇❙❉ ♠❛♣s✳

❋♦r t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs K1 ❛♥❞ K2 ✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✱ t❤❡s❡
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♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❜② ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝♦✈❡r② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② (ρ) ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❨♦s❤✐❡✲▲❛❛sr♦✉✐✲❏♦♥❛s ✭s❡❡
❊q✳ ✷✳✷✾✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❞♦♥❡ r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r kg✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❧❛✇ ✭s❡❡ ❊q✳ ✸✳✶✵✮✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✷✿

❙②♠❜♦❧ ◆❛♠❡ ❱❛❧✉❡ ❯♥✐ts ❙♦✉r❝❡
E ❨♦✉♥❣✬s ♠♦❞✉❧✉s [119− 125] GPa ❬✶✺✶❪
v P♦✐ss♦♥✬s r❛t✐♦ 0.34 [−] ❬✶✺✶❪
µ s❤❡❛r ♠♦❞✉❧❡ [40− 45] GPa ❬✶✺✶❪
γ̇0 ❘❡❢✳ s❧✐♣ r❛t❡ 0.001 [s−1] ❬✶✷✶❪
m s❧✐♣ r❛t❡ s❡♥s✐❜✐❧✐t② 0.05 [−] ❬✶✷✶❪
M ❚❛②❧♦r ❢❛❝t♦r 3 [−] ❬✶✺✸❪
ψ s✉❜str✉❝t✉r❡ t②♣❡ 0.15 [−] ❬✶✺✹❪
b ❇✉r❣❡rs ✈❡❝t♦r 2.5 ∗ 10−10 m ❬✶✺✺❪
σ0 ②✐❡❧❞ str❡ss [20− 80] MPa ❬✶✺✶❪
Mb ●❇ ♠♦❜✐❧✐t② [0.51− 3.47] ∗ 10−12 m4/Js ❬✶✺✻❪
de ❞✐s❧✳ ❧✐♥❡ ❡♥❡r❣② 1.47 ∗ 10−9 J/m ❬✻❪
γb ●❇ ❡♥❡r❣② 0.6 J/m ❬✼❪
ρ0 ♠✐♥ ❞✐s❧✳ ❞❡♥s✐t② 1 ∗ 1011 m−2 ❬✶✺✼❪

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡r♠♦✲
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ❞✐❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥ r❛t❡✱ ❛s ✐❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✳
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇✐t❤♦✉t ❢r❡❡ s✉r✲
❢❛❝❡s✱ ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ❢r♦♠ ❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ♦♥t♦ ✐ts❡❧❢ ❞✉❡
t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❣r❛✐♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r 304L
st❡❡❧✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❛♥
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡sts✳

✹✳✹✳✷ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧

❋♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❋❊▼ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❛t❛
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛s✿ ✉♣ t♦ ǫ = 0.25 ❢♦r T = 1273(K)✱ ❛♥❞ ✉♣ t♦ ǫ = 0.20 ❢♦r
T = 1323(K) ❛♥❞ T = 1373(K)✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ str❡ss r❡s♣♦♥s❡✳ ❖♥❧② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ str❛✐♥ ❤❛r❞✲
❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝♦✈❡r② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
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r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs K1 ❛♥❞ K2✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✭❛✱❜✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s❡❡♥ ✐♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ σ0 ✈❛❧✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s✳ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❛✱❜✮✱ P❛r❛♠❡t❡rs
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❝✱❞✮ ❛♥❞ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✭❡✱❢✮✳
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❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❞❡✲
s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❩❡♥❡r ❍♦❧❧♦♠♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Z = ǫ̇ exp(Q/RT ) . ✭✹✳✽✮

✇✐t❤ ǫ̇ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡✱ Q ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ R t❤❡ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t
❛♥❞ T t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✭❝✱❞✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❡t ❢♦r
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ❢♦r t❤❡s❡
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✭❡✱❢✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❝✉r✈❡s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❣❛✐♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ σ0 ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ k0✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
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❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ σ0✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ σ0 ✈❛❧✉❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜②
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts✳ ❆ t❤✐r❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t k0 = σ0/M ✱ ✇❛s t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k0 ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s r❡✲❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ s❤♦✇s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ♣❧♦tt❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ σ0 ✭❛✮✱ K1 ✭❜✮ ❛♥❞ K2 ✭❝✮ ✈❛❧✉❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❜② ❛❧s♦ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ k0 ✈❛❧✉❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✜t t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❧♦✇ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ k0 ✈❛❧✲
✉❡s s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡s✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ k0 ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s



✹✳✹✳ ❈❆▲■❇❘❆❚■❖◆ ❆◆❉ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆ ❖❋ ❈P❋❊▼✲▲❙ ▼❖❉❊▲ ✶✷✸

❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ K1 ❛♥❞ K2✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ σ0✱ K1 ❛♥❞ K2 ✈❛❧✉❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❆❧❧ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s ✜t t❤❡ r❛♥❣❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✷✶✱ ✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ K1 ✈❛❧✉❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t✱ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❞♦❡s
♥♦t ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❡♥❞s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K1 ❝❤❛♥❣✐♥❣
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs K1 ❛♥❞ K2 ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t
✐♥ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ❊q✳ ✸✳✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s✐③❡ ❊q✳ ✸✳✾✮✱ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✜♥❛❧❧② ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉s❡❞✳

✹✳✹✳✸ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡sK1 ❛♥❞K2✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r kg ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts
✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❊❇❙❉ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥
t❡r♠s ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ (D̄V )✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸
✭❛✱❜✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ (D̄V )✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛t ❤✐❣❤❡r str❛✐♥s✳

❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r
❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r kg ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ Z ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❝✮✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❝✮✮ ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠♦✲
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❤♦s❡♥ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✭❡✱❢✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❢r❛❝t✐♦♥✱ ❜✉t s❤♦✇s s♦♠❡ ❡rr♦rs ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✈❛❧✉❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r
str❛✐♥s✳

❚❤❡ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ (D̄V )✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs r❡❧❛t❡❞
♠❛✐♥❧② t♦ t❤❡ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐♥s❡rt❡❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳
❚❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ✭❛✱❞✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ (D̄V ) ✭❜✱❡✮✳
❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭❛✱❜✮✱ P❛r❛♠❡t❡rs ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✭❝✮ ❛♥❞ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✭❞✱❡✮✳

✹✳✺ ▼♦❞❡❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

✹✳✺✳✶ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈P❋❊▼ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s
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❞✉r✐♥❣ ❉❘❳✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ②❡t t❤❡ ❣r❛✐♥s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●❇ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ♦♥❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧✱ s♦ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ t②♣❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇✱ t❤❡ ❨♦s❤✐❡✲▲❛❛sr♦✉✐✲❏♦♥❛s ❧❛✇ ✭❊q✳ ✷✳✷✾✮✳
❚❤✐s ❧❛✇ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■t ❞❡✜♥❡s ❛ ♠❛①✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ t❤✉s✱ ❛t ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤❡♥ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ❚❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛s t❤❡② ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✇✐t❤
❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ③♦♥❡s s✇❡♣t ❞✉r✐♥❣ ●❇ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡s❡ ③♦♥❡s ❛r❡ ❛❧s♦ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❤❛r❞❡♥ ❛♥❞ ❧❛t❡r
r❡❛❝❤ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣r❛❞✐❡♥t ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r❝❡ ✐♥
●❇ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❉❉❘❳✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❣r❛✐♥s ✐s ❧♦✇
t❤❡✐r ❡✛❡❝t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❙♦✱ t♦ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✱ ❢♦r ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✹ ❛♥❞ ✹✳✶✺ s❤♦✇ t❤❛t✿
❛t ❧♦✇ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ❜❡❢♦r❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❤❛s st❛rt❡❞ ǫ < 0.20✱ t❤❡r❡ ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r ✇✐t❤ ③♦♥❡s ✐♥ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ s❤♦✇✐♥❣ ❧♦✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❧❡✈❡❧s✳

❆t ❤✐❣❤❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡ (≈ 80%) ❤❛✈❡ ❛ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❖♥ t❤❡s❡
❣r❛✐♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡✱ ♦♥❧②
③♦♥❡s ♥❡❛r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✇❡♣t ❞✉❡ t♦ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✐❣r❛✲
t✐♦♥ s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❧❡✈❡❧s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧②
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s (≈ 75%) ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛r❞❡♥❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦
s❡r✈❡ ❛s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s❤♦✇ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❧❡✈✲
❡❧s ❛♠♦♥❣ ❛ ✇✐❞❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✭❞✮ s❤♦✇s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❧♦✇❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ♦❢ t❤❡s❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❣r❛✐♥s✱
♦♥❧② (≈ 5%) s❤♦✇ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❣r❛✐♥s t❤❛t
❥✉st ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦t ❞❡❢♦r♠❡❞ ②❡t✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s❤♦✇ s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❛t❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣②✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❈P❋❊▼ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧s
❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤✐s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡①t✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❉❘❳ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✭❛✮ ❆❧❧ ❣r❛✐♥s ǫ = 0.05✱ ✭❜✮ ❆❧❧ ❣r❛✐♥s ǫ = 0.50✱
✭❝✮ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛t ǫ = 0.50 ✱✭❞✮ ❩♦♦♠ t♦ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛t
ǫ = 0.50✳

✹✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧s

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❈P❋❊▼ ✐♥ ♦✉r r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s✿
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❼ ❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛✐r❡ ❬✼✾❪✿ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✷✳✷✾
✭❨♦s❤✐❡✲▲❛❛sr♦✉✐✲❏♦♥❛s ❧❛✇✮✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t s♦❧✈❡❞ ♥♦r s❛t✐s✜❡❞✱ ♥♦ ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♥♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✐s ❡q✉❛❧✳

❼ ❚❤❡ ❈P✲❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧✿ ❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♠✲
♣♦s❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✷✾ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤❡ ❈P ❧✐❜r❛r② ✐s ✉s❡❞✳
▼❡❛♥✐♥❣✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱
✉s✐♥❣ ❊q✳ ✷✳✷✾ ❛s t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t s♦❧✈❡❞ ♥♦r s❛t✐s✜❡❞✱ ❛♥❞ ♥♦ ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❊❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ▲❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s
t♦ ♠♦❞❡❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡♥ ✐s t❤❡ ✇❛② t❤❛t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡
♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❈P❋❊▼✲▲❙
❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥s✐sts ♦♥ ✸✵✹▲ st❡❡❧ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t str❛✐♥ r❛t❡ ǫ̇ = 0.014 s−1✱ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ T =
1323 (K)✱ ✉♣ t♦ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ǫ = 1.0✱ t❤❡♥ ❤♦❧❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ 50 (s)✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ❜② ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❜② ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r s✐♥❝❡ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞r✐✈❡s t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② ✐♥ t❤❡ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❛t❡✱ ❢♦❧✲
❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✭❛✮✳ ❍♦✇❡✈❡r ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼
✭❛✮ s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❤❛r❞❡♥✐♥❣
r❛t❡s✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ♥♦t s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ s✐♥❝❡ t❤❡
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❣r❛✐♥s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s✲
❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s r❡❛❝❤❡❞ q✉✐❝❦❡r ✐♥ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♣♣❡❛r ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s r❡s✉❧ts✳ ✭❛✮ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t②✱ ✭❜✮ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❜② ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✭❝✮✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭❞✮ ❛♥❞ ♥♦♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭❡✮✳

❆t ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r s✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡
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♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛s s❡❡♥ ✐♥
✜❣✉r❡s ✹✳✶✼ ✭❜✱❝✮✱ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s s❡❡♠ s♠❛❧❧✱ t❤❡②
❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r
t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳

❚❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡✐r
❤❛r❞❡♥❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✐s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ ❣r♦✇✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ♥❡✇ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✇✐❧❧ ❤❛r❞❡♥ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ ❧❡ss t✐♠❡
t♦ ❣r♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❚❤✐s ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✭❜✮✱ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r
❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ ♥♦♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✭❝✱❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s r❡s✉❧ts✳ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ✈♦❧✉♠❡✱ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ǫ = 0.05 ✭❛✮✱ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ǫ = 0.50 ✭❜✮ ❛♥❞
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ǫ = 0.50 ✭❝✮✳
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❚❤✐s ❛s♣❡❝t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡s ✹✳✶✽
❜✱❝✮✳ ❆t ❜♦t❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❜✐❣❣❡r ❣r❛✐♥s t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❈P❋❊▼
♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ s❤♦✇ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ❜❡✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ q✉✐❝❦❡r st❛rt ✐♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚❛②❧♦r
♠♦❞❡❧✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ P❉❘❳ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉rs ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❛♥❞
❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤
❧♦✇ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣✱ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❤❛✈❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❣r♦✇✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s r❡s✉❧ts✳ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❜② ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ǫ = 0.05 ✭❛✮✱ ǫ = 0.50 ✭❜✮ ❛♥❞ ǫ = 0.10 ✭❝✮✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ t❡①t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦✲
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❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ t❡①t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
r❡s✉❧ts✱ ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ t❡①t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜② t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ✈❡r② ❢❡✇ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r♦t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ❡❧✲
❡♠❡♥ts ✐♥s✐❞❡ ❛ ❣r❛✐♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡✐r ✜♥❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡
❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❞❡❢♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ t❡①✲
t✉r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✿ ❋✐rst✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t♦
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥❀ ❙❡❝♦♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐✲
❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❣r❛✐♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✜♥❛❧ t❡①t✉r❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡✳
❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦st❧② ❞❡✲
✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t②✮✳ ❙✐♥❝❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡
❛❧s♦ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
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♥♦♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳
❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✇❛s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣
t❤❡ t♦t❛❧ r✉♥ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡st r✉♥ t✐♠❡ ✭0.50 (h) ❢♦r
t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❛s ❛❧s♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❜② ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛s❡s ✭270294
❡❧❡♠❡♥ts✮✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ❛r❡
♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ✐s q✉✐t❡
❧❛r❣❡✳ ❙♦ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✣r♠ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧❧② t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✲
❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❈P❋❊▼ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②
❡♥❡r❣②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❢♦r ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆❧❧ ♠♦❞❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞ ③♦♦♠ s❤♦✇✐♥❣ ♦♥❧②
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧s✳

✹✳✺✳✸ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s✐③❡ ❛♥❞ t✇✐♥ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s

❚✇♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐♥s❡rt❡❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❊q✳ ✸✳✾✱ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs K1 ❛♥❞ K2✱ ❞❡✲
✜♥❡s ❛ s✐③❡ ♦✈❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s✐③❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶ s❤♦✇s
t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s✐③❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
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r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛t ǫ = 0.65 ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♦✈❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s✐③❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❡rr♦rs
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✱ t❤❡ ❞✐✣✲
❝✉❧t✐❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥
❛rt✐✜❝✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❛s str❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s
❡✛❡❝t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ r❡❝r②s✲
t❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❛t s✉❝❤
❧♦✇ str❛✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ▼♦❞❡❧ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭r∗✮ s✐③❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛t ǫ = 0.65 ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠♦♠❡✲
❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡s❡ t✇♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿ ❋✐rst ❛ r❡✲❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs K1 ❛♥❞ K2 ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ❞❡✜♥❡ K1 ❛♥❞ K2 ✈❛❧✉❡s
t❤❛t ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜✉t ❞❡✜♥❡ ❛ s♠❛❧❧❡r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r k0 = σ0/M t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ str❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r m t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs K1 ❛♥❞ K2✱ ❜② ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡✐r
❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❉❉❘❳✳ ❆s s❤♦✇❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤✐s
❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s ❡rr♦r✱ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st❡♣ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ ❛❧❧ t❤❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
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❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳
❇② r❡✲❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ǫ̇ =

0.014(s−1) T = 1273(K)✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞
❢r♦♠ r∗ = 24.87 µm ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ r∗ = 11.45 µm ✇✐t❤
t❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡✱
✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛s t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r∗ ✈❛❧✉❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐ss✉❡✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐❣✐t❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞✳ ❚❤✐s ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❜✉t ❝♦♥s✐❞❡rs t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷ s❤♦✇s t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✇♦
❝❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣②✱ s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ❖♥❡
♦❢ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡♥ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✭♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✮ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✭✰
✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✮ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❬✸✽❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ●r❛✐♥ s✐③❡ (d3D) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐❣✐t❛❧
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ t❤❡
❣r❛✐♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐❣✲
♥♦r✐♥❣ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❢✉rt❤❡r ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛s ❝❛s❡ ✶✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s r❡❣✲
✉❧❛r ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❢✉rt❤❡r ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛s ❝❛s❡ ✷✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✸✱ ❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ❜② ✈♦❧✉♠❡ ❛t ǫ = 1.0 ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✹✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s♠❛❧❧❡r
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜❡tt❡r ✜t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s❤♦✇s
❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧
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❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡✐r s✐③❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐s❧♦✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✈❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡s
❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ✭❛✮ ❘❡✲
❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ✭❜✮ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ✭❝✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ ✭❞✮ ❛✈❡r❛❣❡
❣r❛✐♥ s✐③❡ (D̄V )✱ ✭❡✮ ❛✈❡r❛❣❡ ♥♦♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ (D̄NRxV )✱ ✭❢✮ ❛✈❡r❛❣❡
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ (D̄RxV )✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ (D̄V ) s❤♦✇s t❤❛t✿ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
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❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥
s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥s❡rt❡❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s✐③❡✳ ❆ ❜✐❣❣❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥
❛ ❜✐❣❣❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❋♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✲
❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡
s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤❡r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❣❣❡r ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ s✐③❡ s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤❡r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❢r❛❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s s✐③❡ (D̄RxV )✱
✇❤✐❝❤ ❛t ❧♦✇❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s s❤♦✇s ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥✈❡rs❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ●r❛✐♥ s✐③❡ (d3D) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❜② ✈♦❧✉♠❡✳ ❆❧❧ ❣r❛✐♥s ✭❛✮ ❛♥❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭❜✮✴

❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜②✿ ❋✐rst✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣r❛✐♥s ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s t♦ ❛♣♣❡❛r ♦♥ ♠♦r❡ ♣❧❛❝❡s✱
❝❛✉s✐♥❣ ❧❡ss ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❙❡❝✲
♦♥❞✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ s✐③❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ♥♦♥
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥ s✐♠✐❧❛r ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✉s✱
✇❤❡♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❤❛r❞❡♥✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❡✛❡❝t ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♠❛✐♥
❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ●❇ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ ❜✐❣❣❡r ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ❢❛✈♦r r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❛t ❧♦✇❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈✲
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❡❧s ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r✳ ❇✉t ❛t ❤✐❣❤❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱
✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡✱ ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ❣r❛✐♥s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥ ❧❡ss ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛♥❞
s♠❛❧❧❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s t♦ ❣r♦✇ ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧②✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✷✹✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛s✿ ✐♥ ❝❛s❡ ✶✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❜✐❣
❣r❛✐♥s t❤❛♥ ❝❛s❡ ✷ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s✐③❡s ❛♥❞ t❤❡
♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❛ ❝❧❡❛r ✐♥❞✐❝❛t♦r
♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✇✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✱ ❛s t❤❡s❡ ❜✐❣
❣r❛✐♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛t t❤✐s ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ (ǫ = 1.0) ❛r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛s❡s t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❣r♦✇ ❧❡ss t❤❛♥ ✐♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ 2 ∗ r∗ = 22.90 µm✱
♠♦st ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❣r♦✇ t♦ s✐③❡s ❜❡t✇❡❡♥ 30 µm ❛♥❞
40 µm ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡s r❡❛❝❤ ✈❛❧✲
✉❡s ❛r♦✉♥❞ 50 µm✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥s❡rt✐♦♥ s✐③❡ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛s r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐③❡ t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡✐r ❣r♦✇t❤✳ ❖♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t♦ ✉s❡ ❛ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ❘❡❳ ❣r❛✐♥s✳❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛t ǫ = 1.0 ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✺✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝❛s❡ ✶✱ ❞❡✜♥✐♥❣ r∗ ❛s ❛
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ●r❛✐♥ s✐③❡ (d3D) ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜②
✈♦❧✉♠❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✇✐t❤ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✜t ♠♦r❡
❝❧♦s❡❧② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❣r❛✐♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s
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❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡str✐❝t✐✈❡ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣r❛✐♥
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s
❛r❡ st✐❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡
♠♦❞❡❧ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ●❇▼✳ ❋✉rt❤❡r ✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❇ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②✳

✹✳✺✳✹ ▼♦❞❡❧s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✲ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❲✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ❢♦r t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❈P❋❊▼✱ ❈P ❚❛②❧♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
❛♥❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✻ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s
✹✳✷✼ ❛♥❞ ✹✳✷✽ ❛s ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ǫ = 0.65 ❛♥❞ ǫ = 1.00
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇✿ ❋♦r t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✐s❛♣♣❡❛r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡
❛ s♠❛❧❧❡r ✐♥s❡rt✐♦♥ s✐③❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞
t❤✉s r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s✐③❡
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❢♦r❝❡s✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❛t t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❜✉t ❦❡❡♣s ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❦❡♣t ❜② t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s✱ ❛s t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② r❡♠❛✐♥s ❛t ❧❡✈❡❧s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇
✈❡r② s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r s❛❢❡t② ❢❛❝t♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬✼✾❪ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠❡s
♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡
♠❡s❤ s✐③❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❛t❡ ❝❛✉s❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❈P❋❊▼ ❛♥❞ t❤❡ ❈P ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧s✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ q✉✐❝❦❡r ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❈P
❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ❝❛✉s❡s r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ t♦ st❛rt ✜rst✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ❝❧♦s❡st ✜t t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡ ✉s❡❞ ✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
❢♦r t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❤♦✇s
t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ s✐③❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ st❛rts ♠♦r❡
q✉✐❝❦❧② ✐♥ t❤❡ ❈P ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦
❛ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❛❣r❡❡s ✇✐t❤
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t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s r❡s✉❧ts ✭♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ✭❛✮ ❆✈❡r❛❣❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ✭❜✮ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❜② ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✭❝✮✱ r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭❞✮ ❛♥❞ ♥♦♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭❡✮✱ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥s ✭❢✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s r❡s✉❧ts ✭♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ✈♦❧✉♠❡ ǫ = 0.65 ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✭❛✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭❜✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s r❡s✉❧ts ✭♦♣t✐♠✐③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ●r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜② ✈♦❧✉♠❡ ǫ = 1.00 ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✭❛✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✭❜✮✳

❚❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❡✐t❤❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛✈❡r❛❣❡ r❡❝r②s✲
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t❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤❡r ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❡r✲
❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❜✐❣❣❡r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s t❤❛♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❢✉rt❤❡r ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ●❇
❡♥❡r❣② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝✲
t✉r❡✳

✹✳✻ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

❈♦♠♣❛r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠s ✐s ❛❧s♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❛♠♣❧❡s✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛✐♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
s♣❛t✐❛❧ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱
t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② tr❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛♣✲
♣❡❛r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
t♦ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✉s❡s t❤❡ GAM ❝r✐t❡r✐❛✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
✇♦r❦ ♦❢ ❬✶✹✾❪✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾✿ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡✲
❢♦r♠❡❞ ❛t ǫ̇ = 0.014 s−1 T = 1323(K) ǫ = 1.0✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t GAM t❤r❡s❤♦❧❞s
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ KAM
✈❛❧✉❡✱ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳
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❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ GAM t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ GAM ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ KAM ✈❛❧✉❡✱ ✇❤♦s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾ s❤♦✇s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛t ǫ̇ = 0.014 s−1 T = 1323 K
❛♥❞ ǫ = 1.0✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t GAM t❤r❡s❤♦❧❞s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇
t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❝r②s✲
t❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ✐s ❛❧s♦ ❛ ❢✉t✉r❡ t♦♣✐❝
♦❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❢✉❧❧✲✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❉❘❳
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

✹✳✼ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✸✵✹▲ st❡❡❧ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ P❤❉ ♦❢ ▼❛✐r❡✱ ▲✳ ❬✻❪ ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs K1✱ K2 ❛♥❞ Kg✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ❞②♥❛♠✐❝
r❡❝♦✈❡r②✱ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ str❛✐♥ r❛t❡s
❜❡t✇❡❡♥ 0.008 − 0.1 (1/s) ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ 1273 − 1373 K✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs K1✱ K2 ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧②
t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s
s✐③❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st❡♣s✱ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧s♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡s❡ ❡rr♦rs✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❞✉r✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✐s st✐❧❧
♥♦t ❝♦rr❡❝t❧② ♠♦❞❡❧❡❞✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ❛❧s♦
❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ❞✉r✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❉❘❳ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐s ♥♦t t❤❛t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❛s ♠♦st
♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s r❡❛❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥s t❤❛t ❛r❡
❝♦♥st❛♥t❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛r❡ ♦♥❧② t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡②
❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❤❛r❞❡♥❡❞✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡♣❡♥❞s
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♦♥ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t✇✐♥ ❣r❛✐♥s ❜♦✉♥❞✲
❛r② ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡
♦♥❧② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛r❡ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡♠ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦r tr❡❛t t❤❡♠ ❛s
r❡❣✉❧❛r ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧
❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ t❤❡
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ s♠❛❧❧❡r ❣r❛✐♥ s✐③❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s ❢❛✈♦rs
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❣r♦✇t❤✳ ❆s ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ❣r❛✐♥s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❤✐❣❤❡r
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛t s❡r✈❡ ❛s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧✐♠✐t t❤❡✐r ❣r♦✇t❤✳
❆❧s♦✱ ✇❤❡♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❤❛r❞❡♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡✐r
❣r♦✇t❤ ✐s t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❡✛❡❝t✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r s✐③❡ t❤❛♥ ♥♦♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞
❣r❛✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✉♠❡❞✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✉s❡ ❛
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇ ♦r ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t♦
♠♦❞❡❧ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈P❋❊▼ ❛♥❞ ❈P ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧s ✇❤❡♥
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❡s ♠♦st❧② ❢♦r♠ t❤❡
❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛✐♥s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞
s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❈P ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ■ts
✐s t❤❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❉❘❳ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✱
s❡✈❡r❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❝❛♥ s✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r s♦♠❡
♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
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✹✳✽ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r❡❝r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés
❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝✐❡r ❛✉sté♥✐t✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ✸✵✹▲ s♦✉♠✐s
à ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ à ❤❛✉t❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s ✐ss✉❡s ❞❡s t❡sts
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ré❛❧✐sés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ▲✳▼❛✐r❡ ❬✻❪ ♦♥t été tr❛✐té❡s ❡t
❛♥❛❧②sé❡s ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧✐❜r❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡
♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ K1✱ K2 ❡t Kg✱ ❧✐és à ❧✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡✱ à ❧❛
r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥t été ✐❞❡♥t✐✜és✱
♣♦✉r ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ t❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ 0.008 − 0.1 (1/s) ❡t ❞❡s t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡s ❡♥tr❡ 1273−1373 K✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s K1✱ K2 ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡✲
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛✐♥s r❡❝r✐st❛❧❧✐sés
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡
❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❞❡s ét❛♣❡s ❞✬ét❛❧♦♥♥❛❣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱
q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❣❡r♠❡s✱ ♦♥t été ✐♥❝❧✉s❡s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡s ❡rr❡✉rs✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞✲
éré❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❞✐t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥térêt ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡
❞❡s ❣r❛✐♥s r❡❝r✐st❛❧❧✐sés ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❛♥❛❧②sé❡✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❉❘❳✱ ❧❛
❞❡♥s✐té ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t ❤étér♦❣è♥❡✱
❝❛r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❣r❛✐♥s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛①✐✲
♠❛❧❡✳ ▲❡s ❣r❛✐♥s ❡♥ ❝♦♥st❛♥t❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❧❡s ❣r❛✐♥s r❡❝r✐st❛❧❧✐sés✱
❞❡♣✉✐s ❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❧❡✉r ❞✉r❝✐ss❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳ ❈❡tt❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
t❡♠♣s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞✉r❝✐ss❡♠❡♥t✱ q✉✐ ♣❡✉t é✈♦❧✉❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❣r❛✐♥✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ré❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♠❛❝❧❡s ❡st ✉♥❡
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ré♣❛♥❞✉❡✱ ❧❡s
♠❛❝❧❡s s♦♥t ✐❣♥♦r❡és ♦✉ ❝♦♥s✐❞ér❡és ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s ♥♦r♠❛✉①✳ ■❧
❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡❧❛ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❢♦rt s✉r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛✐♥s✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❝♦♠♣❛ré à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s s✐♠♣❧✐✜é❡s✱ q✉✐
✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ✉♥❡ ♣❧❛st✐❝✐té ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
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❞❡ ❚❛②❧♦r✱ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t
❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♠♦❞è❧❡s ❈P❋❊▼ ❡t ❈P ❚❛②❧♦r ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❬✻❪✱ ❝❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡s ❞ér✐✈❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝❝❡❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞✉r❝✐ss❡✲
♠❡♥t ❛❝❝é❧éré ❞❡s ❣r❛✐♥s ♣r♦✈♦q✉é❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦♥✲♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❞❡s ❣r❛✐♥s✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ❝♦♠♣❛rés ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❈P ❚❛②❧♦r ♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛✲
t✐✈❡ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐
✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛❝t✉❡❧✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❉❘❳ ❡t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞✉ ♠♦❞❡❧❡ ♣r♦♣♦s❡✱
♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣é❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳



❈❤❛♣t❡r ✺

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❞✉❡ t♦ t✐♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡❞✳

✺✳✷ P❛rt✐❝❧❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 1✱ ❝♦♥s✐❞❡r
♦♥❧② ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛s t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐sr❡✲
❣❛r❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
t♦ ♦❝❝✉r✳ ■♥ ❝❛s❡s ♦❢ ♥❡❝❦❧❛❝❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♠♦st❧②
♥❡❛r t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐s ❡♥s✉r❡❞
❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ❢♦r ♦t❤❡r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❧✐❦❡ ✐♥tr❛ ❣r❛♥✲
✉❧❛r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦r ♣❛rt✐❝❧❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✭P❙◆✮✳ ❋✉rt❤❡r st✉❞② ✐s
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ t♦ ❞♦ t❤✐s ♦♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r P❙◆ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
♦t❤❡r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✐t❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✲
✜❡❞✳

P❙◆ ♦❝❝✉rs ♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦❛rs❡ ❤❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ s✐③❡s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ 1µm✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♣❧❛st✐✲
❝❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞✱ ❝r❡❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ✭P❛rt✐❝❧❡ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ③♦♥❡s P❉❩✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✱ t❤❛t s❡r✈❡ ❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
s✐t❡s✳ ❚❤❡ P❉❩ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②
❛♥❞ ❤✐❣❤ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❚❤❡✐r ♣r❡s❡♥❝❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ r❡❝r②st❛❧✲

✶✹✼



✶✹✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙

❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❣r❛✐♥ r❡✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ t❡①t✉r❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥✳
❙❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
❬✶✺✽✱ ✶✺✾✱ ✶✻✵✱ ✶✻✶✱ ✶✻✷❪✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❤❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❬✶❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ✐♥s✐❣❤t ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✐t❡
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ③♦♥❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s✱ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❬✸✶✱ ✶✻✸✱ ✶✻✹✱ ✶✻✺✱ ✶✻✻✱ ✶✻✷❪✱ ❜✉t ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ r❡❧② ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝r②st❛❧ ♣❧❛s✲
t✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✷❉ ♦r ♦♥❧② r❡❛❝❤ ❧♦✇ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❙✐♥❝❡
♦✉r ❈P❋❊▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
P❉❩ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝✐t② ❋❊▼✱ t❤❡♥ ❈P❋❊▼ ✇❛s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

✺✳✷✳✶ P❙◆✲P❉❩ ✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝✐t② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥✐t✐❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❤❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱♦♥ ▼✐s❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇ ❬✶✼❪✿

σy = σy0 +Kǫmǫ̇
n

✱ ✭✺✳✶✮

❚❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s t♦ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛t t❤❡ ♠❛❝r♦ ❧❡✈❡❧ ❜② t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❣r❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r♠
t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ s♣✐♥ t❡♥s♦r w✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ r♦t❛t✐♦♥



✺✳✷✳ P❆❘❚■❈▲❊ ❙❚■▼❯▲❆❚❊❉ ◆❯❈▲❊❆❚■❖◆ ✶✹✾

❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ 10µm✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡
❤❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ r♦✉❣❤❧② ♦❢ 300.000 t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡
❡❧❡♠❡♥ts s✐③❡ ✐s ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❜✉t ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡
♥❡❛r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ 0.05 µm✱ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❛r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡
❞♦♠❛✐♥✱ 0.75 µm✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❤❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ✇❡r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛❧♠♦st r✐❣✐❞ ❛♥❞ ♥♦ ♣❧❛st✐❝ ❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶ ❢♦r t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
❧❛✇ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✻✼❪✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♣ t♦ 75%
str❛✐♥ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ r❡♠❡s❤✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡✈❡r② 25% str❛✐♥ ❧❡✈❡❧✳

Pr♦♣❡rt② ❉♦♠❛✐♥ P❛rt✐❝❧❡
E (MPa) 70e3 140e3

ν 0.33 0.43
K (MPa) 68.62 ∗ 103 333.33 ∗ 103
σy0 (MPa) 275 27500

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s❤❡❛r✱ ❝♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❡♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s s✐③❡s 1µm✱ 1.5µm✱ ❛♥❞ 2µm✳
❚❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♥❡①t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❞❡✈✐❛t♦r✐❝ str❡ss ❢♦r ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛s❡✱ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ♦❢ 1µm✳ ■t ✐s s❡❡♥
t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r❡❛t❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❛❞ ③♦♥❡s✱ ③♦♥❡s
✇✐t❤ ♥♦ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ t♦♣✱ ❜♦tt♦♠✱ ❧❡❢t
❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡s✳ P❛ss✐♥❣ t❤❡ ❞❡❛❞ ③♦♥❡s✱ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝r♦ss ❧✐❦❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ❤❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛tt❡r♥
♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❛❞ ③♦♥❡s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ③♦♥❡s ♦❢ ♠❛①
♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ③♦♥❡s
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ③♦♥❡s ❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡
r✐❣❤t✱ ❧❡❢t✱ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ ♣r❡s❡♥t ♥♦ r♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ✈❡r② ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r♦t❛t✐♦♥ ♦r ♥♦ r♦t❛t✐♦♥ ❛t ❛❧❧✳
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❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ✈❡r② s♠❛❧❧ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦✲
❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❜✉t s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t②
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❢t ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡✈✐❛t♦r✐❝
s✐❣♠❛ r✐❣❤t ✲ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❘♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ r✐❣❤t ✲ ❈♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ❝❛s❡✳

❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥✱ ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ♦♥❧② s♣❡❝✐✜❝ ③♦♥❡s ♣r❡s❡♥t ❜♦t❤ ❤✐❣❤ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❤✐❣❤ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ③♦♥❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧s ♥❡❛r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s s✐③❡s✳ ❋✐❣✉r❡s
✺✳✹ ❛♥❞ ✺✳✺ s❤♦✇ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ t❡♥s✐♦♥✱ ❛♥❞ s❤❡❛r ❝❛s❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡s✱ t❤❡
s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛s❡✱
❛r❡ s❡❡♥ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡s s✐③❡s✱ ✐♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛s❡✱ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r
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s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡✛❡❝ts✱
♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣❛tt❡r♥ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❛rt✐❝❧❡s s✐③❡s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❦❡❡♣ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡s✳ ❈♦♠✲
♣r❡ss✐♦♥ ✭❧❡❢t✮✱ t❡♥s✐♦♥ ✭❝❡♥t❡r✮ ❛♥❞ s❤❡❛r ✭r✐❣❤t✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ▼❡❛♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡s✳ ♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭❧❡❢t✮✱
t❡♥s✐♦♥ ✭❝❡♥t❡r✮ ❛♥❞ s❤❡❛r ✭r✐❣❤t✮✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡
s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞✳ ❖✉r ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✜rst s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦r✲
r♦❜♦r❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ P❉❩ ✉♣ t♦ ❤✐❣❤
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳

✺✳✷✳✷ P❙◆✲P❉❩ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ P❉❩ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
t❡st ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❋♦♥s❡❝❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✷❪✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞
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❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❤❛r❞ ♣❛r✲
t✐❝❧❡ ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s
✇♦r❦ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ❆❧✲❙✐ ❛❧❧♦②✱ ❛♥❞ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛♣s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❊❇❙❉✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✐♥
❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐❡✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭◆❉✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❘❉✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❞✐❡ s❡t✳ ❆♥ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✻✷❪✳ ❚❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛♣s ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛♣s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❚❉✮✱ ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❛ ✐s♦❧❛t❡❞ ❜✐❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛ ✐s♦❧❛t❡❞ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✺✳✻✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝ts t♦ ❛♥ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ♣♦✐♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛♣s ✭❛✱❝✮ ❛♥❞ ❚❉ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛♣s ✭❜✱❞✮ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s
♦❢ ❛ ✐s♦❧❛t❡❞ ❜✐❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭❛✱❜✮ ❛♥❞ ❛ ✐s♦❧❛t❡❞ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭❝✱❞✮ ❢r♦♠ t❤❡
✇♦r❦ ♦❢ ❋♦♥s❡❝❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✷❪✳ ❋✐❣✉r❡s ♠♦❞✐✜❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✻✷❪✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡rr✉♣ts t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣
♣❛rt✐❝❧❡ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❛r♦✉♥❞ ✐t✱
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢♦r♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡
s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛♣s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
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♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛♥② ❡✛❡❝t✱ ✇✐t❤ ❧❛②❡rs ♦❢ ❣r❛❞✉❛❧
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r♦t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣✳ ❲❤✐❧❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐❣ ♣❛rt✐❝❧❡
❝❧❡❛r❧② ❞✐sr✉♣ts t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ r♦t❛t✐♦♥
❣r❛❞✐❡♥t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳

■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇❡r❡ r✉♥✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ✇❡r❡ s❡t ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❤❛r❞❡♥✲
✐♥❣ ❧❛✇ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ ❨♦s❤✐❡✲▲❛❛sr♦✉✐✲❏♦♥❛s ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❧❛✇✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❚❛②❧♦r ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡
❤❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❛s
✉s❡❞✱ t❤❡ K0 ✐♥ t❤❡ ❈P ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛s s❡t t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ s✐③❡✱ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ✇❛s ❛❧s♦
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦❞❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡
✷❉ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ✸❉ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✷❉ ♣r♦✜❧❡ ❛❧♦♥❣ ✐ts ♠✐❞❞❧❡ ❛①✐s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ P❉❩✲❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✳

❋r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✻✷❪✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❈P❋❊▼
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s r❡s✉❧ts✱ ❞✐✛❡r✲
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❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡t✉♣s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ❛tt❡♠♣t t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❞♦♠❛✐♥ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t ✉♣s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡✿ ✜rst✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❛s ♣❧❛♥❡ ❢❛❝❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❤❛❧❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❛s ♣❧❛♥❡ ❢❛❝❡s✳ ❚❤✐r❞✱ ❤❛❧❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❛s s❡rr❛t❡❞ ❢❛❝❡s❀ ❢♦✉rt❤✱ ❤❛❧❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❛s ♣❧❛♥❡ ❢❛❝❡s✱ ♣❧✉s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r K0 ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡t ✉♣s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡
✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇❛s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✻✷❪✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚❉ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st✱ ❛s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡t ✉♣s ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✺✳✾✱ ✺✳✶✵✱ ❛♥❞ ✺✳✶✶ ✭❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t s❤♦✇♥
❛s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡✮✳

■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✇s ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ③♦♥❡s ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✉♥❞❡❢♦r♠❡❞ ③♦♥❡s✳
❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦✇❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤
♦♥❧② ✷ ✈❡r② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ③♦♥❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ✇✐t❤ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❛r♦✉♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❛s❡ s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❛s t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ♣❧✉s ♣❧❛♥❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ③♦♥❡s ✭♣❧❛♥❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r K0 ✈❛❧✉❡s✮✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛t
✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❤❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞
③♦♥❡s ✐s ♥♦t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❜❛♥❞s t❤❛t ❝r♦ss t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❤♦✇
❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡r r✐❣❤t ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ③♦♥❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❧♦❝❦s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❞❡✲
❢♦r♠ ❛♥❞ r♦t❛t❡ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝t ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✻✷❪ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✷❉ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❛s❡ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s r❡❞✉❝❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r K0

✈❛❧✉❡s ❤❡❧♣ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛♣s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥❡s
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♦❜s❡r✈❡❞ ❛r❡ ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈P❋❊▼✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❛tt❡♠♣ts ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧♦❝❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ s♣❛❝✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❡✛❡❝t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ③♦♥❡s t❤❛t ❝r♦ss t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤✐s
❡✛❡❝t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ P❉❩✲❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❡t ✉♣s✳ ✭❛✮ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤
t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s ♣❧❛♥❡ ❢❛❝❡s✱ ✭❜✮ ❤❛❧❢ ❞♦♠❛✐♥ r❡str✐❝t✐♥❣
t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣
❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s s❡rr❛t❡❞ ❢❛❝❡s ❛♥❞ ✭❝✮ ❤❛❧❢ ❞♦♠❛✐♥ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞
❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛s ♣❧❛♥❡ ❢❛❝❡s✱ ♣❧✉s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r K0 ✈❛❧✉❡s
✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ P❉❩✲❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✭❛✮ ❋✐rst s❡t ✉♣✱ ✭❜✮ t❤✐r❞ s❡t ❛♥❞ ✭❝✮ ❢♦✉rt❤ s❡t ✉♣ ✉♣✳

❚❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s❤♦✇s t❤❛t✿ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ♣r❡✈❡♥t✲
✐♥❣ ✐t t♦ ❡✈♦❧✈❡ ❛♥② ♠♦r❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♥♦t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s s✐♥❝❡
③♦♥❡s ✇✐t❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ǫp >= 0.4 s❤♦✇ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥
✈❛❧✉❡✱ s♦ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ♠❛♣s ❛r❡ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡
❛r❡ st✐❧❧ ③♦♥❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦✇ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
③♦♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✉s t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ s❤♦✇s ♠♦r❡ ③♦♥❡s
✇✐t❤ ❧♦✇ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② t❤❛♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❛s❡✱ t❤❡
③♦♥❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r K0 ✈❛❧✉❡s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛♣s s❤♦✇ t❤❛t✿ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡r❡ ❛r❡ ③♦♥❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r♦t❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ③♦♥❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♣♦s✐t✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲❤❡♥
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛♣s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s s❤♦✇
❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ s❤❛♣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ❝❛s❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ s❤♦✇ t❤❡ ❧♦✇❡r r♦t❛t✐♦♥
t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❛s❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ③♦♥❡s ✇✐t❤
❧♦✇ K0 ✈❛❧✉❡s ❞✐st♦rt t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs t❤❛t ❛r❡
♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳



✺✳✷✳ P❆❘❚■❈▲❊ ❙❚■▼❯▲❆❚❊❉ ◆❯❈▲❊❆❚■❖◆ ✶✺✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ P❉❩✲❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳
✭❛✮ ❋✐rst s❡t ✉♣✱ ✭❜✮ t❤✐r❞ s❡t ❛♥❞ ✭❝✮ ❢♦✉rt❤ s❡t ✉♣ ✉♣✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ P❉❩✲❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥ ✭❚❉✮✳ ✭❛✮
❋✐rst s❡t ✉♣✱ ✭❜✮ t❤✐r❞ s❡t ❛♥❞ ✭❝✮ ❢♦✉rt❤ s❡t ✉♣ ✉♣✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❈P❋❊▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②



✶✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙

r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ P❉❩ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❤♦✇❡✈❡r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❙♦✱ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✿
✜rst✱ t❤❡ ✢♦✇ r✉❧❡s ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡s ✉s❡❞ r❡❧② ♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛✲
t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❧❛t❡♥t
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❞✉❡ t♦ s❧✐♣ s②st❡♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s❡❞
❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✱ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❤❛♣❡
✐♥ ✸❉✱ ❛♥❞ ❡♥♦✉❣❤ t❡sts t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❈P❋❊▼
♠♦❞❡❧✳ ❙✉❝❤ ✇♦r❦s ❛r❡ ♣❧❛♥♥❡❞ ❛s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✳

✺✳✸ ❈❉❘❳

■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ s♦ ❢❛r ♦♥❧② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ❉❉❘❳✱ ❝❧❡❛r st❛❣❡s ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❛♥❞
❣r♦✇t❤ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✐♥tr♦✲
❞✉❝✐♥❣ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
✭❈❉❘❳✮ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❈❉❘❳ ✐s ❛ str❛✐♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❜②
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ r♦t❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❜❣r❛✐♥s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❬✶❪✳

❙♦✱ t♦ ♠♦❞❡❧ ❈❉❘❳✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤♦✇ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s ❡✈♦❧✈❡ ❛s ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ▲❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✉❜✲
❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❧❡✈❡❧ s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧
s❡ts ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ❤✐❣❤ ❛♥❣❧❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭❍❆●❇✮ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r
s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❍❆●❇ ❛♥❞ ❧♦✇
❛♥❣❧❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭▲❆●❇✮ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥✲
❡r❣②✳ ❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❡t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋❛✉st② ❬✸✽❪ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r② ❡♥❡r❣② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❘❡❛❞✕❙❤♦❝❦❧❡②
❡q✉❛t✐♦♥ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ✐s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ ▲❆●❇ ❜❡❤❛✈❡ ❛♥❞ ✐❢
❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ▲❆●❇ ♥❛t✉✲
r❛❧❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ❍❆●❇✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡st ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧
✇✐t❤ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧❡✈❡❧ s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❛t
❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ✐ts s✉❜❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡ ❝♦❧♦r s❝❛❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❑❆▼ ✈❛❧✉❡✱ ✉s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♠✐s✲
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ t❡st t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ♦❢ ✸✵✹▲ st❡❡❧✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥❧②
t❤❡ ❈P❋❊▼ ❛♥❞ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
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♥♦ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❙✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t s✉❜❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❚❤❡ ❝r②st❛❧ ✇❛s ❞❡❢♦r♠❡❞ ✉♣ t♦ ǫ = 50%✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ✭♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜✉t
♥♦t ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦♥❡✮ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣②✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ s❤♦✇s
❛ s✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❝r②st❛❧ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r s❝❛❧❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥ s✐③❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥
✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❑❆▼ ✈❛❧✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❙✐❞❡ ✈✐❡✇ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤
▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ●❇▼ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❝♦♥st❛♥t ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❜♦tt♦♠✮ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣②✳ ❈♦❧♦r ❜❛rs
✐♥❞✐❝❛t❡ s✉❜❣r❛✐♥ s✐③❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❑❆▼ ✭r✐❣❤t✮✳
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❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ✜♥❛❧ ❣r❛✐♥ s✐③❡s ❛♥❞ ❑❆▼ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❝❧❡❛r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s
♦❢ t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❑❆▼ ✈❛❧✉❡s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣
t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❜✐❣
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡✇ ❤✐❣❤ ❛♥❣❧❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❜✉t ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛s ♥♦t ✈❡r② ❤✐❣❤✳

❆ s❡❝♦♥❞ t❡st ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❜✐✲❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ s✉❜✲
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✜✈❡ ▲❆●❇✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐✲❝r②st❛❧ ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛s✿ ❋✐rst t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❍❆●❇✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 15◦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡♥ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥s
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s s❡t t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛✐♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❑❆▼
✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❜✐✲❝r②st❛❧ ❝❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❑❆▼ ✜❡❧❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
▲❆●❇ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳

❚❤❡ ❜✐✲❝r②st❛❧ ✇❛s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❈P❋❊▼ ❛♥❞ s✉❜❣r❛✐♥s ❛♥❞ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❆▼ ✜❡❧❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞
t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s✐③❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢❛st ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r
♦♥❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s✱ ❝❛s❡ t❤❡ ❑❆▼ ✈❛❧✉❡ s❤♦✇s ❛ ❝❧❡❛r ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ③♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ③❡r♦✲
✐s♦✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦
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❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ▲❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡
❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ③♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❆▼ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳
✸❉ ✈✐❡✇ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❢r♦♥t❛❧ ✈✐❡✇ ✭r✐❣❤t✮✳
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❖♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦r❡ s✉❜❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱
❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✳ ❆ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t♦ ♥♦t s✉❜❞✐✈✐❞❡ ❛ ❣r❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t t♦ ❞♦ ✐t ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s
r❡❛❝❤❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣r❛✐♥ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r ✇♦r❦
♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡st ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ t❡st ✇❡r❡
♦♥❧② ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❈❉❘❳ ❜② ✉s✐♥❣
❈P❋❊▼ ❛♥❞ ▲❙✲❋❊▼✳

✺✳✹ ❱P❙❈

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❈P❋❊▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛s ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❛ ❈P✲❚❛②❧♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ str♦♥❣ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✲
s✐❞❡r ❣r❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ❛❧❧✳ ❆♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❱P❙❈ ♠♦❞❡❧
❬✶✹✱ ✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽❪✳ ❚❤❡ ❱P❙❈ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣r❛✐♥ (r) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ǫ̇(r) =
∑

α

P
αγ̇α , ✭✺✳✷✮

γ̇α = γ̇α0

(

P
α : σ(r)

τ crα

)n

, ✭✺✳✸✮

✇✐t❤ P
α t❤❡ ❙❝❤♠✐❞t t❡♥s♦r ♦♥ t❤❡ s❧✐♣ s②st❡♠ α✱ γ̇α t❤❡ s❧✐♣ r❛t❡ ♦♥ t❤❡ s❧✐♣

s②st❡♠✱ γ̇α0 ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❧✐♣ r❛t❡✱ τ crα t❤❡ ❈❈❘❙ ❛♥❞ σ(r) t❤❡ ❈❛✉❝❤② str❡ss
♦♥ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❱P❙❈ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❡ss ❛♥❞
t❤❡ str❛✐♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ❣r❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❛s✿

ǫ̇(r) = M (r) : σ(r) + ǫ̇0(r) , ✭✺✳✹✮

✇✐t❤ M (r) t❤❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r t❡♥s♦r ✇✐t❤ ✐ts ✐♥✈❡rs❡
L (r) = M−1(r) ❛♥❞ ǫ̇0(r) t❤❡ ❜❛❝❦✲❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥✳ ■♥ t❤❡
❱P❙❈ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ M (r) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸ ❛s✿

M (r) = nγ̇α0
∑

α

P
α ⊗ P

α

τ crα

(

P
α : σ(r)

τ crα

)n−1

. ✭✺✳✺✮

❚❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ❛s✿

Ė = M : Σ+ Ė0 , ✭✺✳✻✮
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✇✐t❤ Ė t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ r❛t❡✱ Σ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡ss✱ M t❤❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ t❡♥s♦r ❛♥❞ Ė0 t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❛❝❦✲❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞
t❡r♠✳ ❊❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡s ❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ r❛t❡ ˜̇ǫ(r) ❛♥❞ str❡ss
✜❡❧❞s σ̃(r)✿

˜̇ǫ(r) = ǫ̇(r)− Ė , ✭✺✳✼✮

σ̃(r) = σ(r)−Σ . ✭✺✳✽✮

❚❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡♥s♦r M̃ ❛s✿

˜̇ǫ(r) = −M̃ : σ̃(r) , ✭✺✳✾✮

M̃ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❊s❤❡❧❜② t❡♥s♦r S ❛s✿

M̃ = (I − S )−1 : S : M , ✭✺✳✶✵✮

S = sym (T ) : L , ✭✺✳✶✶✮

✇✐t❤ I t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ✐❞❡♥t✐t② t❡♥s♦r✱ T t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ t❤❛t s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♦✈❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
♦❢ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ❣r❛✐♥ ✭t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦t ❜❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✮ ❛s ✭✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✐♥❞❡① ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❧❛r✐t②✮✿

Tklij =
abc

4π

∫ 2π

0

∫ π

0

αjαlA
−1
ki

[

[(aα1)2 + (bα2)2 + (cα3)2]
1/2
]3 sin θdθdφ , ✭✺✳✶✷✮

✇✐t❤ θ ❛♥❞ φ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ✉♥✐t ✈❡❝t♦r α❀ a✱ b ❛♥❞ c
t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❀ Aik = αjαlL ijkl✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡♥s♦r
M̃ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡♥s♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

B(r) =
(

M (r) + M̃

)−1

:
(

M + M̃

)

, ✭✺✳✶✸✮

b(r) =
(

M (r) + M̃

)−1 (

Ė0 − ǫ̇0(r)
)

. ✭✺✳✶✹✮

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡♥s♦rs ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t r❡❧❛t❡ t❤❡ ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐❝ str❡ss t♦ t❤❡ str❡ss ✐♥ t❤❡ ❣r❛✐♥✿

σ(r) = B(r) : Σ+ b(r) . ✭✺✳✶✺✮
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❚❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣♦s❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡
✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧s 〈 〉 ✮ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s str❛✐♥ r❛t❡s ❤❛s t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✿

Ė = 〈ǫ̇(r)〉 . ✭✺✳✶✻✮

❲✐t❤ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐❝ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❛❝❦✲❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t❡r♠ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❣r❛✐♥s
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡✿

M = 〈M (r) : B(r)〉 , ✭✺✳✶✼✮

Ė0 = 〈M (r) : b(r) + ǫ̇0(r)〉 , ✭✺✳✶✽✮

❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❊s❤❧❡❜② t❡♥s♦rs ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✿

M = 〈M (r) : B(r)〉 : 〈B(r)〉−1 , ✭✺✳✶✾✮

Ė0 = 〈M (r) : b(r) + ǫ̇0(r)〉 − 〈M (r) : B(r)〉 : 〈B(r)〉−1 : 〈b(r)〉 . ✭✺✳✷✵✮

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❱P❙❈ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❡❧❛st✐❝ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ❣r❛✐♥
r♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ str❡ss✱ t❤❡②
❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ str❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈P✲❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❈P❋❊▼ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡
tr✐❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❈P ❧✐❜r❛r② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❱P❙❈ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❈P ❧✐❜r❛r② ❝♦♥s✐❞❡rs ❡❧❛st✐❝ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣r❛✐♥
r♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ str❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❈P ❧✐❜r❛r② ❤❛s ❛ ♠♦❞✉❧❛r str✉❝✲
t✉r❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ✈❡rs❛t✐❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✢♦✇ r✉❧❡
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ str❡ss
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈P ❧✐❜r❛r② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ M (r) = L −1(r)✱ ✇✐t❤ L (r) = C̃P ✳

✶✳ ❆ss✉♠❡ ❚❛②❧♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ −→ ǫ̇(r) = Ė

✷✳ ❋♦r ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈P ❧✐❜r❛r② ❝❛❧❝✉❧❛t❡✿

❼ σ(r) ❛♥❞ M (r)



✺✳✹✳ ❱P❙❈ ✶✻✺

❼ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥❡✇ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❘❙❙ ♦❢ t❤❡
❣r❛✐♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♣❞❛t❡❞ ②❡t✳

✸✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡✿

❼ M = 〈M (r)〉
❼ Ė0 = 〈ǫ̇0(r)〉

✭❛✮ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❊s❤❡❧❜② t❡♥s♦r ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣r❛✐♥ s❤❛♣❡s

❼ T −→ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ ❊q✳ ✺✳✶✷

❼ S −→ ❝♦♠♣✉t❡ ❊q✳ ✺✳✶✶

✭❜✮ ❈♦♠♣✉t❡ M̃ −→ ❊q✳ ✺✳✶✵

✭❝✮ ❈♦♠♣✉t❡ B(r) ❛♥❞ b(r) −→ ❊q✳ ✺✳✶✸ ❛♥❞ ✺✳✶✹

✭❞✮ ❘❡❝❛❧❝✉❧❛t❡ M ❛♥❞ Ė0 −→ ❊q✳ ✺✳✶✼ ❛♥❞ ✺✳✶✽

✭❡✮ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ M ✈❛❧✉❡ △M ✿

❼ ✐❢ △M < tol −→ ❝♦♥t✐♥✉❡

❼ ✐❢ △M > tol −→ r❡t✉r♥ t♦ st❡♣ ✭❛✮

✹✳ ❈♦♠♣✉t❡ Σ −→ ❊q✳ ✺✳✻

✺✳ ❋♦r ❛❧❧ ❣r❛✐♥s s♦❧✈❡ ❊q✳ ✺✳✾ ❢♦r ǫ̇(r) −→ ◆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❼ ❊❛❝❤ ◆❘ ✐t❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P ❧✐❜r❛r②

✻✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ △σ(r)

✼✳ ❈❤❡❝❦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s △σ(r) < tol ❛♥❞ Σ = 〈σ(r)〉

❼ ■❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢✉❧❧✲✜❧❧❡❞✱ ✜♥✐s❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ st❛t❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s

❼ ■❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❢✉❧❧✲✜❧❧❡❞ r❡t✉r♥ t♦ st❡♣ ✭✸✮✳

❚❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ t❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❤♦✇❡✈❡r s♦♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞ ②❡t✱
✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥♦t❤❡r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡s❡s ✇♦r❦s✳



✶✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙

✺✳✺ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✇♦r❦s ❛✐♠❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡❞✿

❋✐rst✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡s ♥❡❝❦❧❛❝❡ t②♣❡ ♥✉❝❧❡✲
❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚♦ ❞✐s❝✉ss
❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❋❊▼ ♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈P❋❊▼✮
t♦ st✉❞② t❤❡ P❉❩ ♣r❡s❡♥t ✐♥ P❙◆ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥✐t✐❛❧ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✈✐s❝♦✲♣❧❛st✐❝✐t② ♠♦❞❡❧ t♦ ❡✈❛❧✲
✉❛t❡ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❋❊▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❛t
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡✲
s✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ P❉❩ ③♦♥❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱
❛♥❞ ③♦♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s❤♦✇❡❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ P❉❩ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ s❡r✈❡❞
❛s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❡st ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋✉rt❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧✱ t♦ tr② ❛♥❞
r❡♣r♦❞✉❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ P❉❩ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r♦t❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡
t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛♥❞s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡♠ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ♣❧❛s✲
t✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇
✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡tt❡r r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❡❢✲
❢❡❝t✳ ❆❧s♦ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧✳

❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ❉❉❘❳ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ r❡✲
❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ❧❛✇s✱ ❜✉t ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉❜❣r❛✐♥ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ t❤❛t ✉s❡s ❧❡✈❡❧ s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦t ♦♥❧② ❍❆●❇ ❜✉t ❛❧s♦
▲❆●❇✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❘❡❛❞✕❙❤♦❝❦❧❡② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✸✽❪ ✐s ✉s❡❞✱
s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣②✳

❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ t❡st ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐✲❝r②st❛❧✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ▲❆●❇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦st❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ q✉✐❝❦ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ▲❆●❇✳ ❚❤✐s
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ▲❆●❇ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✇✐t❤ ③♦♥❡s ✇❡r❡ ❤✐❣❤❡r ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❤✐❣❤❧②
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❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ t❤❡ ▲❆●❇ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❆●❇
❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱ ❢✉rt❤❡r t❡sts ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❚❤✐r❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✉s✐♥❣ ❈P❋❊▼ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st✳ ❖♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❚❛②❧♦r
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s ❛ str♦♥❣ s✐♠♣❧✐✜✲
❝❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t❤❡ ❱P❙❈ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❱P❙❈ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ str❡ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❢t❡r t❤❡
str❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✳

❚❤✉s✱ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❛
❱P❙❈ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥s ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❱P❙❈ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ✲ str❡ss r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♠♦❞✉❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡
str❡ss ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥✐t✐❛❧ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❤♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳
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✺✳✻ ❘és✉♠é ❡♥ ❋r❛♥ç❛✐s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✈✐s❛♥t à ❛❜♦r❞❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❛❝t✉❡❧ ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ❡t ❡①♣❧♦ré❡s✿

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❣❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧s ♥❡ ❞é❝r✐✈❡♥t q✉❡ ❞❡s
♠♦❞❡s ❞❡ ❣❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦❧❧✐❡r ❡t r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❧♦✐s q✉✐ ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❣❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♣❧✉s r♦❜✉st❡✱ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❧❛st✐❝✐té ❋❊▼ ✭❞♦♥t ❈P❋❊▼✮ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛
❣❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥✈❡st✐❣✉é❡✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♦♥t ❛✐♥s✐ été ré❛❧✐sé❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈✐s❝♦♣❧❛st✐q✉❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛❞r❡ ❋❊▼ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦✲
♣♦sé❡✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ à très ❤❛✉t❡
rés✐st❛♥❝❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❣❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡s✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥❡ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❛✈❡❝ ❞❡s ③♦♥❡s ❞✐✛ér❡♥❝✐é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧❡✈és ❡t ❢❛✐❜❧❡s
❡t ❞❡s ③♦♥❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐és✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♠♦♥tré ✉♥❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡t ❛ s❡r✈✐ ❞❡ t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡✳

❉✬❛✉tr❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❈P❋❊▼✱
♣♦✉r ❡ss❛②❡r ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞✬✉♥❡ P❉❩ tr♦✉✈é❡
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞
❞❛♥s ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t ♣❛s ♣✉ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜✲
s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❡t ❧✬❡✛❡t s✉r ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣r♦✈♦q✉é ♣❛r
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✉r❡✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ♠✐❡✉① r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡t ♣♦✉r ❝❛❧✐❜r❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❈P❋❊▼✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛❝t✉❡❧ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❉❘❳ q✉✬❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
❞❡s ❣r❛✐♥s r❡❝r✐st❛❧❧✐sés s❡❧♦♥ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥❡
❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❛ r❡❝r✐st❛❧❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡s ❣r❛✐♥s ❞✉❡ à ❧❛ ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛st✐q✉❡✳ P♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❛ été ♣r♦♣♦sé❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ▲❙ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❞és♦r✐❡♥tés ✭❍❆●❇✮ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞é✲
s♦r✐❡♥tés ✭▲❆●❇✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❥♦✐♥ts ❞❡ ❣r❛✐♥s ❡st
❞é✜♥✐❡ s❡❧♦♥ ❧ ✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❡❛❞ ✲ ❙❤♦❝❦❧❡② ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
❬✸✽❪ ❡st ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ét❛♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r à ❧✬❛✈❡♥✐r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❣❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

❯♥ ♣r❡♠✐❡r t❡st ❛ ❡t❡ r❡❛❧✐s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜✐❝r✐st❛❧
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❝♦♥st✐t✉é ❞❡ s♦✉s✲❣r❛✐♥s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ✐♥✐t✐❛✉① ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡s ▲❆●❇ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❛✉① ③♦♥❡s ♦✉ ✉♥❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞és♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
s✬✐♥st❛❧❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡ s✉❥❡t ❞♦✐t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥✈❡st✐❣✉é ♣❧✉s
❛✈❛♥t ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈✐té ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❣❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡
♠♦❞è❧❡✳

❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❈P❋❊▼ r❡st❡ ❧❡✉r
❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❛②❧♦r ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛st✐❝✐té ❝r✐st❛❧❧✐♥❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t é✈✐❞❡♠✲
♠❡♥t ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❱P❙❈✳
▲❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❱P❙❈ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té✱
❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬é❝r♦✉✐ss❛❣❡ ❡t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞é❝♦✉♣❧és ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
t❡r♠✐♥é✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ♥✬✐♥❝❧✉t ♣❛s ❝❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❱P❙❈ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❧❛st✐❝✐té ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ✉t✐❧✲
✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥s
tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❱P❙❈✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ t❛♥❣❡♥t ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✷✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r❛✐♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é s❡❧♦♥
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❈P ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡sts ❡✛❡❝t✉és
♠♦♥tr❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ❡♥❝♦r❡ êtr❡ rés♦❧✉s✳



✶✼✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ P❊❘❙P❊❈❚■❱❊❙



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❈♦♥t❡①t

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧
t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❤♦t ❢♦r♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝✉rr❡♥t❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❉❘❳ ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦♥❧②
❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r s✐♥❝❡ t❤❡② ❡①♣❧✐❝✐t❧②
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ♠♦st ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛s ♠♦st ♦❢ t❤❡♠
r❡q✉✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠ str✉❝t✉r❡ ❣r✐❞s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st
❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✸❉ ❣r❛✐♥s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s r❡❧② ♦♥ ✷❉
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❉■●■▼❯ ♣r♦❥❡❝t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ❈❊▼❊❋✱ ✐♥ t❤❡ P❤❉
✇♦r❦ ♦❢ ❬✻❪ ❛ ✸❉ ❉❘❳ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
▲❡✈❡❧✲❙❡t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡
▲❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡✿ ■ts ✈❡rs❛t✐❧✐t② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s❡✈❡r❛❧ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠s ✐♥ ❛ r♦❜✉st ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦❀ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✐t t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❧❡① ✸❉ s❤❛♣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❡✈❡♥ ❛t ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❇② ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ▲❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤
❛ r❡♠❡s❤✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❊▼❊❋✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s
❝❛♣❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❉❉❘❳ ✉♣ t♦ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳

❚❤✐s ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇✱ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r❛✐♥s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♥♦r
t❤❡✐r ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡❢♦r♠ ❡q✉❛❧❧② s♦ ♥♦
❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡

✶✼✶
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❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡ ▲❙✲❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧✱ t♦ ♣❡r❢♦r♠
✸❉ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ❉❘❳ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡r❡ r❡✲
✈✐❡✇❡❞✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♣r♦♣♦s❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡✈✐❡✇ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❈P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❜❡st ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❉❉❘❳
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❈P ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲
t❡①t ♦❢ ❉❉❘❳ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s
♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤✐❣❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t
❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♥❡✇ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧ ✇❛s t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ♣❧❛st✐❝✐t② ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛s ❛
✈❡rs❛t✐❧❡ t♦♦❧✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❧❛✇s✱
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② ✐ts❡❧❢ ♦r ✇✐t❤ ❛ ❋❊▼ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❧✐❜r❛r② ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛♥ ❆❧ ❛❧❧♦② ❛♥❞ ✸✵✹▲ st❡❡❧✱ ❜♦t❤
❛s ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦✐♥ts s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❋❊▼✳ ■t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✶✻✽❪ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♦❧✐✈✐♥❡ ❝r②st❛❧s✳

■♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❱♦✐❣t ♥♦t❛✲
t✐♦♥ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ t❡♥s♦r✐❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❡♥s♦r✐❛❧ ❜❛s❡✱ s✐♠♣❧✐✜❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❈P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠
t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✐①❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r❡ss✉r❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡✲
♠❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♥♦♥ ✐s♦tr♦♣✐❝
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧✐t② ❬✶✻✾❪✳

❆❢t❡r t❤❡ ❈P ❧✐❜r❛r② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✱ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧
✇❛s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❙✲❋❊▼ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ●❇▼ ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s✳
❇② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❈P ♠♦❞❡❧✱ ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ●❇▼ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✲
❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❚♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ P✵ ✜❡❧❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ P✶ ✜❡❧❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❙✲❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜❛❝❦✳
❚❤✐s str❛t❡❣② ❡♥s✉r❡s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❧❧ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❉❉❘❳✲❈P ♠♦❞❡❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❇▼ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ❈P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤



✶✼✸

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡s❤ t❤❛t
❞❡❢♦r♠s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈P ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❞♦❡s
♥♦t ♣r❡s❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✬ ❞♦♠❛✐♥s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✇❛② t❤❛t ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ s❡♥s✐❜✐❧✐t②
❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❡♥s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t✿
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡rr♦r✱ ❞✐✛❡r✲
❡♥t t✐♠❡ st❡♣s ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❈P❋❊▼ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ st❡♣s✳ ❙✐♠✐❧❛r str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②
❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❈P❋❊▼
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✲
❡❧s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡s✲
s❛r② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥✉❝❧❡✉s s✐③❡ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✻❪✳

❖♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡st ✇❡r❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣r❛✐♥s ❡♥❡r❣② ❜② t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❡sts r❡❣❛r❞✲
✐♥❣ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✿ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t❡❞ ❣r❛✐♥s ♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❤❛s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♥❡❝❦❧❛❝❡ ❛♥❞ ❜✉❧❦
❝❛s❡s s❤♦✇❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ❣r♦✇✱ ✇❤❡♥
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞✴♦r ✐ts
❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦r ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s
✐s ❤♦✇ ❝❧✉st❡r❡❞ t❤❡② ❛r❡✳ ❚❤❡ t❡sts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❡♥❡r❣② s❤♦✇❡❞ t❤❛t✿ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❞♦❡s ♥♦t ❥✉st✐❢②
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥❡r❣② ❛♥❞
❡♥❡r❣② ♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡✇ ❈P❋❊▼✲▲❙ ❉❉❘❳ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✐rst t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs K1✱ K2 ❛♥❞ Kg✱ ✇❡r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ str❛✐♥ r❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0.008−0.1 (1/s) ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥
1273 − 1373 K✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✻❪ ✇❛s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs K1✱ K2 ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② ❛s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ s✐③❡✱ t❤❛t ❧❡❛❞
t♦ ♥♦♥✲♣❤②s✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ str❛✐♥ r❛t❡s ❝♦♥s✐❞✲
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❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤ ♦❢
r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✐s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇
♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❜✐❣❣❡r s✐③❡s t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s s❡❡♥ ✐♥
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs ❧✐❦❡
t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣②✱ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞✐❡s ✐♥t♦ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ♠✉st ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✐♠♣❧❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❈P❋❊▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡
❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ ✐s ♥♦t t❤❛t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❛s ✇❤❡♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
st❛rts✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡✳
❖♥❧② ③♦♥❡s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
✐s r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤✐s ③♦♥❡s ❤❛r❞❡♥s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛✲
t✐♦♥✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s
♣r♦♣♦s❡❞✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❈P ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧✳ ❲✐t❤
t❤❡ ❈P ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ st✐❧❧ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❉❘❳ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇✱ t❤❡ ❈P ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✲
✐❝s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❈P❋❊▼ ❛♥❞ ❈P ❚❛②❧♦r s❤♦✇❡❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ t♦ ❈P ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ✐s s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❈P ❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛✉s❡❞ ✐♥
♣❛rt t❤❛t ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈P❋❊▼ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t② ✜❡❧❞ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❧❛✇✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❣♦♦❞ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❢♦r ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❈P✲❚❛②❧♦r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ✈✐❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ✐♠✲
♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉■●■▼❯ s♦❢t✇❛r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳
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❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ st✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇s ✉s❡❞✳ ❚❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛✉s❡
t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❈P❋❊▼✱ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢✉❧❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❈P❋❊▼✳ ❚❤❡s❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡✿

❼ ❚❤❡ ❈P ❤❛r❞❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ t❤❛t ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐✲
♦✉s ✇♦r❦ ❬✻❪✳ ❚❤✐s ❧❛✇ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t✇♦ t❡r♠s✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣
s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡s♦❧✈❡❞ s❤❡❛r str❡ss ❢♦r ❛❧❧ s❧✐♣
s②st❡♠s✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ t❤❡ ♠❛✐♥
❞✐✣❝✉❧t② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❧❛✇ ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❧❛✇s✳

❼ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r✲
❛t✐♦♥ ♦❢ t✇✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r 4✳
■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✸✽✱ ✶✼✵❪ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❡♥❡r❣②
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡①♣❧♦r❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r 5✳

❼ ❚❤❡ ❣r❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ♠♦❜✐❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❆rr❤❡✲
♥✐✉s ❧❛✇✳ ❚❤❡ P❤❉ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✶✼✶❪ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆✳ ❉✳ ❘♦❧❧❡tt✱ ●✳ ❙✳ ❘♦❤r❡r✱ ❋✳ ❏✳ ❍✉♠♣❤r❡②s✱ ❘❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✸r❞ ❊❞✐t✐♦♥✱ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✷✵✶✼✳

❬✷❪ ❘✳ ❉✳ ❉♦❤❡rt②✱ ❉✳ ❆✳ ❍✉❣❤❡s✱ ❋✳ ❏✳ ❍✉♠♣❤r❡②s✱ ❏✳ ❏✳ ❏♦♥❛s✱ ❉✳ ❏✉✉❧
❏❡♥s❡♥✱ ▼✳ ❊✳ ❑❛ss♥❡r✱ ❲✳ ❊✳ ❑✐♥❣✱ ❚✳ ❘✳ ▼❝◆❡❧❧❡②✱ ❍✳ ❏✳ ▼❝◗✉❡❡♥✱
❆✳ ❉✳ ❘♦❧❧❡tt✱ ❈✉rr❡♥t ✐ss✉❡s ✐♥ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✿ ❆ r❡✈✐❡✇✱ ▼❛t❡r✐❛❧s
❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❆ ✷✸✽ ✭✶✾✾✼✮ ✷✶✾✕✷✼✹✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴❙✵✾✷✶✲
✺✵✾✸✭✾✼✮✵✵✹✷✹✲✸✳

❬✸❪ ❚✳ ❙❛❦❛✐✱ ❆✳ ❇❡❧②❛❦♦✈✱ ❘✳ ❑❛✐❜②s❤❡✈✱ ❍✳ ▼✐✉r❛✱ ❏✳ ❏✳ ❏♦♥❛s✱ ❉②♥❛♠✐❝
❛♥❞ ♣♦st✲❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❤♦t✱ ❝♦❧❞ ❛♥❞ s❡✈❡r❡ ♣❧❛st✐❝
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ Pr♦❣r❡ss ✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ✻✵ ✭✷✵✶✹✮ ✶✸✵✕
✷✵✼✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳♣♠❛ts❝✐✳✷✵✶✸✳✵✾✳✵✵✷✳

❬✹❪ ▼✐♥❡s P❛r✐s❚❡❝❤✱ ❈❡♠❡❢ ✲ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
✭✷✵✷✵✮✳
❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❝❡♠❡❢✳♠✐♥❡s✲♣❛r✐st❡❝❤✳❢r✴

❬✺❪ ▼✐♥❡s P❛r✐s❚❡❝❤✱ ❚❤❡ ❉✐❣✐♠✉ ❆◆❘ ■♥❞✉str✐❛❧ ❈❤❛✐r ✭✷✵✷✵✮✳
❯❘▲ ❤tt♣s✿✴✴❝❤❛✐r❡✲❞✐❣✐♠✉✳❝❡♠❡❢✳♠✐♥❡s✲♣❛r✐st❡❝❤✳❢r✴

❬✻❪ ▲✳ ▼❛✐r❡✱ ❋✉❧❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ♣♦st✲
❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✸❉✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✸✵✹▲ st❡❡❧✱ P❤✳❉✳ t❤❡✲
s✐s✱ ▼■◆❊❙ P❛r✐s❚❡❝❤ ✭✷✵✶✽✮✳

❬✼❪ ❑✳ ❍✉❛♥❣✱ ❘✳ ❊✳ ▲♦❣é✱ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠✲
❡♥❛ ✐♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥ ✶✶✶ ✭✷✵✶✻✮ ✺✹✽✕✺✼✹✳
❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳♠❛t❞❡s✳✷✵✶✻✳✵✾✳✵✶✷✳

❬✽❪ ▲✳ ▼❛❞❡❥✱ ▼✳ ❙✐t❦♦✱ ▼✳ P✐❡tr③②❦✱ P❡r❝❡♣t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢
♠❡❛♥ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ✜❡❧❞ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❆r❝❤✐✈❡s
♦❢ ❈✐✈✐❧ ❛♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✶✻ ✭✹✮ ✭✷✵✶✻✮ ✺✻✾✕✺✽✾✳
❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❛❝♠❡✳✷✵✶✻✳✵✸✳✵✶✵✳

✶✼✼
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❬✾❪ ❍✳ ❍❛❧❧❜❡r❣✱ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ ▼❡t❛❧s ✶
✭✷✵✶✶✮ ✶✻✕✹✽✳ ❞♦✐✿✶✵✳✸✸✾✵✴♠❡t✶✵✶✵✵✶✻✳

❬✶✵❪ ❉✳ ❍✉❧❧✱ ❉✳ ❇❛❝♦♥✱ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❉✐s❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✹t❤ ❊❞✐t✐♦♥✱
❇✉tt❡r✇♦rt❤✲❍❡✐♥❡♠❛♥♥✱ ✷✵✵✶✳

❬✶✶❪ ❍✳ ❘❡s❦✱ ❋✐♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❣r❛✐♥✲s❝❛❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ ♣♦❧②✲
❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ P❤✳❉✳ t❤❡s✐s✱ ▼■◆❊❙ P❛r✐s❚❡❝❤ ✭✷✵✶✵✮✳

❬✶✷❪ ▼✳ ❖❤r✐♥❣✱ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ✶✾✾✺✳
❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴❇✾✼✽✲✵✶✷✺✷✹✾✾✺✲✾✴✺✵✵✸✶✲✸✳

❬✶✸❪ ❚✳ ❙❛❦❛✐✱ ❏✳ ❏✳ ❏♦♥❛s✱ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♥♦✳ ✸✺ ❉②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✿
▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ❆❝t❛ ▼❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛ ✸✷
✭✶✾✽✹✮ ✶✽✾✕✷✵✾✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴✵✵✵✶✲✻✶✻✵✭✽✹✮✾✵✵✹✾✲❳✳

❬✶✹❪ ❯✳ ❑♦❝❦s✱ ❈✳ ❚♦♠❡✱ ❍✳ ❲❡♥❦✱ ❚❡①t✉r❡ ❛♥❞ ❆♥✐s♦tr♦♣②✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡
❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✵✳
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❬✺✶❪ ❲✳ ❘♦❜❡rts✱ ❇✳ ❆❤❧❜❧♦♠✱ ❆ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧✲
❧✐③❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❤♦t ✇♦r❦✐♥❣✱ ❆❝t❛ ▼❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛ ✷✻ ✭✺✮ ✭✶✾✼✽✮ ✽✵✶✕✽✶✸✳
❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴✵✵✵✶✲✻✶✻✵✭✼✽✮✾✵✵✸✵✲✺✳
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❬✺✷❪ P✳ P❡❝③❛❦✱ ▼✳ ❏✳ ▲✉t♦♥✱ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦♥
❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✿ ■✳ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✱ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ▼❛❣❛③✐♥❡ ❇ ✻✽ ✭✶✮ ✭✶✾✾✸✮ ✶✶✺✕✶✹✹✳
❞♦✐✿✶✵✳✶✵✽✵✴✶✸✻✹✷✽✶✾✸✵✽✷✶✺✷✽✺✳

❬✺✸❪ P✳ P❡❝③❛❦✱ ▼✳ ❏✳ ▲✉t♦♥✱ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s
♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✐✐✳ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s st♦r❡❞✲❡♥❡r❣② ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✱ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ▼❛❣❛③✐♥❡ ❇ ✼✵ ✭✹✮ ✭✶✾✾✸✮ ✽✶✼✕✽✹✾✳
❞♦✐✿✶✵✳✶✵✽✵✴✵✶✹✶✽✻✸✾✹✵✽✷✹✵✷✺✹✳

❬✺✹❪ ❈✳ ❘♦✉❝♦✉❧❡s✱ ▼✳ P✐❡tr③②❦✱ P✳ ❍♦❞❣s♦♥✱ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇♦r❦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣
❛♥❞ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❤♦t ✇♦r❦✐♥❣ ♦❢ st❡❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧②
❜❛s❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✿ ❆
✸✸✾ ✭✷✵✵✸✮ ✶ ✕ ✾✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴❙✵✾✷✶✲✺✵✾✸✭✵✷✮✵✵✶✷✵✲❳✳

❬✺✺❪ P✳ ❇❡r♥❛r❞✱ ❙✳ ❇❛❣✱ ❑✳ ❍✉❛♥❣✱ ❘✳ ▲♦❣é✱ ❆ t✇♦✲s✐t❡ ♠❡❛♥
✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ ▼❛✲
t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❆ ✺✷✽ ✭✷✵✶✶✮ ✼✸✺✼✕✼✸✻✼✳
❞♦✐✿❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❏✳▼❙❊❆✳✷✵✶✶✳✵✻✳✵✷✸✳

❬✺✻❪ ❍✳ ▲✐✱ ❳✳ ❙✉♥✱ ❍✳ ❨❛♥❣✱ ❆ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛✉t♦♠❛t❛✲❝r②st❛❧
♣❧❛st✐❝✐t② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛♠♦♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❉❘❳ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ✐♥ t✐t❛♥✐✉♠ ❛❧❧♦②s✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❧❛s✲
t✐❝✐t② ✽✼ ✭✷✵✶✻✮ ✶✺✹✕✶✽✵✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳✐❥♣❧❛s✳✷✵✶✻✳✵✾✳✵✵✽✳

❬✺✼❪ ❚✳ ❖✳ ❙❛❡tr❡✱ ❖✳ ❍✉♥❞❡r✐✱ ❊✳ ◆❡s✱ ❈♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♠❛r②
r❡❝r②st❛❧❧✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤
❦✐♥❡t✐❝s✱ ❆❝t❛ ▼❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛ ✸✹ ✭✻✮ ✭✶✾✽✻✮ ✾✽✶✕✾✽✼✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴✵✵✵✶✲
✻✶✻✵✭✽✻✮✾✵✷✵✼✲✺✳

❬✺✽❪ ❑✳ ▼❛rt❤✐♥s❡♥✱ ❖✳ ▲♦❤♥❡✱ ❊✳ ◆❡s✱ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡s st✉❞✐❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥✱ ❆❝t❛ ▼❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛ ✸✼ ✭✶✮ ✭✶✾✽✾✮ ✶✸✺✕✶✹✺✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴✵✵✵✶✲
✻✶✻✵✭✽✾✮✾✵✷✼✸✲✸✳

❬✺✾❪ ❚✳ ❋✉r✉✱ ❑✳ ▼❛rt❤✐♥s❡♥✱ ❊✳ ◆❡s✱ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ r❡❝r②st❛❧❧✐s❛t✐♦♥✱
▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✻ ✭✶✶✮ ✭✶✾✾✵✮ ✶✵✾✸✕✶✶✵✷✳
❞♦✐✿✶✵✳✶✶✼✾✴♠st✳✶✾✾✵✳✻✳✶✶✳✶✵✾✸✳

❬✻✵❪ ❆✳ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✱ ❖♥ t❤❡ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❡t❛❧s✱
■③✈✳ ❆❦❛❞✳ ◆❛✉❦ ❙❙❙❘✱ ❙❡r✳ ▼❛t✳ ✸ ✭✶✾✸✼✮ ✸✺✺✕✸✺✾✳
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❬✻✶❪ ▼✳ ❆✈r❛♠✐✱ ❑✐♥❡t✐❝s ♦❢ P❤❛s❡ ❈❤❛♥❣❡✳ ■ ●❡♥❡r❛❧ ❚❤❡♦r②✱ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✶✷ ✭✶✾✸✾✮ ✶✶✵✸✕✶✶✶✷✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✻✸✴✶✳✶✼✺✵✸✽✵✳

❬✻✷❪ ❲✳ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❘✳ ▼❡❤❧✱ ❘❡❛❝t✐♦♥ ❑✐♥❡t✐❝s ✐♥ Pr♦❝❡ss❡s ♦❢ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥
❛♥❞ ●r♦✇t❤✱ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ▼✐♥✐♥❣ ❛♥❞
▼❡t❛❧❧✉r❣✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡rs ✶✸✺ ✭✶✾✸✾✮ ✹✶✻✕✹✹✷✳

❬✻✸❪ ❉✳ ●✳ ❈r❛♠✱ ❍✳ ❙✳ ❩✉r♦❜✱ ❨✳ ❏✳ ❇r❡❝❤❡t✱ ❈✳ ❘✳ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥✱
▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧②
❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ❆❝t❛ ▼❛t❡r✐❛❧✐❛ ✺✼ ✭✷✵✵✾✮ ✺✷✶✽✕✺✷✷✽✳
❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❛❝t❛♠❛t✳✷✵✵✾✳✵✼✳✵✷✹✳

❬✻✹❪ ❉✳ ●✳ ❈r❛♠✱ ❳✳ ❨✳ ❋❛♥❣✱ ❍✳ ❙✳ ❩✉r♦❜✱ ❨✳ ❏✳ ❇ré❝❤❡t✱ ❈✳ ❘✳ ❍✉t❝❤✐♥s♦♥✱
❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♦❧✉t❡ ♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ ❆❝t❛
▼❛t❡r✐❛❧✐❛ ✻✵ ✭✷✵✶✷✮ ✻✸✾✵✕✻✹✵✹✳ ❞♦✐✿✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❛❝t❛♠❛t✳✷✵✶✷✳✵✽✳✵✷✶✳

❬✻✺❪ ❖✳ ❇❡❧tr❛♥✱ ❑✳ ❍✉❛♥❣✱ ❘✳ ▲♦❣é✱ ❘✳ ▲♦❣❡✱ ❆ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞②✲
♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ♣♦st✲❞②♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❦✐♥❡t✐❝s✱ ❣r❛✐♥ s✐③❡
❛♥❞ ✢♦✇ str❡ss✱ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✵✷ ✭✷✵✶✺✮ ✷✾✸✕✸✵✸✳
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❬✻✻❪ ▲✳ ▼❛✐r❡✱ ❏✳ ❋❛✉st②✱ ▼✳ ❇❡r♥❛❝❦✐✱ ◆✳ ❇♦③③♦❧♦✱ P✳ ❉❡ ▼✐❝❤❡❧✐✱ ❈✳ ▼♦✉ss❛✱
❆ ♥❡✇ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❞②✲
♥❛♠✐❝ r❡❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥ ✶✹✻ ✭✷✵✶✽✮ ✶✾✹✕✷✵✼✳
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❬✻✼❪ ❘✳ ❇✳ P♦tts✱ ❈✳ ❉♦♠❜✱ ❙♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♦r❞❡r✲❞✐s♦r❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛✲
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ABSTRACT

Dynamic recrystallization (DRX) is one of the main metallurgical phenomena responsible for the evolution of the mi-
crostructure of metallic materials subjected to hot metal forming processes. Understanding and predicting the subsequent
physical mechanisms is of prime importance as the resulting microstructure will be directly responsible of the final in-use
material properties.
Thus, numerous phenomenological models (JMAK type for example) aiming to describe DRX have been developed in
the state of the art. However, because of the complexity of the mechanisms involved in DRX and their interactions,
phenomenological or mean field models are not able to fully account for the local evolution of the microstructure and full
field approaches are required generally when precise calculations are aimed.
Most DRX full field models have limitations in their ability to model high deformation (which limits their applicability for real
industrial thermomechanical treatments) and in their description of plastic deformation (which is often grossly simplified).
In this PhD, a new full field discontinuous DRX (DDRX) model is proposed by coupling a crystal plasticity finite element
method (CPFEM) with a level-set finite element (LS-FE) framework to describe the grain boundary network motion. The
proposed model considers anisotropic plastic deformation and its impact on grain boundary motion. Combined with a
remeshing methodology, the proposed numerical framework is capable of describing DDRX up to very large deforma-
tion levels. The model is calibrated and compared against experimental measurements of 304L steel. Moreover, the
interest of this strategy (ratio precision/numerical cost) is also discussed comparatively to a simpler approach (CP Taylor
approximation). All these developments are realized in a generic CPFEM module easily usable in any FE code.

RÉSUMÉ

La recristallisation dynamique (DRX) est l’un des principaux phénomènes métallurgiques responsable de l’évolution de
la microstructure des matériaux métalliques survenant lors de luer mise en forme à chaud. Comprendre et prévoir
ce phénomène physique est d’une importance primordiale car la microstructure résultante est en général directement
responsable des propriétés finales du matériau.
Ainsi, de nombreux modèles phénoménologiques (de type JMAK par exemple) visant à décrire la DRX ont été développés
dans l’état de l’art. Cependant, en raison de la complexité des mécanismes impliqués et de leurs interactions, les modèles
phénoménologiques ou de champ moyen ne sont pas en mesure de rendre pleinement compte de l’évolution locale de la
microstructure et des approches de type champ complet sont nécessaires.
La plupart des modèles DRX en champ complet ont des limites dans leur capacité à modéliser une déformation élevée
(ce qui les rend en général inutilisable pour des chemins thermomécaniques industriels) et dans la description de la
déformation plastique (souvent très simplifié).
Dans cette thèse, un nouveau modèle à champ complet pour la recristallisation dynamique discontinue (DDRX) est
proposé en couplant une méthode éléments finis de plasticité cristalline (CPFEM) avec un cadre élément finis - level set
(LS-FE) pour décrire le mouvement des joints de grains. Le modèle proposé prend en compte la déformation plastique
anisotrope et son impact sur le mouvement des joints de grains. Combiné à une méthodologie de remaillage, le cadre
numérique proposé est capable de décrire la DDRX jusqu’à des niveaux de déformation très importants. Le modèle
est calibré et comparé aux mesures expérimentales de l’acier 304L. De plus, l’intérêt de cette stratégie (ratio précision /
coût numérique) est également discuté comparativement à une approche simplifie (approximation CP Taylor). Tous ces
développements sont réalisés dans un module CPFEM générique facilement utilisable dans n’importe quel code EF.
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