
HAL Id: tel-03435152
https://pastel.hal.science/tel-03435152

Submitted on 18 Nov 2021

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Modélisation numérique multi-échelle des structures de
solidification, de la macroségrégation et de la Transition

Colonnaire-Equiaxe
Hanadi Ettroudi

To cite this version:
Hanadi Ettroudi. Modélisation numérique multi-échelle des structures de solidification, de la macrosé-
grégation et de la Transition Colonnaire-Equiaxe. Mécanique des matériaux [physics.class-ph]. Uni-
versité Paris sciences et lettres, 2021. Français. �NNT : 2021UPSLM021�. �tel-03435152�

https://pastel.hal.science/tel-03435152
https://hal.archives-ouvertes.fr


Préparée à MINES ParisTech

Modélisation numérique multi-échelle des structures de

solidification, de la macroségrégation et de la Transition

Colonnaire-Equiaxe

Soutenue par

Hanadi ETTROUDI
Le 1 Juillet 2021

École doctorale no364

Sciences Fondamentales
et Appliquées

Spécialité

Mécanique numérique et
Matériaux

Composition du jury :

Denis NAJJAR
Professeur des Universités, Centrale Lille - LaM-

cube

Rapporteur

Kader ZAIDAT
Maître de conférences, Institut Polytechnique de

Grenoble-PHELMA - SIMAP

Rapporteur

Lounès TADRIST
Professeur des universités, Aix-Marseille Univer-

sité - Institut Universitaire des Systèmes Ther-

miques Industriels

Président

Marie BEDEL
Maître de conférences, Arts et Métiers ParisTech -

Laboratoire MSMP

Examinateur

Miha ZALOŽNIK
Chargé de recherche CNRS, Université de Lor-

raine - Institut Jean Lamour

Examinateur

Gildas GUILLEMOT
Maître assistant, MINES ParisTech - CEMEF Examinateur

Charles-André GANDIN
Directeur de recherche CNRS, MINES ParisTech -

CEMEF

Directeur de thèse

Hervé COMBEAU
Professeur des Universités, Université de Lorraine

- Institut Jean Lamour

Co-directeur de thèse





Table des matières

Introduction générale 13

1 Revue bibliographique 17
1 Mécanismes physiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.1 Origine des ségrégations chimiques . . . . . . . . . . . 18

1.2 Structures de solidification : morphologie, origine et crois-

sance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3 Mécanismes de la transition colonnaire-équiaxe (TCE) . 24

2 Modèles numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.1 Technique de la prise de moyenne volumique . . . . . . 29

2.2 Modélisation des structures équiaxes . . . . . . . . . . . 31

2.3 Modélisation des structures colonnaires . . . . . . . . . 36

2.4 Modélisation de la croissance mixte colonnaire-équiaxe

et de la TCE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2 Modèle colonnaire-équiaxe 46
1 Présentation du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.1 Représentation des structures colonnaire et équiaxe . . 46

1.2 Suivi du front colonnaire . . . . . . . . . . . . . . . . 49

1.3 Equations de conservation moyennées . . . . . . . . . 53

2 Algorithme et implémentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.1 L’algorithme générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.2 Le transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.3 Germination et croissance . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

2



TABLE DES MATIÈRES

3 Applications expérimentales et validation 85
1 Croissance colonnaire et suivi du front : . . . . . . . . . . . . . 85

1.1 Description du cas test . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

1.2 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

2 Transition colonnaire-équiaxe à solide fixe : . . . . . . . . . . . 89

2.1 Description du cas test . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

2.2 Résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

2.3 Etude paramétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

3 Transition colonnaire-équiaxe avec convection du liquide et trans-

port des grains équiaxes : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

3.1 Présentation de l’expérience . . . . . . . . . . . . . . . 95

3.2 Simulation 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.3 Simulation 3 D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4 Applications Industrielles 108
1 Lingot 3.3 t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

1.1 Présentation du lingot et des résultats expérimentaux . . 108

1.2 Résultats avec germination hétérogène . . . . . . . . . . 111

1.3 Résultats avec fragmentation . . . . . . . . . . . . . . . 116

2 Lingot 4.2 t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

2.1 Présentation du cas de simulation . . . . . . . . . . . . 120

2.2 Résultats avec germination hétérogène . . . . . . . . . . 124

2.3 Résultats avec fragmentation . . . . . . . . . . . . . . . 126

Conclusion et perspectives 133
1 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

2 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

ANNEXES 140

A De l’équation locale à la forme moyennée 140

3



TABLE DES MATIÈRES

1 Définitions et relations associées . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

2 Forme moyennée des équations de conservation . . . . . . . . . 142

3 Hypothèses et définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

4 Bilan général final . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

B Les équations splittées 147
1 Echelle macroscopique : équations de transport . . . . . . . . . 147

1.1 Bilans de masse totale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

1.2 Bilans de masse de soluté . . . . . . . . . . . . . . . . 148

2 Echelle microscopique : croissance et germination . . . . . . . 148

2.1 Bilans de masse totale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

2.2 Bilans de masse de soluté . . . . . . . . . . . . . . . . 149

C Données thermodynamiques 153

Références 158

4





Nomenclature

Notations grecques

βT Coefficient d’expansion volumique thermique K−1

βw Coefficient d’expansion volumique solutale (%pds)−1

∆T Surfusion K

δt Micro pas de temps s

∆t Macro pas de temps s

∆T0 Intervalle de solidification K

∆TN Surfusion de germination des grains équiaxes K

∆Tw Surfusion solutale K

∆Tcol Surfusion du front colonnaire K

∆TR Surfusion de courbure K

∆Tth Surfusion thermique K

δα(α/β) Longueur caractéristique de diffusion solutale dans la phase α à l’inter-

face α/β m

Γ Coefficient de Gibbs-Thomson m.K

Γα/β Taux de production de la phase α par croissance dans la phase β kg.m−3.s−1

κ Conductivité thermique W.m−1.K−1

λ1 Distance interdendritique primaire m

λ2 Distance interdendritique secondaire m
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NOMENCLATURE

Ωw Sursaturation solutale -

Ωth Sursaturation thermique -

Φα Taux de production de la phase α par germination kg.m−3.s−1

ψ Fonction distance m

ρα(α/β) Masse volumique de la phase α au niveau de l’interface α/β kg.m−3

ρα Masse volumique de la phase α kg.m−3

ξα Fonction de phase -

Notations latines

〈wα〉α Composition moyenne intrinsèque de la phase α % pds

b Vecteur de force volumique N.m−3

jα Flux d’espèce dans la phase α kg.m−2.s−1

jα(α/β)
n Flux d’espèce dans la phase α projeté

suivant la normale nα/β kg.m−2.s−1

MΓ,α Transfert de quantité de mouvement interfacial

du au changement de phase kg.m−2.s−2

Mφ,α Transfert de quantité de mouvement interfacial

du à la germination kg.m−2.s−2

Md,α Transfert de quantité de mouvement interfacial

du aux contraintes interfaciales kg.m−2.s−2

nα/β Vecteur normal à la surface (α/β) dirigé vers β

vα/β Vitesse de l’interface (α/β) m.s−1

vα Vitesse de la phase α m.s−1

vfront Vitesse du front colonnaire m.s−1

Aα/β Surface spécifique de l’interface α/β m−1

Dα Coefficient de diffusion chimique dans la phase α m2.s−1
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NOMENCLATURE

dg Diamètre du grain m

DM Coefficient de diffusion artificiel m2.s−1

gα Fraction volumique de la phase α -

genv
(2)

c Fraction critique d’empilement des grains équiaxes -

gHunt Fraction limite de grains équiaxes pour blocage par le mécanisme de

Hunt -

Gt Gradient thermique K.m−1

Gw Gradient solutal % pds.m−1

h Enthalpie massique J.kg−1

JΓ,α Transfert d’espèce interfacial du au changement de phase kg.m−3.s−1

Jφ,α Transfert d’espèce interfacial du à la germination kg.m−3.s−1

J j,α Transfert d’espèce interfacial du à la diffusion kg.m−3.s−1

J
α(α/β)
n Projection du flux de diffusion dans la phase α

à l’interface α/β sur la normale à cette interface dirigée vers β kg.m−3.s−1

k Coefficient de partage -

Lf Chaleur latente de fusion massique J.kg−1

ml Pente du liquidus K.%pds

Nα Densité de la structure α m−3

Nα
0 Densité nominale de la germination de la structure α m−3

p Pression Pa

Pew Nombre de Péclet solutal -

Peth Nombre de Péclet thermique -

QΓ,α Transfert de chaleur interfacial du au changement de phase J.m−3.s−1

Qφ,α Transfert de chaleur interfacial du à la germination J.m−3.s−1

Qq,α Transfert de chaleur interfacial du à la diffusion J.m−3.s−1
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NOMENCLATURE

Renv(k) Rayon de l’enveloppe relatif à la structure (k) m

Rg Rayon du grain m

Rpointe Rayon du pointe de dendrite m

S
α/β
v Surface spécifique de l’interface α/β m−1

T Température K

t Temps s

T0 Température initiale K

tm Temps micro s

Tcol Température au front colonnaire K

Teut Température de l’eutectique K

Tf Température de fusion du corps pur K

Tliq Température de liquidus K

TN Température de germination de la structure équiaxe K

Tsol Température de solidus K

Ve Volume du VER m3

V α
e Volume de la phase α dans le VER m3

v
α/β
n Projection de la vitesse de l’interface α/β

sur la normale à cette interface dirigée vers β m.s−1

vpointe Vitesse des pointes de dendrites m.s−1

wα(α/β) Concentration à l’interface (α/β) du côté de la phase α % pds

wα Composition massique dans la phase α % pds

wl∞ Composition du liquide vue par les pointes de dendrite % pds

w0 Composition nominale % pds

Xα Quantité microscopique volumique associé à la phase α -

9



NOMENCLATURE

v
α(α/β)
n Vitesse de la phase α projetée suivant la normale nα/β m.s−1

Fonctions

< Xα > Moyenne volumique de la quantité Xα

< Xα >α Moyenne volumique sur la phase α de la quantité Xα

∆ Opérateur Laplacien -

Iv Fonction Ivantsov

∇ · Opérateur divergence -

∇ Opérateur gradient -

Indices

1 Liquide intragranulaire

2 Liquide extragranulaire

N Après l’étape de germination

tr Après l’étape de transport

Exposants

(1) relatif à la structure colonnaire

(2) relatif à la structure équiaxe

(k) relatif à la structure (k) qui peut valoir (1) si colonnaire ou (2) si équiaxe

env(1) Enveloppe de la structure colonnaire

(solide colonnaire + liquide intragranulaire colonnaire)

env(2) Enveloppe de la structure équiaxe

(solide équiaxe + liquide intragranulaire équiaxe)

l
(1)
2 Liquide colonnaire extragranulaire

l
(1)
1 Liquide colonnaire intragranulaire

l(1) Liquide colonnaire total (intragranulaire + extragranulaire)
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NOMENCLATURE

l(2) Liquide équiaxe total (intragranulaire + extragranulaire)

l
(2)
2 Liquide équiaxe extragranulaire

l
(2)
1 Liquide équiaxe intragranulaire

ν Itération

s(1) Solide colonnaire

s(2) Solide équiaxe

env Enveloppe total (solide + liquide intragranulaire)

l Liquide total (colonnaire + équiaxe)

s Solide total (colonnaire + équiaxe)
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Introduction générale

La fabrication de pièces présentant une très grande homogénéité de proprié-

tés mécaniques est l’un des grands défis actuels pour le marché du transport

et de l’énergie. Citons l’exemple des cuves de grands composants nucléaires

où les macro/mésoségrégations des espèces chimiques ont une influence impor-

tante sur leur résistance à la rupture. Pour ce type d’applications, une grande

homogénéité en composition chimique moyenne est exigée ( pour la nuance

16MND5 de teneur nominale de 0.16 %pds, une teneur maximale en carbone

en tout point inférieure à 0.23% pds[1]). De même dans le domaine automobile,

pour les moules pour injection plastique (tableaux de bords, pare-chocs. . . ),

des propriétés homogènes dans toute l’épaisseur (≈ 1m) sont nécessaires ainsi

qu’une structure à grains fins, améliorant l’usinabilité. Un autre exemple est

l’éolien offshore. En effet, certaines pièces de grandes dimensions utilisées dans

des éléments critiques ou pièces de structures des éoliennes : roulements et cou-

ronnes, couronnes d’angle de pales, pignons, arbres, brides ... ont un cahier des

charges sévère. Des traitements thermiques particuliers ne peuvent être appli-

qués que sur une surface de composition homogène. Toutes ces applications (fi-

gure 1), et bien d’autres, demandent ainsi une homogénéité des propriétés. Une

étape clé, pour l’assurer en sidérurgie, réside dans la maîtrise du procédé de

solidification des lingots. Malgré les progrès réalisés dans les procédés d’élabo-

ration des alliages métalliques, des ségrégations chimiques dans les lingots sont

encore observées actuellement. D’où l’importance de modéliser les différents

phénomènes physiques et chimiques à leur origine et de proposer des outils nu-

mériques permettant de simuler les évolutions métallurgiques sur une échelle

industrielle pour aider les industriels à améliorer leurs procédés de fabrication.
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Introduction générale

FIGURE 1: Illustrations des domaines d’application (nucléaire, automobile, éolien) du projet
SOFT-DEFIS[1].

Le but de ce travail est ainsi de développer un modèle éléments finis permet-

tant d’étudier la mise en place des deux grands types de structures présentes lors

de la solidification : les structures colonnaires et les structures équiaxes, ainsi

que la zone de transition (Transition Colonnaire Equiaxe, TCE) et les ségréga-

tions chimiques associées. Ce projet s’inscrit dans le cadre d’un projet FUI :

SOFT-DEFIS (SOFTware for the DEvelopment of Fine Ingot) qui rassemble

plusieurs partenaires académiques et industriels. Il vise à l’amélioration de la

qualité des produits finaux dans le cadre d’une grande concurrence mondiale,

via les contributions des différents partenaires qui sont détaillées sur la figure 2.

Les activités de recherche réalisées sur la modélisation du développement des

structures de grains lors de la solidification de lingot, devront également être

valorisées, afin de permettre aux industriels d’accéder aux outils et méthodes de

simulation proposées. Ainsi, les solveurs présentés dans ce document doivent, à

terme, être intégrés au logiciel THERCAST de TRANSVALOR, dans le cadre

d’une tâche distincte de ce même projet.
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Introduction générale

FIGURE 2: Vision synoptique du projet : rôle et interactions des partenaires [1].

Dans le premier chapitre de ce manuscrit, nous commencerons par présenter

les différents mécanismes et phénomènes physiques intervenant dans la solidi-

fication des lingots ainsi que les modèles à l’échelle microscopique développés

pour les décrire. Ensuite, nous présenterons les modèles numériques dévelop-

pés à une échelle macroscopique pour des applications industrielles. Dans le

deuxième chapitre, nous présenterons le modèle développé en entrant dans les

détails des hypothèses considérées et des équations résolues. Ensuite, nous pré-

senterons l’algorithme général et les détails de l’implémentation de ce modèle.

Le troisième chapitre contiendra des exemples de simulations pour validation

du modèle et des applications expérimentales pour tester les différentes briques

du modèle. Le dernier chapitre sera consacré à des applications à échelle in-

dustrielle. Enfin, les conclusions et perspectives de cette activité de recherche

seront données.
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Chapitre 1

Revue bibliographique

1 Mécanismes physiques

Dans un lingot, la composition en éléments chimiques n’est pas uniforme et,

ce, à différentes échelles. Ceci peut affecter les propriétés mécaniques du pro-

duit final fabriqué à partir de ce lingot. On distingue différents types de ségréga-

tions chimiques selon leur échelle d’observation. A l’échelle microscopique, il

existe une différence de composition entre le solide formé et le liquide résiduel

correspondant à la microségrégation. Suite à des mouvements de sédimentation

et de convection, des ségrégations à l’échelle du produit se développent égale-

ment, qualifiées de macroségrégation. Une relation étroite entre les structures

de solidification et ces ségrégations chimiques a été constatée (figure 1.1.a). De

plus, une transition entre les différents types de structures de solidification est

habituellement observée. L’objectif principal de ce travail de doctorat est de

pouvoir simuler le processus de solidification en lingotière en déterminant la

position de cette transition entre structures.

Dans ce chapitre, une présentation des différents types de ségrégations ainsi

qu’une explication de leurs origines va être donnée. Ensuite, les structures de

solidification, leurs morphologies ainsi que leurs origines vont être présentées.

De plus, la définition de la Transition Colonnaire-Equiaxe (TCE) ainsi que les

phénomènes physiques proposés pour expliquer l’origine de cette transition,

vont être donnés. Enfin, les modèles numériques qui ont été développés pour

simuler ces phénomènes seront présentés.
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CHAPITRE 1. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

(a) (b)

FIGURE 1.1: a) Carte de structures dans un lingot de 65 t ( gauche) et carte de concentration
moyenne en carbone mesurée pour un alliage de composition nominale en carbonne égale à
0.22%pds C ( droite) [2] et b) Carte des macro- et mésoségrégations typiques rencontrées dans
un lingot industriel. Les symboles + désignent une ségrégation positive et – une ségrégation
négative [3].

1.1 Origine des ségrégations chimiques

La microségrégation se développe à l’échelle de l’interface solide-liquide.

En effet, en solidifiant, l’alliage rejette/incorpore du soluté dans/depuis le bain

liquide. Cela induit un saut de concentration entre le solide et le liquide. Ainsi, le

liquide à l’interface se trouve à une concentration d’équilibre thermodynamique

déterminée par le diagramme de phase égale à wl(s/l), alors que le solide se

trouve à une autre concentration, ws(s/l) . Le rapport entre ces deux quantités

est noté k et appelé le coefficient de partage, propre à chaque température et

condition d’analyse.

k =
ws(s/l)

wl(s/l)
(1.1)

Une approximation linéaire au niveau du diagramme de phase est montrée

sur la figure 1.2. L’intervalle de solidification à l’équilibre thermodynamique

∆T0, en faisant l’approximation de k et ml constants, est donné par la relation

18



CHAPITRE 1. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

suivante :

∆T0 = Tliq − Tsol = −mlw0(
1

k
− 1) (1.2)

avec Tliq et Tsol désignant respectivement les températures de liquidus et solidus,

w0, la composition nominale de l’alliage,ml la pente du liquidus et ∆w0 = w0

k −
w0 l’intervalle de composition. On peut déterminer également la température du

liquidus nominale de l’alliage par une relation linéaire simple :

Tliq = Tf +mlw0 (1.3)

où Tf est la température de fusion du corps pur.

FIGURE 1.2: Diagramme de phase binaire Fe-C dans le domaine de concentration [2]% pds C
et un agrandissement et linéarisation d’une partie du diagramme.

Deux approximations courantes décrivant la microségrégation existent : le

modèle des bras de levier et le modèle de Gulliver-Scheil.

Dans le modèle des bras de levier, la diffusion est considérée comme infinie

dans les deux phases solide et liquide. Par la suite, les concentrations d’équi-

libre sont données par le diagramme de phase à l’interface solide-liquide et sont

homogènes dans leurs phases respectives. Le solide se forme avec une concen-

19



CHAPITRE 1. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

tration faible mais avec l’enrichissement du liquide, la concentration finale du

solide se trouve uniforme et égale à la composition nominale w0. La conserva-

tion du soluté dans le système conduit à la relation suivante, pour l’expression

de la concentration moyenne
〈
wl
〉l de la phase liquide :

〈
wl
〉l

= wl(s/l) =
w0

1− (1− k)gs
(1.4)

avec gs la fraction du solide. Dans le modèle de Gulliver-Scheil, la diffu-

sion dans le liquide reste infinie et par la suite, la concentration homogène.

Par contre, la diffusion dans le solide est considérée comme nulle. Ainsi, dans

ce modèle, un profil de microségrégation dans le solide final (figure 1.3) est

retrouvé : à l’interface solide-liquide, on retrouve la composition d’équilibre

du solide ws(s/l). La composition du solide diminue en s’éloignant de l’inter-

face suivant un profil caractéristique. Dans ce cas, on a, dans le cadre d’un

diagramme linéarisé :

〈
wl
〉l

= wl(s/l) = w0(1− gs)(k−1) (1.5)

FIGURE 1.3: Profil de concentration dans le liquide et le solide lors de la solidification suivant
les deux modèles : Bras de levier et Gulliver-Scheil [4].

A des échelles spatiales supérieures, d’autres processus de ségrégations sont

observés. D’une part on retrouve les macroségrégations. En effet, un cône de

ségrégation négative est habituellement observé au niveau de la partie inférieure

20



CHAPITRE 1. REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

du lingot alors qu’une concentration supérieure à la concentration nominale est

constatée au niveau de la partie supérieure du lingot (figure 1.1.a). Une corres-

pondance entre la morphologie des grains et la ségrégation négative est remar-

quée. Il est admis que cette ségrégation négative est due à la sédimentation des

cristaux solides pauvres en soluté [5]. Le liquide riche en soluté, moins dense

et plus chaud est déplacé vers le haut aggravant la sédimentation négative en

bas du lingot et causant la ségrégation positive en partie supérieure. L’origine

de ce processus de ségrégation est la convection thermo-solutale ainsi que le

déplacement des grains.

D’autre part, les mésoségrégations se trouvent à une échelle intermédiaire

entre l’échelle microscopique et l’échelle macroscopique. Plusieurs types de

mésoségrégations de différentes morphologies sont présentes. Comme montré

sur la figure 1.1.b, on retrouve une morphologie en A, appelée aussi veines

sombres, constituée des canaux ségrégés dont la composition rejoint celle de

l’eutectique [6]. D’autres mésoségrégations en V sont aussi identifiables dont

la source est la rupture du tissu dendritique équiaxe par le poids métallostatique

du solide inférieur. Ce phénomène est accentué par le retrait de solidification

[3].

1.2 Structures de solidification : morphologie, origine et croissance

1.2.1 Structures colonnaires

Dans les alliages métalliques, à petite vitesse de solidification, une mor-

phologie cellulaire, sans branchement, peut apparaitre. Une morphologie plu-

tôt dendritique est observée en augmentant, ensuite, la vitesse. Ces structures

ramifiées possèdent des branches primaires et secondaires. On distingue deux

distances : λ1 (∼ 100 µm-1 mm [7]) qui est la distance entre deux bras primaires

successifs et λ2 ( ∼ 10-100 µm [7] ) qui est la distance entre deux bras secon-

daires. De plus, le rayon des pointes de dendrite Rpointe est aussi une des carac-

téristiques de ces structures (figure 1.4). Les structures colonnaires ont comme

origine la zone de peau équiaxe qui apparait immédiatement après le contact du

matériau coulé avec le moule. Elles croissent dans la direction opposée au flux
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de chaleur et normalement, en conséquence, aux parois des moules de fonderie.

Cependant, leur croissance est influencée par l’écoulement du liquide.

FIGURE 1.4: Les deux types de morphologies des structures colonnaires et les paramètres ca-
ractéristiques associés à la morphologie dendritique [8],[9].

1.2.2 Structures équiaxes

Ces structures n’ont pas de direction de croissance privilégiée à l’échelle

du grain. Deux types de morphologies caractéristiques sont retrouvées. La pre-

mière, globulaire, est compacte et sphérique. La deuxième, dendritique, est ca-

ractérisée par des branchements primaires et secondaires évoluant dans diffé-

rentes directions (figure 1.5).

FIGURE 1.5: Les deux types de morphologies pour les grains équiaxes [8],[9].

Différents processus conduisent à la formation des structures équiaxes : La
germination hétérogène est tout d’abord, reportée comme source des struc-

tures de solidification équiaxe [10]. Elle repose sur le fait que la zone de sur-

fusion qui se forme devant le front colonnaire est propice à la formation des

grains équiaxes. Dans le domaine des alliages de fonderie, deux cas doivent

être distingués selon que l’alliage est inoculé (i.e des éléments additionnels sont
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ajoutés à l’alliage coulé) ou non. Dans le premier cas, la surfusion nécessaire

à la croissance des grains équiaxes est étroitement liée à la taille des particules

inoculantes. Par contre, dans le second cas, la surfusion doit être très importante

pour que ce phénomène soit opérationnel.

Le "Big Bang" est un terme proposé par Chalmers en 1963 [11] pour dé-

signer un autre phénomène d’apparition des grains équiaxes à partir de germes

initialement formés auprès des parois du moule, lors de la coulée, puis transpor-

tés par convection à l’intérieur du bain liquide sans être refondus.

Enfin, La fragmentation a été observée par Jackson et al. en 1966 [12].

D’après des observations réalisées sur des alliages transparents, la fragmen-

tation des structures colonnaires est proposée comme autre source des grains

équiaxes. En effet, une fois que les bras secondaires dépassent la couche de dif-

fusion de soluté qui entoure le bras primaire, leur développement devient libre

et ils s’élargissent. Par la suite, ceci entraine un resserrement à l’endroit où ils

sont attachés, constituant une zone de faiblesse mécanique mais aussi un site

préférentiel de refusion du fait de la courbure négative locale. Les fragments

ainsi formés sont transportés et peuvent, s’ils survivent dans la zone pâteuse,

être source de grains équiaxes.

1.2.3 Croissance des structures

La vitesse de croissance des grains est contrôlée par celle de sa microstruc-

ture dendritique. Elle est reliée à la surfusion, c’est à dire à la différence de

température entre la pointe de la dendrite et la température d’équilibre. Il existe

plusieurs types de surfusions. La surfusion la plus importante est d’origine chi-

mique : elle provient de la diffusion du soluté dans le liquide devant l’interface

s/l. Elle est définie par l’équation suivante :

∆Tw = −ml(w
l(s/l) − wl∞) = mlw

l∞
(

1− 1

1− (1− k)Ωw

)
(1.6)

avec wl(s/l) la composition du liquide à l’interface s/l et wl∞ la composition du

liquide devant les pointes de dendrites, loin de l’interface. Ωw est la sursatura-
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tion chimique définie par :

Ωw =
wl(s/l) − wl∞

wl(s/l) − ws(s/l)
(1.7)

On définit, de manière similaire, la surfusion d’origine thermique ∆Tth qui pro-

vient de la diffusion de la chaleur latente dans le liquide.

∆Tth =
LfΩth

cp
(1.8)

avec cp la capacité thermique et Lf la chaleur latente de fusion et Ωth la sursa-

turation thermique.

Enfin, une surfusion due à la courbure de l’interface est aussi active, et asso-

ciée à la pointe dendritique :

∆TR = KΓ (1.9)

où K est la courbure et Γ le coefficient de Gibbs-Thomson.

Ivantsov [13] fournit la solution du profil de diffusion pour une pointe de den-

drite, supposée paraboloïdale, conduisant à l’expression suivante de la sursatu-

ration chimique :

Ωw = Iv(Pew) (1.10)

où Pew =
Rpointevpointe

2Dl est le nombre de Péclet chimique, Rpointe le rayon des

pointes des dendrites, vpointe leur vitesse et Iv est la fonction d’Ivantsov définie

par :

Iv(Pe) = Pe ePeE1(Pe) (1.11)

avec E1(x) =
∫∞
x

e−t

t dt, la fonction exponentielle intégrale.

1.3 Mécanismes de la transition colonnaire-équiaxe (TCE)

Un passage d’une structure de croissance colonnaire à une structure équiaxe

lors de la solidification est couramment observé, correspondant à la TCE. Trois
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phénomènes principaux, qui sont à son origine, vont être présentés dans cette

partie. Dans les procédés de fonderie, le métal liquide est chauffé à une tem-

pérature supérieure à la température du liquidus Tliq. La différence correspond

à la surchauffe. Au contact des parois, une couche mince équiaxe se forme.

A partir de cette couche, un front colonnaire se développe avec une surfusion

∆Tcol = Tcol − Tliq comme montré sur la figure 1.6. Au delà d’une surfusion

limite ∆TN = TN − Tliq, des grains équiaxes commencent à se former. Ceci

amène à une croissance concurrentielle entre les deux types de structures.

FIGURE 1.6: Évolution de la solidification dans un lingot et paramètres associés.

1.3.1 Blocage mécanique

C’est le blocage de l’avancement du front colonnaire par contact direct avec

les grains équiaxes. Si la distance d (figure 1.6) est parcourue par la zone co-

lonnaire dans un temps tcol plus long que le temps teqx nécessaire pour que la
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fraction volumique des grains équiaxes, geqx, atteigne une valeur limite geqx =

gHunt [14], le front colonnaire est bloqué. Cette condition s’écrit sous la forme

teqx < tcol et mène à une condition sur le gradient de température, Gt, critique

associé à ce processus de blocage mécanique :

Gt <
1

(n+ 1)(3gHunt
4π )

1
3

n1/3
eqx∆Tcol

[
1−

(
∆TN
∆Tcol

)n+1
]

(1.12)

avec neqx la densité des grains équiaxes, ∆Tcol la surfusion d’avancement du

front colonnaire, ∆TN la surfusion de germination des grains équiaxes. n est le

coefficient utilisé dans le cadre du modèle de Burden et Hunt [15] pour le calcul

de la vitesse des pointes de dendrites colonnaires tels que vpointe = A∆T ncol.

Par la suite, la TCE est fonction à la fois du gradient de température devant le

front Gt et de la vitesse des pointes vpointe . Ce mécanisme a été proposé par

Hunt en 1984 [15].

Les deux variables vpointe et Gt déterminent, par la suite, une carte de structures

qui sépare une zone mixte et une zone purement équiaxe. Parmi les potentialités

du modèle Hunt, c’est son pouvoir de décrire de manière qualitative l’influence

des paramètres tel que la densité des grains équiaxes neqx, la surfusion de ger-

mination des grains équiaxes ∆TN ou encore la composition nominale w0 sur

la TCE. On peut voir l’effet de la variation de ces différents paramètres sur les

cartes ci-dessous (figure 1.7) réalisées par Leriche [9].
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FIGURE 1.7: Cartes de structures selon le modèle de Hunt. a) Séparation entre la zone équiaxe
et la zone mixte colonnaire pour différentes densités de grains avec ∆TN ≈ 0 K. b) Séparation
entre les mêmes zones pour différentes surfusions de germination avec neqx = 109grains.m−3

c) Séparation entre les mêmes zones pour différents modèles de cinétique de pointe (LGK[16]),
pointe hémisphérique [8], Gandin et al. [17]) pour ∆TN ≈ 0 K et neqx = 109grains.m−3 [9].

1.3.2 Blocage solutal

Lors de la solidification, les grains équiaxes rejettent du soluté. Quand leur

densité est suffisante, Martorano et al. [18] ont pu montrer que l’interaction so-

lutale est le mécanisme qui provoquera la TCE. En effet, la concentration du

liquide vue par les pointes de dendrite notée wl∞ augmente lors de la solidifica-

tion et par la suite la surfusion chimique ∆Tw = −ml(w
l(s/l) − wl∞) diminue.

Le liquide devant les pointes de dendrites est enrichi en soluté jusqu’à atteindre
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la composition d’équilibre à l’interface wl(s/l). La vitesse de croissance du front

colonnaire deviendra localement négligeable et le front s’arrêtera.

1.3.3 Mécanisme de déstabilisation du front

Ce mécanisme a été proposé par Gandin [19] en se basant sur les expériences

de solidification dirigée réalisées sur des lingots Al-Si et avec un modèle 1D où

on ne considère que les structures colonnaires. Au moment où la surchauffe est

complètement évacuée dans le liquide devant le front colonnaire, le gradient Gl

dans le liquide va devenir très faible. Si Gl est suffisamment faible, la chaleur

latente dégagée par le front en croissance peut être évacuée en partie via le li-

quide et par conséquent, un gradient local négatif va apparaître. Ceci entraine

un passage à une croissance équiaxe du front colonnaire lié à la déstabilisa-

tion des structures colonnaires, dans un mécanisme similaire à la fragmentation

précédement décrite.

2 Modèles numériques

Les modèles numériques de la littérature peuvent être divisés en deux grandes

catégories. D’une part, il existe des modèles directs, basés sur la modélisation

de chaque grain de manière individuelle et capables de prédire directement la

TCE sans avoir recours à des critères de blocage comme celui de Hunt [14].

Ils sont, toutefois, coûteux numériquement. En ce sens, ils sont difficilement

applicables à des échelles industrielles de l’ordre de celles des lingots d’acier.

Parmi ces méthodes on peut citer les modèles CAFE, basé sur la méthode des

automates cellulaires couplée à la méthode des éléments finis proposée par Rap-

paz et Gandin en 1993 [20] et repris dans les travaux de Guillemot et al. [21]

[22] et Carozzani et al. [23]. Il existe aussi des modèles microscopiques consi-

dérant l’évolution de l’interface solide/liquide et qui utilisent des méthodes de

type "Level Set" , "Volume of fluid" [24] ou encore les méthodes en champs de

phase où la transition liquide-solide se fait d’une manière continue [25].

D’autre part, des modèles indirects, basés sur la technique de la prise de
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moyenne volumique sont aussi présents, et permettent de s’intéresser aux pro-

cessus de solidification à l’échelle du lingot. Ils utilisent la notion de Volume

Elémentaire Représentatif (VER) sur lequel on calcule la moyenne des diffé-

rentes grandeurs. Nous ne présenterons dans cette étude que les modèles in-

directs de la littérature qui ont été appliqués à la modélisation des structures

équiaxes, du front colonnaire et de la TCE.

2.1 Technique de la prise de moyenne volumique

Les différentes équations des modèles indirects explicités dans le paragraphe

suivant, sont moyennées sur un VER qui est un volume de taille très petit par

rapport à la taille du système mais suffisamment grand pour caractériser la struc-

ture dendritique (plusieurs bras de dendrites, soit environ 1 à 10 mm). Ce VER

peut contenir plusieurs phases ainsi que plusieurs grains. La technique de la

prise de moyenne consiste à définir des grandeurs moyennées sur ce VER et

à s’intéresser à leur évolution à travers des équations de conservation moyen-

nées. Pour une quantité microscopique volumique Xα associée à la phase α, la

moyenne volumique, notée 〈Xα〉, est définie par l’équation (1.1) :

〈Xα〉 =
1

Ve

∫
Ve

ξαXα dV (2.1)

où Ve est le volume du VER et la fonction de phase est définie par :

ξα(x, t) =

{
1 si x ∈ α au temps t

0 sinon
(2.2)

En prenant gα comme la fraction volumique de la phase α dans le VER, la

moyenne volumique intrinsèque 〈Xα〉α (i.e. moyenne sur le volume de la phase)

est définie par l’équation 1.3 ci dessous :

〈Xα〉α =
1

V α
e

∫
Ve

ξαXα dV =
〈Xα〉
gα

(2.3)

où V α
e est le volume associé à la phase α.
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Équations de conservation moyennées

Afin de simuler le processus de solidification, des variables comme l’enthalpie

massique hα, les fractions volumiques des différentes phases gα, leur compo-

sition en soluté wα et la vitesse des phases vα doivent être déterminées. Les

équations de conservation associées à ces grandeurs sont écrites. Pour décrire

le processus de germination des grains, leur croissance et leur transport (pour

les grains équiaxes), quatre équations de conservation principales exprimées

sur un VER sont utilisées, à travers les moyennes volumiques définies dans le

paragraphe précédent. Ces quatre équations sont détaillées dans les travaux de

Nguyen[26] et rappelées ici :

• Équation de conservation de l’énergie :

∂

∂t
(gα 〈ρα〉α 〈hα〉α) +∇.(gα 〈ρα〉α 〈hα〉α) 〈vα〉α)

= −∇.(gα 〈qα〉α) +QΓ,α +Qq,α +Qφ,α
(2.4)

avec ρα la densité de la phase α, qα le vecteur flux diffusif de chaleur

de la phase α, QΓ,α,Qq,α et Qφ,α les transferts de chaleur interfaciaux dus

respectivement au changement de phase, à la diffusion et à la germination

de la phase α.

• Équation de conservation de la quantité de mouvement :

∂

∂t
(gα 〈ρα〉α 〈vα〉α) +∇.(gα 〈ρα〉α 〈vα〉α ⊗ 〈vα〉α)

= −gα∇〈pα〉α +∇.(gα 〈τ α〉α) + gα 〈bα〉α + MΓ,α + Md,α + Mφ,α

(2.5)

avec p la pression, τ la partie déviatorique du tenseur des contraintes,

b le vecteur de forces volumiques, MΓ,α, Md,α et Mφ,α les transferts de

quantités de mouvement dus respectivement au changement de phase, aux

contraintes interfaciales et à la germination.
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• Équation de conservation de la masse :

∂

∂t
(gα 〈ρα〉α) +∇.(gα 〈ρα〉α 〈vα〉α) = Γα + Φα (2.6)

où Γα est le flux de masse à travers l’interface, du au changement de phase

α et Φα le taux de transfert de masse, du à la germination.

• Équation de conservation des espèces chimiques :

∂

∂t
(gα 〈ρα〉α 〈wα〉α) +∇.(gα 〈ρα〉α 〈wα〉α) 〈vα〉α)

= −∇.(gα 〈jα〉α) + JΓ,α + J j,α + Jφ,α
(2.7)

avec jα le vecteur flux diffusif d’espèces dans la phase α, JΓ,α, J j,α et Jφ,α

les transferts d’espèces interfaciaux dus respectivement au changement de

phase, à la diffusion ainsi qu’à la germination.

Dans ces différentes équations, les termes à gauche représentent les termes d’ac-

cumulation et de transport par convection. Les termes à droite représentent la

contribution des phénomènes microscopiques de transferts interfaciaux dus au

changement de phase, à la diffusion et à la germination, selon les processus à

considérer.

2.2 Modélisation des structures équiaxes

Représentation du VER

Dans la littérature on retrouve deux représentations différentes pour le VER

contenant des grains équiaxes. En effet, dans les premiers travaux de Becker-

mann et Viskanta [27] reprise par Wu et Ludwig [28], seulement deux domaines

ont été utilisés : une phase solide et une phase liquide en considérant une mor-

phologie globulaire pour les grains équiaxes. Ensuite un modèle à enveloppe

pour une morphologie dendritique a été utilisé par Wang et Beckermann en

1994 [29]. Cette enveloppe est représentée par une ligne qui rejoint les bras

primaires et secondaires séparant ainsi le liquide en deux sous domaines : un li-

quide intragranulaire qui se trouve à l’intérieur de cette enveloppe et un liquide
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extragranulaire qui se trouve à l’extérieur. Ce concept a été proposé initialement

par Rappaz et Thévoz en 1987 [30].

FIGURE 1.8: a) Modèle d’enveloppe pour un grain équiaxe et enveloppe simplifiée sphérique.
b) Définition des phases dans le modèle de Beckermann et al.[29].

Cette dernière approche permet d’utiliser des modèles microscopiques de

croissance qui considèrent une composition d’équilibre au niveau du liquide

intragranulaire puis une diffusion finie dans le liquide extragranulaire comme

utilisé par Nguyen [26]. En premier lieu un modèle à deux domaines puis

un modèle dendritique à trois domaines ont été développés (figure 1.9). Cette

deuxième approche lui a permis d’améliorer ses résultats de calcul et de s’ap-

procher quantitativement des observations expérimentales.
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FIGURE 1.9: Représentations des structures équiaxes et des modèles microscopiques associés
selon les deux approches utilisées par Nguyen [26].

Équations du modèle et la méthode de résolution

Le modèle de solidification équiaxe est basé sur les équations moyennées pré-

sentées dans le paragraphe précédent. Afin de bien prendre en considération les

phénomènes microscopiques, les équations précédentes peuvent être résolues

en utilisant de très petits pas de temps. Toutefois, résoudre ces équations ainsi,

pour des lingots d’acier de taille industrielle, nécessitera un temps important de

calcul. D’où l’approche proposée par Založnik et Combeau [31] de "splitting"

ou de séparation, réutilisée par Leriche [9] et Nguyen [26] dans leurs travaux.

Selon cette méthode, les fractions de phases ainsi que la composition sont sup-

posées évoluer sur deux étapes en temps : une étape macroscopique de transport

et une étape microscopique de croissance. En utilisant cette hypothèse, les équa-

tions décrivant chaque étape peuvent être résolues sur des échelles spatiales et

temporelles différentes et ainsi correspondre à une approche multi-échelle.

Tout d’abord, dans l’étape de transport, seule les variations dues au mécanisme
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de transport convectif sont considérées. Ce qui est fait en résolvant les équations

moyennées ci-dessous sur un pas de temps macro et sur le maillage éléments fi-

nis global. Ces équations sont extraites des travaux de Nguyen [26].

∂

∂t
gstr +∇.(gstr 〈vs〉

s) = 0 (2.8)

∂

∂t
Ntr +∇.(Ntr 〈vs〉s) = 0 (2.9)

∂

∂t
(gαtr 〈wα〉αtr) +∇.(gαtr 〈wα〉αtr 〈v

α〉α) = 0 (2.10)

où l’indice tr montre que les quantités sont obtenues après la résolution de

l’étape de transport, gstr la fraction solide, 〈vs〉s la vitesse du solide, Ntr la den-

sité des grains équiaxes,〈wα〉αtr la composition de la phase α avec α = l pour le

liquide ou α = s pour le solide et 〈vα〉α la vitesse de la même phase.

Ensuite, dans l’étape de croissance, la contribution des processus microsco-

piques est considérée pour l’évolution de la fraction solide gs, la densité des

grains N et la composition en soluté dans chaque phase α, wα. Les équations

ci-dessous sont alors résolues sur des pas de temps micro δt et localement, soit

sur chaque nœud du maillage éléments finis.

∂

∂t
gsgr =

Γs + Φs

ρs
(2.11)

où l’indice gr montre que les quantités sont obtenues après la résolution de

l’étape de croissance. Γs est le taux de croissance de la phase solide par trans-

formation de phase, Φs le taux de croissance par germination et ρs la densité de

la phase solide.

∂

∂t
Ngr =

.

N (2.12)

Ṅ =

 N0

δt si (T < Tnucl) et
(∫ t

0 Ṅ dt = 0 ou N = 0
)

0 sinon.
(2.13)
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Ceci traduit le fait que pour permettre la germination des grains équiaxes,

il faut que la température T soit inférieure à une certaine température de ger-

mination Tnucl, à préciser, et que l’on n’a pas germé dans cet endroit ou que

l’on a germé mais que les grains ont été transportés. Les germes sont considérés

statiques dans cette approche de résolution.

∂

∂t
(gαgr 〈wα〉αgr) =

JΓ,α + J j,α + Jφ,α

ρα
(2.14)

avec JΓ,α, J j,α et Jφ,α les transferts d’espèces interfaciaux dus respective-

ment au changement de phase, à la diffusion ainsi qu’à la germination.

Pour coupler les deux étapes de transport et de croissance, une procédure

d’initialisation des différentes variables est employée dans laquelle les solu-

tions obtenues à la fin d’une étape sont utilisées pour initialiser l’autre. Comme

montré sur la figure 1.10, pour chaque macro pas de temps ∆t, une procédure

itérative est utilisée pour déterminer les valeurs des différentes variables à la fin

de ce pas de temps. Les valeurs sont initialisées avec les valeurs obtenues à l’ité-

ration ν et les calculs donnent les valeurs d’indice ν+1. Suite à l’étape de trans-

port, les valeurs de fraction de phase, de densité de grains et de compositions

sont mises à jour et les valeurs obtenues sont indicées par tr et utilisées comme

valeurs d’initialisation pour la boucle de calcul sur les micro pas de temps δt

dont le nombre est n tel que ∆t = n δt. Enfin les équations de conservation

de quantité de mouvement et d’énergie sont résolues à l’extérieur de la boucle

de micro pas de temps et permettent de mettre à jour les valeurs de vitesse et

d’enthalpie à l’itération ν + 1. Ceci est montré sur la figure 1.10 suivante.
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FIGURE 1.10: Schéma de résolution basé sur la méthode de séparation proposée par Založnik
et Combeau [31] et utilisée par Nguyen [26].

2.3 Modélisation des structures colonnaires

Dans cette partie, les différentes équations utilisées pour modéliser la crois-

sance du front colonnaire et son avancement doivent être rappelées. Comme

dans le cas des structures équiaxes, la modélisation de ces structures colonnaires

est basée sur l’utilisation des équations de conservation de masse, de soluté et de

densité des grains. Toutefois, une modélisation différente pour le VER est pro-

posée. De plus, un calcul supplémentaire par rapport au cas équiaxe s’impose

aussi pour étudier l’avancement du front et son influence.
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Modélisation du VER

Pour la modélisation du VER, Martorano et al. [18], Ciobanas et Fautrelle [32]

ainsi que Leriche [9] ont utilisé une représentation des bras colonnaires comme

un assemblage de sous structures qui ressemblent à des grains équiaxes dis-

tancés de λ1, distance caractéristique entre deux bras primaires et ceci pour

pouvoir utiliser les mêmes paramètres morphologiques que ceux utilisés dans

le cas de la croissance équiaxe. Leriche [9] subdivise son VER contenant le

front colonnaire en deux sous zones : la zone colonnaire qui contient le front

et la zone extracolonnaire qui est devant le front distinguant ainsi 3 types de

domaines : un liquide extracolonnaire "ec" et un liquide colonnaire "col" qui

lui même est divisé en un liquide intergranulaire "d" qui se trouve à l’intérieur

des enveloppes et un liquide extragnulaire "e" se trouvant à l’extérieur de ces

enveloppes comme montré sur la figure 1.11. Ces notations vont être utilisées

pour indicer les différents paramètres utilisés dans les équations, notamment la

concentration en soluté des différents domaines.

FIGURE 1.11: Représentation du VER colonnaire par Leriche divisé en une zone colonnaire
(en bleu) et une zone extracolonnaire (en jaune) [9].
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Equations du Modèle

Dans le cas du modèle colonnaire pur et dans le cadre du modèle de Leriche [9],

pour décrire la croissance des structures équiaxes, des équations de conservation

de masse ainsi que de soluté sont utilisées. Les équations de conservation de

soluté, en particulier, s’écrivent ainsi :

(2.15)

avec gcol et gec respectivement la fraction de la zone colonnaire et de la zone

extra colonnaire dans le VER, gcols la fraction du solide par rapport à la zone

colonnaire, Γcols le taux de croissance de la phase solide par rapport à la zone

colonnaire et Φcol
s le taux de germination colonnaire.

Les trois équations précédentes correspondent à trois bilans faits successive-

ment sur la masse de soluté contenue dans le solide de la zone colonnaire, le

liquide de la zone colonnaire et enfin le liquide dans la zone extracolonnaire.

Elles traduisent le fait que la variation en masse de soluté dans chaque phase

(termes en noir) est due, d’une part, à la germination et croissance de la phase

(termes en marron), d’autre part, au transport (termes en bleu) et enfin à la re-

distribution du liquide entre les deux zones colonnaire et extracolonnaire quand

le front avance (termes en vert).
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Méthodes de suivi de front

D’autre part, pour décrire l’avancement du front, plusieurs modèles ont été uti-

lisés. Leriche, inspiré des travaux de Ludwig et Wu [33], définit une variable I

et distingue 3 types de VER : un VER qui ne contient pas de front colonnaire

pour lequel il accorde la valeur I = 0, un VER qui est occupé totalement par

des grains colonnaires (I = 2), puis un VER contenant une partie colonnaire

et une autre liquide (I = 1). Pour propager le front aux volumes voisins, il

considère comme dans le cas de Ludwig et Wu [33] une distance maximale dlim
pour chaque VER. La direction de propagation est alignée avec le gradient ther-

mique local (~∇T )front. Par la suite, dlim est la longueur du volume de la maille

de calcul dans la direction de (~∇T )front (figure 1.12.a). La vitesse du front aux

pointes des bras primaires ainsi que la vitesse de croissance des enveloppes des

sous-structures colonnaires est calculée en suivant le modèle LGK [16].

Pour le suivi du front, on trouve dans la littérature aussi une autre approche

différente de celle présentée précédemment qui a été utilisée pour la première

fois par Jacot et al. [34] pour des applications de modélisation de fonte blanche

et grise. Un maillage éléments finis est employé pour décrire le déplacement

du front. Une variable de fraction capturée est définie sur chaque nœud. Cette

variable prend une valeur de 0 pour un nœud situé dans une région ou il n’existe

que des grains équiaxes, 1 sur les nœuds situés dans une région colonnaire et

enfin, une valeur entre 0 et 1 si le front se trouve dans l’élément auquel est as-

socié ce nœud (figure 1.12.b).

La fonction est orientée par le vecteur du gradient thermique. Un segment est

défini sur chaque maille tel que la surface soit égale à une fraction faible à la

germination puis il le fait avancer avec une fonction simple vfront = A∆T 2 qui

prend en considération la surfusion chimique et de courbure ainsi que les coef-

ficients de diffusion et la tension de surface. La fraction propagée du front est

mise à jour selon la position du segment [34].
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(a) (b)

FIGURE 1.12: Modèles d’avancement de front selon (a) Leriche [9] et (b) Jacot [34].

2.4 Modélisation de la croissance mixte colonnaire-équiaxe et de la TCE

Dans le cadre de la modélisation de la TCE, il est nécessaire d’enrichir les

approches précédentes. Le modèle de Leriche [9] considère une zone mixte

qui contient à la fois les structures colonnaires annotées dans ce qui suit’col’ et

équiaxes ’eqx’. A chaque structure sont associées trois phases : solide s , liquide

intragranulaire d et liquide extragranulaire e tel que la somme des fractions de

ces six phases est égale à 1 (figure 1.13).

geqxs + geqxd + geqxe + gcols + gcold + gcole = 1 (2.16)

Des hypothèses simplificatrices sont utilisées. Notamment, les grains équiaxes

dans la zone colonnaire sont supposés fixes, faisant partie des sous structures

colonnaires. Par la suite, l’indice col représente dans ce cas un résultat mixte

des structures colonnaires et équiaxes (figure 1.13). Les équations utilisées sont

les mêmes équations de conservation de soluté et de masse utilisées dans les

cas précédents mais elles incluent à la fois des termes relatifs à des grandeurs

colonnaires et équiaxes :
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(2.17)

avec gcol et geqx, respectivement, la fraction de la zone colonnaire et de la zone

équiaxe dans le VER, gcols et geqxs la fraction du solide par rapport à la zone

colonnaire et à la zone équiaxe, Γcols le taux de croissance de la phase solide dans

la zone colonnaire, Γeqxs celui dans la zone équiaxe, Φcol
s le taux de germination

colonnaire et Φeqx
s le taux de germination équiaxe.

Ces équations représentent les bilans de masse, successivement, pour les

phases solides et liquides des zones colonnaire et équiaxe. Les termes mar-

rons représentent toujours le changement de phase ainsi que la germination,

les termes en bleu sont dus au transport du liquide et enfin les termes en vert re-

présentent la variation due à l’intégration des grains équiaxes qui sont présents

devant le front dans le domaine colonnaire.
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FIGURE 1.13: Représentation d’un VER contenant une structure mixte [9].

Dans le cadre de l’application du même modèle par Leriche, la TCE est

prédite en utilisant essentiellement les deux critères de blocage mécanique et

solutal qui sont définis dans la partie 1.3.2 précédente. Dans les travaux de Le-

riche [9], le modèle a été appliqué sur des lingots industriels. Le premier résultat

est retrouvé pour un lingot de 6.2 tonnes ( de nuance 100 C6 constitué notam-

ment de 1.01 % pds de carbone). Il amène à une conclusion importante : il n’est

pas possible de retrouver la TCE déterminée expérimentalement en considé-

rant seulement la germination hétérogène volumique comme source de grains

équiaxes. Le modèle prédit une zone colonnaire très fine en bas du lingot et en-

tièrement colonnaire en haut (figure 1.14). Ces résultats ne s’accordent pas avec

l’expérience. Ceci amène à conclure que les phénomènes de germination volu-

mique et Big-Bang ne sont pas les seuls processus intervenant dans la création

des grains équiaxes.
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FIGURE 1.14: Résultats avec germination hétérogène des grains équiaxes [9], gauche : Écart à
la composition nominale en carbone, droite : densité volumique de grains équiaxes.

Ensuite, Leriche a appliqué le même modèle mais en considérant la frag-

mentation comme source des grains équiaxes. Pour cela, il a utilisé un flux de

fragments. Cette deuxième hypothèse l’amène à une prédiction meilleure de la

TCE par rapport aux résultats d’injection volumique, mais la zone colonnaire

prédite en bas du lingot reste trop fine par rapport aux résultats expérimentaux

et trop importante dans la partie haute (figure 1.15). Il a alors introduit un cri-

tère sur le gradient thermique devant le front colonnaire, en se basant sur les

travaux de Gandin [19], pour améliorer le résultat : l’injection n’est déclenchée

que si le gradient thermique est inférieur à une certaine valeur critique. Aussi, la

refusion de la masselotte exothermique est considérée comme source de grains

(par fragmentation), ce qui était constaté expérimentalement. Ceci permet de

mieux prédire la position de la TCE et la ségrégation mesurée a été qualitative-

ment retrouvée. Toutefois, la ségrégation négative dans la partie centrale reste

sous-estimée mais les différences de morphologie sont moins marquées.
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FIGURE 1.15: a) Résultats avec fragmentation (à gauche) et germination hétérogène volumique
(à droite) [9] b) Schéma obtenu à partir de résultats expérimentaux [35].
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Chapitre 2

Modèle colonnaire-équiaxe : équations et
implémentation

Dans ce chapitre, une présentation du modèle général sera faite ainsi que

son implémentation dans le cadre d’une approche éléments finis. Tout d’abord,

les différentes équations décrivant l’avancée du front colonnaire ainsi que les

équations de conservation associées à l’évolution des deux structures colon-

naire et équiaxe sont présentées. Par la suite, l’algorithme de résolution de ces

différentes équations est expliqué. Les équations de conservation précédemment

présentées sont divisées en deux parties. D’une part, la partie décrivant le trans-

port (échelle macroscopique) et d’autre part la partie décrivant la germination

et la croissance (échelle microscopique). Cette approche correspond à la sépa-

ration des échelles comme proposé par Combeau et Založnik [31].

Il faut noter que les notations utilisées dans ce chapitre sont différentes de

celles introduites dans le chapitre précédent (éq. 2.15 à 2.17) mais sont préférées

car elles permettent une généralisation des écritures en structures/phases comme

dans les travaux de Carozzani [23] et Tourret [36] .

1 Présentation du modèle

1.1 Représentation des structures colonnaire et équiaxe

La figure 2.1 représente un VER avec deux régions : colonnaire (1) et équiaxe

(2) séparées par une frontière intermédiaire représentant le front colonnaire.
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Dans l’approche proposée, les grains des régions colonnaire et équiaxe pré-

sentent une structure dendritique avec 3 phases caractéristiques : le solide, s(k),

le liquide interdendritique, l(k)
1 et le liquide extradendritique, l(k)

2 , où k désigne

la structure colonnaire, k = 1, ou équiaxe, k = 2.

Comme plusieurs auteurs ( Martorano et al. [18], Ciobanas et Fautrelle [32],

Leriche [9], Wang et Beckermann [37] ), nous avons choisi de modéliser chaque

bras primaire colonnaire comme un alignement de « sous-structures » sem-

blables aux grains équiaxes comme montré sur la figure 2.1. Le choix de cette

représentation est justifié par le fait que, pour la croissance de chacune de

ces sous-structures colonnaires, on peut utiliser les même grandeurs morpholo-

giques (distances de diffusion, surfaces spécifiques) que pour un grain équiaxe.

On suppose que ces bras primaires sont séparés par une distance λ1 constante.

Les deux structures possèdent une enveloppe octaédrique (figure 2.1).

Concernant les compositions, on considère une diffusion finie à la fois dans

le solide s(k) et dans le liquide extragranulaire l(k)
2 . Le liquide intragranulaire

l
(k)
1 est de composition homogène. Ces différents profils de compositions sont

montrés à la figure 2.2.

Le front colonnaire est modélisé par l’isovaleur 0 d’une fonction distance

signée ψ(x, t) qui sera définie dans le paragraphe suivant.
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FIGURE 2.1: Représentation des structures (1) colonnaire et (2) équiaxe et de leurs phases s,
l1, et l2.

FIGURE 2.2: Profils de compositions dans les différentes phases.

La position du front détermine quel type de structure peut évoluer. On fait

l’hypothèse forte suivante : si on se trouve derrière le front colonnaire, seule

une structure colonnaire peut croitre. Dans le cas contraire, seule une structure
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équiaxe peut croitre et être transportée. Si, avant le passage du front colon-

naire, une structure équiaxe a été créée mais sans bloquer le front colonnaire,

ces grains équiaxes précédemment créés sont intégrés à la structure colonnaire.

Toutefois, on garde l’historique des grains équiaxes qui se sont formés. Ceci

veut dire qu’on gardera l’information à propos de la densité, de la fraction

solide, de la fraction des enveloppes des grains équiaxes qui se sont formés

avant d’être intégrés dans la zone colonnaire. Toutefois, on ne permet plus leur

croissance d’une manière séparée à l’intérieur de la structure colonnaire. Leur

présence sera, toutefois, prise en considération lors de l’arrivée du front. On

considèrera, notamment, l’enrichissement du liquide en soluté du à la présence

des grains équiaxes. Ceci va être expliqué plus dans le paragraphe 2.3.1 dans la

partie décrivant l’apparition des sous-structures colonnaires.

1.2 Suivi du front colonnaire

Après l’étude de plusieurs approches utilisées pour décrire l’avancée du front

[18], [19], [34], [38], le choix a été fait d’utiliser la méthode Level Set [39], [40].

Dans le contexte de la méthode Level Set, deux sous domaines sont définis :

un domaine derrière le front colonnaire et un domaine devant le front colon-

naire, séparés par une interface ψ = 0 où ψ = ψ(x, t) est la fonction distance

signée par rapport à l’interface schématisée sur la figure 2.1 [41]. La fonction

distance est convectée selon l’équation suivante :

∂ψ

∂t
+ vfront ·∇ψ = 0 (1.1)

avec vfront la vitesse d’avancée du front colonnaire.

Le choix a été fait de prendre le gradient de la température normé pour définir

la direction de vfront :

vfront = vfront
∇T
‖∇T‖

(1.2)

Le calcul de vfront est décrit au niveau du paragraphe 1.2.1 suivant. Le fait

d’employer une méthode de suivi de front colonnaire par l’approche Level Set
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est associé à la résolution par éléments finis. Ceci permet de s’affranchir de la

zone mixte comme mise en œuvre par Leriche [9].

Notion de variable globale ou totale : On appellera variable globale ou totale

une variable qui n’est pas relative à une seule structure. Comme les structures

équiaxes qui se sont formés avant le passage du front sont intégrés à la zone

colonnaire, alors si on se trouve derrière le front colonnaire, la variable globale

est égale à celle de la structure colonnaire Xα(1)

sinon elle est égale à celle de la

structure équiaxe Xα(2)

avec α = s ou α = l.

Xα =

{
Xα(2)

si ψ 6 0

Xα(1)

si ψ > 0
(1.3)

avec α = s désignant la phase solide ou α = l désignant le liquide totale

(liquide intragranulaire +liquide extragranulaire).

1.2.1 Calcul de la vitesse du front

Pour calculer la vitesse front, on utilise le modèle KGT [42] pour la crois-

sance des pointes de dendrites qui a été décrit sous sa forme la plus générale

dans le paragraphe 1.2.3 du chapitre 1. Dans ce cas particulier de croissance co-

lonnaire, la surfusion solutale et de courbure seront considérées comme moteurs

de l’avancement du front et la surfusion thermique sera négligée.

Dans ce cas la composition à l’interface est wl(s/l) = wl
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 ), la compo-

sition vue par les pointes de dendrites est celle du liquide total devant le front

wl∞ =
〈
wl
〉l. Par la suite, la surfusion solutale est

∆Tw = −ml(wl
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 ) −

〈
wl
〉l

) = ml

〈
wl
〉l(

1− 1

1− (1− k)Ωw

)
(1.4)

La surfusion due à la courbure est

∆TR =
2Γ

Rpointe
(1.5)
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Avec Γ le coefficient de Gibbs-Thomson. La surfusion totale est

∆T = ∆Tw + ∆TR (1.6)

En utilisant les définitions précédentes, on obtient l’équation suivante :

∆T = −ml

〈
wl
〉l [ (1− k)Iv(Pew)

1− (1− k)Iv(Pew)

]
+

2Γ

Rpointe
(1.7)

avec

∆T = Tf +ml

〈
wl
〉l − T (1.8)

Par la suite, avec le critère de stabilité marginale [43] et en négligeant le gradient

thermique, le rayon de pointe est estimé selon l’équation suivante :

Rpointe = 2π

√
Γ

mlG
s(k)/l

(k)
1

w

= 4π2Γ

−2Pewml

〈
wl

(1)
2

〉l(1)2

(1− k)

1− (1− k)Iv(Pew)


−1

(1.9)

avec

Gs(k)/l
(k)
1

w = −vfront(1− k)wl
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )/Dl (1.10)

G
s(k)/l

(k)
1

w étant le gradient chimique à l’interface s(k)/l
(k)
1 . En introduisant l’ex-

pression de Rpointe dans l’équation 1.7, on obtient une équation dont le seul

inconnue est le nombre de Péclet solutal Pew. On utilisera, par la suite, la mé-

thode de Brent [44] pour la trouver. Enfin, en utilisant la définition du nombre

de Péclet, on déduit le rayon de pointe et la vitesse :

vfront =
2DlPew
Rpointe

(1.11)

Le résultat de la routine a été comparé à un calcul de référence et les résultats

coïncident. A chaque pas de temps, un champ de vitesses de pointes est calculé

selon le modèle précédemment décrit. Par la suite, on remet à zero les vitesses

calculées sauf dans une bande autour de la position 0 de la fonction Level Set

d’une largeur de l’ordre d’une taille de maille comme montré à la figure 2.3. On

utilise ensuite ce dernier champ pour convecter la fonction Level Set.
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Pour assurer que la fonction obtenue après convection est toujours une fonc-

tion distance i.e qu’elle a la propriété eikonal : ‖∇ψ‖ = 1, une étape appelée

de réinitialisation est réalisée [45] permettant de calculer géométriquement les

nouvelles valeurs de la fonction ψ à partir de sa position ψ = 0 de manière à

assurer un gradient unitaire.

FIGURE 2.3: Représentation de la méthode de convection de la fonction levelset et détermina-
tion de la position du front et des structures.

1.2.2 Blocage du front et transition colonnaire-équiaxe

Blocage mécanique

D’une part, le front colonnaire peut être bloqué mécaniquement selon le cri-

tère de Hunt [15] qui est décrit dans le paragraphe 1.3.1 du 1er chapitre. Dans le

cadre d’un modèle dendritique, on se base sur la fraction d’enveloppe de grains

équiaxes pour déterminer l’arrêt ou la poursuite de l’avancement du front. Si

la fraction d’enveloppe (solide + liquide intragranulaire) des grains équiaxes

genv
(2)

est supérieure à une valeur limite gHunt ( genv
(2)

> gHunt), le front co-

lonnaire est mécaniquement bloqué. Dans le cas contraire, le front continue sa

progression.

Blocage solutal

D’autre part, le front est bloqué solutalement quand le liquide devant le front
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est suffisamment enrichi par le soluté. Comme le moteur principal de la crois-

sance du front colonnaire est la différence entre la composition interfaciale et la

composition du liquide devant le front (∆w = wl
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )−

〈
wl
〉l), l’enrichis-

sement du liquide diminue la vitesse d’avancée du front. Par la suite, le front est

solutalement bloqué car sa vitesse est considérablement réduite.

1.3 Equations de conservation moyennées

L’évolution du système suivant notre modèle est décrite par les équations

de conservation suivantes : la conservation de l’énergie, la conservation de la

masse totale et de la masse de soluté ainsi que la conservation de la quantité de

mouvement déterminée pour chaque phase, solide et liquide, présentées succes-

sivement dans cette partie.

Avec l’hypothèse du paragraphe1.1 du 1er chapitre suivant laquelle les bras

colonnaires sont formés de sous-structures semblables aux grains équiaxes, l’en-

semble des équations suivantes décrivent à la fois la croissance des sous-structures

colonnaires et les grains équiaxes. La différence majeure reste le fait que les

sous-structures colonnaires ont un mécanisme d’apparition qui est différent de

celui des grains équiaxes. En effet, contrairement aux grains équiaxes qui appa-

raissent suivant un critère (e.g., lorsque, le liquide atteint une certaine surfusion

de germination ∆TN ), les sous-structures colonnaires sont guidées par la crois-

sance du front colonnaire telle que décrite dans le paragraphe 1.2 précédent. De

plus, lors de l’apparition des sous-structures colonnaires, on tiendra compte de

l’apparition préalable des grains équiaxes dans le milieu si celle-ci est interve-

nue. Ceci sera décrit en détail dans le paragraphe 2.3.1 de ce chapitre.

Les équations sont écrites sous leur forme moyennée. On part des équations

locales de conservation qu’on moyenne sur un VER comme décrit à l’annexe A.

Par la suite, ces équations décrivent l’évolution des grandeurs moyennes, notées

〈x〉, des quantités x.

53



CHAPITRE 2. MODÈLE COLONNAIRE-ÉQUIAXE

1.3.1 Conservation de l’énergie

La résolution de l’équation de conservation de l’énergie permet d’obtenir

l’évolution de l’enthalpie moyenne du VER dans le système. Cette équation a

été établie dans le cadre des travaux de Nguyen [26] pour un système où seule

la structure équiaxe peut évoluer. On gardera la même équation dans le cadre

de notre travail à la différence que toutes les variables qui sont dans l’équation

sont des variables globales égales à celles de la zone colonnaire si on est der-

rière le front colonnaire et à celles de la zone équiaxe si on est devant le front

colonnaire.

Parmi les hypothèses les plus importantes qui ont été utilisées pour établir

cette équation, il faut noter que :

— Les densités des phases solide et liquide, respectivement
〈
ρl
〉l et 〈ρs〉s,

sont constantes et égales, notées ρ.〈
ρl
〉l

= 〈ρs〉s = ρ (1.12)

— La température des deux phases solide et liquide est supposée identique en

raison d’une grande diffusivité thermique.〈
T l
〉l

= 〈T s〉s = T (1.13)

On aboutit ainsi à l’équation :

ρ

[
∂

∂t
〈h〉+ 〈v〉 ·∇〈h〉 − ∇ · (DM∇〈h〉)

]
−∇ · (〈κ〉∇T )

= ρ
[
−∇ ·

(
gs 〈hs〉s 〈vs〉s + gl

〈
hl
〉l 〈vl〉l)+∇ · (〈v〉 〈h〉)

] (1.14)

avec 〈h〉 l’enthalpie moyenne à l’échelle du VER, 〈v〉 = gl
〈
vl
〉l

+ gs 〈vs〉s

la vitesse moyenne , 〈vs〉s la vitesse intrinsèque du solide,
〈
vl
〉l la vitesse intrin-

sèque du liquide, 〈κ〉 la conductivité thermique moyenne, ρ la masse volumique,

gs et gl successivement les fractions solide et liquide, T la température et DM

un coefficient de diffusion artificielle dont l’utilité et l’expression vont être ex-

plicitées au paragraphe 2.2.
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Dans ce qui suit, nous allons présenter les bilans interfaciaux, de masse totale

et de masse de soluté totale pour des quantités moyennés sur le VER. Le passage

des bilans locaux à ceux moyennés est expliqué en détail dans l’annexe A.

1.3.2 Bilans interfaciaux

Les bilans interfaciaux sont obtenus en appliquant les équations (4.6) et (4.8)

de l’annexe A successivement au niveau des interfaces solide s(k) / liquide in-

tragranulaire l(k)
1 et liquide intragranulaire l(k)

1 / liquide extragranulaire l(k)
2 :

Interface solide s(k) / liquide intragranulaire l(k)1

Bilan de masse :

Γs
(k)/l

(k)
1 + Γl

(k)
1 /s(k) = 0 (1.15)

Bilan de soluté :

ws(k)(s(k)/l
(k)
1 )Γs

(k)/l
(k)
1 + wl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )Γl

(k)
1 /s(k) − Js(k)(s(k)/l

(k)
1 )

n − J l
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )

n = 0

(1.16)

où Γα/β est le taux de production de la phase α à l’interface α/β du à la

croissance, Jα(α/β)
n est le flux interfacial de soluté échangé à l’interface α/β par

diffusion dans la phase α, avec (α, β) ∈ {s(k), l
(k)
1 } et k ∈ {1, 2}.

Interface liquide intragranulaire l(k)1 / liquide extragranulaire l(k)2

Bilan de masse :

Γl
(k)
1 /l

(k)
2 + Γl

(k)
2 /l

(k)
1 = 0 (1.17)
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Bilan de soluté :

wl
(k)
1 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )Γl

(k)
1 /l

(k)
2 + wl

(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )Γl

(k)
2 /l

(k)
1 − J l

(k)
1 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n − J l
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n = 0

(1.18)

avec Γα/β le taux d’évolution de l’enveloppe définie par l’interface α/β,

J
α(α/β)
n le flux interfacial de soluté échangé à l’interface α/β par diffusion dans

la phase α, avec (α, β) ∈ {l(k)
1 , l

(k)
2 } et k ∈ {1, 2}.

1.3.3 Bilans de masse totale par phase

Solide s(k)

En appliquant l’équation (4.2) à la phase solide s(k), on obtient

∂

∂t
(gs

(k)

ρs) + div(gs
(k)

ρs
〈

vs
(k)
〉s(k)

) = Γs
(k)/l

(k)
1 + Φs(k) (1.19)

avec Φs(k) le taux de formation du solide dû à la germination. Cette équation

traduit le fait que l’évolution de la fraction solide est due au transport des grains,

div

(
gs

(k)

ρs
〈

vs(k)
〉s(k))

, à la croissance, Γs
(k)/l

(k)
1 , à la germination des grains

dans le cas équiaxe, Φs(2) ou à l’apparition de nouvelles sous-structures dans le

cas colonnaire,Φs(1).

Liquide intragranulaire l(k)1

En appliquant l’équation (4.2)(Annexe A) avec α = l
(k)
1 et en utilisant l’équi-

libre de masse au niveau de l’interface s(k)/l
(k)
1 (équation 1.15 ) on obtient

∂

∂t
(gl

(k)
1 ρl) + div(gl

(k)
1 ρl

〈
vl

(k)
1

〉l(k)1

) = Γl
(k)
1 /l

(k)
2 − Γs

(k)/l
(k)
1 − Φs(k) (1.20)

Cette équation traduit le fait que l’évolution temporelle de la fraction du

liquide intragranulaire est due, d’une part, au transport, div

(
gl

(k)
1 ρl

〈
vl

(k)
1

〉l(k)1

)
,

d’autre part aux échanges avec le solide, −Γs
(k)/l

(k)
1 , le liquide extragranulaire,
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Γl
(k)
1 /l

(k)
2 ou encore à la germination, −Φs(k).

Liquide extragranulaire l(k)2

En appliquant l’équation (4.2) avec α = l
(k)
2 et en utilisant l’équation d’équilibre

de masse totale au niveau de l’interface (l(k)
1 /l

(k)
2 ) (Eq. 1.17) :

∂

∂t
(gl

(k)
2 ρl) + div(gl

(k)
2 ρl

〈
vl

(k)
2

〉l(k)2

) = −Γl
(k)
1 /l

(k)
2 (1.21)

Cette équation traduit l’évolution de la fraction du liquide extragranulaire,

due à l’échange avec le liquide intragranulaire, −Γl
(k)
1 /l

(k)
2 ou au transport,

div

(
gl

(k)
2 ρl

〈
vl

(k)
2

〉l(k)2

)
.

1.3.4 Bilans de masse de soluté par phase

Solide s(k)

En appliquant l’équation (4.4) avec α = s(k), on obtient l’équation suivante :

∂

∂t
(gs

(k)

ρs
〈
ws(k)

〉s(k)
) + div(gs

(k)

ρs
〈
ws(k)

〉s(k) 〈
vs(k)

〉s(k)
)

= ws(k)(s(k)/l
(k)
1 )Γs

(k)/l
(k)
1 − Js

(k)(s(k)/l
(k)
1 )

n + Φs(k)k
〈
wl(k)

〉l(k) (1.22)

Cette équation traduit la variation de la masse de soluté dans la phase solide,

due d’une part au transport du solide, div
(
gs

(k)

ρs
〈
ws(k)

〉s(k) 〈
vs(k)

〉s(k))
, à la

croissance de la phase solide, ws(k)(s(k)/l
(k)
1 )Γs

(k)/l
(k)
1 , à la diffusion dans le solide

depuis l’interface solide/liquide intragranulaire,−Js
(k)(s(k)/l

(k)
1 )

n , et à la germina-

tion, Φs(k)k
〈
wl(k)

〉l(k)
.

Liquide intragranulaire l(k)1

En appliquant l’équation (4.4) avec α = l
(k)
1 et en utilisant l’équilibre de masse
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au niveau de l’interface s(k)/l
(k)
1 (Eq. 1.15) on obtient :

∂

∂t
(gl

(k)
1 ρl

〈
wl

(k)
1

〉l(k)1

) + div(gl
(k)
1 ρl

〈
wl

(k)
1

〉l(k)1
〈

vl
(k)
1

〉l(k)1

)

= wl
(k)
1 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )Γl

(k)
1 /l

(k)
2 − wl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )Γs

(k)/l
(k)
1 − J l

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )

n

− J l
(k)
1 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n − Φs(k)k
〈
wl(k)

〉l(k) (1.23)

Cette équation traduit la variation du soluté dans le liquide intragranulaire,

due au transport du liquide, div

(
gl

(k)
1 ρl

〈
wl

(k)
1

〉l(k)1
〈

vl
(k)
1

〉l(k)1

)
, aux échanges

par croissance avec le solide et le liquide extragranulaire, wl
(k)
1 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )Γl

(k)
1 /l

(k)
2 −

wl
(k)
1 (s(k))/l

(k)
1 )Γs

(k)/l
(k)
1 , à la diffusion depuis les interfaces solide/liquide intra-

granulaire et liquide intragranulaire /liquide extragranulaire, −J l
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )

n −

J
l
(k)
1 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n et à la germination −Φs(k)k
〈
wl(k)

〉l(k)
.

Liquide extragranulaire l(k)2

En appliquant l’équation (4.4) avec α = l
(k)
2 et en utilisant l’équation d’équi-

libre de masse au niveau de l’interface l(k)
1 /l

(k)
2 (Eq. 1.17) on obtient :

∂

∂t
(gl

(k)
2 ρl

〈
wl

(k)
2

〉l(k)2

) + div(gl
(k)
2 ρl

〈
wl

(k)
2

〉l(k)2
〈

vl
(k)
2

〉l(k)2

)

= −wl
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )Γl

(k)
1 /l

(k)
2 − J l

(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n

(1.24)

Cette équation traduit la variation du soluté dans le liquide extragranulaire

due au transport du liquide, div

(
gl

(k)
2 ρl

〈
wl

(k)
2

〉l(k)2
〈

vl
(k)
2

〉l(k)2

)
, aux échanges

par croissance avec le liquide intragranulaire, −wl
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )Γl

(k)
1 /l

(k)
2 , et à la dif-

fusion depuis l’interface entre le liquide intragranulaire et le liquide extragra-

nulaire, −J l
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n .
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1.3.5 Bilan de conservation de la densité de grains

L’évolution de la densité N (k) des grains équiaxes et des sous structures co-

lonnaires est décrite par l’équation suivante :

∂N (k)

∂t
+∇ · (N (k)

〈
vs

(k)
〉s(k)

) = Ṅk (1.25)

avec
〈

vs(k)
〉s(k)

la vitesse de transport, considérée nulle dans le cas des sous-

structures colonnaires et Ṅk le terme source du à l’apparition des grains équiaxes

ou sous-structures colonnaires.

Pour les grains équiaxes, plus particulièrement, la variation de leur densité

N (2) est due, à l’échelle microscopique, à deux sources : la fragmentation Φfrag

et la germination hétérogène, Φnucl.

Ṅ (2) = Φnucl + Φfrag (1.26)

avec

Φnucl =

{
N0

dt si ∆T > ∆TN et N (2) = 0

0 sinon.
(1.27)

où N0 est la densité des germes initiaux et ∆TN la surfusion à laquelle la ger-

mination des grains équiaxes est activée.

La fragmentation est un mécanisme important des les coulées non-inoculés

d’aciers. Souvent à partir de la zone de peau ou encore au cours de solidification

plus tard, des fragments peuvent se détacher à partir de la zone colonnaire.

D’un point de vue pratique, on calcule la contribution de la fragmentation

dans un élément P de volume V0 selon la formule suivante :

Φfrag =
1

V0

∫∫
Sψ/P

ϕfrag ds (1.28)

avec Sψ/P la surface d’intersection entre l’élément P et une isovaleur de la

fonction Level Set ψ qui se trouve devant le front colonnaire et ϕfrag un flux

de fragmentation à préciser. Plus d’explication sur cette manière pratique de

modélisation de la fragmentation sera présenté dans le paragraphe 2.3.1. En
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s’inspirant des travaux de Leriche [9] qui a montré l’importance d’un critère

sur le gradient thermique pour activer la fragmentation pour mieux prédire les

résultats, la fragmentation dans notre cas n’est activée que lorsque le gradient de

la température au niveau de l’élément P : ‖∇T‖ < ‖∇T‖critique où ‖∇T‖critique
est une valeur seuil de déclenchement de la fragmentation.

Pour les structures colonnaires, l’évolution de la densité des sous-structures

colonnaires est déterminée de la manière suivante :

Ṅ (1) =
1

dt

(
1

λ3
1

+N (2)

)
si ψ > 0 et N (1) = 0 (1.29)

avec 1/λ3
1 est la densité des sous-structures colonnaires justifiée par Leriche

[9]. N (2) désigne la densité des grains équiaxes qui ont germé sans pouvoir

bloquer le front car on fait l’hypothèse que ces grains sont intégrés à la structure

colonnaire.

1.3.6 Bilan de l’enveloppe

∂g(env(k))

∂t
+∇ · (g(env(k))

〈
vs

(k)
〉s(k)

) = Γenv
(k)

(1.30)

En pratique et en utilisant la méthode de la séparation des échelles (splitting

[31] ), on détermine l’évolution de g(env(k)) dû au transport dans un premier

lieu. Ensuite, on détermine l’évolution de g(env(k)) par croissance en déterminant

l’évolution du rayon de l’enveloppe Renv(k).

Pour calculer la vitesse de croissance des enveloppes, le modèle KGT [42]

pour la croissance des pointes de dendrites, qui a été décrit sous sa forme la plus

générale dans le paragraphe 1.2.3 du chapitre 1, est utilisé. Dans ce cas parti-

culier de croissance équiaxe ou de sous-structures colonnaires, les surfusions

solutale ainsi que thermique seront considérées comme moteurs de l’avance-

ment des pointes de dendrites et la surfusion de courbure sera négligée.

La surfusion thermique n’est pas négligée dans ce cas contrairement au cas

précédent (paragraphe 1.2.1), décrivant la croissance des pointes de dendrites

colonnaires, et qui visait à déterminer la nouvelle position du front. En fait, la
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surfusion thermique est négligée dans le cas du front colonnaire car ce mode

de croissance est contraint i.e. le gradient thermique est imposé et la chaleur est

extraite dans le solide. Toutefois, pour les grains équiaxes, la croissance est non

contrainte. En solidifiant, les grains libèrent de la chaleur latente dans le liquide,

ce qui peut influencer, par la suite, leur croissance. Le gradient thermique devant

les pointes est inversé.

La composition à l’interface est wl
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 ), la composition vue par les

pointes de dendrites est celle du liquide extragranulaire wl∞ =
〈
wl

(k)
2

〉l(k)2

.

Par la suite la surfusion totale est la somme de la surfusion solutale ∆Tw et

de la surfusion thermique ∆Tth :

∆T = ∆Tw + ∆Tth (1.31)

avec

∆Tw = −ml

(
wl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 ) −

〈
wl

(k)
2

〉l(k)2

)
= ml

〈
wl

(k)
2

〉l(k)2

(
1− 1

1− (1− k)Ωw

)
(1.32)

et

∆Tth =
Lf
cp

Ωth (1.33)

∆T = Tf +ml

〈
wl

(k)
2

〉l(k)2

− T (1.34)

On utilise les deux définitions suivantes :

Ωw/th = Iv(Pew/th) (1.35)

Pew/th =
vpointeRpointe

2Dl
w/th

(1.36)

avec Dl
w et Dl

th sont respectivement les coefficients de diffusion solutal et

thermique dans le liquide.

On obtient à partir de l’équation 1.31, une équation dont la seule inconnue

est le produit Rpointevpointe qu’on détermine en utilisant la méthode de Brent.
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Pour déterminer indépendamment le rayon de la pointe de dendrite Rpointe et sa

vitesse vpointe, on utilise le critère de stabilité marginale [43] :

Rpointe = 2π

√
Γ

mlG
s(k)/l

(k)
1

w −Gt

(1.37)

avec

Gs(k)/l
(k)
1

w = −2Peww
l
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )(1− k)

Rpointe
ξw (1.38)

avec

ξw = 1− 2k

(1 + ( 2π
Pew

)2)0.5 − 1 + 2k
(1.39)

et

Gt = − Peth
Rpointe

Lf
cp

(1.40)

En utilisant la vitesse vpointe calculée comme expliqué ci-dessus, on peut

déterminer l’évolution de la fraction des enveloppes genv
(k)

selon l’équation ci-

dessous :

tm+δtgenv
(k)

=
4

3
N (k)( tm+δtvpointeδt+tm Renv(k))3 (1.41)

avec tm+δtgenv
(k)

la fraction de l’enveloppe à l’instant tm + δt, tm étant le

temps micro et δt le pas de temps micro, N (k) est la densité des grains équiaxes

ou des sous-structures colonnaires,tmRenv(k) le rayon de l’enveloppe à l’instant

tm, dans l’approche de la méthode de splitting (séparation des échelles [31]).

1.3.7 Conservation de la quantité de mouvement

Ces équations ont été reprises du travail de Nguyen [26] avec une modifica-

tion (introduction d’un nouveau coefficient αt) qui est liée à la prise en compte

de la présence de la structure colonnaire et qui sera détaillée dans ce qui suit.

Nous présentons ces équations sous leur forme implémentées, c’est à dire en

tenant compte de la méthode de splitting (séparation des échelles [31]) mise en

œuvre pour résoudre le système d’équations.
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Pour le liquide

Pour déterminer la vitesse du liquide ainsi que la pression, l’équation de

conservation de la quantité de mouvement dans la phase liquide est résolue en

plus de l’équation de continuité [26].

ρ

gl

[
∂

∂t

〈
vl
〉
tr

+∇ ·
(〈

vl
〉
tr
⊗
〈
vl
〉l)]

= −∇p+
µl∇ ·

(
∇
〈
vl
〉
tr

+T∇
〈
vl
〉
tr

)
gl

+ ρlBg− Md,s

gl

(1.42)

∇ ·
〈
vl
〉
tr

= ∇ · (gstr 〈vs〉
s) (1.43)

avec ρ la masse volumique du liquide,
〈
vl
〉l la vitesse intrinsèque du liquide,〈

vl
〉
tr

= gltr
〈
vl
〉l avec gltr la fraction du liquide après l’étape de transport (qui

sera détaillée dans le paragraphe 2.2), p la pression, gl la fraction du liquide,

µl la viscosité dynamique, g le vecteur gravité,
〈
vl
〉l la vitesse intrinsèque du

liquide et gs la fraction solide. On utilise ici l’approximation de Boussinesq.

Ainsi la masse volumique du liquide ρ est supposé constante, à l’exception du

terme de gravité où ρl est remplacé par ρlB défini par :

ρlB = ρref

(
1− βT (T − Tref)− βw(

〈
wl
〉l − wref)) (1.44)

avec ρref la densité à une température référence Tref et à une concentration

référencewref . Dans ce cas : ρref = ρ, la valeur de la densité prise sur les phases

liquide et solide précédemment.

Md,s

gl
= [αtMslurry + (1− αt)Mpacked]

(〈
vl
〉
tr
− gl 〈vs〉s

)
(1.45)

où Md,s est la quantité de mouvement transférée due aux contraintes interfa-

ciales et αt sera détaillée dans le paragraphe suivant.

Dans le cas où la fraction des enveloppes des grains équiaxes est inférieure
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à celle de la limite de d’empilement ’packing’, la phase solide est considérée

comme un milieu continu et l’interaction solide/liquide est décrite selon le mo-

dèle de Agarwal et O’Neill [46].

Mslurry =

3gsρCd_ZC
4dg

‖
〈
vl
〉l − 〈vs〉s ‖

(gl)2
(1.46)

avec

Cd_ZC =
48Ckeg

s

Re
+ Cie (1.47)

Cke =

{
25
6 si gl 6 0.5
1
2

(gl)3

1−gl
1+4.7(1−gl)
1−1.83(1−gl) si gl > 0.5

(1.48)

Cie =

{
7
3 si gl 6 0.5

24(10E−1)
Re[1−0.9(gl−0.25)1/3(1−gl)2/3]3

si gl > 0.5
(1.49)

avec

E = 0.261Re0.369 − 0.105Re0.431 − 0.124

1 + (log10Re)2
(1.50)

Re est le nombre de Reynolds associé aux grains équiaxes :

Re =
ρdgg

l

µl
‖〈vl〉l − 〈vs〉s‖ (1.51)

avec Cke et Cie des coefficients de trainée, dg le diamètre du grain équiaxe,

〈vs〉s la vitesse intrinsèque du solide.

Dans le cas où la fraction d’enveloppe des grains équiaxes est supérieure

à la limite d’empilement ou qu’on est dans la structure colonnaire, les grains

solides sont considérés comme bloqués et forment un lit solide poreux fixe où

le mouvement du liquide est drastiquement ralenti et modélisé par la loi de

Carman-Kozeny pour la perméabilité :

MPacked =
µl

KCK
=

180(1− gl)2µl

λ2
2(g

l)3
(1.52)
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où la perméabilité KCK est définie par :

KCK =
λ2

2g
l3

180(1− gl)2
(1.53)

avec dg le diamètre du grain, Re le nombre de Reynolds, µl la viscosité

dynamique, λ2 la distance interdendritique secondaire, ρ la densité. gl et gs sont

respectivement les fractions liquide et solide.

Pour le solide

Les grains équiaxes peuvent bouger mais seulement devant le front colon-

naire tant que leur fraction d’enveloppe n’a pas atteint une limite appelée limite

de "packing" genv
(2)

c . La figure 2.4 ci dessous présente 3 différentes zones : une

zone limitée par une ligne noire qui représente la zone colonnaire, une deuxième

zone limitée par une ligne rouge qui présente la zone des grains empilés i.e. la

zone ou genv
(2)

> genv
(2)

c et une troisième zone limitée par une ligne verte dis-

continue qui est la zone où le mouvement du solide est annulé qui est l’union

des deux zones précédentes.

La zone empilée peut se trouver derrière le front colonnaire car généralement

la fraction d’empilement critique genv
(2)

c est inférieure à la limite de blocage

mécaniqu gHunt. En conséquence, le front colonnaire peut avancer sans être

bloqué et dépasser la limite de la zone empilée.

FIGURE 2.4: Représentation de la zone ou le mouvement du solide est annulé.

En se basant sur les travaux de Nguyen [26] pour la description du mouve-

ment des grains équiaxes, on résout la conservation de la quantité de mouvement
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pour la phase solide totale :

−gs∇p+ gsρsBg + Md,s = 0 (1.54)

en utilisant

Md,s =Mregime(g
l)2
(〈

vl
〉l − 〈vs〉s) (1.55)

avecMregime =Mslurry ouMregime =MPacked définis dans le paragraphe

précédent. On obtient pour la zone où les grains équiaxes sont en mouvement :

〈vs〉s =
〈
vl
〉l

+
gs(ρsBgug −∇p)
Mslurry(gl)2

(1.56)

avec ug le vecteur unitaire de gravité. Pour ne pas avoir un passage abrupt

entre la zone où les grains équiaxes sont en mouvement et la zone ou la structure

des grains est fixe, on utilise l’expression :

〈vs〉s = αt

(〈
vl
〉l

+
gs(ρsBgug −∇p)
Mslurry(gl)2

)
(1.57)

avec

αt = α
genv

(2) × αψ (1.58)

tel que

α
genv

(2) = 0.5(1 + tanh(α0(g
env(2)

c − genv(2)))) (1.59)

est un coefficient introduit par Nguyen [26] pour séparer la résolution entre

le domaine où les grains équiaxes sont empilés (packed bed) et celui où les

grains peuvent bouger .

αψ = 0.5(1 + tanh(−α1(ψ + εx))) (1.60)

αψ est un coefficient introduit dans le cadre du travail actuel afin de prendre

en considération la zone colonnaire où les sous-structures sont immobiles. εx
est une valeur de l’ordre d’une à deux tailles de maille pour que la vitesse soit
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complètement nulle au niveau du front et qu’il n y ait pas de vitesse parasite

derrière le front colonnaire, ce qui peut entrainer un mouvement artificiel de

grains de la zone colonnaire vers la zone équiaxe.

La fonction α
genv

(2) est égale à 1 quand genv
(2) ≤ genv

(2)

c , 0 et avec une tran-

sition progressive entre les deux valeurs. La fonction αψ, quand à elle, vaut 1

quand ψ < 0 (devant le front colonnaire) et 0 sinon. La multiplication des deux

fonctions fait qu’on a une fonction αt qui vaut 1 tant qu’on est devant le front

colonnaire et qu’on est dans une zone où les grains ne sont pas empilés ce qui

est représentée sur la figure 2.5.

FIGURE 2.5: Représentation de la fonction αt en fonction de genv(2) et ψ pour α0 = 100 et
α1 = 1000 (εx = 4mm et genv(2)c = 0.4))

2 Algorithme et implémentation

2.1 L’algorithme générale

Selon Combeau et Založnik [31], si le temps caractéristique pour la germi-

nation et la croissance est moins important que celui du transport, il est possible

de mettre en œuvre une résolution du système d’équations par une méthode de
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splitting que nous présentons maintenant. Deux échelles de temps différentes

sont utilisées pour résoudre les équations décrivant chaque phénomène. En pra-

tique, les équations de conservation précédemment présentées sont divisées en

deux parties. D’une part, la partie décrivant le transport (échelle macroscopique)

et d’autre part la partie décrivant la germination et la croissance des grains ou

sous-structures colonnaires (échelle microscopique). Cette approche correspond

à la séparation des échelles proposée par Combeau [31] et Thévoz [30]. L’al-

gorithme général est présenté à la figure 2.6. Après une étape d’initialisation

des différents champs, une boucle en pas de temps est réalisée. A chaque pas

de temps, différents modèles sont appelés avec principalement le transport de

la fonction Level Set, une boucle itérative qui contient les étapes principales du

modèle : la résolution de l’équation de conservation de l’énergie, le transport

des grains équiaxes et de soluté, la germination et la croissance, la détermina-

tion des vitesses des phases solide et liquide et enfin le calcul de la vitesse du

front colonnaire.

La figure 2.7 présente l’algorithme détaillé. A chaque étape de la résolu-

tion, on présente en noir le nom de l’étape ainsi que l’équation résolue pendant

cette étape. On présente en bleu les variables qui sont utilisées en entrée de

cette étape et en rouge les variables qui sont déterminées à son issue. A chaque

pas de temps, une étape de transport de la fonction Level Set pour déterminer

la nouvelle position du front est réalisée comme cela a été décrit dans le para-

graphe 1.2 de ce chapitre. Ensuite, une boucle itérative ( itération ν) est réalisée.

A l’intérieur de cette boucle, on résout tout d’abord le bilan d’énergie (1.14) à

l’issue duquel on détermine une variation d’enthalpie. Ensuite, on transporte les

grains équiaxes et le liquide. Cette étape est réalisée à travers la résolution des

quatres équations présentées sur l’algorithme et expliquées dans le paragraphe

2.2 ( Les équations 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4 ). Par la suite, suivant le signe de la

fonction distance on distingue deux chemins de résolution :

1. si ψ > 0 alors l’apparition des sous-structures colonnaires et leur crois-

sance est résolue comme décrit dans les paragraphes 2.3.1 et 2.3.2 sui-

vants. Dans ce cas, les variables équiaxes prennent leurs valeurs au pas de
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temps précédent. Ceci permet de garder l’information sur l’historique des

grains équiaxes qui se sont formés avant le passage du front colonnaire.

Toutefois, comme on fait l’hypothèse que les grains équiaxes sont intégrés

à la structure colonnaire si le front n’est pas arrêté, les variables totales

sont égales, dans ce cas, à celles associés à la structure colonnaire.

2. si ψ ≤ 0 , alors la germination des grains équiaxes et leur croissance

sont résolues comme décrit dans les paragraphes 2.3.1 et 2.3.2 suivants.

Les variables colonnaires prennent une valeur nulle et les variables totales

prennent les valeurs associées à la structure équiaxe.

Enfin, la dernière étape de cette boucle consiste à résoudre les équations de

conservation de quantité de mouvement au niveau des deux phases solide et

liquide comme décrit dans le paragraphe 1.3.7. Après convergence, on calcule

enfin la vitesse du front pour le pas de temps suivant.
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FIGURE 2.6: Présentation générale de l’algorithme de résolution.
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FIGURE 2.7: Présentation détaillée de l’algorithme de résolution.
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2.2 Le transport

Après la détermination de la nouvelle position du front colonnaire, une étape

de transport des grains est réalisée. Pour ceci cinq équations de transport sont

résolues comme montré à la figure 2.7. Elles correspondent successivement au

transport de la fraction solide gstr, de la densité des grains Ntr, de la fraction

d’enveloppe genvtr et de la composition de soluté 〈wα〉αtr, avec α = s pour le

solide et α = l pour le liquide. L’indice tr fait référence à une grandeur obtenue

après l’étape de transport. Ces équations s’écrivent :

∂

∂t
gstr + 〈vs〉s ·∇gstr + gstr∇ · 〈vs〉s −∇ · (DM∇gstr) = 0 (2.1)

∂

∂t
Ntr + 〈vs〉s ·∇Ntr +Ntr∇ · 〈vs〉s −∇ · (DM∇Ntr) = 0 (2.2)

∂

∂t
genvtr + 〈vs〉s ·∇genvtr + genvtr ∇ · 〈vs〉s −∇ · (DM∇genvtr ) = 0 (2.3)

gαtr

[
∂

∂t
〈wα〉αtr + 〈vα〉α ·∇〈wα〉αtr

]
−∇ · (DMg

α
tr∇〈wα〉αtr)

+ 〈wα〉αtr∇ · (DM∇gαtr) = ∇ · (DM 〈wα〉αtr∇g
α
tr)

(2.4)

où le terme de diffusion numérique est défini par :

DM =
(
hvs
e

)2
(α |∇ · 〈vs〉|+ β |∇ · 〈vs〉s|) (2.5)

avec

hvs
e =

2‖vscenter‖∑Nn
i |vscenter ·∇ϕi|

(2.6)

avec ϕi la fonction d’interpolation associée au noeud i et vscenter la vitesse

du solide au centre de l’élément. Le coefficent DM est un coefficient de dif-

fusion artificielle ajouté dans le cadre des travaux de Nguyen [47] pour éviter

72



CHAPITRE 2. MODÈLE COLONNAIRE-ÉQUIAXE

les problèmes numériques liés à la résolution des équations purement convec-

tives par la méthode des éléments finis. La justification et l’étude de l’effet de

l’introduction de ce coefficient sont données dans la thèse de Nguyen [26].

Dans le cadre du modèle colonnaire-équiaxe, on a constaté que ce coeffi-

cient peut créer un problème de diffusion artificielle de champs entre la zone

colonnaire et la zone équiaxe. Ceci s’explique par la méthode numérique qu’on

utilise pour calculer la divergence ∇ · 〈vs〉s. En effet, on calcule la divergence

au niveau des éléments (P0) puis on déduit sa valeur nodale (P1). Par la suite,

on peut avoir une valeur non nulle au niveau de certains noeuds derrière le front

colonnaire (dans la zone colonnaire) alors que les sous-structures colonnaires

sont fixes (〈vs〉s = 0). Pour éviter ce problème, on calcule DM de la manière

suivante .

DM = H ×
(
hvs
e

)2
(α |∇ · 〈vs〉|+ β |∇ · 〈vs〉s|) (2.7)

Avec

H =

{
1 si ψ < 0

0 si ψ ≥ 0
(2.8)

En résolvant ces équations, les variables moyennées totales relatives à la

phase solide sont transportées à la vitesse du solide 〈vs〉s qui est nulle dans la

zone colonnaire : 〈vs〉s = 0 si ψ > 0. Par la suite, ceci n’a aucun effet sur les

sous-structures colonnaires qui restent immobiles. La composition du liquide

totale
〈
wl
〉l est transportée à la vitesse du liquide

〈
vl
〉l. La composition in-

trinsèque du solide 〈ws〉s est transportée à la vitesse du solide 〈vs〉s. Ensuite, les

grandeurs moyennes totales transportées sont passées comme variables d’entrée

pour l’étape de germination aussi bien pour la structure colonnaire que pour la

structure équiaxe. Pour ceci, on commence par affecter à chaque variable rela-

tive à la structure X(k)
tr la valeur obtenue après transport pour la variable totale

Xtr.

gs
(k)

tr = gstr (2.9)
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N
(k)
tr = Ntr (2.10)

genv
(k)

tr = genvtr (2.11)

〈
wl(k)

〉l(k)
tr

=
〈
wl
〉l
tr

(2.12)

〈
ws(k)

〉s(k)
tr

= 〈ws〉str (2.13)

2.3 Germination et croissance

Après l’étape de transport qui est réalisée à l’échelle macroscopique en utili-

sant un pas de temps macroscopique ∆t, une étape de germination est effectuée

suivie par l’étape de croissance qui est résolue à chaque nœud en utilisant un

pas de temps micro, δt. La germination peut être hétérogène pour les grains

équiaxes. C’est le mécanisme prédominant dans les alliages inoculés. Ceci cor-

respond à la croissance de grains à partir de germes déjà présents dans le li-

quide [48]. Les sous-structures colonnaires, quand à elles, ont un mécanisme

d’apparition différent guidé par la position du front. Ce mécanisme est décrit au

paragraphe 1.3.5

2.3.1 Germination

Germination de l’équiaxe

Si la surfusion de germination est atteinte et en l’absence de grains équiaxes,

la densité des grains après germination N (2)
N est celle après le transport N (2)

tr à

laquelle on ajoute la densité nominale des germes pour la germination hétéro-

gène, N (2)
gh , ainsi que la densité des fragments générés par fragmentation N (2)

frag.

Soit N (2)
0 = N

(2)
gh +N

(2)
frag :

N
(2)
N = N

(2)
tr +N

(2)
0 (2.14)
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N
(2)
frag est préalablement déterminée de la manière suivante : Si au niveau

d’un élément P devant le front colonnaire (ψ < 0), on a ‖∇T‖ < ‖∇T‖critique
où ‖∇T‖critique est une valeur seuil, alors on active la fragmentation à préciser.

Par la suite, La valeur de la densité des fragments ou grains équiaxes générés

par fragmentation sera déterminée de la manière suivante :

dN
(2)
frag

dt
= Φfrag =

1

V0

∫∫
Sψ/P

ϕfrag ds (2.15)

avec Sψ/P la surface d’intersection entre un élément P et une isovaleur nulle

de la fonction levelset ψ (figure 2.8) et V0 le volume de l’élément P . Comme

on prend ϕfrag = cste alors

Φfrag =
Sψ/Pϕfrag

V0
(2.16)

FIGURE 2.8: Un élément tétraédrique P avec la surface de fragmentation Sψ/P .

Par la suite, les différentes variables liées à la structure équiaxe varient de la
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manière suivante. Pour le liquide équiaxe total :

gl
(2)

N = gl
(2)

tr − VgermN
(2)
0 (2.17)

avec gl
(2)

N , la fraction du liquide équiaxe après l’étape de germination, gl
(2)

tr celle

après l’étape de transport et Vgerm le volume du grain à la germination, préala-

blement fixé. On considère que les grains équiaxes germent avec une morpho-

logie sphérique globulitique. Par la suite leur volume est Vgerm = 4
3πR

3
g avec

Rg = 0.5µm.

Pour le solide équiaxe :

gs
(2)

N = 1− gl(2)N (2.18)

Pour l’enveloppe des grains équiaxes :

genv
(2)

N = genv
(2)

tr + VgermN
(2)
0 (2.19)

Pour la composition du liquide équiaxe :

〈
wl(2)

〉l(2)
N

=

〈
wl(2)

〉l(2)
tr

gl
(2)

N

(
gl

(2)

tr − VgermN
(2)
0 k
)

(2.20)

avec
〈
wl(2)

〉l(2)
N

la composition du liquide équiaxe après l’étape de germination,〈
wl(2)

〉l(2)
tr

celle après l’étape de transport, k le coefficient de partage.

Pour la composition du solide équiaxe :

〈
ws(2)

〉s(2)
N

=
1

gs
(2)

N

(〈
ws(2)

〉s(2)
tr
gs

(2)

tr + VgermN
(2)
0 k

〈
wl(2)

〉l(2)
tr

)
(2.21)

avec
〈
ws(2)

〉s(2)
N

la composition du solide équiaxe après l’étape de germination

et
〈
ws(2)

〉s(2)
tr

celle après l’étape de transport.
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Germination du colonnaire

Par hypothèse, les grains équiaxes qui se retrouvent dans la zone colonnaire

sont intégrés en tant que sous-structures de cette zone [9]. Par la suite, la densité

des grains après germination ne correspond pas seulement àN (1)
0 =

1

λ3
1

qui est la

densité des sous-structures colonnaires, ainsiN (1)
N 6= N

(1)
0 . Avec ces hypothèses,

on obtient les équations suivantes.

Pour la densité des grains :

N
(1)
N = N

(2)
tr +N

(1)
0 (2.22)

où N (2)
tr est la densité des grains équiaxes après le transport qui sera intégrée

à la structure colonnaire, N (1)
0 la densité nominale des sous-structures colon-

naires et N (1)
N la densité finale des sous-structures colonnaires. Par la suite, les

variables liées à la structure colonnaire varient suite à cette étape de la manière

décrite ci-après.

Dans ce qui suit, on utilisera des variables liées à la structure équiaxe pour

prendre en considération la formation des structures équiaxes juste avant l’arri-

vée du front colonnaire.

Pour la fraction du liquide colonnaire :

gl
(1)

N = gl
(2)

tr − VgermN
(1)
0 (2.23)

avec gl
(2)

tr la fraction du liquide équiaxe juste avant l’arrivée du front co-

lonnaire, gl
(1)

N la fraction du liquide colonnaire après l’étape de germination du

colonnaire.

Pour la fraction du solide colonnaire :

gs
(1)

N = 1− gl(1)N (2.24)

Pour la fraction d’enveloppe colonnaire :

genv
(1)

N = genv
(2)

tr + VgermN
(1)
0 (2.25)
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avec genv
(2)

tr la fraction d’enveloppe de l’équiaxe avant le passage du front

colonnaire.

Pour la composition du liquide colonnaire :

〈
wl(1)

〉l(1)
N

=

〈
wl(2)

〉l(2)
tr

gl
(1)

N

(
gl

(2)

tr − VgermN
(1)
0 k
)

(2.26)

avec
〈
wl(2)

〉l(2)
tr

la composition du liquide équiaxe avant le passage du front

colonnaire. On prend ainsi en considération les conditions solutales existantes

avant le passage du front colonnaire.

Pour la composition du solide colonnaire :

〈
ws(1)

〉s(1)
N

=
1

gs
(1)

N

(〈
ws(2)

〉s(2)
tr
gs

(2)

tr + VgermN
(1)
0 k

〈
wl(2)

〉l(2)
tr

)
(2.27)

avec
〈
ws(2)

〉s(2)
tr

et gs
(2)

tr respectivement, la composition intrinsèque ainsi que

la fraction du solide équiaxe avant le passage du front.

2.3.2 Croissance

Le bilan des équations à résoudre pour décrire cette étape est d’une part celui

associé à la conservation de l’enthalpie et d’autre part les équations de bilans de

masse et de soluté dans les différentes phases.

Conservation de l’enthalpie

La variation de l’enthalpie moyenne pendant un micro pas de temps, δ 〈h〉,
en considérant les capacités thermiques, cp, des différentes phases constantes et

égales, peut s’écrire de la manière suivante :

δ 〈h〉 = cpδT − δgsLf (2.28)

avec cp la capacité thermique, Lf la chaleur latente , δgs la variation de la
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fraction solide et δT la variation de la température.

δT =tm+δt T − tmT = (Tf +mlwl
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 ))−tm T (2.29)

avec tmT la température à l’instant tm (temps micro) et t
m+δtT la température

à l’instant tm+δt, avec δt le micro pas de temps : δt = ∆t/n , ∆t étant le macro

pas de temps et n le nombre de micro pas de temps par macro pas de temps.

δ 〈h〉 =
t+∆t 〈h〉 −t 〈h〉

n
(2.30)

avec δ 〈h〉 la variation de l’enthalpie pendant un macro pas de temps, t+∆t 〈h〉
l’enthalpie à l’instant t+ ∆t et t 〈h〉 l’enthalpie à l’instant t.

Par la suite on obtient :

t+∆t 〈h〉 −t 〈h〉
n

= cp

(
(Tf +mlwl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 ))−tm T

)
−Lf

(
t+∆tgs

(k)

tr −t gs
(k)

n
+

t+∆tgs
(k)

N −t+∆t gs
(k)

tr

n
+

Γs
(k)

ρs
δt

)
(2.31)

avec t+∆tgs
(k)

tr la fraction solide à l’instant t + ∆t après l’étape de transport,
tgs

(k)

la fraction solide à l’instant t et t+∆tgs
(k)

N la fraction solide à l’instant t+∆t

après l’étape de germination. En réarrangeant les termes, on obtient :

cpm
lwl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 ) − Γs

(k)/l
(k)
1
Lf
ρs
δt

=
t+∆t 〈h〉 −t 〈h〉

n
− cp(Tf −t

m

T ) + Lf

(
t+∆tgs

(k)

N −t gs(k)

n

) (2.32)

Bilans de masse totale et de soluté

En appliquant l’équation 4.2 et 4.4 de l’annexe A avec α = s(k) en ne pre-

nant que les termes relatifs à la croissance (la prise en compte des termes dus

au transport et à la germination est déjà réalisée précédemment du fait de la
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méthode de séparations des échelles), on obtient :

∂gs
(k)

∂t
=

Γs
(k)/l

(k)
1

ρ
(2.33)

∂(ρgs
(k)
〈
ws(k)

〉s(k)
)

∂t
= Γs

(k)/l
(k)
1 ws(k)(s(k)/l

(k)
1 )+

ρsS
s(k)/l

(k)
1

v Ds

δs(k)(s(k)/l
(k)
1 )

(ws(k)(s(k)/l
(k)
1 )−

〈
ws(k)

〉s(k)
)

(2.34)

La justification de ces équations splittées est détaillée dans le paragraphe B .

Le bilan de masse de soluté pour le liquide total l(k) est justifié en détails

dans le paragraphe 2.2 de l’annexe B et s’écrit ainsi :

∂

∂t
(gl

(k)

ρl
〈
wl(k)

〉l(k)
) = −Γs

(k)/l
(k)
1 wl

(k)
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1 ) − ρlDlSl

(k)
1 /l

(k)
2

v
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(k)
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2

wl
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 ) −

〈
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〉l(k)
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(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

(2.35)

Bilans interfaciaux

Γs
(k)/l

(k)
1 + Γl

(k)
1 /s(k)) = 0 (2.36)
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〈
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(2.37)

Pour déterminer l’évolution des différentes grandeurs suite à l’étape de crois-

sance, le système d’équations 2.32 et 2.37 est tout d’abord résolu d’une manière

itérative pour déterminer Γs
(k)/l

(k)
1 et wl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 ).

Ensuite les équations 2.33, 2.34 et 2.35 sont utilisées pour déterminer les
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différentes fractions et compositions des phases : gs
(k)

,
〈
ws(k)

〉s(k)
,
〈
wl(k)

〉l(k)
La figure 2.9 présente l’algorithme de l’étape de germination et croissance

(bloc en orange dans la figure 2.7).
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FIGURE 2.9: Présentation de l’algorithme de germination et croissance.
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3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un modèle qui décrit la formation

des structures colonnaire et équiaxe en prenant en considération la morphologie

dendritique et le mouvement des grains équiaxes. Ce modèle est une extension

du travail réalisé dans le cadre de la thèse de Nguyen [26] qui a développé

un modèle en utilisant la méthode des éléments finis pour décrire la structure

équiaxe et son transport.

Notre contribution se résume dans les points suivants :

• Mise en place d’un modèle décrivant la croissance simultanée de structures

colonnaires et équiaxes.

• Développement d’une méthode de suivi de front basée sur la méthode Le-

vel Set pour déterminer la position du front colonnaire.

• Développement d’un module qui permet de calculer la vitesse du front

colonnaire en utilisant un modèle de cinétique des pointes de dendrites.

• Implémentation d’un modèle de microségrégation à 3+3 phases simulant

la germination et la croissance des deux structures colonnaire et équiaxe.

• Prédiction de la transition colonnaire équiaxe en utilisant un critère méca-

nique ainsi que par effet solutal.

• Réalisation des modifications nécessaires concernant le module de vitesse

solide et de résolution du bilan de quantité de mouvement pour la phase li-

quide pour prendre en considération le mouvement du liquide et des grains

équiaxes en présence d’un front colonnaire.

• Modélisation de la fragmentation comme source de grains équiaxes en plus

de la germination hétérogène.
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Chapitre 3

Applications expérimentales et validation

Dans ce chapitre, nous allons tester les différentes briques du modèle à tra-

vers 3 cas tests. Tout d’abord, nous allons tester le suivi du front et la croissance

colonnaire pur dans un premier cas 1D. Par la suite, nous allons simuler la crois-

sance simultanée des deux structures colonnaire et équiaxe ainsi que la TCE à

travers le deuxième cas. Toutefois dans ce dernier,le solide est considéré comme

fixe et on ne considère pas la convection du liquide. Enfin, nous appliquerons

le modèle complet (avec transport des grains et convection du liquide) sur un

troisième cas expérimental en 2D puis en 3D.

1 Croissance colonnaire et suivi du front :

1.1 Description du cas test

Pour vérifier l’implémentation de la méthode de suivi de front, le modèle est

testé dans un premier temps sur un cas 1D. Dans ce cas test, seul l’avancée du

front colonnaire est décrite suivant la méthode expliquée dans le paragraphe 1.2

du chapitre 2 et en utilisant une vitesse des pointes calculée suivant la méthode

décrite dans le même paragraphe. Ainsi, seule la convection de la Level Set, le

bilan de l’énergie et le modèle de microségrégation en considérant seulement la

présence d’une structure colonnaire sont résolus. Dans ce cadre, on ne considère

pas la germination des grains équiaxes, ni la convection du liquide.

Nous considérons le domaine rectangulaire schématisé sur la figure 3.1 avec

100 mm de longeur et 1 mm d’épaisseur, refroidi du côté gauche (hext =
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500 W.m−2.K−1). Les autres côtés sont adiabatiques. La température initiale

est de 800◦C et la température extérieure est de Text = 100◦C. Six capteurs

sont placés à l’intérieur du domaine : deux aux extrémités et quatre distants

de 20 mm. Les propriétés thermodynamiques utilisées sont celles de l’alliage

Al − 7 %pds Si et sont détaillées dans l’annexe C. Sa température de liqui-

dus est de 618◦C. Les conditions thermiques et les paramètres numériques sont

précisés successivement au tableau 3.1.

Une comparaison avec un calcul de référence a été réalisée. Le cas référence

utilise un modèle de suivi de front établi par Gandin [49] développé pour com-

parer les températures de mesures expérimentales sur des lingots Al-Si.

Ce calcul a été effectué en parallèle sur 4 cœurs et a duré 25 min pour décrire

environ 10 min de solidification.

FIGURE 3.1: Schéma du cas de simulation [26].

TABLE 3.1: Conditions thermiques et paramètres numériques.

1.2 Résultats

Notre modèle permet de retrouver avec une bonne précision aussi bien les

résultats au niveau de la thermique que la fraction solide. Sur les deux figures
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3.2 et 3.3, les courbes en tirets noirs représentent les résultats du modèle de

référence en suivi de front [23]. Les courbes en traits continus et colorés repré-

sentent successivement nos résultats au niveau des 6 différents capteurs C1 à

C6. Seul un domaine restreint en température [570 K, 620 K] a été représenté.

1.2.1 Évolution de la température

Dans un premier temps et pour vérifier notre implémentation, l’évolution de

la température a été représentée en fonction du temps au niveau des six capteurs

successifs (C1 à C6) pour les solutions de référence ([23]) et comparée avec

les solutions proposées avec notre approche (figure 3.2). Ces courbes montrent

au début une descente rapide qui correspond au refroidissement du liquide puis

une descente plus lente correspondant à la formation de la phase solide dans

une zone pâteuse avec libération de la chaleur latente puis une descente rapide

recommence correspondant au refroidissement du solide uniquement après so-

lidification. Les changements entre ces 3 régimes sont d’autant plus marquées

que l’on s’éloigne du refroidisseur.
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FIGURE 3.2: Évolution temporelle de la température sur les différents capteurs de C1 à C6 :
les courbes en lignes pointillées correspondent aux résultats du modèle référence (suivi du front
[23]), les courbes colorées en lignes continues correspondent aux résultats de notre modèle.
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1.2.2 Fraction solide

En deuxième lieu, nous avons regardé l’évolution de la fraction solide (fi-

gure 3.3). On constate qu’au niveau des différents capteurs, il y a une tangente

verticale au début de la solidification au moment où le front arrive. Ceci s’ex-

plique par le fait que l’avancement du front colonnaire se fait avec une surfu-

sion ∆T > 0 comme on peut le voir sur la courbe de température qui montre

un plateau à 613◦ C bien visible pour le dernier capteur alors que le liquidus

de l’alliage est à 618◦ C. Par la suite, la solidification se fait à une surfusion

de 5◦ C et un saut de fraction solide au début de solidification est observé de

l’ordre de 0.12. Cette évolution est due à la transformation de phase qui remet

le liquide, en surfusion initialement, à l’équilibre thermodynamique, selon la

loi de solidification utilisée. En conséquence, une fraction de solide se forme

immédiatement après le passage du front, en lien avec la température du front.

Les courbes montrent aussi une augmentation très brutale de la fraction solide

gs qui arrive à l’instant où la température de 577◦C est atteinte. Ceci correspond

à la transformation eutectique.
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FIGURE 3.3: Évolution temporelle de la fraction solide sur les différents capteurs de C1 à C6 :
les courbes en lignes pointillées correspondent aux résultats d’un modèle référence (suivi du
front), les courbes colorés en lignes continues correspondent aux résultats de notre modèle.

On peut conclure que la modélisation de l’avancement du front via la mé-
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thode Level Set ainsi que la description de l’évolution d’une structure purement

colonnaire dans le cas 1D a été validée.

2 Transition colonnaire-équiaxe à solide fixe :

Dans un deuxième temps, une application avec le modèle en prenant en

considération à la fois la croissance des structures colonnaires et équiaxes a été

réalisée pour un lingot cylindrique où on a mesuré expérimentalement la posi-

tion de la transition colonnaire-équiaxe (TCE)[19]. La solidification est dirigée,

le front colonnaire se propage suivant la direction du grand axe du cylindre.

C’est pourquoi, cette expérience a été modélisée en 1D. Le mouvement du li-

quide ainsi que le transport des grains équiaxes ne sont pas considérés dans ce

cas. La vitesse de croissance des pointes de dendrites colonnaires est calculée

selon une formule empirique vfront = A · ∆T n avec ∆T la surfusion au front,

A = 2.9 · 10−6m.s−1.K−n et n = 2.7. Pour le blocage du front, un critère méca-

nique est utilisé [15] avec une valeur de fraction d’enveloppe limite prise égale

à 0.5.

2.1 Description du cas test

La solidification d’un lingot en Al-7% pds Si dont les propriétés thermody-

namiques sont détaillées dans l’annexe C.2 est étudiée. Ses dimensions sont de

17.3 cm pour la hauteur et de 7 cm pour le diamètre. Étant donné l’extraction 1D

de la chaleur, la largeur de ce domaine ne joue pas de rôle. Ainsi la géométrie

du lingot est simplifiée et représentée par un domaine bidimensionnel (17.3 cm

x 3.5 cm). On applique les conditions aux bords mentionnées dans le tableau (c)

de la figure 3.4. Une seule classe de germes est considérée avec une densité ho-

mogène de N (2) = 9× 106grains.m−3 qui est activée pour ∆Tn = 4.8 K. Cette

surfusion est choisie car elle correspond à la surfusion atteinte un peu avant le

maximum de la vitesse du front colonnaire. Ce calcul a été effectué en parallèle

sur 16 cœurs et a duré 1 heure pour décrire environ 25 min de solidification.
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FIGURE 3.4: Présentation du cas test de solidification dirigée d’un lingot en Al-7% pds Si mon-
trant (a) la géométrie du domaine simulé, (b) la structure des grains et position expérimentale
de la TCE [19], (c) les conditions aux limites thermiques et paramètres numériques.

2.2 Résultats

La figure 3.5 présente l’évolution de la température en fonction du temps.

Les courbes en tirets noirs représentent les résultats expérimentaux pour les

différents thermocouples placés de 20 mm à 140 mm et espacés de 20 mm

[19]. Les courbes continues colorées représentent les différents résultats pour

l’ensemble des capteurs placés dans les mêmes positions que les thermocouples.

On constate une bonne coïncidence entre les résultats de la simulation et les

résultats expérimentaux.
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FIGURE 3.5: Évolution temporelle de la température : comparaison des résultats de simulation
(courbes en lignes continues colorées) avec les mesures expérimentales (lignes noirs en tirets)
pour les différents capteurs placés dans le domaine.

La figure 3.6 représente les résultats en fin de solidification. On présente à

gauche la densité des grains colonnaires et à droite la fraction des enveloppes

équiaxes.

Dans la partie inférieure du lingot, une structure purement colonnaire se dé-

veloppe (sauf un point peut être du à une instabilitée) avec une densité égale à

1.027 × 1010 grains.m−3= 1
λ31

([9]) . Ensuite, les grains équiaxes commencent à

apparaitre avec une densité de 9× 106 grains.m−3 qui est la densité des germes

initiaux imposée. Le front ne s’arrête pas tout de suite, le critère de blocage mé-

canique (genv
(2)

> ghunt avec ghunt = 0.5) n’étant pas encore atteint. Ceci donne

naissance à une zone mixte où les grains équiaxes et colonnaires coexistent.

Toutefois, on fait l’hypothèse dans notre modèle que les grains équiaxes qui ont

germé et n’ont pas bloqué le front sont intégrés à la structure colonnaire après

le passage du front. Ceci explique la densité de grains du domaine colonnaire

(1.028× 1010 ' 1.027× 1010 + 9× 106) grains.m−3.

Comme on peut le voir sur la figure 3.6, le modèle prédit une zone de transi-

tion où les grains équiaxes se forment mais leur fraction volumique est insuffi-

91



CHAPITRE 3. APPLICATIONS EXPÉRIMENTALES ET VALIDATION

sante pour bloquer mécaniquement le front. Ensuite, le front continue à avancer

et se bloque quand la fraction des enveloppes de grains équiaxes atteint la valeur

limite de Hunt. Une position de TCE de 11.8 cm est alors prédite, une valeur qui

coïncide avec le résultat expérimental (figure 3.6). Quelques irrégularités sont

aperçus dans le champs de la densité de grains équiaxes et peuvent être dus à

quelques instabilités numériques.Ces irrégularités peuvent diminuer en maillant

plus finement mais comme la position de la TCE n’est pas fortement impactée,

on a choisit de considérer ce résultat.

FIGURE 3.6: Densité finale de grains pour la structure colonnaire (à gauche) et fraction des
enveloppes des grains équiaxes (à droite) ainsi que la position de la TCE (ligne blanche hori-
zontale).

Sur la figure 3.7, les résultats du modèle de suivi de front pour une simula-

tion de croissance colonnaire pur (en noir) et les résultats de notre modèle à 3+3

phases (en rouge) sont superposés. Sur la première courbe, le gradient de tem-

pérature au niveau du front est suivi en fonction de sa position. Sur la deuxième

courbe, la vitesse du front colonnaire en fonction de sa position est présentée .

On constate que la TCE a eu lieu juste avant d’atteindre la valeur de vitesse

de front maximale ou encore la valeur minimale de gradient thermique, ce qui

correspond aux résultats attendus [19].
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En effet, un mécanisme de déstabilisation du front a été proposé par Gandin

[19] en se basant sur la solidification dirigée de lingots Al-Si et un modèle

1D : A mesure que la chaleur est évacuée à travers le solide et en l’absence

de grains équiaxes, le gradient Gl dans le liquide devant le front va devenir de

plus en plus faible. Si Gl est suffisamment faible, la chaleur latente dégagée

par le front en croissance peut être évacuée en partie via le liquide et par la

suite, un gradient local négatif Gl se forme dans le liquide. C’est ce passage

d’une croissance contrainte à non-contrainte qui indique la déstabilisation des

structures colonnaires favorisant la transition colonnaire équiaxe.

FIGURE 3.7: Comparaison du modèle actuel avec le modèle de suivi de front pour une crois-
sance colonnaire pure [19] pour la vitesse du front (bas) et le gradient de température dans le
liquide au niveau du front colonnaire (haut) en fonction de la position du front.
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2.3 Etude paramétrique

Une étude paramétrique a été faite afin d’étudier l’influence de différents

paramètres sur le résultat final de la position de la TCE. Plusieurs tailles de

mailles ont été testées ainsi que plusieurs surfusions de germination et plusieurs

densités de germes initiaux. La distance interdendritique primaire a été aussi

variée. Le tableau ci-dessous présente une partie de l’étude paramétrique qui a

été faite.

FIGURE 3.8: Position de la TCE calculée en fonction de la valeur de différents paramètres
physiques et numériques du modèle (en rouge : les valeurs modifiées par rapport au premier cas
de référence).

D’après cette étude, on a remarqué que la densité des grains équiaxes a une

influence sur les résultats. En effet, plus la densité de germination des grains

équiaxes est faible plus la position de la TCE est éloignée. Dans notre cas, une

densité de 9×106 m−3 permet de retrouver le résultat expérimental. Néanmoins,

ceci a une influence sur la taille finale des grains. En effet, une densité de 9 ×
106 m−3 permet de retrouver une taille finale de 2.9 mm qui peut être une taille

plus grossière que celle estimée par Leriche [9] de 1.5 mm (obtenue pour une

densité de 4.8×107 ). Le résultat est peu influencé dés lors que la taille de maille

est inférieure à 2.5 mm. Quant à la surfusion de germination, on constate que

si on augmente la surfusion, la position de la TCE est plus éloignée. Toutefois,

on a choisi de ne pas faire varier ce paramètre dans une large gamme car il est

choisi de façon à faire apparaitre la position de la TCE juste avant le maximum
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de la vitesse du front, correspondant à une surfusion estimée de 4.8°C. Enfin, on

fait varier l’espacement interdendritique primaire et on constate que les résultats

sont peu influencés par ce paramètre.

On peut conclure que le modèle colonnaire équiaxe à ce stade (sans considé-

ration du mouvement du liquide ni celui de solide) donne une évolution attendue

des différents champs colonnaires et équiaxes avec une estimation de la transi-

tion colonnaire équiaxe qui varie toutefois, si on change la densité des germes

initiale choisie.

3 Transition colonnaire-équiaxe avec convection du liquide
et transport des grains équiaxes :

Enfin, le modèle complet est testé pour un cas expérimental qui est pré-

senté ci-dessous. Dans ce cas, nous allons activer toutes les briques du modèle :

avancement du front, résolution de l’énergie, croissance des deux structures co-

lonnaire et équiaxe avec la TCE, convection du liquide et transport des grains

équiaxes. Ceci va être tout d’abord réalisé dans une simulation 2D. Puis, des

résultats d’une simulation en 3D sont présentés.

La cinétique utilisée pour l’avancement du front colonnaire est basée sur le

modèle KGT [42] tel que décrit dans la partie 1.2.1 du chapitre 2.

Pour tester l’effet du blocage solutal, on a choisit dans ce cas de ne pas

considérer le blocage mécanique. Ceci veut dire que le front est bloqué quand

la vitesse du front s’annule automatiquement lors d’enrichissement important

en soluté devant le front colonnaire du à la présence des grains équiaxes.

3.1 Présentation de l’expérience

Des essais expérimentaux ont été réalisés dans le cadre du travail de doctorat

de Marvin Gennesson [50] pour étudier l’effet des inoculants sur la taille des

grains et sur la structure du lingot coulé. Une configuration de solidification

expérimentale a été développée pour étudier les effets spécifiques des inoculants

sur le développement des grains équiaxes. Comme cas de référence, un essai a
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été développé avec une nuance d’acier 42CrMo4 sans ajout d’inoculant. Ce cas

d’essai a servi de configuration de simulation pour tester l’ensemble des briques

de notre modèle.

Le métal à fondre est préparé dans un creuset qui est chauffé par un induc-

teur jusqu’à atteindre une température de l’ordre de 1560◦ ±10◦C. Des thermo-

couples ont été placés dans le socle et dans l’isolant pour récupérer l’évolution

temporelle de la température (figure 3.9-b). Le lingot expérimental de référence

montre une structure colonnaire en bas du lingot qui s’étend sur une épaisseur

voisine de 0.8 cm comme observé sur la figure 3.10-c. Le reste du lingot est

constitué de structures équiaxes. La structure équiaxe obtenue est globalement

globulaire et de taille fine, de l’ordre de quelques centaines de micromètres.

FIGURE 3.9: Les composants du moule (a) réels et (b) schématisés [50].
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FIGURE 3.10: (a) Schéma du lingot avec la position des deux parties montrant (b) la structure
des grains en haut du lingot et (c) la position expérimentale de la TCE en bas du lingot(ligne
rose)[50] .

3.2 Simulation 2D

3.2.1 Configuration de la simulation

L’alliage est considéré, dans le cadre approché du modèle proposé, comme

binaire de composition Fe-0.4%C. Une modélisation 2D plane a tout d’abord été

réalisée, le lingot réel étant de section transversale carrée. La modélisation est

réduite à une moitié de section verticale en raison de la symétrie du problème.

Une section rectangulaire de dimension 0.03 m × 0.25 m est utilisée pour les

simulations. Le moule ne pouvant être considéré dans le code CIMLIB (pas

de modélisation multi-domaines mise en place), seules les évolutions propres

au lingot sont simulées. Des conditions aux limites thermiques sont imposées

en surface, par 3 coefficients de transfert de chaleur estimés pour retrouver les

données des mesures expérimentales. Des conditions de types Fourier sont ainsi

appliquées tel que décrit à la figure 3.11 ci-dessous.

La formation des grains équiaxes est gérée par une loi de germination hé-
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térogène dans le bain liquide avec une densité de germes de 109 m−3 et une

surfusion de germination de 1 K. La fraction d’enveloppe de blocage des grains

équiaxes par empilement est fixée à 0.27. À partir de cette limite les grains

équiaxes sont considérés comme immobiles. Le calcul est réalisé sur un maillage

isotrope de 2 mm. Le pas de temps macro utilisé est de 0.1 s. Le pas de temps ex-

ploité pour le suivi des évolutions des microstructures (germination, croissance)

est de 0.01 s. Les paramètres thermodynamiques utilisés pour le matériau sont

présentés dans le tableau C.3 de l’annexe C. Ce calcul a été effectué en parallèle

sur 24 cœurs et a duré 16 heures pour décrire environ 30 min de solidification.

FIGURE 3.11: (a) Géométrie du domaine 2D simulé et conditions aux limites (b) Conditions
thermiques, paramètres numériques et paramètres du modèle.

3.2.2 Résultats

Les résultats obtenus pendant la solidification sont présentés sur la figure

3.12. La ligne blanche représente la position du front colonnaire.

Un écoulement dirigé vers le bas du lingot est observé près de la paroi refroi-

die en raison des conditions thermiques. Un front colonnaire avance vers le haut
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et à partir de la paroi droite du domaine induit par l’extraction de chaleur. En

même temps, des grains équiaxes apparaissent devant le front colonnaire dans le

domaine liquide en surfusion. Le liquide est ensuite progressivement enrichi par

le soluté libéré lors de la formation des grains équiaxes conduisant au processus

de blocage solutal (arrêt de la croissance des grains).

Les champs de vitesse et la distribution de densité de grains équiaxes montrent

que les grains équiaxes sédimentent près de la paroi refroidie où ils sont initiale-

ment formés en avant du front colonnaire, avant d’être transportés vers le centre

par le mouvement du liquide.

Un résultat en fin de solidification est montré sur la Fig. 3.13. Les grains

solides, appauvris en soluté, occupent la région inférieure du lingot. Le liquide

enrichi en soluté, de densité plus faible, a été transféré vers la région supérieure

par convection. La ségrégation négative dans la zone inférieure est compensée

par une ségrégation positive dans la partie supérieure. Quant à la morphologie

des grains, on peut la déduire au travers du champ de fraction solide interne

des grains qui est le rapport entre la fraction solide et la fraction d’enveloppe

déterminée au moment du blocage des grains. Plus ce champ est important loca-

lement, plus la structure est globulitique. A l’inverse un ratio réduit indique une

structure dendritique. On constate que la morphologie des grains est générale-

ment globulitique à part dans la partie basse de la zone équiaxe qui est plutôt

dendritique (figure 3.13), la fraction solide interne étant inférieure à 1. Cet as-

pect dendritique s’explique par le refroidissement important en bas du lingot qui

engendre l’augmentation rapide de la taille des enveloppes. Par la suite, la frac-

tion d’enveloppe atteint rapidement la fraction de blocage avant que le solide ait

suffisamment de temps pour évoluer à l’intérieur des enveloppes. Le même as-

pect généralement globulitique a été observé expérimentalement [50]. La taille

des grains équiaxes, comme on peut le voir à travers le champ de rayon du grain,

est réduite. Elle est de l’ordre de quelques centaines de micromètres. Ceci coïn-

cide aussi avec les résultats expérimentaux [50]. On constate aussi qu’elle est

plus importante en bas du lingot. Ceci s’explique par le refroidissement rapide

dans cette zone qui induit une augmentation rapide de la taille des grains. De
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plus, ceci peut aussi s’expliquer par la densité faible des grains dans cette région

comme on peut le voir sur la carte de densité de grains à gauche de la figue 3.13.

Le même processus, moins marqué, est visible dans la partie haute du lingot.

FIGURE 3.13: Résultats de différents champs en fin de solidification.

3.3 Simulation 3 D

3.3.1 Configuration de la simulation

Dans un deuxième temps, une simulation 3D du même cas a été réalisée.

Ceci permet d’être plus représentatif de la pièce réelle mais entraîne un temps

de calcul plus important. De plus, ce travail est une préparation aux simulations

du lingot industriel en 3D où nous voulons modéliser la physique la plus proche

de la réalité des processus en œuvre. La géométrie réelle du lingot est un paral-

lélépipède à base carré. Nous avons choisi d’utiliser une géométrie cylindrique à

volume équivalent. Par la suite, un quart du cylindre est simulé dont la géométrie

est décrite à la Fig. 3.14. Pour imposer les conditions thermiques on considère,

de même que précédemment, trois coefficients de transfert thermique associés

à des surfaces spécifiques de la lingotière, avec deux températures extérieures
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telles que décrites à la Fig. 3.14. On applique ainsi une condition de Fourier

pour simuler l’extraction de chaleur à travers la base métallique et la paroi laté-

rale. Les paramètres du modèle et les conditions thermiques (Fig. 3.14) restent

inchangés. Le calcul est réalisé avec un maillage éléments finis isotrope de taille

de maille moyenne de 2.5 mm. Le pas de temps macro utilisé est conservé à 0.1

s. Ce calcul a été effectué en parallèle sur un nœud de 28 cœurs et a duré 34

heures pour décrire environ 30 min de solidification.

FIGURE 3.14: (a) Géométrie du domaine 3D simulé et conditions aux limites, (b) conditions
thermiques, paramètres numériques et paramètres du modèle.

3.3.2 Résultats

Une comparaison entre les résultats des calculs 2D et 3D montre une ten-

dance générale similaire entre les 2 approches. Sur la figure 3.15, différents

champs sont représentés sur une coupe verticale à 45◦ et 4 coupes transversales
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à ( 0.05, 0.1, 0.15 et 0.2 m). La ligne blanche représente toujours la position du

front colonnaire.

De même que pour le cas 2D, le refroidissement se fait principalement par

le bas. Le front colonnaire avance du bas vers le haut et de la paroi latérale vers

le centre similairement. Mais il est rapidement arrêté par les grains équiaxes

qui sédimentent en bas du lingot. On peut voir l’enrichissement du liquide par

le soluté en haut du lingot. Ceci s’explique par un flux ascendant de liquide

enrichi et moins dense au centre du lingot.

Sur la figure 3.16, les résultats en fin de solidification sont présentés. On peut

constater que l’avancement du front colonnaire au niveau de la paroi latérale est

un peu plus marqué dans la simulation 3D. Ceci peut être expliqué par l’extrac-

tion de chaleur surfacique rapportée au volume plus important en 3D compara-

tivement au 2D. Pour la morphologie générale de la structure équiaxe et la taille

des grains, on obtient la même tendance que le 2D. C’est-à-dire une morpholo-

gie globulaire partout à l’exception de la partie basse de la zone équiaxe.

En comparant les résultats numériques aux résultats expérimentaux [50], on

constate une différence au niveau de l’étendu de la zone colonnaire. En effet,

les résultats expérimentaux montrent seulement une zone colonnaire de faible

étendu en bas du lingot, le reste du lingot étant constitué de grains équiaxes.

Toutefois, les simulations montrent une zone colonnaire en bas du lingot ainsi

que sur les parois. Cette différence peut s’expliquer par plusieurs raisons. La

première raison est liée aux conditions aux limites qui sont estimées aux fron-

tières d’un monodomaine, sans calcul direct des échanges avec le moule et le

réfractaire.

De plus, pour des raisons numériques, la position zero de la Level Set au

début du calcul est initialisée éloignée du bord d’une épaisseur de l’ordre d’une

taille de maille. Sinon, des problèmes numériques liés à la convection de la

Level Set peuvent être rencontrés. Toutefois, ceci peut entrainer une mauvaise

estimation de la position du front au début du calcul. Pour palier à ce problème,

le front colonnaire suit au début du calcul, le liquidus. Ceci explique la position

initiale de la Level Set qui se trouve loin des bords au début du calcul. Cette
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distance peut être minimisée si on maille plus finement au bord du domaine.

FIGURE 3.17: Évolution de la position du front colonnaire en fonction du temps avant la cor-
rection du problème de réinitialisation

Nous avons dans ce cas 3D, au début, constaté un problème relatif à l’avan-

cement du front. En effet, malgré une vitesse faible du front, la Level Set avance

d’une manière non monotone comme montré sur une section transversale (figure

3.17). Après analyse, il a été conclu que ce faux avancement est du au modèle

de réinitialisation de la fonction Level Set dans le cas 3D. En effet, dans le cas

de l’utilisation d’un maillage non raffiné autour de la Level Set, le modèle de

réinitialisation géométrique de la fonction distance a du mal à converger. Par

la suite, un avancement incorrect de la Level Set est obtenu. Pour remédier à

ce problème, nous avons choisi d’arrêter la réinitialisation au bout de quelques

secondes, et de laisser le calcul se poursuivre sans réinitialisation. D’un côté,

la réinitialisation est importante pour stabiliser l’avancement du front au début

du calcul. Mais, de l’autre coté, le front est arrêté très rapidement, la vitesse de

déplacement du front étant très faible. Par la suite, la convection de la Level Set

seule suffit pour déterminer la nouvelle position du front, sans étape de réinitia-

lisation. Toutefois, pour palier complètement à ce problème, il faut mailler très

finement autour de la Level Set. Ceci est très couteux en temps de calcul. Il est

préférable de mailler finement seulement autour de la Level Set. Comme cette

dernière se déplace au cours de la simulation, des techniques de remaillage sont

à utiliser pour suivre son avancement. Des tests dans ce sens ont été initiés mais

des problèmes numériques ont été rencontrés et restent à résoudre.
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Chapitre 4

Applications Industrielles

Après avoir testé le modèle sur des cas de petite taille (quelques centimètres),

nous allons dans ce chapitre appliquer notre modèle complet sur des cas de taille

industrielle (de l’ordre de deux mètres de hauteur). Ceci représente l’objectif

final de ce travail. Nous avons choisi pour ceci deux lingots. Le premier est un

lingot de 3.3 tonnes coulé par Aubert&Duval. Ce lingot a été simulé dans le

cadre des travaux de Nguyen [26] mais pour une croissance purement équiaxe.

Le deuxième lingot a été réalisé dans le cadre du projet Soft-Defis. C’est un

lingot de 4.2 tonnes coulé par Industeel. Des caractérisations expérimentales

ont été réalisées dans le cadre du projet.

1 Lingot 3.3 t

1.1 Présentation du lingot et des résultats expérimentaux

Dans un premier temps, le modèle est appliqué au lingot industriel de 3.3 t

coulé par Aubert et Duval. Le matériau utilisé est un alliage dont la nuance est

nommée 35NCD16 qu’on va supposer binaire sous la forme d’un alliage Fe-à

0.36 % pds C. La composition exacte de l’alliage est Fe-0.36%pds C-0.33%pds

Si-0.3 %pds Mo-0.37%pds Mn-1.7 %pds Ni-3.8 %pds Ni-0.06%pds V [9]. La

section réelle du lingot est octogonale. Il est coulé en source avec une surchauffe

de 30°C. Le temps de remplissage est de 8 minutes. La partie inférieure est en

contact avec le moule. La partie supérieure du métal liquide est en contact avec

un réfractaire. Enfin, une poudre exothermique est utilisée sur la surface supé-
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rieure (figure 4.1-a). L’échange thermique se fait à travers les parois externes du

moule par convection naturelle et par rayonnement. Le temps de solidification

total est de 90 minutes.

FIGURE 4.1: Caractéristiques du lingot d’acier de 3,3 tonnes : (a) dimensions du lingot et du
moule, (b) morphologie des grains dans le lingot observés expérimentalement, et (c) carte de
ségrégation et points de mesure [51].

Comme on peut le voir sur la figure 4.1-b, à partir des résultats d’une sé-

rie de coupes macrographiques réalisées sur le lingot, une carte simplifiée des

structures a été donnée par Combeau et al. [51]. D’après cette carte, les auteurs

observent une structure colonnaire d’une épaisseur proche de 8 cm partout au

bord du lingot excepté dans la zone centrale en bas du lingot (le pied). La struc-

ture de la masselotte n’est pas donnée. Le reste du lingot est constitué de struc-

tures équiaxes globulitique et dendritique. Une zone purement globulitique est

située à une hauteur de 25 cm du bas du lingot autour de laquelle se trouve une

zone mixte (globulaire et dendritique). Le reste de la structure est équiaxe den-

dritique. La figure 4.1-c présente la carte de macroségrégation en carbone sur

laquelle on peut voir une ségrégation négative dans la zone où une structure ma-

joritairement équiaxe globulaire est présente. Ensuite, une ségrégation positive

est visible dans le reste du lingot voire fortement positive dans la partie haute

du lingot.

Le choix de considérer uniquement le carbone comme élément d’addition se
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justifie par le fait que le carbone est l’élément qui joue le rôle le plus important

dans la force motrice qui engendre les gradients thermiques et solutaux comme

justifié par Combeau et al. [5] et Leriche [9]. Les paramètres numériques, les

conditions limites et les conditions de germination utilisées pour le matériau

sont présentés sur la figure 4.2-b. Les propriétés thermodynamiques du matériau

utilisé sont dans le tableau C.4 de l’annexe C. Le section réelle du lingot est

octogonale. Toutefois pour simplifier et gagner en temps de calcul, la simulation

3D a été réalisée sur un quart de cylindre (0.3 m de rayon et 1.8 m de hauteur).

Comme la stratégie est de développer des solveurs dans le domaine en cours

de solidification pour implémentation dans le logiciel THERCAST, il a été

choisi de ne pas considérer le moule dans le code CIMLIB. Seules les évo-

lutions du métal coulé dans le lingot sont simulées. Les conditions thermiques

sont imposées en surface, par 2 coefficients de transfert thermique estimés pour

retrouver les données des mesures expérimentales. Une condition de Fourier est

ainsi appliquée telle que décrit sur la figure 4.2-a ci-dessous. L’étape de remplis-

sage du lingot par le pied est négligée. On suppose que le lingot est déjà rempli

avec une température initiale égale à la température du liquidus de 1503°C. Les

conditions thermiques ainsi que d’autres paramètres numériques sont résumés

sur la figure 4.2-b.
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FIGURE 4.2: (a) Géométrie du domaine 3D simulé et conditions aux limites [26] (b) conditions
thermiques, paramètres numériques et paramètres du modèle.

1.2 Résultats avec germination hétérogène

Dans les calculs de ce paragraphe, seule la germination hétérogène sera

considérée comme source des grains équiaxes. Elle est gérée par une loi de

germination dans le bain liquide avec une densité de germes de 109m−3 et une

surfusion de germination de 0.001◦C. La fraction d’enveloppe de blocage des

grains équiaxes par empilement est fixée à 0.27. Les deux critères de blocage

solutal et mécanique sont employés avec une valeur limite de Hunt gHunt = 0.5

pour le blocage mécanique.

À partir de cette limite les grains équiaxes sont immobiles. Le calcul est

réalisé avec un maillage éléments finis isotrope de taille de maille 20 mm ( 115

830 éléments 22 113 noeuds ). Il a été effectué en parallèle sur un noeud de 28

cœurs et a duré 60 heures pour décrire environ 90 min de solidification.
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La figure 4.3 présente les résultats de la simulation au temps 150 s. De

gauche à droite on retrouve la fraction solide, la température, la composition

moyenne, la vitesse intrinsèque du solide et la vitesse intrinsèque du liquide. La

ligne blanche indique la position du front colonnaire à cet instant. Une coupe

verticale à 45◦ et 4 coupes transversales à (0.36, 0.72, 1.08 et 1.44 m) sont pré-

sentées. On peut voir d’après le champ de la température que le refroidissement

se fait progressivement du bas en haut et de la paroi latérale à l’intérieur du lin-

got. Le front colonnaire commence à avancer en suivant le gradient thermique.

En même temps des grains équiaxes apparaissent devant le front dans la zone

surfondue. On remarque que l’écoulement du liquide est descendant le long de

la paroi refroidie. Ceci s’explique par la sédimentation des grains équiaxes. En

effet, dans le cas où seul un front colonnaire (solide fixe) avance, sans le mou-

vement des grains équiaxes, on observe généralement un liquide descendant par

effet thermique au début de la simulation puis il devient ascendant par effet so-

lutal (si un élément plus léger ségrège dans le liquide comme le carbone dans

le cas présent). Dans le cas étudié, la sédimentation des grains accentue le flux

descendant. Ensuite, les grains en suspension sont entrainés par l’écoulement et

remontent au centre du lingot. La similarité des vitesses liquide et solide reflète

une dépendance couplée entre les mouvements des deux phases : le mouvement

de chacune des phases entraine l’autre. Une ségrégation négative commence à

apparaitre en bas du lingot due à l’accumulation des grains équiaxes pauvres en

soluté.

La figure 4.4 présente les résultats en fin de solidification ( 5400 s). Contrai-

rement au précédent cas expérimental ( présenté dans le paragraphe 3 du cha-

pitre 3) où la morphologie dominante des grains équiaxes est globulaire, ce cas

industriel présente globalement une structure dendritique. Ceci peut être vu à

travers le champ de la fraction solide interne au blocage et expliqué par le fait

que le temps de solidification est beaucoup plus important au regard de la taille

du domaine simulé. Par la suite, les grains atteignent la fraction d’empilement

avant d’être complètement solidifiés.

Quant à la zone colonnaire, on remarque un arrêt rapide du front colonnaire à
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une distance de l’ordre de 4 cm . Dans le cas général, l’épaisseur prédite de zone

colonnaire est fine en bas du lingot et devient progressivement plus importante

jusqu’à la masselotte.

La figure 4.5 présente les profils de ségrégation sur l’axe du lingot obtenus à

partir des mesures expérimentales (points rouges), du modèle où les grains sont

tous équiaxes de morphologie globulaire [26] (en tirets bleu) et de notre mo-

dèle colonnaire-équiaxe dendritique avec TCE (trait continu orange). On peut

voir que le modèle globulitique 2D prédit la tendance générale qualitative de

la ségrégation mais son intensité est beaucoup plus importante que les mesures

expérimentales en bas du lingot. Le modèle plus complet proposé ici permet

de mieux prédire le profil de ségrégation. Toutefois, on peut constater que l’in-

version de ségrégation ( passage d’une ségrégation négative à positive) a lieu à

une position un peu plus basse que dans le cas expérimental et la ségrégation

positive prédite par le modèle est moins importante que celle de l’expérience en

haut du lingot. La conservation de soluté a été vérifiée est elle est bien assurée.

FIGURE 4.5: Courbe de ségrégation au centre du lingot.
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1.3 Résultats avec fragmentation

Dans un deuxième temps et pour voir l’effet de la fragmentation comme

source de grains équiaxes, notre modèle d’injection surfacique a été mis en

œuvre. Dans les calculs suivants, on va négliger la germination hétérogène et

seule l’injection surfacique sera considérée.

La figure 4.6 présente un temps intermédiaire (400 s) du calcul. De gauche

à droite, les champs présentés sont la densité des grains équiaxes avec la vi-

tesse du liquide, la densité des sous-structures colonnaires avec la vitesse du

solide, la composition moyenne et la densité des fragments. Un flux φ = 104

fragments.m−2.s−1 avec un gradient critique ‖ ∇T ‖critique= 1000 K.m−1 ont

été adoptés pour ce calcul. Comme on peut voir sur la carte de densité des

fragments, vu que le critère du gradient est atteint partout devant le front à cet

instant, la fragmentation est activée dans tous les éléments devant le front. Ces

fragments formés vont ensuite croître et avoir un mouvement descendant le long

du front colonnaire.

La figure 4.7 présente les résultats en fin de solidification. On remarque que

l’avancement du front dans ce cas est plus important que dans le cas avec la

germination hétérogène (Fig. 4.4). L’épaisseur est presque constante le long des

parois externes du lingot, contrairement au cas précédent où le front avance plus

en haut du lingot qu’en bas. Ceci s’approche plus qualitativement du cas expé-

rimental où une épaisseur uniforme de zone colonnaire de 8 cm a été observée

(Fig. 4.1).

La deuxième carte à gauche représente la carte de la fraction solide interne

au moment du blocage des grains équiaxes. On constate qu’elle a une valeur

plus élevée en bas du lingot. Ceci montre que la structure équiaxe est plutôt

globulitique en bas du lingot. Une zone équiaxe mixte : globulitique/dendritique

se trouve au dessus et le reste du lingot est principalement dendritique.

Ceci s’approche des résultats expérimentaux (Fig. 4.1) excepté la zone équiaxe

dendritique tout en bas du lingot. Les différences tout en bas du lingot peuvent

s’expliquer par l’absence de modélisation de l’amenée de métal liquide. Le

rayon des grains équiaxes estimé est plus faible en bas du lingot là où la den-
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sité des grains équiaxes est plus importante (dans le cône de sédimentation : 0.5

mm). La taille des grains est de plus en plus importante en allant du bas vers

le haut du lingot pour atteindre des tailles de l’ordre de 5 mm tout en haut du

lingot.

Quand à la carte de macroségrégation, on constate la même tendance avec

une ségrégation négative dans le cône de sédimentation et une ségrégation po-

sitive en haut du lingot.

Comme cela a été établi pour le cas de la simulation avec germination hé-

térogène, le profil de ségrégation sur l’axe du lingot obtenu à partir de notre

modèle colonnaire-équiaxe dendritique avec fragmentation (trait bleu continu)

a été comparé (Fig. 4.8) à celui obtenu à partir des mesures expérimentales

(points rouges) et du modèle équiaxe pur globulaire [26](en tirets bleu).

On constate que comme dans le cas précédent avec germination hétérogène,

notre modèle colonnaire équiaxe dendritique permet une meilleur prédiction du

profil de ségrégation que le modèle équiaxe globulitique. De plus, dans ce cas

avec fragmentation, on constate une meilleure prédiction de la ségrégation posi-

tive en haut du lingot. La conservation de soluté a été, aussi dans ce cas,vérifiée

est elle est bien assurée.
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FIGURE 4.8: Courbe de ségrégation au centre du lingot.

2 Lingot 4.2 t

2.1 Présentation du cas de simulation

Dans un deuxième temps, le modèle est appliqué sur un cas industriel de 4.2t

coulé par Industeel dans le cadre du projet Soft-Defis. En effet, des essais qui

visent à abaisser la surchauffe du métal ou à augmenter le nombres de germes ou

encore à agir sur les courants de convection ont été réalisés. Plusieurs techniques

d’inoculation ainsi que des techniques de mise en mouvement du liquide ont été

testées.

Pour pouvoir réaliser les caractérisations de ces lingots dans un délai court

et pour éviter une solidification dissymétrique, les lingots de type Q550 ont été

choisis. Ce sont des lingots de masse totale de 4.2 t avec une hauteur de liquide

estimée à 1970 mm[52]. Au final 16 lingots ont été coulés ensemble avec 4 lin-

gots par plaque de source incluant un lingot référence à chaque fois (figure 4.9-

a). Nous avons choisi de modéliser la solidification de l’un des lingots référence.
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L’alliage est considéré, dans le cadre approché du modèle proposé, comme bi-

naire de composition Fe-0.1984%C (composition venant de mesure expérimen-

tale). Les paramètres thermodynamiques utilisés pour le matériau sont présentés

dans le tableau C.5 de l’annexe C. La section réelle du lingot est carrée. Il est

coulé en source par le pied avec une surchauffe de 77°C pendant 9 minutes.

Cette étape sera négligée dans nos simulations comme pour le cas précédent.

La partie inférieure est en contact avec le moule. La partie supérieure est en

contact avec un réfractaire (masselottage). Enfin, une poudre exothermique est

utilisée sur la surface haute. L’échange thermique se fait à travers les parois

externes du moule par convection naturelle et par rayonnement. Le temps de

solidification total est estimé à 150 minutes.

FIGURE 4.9: (a) Configuration de coulée choisie (b) photographie de la coulée [52].

À partir des résultats d’une série de mesures sur des coupes macrographiques

réalisées sur le lingot (montrées sur la figure 4.10 à gauche), la carte de composi-

tion en carbone a été établie (figure 4.10 à droite). On peut voir une ségrégation

fortement négative dans la partie basse du lingot. Ensuite, une ségrégation de

faible intensité est visible dans le reste du lingot qui devient fortement positive

dans la partie haute du lingot.
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FIGURE 4.10: À gauche, une série de coupes macrographiques réalisées dans la partie médiane
du lingot avec les nuances de couleurs indiquant un changement de type de structures. À droite,
une carte expérimentale de macroségrégation relative en carbone.

Le section réelle du lingot est carrée avec une section élargie en haut. Tou-

tefois pour simplifier et gagner en temps de calcul, une simulation 2D a été

réalisée pour un domaine rectangulaire (0.26 m de rayon et 1.97 m de hauteur

sans considérer le retrait de solidification par rapport à la hauteur du lingot). Les

conditions thermiques sont imposées sur la surface du domaine, avec 2 coeffi-

cients de transfert thermique estimés pour retrouver le temps de solidification

total. Ce temps est préalablement estimé par une simulation multidomaine sur

Thercast qui prend en considération la présence des différentes parties du moule

([53],[52]). Une condition de Fourier est ainsi appliquée telle que décrite sur
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la figure 4.11-a ci-dessous. L’étape de remplissage du lingot par le pied (9 mi-

nutes) avec une surchauffe de 77°C est négligée comme indiqué précédemment.

On suppose que le lingot est déjà rempli et il est à la température du liquidus de

1508.3°C.

Le calcul est réalisé avec un maillage éléments finis fixe et isotrope avec une

taille de maille moyenne de 10 mm (13452 éléments 6950 nœuds). Ce calcul

a été effectué en parallèle sur un nœud de 28 cœurs et a duré 48 heures pour

décrire environ 150 min de solidification.

FIGURE 4.11: (a) Géométrie du domaine 2D simulé et conditions aux limites, (b) conditions
thermiques, paramètres numériques et paramètres du modèle.
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2.2 Résultats avec germination hétérogène

Dans les calculs de ce paragraphe, seule la germination hétérogène sera

considérée comme source des grains équiaxes. Elle est gérée par une loi de

germination dans le bain liquide avec une densité de germes de 105 germes.m−3

et une surfusion de germination de 0.01 K. La fraction d’enveloppe de blocage

des grains équiaxes par empilement est fixée à 0.27 (valeur reprise des travaux

de Nguyen [26]).

Comme on peut le voir sur la figure 4.12 qui représente le résultat de la si-

mulation à un temps intermédiaire (1200 s), le front commence à avancer avec

une vitesse moins importante au niveau de la masselotte comme attendu en rai-

son du refroidissement plus faible au niveau de cette zone. Les grains équiaxes

apparaissent devant le front avec une densité de 105 grains.m−3 et sédimentent

en bas du lingot sous l’effet de la vitesse du solide pour atteindre rapidement

une valeur de 106 grains.m−3. Par conséquent, comme on peut le voir à travers le

champ de la composition moyenne, une ségrégation négative commence à appa-

raitre en bas du lingot et le liquide enrichi en soluté remonte sous l’effet solutal

en haut du lingot. La zone purement colonnaire reste à la composition nomi-

nale. Par contre, la zone où des grains équiaxes sont déjà apparus (zone mixte :

colonnaire + équiaxe) est plutôt ségrégée négativement. On remarque aussi, en

regardant le champ de densité des grains équiaxes, que malgré une densité im-

portante en bas du lingot la fraction solide reste faible. Ceci peut s’expliquer

par la fait que la densité est influencée par la sédimentation des grains qui peut

être rapide et entrainer des densités importantes de grains alors que la fraction

solide est plutôt conditionnée par la température.
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FIGURE 4.12: Distribution des variables à 1200 s, de gauche à droite : température, fraction
de solide totale, densité des grains équiaxes, composition moyenne en carbone, vitesse intrin-
sèque du liquide et vitesse intrinsèque du solide. L’iso-ligne blanche indique la position du front
colonnaire.

En fin de solidification, on constate un avancement du front colonnaire faible

en haut du lingot (masselotte) ainsi que tout en bas du lingot. Une épaisseur

moyenne de 8 cm est observée au niveau de la paroi latérale. Comme observé

pour le cas industriel précédent, on peut voir clairement l’accumulation des

grains équiaxes en bas du lingot à travers le champ de densité de ces grains

sur la figure 4.13. Les grains de morphologie plus globulaire, comme on peut le

voir à travers le champ de fraction solide interne au blocage, sont appauvris en

soluté. Par la suite, une ségrégation négative en bas du lingot est observée.
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FIGURE 4.13: Cartes finales de densité de grains équiaxes, composition moyenne, fraction
solide interne au blocage et rayon final des grains.

2.3 Résultats avec fragmentation

Dans un deuxième temps, pour étudier l’effet de la fragmentation comme

source de grains équiaxes, notre modèle d’injection surfacique a été mis en

126



CHAPITRE 4. APPLICATIONS INDUSTRIELLES

œuvre. Nous avons étudié l’influence de la variation des deux paramètres : flux

de fragments et gradient thermique seuil pour l’activation de la fragmentation,

sur la position finale du front colonnaire. L’influence du flux de fragments est

présenté sur la figure 4.14. On fait varier le flux tout en gardant un gradient

critique constant. On constate un arrêt rapide du front colonnaire en bas du

lingot dans tous les cas sauf pour le cas avec un flux de 10 fragments.m−3.

L’épaisseur de la zone colonnaire au niveau de la paroi verticale est fine en bas

et devient progressivement de plus en plus importante jusqu’à la masselotte.

La zone la plus épaisse est de plus en plus réduite quand on augmente le flux

de fragments. Ceci s’explique par une densité finale de grains équiaxes plus

importante après sédimentation des fragments comme on peut le voir sur la

figure 4.14.

FIGURE 4.14: Carte finale de densités des grains équiaxes avec la position de la TCE (ligne
blanche) pour différents flux de fragments et à gradient critique constant.
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La figure 4.15 montre l’influence du gradient thermique critique sur la posi-

tion de la TCE et la densité finale des grains équiaxes. Le flux est constant et on

fait varier le gradient thermique. Comme on peut le voir, la position de la TCE

est de plus en plus avancée quand on diminue le gradient critique de 50 à 10

K.m−1. Toutefois, on constate que l’effet du choix de gradient devient presque

sans influence à partir d’une certaine valeur (50 K.m−1). La densité finale des

grains équiaxes est de plus en plus importante quand le gradient critique choisi

est plus important. Ceci est tout à fait attendu car l’activation de la fragmen-

tation est de plus en plus précoce. Par la suite, du fait de la sédimentation des

grains, on obtient une densité plus importante de grains équiaxes qui bloquent

le front plus rapidement.

FIGURE 4.15: Carte finale de densités des grains équiaxes avec la position de la TCE (la ligne
blanche) pour différents gradients critiques et à flux constant.
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On prend le calcul avec un gradient critique ‖ ∇T ‖= 50 K.m−1 et un flux

φ = 100 fragments.m−3. Sur la figure 4.16, nous présentons en (a) les résultats

expérimentaux pour la carte de ségrégation et les structures et en (b) la carte

de ségrégation ainsi que la densité de grains équiaxes et la limite de la zone

colonnaire (ligne blanche) obtenues par simulation. Nous remarquons que la

tendance générale des résultats est retrouvée. Toutefois, l’intensité de la ségré-

gation négative en bas du lingot ainsi que son étendue sont différents.

FIGURE 4.16: (a) Cartes de ségrégation relative (droite) et de structure de grains (gauche) ex-
périmentales (b) Cartes de ségrégation (droite) et densité des grains équiaxes (gauche) obtenues
par simulation avec la ligne blanche indiquant la position de la TCE.

Des mesures du taux de ségrégation au niveau de l’axe du lingot ont été

réalisées. On fait des mesures similaires au même niveau dans la simulation. Les

résultats sont reportés sur la figure 4.17 suivante. On constate que la ségrégation

négative est prédite en bas du lingot mais elle reste moins négative que celle
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mesurée. Une bonne prédiction de la ségrégation positive en haut du lingot est

constatée avec le modèle proposé, cependant.

FIGURE 4.17: Courbes de ségrégation réalisées au niveau de l’axe central du lingot (expéri-
mentale et obtenue par simulation)

Des simulations 3D pour ce cas 4t2 ont été tentées. Il n’a pas été possible

jusqu’à présent de les conduire jusqu’à la solidification complète du lingot. Plu-

sieurs difficultés ont été rencontrées. Tout d’abord, à cette échelle de lingot (0.26

m × 1.97 m) et avec un maillage grossier (2 cm), il est impossible de convec-

ter la fonction Level Set sur une distance importante sans qu’elle diverge. Des

essais sur un cas réduit (0.26 m × 0.26 m) avec un maillage fin (2 mm) ont été

réalisés. Ceci a permis d’avoir une meilleur convection de la fonction Level Set.

Toutefois, faire une simulation en maillant finement d’une manière homogène

tout le volume du lingot est extrêmement chronophage (des mois de calcul).

Par la suite, la solution est de mailler finement seulement autour de la position

zero de la fonction Level Set, avec un remaillage régulier. Comme la fonction

Level Set est transportée, une technique de remaillage doit être adoptée pour
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la suivre. Toutefois, en utilisant cette dernière technique, plusieurs problèmes

d’ordre numérique ont été rencontrés. Principalement, un problème de diffu-

sion de champs de la zone colonnaire vers la zone équiaxe est rencontré. Cette

diffusion est à investiguer et corriger. Une diffusion numérique artificielle de

soluté devant le front le colonnaire peut, en effet, enrichir le liquide dans le do-

maine et entrainer l’arrêt de ce front rapidement. Ce problème est à investiguer

et résoudre pour pouvoir entamer une simulation 3D pour ce type de lingots.

Malheureusement, en raison de contraintes de temps, nous n’avons pas pu ter-

miner cette étude qui reste à prévoir dans les perspectives de ce travail.
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1 Conclusion

La compétition de croissance des structures colonnaire et équiaxe et l’étude

de la transition colonnaire-équiaxe ont été peu modélisés à échelle industrielle.

De plus, jusqu’à présent, seules des approches utilisant la méthode des volumes

finis avaient été implémentées et généralement en 2D. Toutefois, des géométries

complexes, tridimensionnelles, sont à traiter pour rendre compte de la com-

plexité des procédés industriels et ceci nécessite l’utilisation de maillages irré-

guliers pour les modéliser. La méthode des éléments finis fournit un outil utile

pour traiter ces géométries. D’où l’importance de créer un outil, basé sur cette

approche, capable de modéliser ces phénomènes.

Le travail que nous avons mené s’est appuyé sur un précédent travail réalisé

au CEMEF où seule la structure équiaxe avait été modélisée incluant le trans-

port des grains [26]. Ce travail est aussi inspiré de celui réalisé en utilisant une

approche volumes finis en 2D développé par Leriche [9] et antérieurement par

Combeau et Založnik [31].

L’implémentation du modèle actuel a été faite en plusieurs étapes.

• Tout d’abord, une méthode de suivi de front basée sur la méthode Level Set

pour déterminer la position du front colonnaire a été développée. Il s’agit

d’une fonction distance dont la position zero indique la position du front

colonnaire. Elle divise le domaine de simulation en deux zones : une zone

où la Level Set est positive et où la structure colonnaire peut se développer

et une zone où elle est négative et qui correspond à une zone liquide (où les

grains équiaxes peuvent ultérieurement se développer). Cette fonction dis-

tance est convectée via une vitesse de pointes de dendrites calculée selon le
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modèle KGT [42]. Ces développements ont été validé via une simulation

1D où seul le front colonnaire est suivi et les résultats ont été comparés

aux résultats d’un modèle de référence. Une bonne coïncidence entre les

résultats des deux modèles a été obtenue.

• En deuxième lieu et sur la base du travail réalisé par Nguyen [26] pour dé-

crire la croissance des grains équiaxes, un modèle de de microségrégation

à 3+3 phases (3 phases = solide + liquide intraganulaire + liquide extra-

granulaire pour chaque structure) simulant la germination et la croissance

des deux structures colonnaire et équiaxe a été développé. On a fait l’hy-

pothèse qu’un bras colonnaire est constitué de plusieurs sous-structures

semblables à celles équiaxes. Ainsi, on utilise les mêmes grandeurs carac-

téristiques pour les deux structures. Les zones mixtes où les deux struc-

tures peuvent être présentes à la fois ne sont pas traitées. Toutefois, on

prend en considération les grains équiaxes qui ont été formés avant le pas-

sage du front colonnaire sans l’arrêter pour modifier les conditions de dé-

veloppement des grains colonnaires. On fait l’hypothèse que ces grains

équiaxes sont intégrés à la zone colonnaire. Deux mécanismes de forma-

tion de grains équiaxes sont considérés. Le premier est la germination hé-

térogène qui a été utilisé dans le cadre du travail de Nguyen [26]. A ceci,

nous avons ajouté, dans le cadre de ce travail la modélisation de la frag-

mentation comme source supplémentaire de grains équiaxes.

Pour l’arrêt du front colonnaire, un critère solutal est utilisé. Ceci corres-

pond à calculer la vitesse du front colonnaire en utilisant les conditions

thermiques et solutales qui sont devant le front via un modèle de cinétique

de pointes de dendrites. Par la suite, l’enrichissement du liquide par le so-

luté dû à la présence de grains équiaxes devant le front est pris en charge.

Cet enrichissement entraine la diminution progressive de la vitesse du front

jusqu’à annulation. Par la suite, le front est bloqué.

• Enfin, plusieurs adaptations liées au calcul de vitesse de transport des

grains et de convection de la vitesse ont été introduites afin de prendre

en compte la présence du front colonnaire. En effet, un coefficient est in-
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troduit prenant en considération la valeur de la Level Set et assurant un

changement de régime entre la zone colonnaire ou empilée (packed bed

zone) et la zone équiaxe où les grains peuvent bouger librement aussi bien

pour le calcul de la vitesse de la phase liquide que solide. De plus, une

adaptation du calcul du coefficient de diffusion artificielle introduit dans le

cadre des travaux de Nguyen [26] pour éviter les problèmes de résolution

des équations de transport purement convectives a été faite afin de ne pas

avoir un transport artificiel de grains de la zone colonnaire vers la zone

équiaxe (un problème qui n’existait pas quand un seul type de structure est

présent).
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2 Perspectives

Modélisation

• Dans le modèle actuel, on fait l’hypothèse d’un alliage binaire à la dif-

férence des alliages industriels. Considérer les différents éléments d’un

alliage multi composés nécessitent de résoudre plus d’équations à intégrer

dans le modèle, mais donnerait des comparaisons plus intéressantes et per-

tinentes par rapport aux observations.

• Les conditions thermiques sont approchées en imposant des coefficients

d’extraction de chaleurs constants estimés à partir de calculs faits sur Ther-

cast. Ceci est du au fait que la modélisation multidomaine n’a pas été mise

en œuvre dans CIMLIB. Pour plus de précision, il convient de modéliser le

moule et sa thermique. Une approche est possible en utilisant la méthode

développée par Aalilija [54] qui se base sur le mélange des propriétés avec

une fonction Heaviside. Un début de travail dans ce sens a été réalisé qui

est à poursuivre. Toutefois, comme le travail actuel a pour vocation à être

intégré dans le logiciel THERCAST, qui peut réaliser des simulations mul-

tidomaines, ce problème pourrait être résolu pour les applications indus-

trielles, dans le cadre de la future stabilisation des développements dans

cet outil de simulation.

• Dans le modèle actuel, on fait l’hypothèse que les grains équiaxes qui ont

été formés avant le passage du front colonnaire sans l’arrêter sont intégrés

à la structure colonnaire. L’historique de ces grains est conservé et leur

existence est prise en compte pour les conditions de l’apparition des sous-

structures colonnaires. Toutefois, on suit seulement la croissance de ces

dernières. Il serait plus précis de développer un modèle qui décrit la crois-

sance simultanée des deux structures dans les zones mixtes. Il serait aussi

intéressant de développer un modèle multiphase en intégrant les transfor-

mations péritectiques et les transformations solide/solide.

Procédé
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• D’autres phénomènes sont aussi à considérer comme l’étape de remplis-

sage ou encore le phénomène de retrait. Les travaux de thèse de Zhang

[55] peuvent être pris en compte pour améliorer le modèle actuel. De plus,

on remarque que l’étape de remplissage est négligée dans notre modèle.

La prendre en considération influence le résultat final de manière certaine.

• La géométrie des lingots a été simplifiée. Tenir compte de la vraie géo-

métrie des lingots demande un maillage plus fin dans certaines zones pour

éviter les problèmes numériques. Un début de travail a été fait mais plu-

sieurs problèmes numériques ont été rencontrés. Un travail d’optimisation

de maillage est à faire pour les éviter.

Numérique

• La résolution actuelle demande un temps de calcul important notamment

pour les calculs de cas à échelle industrielle. Le temps de calcul pourrait

être optimisé en utilisant des techniques de remaillage anisotrope ou en-

core d’adaptation de pas de temps de calcul.

• Les calculs des cas industriels en 3D sont à optimiser pour bien convecter

la fonction Level Set et déterminer correctement la position du front sans

avoir à mailler très finement le domaine (très chronfage).Une solution est

de mailler finement seulement autour de la position zero de la fonction

Level Set, avec un remaillage régulier. Des techniques de remaillage ont

été proposés mais plusieurs problèmes numériques ont été rencontrés. Ces

problèmes sont à investiguer plus et résoudre.
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Annexe A

De l’équation locale à la forme moyennée

A/ L’équation de conservation de la masse totale s’écrit à l’échelle locale :

∂ρα

∂t
+ div(ραvα) = φα (0.1)

avec ρα la masse volumique de la phase α, vα la vitesse du la phase αet φα

un terme de création de masse.

B/ L’équation de conservation de la masse du soluté s’écrit à l’échelle locale :

∂

∂t
(ραwα) + div(ραwαvα) + div(jα) = 0 (0.2)

avecwα la composition en soluté de la phase α et jα un flux diffusif de soluté.

C/ Pour une interface α/β la conservation de la masse totale à l’échelle lo-

cale est :

ρα(vα/β − vα(α/β)) · nα/β) + ρβ(vα/β − vβ(α/β) · nβ/α = 0 (0.3)

D/ La conservation de la masse de soluté à l’interface α/β est :

ραwα(vα/β−vα(α/β)) · nα/β+ρβwβ(vα/β−vβ(α/β)) · nβ/α−jα · nα/β−jβ · nβ/α = 0

(0.4)

avec vα(α/β) la vitesse de la matière dans la phase α à l’interface α/β, vα/β la

vitesse de l’interface α/β, nα/β la normale dirigée de la phase α vers β et nβ/α

le vecteur opposé, jα le flux d’espèce dans la phase α et jβ dans la phase β.
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FIGURE A.1: Notations utilisées pour les champs de vecteur.

1 Définitions et relations associées

Pour une quantité microscopique volumique associée à la phase α et notée

Xα, la moyenne volumique est définie par l’équation suivante :

〈Xα〉 =
1

Ve

∫
Ve

ξαXα dV (1.1)

où Ve est le volume du VER et la fonction de phase est définie par :

ξα(x, t) =

{
1 si x ∈ α au temps t

0 sinon
(1.2)

En prenant gα comme la fraction volumique de la phase α dans le VER, la

moyenne volumique intrinsèque, i.e. la moyenne sur le volume de la phase α,

V α
e , est définie par l’équation ci dessous :

〈Xα〉α =
1

V α
e

∫
Ve

ξαXα dV =
〈Xα〉
gα

(1.3)

La fluctuation locale correspondante se définie de la manière suivante :

X̂α = (Xα − 〈Xα〉α)ξα (1.4)

La moyenne des dérivations temporelles et spatiales peut être déduite comme
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suit [56] [57] :

〈
∂

∂t
(Xα)

〉
=

∂

∂t
〈Xα〉 −

∑
α/β

(
1

Ve

∫
Aα/β

Xαvα/β · nα/β dA

)
(1.5)

〈grad(Xα)〉 = grad(〈Xα〉) +
∑
α/β

(
1

Ve

∫
Aα/β

Xαnα/β dA

)
(1.6)

〈div(Xα)〉 = div(〈Xα〉) +
∑
α/β

(
1

Ve

∫
Aα/β

Xα · nα/β dA

)
(1.7)

où
∑
α/β

est une sommation sur l’ensemble des interfaces entre la phase α et les

phases β avec lesquelles elle est en contact. On néglige les fluctuations locales.

Par la suite :

〈XαY α〉α = 〈Xα〉α 〈Y α〉α (1.8)

d’où

〈ραXα〉 = gα 〈ρα〉α 〈Xα〉α (1.9)

2 Forme moyennée des équations de conservation

A/ Pour la conservation de la masse totale , on obtient〈
∂

∂t
(ρα)

〉
+ 〈div(ραvα)〉 = 〈φα〉 (2.1)

avec 〈
∂

∂t
(ρα)

〉
=

∂

∂t
〈ρα〉 −

∑
α/β

(
1

Ve

∫
Aα/β

ραvα/β · nα/β dA

)
(2.2)

〈div(ραvα)〉 = div(〈ραvα〉) +
∑
α/β

(
1

Ve

∫
Aα/β

ραvα · nα/β dA

)
(2.3)
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Avec vα(α/β)
n = vα · nα/β et Φα = 〈φα〉, l’équation de conservation de la

masse moyennée à l’échelle du VER est alors obtenue :

∂

∂t
(gα 〈ρα〉α)+div(gα 〈ρα〉α 〈vα〉α) =

∑
α/β

(
1

Ve

∫
Aα/β

ρα(vα/βn − vα(α/β)
n ) dA

)
+Φα

(2.4)

B/ De même on applique les égalités (1.5) et (1.7) pour obtenir la forme

moyennée de l’équation de conservation de la masse du soluté et on obtient :

∂

∂t
(gα 〈ρα〉α 〈wα〉α) + div(gα 〈ρα〉α 〈wα〉α 〈vα〉α) + div(〈j α〉)

=
∑
α/β

(
1

Ve

∫
Aα/β

ραwα(vα/βn − vα(α/β)
n ) dA− 1

Ve

∫
Aα/β

jα(α/β)
n dA

) (2.5)

C/ Pour une interface α/β, le bilan de masse totale sur cette interface s’écrit :

1

Ve

∫
Aα/β

ρα(vα/βn − vα(α/β)
n ) dA− 1

Ve

∫
A(α/β)

ρβ(vα/βn − vβ(α/β)
n ) dA = 0 (2.6)

D/ le bilan de masse de soluté sur l’interface α/β a pour expression :

1

Ve

∫
Aα/β

ραwα(vα/βn − vα(α/β)
n ) dA− 1

Ve

∫
Aα/β

jα(α/β)
n dA

− 1

Ve

∫
Aα/β

ρβwβ(vα/βn − vβ(α/β)
n ) dA+

1

Ve

∫
Aα/β

jβ(α/β)
n dA = 0

(2.7)

3 Hypothèses et définitions

On définit par la suite un ensemble de paramètres et on fait certaines hypo-

thèses détaillées ci-après :

1/ On utilise la loi de Fick pour exprimer le flux de diffusion :

jα = −Dαgrad(ραwα) (3.1)
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2/ On considère un coefficient de diffusion Dα homogène par phase.

3/ On utilise une approximation pour exprimer le flux de diffusion :

Jα(α/β)
n =

1

Ve

∫
Aα/β

jα(α/β)
n dA

= −DαSα/βv

ρα(α/β)wα(α/β) − 〈ρα〉α 〈wα〉α

δα(α/β)

(3.2)

FIGURE A.2: Représentation de la longueur de diffusion pour un profil de composition donné.

4/ Les flux macroscopiques sont négligés par rapport à leurs équivalents mi-

croscopiques, ainsi le terme div(〈j α〉) dans l’équation (2.5) est négligé.

* On définit une valeur moyenne d’une grandeur à l’interface comme ci-dessous :

Xα/β =
1

Aα/β

∫
Aα/β

X dA (3.3)

On fait l’hypothèse que

XY = X Y (3.4)

Des simplifications de notations sont proposés. On remplace vα(α/β)
n par vα(α/β)

n ,

v
α/β
n par vα/βn et wα(α/β) par wα(α/β).

* On définit la densité de l’interface par

Sα/βv = Aα/β/Ve (3.5)

5/ On fait l’hypothèse d’une masse volumique uniforme par phase

〈ρα〉α = ρα (3.6)
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6/Un certain nombre de grandeurs sont définies :

- Γα/β est le taux de production de la phase α par croissance dans la phase

β.

Γα/β = Sα/βv (ρα(α/β)v
α/β
n − ρα(α/β)v

α(α/β)
n ) (3.7)

avec vα/βn est la vitesse de l’interface α/β projeté suivant la normale à cette

interface dirigée de α vers β.

- Φα le taux de production volumique de la phase α par germination

4 Bilan général final

A/ En considérant ces hypothèses, on obtient pour le bilan de masse en re-

prenant l’équation (2.4) et utilisant les définitions (3.3) et (3.5).

∂

∂t
(gαρα)+div(gαρα 〈vα〉α) =

∑
α/β

(
Sα/βv (ρα(α/β)v

α/β
n − ρα(α/β)v

α(α/β)
n )

)
+Φα

(4.1)

En utilisant les définitions précédentes, l’équation s’écrit alors :

∂

∂t
(gαρα) + div(gαρα 〈vα〉α) =

∑
α/β

Γα/β + Φα (4.2)

avec Γα/β est le taux de production de la phase α par croissance dans la phase

β et Φα le taux de production de la phase α par germination.

B/ Pour le bilan de soluté, en reprenant l’équation (2.5) et en utilisant en plus

(3.2), on obtient :

∂

∂t
gαρα 〈wα〉α + div(gαρα 〈wα〉α 〈vα〉α)

=
∑
α/β

(
S
α/β
v (ρα(α/β)wα(α/β)v

α/β
n − ρα(α/β)wα(α/β)v

α(α/β)
n )− Jα(α/β)

n

) (4.3)

Le terme Sα/βv (ρα(α/β)wα(α/β)v
α/β
n −ρα(α/β)wα(α/β)v

α(α/β)
n ) représente l’évo-

lution de la composition de la phase α due à l’évolution de l’interface α/β.

145



ANNEXE A. DE L’ÉQUATION LOCALE À LA FORME MOYENNÉE

Cette évolution peut être due à la croissance ou à la germination. On appellera

Γα/β le taux de l’évolution de la phase α par croissance et Φα la contribution de

la germination. On prendra, de plus l’hypothèse que la phase α germe avec une

composition égale à k
〈
wβ
〉β, k étant le coefficient de partition. Par la suite, on

obtient l’équation suivante :

∂

∂t
(gαρα 〈wα〉α) + div(gαρα 〈wα〉α 〈vα〉α)

=
∑
α/β

(
wα(α/β)Γα/β − Jα(α/β)

n

)
+ Φαk

〈
wβ
〉β (4.4)

Pour les équilibres à l’interface, on reprend les équations (2.6) et (2.7) et on

trouve :

C/ Pour l’équilibre de masse :

Sα/βv (ρα(α/β)v
α/β
n − ρα(α/β)v

α(α/β)
n ) + Sα/βv (ρβ(α/β)v

α/β
n − ρβ(α/β)v

β(α/β)
n ) = 0

(4.5)

ou encore avec les notations définies :

Γα/β + Γβ/α = 0 (4.6)

D/ Pour l’équilibre de flux de soluté :

Sα/βv ((ρα(α/β)wα(α/β)v
α/β
n − ρα(α/β)wα(α/β)v

α(α/β)
n

+(ρβ(α/β)wβ(α/β)v
α/β
n − ρβ(α/β)wβ(α/β)v

β(α/β)
n )− Jα(α/β)

n − Jβ(α/β)
n = 0

(4.7)

ou encore avec les notations précédemment définies :

wα(α/β)Γα/β + wβ(α/β)Γβ/α − Jα(α/β)
n − Jβ(α/β)

n = 0 (4.8)
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Les équations splittées

Afin de bien prendre en considération tous les phénomènes qui se produisent,les

équations ci dessus doivent être résolues en utilisant de très petits pas de temps.

Toutefois, résoudre ces équations ainsi, pour des lingots d’acier de taille indus-

trielle, nécessitera un temps important de calcul. D’où l’approche de la sépa-

ration des échelles proposée par Combeau [31] et Thevoz [30], réutilisée par

Leriche [9] et Nguyen [26] dans leurs travaux. Selon cette méthode, les frac-

tions de phases ainsi que la composition sont supposées évoluer suivant deux

étapes : une étape macroscopique de transport et une étape microscopique de

croissance. En utilisant cette hypothèse, les équations décrivant chaque étape

peuvent être résolues sur des échelles spatiales et temporelles différentes et ainsi

correspondre à une approche multi-échelles. Plus spécifiquement : les équations

ci-dessus sont partagés en 3 parties : partie correspondant à l’étape de transport

(tr) résolue en utilisant un macro pas de temps, une étape de germination (N) et

une étape de croissance résolue en utilisant un micro pas de temps.

1 Echelle macroscopique : équations de transport

1.1 Bilans de masse totale

En appliquant l’équation 4.2 successivement sur les phases s(k) et l(k) en

ne prenant que les termes relatifs au transport (en éliminant les termes relatifs

à la germination et à la croissance), on obtient les deux équations suivantes

dont la résolution nous donne l’évolution des phases s(k) et l(k) après l’étape de
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transport :

∂

∂t
(gs

(k)

tr ρs) + div(gs
(k)

tr ρs
〈

vs
(k)
〉s(k)

) = 0 (1.1)

∂

∂t
(gl

(k)

tr ρ
l) + div(gl

(k)

tr ρ
l
〈

vl
(k)
〉l(k)

) = 0 (1.2)

1.2 Bilans de masse de soluté

En appliquant l’équation 4.4 pour les phases s(k) et α et en ne prenant que

les termes relatifs au transport, on obtient :

∂

∂t
(gs

(k)

tr ρs
〈
ws(k)

〉s(k)
tr

) + div(gs
(k)

tr ρs
〈
ws(k)

〉s(k)
tr

〈
vs(k)

〉s(k)
) = 0 (1.3)

∂

∂t
(gαtrρ

l 〈wα〉αtr) + div(gαtrρ
l 〈wα〉αtr 〈vα〉

α) = 0 (1.4)

avec α qui peut être : le liquide intragranulaire l(k)
1 , le liquide extragranulaire

l
(k)
2 ou le liquide total l(k).

2 Echelle microscopique : croissance et germination

2.1 Bilans de masse totale

Germination : En appliquant l’équation 4.2 sur les phases s(k) et l(k) et en pre-

nant les termes relatifs à la germination, on obtient l’équation décrivant l’évo-

lution des fractions solide et liquide après l’étape de germination.

∂

∂t
(gs

(k)

N ρs) = Φs(k)/l
(k)
1 (2.1)

∂

∂t
(gl

(k)

N ρl) = −Φs(k)/l
(k)
1 (2.2)
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Croissance : En appliquant les mêmes équations précédentes et en prenant les

termes relatifs à la croissance :

∂

∂t
(gs

(k)

ρs) = Γs
(k)/l

(k)
1 (2.3)

∂

∂t
(gl

(k)

ρl) = −Γs
(k)/l

(k)
1 (2.4)

2.2 Bilans de masse de soluté

Germination

∂

∂t
(gs

(k)

N ρs
〈
ws(k)

〉s(k)
N

) = Φs(k)/l
(k)
1 k
〈
wl(k)

〉l(k)
(2.5)

∂

∂t
(gl

(k)

N ρl
〈
wl(k)

〉l(k)
)N = −Φs(k)/l

(k)
1 k
〈
wl(k)

〉l(k)
(2.6)

Croissance

∂

∂t
(gs

(k)

ρs
〈
ws(k)

〉s(k)
) = ws(k)(s(k)/l

(k)
1 )Γs

(k)/l
(k)
1 − Js

(k)(s(k)/l
(k)
1 )

n (2.7)

∂

∂t
(gl

(k)
1 ρl

〈
wl

(k)
1

〉l(k)1

) = wl
(k)
1 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )Γl

(k)
1 /l

(k)
2 − wl

(k)
1 (s(k))/l

(k)
1 Γs

(k)/l
(k)
1

− J l
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )

n − J l
(k)
1 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n

(2.8)

∂

∂t
(gl

(k)
2 ρl

〈
wl

(k)
2

〉l(k)2

) = −wl
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )Γl

(k)
1 /l

(k)
2 − J l

(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n
(2.9)

Liquide total (l(k) = l
(k)
1 + l

(k)
2 ) On exprime la partie à gauche du bilan de masse

de soluté sur le liquide intragranulaire (1.23) de la manière suivante :

∂

∂t
(gl

(k)
1 ρl

〈
wl

(k)
1

〉l(k)1

)

=
∂

∂t
(gl

(k)
1 ρl)

〈
wl

(k)
1

〉l(k)1

+ gl
(k)
1 ρl

∂

∂t
(
〈
wl

(k)
1

〉l(k)1

)

(2.10)
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En utilisant le bilan de masse sur le liquide intragranulaire (1.20), l’équation

précédente s’écrit :

∂

∂t
(gl

(k)
1 ρl

〈
wl

(k)
1

〉l(k)1

)

= (Γl
(k)
1 /l

(k)
2 − Γs

(k)/l
(k)
1 − Φs(k)))

〈
wl

(k)
1

〉l(k)1

+ gl
(k)
1 ρl

∂

∂t
(
〈
wl

(k)
1

〉l(k)1

)

(2.11)

Ensuite, on considère une concentration uniforme pour le liquide intragranu-

laire. En plus, on néglige la variation temporelle de cette concentration comme

ceci n’implique pas des erreurs importantes comme ça était montré par Tveito

[58]. On obtient par la suite l’équation de conservation suivante pour la masse

de soluté le liquide intragranulaire :

∂

∂t
(gl

(k)
1 ρlwl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 ))

= (Γl
(k)
1 /l

(k)
2 − Γs

(k)/l
(k)
1 − Φs(k))wl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )

(2.12)

On réécrit l’équation de bilan de soluté présent dans le liquide extragranu-

laire

∂

∂t
(gl

(k)
2 ρl

〈
wl

(k)
2

〉l(k)2

)

= −wl
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )Γl

(k)
1 /l

(k)
2 − J l

(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n

(2.13)

La sommation des deux équations précédentes nous donne le bilan de soluté

présent dans le liquide intra et extragranulaire :

∂

∂t
(gl

(k)

ρl
〈
wl(k)

〉l(k)1

) = −Γs
(k)/l

(k)
1 wl

(k)
1 (l

(k)
1 /s(k))

− Φs(k)wl
(k)
1 (l

(k)
1 /s(k)) − J l

(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n

(2.14)

avec

J l
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n = −ρlDlSl
(k)
2 /l

(k)
1

v

wl
(k)
2 (l

(k)
2 /l

(k)
1 ) −

〈
wl

(k)
2

〉l(k)2

δl
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

(2.15)
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Or on a 〈
wl

(k)
2

〉l(k)2

=
gl

(k)
〈
wl(k)

〉l(k)
− gl

(k)
1 wl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )

gl
(k)
2

(2.16)

Par la suite

ρlDlSl
(k)
2 /l

(k)
1

v

wl
(k)
2 (l

(k)
2 /l

(k)
1 ) −

〈
wl

(k)
2

〉l(k)2

δl
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

=

ρlDlSl
(k)
2 /l

(k)
1

v

wl
(k)
2 (l

(k)
2 /l

(k)
1 ) −

gl
(k)
〈
wl(k)

〉l(k)
− gl

(k)
1 wl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )

gl
(k)
2

δl
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

= ρlDlSl
(k)
2 /l

(k)
1

v

wl
(k)
2 (l

(k)
2 /l

(k)
1 ) −

gl
(k)
〈
wl(k)

〉l(k)
− (gl

(k) − gl
(k)
2 )wl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )

gl
(k)
2

δl
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

(2.17)

En réarrangeant les termes et en considérant wl
(k)
2 (l

(k)
2 /l

(k)
1 ) = wl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 )

J l
(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n = −ρlDlSl
(k)
2 /l

(k)
1

v

gl
(k)

gl
(k)
2

wl
(k)
1 (s(k)/l

(k)
1 ) −

〈
wl(k)

〉l(k)
δl

(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

(2.18)

En séparant les termes relatifs à la germination et ceux dus à la croissance,

on obtient :

∂

∂t
(gl

(k)

N ρl
〈
wl(k)

〉l(k)
N

) = −Φs(k)wl
(k)
1 (l

(k)
1 /s(k)) (2.19)

∂

∂t
(gl

(k)

ρl
〈
wl(k)

〉l(k)
) = −Γs

(k)/l
(k)
1 wl

(k)
1 (l

(k)
1 /s(k)) + J l

(k)
2 (l

(k)
1 /l

(k)
2 )

n
(2.20)
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∂

∂t
(gl

(k)

ρl
〈
wl(k)

〉l(k)
) = −Γs

(k)/l
(k)
1 wl

(k)
1 (s(k)/l

(k)
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(2.21)

Les différentes équations précédentes sont établies en s’inspirant des travaux

de Tourret [36], Bedel [59] et Nguyen [26].

Les expressions de longueur de diffusion δl ainsi que des surfaces spécifique

Sv sont prises tel que utilisées par Nguyen [26] dans ses travaux. Leurs expres-

sions sont pris des travaux de Tveito [60] et Bedel [59].

L’hypothèse faite que le bras colonnaire est considéré comme un assem-

blage de sous-structures semblables à celle de l’équiaxe fait qu’on utilise les

mêmes expressions de longueur de diffusion et de surface spécifique pour les

deux structures colonnaire et équiaxe.
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Annexe C

Données thermodynamiques

TABLE C.1: Propriétés de l’alliage Al-7%pds Si (Chapitre-3 / Section-1) [9].
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ANNEXE C. DONNÉES THERMODYNAMIQUES

TABLE C.2: Propriétés de l’alliage Al-7%pds Si (Chapitre-3 / Section-2)[19].
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ANNEXE C. DONNÉES THERMODYNAMIQUES

TABLE C.3: Propriétés de l’alliage Fe-0.4%pds C (Chapitre-3 / Section-3).

TABLE C.4: Propriétés de l’alliage Fe-0.36%pds C (Chapitre-4 / Section-1)[26].

155



ANNEXE C. DONNÉES THERMODYNAMIQUES

TABLE C.5: Propriétés de l’alliage Fe-0.1984%pds C (Chapitre-4 / Section-2).
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MOTS CLÉS

Solidification, Modélisation, Transition colonnaire-équiaxe, Éléments finis, Macroségrégation, Multi-échelle,

Fragmentation, Lingots.

RÉSUMÉ

Intégré au projet national FUI SOFT-DEFIS, une activité de recherche a été réalisée visant à contribuer au développement

d'un outil numérique prédisant la formation des structures de solidification équiaxe et colonnaire, ainsi que la zone de

transition et les ségrégations chimiques associées dans la coulée des gros lingots en acier. Jusqu'à présent, les modèles

utilisent généralement la méthode des volumes finis. Un premier modèle basé sur la méthode des éléments finis a été

proposé mais limité à la solidification équiaxe. Ce dernier est étendu, dans ce projet de recherche, pour modéliser à la

fois les structures colonnaires et équiaxes. Une méthode Level Set est appliquée afin de suivre la croissance du front

colonnaire. Sa vitesse est calculée à l'aide d'un modèle de cinétique de croissance développé pour les microstructures

dendritiques. Les grains équiaxes se développent dans le liquide en surfusion devant le front colonnaire et peuvent être

transportés. Deux sources des grains équiaxes sont modélisés : la germination hétérogène ainsi que la fragmentation.

Le modèle considère la morphologie dendritique pour les deux microstructures. Un critère de blocage solutal est utilisé

pour prédire la position de la transition colonnaire-équiaxe. Les équations de conservation sont résolues en utilisant

une méthode de splitting séparant les deux étapes de transport et croissance. Des simulations 2D et 3D ont permis

de tester les différentes briques du modèle pour des petits lingots. Le modèle est appliqué, enfin, à l'échelle des lingots

industriels pour prédire l'évolution des structures développées et des zones ségrégées, en comparaison avec les analyses

expérimentales des partenaires du projet.

ABSTRACT

As part of the french SOFT-DEFIS project, this work aims to contribute to the development of a numerical tool predicting

the formation of equiaxed and columnar solidification structures, as well as the transition zone and associated chemical

segregations during large steel ingots casting. Until now, models generally use the finite volume method. A first model

based on the finite element method has been proposed but limited to equiaxed solidification. The latter is extended to

model both columnar and equiaxed structures. A Level-Set method is applied in order to follow the growth of the columnar

front. Its velocity is calculated using a growth kinetics model developed for dendritic microstructures. Equiaxed grains

develop in the undercooled liquid ahead of the columnar front and can be transported. Two sources of equiaxed grains

are modeled : heterogeneous nucelation as well as fragmentation. The model considers the dendritic morphology for

the two microstructures. A solutal blocking criterion is used to predict the position of the columnar-to-equiaxed transition.

The conservation equations are solved using a splitting method separating the two stages of transport and growth. 2D

and 3D simulations of small ingots serve as test for the different parts of the model. Finally, the model is applied at the

scale of industrial ingots to predict the evolution of developed structures and segregated zones, in comparison with the

experimental analyses of the project partners.

KEYWORDS

Solidification, Modeling, Columnar-to-Equiaxed Transition, Finite Elements, Macrosegregation, Multiscale,

Fragmentation, Ingots.


