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Benôıt, BARY Rapporteur
Professeur, CEA

Laurent, JEANNIN Rapporteur
Professeur, Storengy
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Nucléation de fissure en présence de
couplages thermiques et
thermoporomécaniques



Résumé

Dans ce document, nous abordons la problématique de la nucléation de fissure

dans les matériaux lorsque le chargement est d’origine thermique. Dans un premier

temps, le couplage thermoélastique est présenté, notamment dans le cadre de l’ana-

lyse du choc thermique. On élargit ensuite le spectre de l’analyse proposée au cadre

des couplages thermo-poroélastiques. La démarche présentée est enfin appliquée à la

problématique industrielle de la nucléation potentielle de fissures induite par le déga-

gement de chaleur des colis de déchets radioactifs. L’idée principale consiste à traduire

la nucléation à travers un bilan entre l’état juste avant la nucléation et l’état défini

par la fissure nucléée stable. Cette stratégie permet de s’affranchir de la modélisation

d’un endommagement progressif conduisant à la formation de la fissure stable. Le

critère d’évaluation de la nucléation de fissure adopté est le critère énergétique pro-

posé par T. Carlioz [10] qui porte sur la grandeur énergétique du taux de restitution

d’énergie incrémental. Sur le plan thermodynamique, la nucléation d’une fissure est

abordée dans le cadre d’une évolution adiabatique non-drainée, cohérent avec le ca-

ractère brutal de ce phénomène. Dans cette logique, l’énergie interne apparaît comme

la grandeur pertinente pour effectuer le bilan d’énergie potentielle sur lequel s’appuie

le calcul du taux de restitution d’énergie incrémental. Plusieurs illustrations de la

démarche proposée sont présentées tout au long de ce mémoire, en particulier dans

la cadre de l’analyse d’un chargement lié à un choc thermique. L’application au dé-

gagement de chaleur des colis de déchets radioactifs dans l’environnement immédiat

des alvéoles de stockage propose une analyse critique de la potentielle nucléation de

fissure selon que l’on considère un critère de nucléation s’appuyant, en présence de

couplages thermo-poroélastiques, sur un état de traction dans la configuration initiale

défini en contrainte totale ou en contrainte effective.

Mots-clés : Thermoporomécanique, Nucléation de fissure, Mécanique de la rupture,

Argilite du Callovo-Oxfordian, Pressurisation thermique.

4



Crack nucleation in the presence of
thermal and thermoporomechanical

couplings



Abstract

In this work, we address the problem of crack nucleation in materials when the loa-

ding is of thermal origin. First, thermoelastic coupling is presented, especially in the

context of thermal shock analysis. The spectrum of the proposed analysis is then ex-

tended to the framework of thermo-poroelastic couplings. The approach presented is

finally applied to the industrial problem of the potential nucleation of cracks induced

by the release of heat from radioactive waste deposit. The main idea is to describe

the crack nucleation through a balance between the state just before the nucleation

and the state defined by the appearance of a stable nucleated crack. This strategy

allows to avoid the modeling of a progressive damage leading to the formation of

the crack. The criterion used for the crack nucleation is the energy criterion propo-

sed by T. Carlioz [10] which relates to the incremental energy released rate. From

a thermodynamic point of view, the nucleation of a crack is approached within the

context of a non-drained adiabatic evolution, consistent with the brutal aspect of this

phenomenon. In accordance to this perspective, the internal energy appears to be the

relevant quantity to establish a potential energy balance on which the calculation of

the incremental energy released rate is based. Several illustrations of the proposed

approach are presented throughout this thesis, in particular in the context of the

analysis of a loading related to a thermal shock. The application to the heat release

of radioactive waste deposit in the immediate environment of storage cells, in the

presence of thermo-poroelastic couplings, proposes a critical analysis of the possible

crack nucleation depending on whether one considers a nucleation criterion based on

a tensile state defined in total stress or in effective stress.

Keywords : Thermoporomechanics, Crack nucleation, Fracture mechanics, Callovo-

Oxfordian claystone, Thermal pressurization.
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1.1 Contexte Industriel

1.1.1 Industrie nucléaire et déchets radioactifs

L’industrie nucléaire française voit le jour en 1955 avec la mise en place du premier

réacteur nucléaire à Uranium naturel graphite gaz par le Commissariat à l’énergie ato-

mique (CEA) qui est un organisme gouvernemental chargé de mettre en oeuvre des

programmes de recherche liés à l’énergie nucléaire.

De nos jours, la France compte plus de 58 réacteurs répartis sur 19 sites nucléaires qui

produisent environ 405 TWh d’énergie nucléaire chaque année, dont 77% de la pro-

duction d’électricité française. Cette source d’énergie, considérée comme la principale

source d’énergie produite et consommée en France, produit des déchets radioactifs

qui sont des substances radioactives pour lesquelles aucune utilisation ultérieure n’est

prévue ou envisagée pour le moment. Les secteurs économiques qui contribuent le

plus à la production de ces déchets radioactifs sont les secteurs de l’éléctronucléaire,

de la recherche et de la défense, avec l’équivalent de 2Kg de déchets radioactifs par

personne chaque année 1.

Par ailleurs, les déchets radioactifs ne sont pas tous égaux, ils contiennent en gé-

néral un mélange de radionucléides (isotopes radioactifs comme le césium, plutonium,

etc.) et d’autres composants en fonction de leur origine. Un système de classification

permet d’identifier les différents types de déchets en fonction de deux caractéristiques:

le niveau de radioactivité et la période d’activité.

La première caractéristique mesure le niveau de radiation émis par les radionucléides,

qui correspond au nombre de désintégrations de noyaux qui se produisent par seconde

exprimé en Becquerels par gramme (Bq/g).

On distingue quatre niveaux de radioactivité: une très faible activité (VL) pour une

radioactivité inférieure à 100 Bq/Kg, une faible activité (FL) pour une activité com-

prise entre quelques centaines à un million de Becquerels par gramme, une moyenne

activité (MA) lorsque l’activité est de l’ordre d’un million à un milliard de Becquerels

1. https://international.andra.fr/radioactive-waste-france/what-radioactive-waste/radioactive-
waste

20



Figure 1-1 – Bilan des stocks de matières radioactives (en tML, excepté pour les
combustibles usés de la défense nationale en tonnes d’assemblages)

par gramme et une haute activité (HA) lorsque l’activité est de l’ordre de plusieurs

milliards de Becquerels par gramme.

Une faible quantité de déchets radioactifs présente une haute activité soit 0.2% du

volume de déchets pris en charge par l’Andra, soit environ 4000𝑚3 en 2019 2.

La deuxième caractéristique représente le temps nécessaire pour que l’activité

initiale d’une quantité d’un radionucléide donné soit divisée par deux, on distingue:

des déchets à durée de vie très courte (VTC) avec une période inférieure à 100 jours,

des déchets à durée de vie inférieure ou égale à 31 ans (VC) et des déchets dit à vie

longue (VL) dont la période est supérieure à 31 ans.

On considère que la radioactivité diminue considérablement après dix demi-vies soit

l’équivalent pour un déchet à vie courte à 300 ans, tandis que pour des déchets à vie

longue leur durée de vie peut atteindre des milliers d’années.

2. https://inventaire.andra.fr/sites/default/files/documents/pdf/fr/andra_essentiels_2021_in_web.pdf
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La question de la gestion de ces déchets radioactifs est donc centrale. Elle a été confiée

à l’Agence nationale pour la gestion des déchets radioactifs (ANDRA) dans le cadre

du projet français Cigéo.

1.1.2 Projet Cigéo

Le projet Cigéo est conçu pour stocker les déchets hautement radioactifs et à durée

de vie longue produits par l’ensemble des installations nucléaires actuelles, jusqu’à leur

démantèlement, et par le traitement des combustibles usés utilisés dans les centrales

nucléaires. Le stockage de ces déchets radioactifs dans des centres dédiés et adaptés

à leur nature permet de protéger l’homme et l’environnement et permet de les isoler

le temps de diminuer leur radioactivité. En fonction du niveau de radioactivité, les

centres de stockages peuvent être soit en surface ou à faible profondeur entre 15 et 200

mètres sous terre ou en profondeur à environ 500 mètres sous terre. Pour les déchets

à haute radioactivité et à vie longue (HA/MA-VL), qui représentent environ 10% des

déchets radioactifs, un stockage profond est nécessaire.

C’est dans ce cadre que s’inscrit le projet Cigéo mis en place par l’Andra qui est

un centre industriel de stockage géologique profond pour les déchets (HA/MA-VL)

situé dans l’Est de la France, à la limite du département de la Meuse et de la Haute-

Marne. Les recherches géologiques ont permis d’identifier ce site comme emplacement

favorable à l’implantation du stockage profond sur une superficie d’environ 250km2 au

sein de laquelle la formation hôte de l’argilite du Callovo-Oxfordien à une profondeur

de 525m présente les propriétés adéquates pour répondre aux trois grandes fonctions

de sûreté prévues [24]:

— S’opposer à la circulation de l’eau dans l’installation de stockage.

— Confiner la radioactivité.

— Isoler les déchets de l’homme et de la biosphère pour que la sûreté du sto-

ckage ne soit pas affectée de façon significative par les phénomènes d’érosion

climatique ou par les activités humaines banales.

Les déchets sont stockés sous forme de colis dans des alvéoles (Figure 1-3) creusées

dans le Callovo-Oxfordien suivant les directions des contraintes principales majeures
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Figure 1-2 – Illustration de l’installation souterraine de Cigéo[24]

et mineures et desservis par des galeries d’accès. La liaison entre la surface et l’ins-

tallation souterraine se fait par deux descenderies et des puits verticaux (Figure 1-2).

Figure 1-3 – Illustration d’une Alvéole de stockage
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1.1.3 Les différentes phases du stockage

Afin d’assurer un enfouissement en toute sécurité des déchets radioactifs, une

connaissance approfondie du comportement de la roche hôte sous différentes sollici-

tations physico-chimiques pendant tout le long de la période d’exploitation est néces-

saire. On peut distinguer plusieurs phases chronologiques caractérisées par différents

phénomènes prépondérant pendant la durée de vie du site (Figure 1-4):

Phase initiale antérieure à la construction du site qui caractérise l’état de contrainte

in-situ antérieur à toute perturbation.

Phase d’excavation caractérisée par des sollicitations mécaniques: lié à la redistri-

bution des contraintes après excavation et mise en place du soutènement, et hydrique:

séchage de la paroi excavée dû à la ventilation.

Ces sollicitations sont à l’origine d’endommagement de la roche hôte et de l’appari-

tion de réseau de fractures dans la zone proche des parois nommée EDZ. En l’absence

d’auto-colmatage de la roche, la perméabilité de l’EDZ peut devenir 6 fois plus grande

que la perméabilité initiale [66].

Phase d’installation et de stockage caractérisée d’une part par un couplage

hydro-mécanique représenté par une ressaturation de la zone EDZ et bouchons qui

engendre une pression sur la zone endommagée qui favorise le colmatage des fissures

et diminue la perméabilité de l’EDZ, et d’autre part la sollicitation thermique aura

tendance à sécher le champs proche. Le couplages entre la ressaturation et le gradient

de température a un effet significatif sur le comportement de l’EDZ. La roche à

proximité des colis est soumise à l’effet de cycles de ressaturation/dessaturation.

Phase de post-exploitation la roche est totalement saturée et le flux thermique

est décroissant en fonction du temps, cette période prend des centaines d’années voire

des milliers avant de s’estomper. Les processus majeurs comprennent le scellement de

la roche, la dégradation des colis et les effets chimiques et biologiques à long terme.
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Figure 1-4 – Chronogramme des phénomènes majeurs affectant le stockage [24]

1.1.4 Objectif du travail

On s’intéresse dans ce travail à la phase d’exploitation du réseau de stockage c’est

à dire le comportement à long terme des dispositifs de stockage après dépôt et scelle-

ment des alvéoles. Durant cette phase, la roche est soumise à différentes sollicitations

thermo-hydro-mécanique qui peuvent jouer un rôle majeur dans l’apparition d’insta-
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bilités et de fissures qui risque de favoriser la migration des radionucléides.

L’effet le plus marqué du dégagement thermique des déchets radioactifs est l’élévation

de la température dans le massif rocheux. Par conséquent, des contraintes thermo-

mécaniques apparaissent, les pressions des phases fluides augmentent et des réactions

chimiques altèrent les propriétés de la roche et des barrières ouvragées. La phase de

refroidissement qui s’en suit peut aussi induire des phénomènes de contraction et donc

de fissuration thermique.

En se référant aux travaux antérieurs portant sur la caractérisation in situ et la com-

préhension globale des phénomènes intervenant pendant la phase d’exploitation du

stockage, ainsi que les travaux portant sur l’endommagement et la fissuration des

matériaux, on se propose dans ce travail de traiter la problématique de nucléation

de fissure d’origine thermique en partant d’une analyse théorique du processus de

nucléation pour aboutir à une analyse concrète de la problématique industrielle de

l’Andra.

1.2 Organisation du manuscrit

Ce travail a pour objectif d’étudier le phénomène de nucléation de fissure en ti-

rant profit du double critère énergétique proposé par T. Carlioz [10], avec comme

finalité d’aborder la problématique industrielle de l’ANDRA du stockage de déchets

radioactifs et des risques de nucléation de fissures liée au dégagement de chaleur après

fermeture du stockage.

Le chapitre 2 est tout d’abord dédié à la présentation du cadre thermodynamique

adapté au phénomène de la nucléation qui est interprété dans le cadre d’une évolu-

tion adiabatique et que le comportement du milieu non-fissuré reste réversible. Cette

représentation permet de rendre compte, de manière analytique, de l’élévation de

température à l’intérieur de la fissure suite à la nucléation. Dans ce contexte, nous

présenterons le double critère énergétique [10]: ce dernier réunit deux conditions com-

plémentaires de nucléation et de stabilité, qui permettent de s’assurer, à partir de la

variation du taux incrémental de restitution de l’énergie 𝐺𝑖𝑛𝑐, de la nucléation d’une
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fissure stable et de déterminer sa taille ℓ ainsi que le chargement critique capable de

le nucléer.

Le chapitre 3 propose différentes approches de la mécanique linéaire qui per-

mettent d’accéder à la grandeur incrémentale du taux de restitution de l’énergie pour

des fissures stables de longueur finie. Une approche directe plus simple mais coû-

teuse en temps de calcul, consiste à résoudre explicitement les deux problèmes sain

et fissuré pour calculer la variation de leurs énergies potentielles puis en déduire le

taux incrémental de restitution de l’énergie. Une autre méthode de résolution par

approche variationnelle fournie une approximation analytique du 𝐺𝑖𝑛𝑐 en proposant

un encadrement de cette grandeur. Finalement une approche basée sur la mécanique

linéaire de la rupture, à partir du lien entre le taux incrémental de restitution d’éner-

gie et les facteurs d’intensité des contraintes, permet de valoriser les méthodes de

détermination des facteurs d’intensité de contrainte pour traiter la nucléation de fis-

sure. Avec ces outils capables de gérer la problématique de nucléation de fissure, nous

avons proposé plusieurs exemples qui mettent en oeuvre ces méthodes afin d’illustrer

le fonctionnement de chacune et discuter de leurs efficacité et domaine de validité.

Le chapitre 4 aborde la problématique du choc thermique et de l’apparition de ré-

seaux de fissures induites par une chute brutale de température. On se propose de

traiter cette problématique comme une nucléation de fissures en utilisant le critère

énergétique avec les différents outils présentés dans le Chapitre 3. L’étude s’étendra

plus loin puisqu’elle couvrira l’évolution dans le temps de ce réseau de fissures nu-

cléées en mettant en compétition les processus de propagation de fissures existantes

et de nucléation de nouvelles fissures dans le milieu.

Le chapitre 5 se présente comme une extension du chapitre 2 dans le cadre thermo-

dynamique de la nucléation de fissure dans un milieu poreux saturé. La nucléation

brutale d’une fissure avec la présence d’une phase fluide suggère, en plus d’une évo-

lution adiabatique, une évolution non-drainée du fluide. Cette considération permet

de ramener l’expression de la variation de l’énergie interne au cours du processus de

nucléation dans un cadre thermo-poro-élastique à l’évaluation d’une énergie interne

introduisant un tenseur d’élasticité adiabatique non-drainé. Par la suite une attention
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particulière a été portée sur la représentation de la fissure, comme une zone tridimen-

sionnelle saturée par un fluide sous pression ou sèche, ainsi que des conséquences de

cette représentation sur l’évaluation de la nucléation et de l’élévation de température

à l’intérieur de la fissure.

Le chapitre 6 constituera l’aboutissement des chapitres précédents. On propose une

analyse détaillée de la problématique industrielle de stockage des déchets exother-

miques, particulièrement lors de l’évolution à long terme après le dépôt et la fermeture

du stockage. Puis, nous examinerons les risques de nucléation de fissures en mode I

entre les alvéoles de stockage dans le but de dégager un espacement de sûreté entre

ces alvéoles.

Finalement le chapitre 7 présentera les principales conclusions de ce travail et l’ou-

vrira vers un certain nombre de perspectives.

28



Chapitre 2

Critère de nucléation énergétique

Contents

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2 Modélisation de la fissure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.3 Modélisations de la nucléation de fissure . . . . . . . . . 32

2.3.1 Modèle d’endommagement local et gradient d’endommage-

ment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3.2 Critère de nucléation mixte . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.3.3 Formulation du critère énergétique . . . . . . . . . . . . . . 37

2.4 Thermodynamique de la nucléation . . . . . . . . . . . . . 39

2.4.1 Formalisme du cadre thermodynamique macroscopique . . . 40

2.4.2 Sollicitations thermomécaniques . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.4.3 Tenseur d’élasticité adiabatique et énergie interne de la fissure 46

2.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

29



2.1 Introduction

La fracturation dans les matériaux est souvent à l’origine de défaillances qui

peuvent compromettre la stabilité et la sûreté des structures. D’où l’importance d’une

connaissance approfondie de la mécanique de la rupture qui permet de comprendre et

prévenir ces mécanismes de fissuration afin de garantir une intégrité à ces structures.

L’étude de la rupture des matériaux fragiles, ayant une capacité de déformation plas-

tique faible sous chargement quasi-statique, a vu le jour avec les travaux de Griffith

[35]. Cette théorie se base sur le principe d’une compétition entre l’énergie de créa-

tion de nouvelles surfaces et l’énergie potentielle de la structure. Elle prédit alors

l’initiation de la fissure lorsque le taux de restitution d’énergie est égal à la tenacité

du matériau. Cependant cette théorie présente des limitations liées à l’effet d’échelle

puisqu’elle n’introduit pas de longueur interne de fissuration. En effet, il a été montré

que le chargement critique d’initiation d’une fracture dans une structure de taille 𝐿

est proportionnel à 1/
√
𝐿 [48]. Nous attendons alors, pour une structure de taille

𝐿 → 0, que le chargement critique d’initiation de fissure soit infini, ce qui est in-

consistant avec les observations expérimentales. Cela a mené plusieurs chercheurs,

notamment avec les contributions d’Irwin [41], Erdogan et Sih [37] et de Rice [61], à

formuler des critères de fissuration locaux basés sur l’évaluation de la singularité du

champ de contrainte en pointe de fissure. En particulier les travaux d’Irwin [41] ont

permis de faire le lien entre le taux de restitution d’énergie classiquement introduit

dans les critères de propagation de fissure de type Griffith et les facteurs d’intensité

de contrainte. Cependant cette approche reste incomplète puisqu’elle ne permet pas

d’expliquer la formation de fissure pour une distribution régulière des contraintes.

Par la suite, plusieurs approches ont alors été proposées dans le but de surmonter

ces difficultés: des modèles de zones cohésives [6], [16], [21], ou bien en introduisant

les non-linéarités du matériau [34], ou encore des approches se basant sur un double

critère combinant le taux de restitution d’énergie et la résistance du matériau [48]. Ce

n’est que récemment avec les travaux de Francfort & Marigo [30] ou encore Bourdin &

al. [8] et Chambolle & al. [14] qu’une formulation variationnelle de la rupture fragile
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appelé aussi modèle à champ de phase, a été proposée.

Dans ce travail, on étudie la nucléation de fissure stable dans les matériaux fragiles en

utilisant une approche énergétique, proposé par T. Carlioz [10]. Elle consiste à s’af-

franchir de l’évaluation du processus conduisant à la nucléation pour ne s’intéresser

qu’aux deux états initial et final du processus.

2.2 Modélisation de la fissure

Avant d’aborder la nucléation de fissure stable dans le cadre d’approches éner-

gétiques faisant intervenir des bilans d’équilibre thermodynamiques, il convient de

définir l’objet fissure étudié et de proposer une modélisation pertinente de celle-ci.

Une fissure est le résultat d’une rupture caractérisée par la séparation irréversible du

milieu en deux parties distinctes. On définit alors la fissure comme étant le domaine

géométrique tridimensionnel de séparation au sein de cette structure, caractérisé par

une dimension très faible devant les deux autres. Par ailleurs la nature géométrique

de la fissure reste assez complexe et difficile à représenter. On retient deux grandes

familles de représentation qui permettent d’appréhender la nature de cet objet (Fi-

gure 2-1).

(a) Représentation idéalisée
(b) Représentation ellipsoïdale aplatie

Figure 2-1 – Représentations géométriques de l’objet fissure

— Une représentation idéalisée (Figure 2-1a) proposée initialement par Griffith

dans [35] qui modélise la fissure comme une surface de discontinuité dans le

milieu, où les deux faces de cette fissure sont libres de contrainte et animées de

deux cinématiques différentes, tout en respectant la condition de non pénétra-
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tion. L’ouverture de la fissure correspond dans ce cas au saut de déplacement

le long de la surface. On écrit alors en tout point appartenant au deux surfaces

de la fissure:

J𝜉K.𝑛 ≥ 0 ; 𝑇 = 𝜎.𝑛 = 0 (2.1)

La présentation détaillée de cette modélisation est donnée en Annexe A.1.

— Une deuxième approche considère un domaine géométrique généralement représ-

enté par une ellipse en deux dimensions et un ellipsoïde en trois dimensions,

de grande taille caractéristique, son grand axe 2𝑎, et de petite taille caracté-

ristique, son petit axe 2𝑐 (2-1b). La fissure s’interprète alors dans le passage à

la limite de 𝑋 = 𝑐
𝑎
→ 0 où 𝑋 désigne le rapport d’aspect. Cette représenta-

tion permet entre autre de s’affranchir des difficultés liées aux singularités de

contrainte en pointe de fissure dans le cas de représentations idéalisées Annexe

A.2.

2.3 Modélisations de la nucléation de fissure

On s’attache ici à présenter de façon non-exhaustive les principales familles de

modélisation de la nucléation de fissure proposées dans la littérature.

2.3.1 Modèle d’endommagement local et gradient

d’endommagement

Le principe de ce modèle consiste à approcher la zone de fissuration à une échelle

inférieure comme étant une zone d’épaisseur non nulle endommagée suite à des pro-

cessus microstructuraux qui altèrent la microstructure du milieu, que ce soit par

microfissuration ou encore par accroissement des microvides existants.

Lemaître & Chaboche [51] propose une approche macroscopique reposant sur une

variable macroscopique d’endommagement notée 𝑑.
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La densité volumique de l’énergie libre se met sous la forme:

𝜓(𝜀, 𝑑) =
1

2
𝜀 : C(𝑑) : 𝜀 (2.2)

où le tenseur d’élasticité C(𝑑) est une grandeur décroissante de 𝑑 qui passe de C0 à 0

pour une variable 𝑑 allant de 0 à 1. Cette variable d’endommagement trouvera plus

tard un support micromécanique [39][13].

Une combinaison du premier principe et du second principe de la thermodyna-

mique dans un cadre isotherme conduit à l’expression de la dissipation en fonction de

l’énergie libre de la forme:

𝐷 = −𝜕𝜓
𝜕𝑑

𝑑 (2.3)

Par conséquent, la force thermodynamique associée à l’endommagement définie par:

𝐹 (𝑑) = −𝜕𝜓
𝜕𝑑

= −1

2
𝜀 : C′(𝑑) : 𝜀 permet d’adopter le critère d’endommagement

suivant défini par une borne supérieure 𝑔𝑐 introduite comme constante caractéristique

du matériau:

𝑑

⎧⎨⎩= 0 Si − 1
2
𝜀 : C′(𝑑) : 𝜀 < 𝑔𝑐

≥ 0 Si − 1
2
𝜀 : C′(𝑑) : 𝜀 = 𝑔𝑐

(2.4)

Toutefois, les équations obtenues à l’issue d’une approche thermodynamique ri-

goureuse sont mathématiquement mal posées puisqu’il est possible de trouver une

infinité de solutions indépendantes qui ne sont pas stables [58]. Cela découle du fait

que la localisation du champ d’endommagement dans des régions de taille infinitési-

male prédit la rupture de la structure sans aucune dissipation d’énergie [3].

Méthodes régularisées

Dans le but d’éviter les limitations inhérentes aux modèles locaux une méthode

consiste à présenter le problème sous forme variationnelle [30] en introduisant un

critère de stabilité d’un état d’équilibre à partir de la stationnarité d’une intégrale

33



appelée énergie totale P(𝜉, 𝑑) définie par:

P(𝜉, 𝑑) = 𝐸𝑝(𝜉, 𝑑) +

∫︁
Ω

𝑔𝑐 𝑑 𝑑𝑉 (2.5)

où 𝐸𝑝 est l’énergie potentielle classique calculée à partir de l’énergie libre 𝜓. Ainsi

Francfort & Marigo [29] suggèrent de s’intéresser non seulement aux évolutions véri-

fiant la stationnarité de P mais aussi à son minimum par rapport au déplacement

cinématiquement admissible et à la distribution de l’endommagement dans le milieu.

Afin de régulariser les problèmes d’une approche locale, ils introduisent un terme

supplémentaire en gradient d’endommagement dans la fonctionnelle P.

P(𝜉, 𝑑) = 𝐸𝑝(𝜉, 𝑑) +

∫︁
Ω

(︂
𝑔𝑐 𝑑+

1

2
𝐸0 ℓ

2∇𝑑 .∇𝑑
)︂
𝑑𝑉 (2.6)

Celui-ci permet de pénaliser les champs d’endommagement dans des zones spatiales

trop petites par rapport à une longueur interne ℓ ce qui permet de limiter la locali-

sation de l’endommagement du point de vue de la minimisation. Cette formulation

proposée par Pham et Marigo [59] dite à gradient d’endommagement bien que pro-

posée dans un cadre mathématique, plutôt que physique, fournit des résultats très

intéressants dans différents domaines [65], [7], [54] et confrontée avec succès par rap-

port aux observations expérimentales.

2.3.2 Critère de nucléation mixte

Une autre stratégie pour aborder la nucléation de fissure est celle proposée par

D. Leguillon [48] avec le double critère (critère mixte). Cette approche permet de

statuer à partir d’un site préférentiel, sur la nucléation d’une fissure de longueur ℓ.

Elle se base sur la combinaison de deux conditions: l’une en contrainte et l’autre

énergétique permettant de prédire le chargement critique de nucléation ainsi que la

taille d’initiation de la nucléation.
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Condition énergétique La première condition dite énergétique se base sur le cri-

tère de Griffith [35], le principe de cette théorie repose sur un équilibre entre l’énergie

potentielle du milieu qui décroît à chaque incrément de fissure et l’énergie de créa-

tion de nouvelles surfaces représentée par la grandeur 𝐺𝑐 𝛿𝑆, où 𝐺𝑐 est défini comme

l’énergie de fissuration par unité de surface, introduite comme une constante du ma-

tériau, et 𝛿𝑆 la surface de fissure créée. Le principe de conservation de l’énergie d’un

système mécanique lors d’un scénario de fissuration s’écrit sous la forme:

𝛿𝐸𝑝 + 𝛿𝐸𝑐 +𝐺𝑐𝛿𝑆 = 0

où 𝛿𝐸𝑝 représente la variation de l’énergie potentielle du milieu et 𝛿𝐸𝑐 la variation de

l’énergie cinétique. Étant donnée une variation positive ou nulle de l’énergie cinétique

(𝛿𝐸𝑐 ≥ 0), on définit le taux de restitution d’énergie 𝐺 = −𝛿𝐸𝑝

𝛿𝑆
lorsque l’incrément

de surface de fissure 𝛿𝑆 → 0. Ce dernier doit vérifier la relation:

𝐺 = −𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑆
≥ 𝐺𝑐 (2.7)

Partant d’un état initial sain ne contenant pas de fissure et caractérisé par une

énergie potentielle notée 𝐸0
𝑝 , la nucléation d’une fissure de longueur ℓ pour un char-

gement constant est contrôlée par la variation de l’énergie potentielle entre les deux

configurations initiale et finale du problème ∆𝐸𝑝 = 𝐸𝑝(ℓ) − 𝐸0
𝑝 . Cette variation de

l’énergie potentielle est représentée par la grandeur énergétique incrémentale 𝐺𝑖𝑛𝑐

définie dans [48] par:

𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) = −
𝐸𝑝(ℓ)− 𝐸0

𝑝

ℓ
(2.8)

Cette grandeur énergétique est similaire au taux de restitution d’énergie classique-

ment utilisé dans la théorie de Griffith et porte à ce titre le nom de taux de restitution

d’énergie incrémental. Elle correspond à la force thermodynamique associée à la créa-

tion de nouvelles surfaces dans le milieu. La nucléation de fissure est donc possible

si le taux de restitution d’énergie incrémental est égal à l’énergie nécessaire pour la

création de nouvelles surfaces, c’est à dire l’énergie critique 𝐺𝑐.
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Le critère énergétique s’écrit alors:

𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) = 𝐺𝑐 (2.9)

Condition en contrainte Le critère en contrainte porte sur la comparaison entre

le champ de contrainte dans la configuration de référence et la limite de résistance du

matériau constitutif considéré. La nucléation d’une fissure dans un site préférentiel

est possible si le champ de contrainte de Cauchy 𝜎(𝑋) dans cette zone est tel qu’il

existe une composante en traction supérieure à la résistance limite en traction 𝜎𝑐,

soit:

𝜎 ≥ 𝜎𝑐 (2.10)

Formulation du critère mixte

Une condition nécessaire et suffisante pour la nucléation d’une fissure de taille ℓ

est obtenue lorsque les deux conditions présentées sont toutes les deux satisfaites. Soit

ℓ* la longueur de fissure nucléée, on écrit dans ce cas le critère mixte:

∀ℓ < ℓ* : 𝜎(ℓ) ≥ 𝜎𝑐 ; 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ
*) = 𝐺𝑐 (2.11)

Ce critère permet à la fois de déterminer la longueur de nucléation ℓ* ainsi que le char-

gement critique qui amorce l’initiation de cette fissure. Il a été confronté avec succès

à plusieurs cas expérimentaux qui mettent en évidence sa capacité à surmonter les

limitations des approches en contraintes (la singularité de contraintes au voisinage

d’un coin anguleux [50]) et celles des approches énergétiques (l’effet de taille pour le

critère énergétique [57] , [60]).

La mise en oeuvre de ce critère repose sur l’utilisation des outils de la mécanique

linéaire puisqu’on suppose qu’à l’état initial et final fissuré, le comportement du mi-

lieu ne change pas et que l’unique différence est l’apparition de la fissure présentée

comme zone de discontinuité de déplacement. Il est important de préciser que le critère

mixte suppose que l’emplacement de la fissure qui va nucléer dans le milieu est connu
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préalablement, ce qui nécessite de clarifier la représentation du champ de contrainte

dans la configuration de référence (avant nucléation). Cette étape peut cependant être

facilitée lorsque les géométries considérées présentent des coins anguleux.

2.3.3 Formulation du critère énergétique

Le critère énergétique, proposé initialement par T. Carlioz dans [10], s’inscrit dans

la même cadre que celui du critère mixte. Il consiste à s’affranchir de l’évaluation

progressive conduisant à la nucléation en ne s’intéressant qu’aux deux instants initial

et final de la nucléation à travers la seule définition du taux de restitution d’énergie

incrémental 𝐺𝑖𝑛𝑐, défini en (2.8).

Carlioz défend que la nucléation d’une fissure de taille finie n’est possible que

lorsque celle ci apparaît de manière brutale depuis un état sain. Dans cette optique,

le critère énergétique (2.9) présenté dans le critère mixte n’est pas suffisant pour

assurer la stabilité de la fissure puisqu’il ne représente qu’une condition d’initiation.

Afin de limiter toute propagation supplémentaire au delà de cette longueur d’initiation

pour un chargement constant, il est obligatoire de vérifier la condition de non-propaga-

tion (ℓ̇ = 0) pour des tailles supérieures à celle de la nucléation. Cette condition peut

être explicitée sous la forme:

∀ℓ ≥ ℓ𝑐 :
𝑑𝐺

𝑑ℓ
(ℓ) ≤ 0 (2.12)

En considérant que la longueur de nucléation ℓ𝑐 est la plus petite longueur vérifiant

(2.9), et que 𝐺𝑖𝑛𝑐(0) = 0, on peut montrer par application du théorème des accrois-

sements finis que la dérivée du taux de restitution d’énergie incrémental est positive

en ℓ𝑐, et on écrit:
𝑑𝐺𝑖𝑛𝑐

𝑑ℓ
(ℓ𝑐) =

𝐺𝑐 −𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ𝑐)

ℓ𝑐
≥ 0 (2.13)
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La combinaison de (2.9) et de (2.13) permet d’établir dans le cas d’une fissure

stable les deux conditions nécessaire et suffisante du double critère énergétique (Car-

lioz, [10]): ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ𝑐) = 𝐺𝑐

𝑑𝐺𝑖𝑛𝑐

𝑑ℓ
(ℓ𝑐) = 0

(2.14)

En conséquence, si le taux de restitution d’énergie incrémental 𝐺𝑖𝑛𝑐 présente un

maximum en ℓ𝑐 et que ce maximum correspond à 𝐺𝑐, on peut dire que nous avons

une nucléation de fissure stable de taille ℓ𝑐 pour le chargement constant appliqué.

Ces deux conditions permettent à la fois de déterminer la taille de nucléation et le

chargement critique pour lequel cette fissure apparaît.

Figure 2-2 – Allure du taux de restitution d’énergie pour une nucléation de fissure
stable

Stabilité de la nucléation

Il faut préciser que le critère énergétique (2.14) n’est valable que dans le cas de

problèmes de fissures stables, vérifiant:

∀ℓ > ℓ𝑐 ;
𝑑𝐺

𝑑ℓ
(ℓ) ≤ 0 (2.15)
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Dans le cas où on ne peut statuer sur la stabilité en ℓ > ℓ𝑐, une condition supplémen-

taire portant sur
𝑑2𝐺𝑖𝑛𝑐

𝑑ℓ2
est nécessaire pour assurer la stabilité en ℓ𝑐 qui s’écrit de la

forme:
𝑑2𝐺𝑖𝑛𝑐

𝑑ℓ2
=

1

ℓ

𝑑𝐺

𝑑ℓ
− 2

ℓ2
(𝐺−𝐺𝑖𝑛𝑐) < 0 (2.16)

Critère énergétique

En tenant compte des considérations établies dans la section précédente, deux cas de

figure sont envisageables:

— Le taux de restitution d’énergie 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) présente un maximum en 𝐺𝑐. Dans ce

cas la nucléation est stable, les conditions (2.14) permettent de déterminer la

longueur et le chargement critique.

— Le taux de restitution d’énergie 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) ne présente pas de maximum en 𝐺𝑐.

Dans ce cas, on ne peut plus parler de longueur de nucléation stable. Le critère

mixte (2.11) permet d’évaluer le chargement critique pour lequel la propagation

instable est amorcée.

Dans la suite, on propose une démonstration rigoureuse de la condition d’initiation

(2.9) partant d’une écriture du bilan thermodynamique de la nucléation.

2.4 Thermodynamique de la nucléation

Le phénomène de nucléation correspond à la propagation brutale d’une fissure de

manière dynamique et sous chargement constant. Dans ce sens, le temps caractéris-

tique 𝑡𝑐𝑎𝑟𝑛𝑢𝑐𝑙 de cette propagation entre l’instant où un premier incrément de fissure est

apparu et la fin de la propagation correspondant à la formation d’une fissure stable

est faible devant celui des autres phénomènes agissant sur la structure 𝑡𝑐𝑎𝑟𝑀𝑎𝑐𝑟𝑜, soit:

𝑡𝑐𝑎𝑟𝑛𝑢𝑐𝑙 ≪ 𝑡𝑐𝑎𝑟𝑀𝑎𝑐𝑟𝑜 (2.17)

Cette considération légitimise le choix d’un cadre thermodynamique qui néglige les

échanges thermiques dissipatifs entre la zone où la fissure est apparue et le milieu

39



sain pendant la nucléation. En d’autres termes, le cadre thermodynamique adapté à

l’étude du phénomène de nucléation est celui d’une évolution adiabatique.

2.4.1 Formalisme du cadre thermodynamique macroscopique

On se propose dans cette partie de reprendre le cadre thermodynamique corres-

pondant au phénomène de nucléation [11] dans un cadre généralisé incluant à la fois

des efforts mécaniques extérieurs et un apport thermique en chaleur. Ce cadre repré-

sente bien le contexte industriel du stockage des déchets exothermiques où la présence

de transferts thermiques est une partie inhérente du problème.

Nous allons montrer en particulier que l’écriture du critère de nucléation dans le cadre

de l’hypothèse d’adiabaticité de nucléation de fissure reste valable malgré la présence

continue des phénomènes thermiques dans le milieu. L’intérêt de cet exercice consiste

à renforcer les bases théoriques sur lesquelles repose le critère énergétique [10] tout en

justifiant l’utilisation du tenseur d’élasticité adiabatique pour traiter le phénomène de

nucléation dans un milieu en présence ou non d’échanges de chaleur, indépendemment

du caractère adiabatique de la nucléation elle-même.

2.4.2 Sollicitations thermomécaniques

On considère Ω0 un milieu contenant une fissure F (ℓ) caractérisée par sa taille

ℓ. Cette dernière représente une longueur en 2D et une surface en 3D. On rappelle

que la zone fissurée est une zone physique réelle d’épaisseur finie non nulle qui pour

des raisons de simplicité a été omise de la représentation géométrique, il est donc

possible d’introduire des densités volumiques pour les grandeurs thermodynamiques

impliquées.

Soit Ω𝑏𝑢𝑙𝑘 la partie complémentaire de F (ℓ) dans Ω0 tel que:

Ω0 = Ω𝑏𝑢𝑙𝑘 ∪ F (ℓ) (2.18)
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Figure 2-3 – Représentation du milieu fissuré Ω0

Le milieu Ω0 est soumis à deux types de chargement:

Sollicitations Mécaniques : On considère que le contour 𝜕Ω0 est indépendant de

ℓ et se décompose en deux parties complémentaires:

𝜕Ω = 𝜕Ω𝑇 ∪ 𝜕Ω𝜉 (2.19)

où 𝜕Ω𝑇 correspond à la partie définie par des conditions aux limites en contrainte et

𝜕Ω𝜉 à celle définie par un déplacement imposé.

— Forces volumiques 𝑓𝑣

— Vecteur Contrainte sur 𝜕Ω𝑇 : 𝜎.𝑛 = 𝜆𝑇 (𝑡)𝑇
0

— Déplacement imposé sur 𝜕Ω𝜉 : 𝜉 = 𝜆𝜉(𝑡)𝜉
0

tels que 𝜆𝑇 (𝑡) et 𝜆𝜉(𝑡) sont des fonctions scalaires du temps.

Sollicitations Thermiques :

— Contribution volumique 𝑟(𝑥, 𝑡), qui correspond à la chaleur fournie à distance
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au milieu et de la production locale de chaleur par réaction chimique ou nu-

cléaire.

— Flux thermique surfacique sur 𝜕Ω : 𝑞.𝑛 = 𝑞𝑑.𝑛

Partant du premier principe de la thermodynamique qui stipule que l’énergie méca-

nique, représentée par la puissance des efforts mécaniques extérieurs P𝑒, et l’apport

en chaleur
𝑜

𝑄 fourni au milieu Ω𝑏𝑢𝑙𝑘 se transforment en une énergie interne 𝑈 et en

énergie cinétique 𝐾:

𝑈̇ + 𝐾̇ = P𝑒+
𝑜

𝑄 (2.20)

où la puissance des efforts mécaniques extérieurs se décompose de la forme suivante:

P𝑒 =

∫︁
Ω

𝑓𝑣.𝜉𝑑𝑉 + 𝜆𝑇 (𝑡)

∫︁
𝜕Ω𝑇

𝑇 0.𝜉𝑑𝑆 + 𝜆̇𝜉(𝑡)

∫︁
𝜕Ω𝜉

𝑇 .𝜉0𝑑𝑆 (2.21)

et
𝑜

𝑄 l’apport en chaleur au milieu se met sous la forme [62]:

𝑜

𝑄=

∫︁
Ω

𝑟(𝑥, 𝑡)𝑑𝑉 −
∫︁
𝜕Ω

𝑞(𝑥, 𝑡).𝑛(𝑥)𝑑𝑆 (2.22)

En supposant la linéarité du problème, il est possible de décomposer la vitesse de

déplacement ainsi que la densité d’entropie en tout point du milieu comme la somme

d’une contribution du chargement C à géométrie fixe (·|ℓ) et d’une contribution liée

à l’évolution de la taille de fissure ℓ à chargement extérieur constant (·|C ).

On écrit dans ce cas la décomposition en dérivée partielle suivante:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜉 = 𝜉|ℓ +

𝜕𝜉

𝜕ℓ |C
ℓ̇

𝑠̇ = 𝑠̇|ℓ +
𝜕𝑠

𝜕ℓ |C
ℓ̇

(2.23)

De manière similaire, on décompose les grandeurs énergétiques intervenant dans

l’équation (2.20) comme la somme des deux contributions de propagation et de char-
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gement (2.24), (2.25) et (2.27).

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑈̇ =

𝜕𝑈

𝜕ℓ |C
ℓ̇+ 𝑈̇|ℓ

𝐾̇ =
𝜕𝐾

𝜕ℓ |C
ℓ̇+ 𝐾̇|ℓ

(2.24)

L’hypothèse d’adiabaticité au niveau de la fissure F (ℓ) implique qu’il n’y a pas

d’échange thermique lié à la variation de géométrie ℓ.

𝑜

𝑄|C= 0

On écrit alors:
𝑜

𝑄=
𝑜

𝑄|ℓ (2.25)

En introduisant le travail des efforts mécaniques extérieurs exprimé par la relation

suivante:

Φ =

∫︁
Ω0

𝑓𝑣.𝜉𝑑𝑉 + 𝜆𝑇 (𝑡)

∫︁
𝜕Ω𝑇

𝑇 0.𝜉𝑑𝑆 (2.26)

On décompose la puissance des efforts mécaniques extérieurs sous la forme:

P𝑒 =
𝜕Φ

𝜕ℓ |C
ℓ̇+ P𝑒|ℓ (2.27)

A géométrie fixée, le principe des puissances virtuelles permet de relier la puissance

des efforts extérieurs et l’énergie cinétique à la puissance des efforts intérieurs exprimés

en terme de contraintes de Cauchy:

𝐾̇|ℓ = P𝑒|ℓ −
∫︁
Ω𝑏𝑢𝑙𝑘

𝜎 : 𝜀̇|ℓ𝑑𝑉 (2.28)

Partant de l’expression de la dissipation d’énergie exprimée en densité volumique

d’énergie interne à partir de l’inégalité de Clausius-Duheim [62]:

𝜎 : 𝜀̇+ 𝜌(𝑇 𝑠̇− 𝑢̇)−
𝑞

𝑇
. 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑇 ≥ 0 (2.29)
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A partir de la relation (2.29), on introduit les deux dissipations Φ1 et Φ2 qui sont

respectivement la dissipation intrinsèque et dissipation thermique par unité de volume

⎧⎨⎩Φ1 = 𝜎 : 𝜀̇+ 𝜌(𝑇 𝑠̇− 𝑢̇)

Φ2 = −
𝑞

𝑇
. 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑇

(2.30)

Du fait de la réversibilité thermodynamique de l’évolution de Ω0 à ℓ fixée, les deux

termes de dissipation sont nuls [62], on écrit dans ce cas :

⎧⎨⎩Φ1|ℓ = 𝜎 : 𝜀̇|ℓ + 𝜌(𝑇 𝑠̇|ℓ − 𝑢̇|ℓ) = 0

Φ2|ℓ = −
𝑞

𝑇
. 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑇 = 0

(2.31)

En combinant (2.31) avec l’inégalité de Clausius-Duheim (2.29) pour une dissipation

nulle, on relie l’apport en chaleur
𝑜

𝑄 à la variation d’entropie volumique par la relation

suivante: ∫︁
Ω𝑏𝑢𝑙𝑘

𝑇 𝑠̇|ℓ𝑑𝑉 =
𝑜

𝑄|ℓ (2.32)

En combinant les relations (2.20), (2.28), (2.32) et (2.32) on obtient:

𝜕

𝜕ℓ
(𝑈 +𝐾 − Φ)|C = 0 (2.33)

La relation (2.33) est conforme au résultat annoncé dans [10]. Elle généralise la pro-

priété de conservation d’énergie de la zone complémentaire de la fissure Ω𝑏𝑢𝑙𝑘 au cours

du processus de nucléation dans le cas de sollicitations extérieurs mécanique et ther-

mique.

A partir de la décomposition (2.18) du milieu en zone saine et zone fissurée, l’expres-

sion de l’énergie interne totale peut s’écrire sous la forme [10]:

𝑈 = 𝑈𝑏𝑢𝑙𝑘 + 𝑈F (2.34)
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où 𝑈𝑏𝑢𝑙𝑘 et 𝑈F correspondent respectivement à l’énergie interne de la partie complé-

mentaire Ω𝑏𝑢𝑙𝑘 et celle de la fissure F .

La relation de conservation d’énergie (2.33) se réécrit sous la forme:

− 𝜕

𝜕ℓ
(𝑈𝑏𝑢𝑙𝑘 +𝐾 − Φ)|C =

𝜕𝑈F

𝜕ℓ |C
(2.35)

où le terme 𝐸𝑝 = 𝑈𝑏𝑢𝑙𝑘 − Φ représente l’énergie potentielle.

En intégrant l’expression pendant tout le processus de nucléation, ℓ allant de 0 à ℓ𝑐,

où ℓ𝑐 représente la surface créée, la variation d’énergie potentielle de la zone saine

Ω𝑏𝑢𝑙𝑘 s’exprime en fonction de la variation de l’énergie interne 1 𝑈𝐹𝐷 nécessaire à la

nucléation et de l’énergie cinétique à l’instant final:

𝑈𝐹𝐷 = 𝑈F (ℓ𝑐)− 𝑈F (0)

𝐸𝑝(0)− 𝐸𝑝(ℓ𝑐) = 𝑈𝐹𝐷 +𝐾(ℓ𝑐)

(2.36)

(2.37)

Partant du fait que l’énergie cinétique est une quantité positive, une condition néces-

saire pour la nucléation s’écrit:

𝐸𝑝(0)− 𝐸𝑝(ℓ𝑐) ≥ 𝑈𝐹𝐷 (2.38)

On suppose que l’énergie interne de nucléation est reliée à la notion de dissipation

suite à la création de la nouvelle surface ℓ selon la relation:

𝑈𝐹𝐷 = ℓ𝐺𝑐 (2.39)

où 𝐺𝑐 est introduite comme constante caractéristique du matériau. La condition né-

cessaire de nucléation devient:

𝐸𝑝(0)− 𝐸𝑝(ℓ𝑐)

ℓ𝑐
≥ 𝐺𝑐 (2.40)

1. Full Damage
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Par conséquent, la plus petite longueur de nucléation vérifiant la relation (2.40)

est celle vérifiant l’égalité 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ𝑐) = 𝐺𝑐. Celle-ci correspond à une énergie cinétique

de la nucléation nulle (𝐾(ℓ𝑐) = 0), on considère, dans ce cas, que le processus de

nucléation ne met pas en mouvement la structure.

On retrouve alors la condition nécessaire à la nucléation du critère énergétique

(2.14) établie dans le cadre d’une approche thermodynamique adiabatique de la nu-

cléation, où l’énergie potentielle est exprimée en fonction de l’énergie interne 𝑈𝑏𝑢𝑙𝑘

et non de l’énergie libre Ψ classiquement utilisée dans le formalisme isotherme. Cela

découle du fait que le phénomène de nucléation est interprété dans un contexte d’évo-

lution adiabatique, c’est à dire que la création de nouvelles surfaces est accompagnée

d’une augmentation de la température en l’absence d’échange de chaleur entre la

fissure et le ’bulk’.

2.4.3 Tenseur d’élasticité adiabatique et énergie interne de la

fissure

Le comportement réversible de Ω0 à géométrie constante se traduit par une dissipation

intrinsèque nulle (2.31). Celle-ci se réécrit classiquement en fonction des variables

d’état de déformation 𝜀 et de température 𝑇 en fonction de la densité d’énergie libre

par transformation de Legendre de la densité d’énergie interne 𝜓(𝜀, 𝑇 ):

𝜎𝑖𝑗 𝑑𝜀𝑖𝑗 − 𝑠 𝑑𝑇 − 𝑑𝜓 = 0 (2.41)

Soit:

(𝜎𝑖𝑗 −
𝜕𝜓

𝜕𝜀𝑖𝑗
) 𝑑𝜀𝑖𝑗 − (𝑠+

𝜕𝜓

𝜕𝑇
) 𝑑𝑇 = 0 (2.42)

En l’absence de liaisons internes sur les évolutions des variables d’état, on obtient les

deux équations d’état:

𝜎𝑖𝑗 =

(︂
𝜕𝜓

𝜕𝜀𝑖𝑗

)︂
𝑇

; 𝑠 =

(︂
−𝜕𝜓
𝜕𝑇

)︂
𝜀𝑖𝑗

(2.43)
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Dans le cas où l’on considère des évolutions adiabatiques, l’énergie interne 𝑢(𝜀, 𝑠) =

𝜓+𝑇 𝑠 apparaît comme le potentiel naturel pour la formulation des équations d’état

de la thermoélasticité. En effectuant le changement de variable 𝜓 = 𝑢 − 𝑇 𝑠 dans

(2.41), on obtient: (︀
𝜎𝑖𝑗 −

𝜕𝑢

𝜕𝜀𝑖𝑗

)︀
𝑑𝜀𝑖𝑗 +

(︀
𝑇 − 𝜕𝑢

𝜕𝑠

)︀
𝑑𝑠 = 0 (2.44)

de sorte que les équations d’état s’écrivent:

𝜎𝑖𝑗 =

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝜀𝑖𝑗

)︂
𝑠

; 𝑇 =

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑠

)︂
𝜀𝑖𝑗

(2.45)

La différentiation de ces équations (2.45) en se limitant à un développement limité

à l’ordre 2 par rapport aux variables d’état (𝜀, 𝑠) permet d’obtenir les équations d’état

suivantes:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜎 =

𝜕𝑢

𝜕𝜀 |𝑠
= 𝜎0 + C𝑎𝑑 : 𝜀− (𝑠− 𝑠0)

𝑐
𝑘

𝑇 =
𝜕𝑢

𝜕𝑠 |𝜀
= 𝑇 0 +

1

𝑐
((𝑠− 𝑠0)− 𝑘 : 𝜀)

(2.46)

où :

— C𝑎𝑑 [Pa]: Tenseur d’élasticité adiabatique, il est relié au tenseur d’élasticité

isotherme C𝜃 par la relation:

C𝑎𝑑 = C𝜃 +
1

𝑐
𝑘 ⊗ 𝑘 (2.47)

— 𝑘 = C𝜃 : 𝛼 [Pa.K−1]: tenseur des contraintes thermiques, avec 𝛼 tenseur des

coefficients de dilatation thermique linéique. Pour une température de référence

𝑇0, la grandeur 𝑇0𝑘 peut s’interpréter comme la chaleur latente de déformation

de l’unité de volume de matière.

— 𝑐 [Pa.K−1]: correspond à la grandeur associée à la capacité calorifique à défor-

mation nulle définie par 𝑇0𝑐.

L’expression de la densité volumique d’énergie interne 𝑢 s’expriment finalement en

fonction des variables d’état de déformation 𝜀 et d’entropie 𝑠 pour un comportement
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élastique linéaire réversible sous la forme:

𝑢(𝜀, 𝑠) = 𝑢0 + 𝜎0 : 𝜀+
1

2
𝜀 : C𝑎𝑑 : 𝜀+ 𝑇 0(𝑠− 𝑠0) +

(𝑠− 𝑠0)2

2𝑐
− (𝑠− 𝑠0)

𝑐
𝑘 : 𝜀 (2.48)

Perturbation de la nucléation de fissure

On définit dans un premier temps l’évolution du milieu entre l’état de référence

défini par (𝜎 = 𝜎0, 𝑇 = 𝑇 0, 𝜀 = 0 et 𝑠 = 𝑠0) et l’état (𝜎𝑖, 𝑇 𝑖) juste avant nucléation

par les équations d’états (2.46) suivante:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜎𝑖 = 𝜎0 + C𝑎𝑑 : 𝜀

𝑖 − (𝑠𝑖 − 𝑠0)

𝑐
𝑘

𝑇 𝑖 = 𝑇 0 +
1

𝑐
((𝑠𝑖 − 𝑠0)− 𝑘 : 𝜀𝑖)

(2.49)

où (𝜀𝑖, 𝑠𝑖) désignent les variables d’état dans la configuration atteinte juste avant la

nucléation.

Sous l’hypothèse de linéarité du problème, la nucléation d’une discontinuité dans le

milieu est associée à une perturbation des variables d’état. Soient 𝛿𝜀 la perturbation

du champ de déformation et 𝛿𝑠 la perturbation de l’entropie, les variables d’état dans

la nouvelle configuration sont définies par le couple (𝜀𝑖 + 𝛿𝜀, 𝑠𝑖 + 𝛿𝑠).

En introduisant les expressions de (2.49) dans les équations d’état de la nouvelle

configuration on obtient: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜎 = 𝜎𝑖 + C𝑎𝑑 : 𝛿𝜀− 𝛿𝑠

𝑐
𝑘

𝑇 = 𝑇 𝑖 +
1

𝑐

(︀
𝛿𝑠− 𝑘 : 𝛿𝜀

)︀ (2.50)

On définit alors la perturbation de la température 𝛿𝑇 = 𝑇 − 𝑇 𝑖 comme la différence

entre la température finale 𝑇 et la température atteinte avant nucléation 𝑇 𝑖. La
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deuxième partie de l’équation (2.50) permet d’écrire l’expression de cette perturbation

de température en fonction des perturbations de déformation et d’entropie de la forme:

𝛿𝑇 =
1

𝑐

(︀
𝛿𝑠− 𝑘 : 𝛿𝜀

)︀
(2.51)

L’expression de l’énergie interne du milieu (2.48) se réécrit de manière plus com-

pacte en faisant intervenir uniquement les variables d’états liées à la perturbation

(𝛿𝜀, 𝛿𝑠) en prenant comme état de référence l’état d’équilibre avant nucléation d’in-

dice (𝑖). On écrit alors l’expression de l’énergie interne:

𝑢(𝛿𝜀, 𝛿𝑠) = 𝑢𝑖 + 𝜎𝑖 : 𝛿𝜀+
1

2
𝛿𝜀 : C𝑎𝑑 : 𝛿𝜀+ 𝑇 𝑖𝛿𝑠+

𝛿𝑠2

2𝑐
− 𝛿𝑠

𝑐
𝑘 : 𝛿𝜀 (2.52)

Énergie interne de la zone saine

L’hypothèse d’adiabaticité de la nucléation entre l’état de référence (i) avant nu-

cléation à l’état final (celui de la nucléation), représentée par une dissipation nulle

dans le milieu sain et exprimée par la relation d’isentropie (𝛿𝑠 = 0) permet de simpli-

fier l’expression de l’énergie interne (2.52) d’un volume n’appartenant pas à la zone

fissurée, soit:

𝑢 = 𝑢𝑖 + 𝜎𝑖 : 𝛿𝜀+
1

2
𝛿𝜀 : C𝑎𝑑 : 𝛿𝜀 (2.53)

Il est par ailleurs possible d’accéder à l’élévation de température dans le milieu

non-fissuré noté 𝛿𝑇 𝑏𝑢𝑙𝑘 à partir de l’expression (2.51) qui relie la variation de tempé-

rature 𝛿𝑇 𝑏𝑢𝑙𝑘 à la perturbation du champ de déformation selon:

𝛿𝑇 𝑏𝑢𝑙𝑘 = −1

𝑐
𝑘 : 𝛿𝜀 (2.54)

Énergie interne de la zone fissurée

On considère que le phénomène de nucléation d’une fissure macroscopique à l’in-

térieur du milieu se traduit par un endommagement total de la microstructure du

domaine occupé par la zone fissurée. Une manière de représenter cet endommagement
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Figure 2-4 – Chemin d’évolution pendant la nucléation de fissure

asymptotique consiste à supposer le chemin d’évolution figure (2-4). La nucléation se

traduit par une première évolution réversible depuis son état initial (i) à un état inter-

médiaire non précontraint (*), suivie par une évolution irréversible conduisant à un

endommagement total de la microstructure du domaine occupé par la zone fissurée.

Évolution réversible de la nucléation

On rappelle que l’évolution du système depuis la configuration initiale (i) à celle

intermédiaire (*) pendant la nucléation se fait de manière adiabatique réversible, elle

est donc isentropique 𝑠* = 𝑠𝑖. Combiné à la nullité de la contrainte 𝜎* dans la zone

fissurée dans les équations d’état (2.49), il est possible d’expliciter l’expression de la

déformation 𝜀* et de la température 𝑇 * intermédiaires en introduisant le tenseur de

souplesse isotherme S𝑖𝑠𝑜 :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜀* = −S𝑖𝑠𝑜 : 𝜎

𝑖 + S𝑖𝑠𝑜 : 𝑘 (𝑇 * − 𝑇 𝑖)

𝑇 * − 𝑇 𝑖 =
1

𝑐+ 𝑘 : S𝑖𝑠𝑜 : 𝑘
𝜎𝑖 : S𝑖𝑠𝑜 : 𝑘

(2.55)

L’expression (2.48) de la densité d’énergie interne dans la fissure 𝑢*F se réécrit de

la forme:

𝑢*F = 𝑢𝑖 − 1

2
𝜎𝑖 : S𝑖𝑠𝑜 : 𝜎

𝑖 +

(︀
𝜎𝑖 : S𝑖𝑠𝑜 : 𝑘

)︀2
2(𝑐+ 𝑘 : S𝑖𝑠𝑜 : 𝑘)

(2.56)
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Évolution irréversible de la zone fissurée pendant la nucléation

L’évolution d’endommagement irréversible correspond à une apparition de la fissure.

On représente cette zone fissurée comme un milieu tridimensionnel où le tenseur

d’élasticité et le tenseur de contraintes thermiques sont nuls.

L’expression (2.51) de la perturbation de température devient alors:

𝑇F − 𝑇 * =
𝛿𝑠𝑐𝑟

𝑐F
(2.57)

où 𝛿𝑠𝑐𝑟 = 𝑠F − 𝑠𝑖 correspond à la perturbation d’entropie par unité de volume créée

par la nucléation, et 𝑐F correspond à la capacité calorifique de la zone fissurée en-

dommagée qui se met sous la forme:

𝑐F = 𝑐+ 𝑘 : S𝑖𝑠𝑜 : 𝑘

Cette expression correspond bien à la capacité calorifique macroscopique obtenu à

l’issue d’une approche micromécanique par homogénéisation du processus de fissu-

ration [10] lorsque l’on se place à l’état totalement endommagé Cℎ𝑜𝑚 = 0 pour une

densité de microfissures nulle 𝑓 = 0.

𝑐F = (1− 𝑓) 𝑐+ 𝑘 : S : 𝑘

où S = (1− 𝑓)S𝑖𝑠𝑜 − S𝑖𝑠𝑜 : Cℎ𝑜𝑚 : S𝑖𝑠𝑜

De manière générale l’élévation de température à l’intérieur de la fissure s’écrit en

fonction de la température initiale:

𝛿𝑇F = 𝑇F − 𝑇 𝑖 =

(︀
𝛿𝑠𝑐𝑟 + 𝜎𝑖 : S𝑖𝑠𝑜 : 𝑘

)︀
𝑐+ 𝑘 : S𝑖𝑠𝑜 : 𝑘

(2.58)

En utilisant l’expression de la densité volumique de l’énergie interne (2.52), la varia-

tion d’énergie interne dans la fissure 𝛿𝑢F pendant l’évolution irréversible d’endom-
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magement de la nucléation est reliée à la perturbation d’entropie créée par:

𝑢𝑓F = 𝑢*F + 𝑇 *𝛿𝑠𝑐𝑟 +
𝛿𝑠𝑐𝑟2

2𝑐F
(2.59)

En introduisant l’expression (2.56) de la densité volumique d’énergie interne à l’instant

transitoire 𝑢*F , on obtient la variation de l’énergie interne du processus de nucléation

en fonction de la variation d’entropie créée et des conditions à l’état initial (i):

𝛿𝑢F = 𝑢𝑓F − 𝑢𝑖

= −1

2
𝜎𝑖 : S𝑖𝑠𝑜 : 𝜎

𝑖 + 𝑇 𝑖𝛿𝑠𝑐𝑟 +

(︀
𝛿𝑠𝑐𝑟 + 𝜎𝑖 : S𝑖𝑠𝑜 : 𝑘

)︀2
2(𝑐+ 𝑘 : S𝑖𝑠𝑜 : 𝑘)

(2.60)

On rappelle que l’énergie interne est reliée à la dissipation associée à la création de

nouvelles surfaces par la relation (2.39), ce qui permet de relier la densité volumique de

l’énergie interne à 𝐺𝑐 en introduisant la surface de la fissure 𝑆F = 𝜖 ℓ, où 𝜖 représente

l’épaisseur de la fissure et on écrit:

𝛿𝑢F =
𝐺𝑐

𝜖
(2.61)

On suppose pour des raisons de simplicité d’écriture que la contribution de l’état de

contrainte initial dans (2.60) est négligeable par rapport à celle de l’entropie créer sur

la dissipation d’énergie pendant la nucléation.

La combinaison des relations (2.58) et (2.60) permet d’accéder à l’augmentation de

la température à l’intérieur de la fissure:

𝛿𝑇F = 𝑇 𝑖

(︂√︃
1 +

2𝐺𝑐

𝜖𝑐F𝑇 𝑖2
− 1

)︂
(2.62)

Cette expression de l’élévation de température à l’intérieur de la fissure a été établie

dans [10] par une approche d’endommagement totale de la zone fissurée.

On constate que la perturbation de température est une fonction de l’inverse de la

racine de l’épaisseur, c’est à dire que plus l’épaisseur de la fissure est faible plus
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l’élévation de la température est importante. Cette remarque se présente de manière

plus claire dans l’expression de la température finale à l’intérieur de la fissure qui

s’écrit:

𝑇F = 𝑇 𝑖 + 𝛿𝑇F =

√︂
𝑇 𝑖2 +

2𝐺𝑐

𝜖𝑐F
(2.63)

On précise que l’épaisseur de la fissure n’est pas une longueur qui tend asymptotique-

ment vers 0 (𝜖 → 0), ce qui correspondrait à une température infinie, mais plutôt à

une épaisseur qui respecte la représentation de la fissure comme le passage à la limite

du rapport
𝜖

ℓ
→ 0.

Figure 2-5 – Élévation de la température à l’intérieur de la fissure en fonction de
son épaisseur 𝜖 (pour un matériau donné)

On trace sur la Figure (2-5), la variation de la température 𝛿𝑇F à l’intérieur de la fis-

sure en fonction de son épaisseur. Pour des paramètres thermoélastiques et de rupture

d’une roche argileuse suivants:

𝑐 = 103 J.K−2.m−3 ; 𝐺𝑐 = 50 Pa.m

53



Pour une épaisseur de fissure de l’ordre de 𝜖 ≃ 10 µm, on obtient une estimation

de l’ordre de grandeur de cette perturbation de température 𝛿𝑇F ≃ 17.7°C qui repré-

sente une élévation de température non négligeable suite à la nucléation. Celle-ci doit

par conséquent être prise en compte lors de l’étude de l’évolution post-nucléation du

comportement du milieu. Ce résultat correspond bien à la réalité du phénomène de

nucleation de fissure où des augmentations de température sont susceptibles d’avoir

lieu comme celles observées expérimentalement lors de la propagation de fissure [40].

En particulier, ce dernier commentaire est conforme à l’hypothèse d’une évolution

adiabatique attachée au processus de nucléation de fissure, contrairement au cadre

d’analyse isotherme habituel, qui suppose, par définition, une nucléation à tempéra-

ture constante.

2.5 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons exposé quelques unes des approches proposées dans la

littérature pour aborder la thématique de nucléation de fissure, en particulier (section

2.3.1) les modèles à gradient d’endommagement [29] et (section 2.3.2) le critère mixte

[48]. Dans le prolongement des travaux de Leguillon [48], Carlioz [10] a proposé un

critère purement énergétique pour appréhender la nucléation d’une fissure stable. Les

principaux résultats de son travail ont été présentés à la section 2.3.3.

Ce critère se présente sous la forme de deux conditions complémentaires: une

première condition nécessaire pour la nucléation, similaire à celle proposée dans le

critère mixte de Leguillon, portant sur l’équilibre entre le taux de restitution d’éner-

gie incrémental et l’énergie nécessaire à la création de nouvelles surfaces, à laquelle

vient s’ajouter une deuxième condition de stabilité de la fissure initiée qui porte sur

le maximum de ce taux de restitution d’énergie incrémental évalué à partir de sa

dérivée première. La combinaison de ces deux conditions permet de s’assurer de la

nucléation d’une fissure dont la taille ℓ𝑐 peut être déterminée simultanément au char-

gement critique capable de la nucléer. Ce double critère purement énergétique est en

compatibilité avec la théorie de Griffith qui met en jeu la compétition entre l’énergie
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potentielle du milieu et celle de la création de nouvelle surface, tout en s’affranchis-

sant des limitations de celle-ci.

Bien que ce double critère permette de prédire la taille et le chargement critique de

nucléation, il ne peut néanmoins pas prédire l’emplacement de la fissure et nécessite

une connaissance antérieure du site préférentiel de la nucléation qui peut s’obtenir à

partir d’une analyse de contrainte du milieu dans les conditions de chargement pré-

cédent la nucléation, comme par exemple l’existence de zone de traction pour une

nucléation de fissure en mode I ou un cisaillement pour le mode II.

Par la suite (section 2.4), nous avons établi le formalisme du cadre thermodynamique

approprié pour traiter de la nucléation de fissure en présence de sollicitations méca-

niques et thermiques. Ce formalisme s’appuie notamment sur l’analyse de la nucléa-

tion dans le cadre d’une évolution adiabatique. On précise en particulier l’expression

de la condition nécessaire de nucléation établie dans la formulation du critère énergé-

tique où le taux de restitution d’énergie incrémental est calculé à partir de l’énergie

interne et non de l’énergie libre du milieu.

L’interprétation de la nucléation de fissure en conditions adiabatiques représente,

selon nous, un angle d’étude assez peu exploré contrairement aux considérations

classiques d’évolutions isothermes. Cette hypothèse de travail semble pourtant plus

conforme à l’intuition physique (ex: brutalité du phénomène de nucléation). Elle per-

met en particulier de rendre compte de l’élévation de température observée expéri-

mentalement lors d’essais de fracturation. Par nature, cette observation échappe com-

plètement aux modélisations isothermes. On retrouve effectivement, pour des struc-

tures dont le comportement est thermoélastique réversible que la nucléation d’une

fissure en conditions adiabatiques est accompagnée d’une élévation de la température

à l’intérieur de la fissure. L’approche proposée a permis d’établir une formulation

analytique de l’élévation de température proportionnelle à l’inverse de la racine carré

de son épaisseur (2.63). Pour une épaisseur de l’ordre de 10 µm, l’élévation de la tem-

pérature peut atteindre des valeurs de l’ordre d’une dizaine de degrés (17°C pour le

jeu de données numériques considérés). Cette température, jusque là emmagasinée

à l’intérieur de la fissure en raison de la condition d’adiabaticité, va diffuser dans le
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milieu à la fin de la nucléation et devra a priori être prise en compte dans l’évolution

thermoélastique du système après nucléation.

56



Chapitre 3

Application du critère énergétique

Contents

3.1 Objectifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.2 Méthodologie et utilisation du critère énergétique . . . . 59

3.3 Approches variationnelles pour la nucléation de fissure . 73

3.3.1 Principe de minimum de l’énergie et encadrement du taux

de restitution incrémental d’énergie . . . . . . . . . . . . . . 74

3.3.2 Principe de superposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.4 Approche par mécanique linéaire de la rupture . . . . . 83

3.4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.4.2 Lien entre le taux incrémentale de restitution d’énergie et

le facteur d’intensité de contrainte . . . . . . . . . . . . . . 84

3.4.3 Méthode de détermination des facteurs d’intensités de contraintes 92

3.4.4 Méthode itérative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

57



3.1 Objectifs

Dans ce chapitre, nous nous proposons de mettre en pratique le critère de nucléa-

tion énergétique présenté dans le chapitre 2 et défini par la relation (2.14) dans le

cadre de problèmes de fissuration en thermoélasticité linéaire.

L’objectif est de présenter différentes approches de la mécanique linéaire qui per-

mettent d’accéder à la grandeur incrémentale du taux de restitution d’énergie pour

des fissures stables de longueur finie.

On rappelle que le 𝐺𝑖𝑛𝑐 défini par la relation (2.8), contrairement au taux de resti-

tution d’énergie classique 𝐺, ne fait intervenir que les deux états initial et final du

processus de nucléation à partir de la variation de leurs énergies potentielle sans se

préoccuper des instants intermédiaires de propagation progressive.

Dans cette perspective, nous proposons tout d’abord d’expliciter la méthodologie

d’utilisation du critère énergétique à partir de l’expression du taux de restitution

d’énergie incrémental et des différentes typologies de problèmes capables d’être traités,

puis de présenter dans un deuxième temps les différentes approches de résolution

permettant d’accéder à ce taux pour enfin proposer quelques applications des schémas

de résolution suggérés dans le cas de problèmes de fissuration en élasticité linéaire.
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3.2 Méthodologie et utilisation du critère

énergétique

Le critère de nucléation énergétique (2.14) permet de déterminer le chargement

critique qui engendre la création de la fissure stable ainsi que son extension finale ℓ𝑐.

On parle dans ce cas de nucléation de fissure stable, qui correspond à la situation où

le 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ𝑐) atteint un maximum en 𝐺𝑐.

On rappelle l’expression du taux de restitution d’énergie incrémental en fonction de

la variation de l’énergie potentielle entre l’état sain et fissuré:

𝐺𝑖𝑛𝑐 =
𝐸0

𝑝 − 𝐸𝑝(ℓ)

ℓ
(3.1)

En reprenant l’hypothèse d’adiabaticité du phénomène de nucléation, on exprime

l’énergie potentielle du milieu comme la différence entre l’énergie interne 𝑈 et le

travail virtuel des efforts donnés Φ, en fonction des variables d’état de déformation 𝜀

et d’entropie 𝑠:

𝐸𝑝(𝜀,∆𝑠) = 𝑈(𝜀,∆𝑠)− Φ(𝜉) (3.2)

où l’énergie interne est reliée à l’énergie libre par la relation 𝑈 = Ψ + 𝑇𝑠, et peut

s’écrire sous la forme:

𝑈(𝜀,∆𝑠) = 𝑊 𝑎𝑑(𝜀) +𝑋(𝜀,∆𝑠) + 𝑌 (∆𝑠) (3.3)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊 𝑎𝑑(𝜀) =

∫︁
Ω

𝜎0 : 𝜀+
1

2
𝜀 : C𝑎𝑑 : 𝜀 𝑑𝑉

𝑋(𝜀,∆𝑠) =

∫︁
Ω

∆𝑠

𝑐
𝑘 : 𝜀 𝑑𝑉

𝑌 (∆𝑠) = 𝑇 0∆𝑠+
∆𝑠2

2𝑐

59



Le terme 𝑊 𝑎𝑑 s’apparente à une énergie élastique en condition adiabatique. Par rap-

port à l’élasticité isotherme, le tenseur d’élasticité adiabatique C𝑎𝑑 remplace le ten-

seur d’élasticité isotherme C𝜃 selon (2.47). Le terme 𝑋(𝜀,∆𝑠) représente le terme

de couplage entre la déformation et la variation d’entropie. Enfin, le dernier terme

énergétique 𝑌 (∆𝑠) dépend uniquement de la variation d’entropie.

En conditions adiabatiques réversibles (i.e. isentropiques), on peut ainsi propo-

ser une expression de l’énergie interne 𝑈(𝜀,∆𝑠 = 0) qui dépend uniquement de la

composante élastique sous la forme:

𝑈(𝜀,∆𝑠 = 0) = 𝑊 𝑎𝑑(𝜀) =

∫︁
Ω

𝜎0 : 𝜀+
1

2
𝜀 : C𝑎𝑑 : 𝜀 𝑑𝑉 (3.4)

Une première approche permettant de déduire le 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) consiste à résoudre de

manière complète les deux problèmes initial et fissuré, c’est-à-dire trouver les couples

contrainte/déformation solutions des deux problèmes de manière explicite puis en

intégrant ces champs suivant les relations (2.26) et (3.4) exprimer la variation de

l’énergie potentielle pour différentes tailles de fissure. Cette méthode bien que directe

bénéficie de la simplicité du calcul thermoélastique linéaire, qui est facilement implé-

menté dans des résolutions numériques par éléments finis.

Dans le but d’expliciter davantage cette approche directe, nous proposons d’appli-

quer le critère de nucléation pour traiter quelques exemples de nucléation de fissure

stable. Un premier exemple de nucléation de fissure en mode I par délaminage d’une

poutre soumise à un chargement mécanique initialement proposé par [10] est consi-

déré. Un deuxième exemple de nucléation de fissure en cisaillement (mode II) par

dilatation thermique différentielle est ensuite présenté.

Délaminage d’une poutre en mode I

On considère une poutre élancée, encastrée en son extrémité gauche et soumise à

un chargement en traction des deux faces supérieure et inférieure.
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L’objectif étant d’évaluer le phénomène de délaminage de la poutre de manière si-

milaire à une ouverture de fissure en mode I, nous proposons d’utiliser le critère de

nucléation énergétique afin de prédire la taille de cette ouverture ainsi que le charge-

ment critique qui l’engendre.

(a) Poutre à l’état initiale (b) Délaminage de la poutre

Figure 3-1 – Représentation du délaminage comme nucléation de fissure en mode 𝐼

En l’absence d’échange thermique dans le milieu, l’énergie interne dépend uniquement

de la déformation élastique 𝑈 = 𝑊 (𝜀), l’expression de l’énergie potentielle (3.2) se

met sous la forme:

𝐸𝑝(𝜀) = 𝑊 (𝜀)− Φ(𝜉)

La relation de Clapeyron reliant le travail des efforts extérieurs à l’énergie élastique

permet de simplifier l’expression de l’énergie potentielle qui devient:

𝐸𝑝(𝜀) = −𝑊 (𝜀) (3.5)

Dans le cas présent, l’énergie élastique se réduit (dans le cadre des hypothèses de

Navier-Bernoulli) à l’énergie élastique de flexion qui s’écrit en fonction du moment

fléchissant 𝑀(𝑥):

𝑊 =
1

2𝐸𝐼

∫︁ 𝐿

0

𝑀(𝑥)2𝑑𝑥 (3.6)

où 𝐸𝐼 désigne l’inertie en flexion de la poutre considérée

Traction concentrée à l’extrémité On s’intéresse au cas où le chargement est

défini par 2 forces concentrées (par unité de longueur selon 𝑒𝑧) d’intensité égale et de

direction opposée (selon 𝑒𝑦) appliquées aux points (0, 𝐻) et (0,−𝐻) de la poutre. La
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Figure 3-2 – Problème de délaminage d’une poutre par chargement ponctuel

symétrie du problème par rapport l’axe 𝑒𝑥 permet de se restreindre à une moitié de

la poutre (𝑦 > 0). Soit ℓ la longueur de la fissure stable dans la configuration finale, il

s’agit d’une inconnue du problème dont l’existence n’est pas encore assurée à ce stade

du calcul. On applique les conditions de symétrie suivantes:

𝑥 < −ℓ :

⎧⎨⎩𝑇𝑥 = 0

𝜉𝑦 = 0

∀𝑦 = 0 ,

−ℓ < 𝑥 < 0 : 𝑇𝑥 = 𝑇𝑦 = 0

(3.7)

(3.8)

Et les conditions aux limites:

𝑥 = −𝐿 : 𝜉𝑥 = 𝜉𝑦 = 0

𝑥 = 0 : 𝑇𝑥 = 𝑇𝑦 = 0

𝑦 = 𝐻 ; 𝑥 < 0 : 𝑇𝑥 = 𝑇𝑦 = 0

(𝑥, 𝑦) = (0, 𝐻) : 𝑇𝑥 = 0 ; 𝑇𝑦 = 𝐹

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

A partir des expressions (3.5) et (3.6), il est possible d’établir l’expression de la

variation de l’énergie potentielle sous la forme analytique suivante:

∆𝐸𝑝 = 𝐸𝑝(ℓ)− 𝐸𝑝(0) =
−1

2𝐸𝐼

∫︁ 0

−ℓ

𝑀+(𝑠)2𝑑𝑠 = − 𝐹 2

2𝐸𝐼

ℓ3

3
(3.13)
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On obtient donc l’expression du taux de restitution d’énergie incrémental:

𝐺𝑖𝑛𝑐 = −∆𝐸𝑝

ℓ
=

𝐹 2

6𝐸𝐼
ℓ2 (3.14)

On constate que pour un chargement ponctuel à l’extrémité d’une poutre encas-

trée, la fonction 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) est une fonction strictement croissante pour (ℓ > 0) et donc

ne présente pas la possibilité d’une nucléation stable. Le chargement critique pour

lequel une fissure s’amorce est défini par la valeur 𝐹𝑐 =
6𝐸𝐼 𝐺𝑐

ℓ
. Lorsque 𝐹 = 𝐹𝑐,

le critère énergétique suggère donc que la propagation est instable pour le mode de

chargement considéré et qu’il n’est donc pas possible de nucléer une fissure stable

dans ce mode de chargement. Ce cas de chargement illustre une situation pour la-

quelle l’application du critère énergétique ne permet pas d’identifier une nucléation

de fissure stable. C’est précisément le mode de chargement qui est ici incriminé.

Distribution de chargement le long de la poutre On propose à présent un

nouveau mode de chargement cette fois-ci le long de l’axe 𝑒𝑥, qui permet de solliciter

la poutre d’une part en traction de manière à enclencher une ouverture en mode I, et

d’autre part de mettre une zone en compression de manière à créer des conditions de

stabilisation en aval (Figure 3-3).

Figure 3-3 – Distribution de chargement le long de la poutre
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Le chargement considéré est défini par une densité de force appliquée en 𝑦 = ±𝐻

de la forme:

𝑓±(𝑥) = ±𝐹
(︀
1 +

𝑥

𝜆

)︀
𝑒𝑦 (3.15)

où 𝜆 ∈ [0, 𝐿] est un paramètre homogène à une longueur qui définit la zone en traction

(𝑥 > −𝜆) et celle en compression (𝑥 < −𝜆), et 𝐹 l’intensité du chargement exprimé

en (N/m).

Tirant profit une nouvelle fois des symétries, on applique les conditions aux limites

suivantes:

𝑥 = −𝐿 : 𝜉𝑥 = 𝜉𝑦 = 0

𝑥 = 0 : 𝑇𝑥 = 𝑇𝑦 = 0

𝑦 = 𝐻 :

⎧⎨⎩ 𝑇𝑥 = 0

𝑇𝑦 = 𝑓+(𝑥)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Un calcul similaire à celui effectué pour le premier mode de chargement conduit

à une expression de 𝐺𝑖𝑛𝑐 de la forme:

𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) =
𝐹 2

2520𝐸𝐼
ℓ4(5(

ℓ

𝜆
)2 − 35(

ℓ

𝜆
) + 63) (3.19)

On trace la variation de𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) pour les deux types de chargement. Comme mentionné

précédemment, le chargement concentré à l’extrémité ne présente pas de nucléation

stable la courbe bleu est monotone croissante, tandis que pour la distribution de

chargement donné en (3.15) (courbe en rouge), le 𝐺𝑖𝑛𝑐 présente bien un maximum,

qui pour un chargement critique que nous allons expliciter par la suite, atteint le seuil

critique de création de fissure 𝐺𝑐.

Le maximum de 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) obtenu à partir de la relation (3.19), dans le cadre des hy-

pothèses de Navier-Bernoulli, et de la résolution numérique pour une poutre élancée

de dimensions 𝐿 = 10m et 𝐻 = 0.01m permet de retrouver, pour une valeur unitaire

de 𝐸𝐼, une longueur critique de la fissure nucléée ℓ𝑐 ≃ 2.59𝜆 indépendante de l’in-

tensité du chargement. Ce qui veut dire que l’extension de la fissure nucléée traverse

la zone de traction délimitée par 𝑥 = −𝜆 pour s’arrêter dans la zone comprimée de
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Figure 3-4 – 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) pour les deux types de chargement (𝐸𝐼 = 1 U.A.)

la poutre. D’où l’intérêt de ce mode de chargement qui met en oeuvre la compression

de la partie 𝑥 < −𝜆 de la poutre afin de contrôler la stabilité de la fissure amorcée.

Dans le cas où la partie sollicitée en traction est assez grande par rapport à la lon-

gueur de la poutre 𝜆 >
𝐿

2.59
, la zone de compression à l’aval est trop limitée pour

stabiliser le processus de nucléation. Le maximum de 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) ne se situe pas dans la

structure et donc la fissure amorcée n’est pas stable et traverse toute la poutre.

Le chargement critique pour lequel la fissure nuclée s’obtient lorsque le 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ𝑐)

exprimé par la relation (3.19) atteint le seuil 𝐺𝑐. Ainsi l’expression de l’intensité du

chargement critique 𝐹𝑐 s’écrit:

𝐹𝑐 ≃ 3.08

√
𝐸𝐼𝐺𝑐

𝜆2
(3.20)

On montre que cette distribution de chargement critique est équivalente à un moment

résultant critique indépendant de la taille de fissure de la forme:

𝑀𝑐 ≃ 12.22
√︀
𝐸𝐼𝐺𝑐 (3.21)

Il est important de préciser que ces résultats sont proposés dans le cas d’une poutre
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élancée c’est-à-dire que le rapport
𝐻

𝐿
≪ 1, ce qui permet de restreindre l’expression

de l’énergie élastique de la poutre à l’énergie de flexion (3.6) et ainsi établir une

expression analytique du taux de restitution d’énergie incrémental indépendante de la

longueur 𝐿 de la poutre . D’un autre côté, pour des rapports d’élancement
𝐻

𝐿
proches

de 1, la présence d’effets de bord est susceptible d’intervenir lors de l’évaluation de la

nucléation de fissure en mode I et sera abordée plus en détail dans la Section 3.4.3.

Délaminage d’une poutre en mode II

Nous proposons dans cette partie d’étudier la possible nucléation de fissure stable

en mode II sous chargement purement thermique.

On considère une poutre biphasique composée de deux matériaux homogènes isotropes

de coefficients de dilatation thermique linéique différents 𝛼𝑖, tels que le coefficient de

dilatation thermique de la partie supérieure (𝛼1) et celui de la partie inférieure (𝛼2)

vérifient la relation d’ordre 𝛼1 > 𝛼2.

(a) État initial

(b) Nucléation de fissure

Figure 3-5 – Représentation de la nucléation de fissure par dilatation différentielle
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On suppose que le contact entre les deux matériaux est supposé parfaitement adhé-

rent le long de l’axe horizontal (𝑂𝑥) et que la poutre est encastrée en son extrémité

gauche en 𝑥 = −𝐿 et libre de contrainte en 𝑥 = 0, et on impose au niveau de la paroi

en (𝑥 = 0) une variation de température ∆𝑇 > 0 par rapport à la configuration de

référence, tout en gardant les autres bords à flux thermique libre (Figure 3-5a).

En raison de l’hétérogénéité du coefficient de dilatation thermique (𝛼𝑖), l’évolution

du gradient thermique suivant l’axe horizontal entraîne une dilatation thermique dif-

férentielle entre les deux milieux ce qui est susceptible de nucléer une fissure en ci-

saillement le long de l’interface entre les deux sous-domaines partant de l’origine 𝑂

(Figure 3-5b). L’objectif est de prédire, pour une température imposée, les conditions

de nucléation stable. On pourra en particulier évaluer le temps de diffusion thermique

critique à partir duquel le processus de nucléation est enclenché ainsi que la longueur

de fissure stable atteinte.

On propose une résolution numérique du problème par éléments finis (Figure 3-7)

en utilisant le code de calcul éléments finis CAST3M, pour accéder à l’évolution de

la variation de la température dans le milieu ainsi que la solution en contrainte et

déformations du problème thermoélastique.

Diffusion thermique On impose une variation de température ∆𝑇 = 15 °C en

𝑥 = 0 avec un flux libre partout ailleurs. La diffusion thermique dans le milieu est

contrôlée par l’équation de la chaleur (6.6) présentée en détail dans le chapitre 5.

Les paramètres de diffusion thermique sont supposés homogènes dans tout le milieu

équivalents à ceux d’une roche naturelle:

Conductivité thermique 𝜆 = 2.5 W .𝑚−1 .K−1

Masse volumique 𝜌 = 2700 Kg .m−3

Capacité thermique massique 𝐶 = 835 J .Kg−1 .K−1

On définit le temps caractéristique de diffusion par la relation:

𝜏𝑐 =
𝐿2

𝑘𝑡
=

𝐿2

𝜆/𝜌𝐶
(3.22)
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où 𝐿 correspond à la taille de la structure et 𝑘𝑡 =
𝜆

𝜌𝐶
la diffusivité thermique du mi-

lieu. A titre indicatif, le temps caractéristique de diffusion thermique pour une poutre

de longueur (𝐿 = 10𝑚) est de l’ordre de 𝜏𝑐 ≃ 3 ans.

On trace (Figure 3-6) l’évolution de la variation de température en fonction du

rapport (𝑡/𝜏𝑐) à différentes distances de la source thermique. On observe que la va-

riation de la température atteint un état d’équilibre après environ 𝑡 ≃ 3𝜏𝑐 ≃ 9 ans.

Figure 3-6 – Évolution de la température en fonction du rapport 𝑡/𝜏𝑐 le long de
l’axe Ox

Nucléation de fissure Il est nécessaire tout d’abord d’apporter quelques clarifica-

tions par rapport à la modélisation numérique. En effet on considère que la résolution

du problème fissuré se fait en thermoélasticité linéaire classique puisque nous sup-

posons qu’en dehors de la fissure le milieu se comporte de manière réversible. Dans

ce cas il suffit uniquement d’introduire l’objet fissure comme étant une discontinuité

géométrique de taille ℓ libre de contrainte au niveau de l’interface entre les deux sous-

domaines partant de l’origine O jusqu’à 𝑥 = −ℓ (Figure 3-5b) tout en respectant la

condition de non-pénétration des deux surfaces explicitée par la positivité du saut de

déplacement entre ces deux interfaces. Pour des raisons de coût de calcul, on choisit
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un maillage adaptatif qui dépend de la taille de la fissure. Au voisinage de la fissure le

maillage est assez fin et plus on s’éloigne de la fissure plus le comportement du milieu

est peu influencé par la fissure d’où le choix d’un maillage assez grossier.

Le processus de nucléation en mode II qui nous intéresse est celui contrôlé par la

(a) État initial

(b) État final de Nucléation de fissure

Figure 3-7 – Représentation FEM de la nucléation de fissure par dilatation diffé-
rentielle

dilatation thermique différentielle entre les deux matériaux. Le comportement élas-

tique de la structure ne joue pas de rôle spécifique dans ce processus c’est pourquoi

on considère, en déformations planes, la poutre ayant des propriétés élastiques homo-

gènes isotropes, avec un module de Young 𝐸 = 5.5 GPa et un coefficient de Poisson

𝜈 = 0.3 uniformes. Les valeurs numériques des coefficients de dilatation thermique

linéiques sont prises égales à 𝛼1 = 5 10−5 K−1 et 𝛼2 = 4.5 10−5 K−1.
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On rappelle que le contact entre les deux matériaux est supposé parfaitement

adhérent le long de l’axe horizontal (𝑂𝑥) et que la poutre est encastrée en son ex-

trémité gauche en 𝑥 = −𝐿 et libre de contrainte en 𝑥 = 0. En gardant la variation

de température similaire dans les deux configurations initiale et finale, on résume

la différence des conditions aux limites entre les deux configurations de la manière

suivante:

— Pour la configuration initiale:

Configuration non-fissurée − 𝐿 < 𝑥 < 0 : Adhérence parfaite

— Pour la configuration finale:

Configuration finale fissurée

⎧⎨⎩−𝐿 < 𝑥 < −ℓ : Adhérence parfaite

−ℓ < 𝑥 < 0 : 𝑇𝑥 = 𝑇𝑦 = 0 et J𝜉𝑦K ≥ 0

L’intégration de l’énergie potentielle à partir des champs de contrainte et de défor-

mation (3.2) pour plusieurs tailles de fissure permet de déduire la variation du taux

de restitution d’énergie incrémental 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) pour chaque instant 𝑡.

Les résultats numériques obtenus, représentés sur la Figure (3-8a), montrent que

l’allure du taux de restitution d’énergie incrémental présente un maximum pour des

temps de diffusion thermique transitoires inférieures à 𝑡/𝜏𝑐 ≤ 1. Au delà, le régime

permanent commence à s’établir, comme nous pouvons le voir sur la figure (3-6) avec

un faible gradient thermique entre le point d’application du chargement thermique

𝑥 = 0 et l’extrémité opposée de la poutre (𝑇 (𝑥 = 0) − 𝑇 (𝑥 = 𝐿) ≤ 2 °C). Dans ce

cas, le 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) n’atteint pas de maximum pour des tailles de fissure inférieures à la

longueur de la poutre ℓ < 𝐿. Cela signifie que la nucléation d’une fissure stable en

mode II n’est possible que pendant la phase transitoire de la diffusion thermique. De

plus, pour le chargement thermique considéré (𝑇𝑖𝑚𝑝 = 15 °C) et les propriétés ther-

moélastiques considérées pour le calcul, un matériau pour lequel le 𝐺𝑐 est supérieur

à 10 Pa.m ne pourra pas être le siège d’une nucléation de fissure en mode II.

On choisit par la suite, une valeur numérique du taux de restitution d’énergie critique

pour une roche fragile de l’ordre de 𝐺𝑐 = 4Pa.m.

La figure (3-8a) montre que la nucléation de fissure stable survient après un temps
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(a) Variation de 𝐺𝑖𝑛𝑐 en fonction du rapport ℓ/𝐿 pour
plusieurs temps de diffusion

(b) Variation de 𝐺𝑖𝑛𝑐 en fonction du rapport 𝑡/𝜏𝑐 pour plusieurs tailles de fissure

Figure 3-8 – Taux de restitution incrémental d’énergie en fonction de la taille de
fissure et du temps de diffusion thermique

critique 𝑡𝑐 ≃ 0.05 𝜏𝑐 équivalent à 8 h, et la taille de cette fissure ℓ𝑐 = 0.115𝐿.

On trace sur la figure (3-8b) l’évolution du taux de restitution d’énergie incrémen-

tal 𝐺𝑖𝑛𝑐 en fonction du temps. On remarque que 𝐺𝑖𝑛𝑐 augmente avec le temps pendant

la phase transitoire avant de se stabiliser en régime thermique permanent. Lorsque

celui-ci atteint le seuil critique 𝐺𝑐, le processus de nucléation peut être amorcé.

On rappelle qu’il existe un unique couple (ℓ𝑐, 𝑡𝑐), taille de fissure nucléée et temps

critique, solution du problème de la nucléation pour un chargement donné et pour

des caractéristiques représentatives du matériau.
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Figure 3-9 – Taille de fissure stable en fonction du temps de diffusion critique

La figure (3-9) représente la courbe normalisée qui traduit la relation existant entre

la taille de fissure stable nucléée ℓ𝑐 et le temps critique de cette nucléation 𝑡𝑐 pour le

chargement considéré et les propriétés thermoélastiques du matériau. Ainsi pour un

taux de restitution critique 𝐺𝑐 donné, le couple solution de la nucléation appartient à

cette courbe. Notamment pour le taux de restitution critique 𝐺𝑐 = 4Pa.m, le couple

(ℓ𝑐, 𝑡𝑐) est celui présenté par le point en rouge sur la figure 3-9.

On observe que ℓ𝑐 est une fonction croissante du temps de nucléation avec une

phase d’augmentation rapide au début de la diffusion thermique puis une évolution

plus lente lorsque le phénomène de diffusion thermique concerne une longueur plus

importante.

Une conclusion intéressante à partir de ces observations découle d’une analyse du

phénomène de nucléation pour deux milieux ayant les mêmes caractéristiques ther-

moélastique mais avec des taux de restitution critiques différents dénotés 𝐺1
𝑐 pour le

matériau (1) et 𝐺2
𝑐 pour le matériau (2) vérifiant la relation d’ordre 𝐺2

𝑐 > 𝐺1
𝑐 .

La figure (3-8a) montre que si une nucléation de fissure stable est possible, nous avons

ℓ2𝑐 > ℓ1𝑐 . Ce qui veut dire que le milieu le plus résistant (2) nuclée une fissure de taille

plus grande que celui dont le taux de restitution critique est plus faible (1). Ce ré-

sultat semble contre-intuitif mais il trouve une signification dans l’interprétation de

la dépendance entre la taille de fissure nucléée et l’instant de nucléation évoquée pré-
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cédemment. En effet, la figure (3-9) montre que les deux nucléations ne surviennent

pas au même moment et que l’instant de nucléation dans (2) est supérieur à celui de

(1) 𝑡2𝑐 > 𝑡1𝑐 . Dans ce sens il est tout à fait possible d’envisager une propagation de la

fissure ℓ1𝑐 de l’instant 𝑡1𝑐 à 𝑡2𝑐 de manière à ce que la fissure finale de le matériau (1)

soit plus grande que celle du matériau (2) plus résistant.

A partir de ces deux applications, nous avons montré qu’il était possible d’avoir

recours à une résolution directe du problème de nucléation soit à partir de la solution

exacte soit par résolution numérique à l’aide de calcul EF. Il est cependant clair que

nous ne pouvons pas toujours avoir accès à la solution exacte du problème sous la

forme d’un couple associant les champs de contrainte et déformation, surtout lors-

qu’on s’intéresse à des problèmes à géométrie finie et contenant des fissures. On peut

également devoir faire face au problème du coût de temps de calcul pour la résolution

numérique dans certains cas où la taille caractéristique de la fissure est trop faible

par rapport aux dimensions de la structure, en plus du nombre important de calculs

paramétriques pour plusieurs tailles de fissure pour obtenir la variation du 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ).

Dans la partie suivante, on se propose à partir d’une analyse duale du principe de

minimum d’énergie de fournir un encadrement du taux de restitution d’énergie incré-

mental 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) de la solution exacte en tirant profit des approches variationnelles en

déplacement et en contraintes dans le cadre de la thermoélasticité.

3.3 Approches variationnelles pour la nucléation de

fissure

Nous proposons dans un premier temps de mettre en oeuvre les principes de

minimisation de l’énergie potentielle et de l’énergie complémentaire qui conduisent à

la détermination de bornes inférieure et supérieure encadrant la valeur du 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ). Cet

encadrement permettra par la suite de proposer un encadrement du couple, taille de

fissure stable et chargement critique, solution du problème de nucléation. La qualité

de cette approximation dépend évidemment du choix des sous-espaces de champs
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cinématiquement (respectivement statiquement) admissibles.

3.3.1 Principe de minimum de l’énergie et encadrement du

taux de restitution incrémental d’énergie

On se place dans le cadre d’un comportement thermoélastique, où l’on définit le

domaine d’étude Ω comme un milieu bidimensionnel. Pour simplifier les écritures,

le contour du domaine (Ω) se décompose en une frontière (𝜕Ω𝜉) où le déplacement

est prescrit, et une frontière (𝜕Ω𝑇 ) où le vecteur contrainte est donné tel que (𝜕Ω =

𝜕Ω𝜉 ∪ 𝜕Ω𝑇 et 𝜕Ω𝜉 ∩ 𝜕Ω𝑇 = ∅).

Principe du minimum de l’énergie potentielle

Le principe du minimum de l’énergie potentielle stipule que parmi l’ensemble des

champs de déplacements cinématiquement admissibles, il existe une unique solution

du problème qui minimise l’énergie potentielle.

Pour un niveau de chargement donné, on note 𝜉𝑠𝑜𝑙 le champ de déplacement solution

du problème, qui est relié au champ de contrainte 𝜎𝑠𝑜𝑙 par une loi de comportement

thermoélastique (2.46).

Soit 𝜉′ un champ de déplacement virtuel cinématiquement admissible et 𝜀′ son tenseur

de déformation linéarisé associé. On considère la décomposition suivante:

𝜉
′
= 𝜉𝑠𝑜𝑙 + 𝛿𝜉 ; 𝜀

′
= 𝜀𝑠𝑜𝑙 + 𝛿𝜀 (3.23)

Étant donné que les deux champs de déplacement 𝜉𝑠𝑜𝑙 et 𝜉′ sont cinématiquement

admissibles, ils vérifient les conditions aux limites sur la frontière (𝜕Ω𝜉) et on écrit:

(∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝜉) 𝛿𝜉 = 0 (3.24)

A partir de l’expression de l’énergie interne (2.48), de la loi de comportement (2.46)

ainsi que la décomposition (3.23), on exprime l’énergie interne virtuelle associée au

74



champ de déplacement 𝜉′ par la relation:

𝑈(𝜉′,∆𝑠) = 𝑈(𝜉𝑠𝑜𝑙,∆𝑠) +

∫︁
Ω

𝜎𝑠𝑜𝑙 : 𝛿𝜀 𝑑𝑉 +
1

2

∫︁
Ω

𝛿𝜀 : C𝑎𝑑 : 𝛿𝜀 𝑑𝑉 (3.25)

Dans un deuxième temps, on exprime 1 le travail virtuel des efforts extérieurs

virtuel à partir de l’expression (2.26):

Φ(𝜉′) = Φ(𝜉𝑠𝑜𝑙) +

∫︁
𝜕Ω𝑇

𝑇 .𝛿𝜉𝑑𝑆 (3.26)

(3.26) peut être reformulée, en utilisant la condition aux limites (3.24) et en appliquant

le T.T.V avec le champ 𝛿𝜉, sous la forme suivante:

Φ(𝜉′) = Φ(𝜉𝑠𝑜𝑙) +

∫︁
Ω

𝜎𝑠𝑜𝑙 : 𝛿𝜀 𝑑𝑉 (3.27)

En combinant (3.25) et (3.27), et en rappelant que le tenseur d’élasticité adiaba-

tique est défini positif 2, on retrouve l’expression du principe de minimum de l’énergie

potentielle exprimée sur l’énergie interne (𝐸𝑝 = 𝑈 − Φ).

(∀𝜉′ 𝐶.𝐴.) 𝐸𝑝(𝜉
′,∆𝑠) ≥ 𝐸𝑝(𝜉

𝑠𝑜𝑙,∆𝑠) (3.28)

Principe du minimum de l’énergie complémentaire

De manière analogue à l’approche en déplacement, le principe du minimum de

l’énergie complémentaire consiste à établir que la solution en contrainte du problème

minimise une fonctionnelle énergétique exprimée sur l’argument 𝜎.

On commence par définir l’énergie complémentaire 𝐸𝑐 définie sur l’espace des champs

de contrainte statiquement admissibles comme la différence de deux fonctionnelles

énergétiques.

𝐸𝑐(𝜎,∆𝑠) = 𝑈*(𝜎,∆𝑠)− Φ*(𝜎) (3.29)

1. Les forces à distances étant négligées.
2.

∫︀
Ω
𝛿𝜀 : C𝑎𝑑 : 𝛿𝜀 𝑑𝑉 > 0
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tel que 𝑈*(𝜎,∆𝑠) =
∫︀
Ω0
𝑢*(𝜎(𝑋),∆𝑠(𝑋)) 𝑑Ω correspond à la transformée de Le-

gendre de l’énergie interne par rapport à la déformation avec:

𝑢*(𝜎,∆𝑠) = 𝜎 : 𝜀+ 𝑢(𝜀,∆𝑠) (3.30)

et

𝜀 =
𝜕𝑢*

𝜕𝜎
(𝜎,∆𝑠) (3.31)

Et Φ* désigne la fonctionnelle du travail virtuel des déplacements donnés.

Φ*(𝜎) =

∫︁
𝜕Ω𝜉

(𝜎.𝑛) . 𝜉𝑑 𝑑𝑆 (3.32)

On reprend la notation du champ de contrainte solution du problème 𝜎𝑠𝑜𝑙 et on

considère un champ de contrainte statiquement admissible de la forme (𝜎′
= 𝜎𝑠𝑜𝑙 +

𝛿𝜎). Nous avons alors la condition aux limites:

(∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑇 ) 𝛿𝜎(𝑥).𝑛(𝑥) = 0 (3.33)

Il est facile de montrer à partir de la convexité de la densité de l’énergie interne que

𝑢* est une fonction convexe par rapport à 𝜎′. En vertu de la relation (3.31) nous

avons l’inégalité suivante:

𝑈*(𝜎
′
,∆𝑠)− 𝑈*(𝜎𝑠𝑜𝑙,∆𝑠) ≥

∫︁
Ω0

𝛿𝜎 : 𝜀𝑠𝑜𝑙 𝑑Ω (3.34)

Dans un deuxième temps en introduisant la relation (3.33), la variation de la fonc-

tionnelle Φ* donne:

Φ*(𝜎
′
)− Φ*(𝜎𝑠𝑜𝑙) =

∫︁
𝜕Ω0

𝛿𝜎.𝑛 . 𝜉𝑑 𝑑𝑆 (3.35)

En appliquant le théorème des travaux virtuels et en combinant les expressions (3.34)

et (3.35) ainsi que l’expression de l’énergie complémentaire (3.29), on exprime le
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principe de minimum de l’énergie complémentaire.

(∀𝜎′ 𝑆.𝐴.) 𝐸𝑐(𝜎
′,∆𝑠) ≥ 𝐸𝑐(𝜎

𝑠𝑜𝑙,∆𝑠) (3.36)

Conjonction des deux théorèmes et encadrement du taux de restitution

d’énergie incrémental

Pour le couple (𝜎𝑠𝑜𝑙, 𝜀𝑠𝑜𝑙) solution du problème, on rappelle que l’on vérifie:

𝐸𝑝(𝜀
𝑠𝑜𝑙,∆𝑠) + 𝐸𝑐(𝜎

𝑠𝑜𝑙,∆𝑠) = 0 (3.37)

A partir des deux inégalités (3.28) et (3.36) de minimisation des énergies poten-

tielle et complémentaire, ainsi que la relation de complémentarité (3.37) on obtient

l’encadrement de l’énergie potentielle suivant:

(∀𝜉′ 𝐶.𝐴.)(∀𝜎′ 𝑆.𝐴.) − 𝐸𝑐(𝜎
′,∆𝑠) ≤ 𝐸𝑝(𝜉

𝑠𝑜𝑙,∆𝑠) ≤ 𝐸𝑝(𝜉
′,∆𝑠) (3.38)

A partir de cet encadrement de l’énergie potentielle, il est possible dès à présent

de proposer un encadrement de 𝐺𝑖𝑛𝑐.

On associe chaque variable à un exposant indiquant la configuration étudiée, où l’in-

dice (0) représente la configuration avant nucléation et (𝑓) la configuration fissurée.

On obtient donc pour tous champs de contraintes virtuels 𝜎0 et 𝜎𝑓 statiquement ad-

missibles et pour tout champs de déplacement 𝜉0 et 𝜉𝑓 cinématiquement admissibles,

les deux inégalités suivantes.

(∀𝜉0 𝐶.𝐴.)(∀𝜎0 𝑆.𝐴.) − 𝐸𝑐(𝜎
0,∆𝑠) ≤ 𝐸0

𝑝 ≤ 𝐸𝑝(𝜉
0,∆𝑠)

(∀𝜉𝑓 𝐶.𝐴.)(∀𝜎𝑓 𝑆.𝐴.) − 𝐸𝑐(𝜎
′,∆𝑠) ≤ 𝐸𝑓

𝑝 ≤ 𝐸𝑝(𝜉
𝑓 ,∆𝑠)

A partir de l’expression de 𝐺𝑖𝑛𝑐 (3.1), on établit finalement l’encadrement:

−1

ℓ
(𝐸𝑓

𝑝 + 𝐸0
𝑐 ) ≤ 𝐺𝑖𝑛𝑐 ≤

1

ℓ
(𝐸0

𝑝 + 𝐸𝑓
𝑐 ) (3.39)
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La valeur de 𝐺𝑖𝑛𝑐 associée aux couples solutions (𝜎𝑖, 𝜉𝑖) pour les configurations avant

(𝑖 = 0) et après (𝑖 = 𝑓) nucléation d’une fissure stable peut donc être encadrée à

partir des choix effectués sur les champs virtuels respectivement cinématiquement et

statiquement admissibles.

3.3.2 Principe de superposition

Dans le cadre d’un comportement linéaire, le principe de superposition autorise

la résolution du problème de nucléation de fissure en se ramenant à la résolution

d’un problème auxiliaire. La perturbation créée par la nucléation de fissure est une

contribution additionnelle qui vient s’ajouter à la solution initiale du milieu non

fissuré. On considère un niveau de chargement donné caractérisé par: une densité

de force volumique 𝑓𝑣 , un vecteur contrainte 𝑇 𝑑 imposé sur (𝜕Ω𝑇 ), un déplacement

imposé 𝜉𝑑 sur (𝜕Ω𝜉) ainsi qu’une sollicitation thermique représentée par une variation

d’entropie ∆𝑠 et d’un état de précontrainte 𝜎𝑝.

A partir de ce chargement, on définit le couple (𝜎𝑓 , 𝜉𝑓 ) solution du problème fissuré

(Figure (3-10a)), qui vérifie dans le cadre de la thermoélasticité l’équation d’équilibre,

les conditions au limites sur le bord (𝜕Ω) ainsi que les conditions aux limites sur la

surface de la fissure (𝜕F ) (relations 2.1).

On a donc le système d’équations suivant:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div(𝜎𝑓 ) + 𝜌𝑓𝑣 = 0

𝜀𝑓 = 1
2

(︀
grad(𝜉𝑓 ) + 𝑡grad(𝜉𝑓 )

)︀
𝜎𝑓 = 𝜎𝑝 + C𝑎𝑑 : 𝜀𝑓 − ∆𝑠

𝑐
𝑘

(∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑇 ) 𝜎𝑓 .𝑛 = 𝑇 𝑑

(∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝜉) 𝜉𝑓 = 𝜉𝑑

(∀𝑥 ∈ 𝜕F ) 𝜎𝑓 .𝑛 = 0 ; J𝜉𝑓K.𝑛 ≥ 0

(3.40)

On décompose la solution du problème fissuré sous la forme suivante:

𝜎𝑓 = 𝜎0 + 𝜎𝑎𝑢𝑥 ; 𝜉𝑓 = 𝜉0 + 𝜉𝑎𝑢𝑥 (3.41)
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où le couple (𝜎0, 𝜉0) correspond au couple solution du problème initial en l’absence

de fissure (Figure (3-10b)) que l’on résume par le système d’équations suivant:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div(𝜎0) + 𝜌𝑓𝑣 = 0

𝜀0 = 1
2

(︀
grad(𝜉0) + 𝑡grad(𝜉0)

)︀
𝜎0 = 𝜎𝑝 + C𝑎𝑑 : 𝜀0 − ∆𝑠

𝑐
𝑘

(∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑇 ) 𝜎0.𝑛 = 𝑇 𝑑

(∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝜉) 𝜉0 = 𝜉𝑑

(3.42)

On précise qu’au niveau de la zone (𝜕F ) où la fissure est censée apparaître dans le

milieu sain, nous avons continuité du vecteur contrainte et un saut de déplacement

nul:

(∀𝑥 ∈ 𝜕F ) J𝜎0.𝑛K = 0 ; J𝜉0K.𝑛 = 0 (3.43)

A partir de la décomposition (3.41), on arrive à montrer à partir de la combinaison

des relations (3.40) et (3.42) que le couple (𝜎𝑎𝑢𝑥, 𝜉𝑎𝑢𝑥) est bien le couple solution

d’un problème auxiliaire (Figure 3-10c) défini uniquement par un chargement au

niveau de la fissure équivalent à l’opposé du vecteur contrainte initial. On exprime

ici la continuité du vecteur contrainte avant l’apparition de la fissure. Le problème

auxiliaire se résume donc au système d’équations :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

div(𝜎𝑎𝑢𝑥) = 0

𝜀𝑎𝑢𝑥 =
1

2

(︀
grad(𝜉𝑎𝑢𝑥) + 𝑡grad(𝜉𝑎𝑢𝑥)

)︀
𝜎𝑎𝑢𝑥 = C𝑎𝑑 : 𝜀𝑎𝑢𝑥

(∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝑇 ) 𝜎𝑎𝑢𝑥.𝑛 = 0

(∀𝑥 ∈ 𝜕Ω𝜉) 𝜉𝑎𝑢𝑥 = 0

(∀𝑥 ∈ 𝜕F ) 𝜎𝑎𝑢𝑥.𝑛 = −𝜎0.𝑛 ; J𝜉𝑎𝑢𝑥K.𝑛 ≥ 0

(3.44)
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(a) Problème fissuré (b) Problème initial avant nucléation (c) Problème auxiliaire

Figure 3-10 – Illustration du principe de superposition pour déterminer le taux de
restitution d’énergie incrémental

Expression du taux de restitution d’énergie incrémental dans le cas d’une

fissure débouchante

Il est facile de montrer à partir du principe de superposition que la variation de

l’énergie potentielle entre l’état initial (0) et final (𝑓) est égale à l’énergie potentielle

du problème auxiliaire.

La relation (3.25) permet d’exprimer la variation entre l’énergie interne du pro-

blème fissuré et celle du problème initial en fonction de l’énergie interne du problème

auxiliaire de la forme:

𝑈 𝑓 − 𝑈0 = 𝑈𝑎𝑢𝑥 +

∫︁
Ω

𝜎0 : 𝜀𝑎𝑢𝑥 𝑑𝑉 (3.45)

où 𝑈𝑎𝑢𝑥 est l’énergie interne du problème auxiliaire définie par:

𝑈𝑎𝑢𝑥 =
1

2

∫︁
Ω

𝜀𝑎𝑢𝑥 : C𝑎𝑑 : 𝜀𝑎𝑢𝑥 𝑑𝑉 (3.46)
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Le déplacement du problème auxiliaire étant nul sur 𝜕Ω𝜉 il est possible de réécrire le

terme de droite de (3.45) de la forme suivante.

∫︁
Ω

𝜎0 : 𝜀𝑎𝑢𝑥 𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕Ω𝑇

(𝜎0.𝑛).𝜉𝑎𝑢𝑥 𝑑𝑆 +

∫︁
𝜕F

(𝜎0.𝑛).𝜉𝑎𝑢𝑥 𝑑𝑆

=

∫︁
𝜕Ω𝑇

(𝜎0.𝑛).𝜉𝑎𝑢𝑥 𝑑𝑆 − Φ𝑎𝑢𝑥 (3.47)

où l’intégrale sur la surface de la fissure n’est autre que le travail des efforts extérieurs

du problème auxiliaire Φ𝑎𝑢𝑥 qui s’écrit:

Φ𝑎𝑢𝑥 =

∫︁
𝜕F

(−𝜎0.𝑛). 𝜉𝑎𝑢𝑥 𝑑𝑆 (3.48)

D’autre part on obtient à partir de l’expression (3.27) de la variation du travail des

efforts extérieurs la relation:

Φ𝑓 − Φ0 =

∫︁
𝜕Ω𝑇

(𝜎0.𝑛).(𝜉𝑓 − 𝜉0) 𝑑𝑆 (3.49)

Ce qui permet d’obtenir finalement en combinant les expressions (3.45), (3.47), (3.49)

la relation entre les énergies potentielles de la forme:

𝐸𝑓
𝑝 − 𝐸0

𝑝 = 𝐸𝑎𝑢𝑥
𝑝 (3.50)

A partir de la relation (3.2) de l’énergie potentielle et du fait de l’adiabaticité de la

nucléation (𝑠𝑓 = 𝑠0), on exprime l’énergie potentielle du milieu fissuré de la forme:

𝐸𝑝(𝜀
𝑓 , 𝑠0) = 𝑈(𝜀𝑓 , 𝑠0)− Φ(𝜀0 + 𝛿𝜀) (3.51)

L’expression du taux de restitution incrémental devient:

𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) = −
𝐸𝑝(ℓ)− 𝐸0

𝑝

ℓ
= −

𝐸𝑎𝑢𝑥
𝑝 (ℓ)

ℓ
(3.52)
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Ce résultat confirme l’intérêt de cette décomposition, qui permet de reformuler le

problème de manière à localiser les sollicitations qui entraînent la nucléation au niveau

de la fissure et ainsi s’affranchir d’une double résolution du problème initial (Figure

3-10b) et final (Figure 3-10a) et ne traiter que le problème auxiliaire (Figure 3-10c).

Il est important de rappeler qu’il reste toujours nécessaire d’expliciter la distribution

du vecteur contrainte initial 𝜎0.𝑛 le long de la fissure afin de poser les conditions aux

limite du problème auxiliaire. On retrouve ici la nécessité d’anticiper la localisation

de la future fissure, en lien avec la présence de contraintes de traction localisées pour

une ouverture de fissure en mode I.

Encadrement du taux de restitution d’énergie incrémental par champs de

perturbation A partir du principe de superposition, il est donc possible de refor-

muler la relation (3.39) en considérant une résolution de problèmes auxiliaires chargés

uniquement sur la fissure. On écrit dans ce cas pour tout champ de déplacement 𝛿𝜉′

cinématiquement admissible
(︀
𝛿𝜉′ = −𝜉0 sur la fissure et 𝛿𝜉′ = 0 ailleurs

)︀
et pour

tout champ de contrainte 𝛿𝜎′ statiquement admissible
(︀
𝛿𝜎′.𝑛 = 𝜎0.𝑛 sur la fissure

et 𝛿𝜎′.𝑛 = 0) ailleurs
)︀

la relation suivante:

(∀𝛿𝜉′ ∈ 𝐶.𝐴.)(∀𝛿𝜎′ ∈ 𝑆.𝐴.) −
𝐸𝑎𝑢𝑥1

𝑝 (𝛿𝜉′)

ℓ
≤ 𝐺𝑖𝑛𝑐 ≤

𝐸𝑎𝑢𝑥2
𝑐 (𝛿𝜎′)

ℓ
(3.53)

avec
𝐸𝑎𝑢𝑥1

𝑝 (𝛿𝜉′) =
1

2

∫︁
Ω

𝛿𝜀′ : C𝑎𝑑 : 𝛿𝜀′𝑑𝑉 −
∫︁
𝜕F

(−𝜎0.𝑛).𝛿𝜉′𝑑𝑆

𝐸𝑎𝑢𝑥2
𝑐 (𝛿𝜎′) =

1

2

∫︁
Ω

𝛿𝜎′ : S𝑎𝑑 : 𝛿𝜎′𝑑𝑉 −
∫︁
𝜕F

(𝛿𝜎′.𝑛).(−𝜉0)𝑑𝑆

𝐺𝑖𝑛𝑐 = −
𝐸𝑎𝑢𝑥

𝑝 (𝛿𝜉)

ℓ

Nous proposons dans cette partie une approximation du taux de restitution d’éner-

gie incrémental par principes de minimisation de l’énergie potentielle et de l’énergie
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complémentaire. L’approche variationnelle en déplacement fournit une borne infé-

rieure du 𝐺𝑖𝑛𝑐, et l’approche variationnelle en contrainte fournit une borne supérieure.

Le choix pertinent de ces champs virtuels, respectivement cinématiquement et stati-

quement admissibles, permet d’encadrer avec précision le taux de restitution d’énergie

incrémental. Par la suite nous avons montré que, dans le cadre d’un comportement

linéaire, le principe de superposition ramène la résolution du problème de nucléa-

tion de fissure à la résolution d’un unique problème auxiliaire. Cette résolution se

différencie de la double résolution classique par une localisation des sollicitations qui

entraînent la nucléation au niveau de la fissure. En particulier, Les champs de pertur-

bation virtuels pour l’encadrement du taux de restitution d’énergie incrémental sont

asymptotiquement nul loin de de la fissure.

Dans la partie suivante, on propose une nouvelle méthode de calcul du taux de resti-

tution d’énergie incrémental en lien avec la mécanique linéaire de la rupture.

3.4 Approche par mécanique linéaire de la rupture

3.4.1 Introduction

Pour traiter la problématique de la nucléation de fissure, il est possible de valoriser

les résultats de la mécanique linéaire de la rupture. Cette dernière s’appuie sur la

détermination des facteurs d’intensité de contrainte intervenant dans l’expression des

champs locaux (𝜎, 𝜀) singuliers en pointe de fissure.

Dans cette perspective, nous proposons d’explorer le lien entre le taux de res-

titution d’énergie incrémental et les facteurs d’intensité de contrainte. Différentes

méthodes de détermination de ces facteurs d’intensité de contrainte peuvent être va-

lorisées pour produire des mesures quantitatives du scénario de nucléation de fissure.
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3.4.2 Lien entre le taux incrémentale de restitution d’énergie

et le facteur d’intensité de contrainte

Commençons par rappeler les expressions du taux de restitution d’énergie 𝐺(ℓ)

sous sa forme usuelle ainsi que celle du taux de restitution d’énergie incrémental en

fonction de l’énergie potentielle:

− Taux de restitution d’énergie 𝐺(ℓ) = −𝜕𝐸𝑝

𝜕ℓ

− Taux de restitution d’énergie incrémental 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) = −
𝐸𝑝(ℓ)− 𝐸0

𝑝

ℓ

En remarquant que l’on peut écrire:

𝐸𝑝(ℓ)− 𝐸0
𝑝 =

∫︁ ℓ

0

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑢
𝑑𝑢

Il est possible d’établir une relation entre 𝐺 et 𝐺𝑖𝑛𝑐 de la forme:

𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) =
1

ℓ

∫︁ ℓ

0

𝐺(𝑢)𝑑𝑢 (3.54)

Dans le cadre de l’élasticité linéaire isotrope et homogène, pour des processus quasi-

statiques en géométrie plane, le taux de restitution de l’énergie et les facteurs d’in-

tensité de contrainte 3 en pointe de fissure sont reliés par la formule d’Irwin [41]:

𝐺 =
1− 𝜈2

𝐸

(︀
𝐾2

𝐼 +𝐾2
𝐼𝐼

)︀
+

1

2𝜇
𝐾3

𝐼𝐼𝐼 (3.55)

En combinant (3.54) et (3.55), il est donc possible de relier le taux de restitution

d’énergie incrémental aux carrés des facteurs d’intensité de contrainte. Dans le cas

d’une nucléation de fissure en mode I, on obtient:

𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) =
1

ℓ

1− 𝜈2

𝐸

∫︁ ℓ

0

𝐾2
𝐼 (𝑢)𝑑𝑢 (3.56)

3. en MPa
√
𝑚
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C’est précisément cette relation qui établit un point de jonction entre les résultats de

la mécanique linéaire de la rupture (connaissance des facteurs d’intensité de contrainte

associés aux champs locaux singuliers) et le critère de nucléation énergétique, qui par

nature ne fait intervenir que les grandeurs énergétiques globales.

L’expression du critère d’Irwin pour la propagation d’une fissure en mode I s’écrit:⎧⎨⎩𝐾𝐼 < 𝐾𝐼𝑐 : ℓ̇ = 0

𝐾𝐼 = 𝐾𝐼𝑐 : ℓ̇ > 0

où 𝐾𝐼𝑐 est la ténacité du matériau [MPa.
√
𝑚].

En mode I, (3.55) fournit le lien existant entre l’énergie critique 𝐺𝑐 et la ténacité 𝐾𝐼𝑐:

𝐾𝐼𝑐 =

√︂
𝐸 𝐺𝑐

1− 𝜈2
(3.57)

Plusieurs méthodes pour déterminer le facteur d’intensité de contrainte sont disponibl-

es dans la littérature. On trouve des expressions analytiques et semi-analytiques pour

des problèmes de fissures contenues dans des milieux infinis soumis à des chargements

plus ou moins simples [67]. Dans le cas de géométries finies, il existe plusieurs procé-

dés permettant de déterminer les facteurs d’intensité de contrainte par méthode de

collocation [36],[27], ou bien à l’aide de fonctions de poids [9], [26] ou encore par prin-

cipe de superposition à l’aide de la fonction de Green [28]. Du point de vue purement

mécanique, on peut tirer profit de la modélisation par éléments finis ou par éléments

finis de frontière (BEM).

Dans la section suivante, après avoir traité à titre d’illustration le cas du délami-

nage d’une poutre, nous proposons une résolution explicite du facteur d’intensité de

contraintes dans le but de traiter la problématique de nucléation de fissure dans un

milieu en compression contenant une cavité cylindrique.
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Délaminage d’une poutre

Reprenons d’abord rapidement l’application traitée à la section 3.2. Il est possible

de retrouver l’expression du taux de restitution d’énergie (3.14) à partir de la relation

(3.56) et de l’expression du facteur d’intensité de contrainte d’une double poutre

encastrée (DCB) qui s’écrit sous la forme:

𝐾𝐼 = 𝐶
𝐹ℓ√
2𝐵𝐼

; 𝐶 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 en contraintes planes

1√
1− 𝜈2

en déformations planes
(3.58)

Après intégration, on retrouve bien l’expression de 𝐺𝑖𝑛𝑐 dans (3.14) pour une épaisseur

unitaire (𝐵 = 1).

𝐺𝑖𝑛𝑐 =
1

ℓ

1

𝐸 ′

∫︁ ℓ

0

𝐾2
𝐼 (𝑢)𝑑𝑢 =

𝐹 2

6𝐸𝐼
ℓ2 (3.59)

Stabilité forage d’un puits de forage et nucléation de fissure

Le creusement de puits dans la roche engendre une redistribution des contraintes

autour de la paroi du puits ce qui peut mener à des instabilités et des risques de fissu-

ration. Notamment avec l’apparition de fissures en traction (mode I) par chargement

compressif ou encore l’ovalisation du puits "wellbore breakouts" (mode II). Les tra-

vaux de L. Jeannin [45] proposent une analyse de ces mécanismes de fracturation, en

particulier l’apparition de fissures en traction lors d’une compression uniaxiale. Dans

cette partie, on aborde cette problématique de stabilité du puits du point de vue de

la nucléation de fissure exclusivement en mode I en utilisant l’approche proposée en

Section 3.4 qui met à profit des résultats de la mécanique linéaire de la rupture, pour

évaluer l’effet de l’anisotropie du chargement sur la nucléation de ces fissures.

Redistribution du champ de contraintes après forage On modélise le puits

comme un cylindre de section circulaire de rayon R, plongé dans la roche représentée
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comme une matrice solide homogène dont le comportement est supposé élastique

linéaire isotrope(Figure 3-11). Le cylindre étant considéré infini on se place dans les

conditions de résolution en déformations planes.

Loin du forage, le milieu se trouve dans un état de compression défini par un état de

contrainte biaxial de composantes horizontale mineure 𝜎∞
𝑥𝑥 < 0 et majeure 𝜎∞

𝑦𝑦 < 0,

vérifiant:

𝜎∞
𝑦𝑦 ≤ 𝜎∞

𝑥𝑥 (3.60)

On introduit le coefficient d’anisotropie de compression 𝜅 =
𝜎∞
𝑥𝑥

𝜎∞
𝑦𝑦

∈ [0, 1]. Les deux

états limites correspondent à 𝜅 = 0 lorsque l’état de compression est uniaxiale suivant

𝑦 (abordé dans [45]) et 𝜅 = 1 pour une compression isotrope.

Figure 3-11 – Modélisation du creusement de puits

Le but de cette étude n’ayant pas pour objet l’évaluation de l’effet d’une pression

interne, on se limite au cas où celle ci est nulle. Néanmoins il est possible de traiter le

cas où la paroi du cylindre est soumise à une pression en se ramenant par principe de

superposition à un problème auxiliaire soumis à un nouveau champ de contrainte à

l’infini ajusté pour gérer cette composante de pression. Le contrôle de cette pression

représente alors un moyen efficace pour limiter, voire annuler, les risques de nucléation.

L’expression du champ de contraintes en coordonnées polaires, normalisée par la
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compression majeure 𝜎∞
𝑦𝑦 < 0, est donnée dans [42]:

2
𝜎𝑟𝑟
𝜎∞
𝑦𝑦

= (1 + 𝜅)

(︂
1− 𝑅2

𝑟2

)︂
−(1− 𝜅)

(︂
1− 4𝑅2

𝑟2
+

3𝑅4

𝑟4

)︂
cos2𝜃

2
𝜎𝜃𝜃
𝜎∞
𝑦𝑦

= (1 + 𝜅)

(︂
1 +

𝑅2

𝑟2

)︂
+(1− 𝜅)

(︂
1 + 3

𝑅4

𝑟4

)︂
cos2𝜃

2
𝜎𝑟𝜃
𝜎∞
𝑦𝑦

= (1− 𝜅)

(︂
1 +

2𝑅2

𝑟2
− 3𝑅4

𝑟4

)︂
sin2𝜃

(3.61)

d’où sur la paroi 𝑟 = 𝑅, la seule composante non-nulle du champ de contrainte:

⃒⃒⃒𝜎𝜃𝜃(𝑅, 𝜃)
𝜎∞
𝑦𝑦

⃒⃒⃒
= 2(𝜅− 1) cos(2 𝜃)− (1 + 𝜅) (3.62)

Figure 3-12 – distribution du champ de contrainte 𝜎𝜃𝜃 sur la paroi en fonction de
l’angle 𝜃 et le coefficient d’anisotropie 𝜅

La figure (3-12) trace la variation de la contrainte orthoradiale sur la paroi en
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fonction de la position définie par l’angle de rotation 𝜃 et du coefficient d’anisotropie

𝜅. On retrouve un état de contrainte en traction maximal en 𝜃 = ±𝜋
2

pour tout 𝜅 <
1

3
.

La zone de traction est maximale pour une compression uniaxiale (𝜅 = 0) et tend à

disparaître lorsque le coefficient d’anisotropie 𝜅→ 1
3
.

A partir de ce constat, il est naturel de considérer, pour un 𝜅 ∈
[︂
0,

1

3

]︂
, le mé-

canisme de nucléation qui suggère l’apparition de deux fissures en mode I opposées

partant respectivement de la paroi du puits en 𝜃 = 𝜋
2

et 𝜃 = −𝜋
2

suivant l’axe vertical

(Figure 3-13).

Figure 3-13 – Modélisation de la nucléation de fissure en mode I

Compression uniaxiale

On considère dans cette partie le cas d’une compression uniaxiale suivant l’axe 𝑒𝑦

(𝜅 = 0), le champ de contrainte lointain s’écrit de la forme 𝜎∞ = 𝜎∞
𝑦𝑦𝑒𝑦 ⊗ 𝑒𝑦. Dans

cette situation, l’expression du facteur d’intensité de contrainte 𝐾𝐼 du milieu fissuré,

donné dans [63], s’écrit:

𝐾𝐼(ℓ) = − 1.1
√
𝜆

(1 + 𝜆)3.3
𝜎∞
𝑦𝑦

√
𝜋𝑅 (3.63)
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avec 𝜆 =
ℓ

𝑅
.

A partir de l’expression (3.56) qui relie 𝐺𝑖𝑛𝑐 et 𝐾𝐼 par intégration sur la longueur de

fissure, on obtient l’expression du taux de restitution d’énergie incrémental explicité

dans [45]:

𝐺𝑖𝑛𝑐(𝜆) = Γ

(︂
0.0475

𝜆

(︂
1− (1 + 5.6𝜆

(1 + 𝜆)5.6

)︂)︂
(3.64)

avec :

Γ =
𝜋𝑅𝜎∞

𝑦𝑦
2(1− 𝜈2)

𝐸
(3.65)

La condition de stabilité dans le critère énergétique (2.14),
𝑑𝐺𝑖𝑛𝑐(𝜆)

𝑑𝜆
= 0 prédit une

taille de fissure de l’ordre de ℓ𝑐 ≃ 𝑅/3. Le chargement critique 𝜎∞
𝑦𝑦

* est déduit de la

condition d’initiation :

𝐺𝑖𝑛𝑐 = 𝐺𝑐 : 𝜎∞
𝑦𝑦

* = −2.294

√︂
𝐺𝑐𝐸

′

𝑅
avec 𝐸

′
=

𝐸

1− 𝜈2
(3.66)

Compression anisotrope

Dans le cas plus général où la contrainte en compression suivant l’axe 𝑒𝑥 est non nulle

(𝜅 ̸= 0), l’expression du facteur d’intensité de contrainte s’écrit [63] 4:

𝐾𝐼(ℓ) = −
√
𝜆

(︂
1.1(1− 2.1𝜅)

(1 + 𝜆)3.3
− 𝜅

)︂
𝜎∞
𝑦𝑦

√
𝜋𝑅 (3.67)

En combinant (3.56) et (3.67), l’expression de 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) est donnée par:

𝐺𝑖𝑛𝑐(𝜆) = Γ

(︂
1

2
𝜅2𝜆− 0.67𝜅(1.1− 2.31𝜅)

𝜆

(︂
1− 1 + 2.3𝜆

(1 + 𝜆)2.3

)︂
+ (1.1− 2.31𝜅)2

(︂
0.04

𝜆

(︂
1− 1

(1 + 𝜆)4.6

)︂
− 0.18

(1 + 𝜆)5.6

)︂)︂ (3.68)

L’expression analytique du taux de restitution d’énergie incrémental pour un char-

gement en compression anisotrope en fonction du rapport 𝜅 permet dans un premier

temps d’accéder à la longueur de nucléation et à l’état de compression critique de

nucléation pour différentes configurations d’anisotropie et dans un deuxième temps

4. On retrouve 3.63 en prenant 𝜅 = 0
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de statuer sur le rapport critique d’anisotropie à partir duquel le phénomène de nu-

cléation survient.

Figure 3-14 – 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) en fonction de 𝜆 = ℓ/𝑅 pour différents rapport d’anisotropie
𝜅

On observe Figure (3-14), conformément à l’analyse en contrainte (cf. Figure 3-12)

qui stipule que nous avons une zone de traction en 𝜃 = ±𝜋
2

pour tout 𝜅 ≤ 1/3, que

le taux de restitution de l’énergie incrémental pour une fissure en 𝜃 = ±𝜋
2

présente

bien un maximum c’est à dire une nucléation stable pour tout 𝜅 ≤ 1/3. De plus, on

retrouve que le 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ𝑐) diminue lorsque le coefficient d’anisotropie 𝜅 augmente. La

composante de compression horizontale 𝜎∞
𝑥𝑥 apparaît donc comme un facteur limitant

de la nucléation puisqu’elle réduit la valeur de 𝐺𝑖𝑛𝑐 pour 𝜅 ≤ 1/3 et empêche toute

nucléation lorsque la zone de traction disparaît pour 𝜅 ≥ 1/3.

On constate sur la Figure (3-15a) que la méthode gère bien la décroissance de la

longueur de nucléation de fissure en fonction de l’anisotropie du champ lointain. La

situation la plus critique est définie par 𝜅 = 0. Elle correspond à une longueur de

fissure maximale ℓ𝑐 ≃ 𝑅
3
; pour 𝜅→ 1

3
, la taille de fissure nucléée ℓ𝑐 → 0.

La courbe 3-15b trace la variation de la contrainte critique de nucléation, normali-

sée par le coefficient 𝜎* = −
√︁

𝐺𝑐𝐸
′

𝑅
. Le chargement critique est une fonction croissante

de 𝜅 partant d’une valeur minimale, annoncée pour une compression uniaxiale (3.66),

vers une valeur infinie pour 𝜅 = 1
3
.
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(a) longueur de nucléation en fonction du rapport d’ani-
sotropie

(b) Compression critique de nucléation en fonction du
rapport d’anisotropie

Figure 3-15 – Variation de la longueur de nucléation et du chargement critique en
fonction de l’anisotropie de la compression

3.4.3 Méthode de détermination des facteurs d’intensités de

contraintes

Le lien établi entre le taux de restitution d’énergie incrémental et le facteur d’in-

tensité de contrainte (3.56) permet de mettre à profit les différents travaux dédiés à

l’identification des facteurs d’intensité de contrainte dans le cadre de la problématique

de nucléation de fissure.

Nous proposons dans cette partie de traiter des problématiques de nucléation de

fissure en mode I sous chargement complexe en se ramenant par superposition à

la combinaison de solutions de facteurs d’intensité de contrainte proposés dans [26]

pour caractériser le comportement d’un milieu fissuré. T. Fett avance que l’informa-

tion fournie par le facteur d’intensité des contraintes 𝐾𝐼 et le ’T-stress’, qui représente

le premier terme régulier du champ de contrainte (A.1), est suffisante pour décrire

l’état du milieu en pointe de fissure. En utilisant différentes méthodes de résolution

[67], [36], [9],[28], cet auteur propose un panel de solutions pour ces deux grandeurs

pour différents types de géométries et chargements complexes sous forme de graphes,

tableaux de valeurs et fonctions analytiques approchées [27].
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Illustration - Fissure dans une plaque en flexion

A titre d’illustration, nous proposons de traiter un problème similaire à celui

du délaminage d’une poutre (Section 3.2), où on considère l’apparition d’une fissure

dans une plaque finie (Figure 3-16) de longueur 𝑊 et de hauteur 2𝐻, soumise à une

distribution de chargement en flexion de la forme:

𝑓± = ±𝐹 (1 +
𝑥

𝜆
) (3.69)

Figure 3-16 – Délaminage d’une plaque en flexion

On se place en déformations planes et on considère les conditions aux limites suivantes:

𝑦 = ±𝐻 :

⎧⎨⎩ 𝑇𝑥 = 0

𝑇𝑦 = ±𝐹 (1 + 𝑥
𝜆
)

−ℓ < 𝑥 < 0 ; 𝑦 = 0 : 𝑇𝑥 = 𝑇𝑦 = 0

𝑥 = 0 et 𝑥 = −𝑊 : 𝑇𝑥 = 𝑇𝑦 = 0

(3.70)

(3.71)

(3.72)

Dans ces conditions de chargement, on ne dispose pas d’une expression explicite

du facteur d’intensité de contrainte. Pour contourner cette difficulté on se ramène par

superposition à deux situations de chargement (Figure 3-17) pour lesquelles l’expres-

sion analytique du facteur d’intensité de contrainte est connue..
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(a) Traction uniforme d’intensité 𝐹1 (b) Distribution de chargement de la
forme 𝑓2 = 𝐹2(1 +

2𝑥
𝑊 )

Figure 3-17 – Problèmes de référence pour le délaminage

Le problème (a) correspond à chargement uniforme en traction 𝐹1 le long des

bords 𝑦 = ±𝐻, et le problème (b) correspond à un chargement en flexion de la forme

𝐹2(1 +
2𝑥
𝑊
).

Les facteurs d’intensité de contrainte pour ces deux configurations sont explicités dans

[27] par la relation :

𝐾𝐼 = 𝐹𝑖

√
𝜋ℓ 𝑓

(𝑖)
𝑏 (ℓ) (3.73)

L’indice 𝑖 indique le problème considéré avec 𝑖 = 𝑎, 𝑏 et 𝑓 (𝑖)
𝑏 correspond à la fonction

de forme explicitée pour un rapport 𝐻
𝑊

≥ 1.5 sous la forme (𝛼 = ℓ/𝑊 ) :

𝑓
(𝑎)
𝑏 (𝛼) =

1.1215

(1− 𝛼)
3
2

(︂
5

8
− 5

12
𝛼 +

1

8
𝛼2 + 5𝛼2(1− 𝛼)6 +

3

8
𝑒−6.1342 𝛼

(1−𝛼)

)︂
𝑓
(𝑏)
𝑏 (𝛼) =

1.1215

(1− 𝛼)
3
2

(︂
1− 0.23566(1− 𝛼) +

1

50
(1− 𝛼)2 + 3𝛼2(1− 𝛼)7 + 0.229𝑒−7.52 𝛼

1−𝛼

)︂

Pour un rapport 𝐻
𝑊
< 1.5, les expressions analytiques ne sont pas connues mais

on dispose d’un certain nombre de points pour caractériser les facteurs d’intensité de

contraintes des deux problèmes de référence présentés sur la figure (3-18). La super-

position de ces deux problèmes pour un choix judicieux des intensités 𝐹𝑎 et 𝐹𝑏 permet

de définir le chargement initial (3.69).
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(a) Fonction géométrique 𝑓
(𝑎)
𝑏 (1 − 𝛼

𝑊 )3/2 du
problème (a) de traction

(b) Fonction géométrique 𝑓
(𝑎)
𝑏 (1 − 𝛼

𝑊 )3/2 du
problème (b) de flexion

Figure 3-18 – Fonctions de forme pour un rapport 𝐻
𝑊
< 1.5 [27]

On retrouve finalement l’expression du facteur d’intensité de contrainte du pro-

blème (cf. Figure 3-16) qui se met sous la forme:

𝐾𝐼(ℓ) = 𝐹
√
𝜋ℓ

(︂
𝑊

2𝜆
𝑓
(𝑎)
𝑏 (ℓ) + (1− 𝑊

2𝜆
)𝑓

(𝑏)
𝑏

)︂
(3.74)

A partir des relations (3.56) et (3.74), on trace la loi d’évolution 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) (Figure

3-19a) pour différentes valeurs du paramètre de chargement 𝜆. Celui ci est introduit

dans l’expression du chargement (3.69) et définit la zone de traction dans la poutre

(𝑥 > −𝜆) et celle en compression (𝑥 < −𝜆).

On observe (Figure 3-19a) qu’il est possible de nucléer des fissures stables pour

tout 𝜆 ≤ 𝑊
4

mais que cette nucléation n’est plus stable pour une zone de traction de

l’ordre de 𝑊
3

. On observe aussi que la longueur de fissure nucléée augmente avec la
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(a) 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) pour différentes zones de traction 𝜆 (b) Évolution de ℓ𝑐 en fonction de la zone de traction
pour différents élancements 𝐻

𝑊

(c) Évolution du chargement critique en fonction de la zone de traction pour différents
élancements 𝐻

𝑊

Figure 3-19 – Nucléation de fissure par délaminage

zone de traction, comme le montre la figure (3-19b). De plus, on parvient à retrouver

la relation proportionnelle entre ℓ𝑐 et 𝜆 (ℓ𝑐 ≃ 2.59𝜆) obtenue dans la section (3.2)

pour le délaminage d’une poutre et cela pour des élancements très grands (rapport

𝐻/𝑊 → 0). Plus cet élancement est faible, plus la longueur de fissure nucléée est

inférieure à celle proposée avec la théorie des poutres notamment pour des distances de

traction 𝜆 grandes (Figure 3-19b). L’écart entre ces deux approches peut être expliqué

par la présence d’un effet de bord pour l’approche s’appuyant sur la mécanique linéaire

de la rupture, qui a tendance à freiner la nucléation.
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Cette conclusion peut être davantage expliquée à partir d’une comparaison entre

la démarche adoptée par chacune de ces méthodes pour estimer l’énergie potentielle

du milieu. Pour le délaminage de la poutre (section 3.2), la variation de l’énergie

potentielle du milieu se réduit à l’énergie élastique de flexion localisée au niveau de

la fissure indépendamment de la longueur de la structure (3.13). En revanche, l’éva-

luation du taux de restitution d’énergie incrémental à partir du facteur d’intensité de

contrainte (3.74) préserve une dépendance par rapport à la taille de la structure.

L’intensité du chargement critique de nucléation quant à lui est bien une fonction dé-

croissante de 𝜆 (Figure 3-19c), ce qui correspond aux conclusions de la section (3.2).

La variation de l’élancement de la plaque, pour une largeur maintenue constante,

n’impacte pas significativement l’intensité du chargement de nucléation.

On peut conclure que la stratégie employée dans cette partie est manifestement

efficace pour explorer la problématique de nucléation de fissure. Elle permet d’aborder

des situations de chargements appliqués sur les bords extérieurs ou encore se rame-

ner par superposition à des situations de fissure chargée. Elle repose cependant sur

l’existence d’un catalogue de solutions analytiques dans des cas qui peuvent être trop

particuliers. On présente dans la section suivante une méthode alternative capable de

traiter des situations plus complexes.

3.4.4 Méthode itérative

L’approche de résolution itérative [37] est une méthode de résolution efficace pour

déterminer les facteurs d’intensité de contraintes dans diverses configurations de géo-

métrie et de chargement. Elle permet en particulier de résoudre des problématiques

de fissures à la surface soumises à une distribution quelconque du vecteur contrainte

(3-20) à partir de la combinaison successive des solutions de problèmes de référence

connus.
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Figure 3-20 – Milieu semi-infini contenant une fissure au bord soumise à une dis-
tribution de pression quelconque

Procédure itérative pour une fissure débouchante

Cette procédure se base sur le principe de résolution successive de deux problèmes

de référence (Figure 3-21):

— le problème (A) étant un milieu infini contenant une fissure soumise à une

distribution de contrainte 𝜎𝑦(𝑥, 0)

— le problème (B) celui d’un demi-espace chargé sur sa surface 𝜎𝑥(0, 𝑦).

Le principe consiste à superposer les deux systèmes linéaires de façon itérative. A

l’itération 𝑛, la solution du problème (𝐴𝑛) obtenue pour un chargement sur la fissure

défini par 𝜎(𝑥, 0) = −𝑞(𝑛)(𝑥) est combinée à celle du problème (𝐵𝑛) chargé en son

bord avec 𝜎𝑦(𝑥, 0) = −𝑝(𝑛)(𝑦) selon le scénario suivant:

— 𝑞(0)(𝑥) = 𝜎(𝑥) chargement initial du problème.

— 𝑝(𝑛)(𝑦) = 𝜎
(𝑛)
𝑥𝐴 (0, 𝑦) solution de (𝐴𝑛)

— 𝑞(𝑛)(𝑥) = 𝜎
(𝑛−1)
𝑦𝐵 (𝑥, 0) solution de (𝐵𝑛−1)

La superposition de toutes les itérations permet de retrouver un milieu semi-infini
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(a) Problème A: fissure dans un milieu infini (b) Problème B: milieu semi-infini chargé au bord

Figure 3-21 – Problèmes de référence pour la résolution de fissuration à la surface

contenant une fissure dont le bord est soumis à la contrainte:

𝜎𝑦(𝑥, 0) = −𝜎(𝑥) + 𝑞𝑛(𝑥) (3.75)

où le nombre 𝑛 d’itérations doit être assez grand pour que 𝑞𝑛(𝑥) ≪ 𝜎(𝑥). En pratique,

une dizaine d’itérations (𝑛 = 10) est suffisante.

Application pour un chargement ponctuel

Pour un chargement ponctuel en pression (resp. en cisaillement) d’intensité 𝑃

(resp. 𝑄) de la forme 𝜎𝑦(𝑥) = 𝑃 𝛿(𝑥 − 𝑏) (resp. 𝜏(𝑥) = 𝑄 𝛿(𝑥 − 𝑏)) sur la fissure à

une distance (𝑏 < 𝑎), l’expression du facteur d’intensité de contrainte en mode I est

donné par la relation [37]:

𝑘1 =
2

𝜋

𝑃𝑎1/2

(𝑎2 − 𝑏2)1/2
[1 + 𝑓(

𝑏

𝑎
)] (3.76)
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Dans le cas du cisaillement, on a le facteur d’intensité de contrainte en mode II:

𝑘2 =
2

𝜋

𝑄𝑎1/2

(𝑎2 − 𝑏2)1/2
[1 + 𝑓(

𝑏

𝑎
)] (3.77)

où la fonction 𝑓
(︀
𝑏
𝑎

)︀
est définie par:

𝑓
(︀ 𝑏
𝑎

)︀
=

∫︁ 1

0

𝑠(𝜉)𝑑𝜉

(1− 𝜉2)1/2

𝑠(𝜉) =
𝑛∑︁
1

𝑠𝑖(𝜉) et 𝑠𝑖(𝜉) =
1

𝑃
(𝑎2 − 𝑏2)1/2𝑞𝑛(𝑥)

A titre d’illustration, pour une force ponctuelle 𝑃 appliquée au milieu de la fissure

ℓ/2, on trace le rapport 𝑞𝑛/𝑃 en fonction de 𝑛 nombre d’itérations (Figure 3-22).

Figure 3-22 – Rapport 𝑞𝑛/𝑃 le long de la fissure pour différents pas d’itération pour
un chargement ponctuel en 𝑏 = 𝑎/2

Le processus itératif converge assez rapidement avec un rapport ( 𝑞
𝑛

𝑃
∼ 10−5) après

6 itérations, ce qui permet de réécrire (3.75) sous la forme:

𝜎𝑦(𝑥, 0) = −𝜎(𝑥) (3.78)
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Une interpolation numérique de la fonction 𝑓
(︀
𝑐 = 𝑏

𝑎

)︀
est proposée par [37]:

𝑓(𝑐) = (1− 𝑐2)(0.2945− 0.3912𝑐2 + 0.7685𝑐4 − 0.9942𝑐6 + 0.5094𝑐8) (3.79)

Expression du facteur d’intensité à partir du problème de Green

La stratégie abordée dans cette partie pour explorer la problématique de nucléa-

tion d’une fissure chargée est basée sur la résolution d’un problème de Green défini par

l’application d’une force ponctuelle à une distance donnée sur la fissure. On montre

alors qu’il est possible, en additionnant les contributions de toutes les forces ponc-

tuelles, de se ramener à n’importe quelle distribution de chargement sur la fissure.

L’intérêt de cette méthode, par rapport à la stratégie précédente (section 3.4.3), ré-

side alors dans sa capacité à traiter un large panel de problèmes de nucléation de

fissure avec des distributions de chargements complexes. Toujours est-il que la fissure

étudiée doit être débouchante dans un milieu semi-infini.

Figure 3-23 – Milieu semi-infini contenant une fissure au bord soumise à une dis-
tribution de pression 𝜎(𝑥)

On considère une distribution de pression appliquée sur une fissure de taille 𝑎 de

la forme:

𝑃 = −𝜎(𝑥) ; 0 < 𝑥 < 𝑎
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Pour un chargement concentré de la forme 𝑑𝑃 = 𝜎(𝑥)𝑑𝑥 situé à une distance 𝑑𝑥

de l’extrémité débouchante de la fissure, le facteur d’intensité de contrainte 𝑑𝑘1 est

donné par (3.76) sous la forme:

𝑑𝑘1 =
2

𝜋
𝑎

1
2
𝜎(𝑥) 𝑑𝑥

(𝑎2 − 𝑥2)
1
2

(︀
1 + 𝑓

(︀𝑥
𝑎

)︀)︀
(3.80)

La contribution totale de la distribution de pression sur la fissure de longueur 𝑎

s’obtient alors à partir de l’équation (3.80):

𝐾1 =

∫︁ 𝑎

0

𝑑𝑘1 =
2

𝜋
𝑎

1
2 (

∫︁ 𝑎

0

𝜎(𝑥)
𝑑𝑥

(𝑎2 − 𝑥2)
1
2

+

∫︁ 𝑎

0

𝜎(𝑥)
𝑓(𝑥

𝑎
)𝑑𝑥

(𝑎2 − 𝑥2)
1
2

) (3.81)

On remarque que le premier terme de gauche constitue le facteur d’intensité de

contrainte d’une fissure de taille 2𝑎 soumise à la même distribution de pression dans

un milieu infini, tandis que le second terme est un terme correctif lié à la présence du

bord libre en 𝑥 = 0.

Ce résultat représente un outil important pour la résolution de problèmes de nu-

cléation de fissure dans un milieu semi-infini puisqu’il permet d’accéder au taux de

restitution d’énergie incrémental pour n’importe quelle distribution de chargement

appliquée sur la fissure (3.56). Précisons cependant que cette méthode ne concerne

pas uniquement les cas de fissure chargées mais permet de traiter tous les types de

chargement extérieur appliqué. On rappelle effectivement qu’il est possible de se rame-

ner par superposition à la résolution unique d’un problème auxiliaire qui a l’avantage

d’être chargé uniquement au niveau de la fissure par l’opposé du vecteur contrainte

initial.

3.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons présenté différentes stratégies théorique et numérique

susceptibles d’être utilisées en lien avec le critère de nucléation de fissure. L’approche

directe est la plus simple. Elle consiste à résoudre explicitement les deux problèmes
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sain et fissuré puis calculer la variation de leurs énergies potentielles. Cependant cette

résolution est généralement complexe et nécessite une résolution numérique, par élé-

ments finis par exemple.

Une seconde méthode de résolution par approche variationnelle fournit une approxi-

mation analytique du 𝐺𝑖𝑛𝑐 par un encadrement de cette grandeur avec pour borne

inférieure un taux de restitution d’énergie obtenu par une approche variationnelle en

déplacement et une borne supérieure par une approche variationnelle en contrainte

(3.39).

Finalement une approche s’appuyant sur les résultats de la mécanique linéaire de la

rupture a été présentée. Elle permet de valoriser différentes méthodes de détermina-

tion des facteurs d’intensité de contrainte pour traiter la nucléation de fissure à partir

du critère énergétique. Elles s’appuient sur la relation d’Irwin (3.55) entre les facteurs

d’intensité de contrainte 𝐾𝛼(ℓ) et le taux de restitution d’énergie 𝐺(ℓ). On en dé-

duit alors l’expression du taux de restitution d’énergie incrémental 𝐺𝑖𝑛𝑐 (3.56). Parmi

ces méthodes, on cite la méthode itérative [37], qui fournit l’expression du facteur

d’intensité de contrainte pour une fissure chargée d’une distribution de pression quel-

conque dans un milieu semi-infini (3.81). On montre en particulier qu’il est possible,

par superposition, de traiter n’importe quel problème de fissure débouchante dans un

milieu semi-infini à l’aide de la résolution du problème auxiliaire associé. Quelques

illustrations de ces stratégies ont été présentées afin de mieux cerner leur efficacité et

leur domaine de validité.

Ces différentes méthodes seront appliquées dans le prochain chapitre pour aborder la

problématique de nucléation de fissure sous choc thermique.
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Chapitre 4

Nucléation en présence de couplage

thermo-élastique
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4.1 Introduction

L’apparition d’un réseau de fissures de surface induites par la contraction dans

les matériaux (Figure 4-1) est un phénomène couramment rencontré dans plusieurs

disciplines de la mécanique. Dans le domaine du génie civil par exemple, le séchage

des bétons peut être l’origine de ce type de fissures [4]; on observe aussi ce phéno-

mène lors d’une chute brutale de température dans les verres et céramiques [1], [64]

ou encore dans le domaine de la géophysique avec des applications de stockage de gaz

dans des cavités salines [32].

On s’intéresse dans ce chapitre aux scénarios de fissuration d’origine thermique. Dans

la littérature, plusieurs modèles abordent cette problématique d’initiation de fissures

[49], [43] ou de modélisation d’un endommagement [65], [8]. On se propose de ma-

nière similaire à [44] de traiter la problématique de nucléation de fissures sous choc

thermique en utilisant le critère énergétique. L’originalité du travail consiste à utiliser

les différents outils présentés au Chapitre 3 pour retrouver des résultats comparables

à ceux exposés dans [44].

La section 4.3 proposera un prolongement de cette problématique. Nous nous inté-

resserons à l’évolution dans le temps de ce réseau de fissures nucléées en mettant

en compétition les processus de propagation de fissures existantes et de nucléation

de nouvelles fissures dans le milieu. Cette analyse conduira à l’identification d’un

paramètre d’espacement des fissures à partir duquel on pourra distinguer différents

scénarios.

(a) Fissures dans une plaques vitrocéra-
miques suite à un choc thermique [1]

(b) Schéma de fissures dans une plaque cé-
ramique suite à un choc thermique [47]

Figure 4-1 – Exemples de fissures créées par choc thermique
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4.2 Nucléation de fissure sous choc thermique

On se place dans le cadre de l’analyse de la nucléation de fissures dans les structures

excavées. La chute de température brutale au niveau de la paroi d’un puits ou d’une

cavité souterraine est généralement associée à l’apparition d’un réseau de fissures de

surface. Dans cette partie, nous valoriserons le double critère énergétique pour aborder

cette problématique de nucléation de fissures, en mettant en oeuvre les différentes

approches de résolution exposées dans le Chapitre 3. La taille des fissures nucléés ainsi

que le temps de diffusion thermique critique où celles-ci apparaissent sont identifiés

pour chacune des approches considérées. Une analyse critique est ensuite proposée.

4.2.1 Représentation du problème

On considère une représentation bidimensionnelle du problème du choc thermique.

On traite l’apparition d’un système de fissures parallèles et équidistantes espacées

entres elles d’une distance 2𝐿 dans un milieu semi-infini.

On se place dans le cadre des déformations planes et on se ramène par périodicité à

l’étude de la nucléation d’une fissure unique de taille ℓ dans une bande semi-infinie

d’épaisseur 2𝐿 définie pour 𝑦 ≥ 0 qui constitue une cellule de base du problème

(Figure 4-2).

Figure 4-2 – Représentation du problème du choc thermique
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Conditions initiales Le milieu est supposé thermoélastique homogène isotrope

sujet à un état de contrainte de référence en compression uniforme qui correspond

à l’état de contrainte qui règne au voisinage de la paroi de la cavité souterraine à

une profondeur donnée, généré par la poussée des terres due au poids de la roche.

On suppose que cet état de contrainte est constant et uniforme 𝜎0 = 𝜎0
𝑥𝑥 (𝑒𝑥 ⊗ 𝑒𝑥) +

𝜎0
𝑦𝑦 (𝑒𝑦 ⊗ 𝑒𝑦) + 𝜎0

𝑧𝑧 (𝑒𝑧 ⊗ 𝑒𝑧), avec 𝜎0
𝑥𝑥, 𝜎

0
𝑦𝑦 < 0 et 𝜎0

𝑧𝑧 = 𝜈(𝜎0
𝑥𝑥 + 𝜎0

𝑦𝑦) en déformations

planes.

La température initiale 𝑇0 est considérée uniforme dans tout le milieu.

∀(𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝐿]× R+ : 𝑇 (𝑡 = 0) = 𝑇0 (4.1)

Conditions aux limites thermo-mécaniques Exploitant la symétrie géomé-

trique du problème, on se limite à la moitié du domaine définie par (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿).

On impose dans ce cas un déplacement horizontal nul sur les bords 𝑥 = 𝐿 et

(𝑥 = 0 ; 𝑦 > ℓ). On considère que la paroi inférieure 𝑦 = 0 est soumise à une

pression uniforme 𝑝0.

𝑥 = 0 , 𝑦 ≥ ℓ :

⎧⎨⎩𝜉𝑥 = 0

𝑇𝑦 = 0

𝑥 = 𝐿 , 𝑦 ≥ 0 :

⎧⎨⎩𝜉𝑥 = 0

𝑇𝑦 = 0

𝑦 = 0 :

⎧⎨⎩ 𝑇𝑥 = 0

𝑇𝑦 = 𝑝0

(4.2)

On considère que la surface de la fissure est libre de contrainte.

𝑥 = 0 , 0 ≤ 𝑦 ≤ ℓ : 𝑇𝑥 = 𝑇𝑦 = 0 (4.3)

Un choc thermique est réalisé en imposant une température 𝑇 𝑖𝑚𝑝 < 𝑇0 (∆𝑇 0 =

𝑇 𝑖𝑚𝑝 − 𝑇0 < 0) au niveau de la paroi inférieure et maintenue constante au cours du

temps, tandis que les autres bords sont maintenus à flux thermique nul.
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𝑦 = 0 : 𝑇 (𝑥, 0) = 𝑇 𝑖𝑚𝑝

𝑥 = (0, 𝐿) : 𝜑(𝑥, 𝑦).𝑒𝑦 = 0 (4.4)

4.2.2 Variation de la température

La résolution de l’équation de la chaleur (C.3) pour les conditions initiales (4.1) et

aux limites (4.4) est présentée en détail dans l’annexe C. Elle aboutit à l’expression

de la variation de température en temps et en espace sous la forme:

∆𝑇 (𝑦, 𝑡) = ∆𝑇 0erfc
(︂

𝑦

2
√
𝑘𝑡𝑡

)︂
= ∆𝑇 0erfc

(︂
𝑦

𝑙𝑡

)︂
(4.5)

où 𝑘𝑡 = 𝜆𝑇

𝜌𝐶
est la diffusivité thermique du milieu, 𝜆𝑇 sa conductivité thermique, 𝜌 sa

densité volumique et 𝐶 sa capacité thermique massique.

On définit dans (4.5) la longueur caractéristique 𝑙𝑡 du front de diffusion thermique à

l’instant 𝑡.

𝑙𝑡 = 2
√︀
𝑘𝑡𝑡 (4.6)

4.2.3 État de contrainte avant nucléation

Nous avons montré par superposition (Section 3.3.2), qu’une manière d’aborder

la nucléation consiste à reformuler le problème de manière à localiser les sollicitations

qui entraînent la nucléation au niveau de la fissure uniquement. Il suffit alors d’expli-

citer la distribution du vecteur contrainte initial avant nucléation le long de la fissure:

soit le vecteur contrainte −𝜎𝑖 .(−𝑒𝑥) en (𝑥 = 0 et 0 ≤ 𝑦 ≤ ℓ).

On définit alors le problème avant nucléation à partir de l’état de contrainte de réfé-

rence uniforme 𝜎0, les conditions aux limites mécaniques explicitées en (4.2) en plus

des conditions de symétrie en (𝑥 = 0 et 0 ≤ 𝑦 ≤ ℓ) avant apparition de la fissure et

d’une distribution de température donnée par (4.5).

Les données du problème étant indépendantes de 𝑥, on considère que le champ de
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déplacement solution du problème se met sous la forme:

𝜉𝑖 = 𝜉𝑖(𝑦) 𝑒𝑦 (4.7)

Le champ de contrainte 𝜎𝑖 associé au champ de déplacement 𝜉𝑖 est explicité à partir

de la loi de comportement thermoélastique suivante:

𝜎𝑖(𝑦) = 𝜎0 + 𝜆
𝑑𝜉𝑖

𝑑𝑦
(𝑦)1+ 2𝜇

𝑑𝜉𝑖

𝑑𝑦
(𝑦)(𝑒𝑦 ⊗ 𝑒𝑦)− 𝜅∆𝑇 (𝑦) (4.8)

où (𝜆,𝜇) sont les coefficients élastiques de Lamé et 𝜅 = 𝜅1 est le tenseur des

contraintes thermiques. La résolution de l’équation d’équilibre div (𝜎𝑖) = 0 avec les

conditions aux limites (4.2) permet d’expliciter la composante horizontale du champ

de contrainte solution en fonction des conditions initiales et de la solution du champ

de température (4.5), elle s’écrit:

𝜎𝑖
𝑥𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝜎′ − 2𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝜅∆𝑇 (𝑦, 𝑡)

= 𝜎′ − 𝐸 𝛼

1− 𝜈
∆𝑇 (𝑦, 𝑡) (4.9)

où (𝐸, 𝜈) sont le module de Young et le coefficient de Poisson et 𝛼 le coefficient de

dilatation thermique linéique, 𝜎′ est une fonction des conditions initiales et s’écrit:

𝜎′ = 𝜎0
𝑥𝑥 −

𝜆

𝜆+ 2𝜇
(𝑝0 + 𝜎0

𝑦𝑦)

= 𝜎0
𝑥𝑥 −

𝜈

1− 𝜈
(𝑝0 + 𝜎0

𝑦𝑦) (4.10)

On remarque que l’existence d’une traction horizontale dans le milieu est effective-

ment associée à une variation de température négative ∆𝑇 < 0. Il est donc possible

d’envisager une nucléation de fissure en mode I dans le cadre d’une situation physique

associée à un choc thermique négatif.
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4.2.4 Nucléation de fissure - Différentes approches de

résolution

Approche variationnelle

L’évaluation du taux de restitution d’énergie incrémental peut être réalisée dans

le cadre de l’approche variationnelle en déplacement ou en contrainte. On propose ici

une approche variationnelle en déplacement s’appuyant sur le théorème du minimum

de l’énergie potentielle dont la mise en oeuvre a été présentée à la section (3.3). On

propose de revisiter la résolution proposée dans [44] en valorisant les résultats établis

dans la section 3.3.2 s’appuyant sur la détermination du 𝐺𝑖𝑛𝑐 à partir d’un problème

auxiliaire (3.52).

On a vu (Section 3.3.2) que le principe de superposition permet de ramener le

problème de nucléation à la résolution d’un problème auxiliaire défini par le système

d’équation (3.44) chargé uniquement au niveau de la fissure par l’opposé du vecteur

contrainte initial avant nucléation −𝜎𝑖.𝑛 (Figure 4-3).

On considère le problème auxiliaire (Figure 4-3b) dans lequel la fissure, définie

en 𝑥 = 0 et 0 ≤ 𝑦 ≤ ℓ, est chargée par le vecteur contrainte 𝑇 = −𝜎𝑖.(−𝑒𝑥) =

𝑇𝑥 𝑒𝑥 + 𝑇𝑥 𝑒𝑦.

A partir de l’expression de la composante 𝜎𝑖
𝑥𝑥 donné en (4.9) et puisque la com-

posante 𝜎𝑖
𝑥𝑦 = 0, le vecteur contrainte 𝑇 s’écrit:

𝑇 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑇𝑥 = 𝜎′ − 2𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝜅∆𝑇 (𝑦, 𝑡)

𝑇𝑦 = 0
(4.11)

On considère 𝛿𝜉 le déplacement du problème auxiliaire que l’on cherche sous la

forme: ⎧⎨⎩ 𝛿𝜉 = 0 (𝑦 ≥ ℓ)

𝛿𝜉 = 𝑓
(︀
𝑋
)︀
𝑔
(︀
𝑌
)︀
𝑒𝑥 (𝑦 ≤ ℓ) avec 𝑋 =

𝑥

𝐿
, 𝑌 =

𝑦

ℓ

(4.12)
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(a) Problème fissuré total (b) Problème auxiliaire

Figure 4-3 – Nucléation de fissure sous choc thermique

où les fonctions 𝑓
(︀𝑥
𝐿

)︀
et 𝑔

(︀𝑦
ℓ

)︀
vérifient les conditions 𝑓(±1) = 0 et 𝑔(1) = 0 pour

assurer que le champ 𝛿𝜉 est cinématiquement admissible, et 𝑓(𝑋) est une fonction

impaire par symétrie.

L’approche variationnelle consiste à retrouver les expressions de 𝑓(𝑋) et 𝑔(𝑌 ) qui

minimisent l’énergie potentielle du problème auxiliaire:

𝐸𝑎𝑢𝑥
𝑝 (𝑓, 𝑔) = 𝑈𝑎𝑢𝑥(𝑓, 𝑔)− Φ𝑎𝑢𝑥(𝑓, 𝑔) (4.13)

où 𝑈𝑎𝑢𝑥(𝑓, 𝑔) correspond à l’énergie interne du problème auxiliaire donné par la rela-

tion (3.46) et se met sous la forme:

𝑈𝑎𝑢𝑥(𝑓, 𝑔) =
1

2

∫︁
Ω

𝛿𝜀 : C𝑎𝑑 : 𝛿𝜀 𝑑Ω

=2
ℓ

𝐿

∫︁ 1

0

(︂(︀𝜆𝑎𝑑
2

+ 𝜇𝑎𝑑
)︀
𝐺0 𝑓

′(𝑋)2 +
𝜇𝑎𝑑

2

𝐿2

ℓ2
𝐺1 𝑓(𝑋)2

)︂
𝑑𝑋

(4.14)

et Φ𝑎𝑢𝑥(𝑓, 𝑔) est le travail des efforts extérieurs donné par la relation (3.48) qui se

réduit au travail de l’opposé du vecteur contrainte défini en (4.11) appliqué sur les
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bords de la fissure:

Φ𝑎𝑢𝑥(𝑓, 𝑔) =

∫︁
𝜕Ω𝑇

(𝜎𝑖. 𝑒𝑥) . 𝛿𝜉 𝑑𝑆 = 2 𝑓(0+) ℓ 𝜎0,𝑡ℎ𝐺2

(︀ ℓ
𝑙𝑡

)︀
(4.15)

où 𝜎0,𝑡ℎ = − 2𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝜅∆𝑇 0

et: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐺2 =

∫︀ 1

0
𝑔(𝑌 )

(︀ 𝜎′

𝜎0,𝑡ℎ
+ erfc(

ℓ 𝑌

𝑙𝑡
)
)︀
𝑑𝑌

𝐺1 =
∫︀ 1

0
𝑔(𝑌 )2 𝑑𝑌

𝐺0 =
∫︀ 1

0
𝑔′(𝑌 )2 𝑑𝑌

(4.16)

La fonction 𝑓(𝑋) qui minimise l’énergie potentielle correspond à la solution de l’équa-

tion d’Euler-Lagrange suivante:

𝑓”(𝑋)− 𝛽2
(︀𝐿
ℓ

)︀
𝑓(𝑋) = 0 (4.17)

Elle se met finalement sous la forme:

𝑓(𝑋) = 𝐴
(︀
exp(𝛽

𝐿

ℓ
𝑋)− exp(𝛽

𝐿

ℓ
(2−𝑋)

)︀
(4.18)

où 𝛽 est un paramètre adimensionnel défini par:

𝛽 =

√︃
𝐺1

𝐺0

𝜇𝑎𝑑

𝜆𝑎𝑑 + 2𝜇𝑎𝑑

Pour simplifier le calcul, on considère que la fonction 𝑔(𝑌 ) appartient à la classe de

fonction de la forme [44]:

𝑔(𝑌 ) = (1− 𝑌 )𝛼 (4.19)

qui vérifie trivialement la condition 𝑔(1) = 0. Les coefficients𝐴 et 𝛼 sont des constantes

obtenues en minimisant 𝐸𝑎𝑢𝑥
𝑝 .
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L’expression de l’énergie potentielle du problème auxiliaire s’écrit finalement:

𝐸𝑎𝑢𝑥
𝑝 = −𝐺

2
2

𝐺1

𝛽

𝜇𝑎𝑑
ℓ2 𝜎0,𝑡ℎ2 tanh(𝛽

𝐿

ℓ
) (4.20)

A partir de la relation (3.52), on exprime le taux de restitution d’énergie incrémental:

𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) =
𝐺2

2

𝐺1

𝛽

𝜇𝑎𝑑
ℓ 𝜎0,𝑡ℎ2 tanh(𝛽

𝐿

ℓ
) (4.21)

Résultats On considère le milieu comme étant une roche de sel caractérisée par les

paramètres thermoélastiques suivants:

– Module de Young 𝐸 = 27 GPa et coefficient de Poisson 𝜈 = 0.3

– Coefficient de dilatation thermique 𝛼 = 3.2 10−5K−1

– Diffusivité thermique 𝑘𝑡 = 3.10−6 𝑚2.𝑠−1

– Taux de restitution d’énergie critique 𝐺𝑐 = 8.42 Pa.m

On considère, dans un premier temps, que l’état de compression in-situ corres-

pond à une compression horizontale | 𝜎0
𝑥𝑥 |= 14.5 MPa et que la composante verticale

ainsi que la pression appliquée à la paroi sont nulles 𝜎0
𝑦𝑦 = −𝑝0 = 0. La contrainte

équivalente vérifie donc | 𝜎′ |=| 𝜎0
𝑥𝑥 |= 14.5 MPa. On suppose ensuite une chute de

température au niveau de la paroi de l’ordre de ∆𝑇 0 = −15°C, qui correspond à une

contrainte thermique de l’ordre de 𝜎0,𝑡ℎ = 18.5 MPa.

L’optimisation numérique de la constante 𝛼 définie dans (4.19) et qui minimise l’éner-

gie potentielle du milieu conduit à une valeur de l’ordre de 𝛼 ≃ 0.81 (pour les données

numériques proposées).

Le graphe (4-4) trace la variation du taux de restitution d’énergie incrémental

en fonction de la taille de fissure nucléée. On retrouve, conformément à [44], que ce

dernier admet un maximum. Ce qui veut dire qu’une nucléation de fissure stable est

possible et que celle ci survient à l’instant défini par la longueur critique de diffusion

𝑙𝑡 = 0.263 m, soit 1h36min après application du choc thermique. La longueur de fis-

sure nucléée est estimée à ℓ𝑐 ≃ 0.048 m avec un rapport
ℓ𝑐
𝑙𝑡

= 0.18.

Dans le cas où la pression appliquée au niveau de la paroi est non nulle 𝑝0 = 3 MPa,
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Figure 4-4 – Allure de 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) par approche variationnelle en déplacement

la longueur de nucléation est estimée à ℓ𝑐 = 0.0275m, 18min après l’application du

choc thermique.

Dans le cas où le milieu est sujet à un état de contrainte isotrope | 𝜎0
𝑥𝑥 |=| 𝜎0

𝑦𝑦 |= 14.5

MPa, la nucléation de fissure survient après 20 secondes de l’application du choc ther-

mique, pour une taille de fissure de l’ordre de ℓ𝑐 = 0.015m.

On peut conclure que la présence d’un chargement compressif selon 𝑒𝑦, que ce soit par

une pression 𝑝0 au niveau de la paroi ou d’une précontrainte 𝜎0
𝑦𝑦, précipite le temps

d’apparition de la fissure et réduit sa longueur.

En effet, la présence des composantes de pression ou de précontrainte verticale non-

nulles dans l’expression (4.10) de 𝜎′ augmente l’intensité de l’état de traction hori-

zontale 𝜎𝑖
𝑥𝑥, ce qui favorise la nucléation d’une fissure en mode I. Cette contraction

d’origine mécanique reprend alors une partie de la contraction nécessaire à la nucléa-

tion, jusque-là supportée par la diffusion thermique via la contrainte thermique dans

(4.9). Puisque l’effet de la diffusion thermique sur la nucléation de fissure devient

moindre en présence d’une compression verticale, il est naturel que le temps d’appa-

rition de fissure soit plus rapide.

D’un autre côté, l’apparition rapide d’une fissure limite la zone d’influence thermique
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au voisinage de la paroi. Cette influence est représentée par la fonction d’erreur com-

plémentaire erfc
(︀𝑦
𝑙𝑡

)︀
où 𝑙𝑡 est la longueur caractéristique de diffusion (4.5). Lorsque la

distance de la paroi est supérieure à front de diffusion thermique 𝑦 ≥ 𝑙𝑡, la variation

de la température est faible. C’est exactement cette fonction qui définit la distribution

de la perturbation de contrainte thermique horizontal le long de l’axe 𝑦 (4.9). Si l’in-

tensité de la traction contrôle l’instant de la nucléation, c’est la distribution de cette

traction le long de l’axe 𝑒𝑦 qui définit la taille de la fissure nucléée. En d’autres termes,

lorsque la nucléation de fissure survient rapidement, le front de diffusion thermique

localise la zone de traction à des distances plus faibles, ce qui réduit la longueur de

la fissure nucléée.

Approche par Mécanique Linéaire de la Rupture

On explore dans cette partie le même problème de nucléation de fissure sous choc

thermique en utilisant la stratégie proposée à la Section 3.4 basée sur la Mécanique

Linéaire de la Rupture. Cette approche met en valeur le lien qui existe entre le taux de

restitution d’énergie incrémental et le facteur d’intensité de contraintes exprimé par

la relation (4.22) en déformations planes. Les résultats classiques de la mécanique de

la rupture sur la détermination du facteur d’intensité de contrainte 𝐾𝐼 sont exploités

pour accéder à la détermination du taux de restitution d’énergie incrémental. On

rappelle que ce dernier est obtenu à partir de la relation:

𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) =
1

ℓ

1− 𝜈2

𝐸

∫︁ ℓ

0

𝐾2
𝐼 (𝑢)𝑑𝑢 (4.22)

Approximation du facteur d’intensité de contraintes On montre qu’il est

possible par superposition de reformuler le problème auxiliaire du choc thermique

(Figure 4-3b) de manière à introduire le chargement 𝜎𝑖.𝑛 explicité dans (4.11) sur les

bords 𝑥 = ±𝐿. La décomposition présentée sur la figure (4-5) montre que le problème

(𝑃2) n’est autre que le problème total fissuré (Figure 4-21a). En particulier, le facteur

d’intensité de contrainte 𝐾𝐼(ℓ) du problème de choc thermique est équivalent à celui

du problème (𝑃2).
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Figure 4-5 – Illustration de la reformulation du problème de choc thermique par
superposition

Une approximation de facteur d’intensité de contrainte 𝐾𝐼(ℓ) peut être obtenue à

partir d’une intégration des facteurs d’intensité de contrainte 𝑑𝑘𝐼 de toutes les charges

ponctuelles 𝑑𝜎 qui composent la distribution du chargement 𝑇 = 𝜎𝑖.𝑛.

L’expression du facteur d’intensités de contraintes pour une charge ponctuelle ap-

Figure 4-6 – Représentation du chargement ponctuelle à une distance 𝑑 de l’origine
de la fissure

pliquée à une distance 𝑑 de l’origine (Figure 4-6) est donné dans [27] sous la forme

suivante:

𝑑𝑘𝐼 = 𝑑𝜎 𝐹 (ℓ, 𝑑)
√
𝜋ℓ (4.23)

où 𝐹 (ℓ, 𝑑) correspond à la fonction de forme. On retrouve dans ce sens, dans [27], des

estimations de la fonction de forme 𝐹 (ℓ, 𝑑) qui intervient dans l’expression de 𝐾𝐼 en

fonction de la taille de fissure ℓ et de la position du chargement 𝑑 (Tableau 4.1).
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Pour une géométrie de longueur 2𝐿 et de hauteur 𝐻 chargée d’une distribution

de contrainte 𝜎(𝑦) appliquée sur les parois latérales 𝑥 = ±𝐿, le facteur d’intensité de

contraintes est obtenu par intégration suivant l’expression:

𝐾𝐼(ℓ) = 𝐹 (ℓ,𝐻)
√
𝜋ℓ 𝜎(𝐻)−

∫︁ 𝐻

0

𝐹 (ℓ, 𝑦)
√
𝜋ℓ

𝑑𝜎(𝑦)

𝑑𝑦
𝑑𝑦 (4.24)

Une interpolation à partir des points fournis par le tableau (4.1) permet d’obtenir

une fonction continue du facteur d’intensité de contrainte qui, par intégration de son

carré sur toute la longueur de la fissure (relation 4.22), permet d’expliciter la variation

du taux de restitution d’énergie incrémental.

Résultats En reprenant le jeu de données numériques utilisées dans la section

(4.2.4), on trace sur la Figure (4-7) l’allure du taux de restitution d’énergie incré-

mental pour différents rapports de taille 𝐿
𝐻

. Les tableaux des fonctions géométriques

de forme pour les différents rapports de taille 𝐿
𝐻

sont donnés en annexe E.

On observe, pour une même longueur 𝐿, que la taille de la fissure nucléée ℓ𝑐 varie

entre 0.03 à 0.046 m pour des hauteurs 𝐻 telles que 𝐿/𝐻 ∈ [0.5, 1.25].

Le tableau (4.2) résume les résultats de la nucléation en terme de longueur de fissure

nucléée ℓ𝑐, de temps critique de nucléation représenté par la longueur critique de dif-

fusion 𝑙𝑡 et du rapport ℓ𝑐/𝑙𝑡.

ℓ/H d/H=0 0.25 0.5 0.75 1.0
0.3 0 1.296 1.862 1.961 1.847
0.4 0 1.479 2.242 2.422 2.323
0.5 0 1.676 2.752 3.126 3.007
0.6 0 2.193 3.575 4.249 4.146
0.7 0 3.190 5.240 6.307 6.386

Table 4.1 – Fonction de forme 𝐹 (ℓ, 𝑑) pour 𝐿/𝐻 = 0.5 en fonction de la taille de
fissure ℓ et de l’emplacement du chargement 𝑑 [27]
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Figure 4-7 – Allure de 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) pour différents rapports 𝐿
𝐻

L/H ℓ𝑐 𝑙𝑡 ℓ𝑐/𝑙𝑡
0.5 0.038 0.566 0.067
0.75 0.046 0.588 0.078
1 0.044 0.604 0.072
1.25 0.031 0.367 0.084

Table 4.2 – Longueur de fissure ℓ𝑐 et longueur de diffusion critique 𝑙𝑡 pour différents
rapports 𝐿

𝐻

La difficulté de cette méthode pour traiter la nucléation sous choc thermique

réside dans le fait que les données numériques dont on dispose sont très limitées.

Dans ce cas on ne dispose que d’une vingtaine de points pour interpoler une fonction

à deux variables (ℓ, 𝑑). L’autre difficulté concerne la taille de la fissure. Comme nous

allons le montrer par la suite, le phénomène de nucléation survient pour des tailles de

fissure largement inférieures à la taille du domaine soit (
ℓ

𝑊
< 0.3). Cela signifie que

l’interpolation de la fonction de forme qui nous intéresse est en dehors de l’intervalle de

points fournis dans le tableau (4.1). Pour y remédier, il faudrait reprendre le protocole

d’identification du 𝐾𝐼 proposé par l’auteur, et augmenter le nombre de points pour

améliorer l’interpolation associée.

Ce constat nous pousse à explorer un autre moyen de détermination du facteur
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d’intensité de contrainte susceptible en particulier de pallier les insuffisances évoquées

précédemment. L’idée consiste à s’appuyer sur la solution exacte de problèmes connus.

Méthode itérative Comme nous l’avons vu dans la section (3.4.4), le procédé

de résolution itératif est particulièrement attractif pour traiter les situations de fis-

sures chargées. Celui-ci propose une expression analytique du facteur d’intensité

de contrainte 𝐾𝐼 d’un milieu semi-infini contenant une fissure débouchante chargée

(3.81). On reprend l’expression du facteur d’intensité de contrainte en mode I pour

la distribution du chargement 𝜎(𝑦) donnée par (4.9):

𝐾1(𝑎) =
2

𝜋
𝑎

1
2

(︂∫︁ 𝑎

0

𝜎(𝑦)
𝑑𝑦

(𝑎2 − 𝑦2)
1
2

+

∫︁ 𝑎

0

𝜎(𝑦)
𝑓(𝑦

𝑎
)𝑑𝑦

(𝑎2 − 𝑦2)
1
2

)︂
(4.25)

où la fonction de forme 𝑓(𝑦/𝑎) est donnée par (3.79). On précise que cette méthode

suppose un milieu semi-infini (𝐿 → ∞), c’est-à-dire qu’elle ne prend pas en compte

dans la résolution les effets de bords ni même l’effet des autres fissures. Cette approche

reste valable, comme nous allons le montrer par la suite, dans le cas où le demi-

espacement entre les fissures 𝐿 est assez grand et qu’il est effectivement possible de

négliger les interactions au profit du chargement thermique.

Résultats Sur la figure 4-8, on compare le𝐺𝑖𝑛𝑐 obtenu par approximation du facteur

d’intensité de contraintes depuis les tableaux (4.1) pour les rapports d’élancement

disponibles, allant de
𝐿

𝐻
= 1.25 à

𝐿

𝐻
= 0.5 pour une même longueur 𝐿 (courbes

discontinues), et celui obtenue par approche itérative (courbe continue rouge) qui

correspond à un milieu semi-infini. La longueur de nucléation critique obtenue par

approche itérative est de l’ordre de ℓ𝑐 = 0.058 m et la longueur de diffusion critique

est 𝑙𝑡 = 0.34 m, pour un rapport
ℓ𝑐
𝑙𝑡

≃ 0.17.

La limitation de la résolution par approximation du facteur d’intensité de contraintes

à des rapports
ℓ

𝐻
≥ 0.3 (cf. section 4.2.4) ne permet pas de comparer exactement

les deux méthodes puisqu’on ne peut pas se placer dans le cas d’une fissure dans

milieu semi-infini où ℓ ≪ 𝐿, 𝐻. Néanmoins on peut observer que la longueur de fis-

sure nucléée, obtenue par approximation, évolue dans le bon sens de la longueur de
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Figure 4-8 – Comparaison du 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) obtenu pour différents rapports 𝐿
𝐻

et celui
obtenu par méthode itérative

nucléation ℓ𝑐 obtenue par la méthode itérative lorsqu’on augmente la hauteur 𝐻 de

0.8𝐿 à 2𝐿. Une comparaison plus efficace nécessiterait alors d’étendre le protocole

d’identification des 𝐾𝐼 proposée par l’auteur à des rapports
ℓ

𝐻
≪ 1.

Résolution numérique

La dernière méthode de résolution utilisée, plus directe, est de nature numérique.

Elle s’appuie sur la mise en oeuvre de la méthode des éléments finis. Le principe de

cette approche consiste à définir une géométrie contenant une fissure de taille ℓ libre

de contrainte représentée par une discontinuité de déplacement. En faisant varier la

longueur de la fissure de manière incrémentale, on calcule pour chaque incrément de

fissure ℓ, le taux de restitution d’énergie incrémental suivant la relation (3.52).

Par la suite, on applique les conditions aux limites définies par les relations (4.2) et

sur la fissure on applique le vecteur contrainte solution du problème initial (4.11).

Afin de capter au mieux la singularité du champ de contrainte, il importe de raffiner le

maillage en pointe de fissure (Figure 4-10). Il en résulte un temps de calcul significatif.

Il est possible de réduire considérablement ce dernier en adoptant une densité de
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Figure 4-9 – Procédure de résolution par éléments finis

maillage adaptatif en fonction de l’incrément de ℓ considéré. La résolution numérique

du problème de choc thermique pour le matériau utilisé avec une densité de maillage

au niveau de la fissure de l’ordre de ∼ ℓ/30 et un nombre d’incréments de fissure

𝑛 = 30, le temps de calcul est de l’ordre de 30min pour un ordinateur standard 1

(Tableau (4.3)) .

Résultats et discussion

La figure (4-11) montre l’allure du 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) obtenue pour les différentes méthodes

pour le niveau de chargement critique 𝑙𝑡 de chacune.

1. Intel i5-2400 CPU 3.10 GHz
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Figure 4-10 – Représentation FEM de la géométrie du problème (Cast3M)

— La résolution du problème par approche variationnelle propose une fissure de

taille ℓ*𝑣𝑎𝑟 ∼ 0.048𝑚 pour une longueur thermique de nucléation 𝑙𝑡 ∼ 0.263𝑚

soit un rapport ℓ*𝑣𝑎𝑟 ≃ 0.18𝑙𝑡, soit 1h36min après application du choc ther-

mique 2.

— La méthode itérative produit une longueur de fissure nucléée ℓ*𝑖𝑡𝑒𝑟 ≃ 0.17 𝑙𝑡

équivalente à une longueur de 0.058𝑚. L’apparition de cette fissure survient

pour une longueur caractéristique thermique 𝑙𝑡 ≃ 0.34𝑚, soit environ 2h40min

après application du choc thermique.

— La résolution numérique fournit un couple solution ℓ*𝑛𝑢𝑚 ≃ 0.043𝑚 et 𝑙𝑡 =

0.230𝑚 pour un rapport ℓ*𝑛𝑢𝑚/𝑙𝑡 ≃ 0.18, soit 1h13min après application du

choc thermique.

— Finalement, l’estimation du taux de restitution d’énergie incrémental par ap-

2. 𝑡𝑐 =
𝑙2𝑡
4 𝑘𝑡

Densité ℓ/20 ℓ/30 ℓ/100
Nombre de Noeuds 67 397 171 000 1 000 000
Variation 𝐺𝑖𝑛𝑐/𝐺

*
𝑖𝑛𝑐 0.9983 1.0004 1

temps de calcul 10min 30min 12h

Table 4.3 – Convergence du calcul numérique pour le problème de nucléation de
fissure par choc thermique
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proximation du facteur d’intensité de contraintes en mode I (4.2.4) confirme le

scénario de nucléation stable de fissure (courbe jaune Figure (4-11)) avec une

longueur critique de nucléation ℓ*𝐼 ≃ 0.038𝑚 pour une longueur de diffusion

𝑙𝑡 ≃ 0.566𝑚 soit un rapport ℓ*𝐼/𝑙𝑡 ≃ 0.067, soit 7h22min après application du

choc thermique.

L’histogramme proposé sur la Figure (4-12) rassemble les résultats obtenus sur la

mesure du temps critique de nucléation pour chacune des méthodes utilisées. On

observe que le temps critique de nucléation obtenue par approximation du facteur

d’intensité de contrainte en utilisant les données du tableaux (4.1) se démarque des

autres résolutions mais reste toutefois pertinente. Les limitations déjà évoquées pour

cette approche (Section 4.2.4) justifient certainement l’écart observé par rapport aux

autres méthodes.

Figure 4-11 – Taux de restitution d’énergie incrémental pour le choc thermique
obtenu par différentes méthodes

On considère que la résolution numérique par éléments finis est la solution de

référence. La méthode approximative de 𝐾𝐼 , par interpolation basée sur les tableaux
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Figure 4-12 – Histogramme du temps critique de nucléation 𝑡𝑐 obtenu pour les
différentes méthodes utilisées

(4.1) donnés dans [27], est clairement la moins bonne puisqu’elle surestime significati-

vement l’instant de nucléation. Les approches variationnelle et itérative donnent des

résultats très proches de la solution de référence. On remarque en particulier que l’ap-

proche variationnelle vérifie bien son statut de borne inférieure 𝐺𝑣𝑎𝑟
𝑖𝑛𝑐 (ℓ, 𝑡) < 𝐺𝑛𝑢𝑚

𝑖𝑛𝑐 (ℓ, 𝑡)

comme annoncé dans la Section 3.3 avec l’encadrement (3.53). L’approche itérative

est légèrement moins efficace que l’approche variationnelle mais représente, pour ce

problème de choc thermique avec une distribution de chargement sur la fissure, la

méthode la plus facile et la plus efficace à utiliser.

4.2.5 Influence du chargement thermique sur la nucléation

L’intérêt de présenter une résolution analytique, bien qu’elle soit a priori moins

précise qu’une résolution par éléments finis, réside dans sa capacité à réaliser une

analyse paramétrique du problème. On se propose dans cette partie d’analyser l’effet

de l’intensité et de la vitesse du chargement thermique appliqué sur la nucléation de

fissure à partir de la solution analytique variationnelle en déplacement (4.21) et de la
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solution par méthode itérative.

Effet de l’intensité du choc thermique

On s’intéresse dans un premier temps à l’effet de l’intensité de la température

imposée sur la paroi. On rappelle que la nucléation d’une fissure en mode I est associée

à un état local de traction. On note dans ce cas 𝑇𝑐 la température imposée critique

à partir de laquelle la contrainte horizontale (4.11) entre en traction, elle est donnée

par:

𝑇𝑐 = 𝑇 0 +
𝜆+ 2𝜇

2𝜇

𝜎′

𝜅
(4.26)

où 𝜎′ = 𝜎0
𝑥𝑥 −

𝜆

𝜆+ 2𝜇
(𝑝0 + 𝜎0

𝑦𝑦) pour un état de compression initial dans la configu-

ration de référence.

A partir de l’expression du taux de restitution d’énergie incrémental (4.21), il

est possible d’évaluer l’effet de l’intensité du chargement sur la nucléation et plus

précisément sur la taille de la fissure nucléée ainsi que la longueur de diffusion associée.

(a) Longueurs de nucléation ℓ𝑐 et de diffusion thermique
𝑙𝑡 en fonction de la température imposée normalisée

(b) Variation du rapport ℓ𝑐/𝑙𝑡 en fonction de la tempé-
rature imposée normalisée

Figure 4-13 – Effets de la température imposée sur la nucléation de fissure

On trace sur la Figure (4-13a) la variation de la longueur de nucléation ℓ𝑐 et la
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longueur critique de diffusion 𝑙𝑡 en fonction de la température imposée normalisée
𝑇 𝑖𝑚𝑝

𝑇𝑐
à l’aide de l’approche variationnelle et la méthode itérative. On constate que

𝑇 𝑖𝑚𝑝 < 𝑇𝑐 est une condition nécessaire de nucléation de fissure stable. Pour une tem-

pérature imposée proche de 𝑇𝑐 par la gauche (𝑇 𝑖𝑚𝑝 → 𝑇−
𝑐 ), la taille de la fissure

nucléée ainsi que le temps de diffusion divergent. En d’autre termes, plus la tempé-

rature imposée est proche de la température minimale 𝑇𝑐 (qui engendre une zone de

traction) plus le front de diffusion thermique est la taille de la fissure nucléée sont

infinis. Ce résultat semble à première vue contre-intuitif mais trouve une explication

dans le fait que la longueur de la fissure nucléée est comparable à la longueur de la

zone de traction qui est définie à partir du chargement imposé et de la longueur de

diffusion thermique 𝑙𝑡. En d’autres termes, lorsque la longueur de diffusion thermique

critique de nucléation 𝑙𝑡 diverge pour des chargements faibles, la longueur de la fissure

diverge de manière similaire à la zone de traction créée. Ce qui veut dire qu’on est en

mesure de nucléer une fissure de grande taille pour des chargements faibles 𝑇 𝑖𝑚𝑝 ≲ 𝑇𝑐

mais à des instants de diffusion quasi-infinis. Dans ce cas l’énergie mobilisée par le

milieu est suffisamment importante pour créer une fissure de plus grande taille.

D’un autre coté, pour des intensités de température imposée très importantes, la

fissure est de petite taille et apparaît immédiatement pour des temps de diffusion très

faibles. La figure (4-13b) confirme les éclaircissements apportés puisqu’on observe que

le rapport ℓ𝑐/𝑙𝑡 décroît lorsque la température imposée s’approche de 𝑇𝑐.

Les deux méthodes utilisées présentent des résultats très proches comme nous l’avons

montré dans la section précédente, avec une légère surestimation de la longueur de

diffusion critique obtenue par méthode itérative.

Effet de la vitesse de chargement

Le choc thermique correspond à un transfert rapide de la température vers le

milieu étudié. On a considéré jusqu’à présent que ce transfert est instantané c’est-à-

dire qu’à l’instant initial à 𝑡 = 0 la température au niveau de la paroi passe de 𝑇 = 𝑇 0

à 𝑇 = 𝑇 𝑖𝑚𝑝, tandis qu’en situation réelle ce transfert thermique est progressif. On

s’intéresse dans cette partie à cette vitesse de chargement et son effet sur la nucléation
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de fissure. Pour cela, on remplace la condition aux limites en température constante

imposée en 𝑦 = 0 par une condition aux limites variable de la forme:

𝑇 𝑖𝑚𝑝(𝑡) = 𝑇 𝑖𝑚𝑝
0 (1− 𝑒−𝑡/𝜏 ) (4.27)

où 𝜏 correspond au temps caractéristique du transfert de température. Le choc ther-

mique instantané à la paroi correspond au cas asymptotique 𝜏 → 0 associé un transfert

"immédiat" avec 𝑇 𝑖𝑚𝑝(𝑡) = 𝑇 𝑖𝑚𝑝
0 .

Figure 4-14 – Variation de la température imposée au niveau de la paroi en fonction
du temps pour différents temps caractéristiques de chargement

L’expression de la variation de température dans un milieu semi-infini à la tem-

pérature initiale 𝑇 0 = 0 et soumis à une température variable 𝐹 (𝑡) est donnée dans

l’annexe (D par la relation (C.4) qui s’écrit:

𝑇 (𝑦, 𝑙𝑡) =
2√
𝜋

∫︁ ∞

𝑦

2
√

𝑘𝑡 𝑡

𝐹

(︂
𝑡− 𝑦2

4 𝑘𝑡 𝑢

)︂
𝑒−𝑢2

𝑑𝑢 (4.28)

Pour une température variable de la forme (4.27), la variation de température le
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long de l’axe vertical devient:

∆𝑇 (𝑦, 𝑙𝑡) = 𝑇 𝑖𝑚𝑝
0 erfc

(︀𝑦
𝑙𝑡

)︀
− 𝑇 𝑖𝑚𝑝

0

2√
𝜋

∫︁ ∞

𝑦
𝑙𝑡

𝑒
−
(︀
𝑢2+

𝑙𝑡−
𝑦2

𝑢
4𝑘𝑡𝜏

)︀
𝑑𝑢 (4.29)

On observe sur la Figure 4-15 que la variation de la température pour des temps

de transfert 𝜏 > 0 est légèrement retardée par rapport au chargement instantané. Ce

retard est quantifié par le terme de droite dans l’expression (4.29), qui est une quantité

positive (pour 𝑇 𝑖𝑚𝑝
0 < 0). On remarque que cette différence est localisée au niveau de

la paroi et se produit pour des instants ultérieurs au moment où la température à la

paroi atteint la température imposée.

Les figures (Figure 4-16) montrent l’évolution de la longueur de nucléation ℓ𝑐 ainsi

que la distance du front thermique 𝑙𝑡 atteinte pour un chargement progressif allant

de 𝜏 = 1ℎ à des valeurs proches de 𝜏 → 0. Pour une vitesse de chargement faible,

c’est-à-dire pour un refroidissement lent, la nucléation de fissure est retardée et la

taille de fissure est plus importante. Ce résultat correspond bien à celui établi pour

une intensité du choc thermique plus faible puisqu’une vitesse de chargement lente

est équivalente à une intensité thermique à un instant 𝑡 plus faible (Figure 4-15b).

On remarque aussi qu’à partir d’une vitesse équivalente à un temps caractéristique

inférieur à 𝜏 < 16 minutes, la vitesse du choc thermique n’intervient pas sur le

phénomène de nucléation puisque la taille de la fissure nucléée ainsi que l’instant de

nucléation atteignent un seuil constant.

4.2.6 Influence de l’espacement entre les fissures

La fissuration sous choc thermique à la surface d’un milieu semi-infini est associée

à l’apparition d’un système de fissures périodiques parallèlement disposées. L’espace-

ment entre ces fissures est considéré jusque-là comme une donnée du problème. Elle

représente cependant en pratique une variable importante qui intervient sur le phé-

nomène de nucléation. On propose donc ici d’y apporter un éclairage.

Comme on l’a vu dans les sections précédentes, la solution d’un problème de nucléa-
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(a) Variation de la température le long de 𝑦 à l’instant
𝑡 = 1 𝑠

(b) Variation de la température le long de 𝑦 à l’instant
𝑡 = 1𝑚𝑖𝑛

(c) Variation de la température le long de 𝑦 à l’instant
𝑡 = 15𝑚𝑖𝑛

Figure 4-15 – Effets de la vitesse du choc température imposée sur la température

tion de fissures de même taille ℓ𝑐 espacées d’une demi-distance 𝐿𝑐 dans un milieu

semi-infini soumis à un choc thermique à l’instant 𝑙𝑡𝑐 correspond à la détermination

du triplet (ℓ𝑐, 𝑙𝑡𝑐 , 𝐿𝑐).

On dispose d’ores et déjà de deux équations issues du double critère énergétique qui

permettent de résoudre partiellement le système à 3 inconnues. On présente sur les

graphes (4-17) une analyse paramétrique du problème en fonction de l’espacement

entre les fissures en utilisant la méthode variationnelle (Section 4.2.4). On montre en

particulier qu’il existe un seuil 𝐿𝑐 ≃ 0.2668 m au dessus duquel le paramètre d’es-

pacement 𝐿 n’intervient que légèrement sur la nucléation et cela revient au fait que
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(a) variation des longueurs caractéristiques de la nucléa-
tion en fonction du temps caractéristique du transfert

(b) variation du rapport ℓ𝑐/𝑙𝑡 en fonction du temps ca-
ractéristique du transfert

Figure 4-16 – Effet de la vitesse de chargement du choc thermique sur la nucléation
de fissure

la disposition des fissures est assez éloignée pour supposer que la nucléation d’une

fissure se fait dans un milieu infini. Plus la densité de ces fissures est grande plus leur

taille diminue, et plus le temps caractéristique de la nucléation est important.

Cette analyse permet de représenter le comportement du milieu dans le cas de nu-

cléation fictives qui pourraient survenir si l’espacement entre les fissures est contrôlé.

Cependant, on rappelle que la solution du problème de nucléation est le triplet

(ℓ𝑐, 𝑙𝑡𝑐 , 𝐿𝑐) qui correspond au premier instant où la nucléation est capable de se réa-

liser. La première nucléation qui survient correspond à l’instant critique associé à la

longueur thermique critique 𝑙𝑡𝑐 ≃ 0.263𝑚. Cette dernière correspond à la nucléation

d’une fissures unique de taille ℓ𝑐 ≃ 0.048𝑚 dans un milieu infini. On précise que pour

des espacements supérieurs à 𝐿𝑐 > 0.2668𝑚 l’effet de taille de la structure n’influence

que légèrement la nucléation, ce qui reviendrai à proposer une première nucléation

d’un système de fissure espacées d’une distance 𝐿𝑐 = 0.2668𝑚.

Ce résultat conduit à s’interroger sur l’évolution de ce système de fissures paral-

lèles tout au long de l’évolution du front thermique. La section suivante traitera de

cette évolution en mettant en compétition plusieurs phénomènes susceptibles de se

produire.

131



(a) variation de la longueur de nucléation et de la lon-
gueur caractéristique du front thermique, normalisées
en fonction de l’espacement 𝐿

(b) variation du rapport ℓ/𝑙𝑡 en fonction de l’espace-
ment 𝐿

Figure 4-17 – Effet de l’espacement des fissures sur la nucléation

4.3 Système de fissures parallèles - nucléation vs.

propagation

On rappelle que la nucléation de fissures survient pendant la phase transitoire de

la diffusion thermique, ce qui laisse à penser que cette configuration de fissures est

susceptible d’évoluer au fur et à mesure que le front thermique traverse le milieu.

On considère dans ce cas deux phénomènes principaux qui interviennent dans cette

évolution. Dans un premier cas, les fissures existantes peuvent se propager de manière

quasi-statique (Figure 4-18b). Dans un second cas, de nouvelles fissures nucléent entre

les fissures existantes (Figure 4-18c).

4.3.1 Présentation des deux scénarios envisagés

Propagation de fissures existantes

L’évaluation de la propagation quasi-statique des fissures nucléées de taille ℓ0 à un

instant donné du chargement, où 𝑙𝑡 la longueur caractéristique de diffusion thermique

est supérieure à la longueur critique de nucléation 𝑙𝑡0 , se fait à l’aide du critère de
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(a) Configuration de départ

(b) Propagation des fissures existantes

(c) Nucléation de nouvelles fissures entre les fissures
existantes

Figure 4-18 – Schéma représentant les deux scénarios de l’évolution du milieu avec
la progression de la diffusion thermique

propagation énergétique classique (2.7); c’est-à-dire que nous avons propagation si le

taux de restitution d’énergie 𝐺(ℓ0 + ℓ𝑝) dépasse le seuil critique 𝐺𝑐.

Nous avons établi dans la section (4.2.4) l’expression analytique de l’énergie po-

tentielle du problème auxiliaire (4.20) qui permet de calculer le taux de restitution

d’énergie par la relation.

𝐺(ℓ0 + ℓ𝑝) = −
𝜕𝐸𝑎𝑢𝑥

𝑝

𝜕ℓ𝑝
(ℓ0 + ℓ𝑝) (4.30)

On rappelle que le paramètre de chargement 𝑑𝑙𝑡 = 𝑙𝑡 − 𝑙𝑡0 intervient dans le terme

𝐺2 de l’expression de l’énergie potentielle (4.16) qui apparaît comme une fonction

croissante de 𝑙𝑡. Cela signifie que l’énergie potentielle (4.20) croît avec le gradient

thermique qui traverse le milieu, ce qui rend tout à fait possible la propagation des

fissures existantes.
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Le graphe (4-19) représente l’évolution du taux de restitution d’énergie pour la propa-

gation d’une fissure existante à différents instants de la diffusion thermique transitoire

après la nucléation. On remarque que la propagation des fissures existantes est pos-

sible mais pas immédiate puisque qu’on observe que la propagation, qui vérifie le

critère (4.30), ne s’enclenche qu’à partir de 𝑙𝑡 ≃ 1.69 𝑙𝑡0 . Dès que la courbe du taux

de restitution d’énergie passe en dessous du 𝐺𝑐 la propagation s’arrête ce qui permet

de déterminer la nouvelle longueur de la fissure.

Figure 4-19 – Évolution du taux de restitution d’énergie en fonction du front ther-
mique

Nucléation de nouvelles fissures

Le deuxième scénario auquel nous nous intéressons est celui de la nucléation de

nouvelles fissures de taille ℓ1 entre les fissures déjà existantes (Figure 4-18c). La sché-

matisation de ce nouveau problème est représentée sur la figure (4-20). On se restreint

par symétrie au demi-domaine 𝑥 > 0, cependant il est important de préciser qu’une

fissure équivalente nuclée en 𝑥 = −𝐿 ce qui signifie que la variation de l’énergie poten-

tielle que nous allons déterminer pour ce demi-domaine constitue bien toute l’énergie

allouée à la nucléation de cette nouvelle fissure 3.

3. Elle ne doit donc pas être multipliée par deux pour couvrir tout le domaine d’étude.

134



Figure 4-20 – Représentation du scénario de nucléation d’une nouvelle fissure de
longueur ℓ1

Pour résoudre ce problème, nous avons mis en oeuvre une approche variationnelle

basée sur la minimisation de l’énergie potentielle du problème auxiliaire, qui a prouvé

son efficacité ainsi qu’une bonne précision des résultats dans le cadre d’un scénario

d’une première nucléation de fissure dans un milieu sain.

La différence majeure entre les deux problèmes réside dans le couplage dû à la

fissure existante ℓ0 sur la nucleation de la nouvelle fissure ℓ1. Cet effet se quantifie sur

le problème auxiliaire par l’apparition d’un terme additionnel de perturbation dans le

vecteur contrainte appliqué sur la nouvelle fissure. On déduit, à partir de la solution

de l’état initial 𝜎𝑖 (4.7) et de la solution en déplacement 𝜉0 du premier problème

auxiliaire établie dans (4.12), la composante horizontale du champ de contrainte du

problème de référence avant la deuxième nucléation:

𝜎1
𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝜎0 − 2𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝜅∆𝑇 (𝑦, 𝑙𝑡) +

𝜆+ 2𝜇

𝐿
𝑓 ′
0

(︀𝑥
𝐿

)︀
𝑔0
(︀ 𝑦
ℓ0

)︀
(4.31)

Le nouveau problème auxiliaire se résume à l’application de l’opposé du vecteur

contrainte (4.31) sur la fissure ℓ1 (4-21).

On considère alors 𝜉1 le déplacement solution du nouveau problème auxiliaire de

la forme: ⎧⎨⎩ 𝜉1 = 0 (𝑦 ≥ ℓ1)

𝜉1 = 𝑓1
(︀
𝑥
𝐿

)︀
𝑔1
(︀

𝑦
ℓ1

)︀
𝑒𝑥 (𝑦 ≤ ℓ1)

(4.32)

avec 𝜉1 cinématiquement admissible pour 𝑔1(1) = 0.
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(a) Problème fissuré total (b) Problème auxiliaire

Figure 4-21 – Représentation de la deuxième nucléation

Le choix des fonctions 𝑓1(𝑋) et 𝑔1(𝑌 ) se fait de manière à minimiser l’énergie poten-

tielle qui s’écrit sous la forme:

𝐸𝑎𝑢𝑥
𝑝 = 𝑈𝑎𝑢𝑥(𝑓1, 𝑔1)− Φ𝑎𝑢𝑥(𝑓1, 𝑔1) (4.33)

où:

𝑈𝑎𝑢𝑥 =
1

2

∫︁
Ω

𝜀1 : C𝑎𝑑 : 𝜀1 𝑑Ω

Φ𝑎𝑢𝑥 =

∫︁ ℓ1

0

𝜎1
𝑥𝑥(𝐿, 𝑦) 𝜉1(𝐿, 𝑦) 𝑑𝑦

(4.34)

(4.35)

En injectant l’expression du déplacement (4.32) dans les expressions de 𝑈0 et 𝑈1

on obtient les relations suivantes:

𝑈0 =
1

2

ℓ1
𝐿

∫︁ 1

0

[︂
(𝜆+ 2𝜇)𝑓 ′

1(𝑋)2𝐻0 + 𝜇
(︀𝐿
ℓ1

)︀2
𝑓1(𝑋)2𝐻1

]︂
𝑑𝑋

𝑈1 = ℓ1 𝑓1(1)𝐻2(ℓ0, ℓ1, 𝑙𝑡)

(4.36)

(4.37)

où l’on définit:

𝐻0 =

∫︁ 1

0

𝑔1(𝑌 )2 𝑑𝑌 𝑒𝑡 𝐻1 =

∫︁ 1

0

𝑔′1(𝑌 )2 𝑑𝑌

𝐻2(ℓ0, ℓ1, 𝑙𝑡) =

∫︁ 1

0

(︂
𝜎0 − 2𝜇

𝜆+ 2𝜇
𝜅∆𝑇 (ℓ1 𝑌, 𝑙𝑡) +

𝜆+ 2𝜇

𝐿
𝑓 ′
0(1) 𝑔0

(︀ℓ1 𝑌
ℓ0

)︀)︂
𝑔1(𝑌 ) 𝑑𝑌

On retrouve dans l’expression de 𝐻2 le terme supplémentaire qui correspond à la per-
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turbation induite par la fissure ℓ0 qui vient s’ajouter au chargement thermique initial.

On remarque effectivement que plus l’espacement entre les fissures est important plus

ce terme tend vers une valeur négligeable. Cela revient à limiter la perturbation du

déplacement au domaine localisé autour de la fissure ℓ0.

Minimiser 𝐸𝑎𝑢𝑥
𝑝 par rapport à 𝑓1 revient à minimiser la fonctionnelle 𝑈0 par rapport

à 𝑓1. Par application de la formule d’Euler-Lagrange, la fonction qui minimise 𝑈0 est

la solution de l’équation différentielle:

𝑓 ”(𝑋)− 𝛽2
1

(︂
𝐿

ℓ1

)︂2

𝑓(𝑋) = 0 (4.38)

où

𝛽1 =

√︃
𝐻1

𝐻0

𝜇

𝜆+ 2𝜇

La solution générale de cette équation peut s’écrire sous la forme:

𝑓(𝑋) = 𝐴1 exp
(︀
𝛽1
𝐿

ℓ1
𝑋
)︀
+ 𝐴2 exp

(︀
𝛽1
𝐿

ℓ1
(2−𝑋)

)︀
(4.39)

où 𝐴1 et 𝐴2 sont deux constantes à déterminer par minimisation de 𝐸𝑝(𝐴1, 𝐴2) =

𝑈0 + 𝑈1 qui est une fonction polynomiale du deuxième degré à deux variables indé-

pendantes.

L’estimation de l’énergie potentielle s’écrit finalement de manière satisfaisante sous

la forme:

𝐸𝑎𝑢𝑥
𝑝 = −1

2
ℓ21
𝐻2

2

𝐻1

𝛽1
𝜇

1

tanh(𝛽2 𝐿
ℓ1
)

(4.40)

On en déduit l’expression du taux de restitution d’énergie incrémental pour la nu-

cléation de la nouvelle fissure par application de la relation (3.52):

𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ1) =
1

2
ℓ1
𝐻2

2

𝐻1

𝛽1
𝜇

1

tanh(𝛽2 𝐿
ℓ1
)

(4.41)

On trace (Figure 4-22) la variation du taux de restitution d’énergie incrémental de

la nouvelle fissure pour différentes distances parcourues par le processus de diffusion
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thermique (𝑙𝑡 = 𝑙𝑡0 + 𝑑𝑙𝑡 > 0). A l’aide du double critère énergétique de nucléation

de fissure, on retrouve qu’il est bel est bien possible de nucléer de nouvelles fissures

puisque le 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ
*
1) atteint un maximum au seuil critique 𝐺𝑐 pour une distance carac-

téristique de diffusion de l’ordre de 𝑙𝑡 ≃ 1.91 𝑙𝑡0 .

Une comparaison entre les deux scénarios de propagation et de nouvelle nucléation

pour les conditions géométriques imposées, soit un espacement initial entre les fissures

initial 𝐿𝑐 = 0.2668m, montre que l’instant où la propagation est enclenchée corres-

pond à la distance de diffusion thermique 𝑙𝑝𝑟𝑜𝑝𝑡 ≃ 1.69 𝑙𝑡0 , tandis que la nucléation est

amorcée à partir de 𝑙𝑛𝑢𝑐𝑙𝑡 ≃ 1.91 𝑙𝑡0 , le phénomène de propagation est donc dominant

sur la nucléation.

Figure 4-22 – Évolution du taux de restitution d’énergie incrémental en fonction
du front thermique

On montre cependant qu’il est possible d’avoir un régime d’évolution différent,

c’est-à-dire une dominance du phénomène de nucléation de nouvelles fissures sur la

propagation des fissures existantes.

On observe en effet, sur la Figure (4-23), que l’on rencontre cette situation pour un

espacement 𝐿 ∈ [0.1𝑚, 0.2𝑚] où le temps critique de nucléation est inférieur à celui

de la propagation.

On résume les quatre domaines d’évolution représentés sur la figure (4-23) pour une
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Figure 4-23 – Évolution du chargement critique de nucleation et propagation en
fonction de l’espacement entre les fissure

taille de fissure initiale ℓ0 comme suit:

— Pour un espacement 𝐿 ∈ [0, 0.047𝑚]: une premier domaine où aucun processus

n’est possible.

— Pour 𝐿 ∈ [0.047𝑚, 0.1𝑚]: un second domaine où nous avons propagation

des fissures existantes. Plus les fissures sont denses, plus le front thermique

d’amorçage de la propagation est important. Dans cette phase, la condition de

nucléation de nouvelles fissures n’est pas atteinte puisque le relâchement des

contraintes entre les fissures existantes empêche toute nucléation.

— Pour un espacement 𝐿 ∈ [0.1𝑚, 0.2𝑚]: un troisième domaine correspondant

à la nucléation de nouvelles fissures où l’énergie nécessaire pour nucléer est

inférieure à celle nécessaire pour propager les fissures existantes.

— Pour 𝐿 > 0.2m: un dernier domaine où la propagation des fissures existantes

est dominante.
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Figure 4-24 – Évolution du chargement critique de nucleation et propagation en
fonction de l’espacement entre les fissure pour deux tailles de fissure initiale différentes

En pratique, la nucléation de fissures initiales ℓ0 survient pour un espacement 𝐿 >

0.2𝑚 (Section 4.2.6). Ce qui conduit, d’après le raisonnement tenu, à la propagation

de ces dernières. Cependant, cette propagation n’est pas définitive puisque l’évolution

de la taille de ces fissures nécessite une consommation d’énergie croissante. Dans ce

sens, on observe sur la figure (4-24), à espacement 𝐿 constant, que la courbe de

propagation (bleu) est plus importante lorsque la taille la fissure est grande (𝐺0(ℓ0 +

𝑑ℓ) > 𝐺0(ℓ0)).

Autrement dit, après un certain incrément de propagation, la nouvelle courbe de

propagation passe au dessus de la courbe de nucléation (rouge) ce qui enclenche la

nucléation de nouvelles fissures ℓ1.

Cette nouvelle nucléation de fissures entre les fissures existantes réduit la taille

de la structure de moitié 𝐿1 = 𝐿/2. Si ce nouvel espacement est supérieur au seuil

limite de nucléation (dans ce cas 𝐿1 > 0.1), une troisième nucléation est susceptible

d’avoir lieu et l’espacement est encore une fois divisé par deux et cela continue jus-

qu’à atteindre le seuil limite où la nucléation n’est plus possible. Dans ce cas, c’est la

propagation de fissures qui reprend la main, lorsque l’espacement n’est pas trop serré

𝐿𝑖 > 0.047. Dans le cas inverse, plus aucun phénomène n’est amorcé.
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L’évolution du problème de choc thermique envisagée à l’issue de cette étude sous

entend une série de nucléations et propagations de fissures successives. Un premier

système de fissures équidistantes et de même taille apparaît dans le milieu pendant la

phase transitoire. Ces fissures se propagent pendant un certain temps (dépend de la

compétition d’énergie entre nucléation et propagation) avant de s’arrêter pour laisser

place à la nucléation de nouvelles fissures entres les fissures existantes. On suppose que

ces nouvelles fissures peuvent se propager à leur tour avant de s’arrêter pour laisser

place à une nouvelle nucléation. Ce cycle de nucléation/propagation a pour effet de

réduire l’espacement entres les fissures puisqu’à chaque nucléation l’espacement est

divisé par deux. Ce cycle s’arrête lorsque l’espacement atteint une taille limite où

la nucléation n’est plus possible. Un ordre de grandeur de cet espacement limite

correspond à la longueur de la fissure nucléée 𝐿𝑐 ≃ ℓ𝑐.

En se basant sur l’analyse thermodynamique de la section (2.4), la nucléation d’une

fissure s’accompagne d’une élévation de température à l’intérieur de la fissure. La

diffusion de cette quantité de chaleur dans le milieu après une première nucléation

s’oppose aux évolutions de fissures proposées dans la section précédente puisque celle-

ci ralentit le refroidissement par choc thermique imposé.

On propose une estimation de cet élévation de température à partir de l’expression

(2.63), où l’épaisseur de la fissure correspond au saut de la perturbation de dépla-

cement en 𝑥 = 0. Cette perturbation de déplacement est donnée pour la résolution

variationnelle (Section 4.2.4) par l’expression (4.12). L’épaisseur de la fissure s’écrit

sous la forme:

𝜖 = 2 𝑓(0+) = −4
𝐺2

𝐺1

𝛽

𝜇𝑎𝑑
ℓ𝑐 𝜎

0,𝑡ℎ 1− 𝑒2𝛽𝐿/ℓ𝑐

1 + 𝑒2𝛽𝐿/ℓ𝑐
(4.42)

Pour les paramètres numériques du problème (section 4.2.4) et en fonction des ré-

sultats de la première nucléation (section 4.2.4), cette épaisseur est de l’ordre de

𝜖 ≃ 22, 5 µm. Ce qui conduit à une élévation de la température à l’intérieur de la

fissure de l’ordre de 𝛿𝑇 ≃ 1, 29°C ce qui n’est pas négligeable pour un choc thermique

𝑇 0 = −15°C.
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4.3.2 Conclusions

On montre dans ce chapitre qu’il est possible de traiter la problématique de nu-

cléation de fissures en mode I au niveau des parois d’un milieu sous choc thermique

à l’aide du double critère énergétique développé dans [10]. On est donc en mesure de

prédire l’instant exact d’apparition de ces fissures ainsi que leur configuration dans

la structure. Plusieurs méthodes de résolution analytiques sont alors utilisables et

permettent de fournir des résultats satisfaisants et comparables à ceux obtenus nu-

mériquement.

On retrouve alors pour un choc thermique, caractérisé par une température imposée

suffisante pour mettre le milieu en traction, la possibilité de nucléation d’un réseau

de fissures orthogonales à la paroi, parallèles et équidistantes entres elles. Cette nu-

cléation ne survient pas immédiatement lors de l’application de la température mais

pendant la phase transitoire de la diffusion thermique avant établissement du régime

permanent, le rapport entre la taille des fissures et la taille caractéristique du front

thermique est de l’ordre de ℓ
𝑙𝑡
≃ 0.18 pour le une variation de température imposée de

∆𝑇 = −15°C pour le jeu de données considéré pour ce problème. Une analyse effec-

tuée sur la vitesse du transfert du choc thermique dans le milieu montre que celle-ci

n’affecte pas de manière visible la nucléation si le temps de transfert est inférieur à

une valeur critique, ici 16 min (Figure 4-16b).

Finalement, on montre que le paramètre géométrique d’espacement entre les fissures

joue un rôle important sur la nucléation puisque celui-ci contrôle la quantité d’énergie

du milieu allouée à chaque fissure. Plus les fissures sont rapprochées, plus l’intensité

du chargement nécessaire est importante, et plus la taille des fissures nucléées est

faible.

Une attention particulière a été portée sur l’évolution de ces fissures en lien avec la

diffusion thermique, puisqu’on le rappelle la nucléation survient pendant la phase

transitoire. On considère dans ce cas deux scénarios d’évolution possibles: une pro-

pagation des fissures existantes, ou bien, la nucléation de nouvelles fissures entre les

fissures existantes. On montre à l’aide du critère de propagation quasi-statique des
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fissures et du double critère énergétique de nucléation que les deux scénarios considé-

rés sont possibles et qu’il existe des phases, contrôlées par le paramètre d’espacement,

où la nucléation est dominante et d’autres où la propagation domine. On identifie un

état stable lorsque les fissures sont trop rapprochées de sorte qu’aucune nucléation ou

propagation n’est possible (Figure 4-23).

De toute évidence, les deux scénarios étudiés dans ce travail ne constituent pas l’en-

semble des évolutions possibles du système puisqu’il peut être question d’évolution

individuelle d’une seule fissure ou partielle d’un sous-groupe de fissures ou encore une

bifurcation de certaines fissures par rapport aux autres [1]. L’objectif n’est donc pas

de prédire de manière exact l’évolution du système de fissures qui apparaissent dans

un milieu sous choc thermique mais de proposer des explications aux systèmes de

fissures observés expérimentalement (Figure 4-18a) grâce à la formulation du double

critère énergétique pour la nucléation et sa compétition avec la propagation quasi-

statique de fissures. L’analyse proposée présente donc des résultats intéressants qu’il

conviendrait d’approfondir dans des travaux ultérieurs, notamment par confrontation

direct avec des observations expérimentales.
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5.1 Introduction

L’étude de la nucléation de fissures dans un milieu poreux, saturé par un fluide

sous pression, nécessite d’être abordée dans un contexte de couplages thermo-poro-

mécaniques, qui mettent en jeu des couplages entre les variables d’état de déformation,

de pression et de température.

De façon analogue à l’étude de la nucléation de fissure en thermoélasticité (Cha-

pitre 4), il convient de préciser le cadre thermodynamique de la nucléation adapté

au couplage thermo-poro-élastique dans un milieu poreux saturé. D’un point de vue

macroscopique, on rappelle que le caractère brutal de la nucléation suppose que le

temps caractéristique de la nucléation est petit par rapport à celui de la diffusion ther-

mique. Le processus de nucléation d’une fissure doit donc être abordé en conditions

adiabatiques. Suivant le même raisonnement, le temps caractéristique de la nucléation

est petit devant le temps caractéristique du transport de la masse fluide, en parti-

culier pour les milieux poreux peu perméables (ex: matériaux argileux). Cela signifie

qu’aucun échange de masse fluide ne se produit pendant la nucléation c’est à dire que

l’évolution de la phase fluide pendant la nucléation est non-drainée.

Soit 𝑚𝑓

|Ω0| , la masse d’eau par unité de volume Ω0, l’évolution non-drainée est définie

par la relation:
𝑚𝑓

| Ω0 |
=

𝑚𝑓 0

| Ω0 |
(5.1)

En utilisant 𝑚𝑓 = 𝜌𝑓 | Ω𝑓 | ( 𝑚𝑓 0 = 𝜌𝑓
0 | Ω𝑓 0 | ), on a encore:

𝜌𝑓𝜑 = 𝜌0𝑓𝜑
0 (5.2)

On propose donc de préciser dans le cadre des évolutions adiabatiques non-drainées

les équations d’état thermo-poro-élastiques à la base de la formulation du critère

énergétique pour les milieux poreux saturés. Une attention particulière sera portée

notamment à l’écriture de la variation d’énergie interne impliquée dans l’expression

du critère énergétique.
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Dans un deuxième temps, nous allons utiliser la solution de la déformation à

l’intérieur de la fissure proposée par le problème inclusionnaire d’Eshelby, pour tenter

d’accéder à l’élévation de la température ainsi que la chute de pression à l’intérieur

de cette dernière à partir de l’expression de la variation de l’énergie interne qui est

reliée à l’énergie de création de nouvelle surface par la relation (2.39).

5.2 Thermodynamique de la nucléation en

thermo-poro-élasticité saturée

On s’intéresse dans cette section au cadre thermodynamique de la nucléation d’une

fissure dans un milieu thermo-poro-élastique saturé, pour lequel la pression du fluide

apparaît comme une nouvelle variable d’état qui s’ajoute aux variables de déforma-

tions (𝜀) et de température (𝑇 ) introduit dans le cas sec.

5.2.1 Équations d’états thermoporoélastiques

Squelette solide

Le comportement intrinsèque réversible du squelette solide (𝑠) se traduit par une

dissipation intrinsèque nulle exprimée en fonction de l’enthalpie libre solide𝐺𝑠(𝜀, 𝑝, 𝑇 ) =

𝜓𝑠 − 𝑝𝜑 par la relation [19]:

𝜎𝑖𝑗𝑑𝜀𝑖𝑗 − 𝜑𝑑𝑝− 𝑠𝑠𝑑𝑇 − 𝑑𝐺𝑠 = 0 (5.3)

Soit:

(𝜎𝑖𝑗 −
𝜕𝐺𝑠

𝜕𝜀𝑖𝑗
) 𝑑𝜀𝑖𝑗 − (𝜑+

𝜕𝐺𝑠

𝜕𝑝
) 𝑑𝑝− (𝑠𝑠 +

𝜕𝐺𝑠

𝜕𝑇
) 𝑑𝑇 = 0 (5.4)
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En l’absence de liaisons internes sur les évolutions des variables d’état, on obtient les

trois équations d’état:

𝜎𝑖𝑗 =

(︂
𝜕𝐺𝑠

𝜕𝜀𝑖𝑗

)︂
𝑝,𝑇

; 𝜑 =

(︂
−𝜕𝐺𝑠

𝜕𝑝

)︂
𝜀𝑖𝑗 ,𝑇

; 𝑠𝑠 =

(︂
−𝜕𝐺𝑠

𝜕𝑇

)︂
𝜀𝑖𝑗 ,𝑝

(5.5)

La différentiation des équations (5.5) en se limitant à un développement limité à

l’ordre 2 par rapport aux variables d’état (𝜀, 𝑝, 𝑇 ) permet d’obtenir les équations

d’état:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝜎 = C𝑑𝑟,𝜃 : 𝑑𝜀− 𝑏 𝑑𝑝− 𝑘 𝑑𝑇

𝑑𝜑 = 𝑏 : 𝑑𝜀+
𝑑𝑝

𝑁
+ 𝑙𝑠 𝑑𝑇

𝑑𝑠𝑠 = 𝑘 : 𝑑𝜀+ 𝑙𝑠 𝑑𝑝+ 𝑐𝑠𝑑𝑇

(5.6)

où :

— 𝑏 = −𝜕2𝐺𝑠/𝜕𝜀𝜕𝑝 est le tenseur des coefficients de Biot qui relie linéairement

la variation de la porosité à la déformation en conditions de température et

pression maintenues constante 𝑑𝑇 = 𝑑𝑝 = 0

— 𝑘 = −𝜕2𝐺𝑠/𝜕𝑇𝜕𝜀 = C : 𝛼 est le tenseur des contraintes thermiques, où 𝛼𝑠

est le tenseur des coefficients de dilatation thermique linéique. La grandeur

𝑇0𝑘 s’interprète comme la chaleur latente du squelette solide par unité de

déformation à température et pression constantes.

—
1

𝑁
= −𝜕2𝐺𝑠/𝜕𝑝

2 est l’inverse du module de Biot drainé qui relie la variation

de pression à la variation de porosité pour 𝑑𝑇 = 𝑑𝜀 = 0

— 𝑙𝑠 = −𝜕2𝐺𝑠/𝜕𝑇𝜕𝑝 est le coefficient de couplage pression température, la gran-

deur 𝑙𝑠 𝑇0 peut s’interpréter comme la chaleur latente de pression, c’est à dire

la quantité chaleur par unité de pression échangée avec l’extérieur du solide

pour 𝑑𝑇 = 𝑑𝜀 = 0.

— 𝑐𝑠 = −𝜕2𝐺𝑠/𝜕𝑇
2 et 𝑇 0𝑐𝑠 s’interprète comme la capacité calorifique volumique

à pression et déformation constante.
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Phase fluide

S’agissant de la phase fluide, la formulation des équations constitutives en fonction

de la masse volumique du fluide 𝜌𝑓 et de la densité volumique d’entropie massique

du fluide 𝑠𝑓,𝑚 dérivent de l’équation d’état du fluide en fonction de l’enthalpie libre

massique 𝑔𝑓,𝑚 [19]:
𝑑𝑝

𝜌𝑓
− 𝑠𝑓,𝑚𝑑𝑇 − 𝑑𝑔𝑓,𝑚 = 0 (5.7)

En se limitant encore une fois à un développement limité d’ordre 2 par rapport

aux variables (𝑝, 𝑠𝑓,𝑚) de l’enthalpie massique libre, on aboutit à la formulation des

équations d’états qui s’écrivent:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

𝜌𝑓
=

𝜕𝑔𝑓,𝑚
𝜕𝑝

=
1

𝜌0𝑓
+

3𝛼𝑓

𝜌0𝑓
𝜏 − 𝑝− 𝑝0

𝜌0𝑓𝐾𝑓

𝑠𝑓,𝑚 = −𝜕𝑔𝑓,𝑚
𝜕𝑇

= 𝑠0𝑓,𝑚 + 𝑐𝑓,𝑚𝜏 −
3𝛼𝑓

𝜌0𝑓
(𝑝− 𝑝0)

(5.8)

où 𝐾𝑓 est le module de compression du fluide, 𝛼𝑓 le coefficient de dilatation thermique

linéique du fluide et 𝑐𝑓 = 𝜌𝑓 𝜑 𝑐𝑓,𝑚 où 𝑇 0𝑐𝑓 s’interprète comme la capacité calorifique

volumique à pression constante de la phase fluide.

Pour une évolution non drainée du fluide, qui satisfait la conservation de la masse

fluide (5.2), les équations d’état du fluide (5.8) se simplifient:

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜑− 𝜑0 = 3𝛼𝑓𝜑0𝜏 −

𝜑0

𝐾𝑓

(𝑝− 𝑝0)

𝑠𝑓 − 𝑠0𝑓 = 𝑐𝑓𝜏 − 3𝛼𝑓𝜑0(𝑝− 𝑝0)

(5.9)

5.2.2 Énergie interne totale d’un milieu poreux en conditions

non-drainées

L’objectif de cette section consiste à préciser l’expression de l’énergie interne,

quantité essentielle pour le critère de nucléation énergétique, dans le cadre des évolu-
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tions non-drainées du milieu poreux.

Par transformation de Legendre, il est possible de relier la densité volumique la-

grangienne de l’énergie interne totale du milieu à la densité volumique lagrangienne

d’enthalpie libre (𝑢 = 𝐺+𝑝 𝜑+𝑇 𝑠), où 𝑠 = 𝑠𝑠+𝑠𝑓 correspond à la densité volumique

d’entropie totale du milieu poreux.

La combinaison des équations d’état du squelette solide (5.6) avec celles de la

phase fluide en conditions non-drainées (5.9) permet d’exprimer la densité volumique

d’entropie totale en fonction des variables d’états (𝜀, 𝑝, 𝑇 ) et permet de fournir une

liaison entre ces variables qui traduit le caractère non-drainé, soit:

𝑝− 𝑝0 = −𝑀
(︀
𝑏 : 𝜀+ 𝐿 𝜏

)︀
(5.10)

et

𝑠− 𝑠0 = 𝑘 : 𝜀+ 𝐿 (𝑝− 𝑝0) + 𝑐𝜏

=
(︀
𝑘 −𝑀𝐿𝑏

)︀
: 𝜀+

(︀
𝑐−𝑀𝐿2

)︀
𝜏 (5.11)

où 𝑀 est le module de Biot non-drainé défini par:

1

𝑀
=

1

𝑁
+
𝜑0

𝐾𝑓

𝐿 = 𝑙𝑠 − 3𝜑0𝛼𝑓 est le coefficient de couplage thermoporeux et 𝑐 = 𝑐𝑠 + 𝑐𝑓 s’interprète

comme la capacité calorifique volumique totale. L’expression de la densité volumique

lagrangienne d’énergie interne du milieu poreux se présente comme la somme de

l’énergie interne du squelette solide et celle de la phase fluide et s’écrit en fonction

des variables d’état (𝜀, 𝑝, 𝑇 ):

𝑢 = 𝑢0 + 𝜎0 : 𝜀+
1

2
𝜀 : C : 𝜀− 𝜏𝑘 : 𝜀+

(𝑝− 𝑝0)
2

2𝑀
+ 𝑇 (𝑠− 𝑠0)− 𝑐

2
𝜏 2 (5.12)

Soit la configuration de référence (0) définie par un état de contrainte 𝜎0, de

pression 𝑝0 et de température 𝑇0, la loi de comportement thermoporoélastique juste
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avant nucléation d’une fissure s’écrit:

𝜎𝑖 = 𝜎0 + C𝑑𝑟,𝜃 : 𝜀𝑖 − 𝑏 (𝑝𝑖 − 𝑝0)− 𝑘(𝑇 𝑖 − 𝑇0) (5.13)

En tirant profit de la linéarité du problème, il est possible de définir l’état post-

nucléation en introduisant des champs perturbés par rapport à l’état avant nucléation

(i). Les variables d’état se mettent donc sous la forme

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜀 = 𝜀𝑖 + 𝛿𝜀

𝑠 = 𝑠𝑖 + 𝛿𝑠

𝑝 = 𝑝𝑖 + 𝛿𝑝

(5.14)

où les 𝛿𝜀, 𝛿𝑠 et 𝛿𝑝 représentent les variables de perturbation.

En introduisant ces perturbations, on réécrit les équations d’état (5.6) et (5.11)

du milieu poreux après nucléation sous la forme:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜎 = 𝜎𝑖 + C𝑑𝑟,𝜃 : 𝛿𝜀− 𝑏𝛿𝑝− 𝑘𝛿𝑇

𝛿𝑝 = −𝑀
(︀
𝑏 : 𝛿𝜀+ 𝐿 𝛿𝑇

)︀
𝛿𝑠 = 𝑘 : 𝛿𝜀+ 𝐿 𝛿𝑝+ 𝑐 𝛿𝑇

(5.15)

Anticipant la formulation du critère de nucléation en conditions adiabatiques non-

drainées, il est intéressant de reformuler ces équations en introduisant le tenseur

d’élasticité adiabatique non-drainée C𝑢,𝑎𝑑

C𝑢,𝑎𝑑 = C𝑑𝑟 +𝑀𝑏⊗ 𝑏+
1

𝑐−𝑀𝐿2
(𝑘 −𝑀𝐿𝑏)⊗ (𝑘 −𝑀𝐿𝑏) (5.16)

On obtient alors l’expression du comportement thermoélastique du milieu poreux sous

la forme:

𝜎 = 𝜎𝑖 + C𝑢,𝑎𝑑 : 𝛿𝜀− 𝛿𝑠

𝑐−𝑀𝐿2
(𝑘 −𝑀𝐿𝑏) (5.17)

Les équations d’état sont compatibles avec une densité volumique lagrangienne d’éner-
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gie interne de la forme:

𝑢 = 𝑢𝑖 + 𝜎𝑖 : 𝛿𝜀+
1

2
𝛿𝜀 : C𝑢,𝑎𝑑 : 𝛿𝜀+ 𝑇 𝑖𝛿𝑠+

1

2

𝛿𝑠2

𝑐−𝑀𝐿2
− 𝛿𝑠

𝑐−𝑀𝐿2
(𝑘 −𝑀𝐿𝑏) : 𝛿𝜀

(5.18)

En exprimant dans ces conditions (adiabatiques non-drainées) les variations de pres-

sion 𝛿𝑝 et de température 𝛿𝑇 en fonction des seules variables d’état 𝛿𝜀 et 𝛿𝑠, on

obtient: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛿𝑝 = − 𝑀

𝑐−𝑀𝐿2

(︀
(𝑐𝑏− 𝐿𝑘) : 𝛿𝜀+ 𝐿 𝛿𝑠

)︀

𝛿𝑇 = − 1

𝑐−𝑀𝐿2

(︀
(𝑘 −𝑀𝐿𝑏) : 𝛿𝜀− 𝛿𝑠

)︀ (5.19)

Il est remarquable de constater que cette expression de l’énergie interne est ana-

logue à celle obtenue dans l’analyse thermoélastique effectuée dans le chapitre (2)

(Eq. (2.52)) en adoptant les règles de correspondance suivantes:

— C𝑎𝑑 → C𝑢,𝑎𝑑

— 𝑘 → (𝑘 −𝑀𝐿𝑏)

— 𝑐→ 𝑐−𝑀𝐿2

Variation de l’énergie interne du milieu sain à la suite d’une nucléation

de fissure

On rappelle que, dans l’analyse de la nucléation de fissure que l’on propose, le

domaine d’étude se décompose en une zone saine, le ’𝑏𝑢𝑙𝑘’ (Ω𝑏𝑢𝑙𝑘) et une zone fissu-

rée (ΩF ). Cette décomposition établie dans le Chapitre 2 a montré que la variation

d’énergie interne 1 qui intervient dans l’expression du taux de restitution d’énergie in-

crémental 𝐺𝑖𝑛𝑐 est celle du milieu sain (2.40). C’est précisément ce constat qui justifie

la stratégie s’appuyant sur l’introduction des champs de perturbation définis dans le

milieu sain pour caractériser le bilan d’énergie interne.

On rappelle que la zone saine est soumise à une évolution adiabatique réversible du-

rant le processus de nucléation. Son évolution est donc isentropique (𝛿𝑠 = 0). A partir

1. On verra dans la suite comment la variation d’énergie interne dans le domaine associé à la
fissure qui nuclée intervient dans l’expression de l’énergie interne
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de l’expression de la densité de l’énergie interne (5.18), on écrit donc la variation isen-

tropique de la densité d’énergie interne du ’𝑏𝑢𝑙𝑘’ pendant la nucléation:

𝛿𝑢 = 𝑢− 𝑢𝑖 = 𝜎𝑖 : 𝛿𝜀+
1

2
𝛿𝜀 : C𝑢,𝑎𝑑 : 𝛿𝜀 (5.20)

Pour une fissure libre de contrainte, la variation de l’énergie potentielle entre l’état

final fissuré et celui avant nucléation de fissure se résume uniquement à la variation de

l’énergie interne puisque le travail des efforts extérieurs reste constant. Ce qui permet

d’écrire l’expression du taux de restitution d’énergie incrémental sous la forme:

𝐺𝑖𝑛𝑐 = −1

ℓ

∫︁
Ω𝑏𝑢𝑙𝑘

𝛿𝑢 𝑑Ω

= −1

ℓ

∫︁
Ω𝑏𝑢𝑙𝑘

(︂
𝜎𝑖 : 𝛿𝜀+

1

2
𝛿𝜀 : C𝑢,𝑎𝑑 : 𝛿𝜀

)︂
𝑑Ω (5.21)

Par ailleurs, la variation de la température et la variation de pression dans le milieu

sain dans le processus de nucléation de fissure peuvent être exprimées en fonction

de la perturbation de la déformation dans le milieu sain en fonction des propriétés

thermoporoélastiques de ce dernier à partir des relations (5.19) dans le cas 𝛿𝑠 = 0.

Ces champs perturbés sont définis dans un environnement proche de la fissure puisque

la perturbation de déformation est évanescente loin de la fissure, et on écrit:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛿𝑇 𝑏𝑢𝑙𝑘 = − 1

𝑐−𝑀𝐿2
(𝑘 −𝑀𝐿𝑏) : 𝛿𝜀

𝛿𝑝𝑏𝑢𝑙𝑘 = − 𝑀

𝑐−𝑀𝐿2

(︀
𝑐𝑏− 𝐿𝑘

)︀
: 𝛿𝜀

(5.22)

Finalement il suffit de déterminer la perturbation de déformation suite à la nucléation

qui est la solution du problème thermoporoélastique défini par les équations d’état

(5.15), les conditions initiales (𝜎 = 𝜎𝑖, 𝑝 = 𝑝𝑖, 𝑇 = 𝑇 𝑖) et les conditions aux limites du

problème, pour accéder au taux de restitution d’énergie incrémental donné en (5.21).
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5.2.3 Variation de l’énergie interne dans la fissure

L’expression de la variation d’énergie interne à l’intérieur de la fissure de longueur

ℓ correspond à l’énergie de création de nouvelle surface 𝑈𝐹𝐷 = ℓ𝐺𝑐. Le caractère

adiabatique de la nucléation indique que la quantité de chaleur créée dans la fissure

ne diffuse pas dans le reste du milieu ce qui engendre une élévation de la température

qui peut contribuer à augmenter la pression du fluide. En parallèle, le caractère non-

drainé de l’évolution hydrique est susceptible d’entraîner une baisse de la pression

du fluide lorsque la fissure nuclée. Cette pression de fluide, si elle existe, joue un rôle

déterminant sur le scénario de nucléation.

L’objectif de cette section est donc de proposer une détermination de cette élévation

de température ainsi que la pression finale du fluide occupant le domaine fissuré à la

fin du processus de nucléation. Dans la suite, on aborde en particulier cette question

envisageant deux scénarios possibles pour la gestion de la pression du fluide dans la

fissure nucléée.

Fissure sèche

Une première stratégie de modélisation consiste à supposer que la fissure nucléée

est sèche, c’est-à-dire que la pression du fluide occupant l’espace poreux de la fissure

avant nucléation y est nulle. On peut justifier ce choix en rappelant que la nucléa-

tion est un mécanisme brutal pour lequel on peut supposer que le fluide, saturant

initialement le domaine poreux remplacé par la fissure, n’a pas le temps ’d’envahir’

la fissure. C’est le point de vue défendu par Carlioz [10].

En reprenant le même raisonnement que celui effectué dans le cas thermoélastique

avec une fissure qui n’est plus capable de reprendre les efforts mécaniques. On re-

trouve alors en combinant les équations d’états (5.15) à l’état final de la nucléation

et à la liaison non drainée (5.11), l’expression de la densité de l’énergie interne (5.12)

à l’intérieur de la fissure en fonction de la densité d’entropie créée, notée 𝛿𝑠𝑐𝑟:

𝑢𝐹𝐷 = 𝑢F − 𝑢𝑖 = −1

2

𝑐−𝑀𝐿2

𝑀𝑐
(𝑝𝑖)2 +

(︀
𝑐𝑇 𝑖 + 𝐿𝑝𝑖

)︀𝛿𝑠𝑐𝑟
𝑐

+
(𝛿𝑠𝑐𝑟)2

2𝑐
(5.23)
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On remarque que cette relation est similaire à celle obtenue dans le cas thermoé-

lastique (2.60) avec un terme résiduel qui introduit la pression initiale que l’on note

𝑢𝑟𝑒𝑠 = 1
2

𝑐−𝑀𝐿2

𝑀𝑐
(𝑝𝑖)2. On rappelle que la variation d’énergie interne dans la fissure

correspond à l’énergie dissipée par la nucléation (2.61) qui introduit l’information

géométrique d’épaisseur de fissure notée 𝜖. A partir de la relation qui relie la densité

d’entropie créée à la variation de température dans la fissure, il est possible d’expli-

citer cette perturbation de température en fonction de la constante du matériau 𝐺𝑐

et de l’épaisseur de la fissure sous la forme:

𝑇F = 𝑇 𝑖 + 𝛿𝑇F

=
(︀
𝑇 𝑖 +

𝐿

𝑐
𝑝𝑖
)︀√︃

1 +
2𝑐(𝐺𝑐/𝜖+ 𝑢𝑟𝑒𝑠)

(𝑐𝑇 𝑖 + 𝐿𝑝𝑖)2
(5.24)

On retrouve en particulier la même relation d’élévation de la température que celle

obtenue dans le cas thermoélastique (2.63) lorsque la pression initiale du fluide est

nulle.

Estimation numérique de l’élévation de température dans la fissure sèche

On considère un état initial avant nucléation caractérisé par une pression 𝑝𝑖 = 25 MPa

et une température 𝑇 𝑖 = 0°C (dans le cas d’une pressurisation). A titre d’illustration,

on considère une argilite définie par les paramètres thermoporoélastiques suivants:

𝑀 = 10 GPa ; 𝐿 = −1.5 .10−6K−1

𝑐 = 103 J.K−2.m−3 ; 𝐺𝑐 = 50 Pa.m

Pour une épaisseur de la fissure de l’ordre de 𝜖 ≃ 10 µm, l’élévation de la tempé-

rature est de 𝛿𝑇 𝑠𝑒𝑐 = 17.8°C. Cette perturbation de température suite à la nucléation

dans le cas d’un milieu poreux saturé ne diffère pas de l’élévation de température

pour un milieu thermoélastique sec.

Conclusion Une fissure nucléée sèche suppose que la phase fluide du milieu poreux

ne joue pas de rôle significatif dans la nucléation, comme proposé dans le travail de
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T. Carlioz [10]. Dans ce cas, le taux de restitution d’énergie incrémental s’obtient à

partir du tenseur d’élasticité adiabatique non-drainé (5.21). On retrouve aussi que

l’élévation de la température suite à la nucléation est proche de celle obtenue dans le

cas thermoélastique sec.

Fissure saturée

On considère à présent que la fissure nucléée est saturée par le fluide qui existait

dans la zone fissurée avant nucléation. Ce fluide est sous pression finale 2 𝑝F non nulle.

L’état de contrainte à l’intérieur de la fissure après nucléation est donc caractérisé

par la pression du fluide appliquée et se met sous la forme:

𝜎F = −𝑝F𝛿 (5.25)

Taux de restitution d’énergie incrémental

A partir de l’expression de l’énergie interne du milieu sain (5.20) à laquelle on re-

tranche le travail du chargement appliqué par le fluide sur la fissure, l’expression du

taux de restitution d’énergie incrémental devient:

𝐺𝑖𝑛𝑐 = −1

ℓ

∫︁
Ω𝑏𝑢𝑙𝑘

(︂
(𝜎𝑖 + 𝑝F𝛿) : 𝛿𝜀+

1

2
𝛿𝜀 : C𝑢,𝑎𝑑 : 𝛿𝜀

)︂
𝑑Ω (5.26)

La pression finale du fluide à l’intérieur de la fissure joue un rôle similaire à celui

de l’état de contrainte initial. Elle contribue à la mesure du 𝐺𝑖𝑛𝑐 sous la forme d’un

travail virtuel dans la cinématique associée au champ de déformation perturbé 𝛿𝜀.

L’ouverture d’une fissure en mode I élargit le volume alloué au fluide à l’intérieur de

la fissure, ce qui a tendance à diminuer la pression finale du fluide 𝑝F par rapport à

la pression initiale 𝑝𝑖. Néanmoins cette pression reste une inconnue du problème qu’il

convient de déterminer.

2. C’est-à-dire la pression du fluide saturant la fissure nucléée
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Densité d’énergie interne de la fissure

On rappelle l’expression de la densité volumique lagrangienne de l’énergie interne

du fluide faisant intervenir la variation de pression, de température et de densité

volumique lagrangienne d’entropie:

𝑢𝑓 = 𝑢𝑖𝑓 + 𝑇 𝑖(𝑠𝑓 − 𝑠0)− 𝑝𝑖(𝜑− 𝜑0) +
1

2
(𝑇 − 𝑇 𝑖)(𝑠𝑓 − 𝑠0)−

1

2
(𝑝− 𝑝𝑖)(𝜑− 𝜑0)

(5.27)

L’équation d’état du fluide associée à une évolution non-drainée (5.9) pendant la

nucléation permet de relier la variation de la pression à la variation de la porosité

lagrangienne et à la perturbation de température 𝛿𝑇F suivant la relation:

𝛿𝑝F = −𝐾𝑓

(︀𝜑− 𝜑0

𝜑0
− 3𝛼𝑓𝛿𝑇

F
)︀

(5.28)

En se référant au comportement thermoporoélastique tangent de la zone fissurée avant

nucléation (5.10), il est possible de relier la perturbation de pression à la perturbation

de déformation 𝛿𝜀F et de température 𝛿𝑇F :

𝛿𝑝F = −𝑀
(︀
𝑏 : 𝛿𝜀F + 𝐿𝛿𝑇F

)︀
(5.29)

En plus de l’équation d’état exprimant la densité volumique lagrangienne d’entro-

pie (5.11) à l’état ultime où le tenseur de contraintes thermiques est nul, on obtient

la densité volumique lagrangienne d’entropie créée:

𝛿𝑠𝑐𝑟 = 𝑐 𝛿𝑇F + 𝐿 𝛿𝑝F (5.30)

Il est donc possible de réécrire la densité d’énergie interne de fissuration (5.12) sous

la forme:

𝑢𝐹𝐷 = 𝑢F − 𝑢𝑖 =
1

2

𝑐−𝑀𝐿2

𝑀𝑐
𝛿𝑝F (𝑝𝑖 + 𝑝F ) +

(︀
𝑐𝑇 𝑖 + 𝐿𝑝𝑖)

𝛿𝑠𝑐𝑟

𝑐
+

(𝛿𝑠𝑐𝑟)2

2𝑐
(5.31)

où on rappelle que 𝑝F = 𝑝𝑖 + 𝛿𝑝F est la pression finale dans la fissure.
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L’expression (5.31) de la densité volumique d’énergie interne dans la fissure formulée

à partir de la densité volumique d’entropie créée, correspond à la densité d’énergie

dissipée lors de la nucléation. On remarque effectivement qu’il est possible de retrouver

l’expression exacte de la même quantité d’énergie pour une fissure à l’état sec dans

un milieu poreux saturé lorsque la pression finale du fluide dans la fissure est nulle

(5.23), ou encore celle d’une nucléation dans un milieu sec dont le comportement est

thermoélastique (2.60).

On retrouve également dans (5.31) des termes résiduels liés à la pression du fluide

avant nucléation 𝑝𝑖 et à la pression finale du fluide saturant la fissure 𝑝F qui demeure

une inconnue du problème.

Lorsque la fissure de longueur ℓ nuclée dans un domaine dont la taille caractéristique

est grande devant ℓ, on peut supposer le domaine sain entourant la fissure comme

infini. Dans ce cas, en adoptant une représentation morphologique ellipsoïdale pour

la fissure (A.2), on peut tirer partie de la solution du problème de l’hétérogénéité

d’Eshelby [25] pour fournir une relation supplémentaire entre la déformation uniforme

à l’intérieur de la fissure et la pression du fluide saturant la fissure.

Problème inclusionnaire d’Eshelby

On considère une fissure (F ) ellipsoïdale de type ’oblate sphéroïde’ de diamètre ℓ

et d’ouverture 𝜖 telle que le rapport d’aspect 𝑋 =
𝜖

ℓ
<< 1. Elle est plongée dans

un domaine infini (R3) dont le comportement est celui du milieu poreux sain. En

particulier, la taille caractéristique de l’espace poreux de ce dernier est au moins d’un

ordre de grandeur inférieur à la taille caractéristique de la fissure.

Le comportement du domaine infini, avant perturbation, est caractérisé par le

couple (𝜎𝑖, 𝜀𝑖) qui correspond à un chargement en déplacement à l’infini de la forme:

𝜉 −→
∞

𝜀𝑖 . 𝑧

En introduisant la perturbation de déplacement après nucléation 𝛿𝜉 = 𝜉 − 𝜉𝑖, le

déplacement prescrit à l’infini impose que la perturbation de déplacement 𝛿𝜉 → 0
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lorsque 𝑧 → ∞. La fissure (F ) contient un fluide à la pression uniforme 𝑝F , le

champ de contrainte hétérogène s’écrit:

⎧⎨⎩ (F ) : 𝜎 = −𝑝F𝛿

(R3/F ) : 𝜎 = 𝜎𝑖 + C𝑢,𝑎𝑑 : 𝛿𝜀
(5.32)

Figure 5-1 – Problème d’Eshelby post-nucléation en conditions adiabatique et non-
drainée

L’expression de la perturbation de déformation dans la fissure solution du pro-

blème d’Eshelby généralisé (Annexe B) est donnée par:

𝛿𝜀F = (I− P𝑢,𝑎𝑑 : C𝑢,𝑎𝑑)−1 : P𝑢,𝑎𝑑 :
(︀
𝜎𝑖 + 𝑝F𝛿

)︀
(5.33)

où I est le tenseur identité d’ordre 4 et P𝑢,𝑎𝑑 le tenseur de Hill d’une fissure ellipsoïdale

plongée dans une matrice d’élasticité C𝑢,𝑎𝑑.

En combinant (5.33) avec l’expression de la perturbation de pression à l’intérieur de

la fissure donnée dans (5.28) et de la variation de l’entropie (5.30) on peut exprimer

la perturbation de déformation en fonction de la seule entropie créée.

𝛿𝜀F = T : (𝜎𝑖 + 𝑝𝑖𝛿)− (T : 𝛿)
𝑀𝐿

𝑐−𝑀𝐿2
𝛿𝑠𝑐𝑟 (5.34)
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où on introduit le tenseur T défini par:

T =

(︂
I− P𝑢,𝑎𝑑 :

(︀
C𝑑𝑟,𝜃 +

1

𝑐−𝑀𝐿2
𝑘 ⊗ (𝑘 − 2𝑀𝐿𝑏)

)︀)︂−1

: P𝑢,𝑎𝑑 (5.35)

Sous l’hypothèse d’un milieu poreux thermoélastique isotrope dont la matrice

solide peut être supposée rigide, le tenseur des coefficients de Biot vérifie 𝑏 = 𝛿. Le

tenseur T pour un ellipsoïde infiniment aplati (𝑋 → 0) au premier ordre en 𝑋 vérifie:

T3333 =
𝑐−𝑀𝐿2

𝑀𝑐
+𝑂(𝑋) ; T33𝑖𝑖 = 𝑂(𝑋) (𝑖 = 1, 2) (5.36)

L’expression de la perturbation de déformation à l’intérieur de la fissure s’écrit

dans ce cas:

𝛿𝜀F =

(︂
𝑐−𝑀𝐿2

𝑀𝑐
(𝜎𝑖

33 + 𝑝𝑖)− 𝐿

𝑐
𝛿𝑠𝑐𝑟

)︂
(𝑒3 ⊗ 𝑒3) +𝑂(𝑋) (5.37)

Pour les hypothèses retenues, (5.37) permet finalement de déduire les perturba-

tions de pression (5.29) et de température (5.30) suivantes:

⎧⎨⎩𝛿𝑇F =
𝐿

𝑐
(𝜎𝑖

33 + 𝑝𝑖) +
𝛿𝑠𝑐𝑟

𝑐
+𝑂(𝑋)

𝑝F = −𝜎𝑖
33 +𝑂(𝑋)

(5.38)

On constate que la température à l’intérieur de la fissure dépend premièrement

de l’entropie créée suite au processus de nucléation, que l’on retrouve dans la relation

(2.58) du cas thermoélastique, à laquelle s’ajoute la contribution de la contrainte ef-

fective de Terzaghi du milieu avant nucléation.

Cependant la pression du fluide à l’intérieur de la fissure ne dépend pas du proces-

sus de nucléation à l’ordre 𝑂(𝑋0) puisque celle-ci ne dépend pas de l’entropie créée

mais uniquement de la contrainte initiale avant nucléation. En d’autres termes, la

perturbation de la pression du fluide suite à la nucléation est égale à l’opposée de la

contrainte effective 𝛿𝑝F = −(𝜎𝑖
33 + 𝑝𝑖). Ce qui explique la dépendance de la tempé-
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rature finale à l’intérieur de la fissure à la contrainte effective de Terzaghi qui n’est

autre que la perturbation de pression 𝛿𝑝F .

Si l’on se limite à la nucléation de fissure en mode I, l’état de contrainte effective avant

nucléation en traction dans la direction normale au plan de la fissure induit une chute

de pression dans la fissure ainsi qu’une élévation supplémentaire de température. Ce

résultat pour le moins surprenant, milite pour une analyse plus fine de l’évolution de

la pression du fluide au cours du processus de nucléation.

Discussion Revenons dans un premier temps sur l’expression du fluide dans la fis-

sure donnée en (5.38). Pour interpréter ce résultat, il est instructif de s’intéresser à

l’expression de la perturbation de la déformation à l’intérieur de la fissure donnée

en (5.33) qui s’annule au premier ordre de 𝑋. Ce résultat, similaire à celui retrouvé

dans [23] en négligeant les effets thermiques, est contradictoire avec le mécanisme de

nucléation de fissure. En l’absence d’une variation de l’énergie interne par rapport à

l’état initial, le phénomène de nucléation, évalué à partir d’un équilibre entre l’énergie

nécessaire à la création de nouvelles surfaces et l’énergie disponible, ne peut pas avoir

lieu. De plus dans [23], les auteurs affirment qu’un taux de restitution d’énergie suf-

fisant pour nucléer une fissure doit être associé à une perturbation de la déformation

à l’intérieur de la fissure de l’ordre de 𝛿𝜀F = 𝑂
(︀ 1

𝑋

)︀
.

Ce résultat jette le trouble sur une représentation de la fissure nucléée par une fissure

saturée par un fluide sous pression en équilibre thermodynamique avec le fluide satu-

rant le milieu poreux sain. Pour un scénario de nucléation de fissure en mode I, l’état

de contrainte avant nucléation est considéré en traction 𝜎𝑖
33 > 0. D’après (5.38), si la

fissure nucléée (c’est-à-dire la configuration finale du processus de nucléation) est sa-

turée par le fluide à la pression 𝑝F , celle-ci est négative ce qui n’est pas physiquement

admissible en conditions saturées. Cette configuration ne peut donc pas être atteinte.

Ce constat milite pour une analyse plus précise du scénario de nucléation de fissure

dans laquelle on retient une définition des efforts intérieurs de la forme 𝜎F = −𝑝F𝛿.

On s’appuie pour cela sur le diagramme de l’eau présenté sur la figure (5-2). En effet

une évaporation du fluide est censée avoir lieu à pression de cavitation (𝑝𝑣 ≃ 3.2 kPa
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à 25°C). Par conséquent, la gestion de la pression fluide à l’intérieur de la fissure ne

peut se faire indépendemment d’une analyse de l’évolution du système dans lequel

elle agit, notamment avec l’aspect du changement de phase.

Une modélisation de ce mécanisme de fissuration par théorie d’endommagement a été

Figure 5-2 – Évolutions du fluide à l’intérieur de la fissure dans le diagramme de
changement de phase de l’eau

proposée dans [23] pour suivre l’évolution du système pendant la nucléation. Cette

modélisation montre que la présence d’une phase fluide saturée dans le volume de la

fissure, représentée par son module de biot 𝑀 , contrôle la stabilité de l’endommage-

ment. Si celui-ci est inférieur à un seuil critique 𝑀 < 𝑀𝑐𝑟, la forte compressibilité du

fluide conduit à une instabilité de l’endommagement similaire au cas sec. Par contre

si 𝑀 > 𝑀𝑐𝑟: le processus d’endommagement est stable tant que la pression n’a pas

atteint la pression de cavitation. L’évaporation survient alors à l’instant où la pression

du fluide atteint cette pression de cavitation, ce qui conduit à une chute de la rigidité
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du fluide qui devient plus compressible. A ce moment, le rôle du fluide devient négli-

geable et le mécanisme d’endommagement devient instable. On peut conclure que la

présence d’un fluide saturant la fissure avec une compressibilité suffisamment faible

retarde la rupture fragile du milieu. Par la suite lorsque la pression fluide atteint la

pression de cavitation, un changement de phase ramène l’étude de la nucléation à

celle d’un cas sec où aucune pression fluide n’agit sur la fissure.

Le scénario d’une fissure saturée apporte un éclairage sur la gestion du fluide qui oc-

cupait initialement (avant nucléation) l’espace poreux dans lequel la fissure se forme.

Sa compressibilité peut retarder la nucléation mais la fissure est bien sèche dans son

état nuclée stable. La proposition de T. Carlioz [10] reste alors valable si l’on suppose

que la fissure est instantanément saturée par le fluide.

En dehors des situations de très faible compressibilité du fluide (𝑀 > 𝑀𝑐𝑟), le

rôle mécanique du fluide est donc négligeable si l’on prend en compte sa vaporisa-

tion pour 𝑝 = 𝑝𝑣. Cependant, du point de vue thermodynamique, le changement

de phase liquide → vapeur est caractérisé par un coût énergétique significatif qu’il

convient d’intégrer dans l’analyse du processus de nucléation considérant la fissure

(provisoirement) saturée par le fluide.

Variation de l’énergie interne avec changement de phase

La gestion de la cavitation du fluide saturant la fissure lors de la nucléation a été

abordée dans le paragraphe précédent du côté de l’évolution de la pression du fluide.

On souhaite à présent poser le début d’une réflexion portant sur le bilan d’énergie

dans la fissure en lien avec l’évaporation du fluide dans la fissure au moment ou sa

pression atteint la pression de cavitation.

Ce changement d’état liquide → vapeur se présente comme un transfert thermique

réversible du système lors du passage de la masse du fluide de l’état liquide à l’état

vapeur. Cette quantité de chaleur se traduit par une enthalpie massique de change-

ment d’état ou chaleur latente de vaporisation ℓ𝑣 qui est fonction de la température

et s’exprime en J.kg−1.

𝑄𝑣 = 𝑚∆𝐻ℓ→𝑣(𝑇 ) = 𝑚ℓ𝑣 (5.39)
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où 𝑚 correspond à la masse du liquide 𝑚 = 𝜌0𝑓𝜑
0𝑉0 dans la configuration de référence

définie par la température 𝑇 .

De même, la variation d’entropie associée au changement de phase est reliée à la

quantité de chaleur échangée par la relation:

∆𝑆 =
𝑄𝑣

𝑇
(5.40)

Le bilan entropique de la nucléation correspond alors à l’entropie de création de

nouvelles surfaces 𝛿𝑠𝑐𝑟 et de l’entropie de changement de phase (5.40) fonction de la

chaleur latente de vaporisation, définie dans (5.39), et de la température 𝑇 à l’instant

du changement d’état, et on écrit:

𝛿𝑠F = 𝛿𝑠𝑐𝑟 + 𝜌0𝑓𝜑
0 ℓ𝑣
𝑇

(5.41)

Le lien entre la variation de densité volumique d’énergie interne 𝛿𝑢F et la variation

d’entropie 𝛿𝑠F à l’intérieur de la fissure est donné par la relation (5.23), et s’écrit

sous la forme:

𝛿𝑢F = −1

2

𝑐−𝑀𝐿2

𝑀𝑐
(𝑝𝑖)2 +

(︀
𝑐𝑇 𝑖 + 𝐿𝑝𝑖

)︀𝛿𝑠F

𝑐
+

(𝛿𝑠F )2

2𝑐
(5.42)

Finalement, cette densité d’énergie interne se réécrit, dans le cas d’un changement

d’état, en fonction de la variation de la densité volumique d’énergie interne de création

de nouvelles surfaces pour une fissure sèche 𝑢𝐹𝐷(𝛿𝑠𝑐𝑟) donnée par la relation (5.23) et

la densité d’énergie interne relative au changement de phase caractérisé par la chaleur

latente de vaporisation, et on écrit:

𝑢𝐹𝐷 = 𝑢𝐹𝐷
𝑠𝑒𝑐 (𝛿𝑠

𝑐𝑟) + 𝑢𝑣𝑎𝑝 (5.43)
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où 𝑢𝑣𝑎𝑝 est la densité volumique d’énergie interne de l’évaporation définie par:

𝑢𝑣𝑎𝑝 = 𝜌0𝑓𝜑
0 ℓ𝑣
𝑇

(︀
𝑇 𝑖 +

𝐿

𝑐
𝑝𝑖 +

1

2𝑐
𝜌0𝑓𝜑

0 ℓ𝑣
𝑇

+
𝛿𝑠𝑐𝑟

𝑐

)︀
La prise en compte d’un changement de phase liquide → vapeur dans le processus

de nucléation de fissure modifie donc l’expression de l’énergie interne dans la fissure.

Par rapport au cas sec, celle-ci est augmentée d’un terme en fonction de la chaleur

latente de vaporisation. Ce résultat suggère donc une nouvelle définition de l’énergie

critique, notée 𝐺*
𝑐 , telle que:

𝐺*
𝑐 = 𝐺𝑐 + 𝜖 𝑢𝑣𝑎𝑝 > 𝐺𝑐 (5.44)

où 𝐺𝑐 est l’énergie critique usuelle (𝐺𝑐 = 𝜖 𝑢𝐹𝐷). On obtient ainsi une énergie critique

𝐺*
𝑐 > 𝐺𝑐, ce qui signifie que l’énergie apportée au système est partiellement consom-

mée par le changement de phase liquide → vapeur lors de la nucléation d’une fissure.

Cette proposition suggère donc que la nucléation d’une fissure dans un milieu poreux

se produit pour un niveau de chargement plus important si celui-ci est saturé par un

fluide par rapport au cas sec.

On rappelle que la chaleur latente de vaporisation est une fonction de la tempéra-

ture, pour une température 𝑇 = 24°C on a ℓ𝑣 = 2545.64KJ.kg−1. En utilisant les

paramètres thermoporoélastiques d’une argilite donnée dans la section (5.2.3) avec

une porosité de l’ordre de 𝜑0 = 0.16, l’évaporation partielle de 1% de la fraction mas-

sique de l’eau liquide présente dans la fissure, d’épaisseur 𝜖 ≃ 10 µm, est associée à

une consommation d’énergie de l’ordre de 40 Pa.m. Il s’agit donc d’une contribution

tout à fait comparable à la constante matériau de l’argilite 𝐺𝑐 ∼ 50 Pa.m, dont la

pertinence reste à évaluer dans le cadre d’essais dédiés. En conclusion, la présence

d’une phase fluide saturant le volume où la fissure va nucléer n’intervient pas sur

l’état final de la nucléation puisqu’une partie de ce fluide s’évapore pendant le pro-

cessus. Il est raisonnable alors de représenter la fissure nucléée comme une fissure

sèche. L’analyse thermodynamique du processus d’évaporation du liquide dans le mé-
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canisme de nucléation semble jouer un rôle plus déterminant puisqu’il consomme une

partie de l’énergie disponible pour la nucléation. Elle conduit à la définition d’une

énergie critique 𝐺*
𝑐 > 𝐺𝑐.

5.3 Conclusions

Le caractère brutal de la nucléation de fissures dans un milieu poreux saturé per-

met de supposer en plus d’une évolution adiabatique, une évolution non-drainée de la

phase fluide. En effet, il est raisonnable de considérer que le temps caractéristique du

transport de fluide est grand devant le temps de nucléation, en particulier pour les

milieux poreux peu perméables. Dans le cadre d’un comportement thermoporoélas-

tique réversible, cette considération nous permet de ramener l’évaluation de l’énergie

interne élastique à son expression dans le cas sec en considérant le tenseur d’élasticité

adiabatique non-drainé (5.20).

Une attention particulière a été portée à la représentation de la fissure et des consé-

quences de cette représentation sur l’évaluation de la nucléation. Dans un premier

temps nous avons considéré une fissure nucléée sèche libre de contrainte. L’évaluation

de la nucléation à l’aide du double critère énergétique dans ce cas est similaire au cas

thermoélastique où le taux de restitution d’énergie incrémental est égal au rapport

entre la variation de l’énergie interne du milieu et la taille de la fissure (5.21).

La deuxième représentation consiste à supposer que la fissure nucléée est saturée par

le fluide, à la pression 𝑝F (> 0), qui saturait l’espace poreux avant nucléation (à la

pression 𝑝𝑖). L’estimation de cette pression dans l’état final a été approchée par la

solution du problème inclusionnaire d’Eshelby pour une fissure ellipsoïdale aplatie.

Ce raisonnement conduit à une variation nulle de l’énergie potentielle entre l’état ini-

tial et celui perturbé, qui traduit l’absence de nucléation de fissure, puisque l’état de

contrainte dans la fissure est identique à celui défini dans la configuration de référence.

Dit autrement, la fissure nucléée dans son état final ne peut pas être saturée par le

fluide à la pression 𝑝F . Ce résultat surprenant trouve son explication dans l’analyse
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fine de l’évolution du fluide au cours du processus de nucléation. On a montré que

la chute de pression dans la fissure associée à la nucléation entraîne l’évaporation du

fluide lorsqu’on atteint la pression de cavitation, ce qui nous ramène finalement à une

représentation d’une fissure sèche. Du point de vue énergétique, le changement d’état

qui se produit est accompagné d’une consommation d’une partie de l’énergie interne

ce qui milite pour un retard du processus de nucléation par rapport au cas sec. A

partir du nouveau bilan énergétique, la condition d’initiation de la fissure introduit

une énergie de création de fissure 𝐺*
𝑐 caractérisée par la constante matériau 𝐺𝑐 et

l’énergie de vaporisation caractérisée par la chaleur latente de vaporisation ℓ𝑣. Cette

proposition se présente comme un complément aux réflexions présentées dans [23] sur

la gestion thermodynamique du fluide au cours de la nucléation vers un état final

où la fissure peut être interprétée comme une fissure sèche. L’analyse mérite encore

d’être approfondie, notamment pour clarifier un certain nombre de point tels que la

fraction de fluide évaporée, la température de changement d’état et la température

finale... Il serait intéressant, à ce titre, de pouvoir tester cette conclusion sur des es-

sais standards de type flexion 3 points sur des éprouvettes de milieu poreux sèches et

saturées.

En l’absence de données précises, on suppose dans la suite qu’une fissure nucléée

est sèche et on laisse de côté le temps de l’analyse proposée la prise en compte de

l’évaporation dans le bilan thermodynamique de sorte que le critère de nucléation

s’exprime bien sur l’énergie critique 𝐺𝑐 du matériau étudié. On gardera toutefois à

l’esprit que la prise en compte de l’évaporation dans le bilan énergétique conduit

simplement à exprimer le critère sur 𝐺*
𝑐(> 𝐺𝑐). Cette stratégie se place du côté de la

sécurité.
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Chapitre 6

Nucléation de fissure dans un

contexte thermo-hydro-mécanique
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6.1 Introduction

On propose dans ce chapitre une application de la stratégie d’analyse de la nu-

cléation de fissure en présence de couplages thermo-poroélastiques susceptibles d’être

observée dans le cadre du projet de stockage des déchets radioactifs à Bure (Projet

ANDRA/CIGEO). En particulier, on s’intéresse à la possibilité d’une nucléation de

fissure en mode I dans le domaine géométrique délimité par 2 alvéoles de stockage

pendant la phase d’exploitation. Parmi les phénomènes agissant durant cette phase du

stockage, on souligne la dominance des sollicitations thermiques liées aux dégagements

de chaleur issus des déchets exothermiques. Contrairement à l’étude conduite dans

le chapitre 4 pour la nucléation de fissure lors une chute de température (∆𝑇 < 0),

on s’intéresse ici à un chargement thermique défini par une augmentation de la tem-

pérature (∆𝑇 > 0). En l’absence de couplage poromécanique, on pourrait d’emblée

conclure à l’absence de nucléation de fissure d’origine thermique pour un matériau

homogène, de surcroît dans un état de compression initiale. C’est précisément ce cou-

plage qui permet d’envisager une nucléation de fissure puisque les dilatations ther-

miques différentielles entre les phases solide et liquide génèrent une pressurisation

thermique du fluide susceptible de réaliser les conditions nécessaires pour la nucléa-

tion de fissure. Le présent chapitre sera conduit dans ce cadre d’analyse. On cherchera

dans la suite à prendre position sur la possibilité d’une nucléation de fissure selon que

l’on adopte un critère en contrainte totale ou en contrainte effective. L’objectif de

cette partie est donc d’évaluer les risques de nucléation de fissure dans le but de se

positionner sur la définition d’une charge thermique limite ou encore sur l’espacement

minimal entre les colis pour assurer une stabilité de la roche au sens du double critère

énergétique.
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6.2 Couplages Thermo-hydro-mécaniques en milieu

poreux

6.2.1 Équations constitutives des transferts

Les couplages et interactions des phénomènes de transfert constituent un aspect

important pour l’étude du comportement des milieux géologiques à long terme. Les

phénomènes de transfert majeurs étudiés dans cette partie sont les phénomènes de

transferts thermo-hydrauliques régis par les lois de diffusions macroscopiques, en

conditions isotropes, suivantes:

— Loi de Darcy pour l’écoulement fluide, reliant le débit volumique du fluide 𝑞
𝐻

[𝑚.𝑠−1] au gradient de pression:

𝑞
𝐻
= −𝜆𝐻

𝜇
grad 𝑝

où 𝜆𝐻 : perméabilité intrinsèque (𝑚2)

𝜇 viscosité dynamique (𝑃𝑎.𝑠)

— Loi de Fourier pour la diffusion de chaleur, reliant la densité de flux de chaleur

𝑞
𝑇

[𝑊.𝑚−2] au gradient de température:

𝑞
𝑇
= −𝜆𝑇 grad𝑇

(𝜆𝑇 : conductivité thermique en 𝑊.𝑚−1.𝐾−1)

Dans le cadre d’un couplage thermo-hydro-mécanique, les équations de conserva-

tion de ces transferts sont couplées et se mettent sous les formes généralisées (6.1),(6.2)

et (6.3) précisées dans le cadre de la mécanique des milieux poreux [18] qui font in-

tervenir les dérivées temporelles des variables d’état du système (𝜀, 𝑝, 𝑇 ):

— Hydraulique:
1

𝑀

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑙𝑠

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑏

𝜕(𝑡𝑟 𝜀)

𝜕𝑡
= div(

𝜆𝐻
𝜇

grad 𝑝) (6.1)

où:

M : Module de Biot (𝑃𝑎)

𝑙𝑠 : coefficient de couplage pression température (𝐾−1)
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b : coefficient de biot

— Thermique:

𝑙𝑠 𝑇0
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝜌𝑐

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 3𝛼0𝐾0𝑇0

𝜕𝑡𝑟(𝜀)

𝜕𝑡
= div(𝜆𝑇grad𝑇 ) +𝑄𝑇 (6.2)

où:

𝜌𝑐 : capacité calorifique (𝐽.𝑚−3.𝐾−1)

𝛼0 : coefficient de dilatation thermique drainé (𝐾−1)

𝐾0 : module de compression drainé du milieu poreux (𝑃𝑎)

𝑄𝑇 : puissance thermique produite (𝑊 )

— Équilibre mécanique:

div𝜎 + 𝜌𝑓 = 0 (6.3)

En thermo-poro-élasticité:

𝜎 = 𝜎0 +C𝑑𝑟,𝜃 : 𝜀− 𝑏(𝑝− 𝑝0)− 𝜅(𝑇 − 𝑇0) (6.4)

en conditions adiabatiques non-drainées:

𝜎 = 𝜎0 +C𝑢,𝑎𝑑 : 𝜀 (6.5)

où:

𝜎0 : contrainte initiale (𝑃𝑎)

𝑇0 : température initiale (𝐾)

𝑝0 : pression initiale (𝑃𝑎)

C𝑑𝑟,𝜃 : tenseur d’élasticité isotherme drainé

C𝑢,𝑎𝑑 : tenseur d’élasticité adiabatique non-drainé défini en (5.16)

𝜅 = C : 𝛼 : tenseur des coefficients de dilatation thermiques linéiques.

On montre qu’il est possible de réduire l’équation de conservation thermique (6.2)

dans le cas de géomatériaux et milieux géologiques à une équation découplée puisque
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les termes traduisant le couplage mécanique (3𝛼0𝐾0 𝑡𝑟(𝜀) ≃ 10−1𝐽.𝑚−3.𝐾−1) et hy-

draulique (𝑙𝑠 𝑝0 ≃ 1 𝐽.𝑚−3.𝐾−1) sont négligeables par rapport à la capacité calorifique

des roches [33] qui est de l’ordre de (𝜌𝑐 ≃ 106𝐽.𝑚−3𝐾−1).

Le transfert thermique est dans ce cas découplé du comportement hydromécanique

et peut être traité de manière séparée de façon à déterminer le champ de température.

En revanche, le transfert hydraulique et le comportement mécanique peuvent être

entièrement couplés.

6.2.2 Analyse temporelle des phénomènes de diffusion dans

les argilites

L’équation de conduction de chaleur découplée se met sous la forme suivante:

𝜌𝐶
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝜆𝑇∆𝑇 +𝑄(𝑡) (6.6)

On considère dans la suite les ordres de grandeurs suivants pour les caractéristiques

thermiques de l’argilite du Callovo-Oxfordien [24] :

𝜌𝐶 : capacité calorifique (≃ 2.3 106 𝐽𝑚−3𝐾−1)

𝜆𝑇 : conductivité thermique (≃ 1.9− 2.7 𝑊𝑚−1𝐾−1)

𝜅𝑇 = 𝜆𝑇

𝜌𝐶
: diffusivité thermique

Le temps caractéristique thermique 𝜏𝑇 dépend de la diffusivité thermique 𝜅𝑇 et

de la taille du système notée 𝑑 :

𝜏𝑇 =
𝑑2

𝜅𝑇
=

𝑑2

𝜆𝑇/𝜌𝐶

Le temps caractéristique 𝜏𝐻 de la diffusion hydraulique (6.1) dépend de la per-

méabilité intrinsèque 𝜆𝐻 , la viscosité 𝜇 et du module de Biot 𝑀 selon la relation:

𝜏𝐻 =
𝑑2

𝜅𝐻
=

𝑑2

𝜆𝐻/𝜇

1

𝑀
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Pour une argilite saine, on donne les valeurs numériques suivante [24]:

𝜆𝐻 ≃ 5 10−20 − 5 10−21 𝑚2 ; 𝜇 ≃ 10−3 𝑃𝑎.𝑠 ; 𝑀 ≃ 5500𝑀𝑃𝑎

Le rapport entre les deux temps caractéristiques hydraulique et thermique 𝜏𝐻/𝜏𝑇

permet d’envisager une chronologie entre les deux phénomènes de diffusion. En suppo-

sant un état de la roche non endommagé, où la perméabilité hydraulique intrinsèque

est de l’ordre de 10−21𝑚2, le temps caractéristique des phénomènes hydrauliques est

supérieur au temps caractéristique des phénomènes thermiques.

𝜏𝐻
𝜏𝑇

=
10−19

𝜆𝐻
≃ 102

Cette considération peut être traduite par le fait que l’évolution de la phase fluide

pendant la diffusion thermique est non-drainée. Cependant si on prend en considéra-

tion l’état endommagé de la roche à proximité des parois des alvéoles (EDZ) avant son

colmatage, la perméabilité hydraulique est nettement plus grande (∼5 à 6 ordres de

grandeur). Dans ce cas le rapport entre les temps caractéristiques 𝜏𝐻
𝜏𝑇

ne permet plus

de se placer dans un cadre d’évolution non-drainée, et que la ressaturation progressive

de la zone proche des alvéoles se fait en même temps que la diffusion thermique.

6.3 Modélisation à long terme du problème de

stockage de déchets radioactifs

On se place à présent plus particulièrement dans le contexte du stockage des dé-

chets radioactifs dont la gestion scientifique a été confiée à l’ANDRA. On cherche à

traiter en particulier la problématique du risque de nucléation de fissures dans l’argi-

lite du Callovo-Oxfordien après dépôts et fermeture des alvéoles de stockage (Figure

1-3). En effet le stockage de déchets radioactifs à haute activité (particulièrement

exothermiques) produit des élévations de températures conséquentes dans le massif

de stockage (de l’ordre de 100°C). Le couplage entre le gradient de température et
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le comportement hydromécanique de la roche légitimise la question de la potentielle

nucléation de fissures en traction.

On propose tout d’abord de modéliser les phénomènes de couplage THM dans

le massif pendant la période d’émission thermique dans le but de dégager des zones

susceptibles de se mettre en traction. On pourra par la suite étudier, à partir du

double critère énergétique, la possibilité de nucléation de fissure d’origine thermique.

6.3.1 Architecture du stockage

La disposition des zones de stockage de déchets à haute activité retenue par l’AN-

DRA est sous forme d’un maillage rectangulaire orienté parallèlement à la contrainte

horizontale majeure (Figure 6-1). L’espacement entre deux alvéoles a été déterminé

suivant un dimensionnement thermique de manière à ce que deux alvéoles de 12 mètres

de diamètre soient séparées d’une distance égale à au moins 5 fois le diamètre [24].

Figure 6-1 – Organisation de la zone de stockage C [24]

A partir de cette architecture, il existe deux approches complémentaires de mo-

délisation du stockage.
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Approche globale

Une première approche dite globale visant à étudier le stockage dans son ensemble

à partir de l’analyse du champ lointain. En effet, à une distance suffisamment éloignée,

la zone de stockage est considérée comme une source homogène de chaleur équivalente

à l’ensemble des déchets (Figure 6-2a). Le massif est considéré comme étant saturé

et est faiblement impacté par les perturbations du stockage

L’évolution de la température résultante est caractérisée par un échauffement, sui-

vie d’un refroidissement; qui dépendent de la diffusivité thermique du massif, de la

quantité de déchets dans le stockage et de la vitesse de décroissance de l’émission

thermique. L’évolution de la pression des pores reflète celle de la température: elle se

caractérise par une phase de surpression qui varie entre 35 à 65 ans [55], suivie d’une

dissipation lente.

Quant au comportement mécanique global à partir de l’état de référence défini

au moment de la fermeture du stockage, il est principalement régi par le chargement

thermique imposé. Ce qui conduit à une élévation de la contrainte de compression

en particulier dans le stockage, ainsi que le soulèvement du stockage par dilatation

thermique [38][17]. Une estimation du soulèvement maximal au centre du stockage

est donné dans [33] de l’ordre de 23 cm. De plus les contraintes déviatoriques res-

tent modérées ce qui exclut tout risque d’endommagement lointain. En présence de

contrainte initial de compression, plusieurs études [38], [17] et [33] ont conclu que la

contraction thermique n’est pas en mesure de créer des fracturations dans le massif.

De plus, il est possible de réduire l’intensité de cette contraction en augmentant la

profondeur du stockage.

Cette modélisation a pour but essentiel le dimensionnement de la structure de ma-

nière à assurer la sûreté globale du stockage, cependant elle n’est pas suffisante et

nécessite une étude complémentaire approfondie du comportement local proche de la

zone de stockage.
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Approche locale

Une approche locale s’intéresse au comportement du champ proche au voisinage

immédiat des galeries. Cette modélisation met en jeu de forts couplages thermo-poro-

mécaniques engendrés par les diverses perturbations thermiques et hydrauliques des

alvéoles au fil du temps. Plus on s’éloigne de la zone perturbée plus ces perturba-

tions diminuent et on retrouve l’état initial de la roche en température, pression et

contrainte.

(a) Modélisation globale
du système de stockage

(b) Modélisation localisée
au niveau des galeries de stockage

Figure 6-2 – Représentation géométrique du stockage de déchets radioactifs

C’est dans le cadre de cette approche locale que l’on souhaite se placer pour aborder

la problématique de la nucléation de fissure au voisinage des galeries, en particulier

dans la zone de forte interaction entre les alvéoles de stockage. On considère la repré-

sentation en 2D symétrisée (Figure 6-2b) d’une alvéole de stockage représentée par

un cylindre infini de rayon R plongé dans le massif argileux du Callovo-Oxfordien. On

considère que l’espacement entre deux alvéoles adjacentes est caractérisé par la don-

née du paramètre 𝜂. Ce dernier est défini tel que 𝜂 𝑅 (avec 𝜂 > 1) est la demi-distance

entre les centres des alvéoles.
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6.3.2 État de référence et paramètres thermoporomécaniques

Sollicitations mécaniques

L’état initial de la roche du Callovo-Oxfordien située à environ 500m de profondeur

correspond à un état de contrainte horizontal anisotrope avec un rapport d’anisotropie

(𝜎𝐻/𝜎ℎ ∼ 1.2) issu de [24],[68] et une composante verticale 𝜎𝑣 ≃ 𝜎ℎ de l’ordre de:

|𝜎𝑣| = 12.7 MPa ; |𝜎ℎ| = 12.4 MPa ; |𝜎𝐻 | = 14.8 ∼ 16.2 MPa

Les paramètres élastiques mesurés dans [24], [31] et [15] proposent un module de

Young E entre 4 GPa à 5.6 GPa et un coefficient de Poisson 𝜈 = 0.3.

Sollicitations hydrauliques

Le massif du Callovo-Oxfordien initialement saturé est soumis à une pression

constante équivalente à la pression hydrostatique de l’eau à une profondeur d’envi-

ron 550m. La pression initiale des pores est de l’ordre de 4.9 MPa à 5.5 MPa. La

perméabilité hydraulique du COx à l’état initial sain est fournie à partir des données

expérimentaux [20], [71] et [52] pour une valeur moyenne de 4.18 10−20 m2. Suite à la

création des galeries, une zone fortement endommagée se forme à proximité des parois

qui entraîne localement une très forte augmentation de la perméabilité de l’ordre de

5 à 6 ordres de grandeur par rapport au matériau initialement sain [66] [20]. Lors de

l’excavation, une décharge hydraulique instantanée se produit au niveau du champ

proche. Ce phénomène est accompagné d’une désaturation progressive par la venti-

lation des galeries en phase d’exploitation. A la suite de la fermeture des galeries,

après la phase d’exploitation, une ressaturation progressive du champ proche devrait

permettre à l’argilite de recouvrer sa perméabilité initiale et de refermer les fractures

de l’EDZ par phénomène d’autocolmatage [5].
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Modélisation thermoporomécanique

Dans le but de mettre en valeur la démarche présentée dans le chapitre 5 pour

la nucléation de fissure en milieu poreux, on considère que l’argilite est dotée d’un

comportement thermoporoélastique. Conscient du fait que cette modélisation est loin

de rendre compte de tous les phénomènes susceptibles de se produire pendant la durée

de vie du stockage (comportement viscoplastique, fluage...), elle reste néanmoins un

moyen efficace pour aborder le phénomène de nucléation de fissure notamment les

fissures en mode I.

Propriétés thermoporoélastiques Les propriétés poromécaniques de l’argilite du

Callovo-Oxfordien utilisées dans la suite de ce travail issues de campagnes expérimen-

tales sont présentées dans le Tableau 6.1.

Paramètres Φ0(%) 𝐾𝑠 (GPa) 𝐾𝑓 (GPa) 𝐾𝑑 (GPa) 𝑏 𝑀 (GPa)
Valeurs 16.1 21.73 2.2 2.1 0.91 2.15

Table 6.1 – Paramètres poromécaniques mesurées par différents auteurs [70], [53],
[52] et [2] pour un état de compression 𝜎 = 14MPa et une pression de fluide 𝑝 = 4MPa

Les coefficients de dilatation thermique de la phase solide et fluide sont estimés

respectivement dans [46] à 𝛼𝑠 = 1.23 10−5K−1 et 𝛼𝑓 = 2.6 10−4K−1 . Le couplage

thermo-hydraulique est caractérisé par le coefficient de pressurisation thermique [2]

estimé à Λ = −𝑙𝑠𝑀 ≃ 0.15MPa.K−1 .

6.4 Analyse thermique du champ proche

6.4.1 Sollicitations thermiques des déchets

En plus de la distribution initiale de température par gradient géothermique qui

est équivalente à une température constante de l’ordre de 23°C, le massif est soumis

à un flux de chaleur après la mise en place des colis de déchets radioactifs. La prin-

cipale caractéristique de ces déchets, outre leur émission gamma, est le dégagement
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de chaleur accompagnant la désintégration radioactive. On distingue deux grandes

catégories de déchets:

déchets C (vitrifiés) Ce sont les déchets à haute activité issus du retraitement des

combustibles usés qui sont calcinés et dissous à haute température dans une matrice

en verre borosilicaté. L’ensemble est ensuite coulé dans des fûts en acier inoxydable

pour constituer les colis.

Déchets B Ce sont principalement des déchets de moyenne activité et à vie longue

formés de déchets de structures diverses. Ils sont conditionnés dans des fûts en béton

ou en acier.

On s’intéresse aux colis de type C à haute activité où la puissance thermique

(Figure 6-3) passe de 2.5𝑘𝑊 au moment de la vitrification à environ 300𝑊 après 100

ans, et continue de décroître avant d’atteindre des valeurs que l’on peut considérer

négligeables au delà d’une centaine de milliers d’années.

Figure 6-3 – Émission thermique de colis de déchets C au cours du temps [24]
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6.4.2 Évolution de la température dans l’argilite

On se place dans le cadre d’une modélisation plane perpendiculaire à l’axe de l’al-

véole de stockage (Figure 6-2b). Dans le cadre d’une modélisation simplifiée, le milieu

argileux est considéré dans le plan comme un milieu homogène isotrope de conducti-

vité thermique 𝜆𝑇 = 1.9 W.m−1𝐾−1 et de capacité calorifique 𝜌𝑐 = 2.85.106J.m−3.𝐾−1.

Celui-ci est soumis à un flux de chaleur au niveau de la paroi circulaire de rayon 𝑅

de l’alvéole équivalent à la puissance dégagée par le colis. La relation qui relie le flux

thermique par unité de surface Φ et la puissance dégagée 𝑄(𝑡) est:

Φ(𝑡) =
𝑄(𝑡)

𝜋𝑅2

On simule la loi horaire de l’évolution de la puissance thermique dégagée par les colis

(Figure 6-3) sous la forme exponentielle décroissante suivante:

𝑄(𝑡) = 𝑄0𝑒
−𝑡/𝜏 (6.7)

où la valeur initiale de la puissance thermique est 𝑄0 = 2.5kW et 𝜏 ≃ 30 ans repré-

sente la demi durée de vie du colis qui correspond au temps nécessaire pour réduire

de moitié la puissance thermique du combustible.

Le transfert thermique étant découplé du comportement hydromécanique, il est

possible d’accéder à la variation de la température du stockage par résolution de

l’équation de diffusion thermique (6.6).

On applique les conditions aux limites et de symétrie suivantes (Figure 6-4):

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦 → ∞ : 𝑇 (𝑥, 𝑦) = 𝑇 0

(𝑥, 𝑦) ∈ (C ) : 𝑞(𝑥, 𝑦).𝑛 = Φ(𝑡)

𝑥 = 𝜂 𝑅 : 𝑞(𝑥, 𝑦).𝑛 = 0

𝑥 = 0 ; 𝑦 > 𝑅 : 𝑞(0, 𝑦).𝑛 = 0

𝑦 = 0 ; 𝑥 > 𝑅 : 𝑞(𝑥, 0).𝑛 = 0

(6.8)
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On dispose de la solution analytique de la variation de température pour une alvéole

de stockage cylindrique de rayon 𝑅 dans un milieu infini, donnée en (C.13). Cette

expression de la température peut être valable pour des espacements, définis par le

paramètre 𝜂, suffisamment grands pour négliger l’effet de l’interaction entre les solli-

citations thermiques de chaque alvéole. Elle présente l’avantage de discuter l’effet des

différents paramètres sur la réponse thermique locale mais elle ne permet pas, par

construction, d’analyser les effets d’interaction entre les sources de chaleur. Or, c’est

précisément à cette question que l’on souhaite apporter un éclairage, en particulier

sur la possible nucléation de fissure entre les alvéoles. Pour y remédier, on a donc

recours à une résolution numérique de l’équation de la diffusion thermique (6.6) avec

les conditions aux limites données en (6.8) pour un cylindre de rayon 𝑅 = 1m dans

rectangle de dimensions (𝐿, 𝜂 𝑅) où 𝐿 = 10𝑅.

Figure 6-4 – Modélisation du système de stockage symétrisé

Pour un espacement entre deux alvéoles défini par 𝜂 = 5 (c’est-à-dire pour une

distance entre les centres des alvéoles égale à 10× leur rayon), l’évolution de la tem-

pérature dans le massif atteint un maximum au niveau de la paroi du stockage de

l’ordre de 𝑇 ≃ 60°C après une vingtaine d’années, puis se refroidit progressivement

jusqu’à retrouver son état initial après 100-1000 ans (Figure 6-6).

On trace (Figure 6-6b) la variation de la température à différentes distances ho-

rizontales depuis la paroi de l’alvéole (𝑥 = 𝑅, 𝑥 = 2𝑅 et 𝑥 = 5𝑅) (Figure 6-6a) en
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Figure 6-5 – Évolution de la température du milieu dans le temps

fonction du temps. On observe une première phase d’échauffement qui atteint un pic

de température dans le massif après 𝑡𝑐 ≃ 7 ans avec un maximum atteint au niveau de

la paroi du colis de l’ordre de 60°C , suivie d’une phase de refroidissement lente pour

retrouver finalement la température d’équilibre initiale après 200 ans. Le graphe (6-7)

montre l’effet de l’espacement 𝜂 entre les alvéoles sur la variation de température. On

trace le profil de la température le long de l’axe horizontal entre les deux sources de

chaleur pour deux espacements géométriques différents 𝜂 = 5 et 𝜂 = 4. A l’instant

𝑡𝑐 correspondant au pic de température, on observe que le champ de température

est plus important lorsque les sources de chaleur sont proches, en d’autres termes, le

champ de température augmente lorsque l’interaction entre les sources est plus forte.

Cette observation découle du fait que la sollicitation thermique appliquées (6.7) est

représentée par un flux de chaleur Φ(𝑡) au niveau de la paroi des alvéoles.

A partir de l’analyse thermique réalisée, il convient de caractériser l’évolution du

champ de température dans le massif argileux par deux paramètres principaux: par

son intensité, qui correspond à l’intensité de la température atteinte en un point du

domaine, et par l’instant 𝑡𝑐 où cette température est maximale. L’intensité du champ

de température en un instant donné détermine le champ de contrainte thermique au-

quel est soumis le massif. Celle-ci est contrôlée par la puissance thermique des colis
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(a) Localisation des points d’extraction de
température

(b) Variation de la température au cours du
temps

Figure 6-6 – Représentation de la variation de température au voisinage de colis de
stockage au cours du temps

Figure 6-7 – Évolution de la température maximale atteinte pour différents espace-
ments de colis

radioactifs stockés 𝑄0, par leur demi-durée de vie 𝜏 (6.7) et par l’espacement géo-

métrique entre les alvéoles 𝜂. Ainsi, il est possible de réduire la contrainte thermique

dans le massif soit en réduisant la puissance des colis (volume moindre des déchets

dans chaque colis), soit en réduisant la durée de vie des déchets avant leur stockage

ou finalement en choisissant d’augmenter l’espacement entre les alvéoles.

Le deuxième paramètre est l’instant 𝑡𝑐 où la température atteint son pic. En effet,

la nature décroissante de la puissance thermique (6-3) par désintégration radioactive
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fait que le champ de température dans le massif comporte une phase de surchauffe

suivie d’un retour à l’état naturel par refroidissement. Cette phase de refroidissement

envisage une configuration où la variation de température est négative (∆𝑇 < 0),

elle pourrait alors évoquer une possibilité de nucléation de fissure par traction de la

contrainte thermique similaire à celle abordée dans le chapitre 4 par choc thermique.

Cependant cette variation négative de la température est lente par rapport à un choc

thermique, elle est aussi de nature à réduire le gradient thermique dans le massif

rocheux pour retrouver un champ de température avant le stockage non perturbé.

Dans ce sens, une nucléation de fissure pendant la phase de refroidissement n’est pas

envisagée. D’un autre côté, la phase d’échauffement atteint son maximum à l’instant

𝑡𝑐. Celui-ci définit le lieu et l’intensité de la contrainte d’origine thermique maximale

atteinte dans le milieu. Il faut rappeler cependant que cette contrainte thermique ne

va pas dans le sens de la traction puisqu’elle est négative (∆𝑇 > 0). D’un point de vue

thermique, l’instant 𝑡𝑐 correspond à la situation la moins favorable pour la nucléation,

mais ce n’est précisément pas dans ce contexte purement thermoélastique que nous

abordons la problématique puisque la présence d’un couplage thermo-poroélastique

impose de reprendre l’analyse. D’où l’intérêt de déterminer cet instant critique 𝑡𝑐

dans le but d’instaurer une chronologie des phénomènes agissent simultanément sur

la structure, notamment les phénomènes hydriques. Dans le cas d’une surchauffe ra-

pide par rapport au temps caractéristique de la diffusion hydraulique (𝑡𝑐 << 𝜏𝐻 ),

l’analyse section 6.2.2 montre qu’il est possible de considérer que l’évolution de la

phase fluide pendant la diffusion thermique est non-drainée. Le couplage thermopo-

romécanique prédit alors une surpression thermique. Tandis que pour une surchauffe

lente (𝑡𝑐 >> 𝜏𝐻), la phase fluide est susceptible de diffuser dans le massif pour un

effet moindre de la surpression thermique. L’instant 𝑡𝑐 est contrôlé par les paramètres

de diffusion thermique notamment la diffusivité thermique de l’argilite (𝜅) et par la

demi-durée de vie des radionucléides (𝜏). Ainsi plus les déchets radioactifs se désin-

tègrent rapidement plus la diffusion thermique se fait en condition non-drainée. Nous

avons deux effets opposés pour la durée de vie des déchets. L’intensité de la tempé-

rature est proportionnelle à la durée de vie des déchets, tandis que la présence de
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surpression est inversement proportionnelle à 𝜏 .

En résumé, l’analyse de la nucléation de fissure en mode I entre les alvéoles sera

abordée par surpression thermique pendant la phase de surchauffe du stockage dans

un contexte de couplage thermoporoélastique. La phase de refroidissement étant lente

et de nature à réduire le gradient thermique dans le milieu, le risque de nucléation de

fissure pendant cette phase n’est pas envisagé.

6.5 Comportement thermo-poro-mécanique du

stockage à long terme

L’objectif de la modélisation du comportement thermo-poro-mécanique du sto-

ckage est de dégager les zones susceptibles de s’endommager par nucléation de fissures

en mode I suite aux sollicitations thermiques des déchets.

Dans cette perspective, on se propose de porter une attention particulière sur

l’aspect poreux du stockage, notamment la présence d’une pression de fluide et de

son couplage avec la thermique et la mécanique. On évoque dans ce cas la contrainte

effective 𝜎𝑒𝑓𝑓 = 𝜎 + 𝑏 𝑝 comme étant la contrainte qui reprend l’effet de la pres-

sion du fluide dans la structure. La suite propose d’analyser la différence entre cette

contrainte effective 𝜎𝑒𝑓𝑓 et la contrainte totale 𝜎 dans le but de mettre en évidence

d’éventuelles zones de traction selon le choix de la contrainte sur laquelle on choisit

d’exprimer le critère de nucléation.

La modélisation du comportement local à long terme du stockage fait intervenir des

couplages thermo-poro-mécaniques forts dans le sens thermique → mécanique et hy-

draulique → mécanique lorsque la perméabilité est assez élevée. La résolution de ce

type de problème se traite de manière rigoureuse par des calculs numériques par élé-

ments finis en résolvant les équations de diffusions thermique et hydraulique en régime

transitoire couplées aux équations d’équilibre mécanique. On propose dans cette par-

tie de commencer par une résolution simplifiée à partir d’une expression approchée
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du champ de température offrant la possibilité de réaliser des calculs analytiques

dans le but d’évaluer l’effet des différents couplages sur le comportement étudié. Puis

d’enrichir les conclusions obtenues par une résolution numérique par éléments finis

du problème de couplage THM.

6.5.1 Un modèle analytique simplifié

Cette analyse se présente comme une première approximation du comportement

de l’argilite sans interaction entre les colis pour une géométrie idéalisée, dont l’intérêt

est essentiellement de proposer un cadre d’analyse paramétrée.

Hypothèses de résolution

On considère une zone de stockage composée de sphères de rayon 𝑅 équidistantes,

espacées d’une demi-distance 𝜂 𝑅. On suppose que les sources de chaleur agissent de

manière similaire sur le milieu. La périodicité (Figure 6-8) permet de ramener l’étude

à une seule source de chaleur agissant sur l’argilite. Afin de proposer une solution

Figure 6-8 – Modélisation simplifiée de la disposition périodique des colis sphériques

analytique, on suppose de plus que l’espacement entre les alvéoles est suffisamment

grand (𝜂 > 𝜂𝑐) pour négliger leur interaction. On se place ainsi dans le cas d’une

symétrie sphérique d’origine 𝑂 centre de l’alvéole de stockage, et on définit 𝑟 comme

la distance à l’origine. Pour ce premier calcul, on considère que le matériau argilite

est totalement saturé et que l’évolution est non-drainée.
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L’équation de diffusion thermique (6.6) en coordonnées sphériques s’écrit:

𝜕2𝑇

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
=
𝜆𝑇
𝜌𝐶

𝜕𝑇

𝜕𝑡

Le champ de température solution de cette équation de diffusion thermique dans la

configuration géométrique considérée soumise à un flux thermique à la paroi de la

sphère est donné en annexe C par l’expression (C.10). Pour des raisons de simplicité

lors de la résolution mécanique, on considère que la variation de température à un

instant donné se met sous la forme simplifiée suivante:

𝑇 (𝑟, 𝑡) =
Φ(𝑡)

𝜆

𝑅2

𝑟
(6.9)

qui correspond au comportement asymptotique du champ de température solution,

en fonction de la distance radiale 𝑟 et du flux thermique imposé Φ(𝑡) en 𝑟 = 𝑅.

(a) Comparaison entre les deux variations de température
en fonction du temps à deux distance 𝑅 et 2𝑅 de la source de

chaleur

(b) Comparaison entre les deux variations de température
en fonction de 𝑟 à l’instant critique 𝑡𝑐

Figure 6-9 – Comparaison entre les deux variations de température pour la solution
transitoire et stationnaire

Les Figures (6-9) proposent une comparaison entre la variation du champ de tem-

pérature solution de l’équation de diffusion en régime transitoire (C.10) et la solution
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en régime stationnaire explicitée par l’expression (6.9). On observe Figure (6-9a) que

la variation du champ de température solution du problème transitoire converge bien

vers la solution asymptotique stationnaire(6.9) lorsque le temps est suffisamment

grand (𝑡 > 10 ans). A l’instant 𝑡𝑐 correspondant au pic de température, la comparai-

son entre ces deux champs de température en fonction de la distance 𝑟 de la source

de chaleur est présentée sur la figure (6-9b). On observe que l’expression simplifiée

de la variation de température surestime légèrement le champ de température à l’ins-

tant 𝑡𝑐, mais l’allure de celle-ci reste néanmoins proche de celle de la solution exacte

notamment au voisinage de la source de chaleur. C’est précisément sur la base de ce

constat que l’on choisit de retenir la solution stationnaire, plus simple, pour définir

le champ de température utilisé dans le calcul thermoporoélastique.

Conditions initiales et conditions aux limites

Dans la configuration de référence, le comportement de l’argilite est défini par

un état de contrainte en compression isotrope 𝜎 = 𝜎0𝛿 (𝜎0 < 0) et une pression

interstitielle du fluide 𝑝 = 𝑝0. Le champ de température est donné par l’expression

(6.9).

Loin de l’alvéole de stockage l’état du milieu étant non perturbé, le vecteur contrainte

appliqué sur le bord lointain est équivalent à 𝑇 = 𝜎0.𝑛. On suppose en plus une

pression de gonflement dans le bouchon d’argilite envisagée de l’ordre de 4 à 7 MPa.

On écrit les deux conditions aux limites:⎧⎨⎩𝑟 → ∞ : 𝑇 = 𝜎0.𝑒𝑟

𝑟 = 𝑅 : 𝑇 = 𝑝𝑖𝑛𝑡 𝑒𝑟
(6.10)

Résultats et discussion

Les symétries du problème conduisent à rechercher le champ de déplacement so-

lution sous la forme:

𝜉 = 𝜉𝑟(𝑟) 𝑒𝑟 (6.11)
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Le système d’équations à résoudre comporte l’équation d’équilibre (6.3) en utilisant la

loi de comportement thermoporoélastique en condition non-drainée (6.5), et l’équation

de diffusion hydraulique qui se simplifie sous l’hypothèse du caractère non-drainé de

l’argilite sous la forme d’une équation d’état (5.10) reliant la pression à la déformation

et la température.

𝑑𝑖𝑣𝜎 = 0

𝜎 = 𝜎0 +C𝑢,𝑎𝑑 : 𝜀

𝑝 = 𝑝0 −𝑀
(︀
𝑏 : 𝜀(𝑟)+ 𝐿(𝑇 (𝑟)− 𝑇0)

)︀
A partir de l’expression de la variation de température dans le milieu donnée par (6.9)

il est possible de résoudre le système d’équations et on obtient l’expression du champ

de déplacement solution en coordonnées sphériques de la forme:

𝜉𝑟(𝑟) = 𝐴1 𝑟 +
𝐴2

𝑟2
+ 𝐴3 (6.12)

où 𝐴1 et 𝐴2 et 𝐴3 des coefficients définis à partir des conditions aux limites et du

chargement thermique explicités en annexe (D). On montre en particulier que 𝐴1 = 0

pour satisfaire la condition aux limites loin du stockage.

On propose de porter une attention particulière au comportement le long du plan

médiane entre les deux sources thermiques, soit la droite appartenant au plan or-

thogonale au plan du stockage (𝑂𝑥𝑦), et éloignée de la demi-distance 𝜂 𝑅 (droite en

rouge sur la Figure. 6-10). On s’intéresse alors aux champs de contrainte totale 𝜎 et

effectif 𝜎 + 𝑏𝑝 et leurs projections dans le plan (𝑂𝑥𝑦).

Milieu non confiné (𝜎0 = 0) Dans un premier temps, on considère le milieu

comme étant exempt de précontrainte (𝜎0 = 0) ainsi qu’une pression nulle appliquée

sur la paroi de la sphère (𝑝𝑖𝑛𝑡 = 0). La variation positive de température ∆𝑇 > 0

induit une contrainte thermique de compression (𝜎𝑡ℎ = −𝜅∆𝑇 > 0) qui crée une

zone de compression au voisinage de la source thermique (Figure 6-11a). On montre

que la contrainte totale horizontale est bien en compression (𝜎𝑥𝑥 < 0) à différentes
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Figure 6-10 – Schéma d’une galerie de stockage sphérique avec le plan de symétrie
entre 2 alvéoles

distance de la source de chaleur. Celle-ci est maximale au voisinage de la paroi (𝜂 = 1)

est diminue plus on s’éloigne de la source de chaleur pour converger vers son état non

perturbé.

La figure (6-11b) trace la variation de la pression du fluide le long de la médiatrice

entre les deux sources thermiques. On observe que le milieu est en surpression, en-

gendrée par l’élévation de température, et que cette pression est décroissante en 𝑧 de

valeur maximale atteinte en 𝑧 = 0, de l’ordre de 30 MPa pour 𝜂 = 1. La variation de

la pression s’exprime analytiquement sous la forme:

∆𝑝 =
𝐾1

𝑟
∆𝛼 +

𝐾2

𝑟
𝛼𝑠 (6.13)

où 𝐾1 et 𝐾2 sont des coefficients dépendant des paramètres thermo-poro-mécaniques.

L’écriture détaillée de 𝐾1 et 𝐾2 est fournie en annexe. Dans le premier terme 𝐾1

de l’expression (6.13), on retrouve le rôle joué par la différence des dilatations ther-

miques entre les deux phases solide et fluide (∆𝛼 = 𝛼𝑓 − 𝛼𝑠) dans le mécanisme de

pressurisation thermique. Cette surpression est de l’ordre de 26 MPa. Cependant, on
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retrouve également un terme de surpression supplémentaire qui ne fait intervenir que

la dilatation thermique du solide. La présence de ce terme est imputable à la non

uniformité du champ de température dans le massif. Pour une dilatation thermique

différentielle nulle (∆𝛼 = 0), soit un même coefficient de dilatation thermique pour

les deux phases, la surpression est de l’ordre de 4 MPa (∼ 13% de la surpression

thermique).

(a) Variation de la contrainte horizontale totale (b) Variation de la pression le long de la médiatrice pour diffé-
rentes valeur de 𝜂

Figure 6-11 – Représentation de la variation de de la contrainte totale et de la
pression le long de la médiatrice pour différentes valeurs de 𝜂.

On trace sur la figure (6-12) la variation de la contrainte effective horizontale

𝜎𝑒𝑓𝑓
𝑥𝑥 = 𝜎𝑥𝑥 + 𝑏 𝑝 (avec 𝑏 = 0.91) le long de l’axe vertical à une distance 𝜂 𝑅 de la

source de chaleur. Contrairement au champ de contrainte total (Figure 6-11a) qui est

en compression (≃ 12 MPa), on observe que la contrainte effective se met en traction

à des distances de la paroi pouvant atteindre 𝜂𝑐𝑅 de l’ordre de 𝜂𝑐 ≃ 11. C’est le terme

de surpression (≃ 30 MPa), supérieur à l’état de compression, qui met en traction la

contrainte effective.

On peut dans ce cas conclure que le choix d’un critère de nucléation en contrainte

totale ne permet pas d’envisager une nucléation de fissure en mode I puisqu’il n’existe

pas de zone de contrainte totale en traction. Par contre, le résultat obtenu indique qu’il
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est possible d’identifier des zones de contrainte effective en traction dans le matériau

hôte. Cela signifie que si l’on adopte un critère de nucléation sur la contrainte effective,

on peut envisager un scénario de nucléation de fissure en mode I basée sur le double

critère énergétique.

Figure 6-12 – Représentation de la variation de de la contrainte effective le long de
la médiatrice pour différentes distance de 𝜂.

État de compression in-situ Après avoir mis en évidence le lien entre le char-

gement thermique et l’existence potentielle d’une contrainte effective en traction, on

souhaite se rapprocher de la situation réelle du stockage en tenant compte d’un état

de contrainte de confinement non nulle 𝜎0 < 0 isotrope de l’ordre de 12.5 MPa.

La contrainte totale le long de la droite médiatrice est en compression puisque l’état de

confinement non nul vient se rajouter à la compression d’origine thermique, on atteint

des valeurs maximales compressives de l’ordre de 25 MPa. Pour mettre en évidence

l’effet de cette état de compression in-situ, on trace le long de la droite médiatrice, la
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variation relative de la contrainte totale 𝜎𝑥𝑥 par rapport au champ de contrainte en

condition non-confinée 𝜎𝑛𝑐 (Figure 6-13). On observe que le rapport
𝜎

𝜎𝑛𝑐
> 1 et crois-

sant en 𝑧. Le fait que l’état de contrainte converge, lorsque l’on s’éloigne de la source

thermique, vers un état non perturbé justifie le rapport croissant puisque 𝜎𝑛𝑐 → 0.

Dans la zone proche de la source thermique, l’état de contrainte totale atteint le double

de la contrainte en condition non-confinée. L’évaluation de la pression du fluide, pour

Figure 6-13 – Variation relative de la contrainte totale en compression in-situ par
rapport à la contrainte totale en conditions non-confinée

un champ de déplacement solution qui s’écrit sous la forme (6.12), ne dépend pas de

l’état de contrainte initial 𝜎0. L’expression analytique de cette pression donnée en

(6.13) reste inchangée. On conclut dans ce cas que la contrainte effective diminue en

raison de la contrainte initiale 𝜎0. On trace sur la figure (6-14a) la variation de cette

contrainte effective en fonction de la hauteur 𝑧 sur la droite médiatrice. On observe

effectivement que la zone de traction est maximale en 𝑧 = 0 et s’annule à partir d’une

hauteur 𝑧 > 𝜂𝑐𝑅, 𝜂𝑐 étant le paramètre d’espacement qui définit la distance maxi-

male de la zone de traction. Le graphe (6-14b) montre en particulier la localisation de
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cette zone traction en fonction du paramètre d’espacement 𝜂𝑐. Cette zone de traction

diminue plus on s’éloigne de la source avant de disparaître en 𝜂𝑐 = 1.39.

(a) Variation de la contrainte effective (b) Emplacement de la zone de traction en contrainte effective

Figure 6-14 – Représentation de la variation de de la contrainte effective ainsi que
la zone de transition en compression

On peut également noter que l’application d’une pression non nulle sur la pa-

roi de la galerie (qui correspond à la pression de gonflement du bouchon argileux

par ressaturation) réduit légèrement l’intensité ainsi que la zone de traction de la

contrainte effective. Pour une pression de gonflement envisagée par l’ANDRA de

l’ordre de 𝑝𝑖𝑛𝑡 = 7 MPa, la zone de traction disparaît à partir de 𝜂𝑐 = 1.28.

Conclusions

On a considéré dans cette partie un cadre morphologique simplifié du stockage qui

permet de proposer une analyse paramétrée simplifiée. On a conclu dans un premier

temps que le champ de contrainte totale dans le milieu est gouverné par la contrainte

de compression initiale présente dans le massif 𝜎0 < 0, et par une contrainte ther-

mique 𝜎𝑡ℎ < 0 liée à l’élévation de la température suite au stockage des déchets

exothermiques. De toute évidence, dans le cadre simplifié proposé ici une nucléa-

tion de fissure en mode I d’origine thermique est impossible si l’on raisonne sur les

contraintes totales puisque celles-ci sont compressives en tout point.
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Les conclusions sont différentes si le critère de nucléation de fissure porte sur la

contrainte effective 𝜎 + 𝑏 𝑝 𝛿. En effet, le chargement thermique est susceptible d’in-

duire un état de contrainte effective en traction à cause du mécanisme de pressuri-

sation thermique en conditions non-drainées. En particulier, nous avons montré que

cette surpression est composée d’un terme qui reprend l’effet de la dilatation ther-

mique différentielle entre les deux phases fluide et solide, en plus d’un terme supplé-

mentaire faisant intervenir uniquement la dilatation thermique du solide. La présence

de cette surpression supplémentaire non négligeable correspond à plus de ∼ 13% de la

surpression thermique totale pour les valeurs numériques considérées. Lorsque cette

surpression dépasse la contrainte totale, nous avons une traction en contrainte ef-

fective qui est maximale sur le plan horizontale du stockage. L’absence d’un état de

précontrainte initiale 𝜎0 = 0 représente l’état le plus défavorable avec une surpres-

sion thermique nettement supérieure à l’état de contrainte totale. Tandis qu’un état

initiale en compression 𝜎0 < 0 réduit l’intensité de la contrainte effective, et met en

évidence l’existence une distance limite de traction 𝜂𝑐𝑅 de la source de chaleur. Pour

les valeurs numériques considérées et un état de compression in-situ 𝜎0 = −12.5 MPa,

celle-ci est de l’ordre de 𝜂𝑐 = 1, 39 sans pression interne de gonflement sur la paroi de

la source et de l’ordre de 𝜂𝑐 = 1.28 avec une pression 𝑝𝑖𝑛𝑡 = 7 MPa.

Les résultats présentés suggèrent donc qu’un scénario de nucléation d’une fissure

verticale en mode I entre deux alvéoles de stockage est envisageable pendant la phase

de réchauffement si l’on adopte un critère de nucléation en contrainte effective. Dans ce

cas, le mécanisme de pressurisation est le principal moteur de cette nucléation. Cette

pressurisation dépend notamment de l’intensité du flux thermique imposé. Plus celui-

ci est important plus la surpression engendrée est grande et donc une traction effective

élevée. La surpression est aussi reliée à la configuration géométrique du stockage, où

l’accroissement de l’espacement entre les alvéoles milite contre la nucléation de fissure.

L’analyse théorique proposée repose cependant sur une gestion des effets d’interact-

ions qui mérite une analyse plus fine. On propose dans la section suivante de dépasser

cette limitation en développant une stratégie numérique basée sur l’utilisation du code

éléments finis Cast3M (CEA). En particulier, on gère proprement la périodicité des
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alvéoles de stockages dans le but de rendre compte de l’interaction des champs issus

de deux sources voisines.

6.5.2 Modélisation numérique

Afin d’enrichir les conclusions obtenues dans la partie précédente, nous nous pro-

posons de mener une résolution THM par éléments finis du comportement local entre

deux alvéoles de stockage cylindriques supposées infinies.

On considère alors le stockage dans le cadre d’une modélisation en déformations planes

plane comme un rectangle de dimensions (𝐿, 𝜂 𝑅) où 𝐿 = 10𝑅, et on représente les

alvéoles de stockage par des cercles de rayon 𝑅 ∼ 1 m . On reprend alors la même

configuration de référence établie dans la section précédente définie par un état de

contrainte en compression 𝜎 = 𝜎0 et une pression du fluide 𝑝 = 𝑝0 ainsi que la

température initiale 𝑇 = 𝑇0.

Figure 6-15 – Géométrie symétrisée du stockage

Conditions aux limites thermiques On reprend les conditions aux limites ther-

miques exposées dans (6.8) où l’on considère que le milieu est soumis à un flux de

chaleur variable de la forme exponentielle décroissante (6.7), et d’une température
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imposée dans la zone lointaine équivalente à la température initiale 𝑇0 = 23°C en

l’absence de perturbation.

Conditions aux limites hydrauliques On considère que la diffusion hydraulique

est couplée avec le comportement thermomécanique de la roche. Ainsi l’évolution de

la phase fluide, caractérisée par la pression du fluide, obéit à l’équation de diffusion

hydraulique (6.1). A l’instant initial, la pression du fluide est supposée uniforme dans

tout le milieu 𝑝0 = 5 MPa. Celle-ci est maintenue constante dans la zone lointaine au

stockage 𝑦 = 𝐿.

Conditions aux limites mécaniques Les conditions de symétrie par périodicité

imposent un déplacement latéral nul au niveau de l’axe entre les alvéoles 𝑥 = 𝜂 𝑅 et

en 𝑥 = 0 en plus d’un déplacement vertical nul en 𝑦 = 0. Au niveau de la zone de

stockage (C ) on impose une pression de gonflement 𝑝𝑖𝑛𝑡 et on considère que la zone

lointaine n’est pas perturbée.

𝑦 = 𝐿 : 𝑇 = 𝜎0.𝑒𝑦

(𝑥, 𝑦) ∈ (C ) : 𝑇 = 𝑝𝑖𝑛𝑡.𝑒𝑟

𝑥 = 𝜂 𝑅 : 𝜉𝑥 = 0

𝑥 = 0 ; 𝑦 > 𝑅 : 𝜉𝑥 = 0

𝑦 = 0 ; 𝑥 > 𝑅 : 𝜉𝑦 = 0

Résultats et discussion La résolution numérique est réalisée en régime transitoire

thermique et hydraulique en tenant compte du couplage thermo-hydro-mécanique. Les

Figures (6-16) représentent les principaux résultats obtenus pour différentes configu-

rations géométriques définies par 𝜂 = 2, 3 et 5. On trace notamment l’évolution de la

pression du fluide au milieu des deux alvéoles en fonction du temps (Figure 6-16a).

On retrouve la phase de surpression par pressurisation thermique attendue lors de

l’échauffement suivie d’une phase de décroissance avant de retrouver une pression

initiale après des centaines d’années. Quelque soit l’espacement entre les alvéoles (ca-

ractérisé par 𝜂), la pression est maximale pour un temps critique 𝑡* ∼ 3 ans pour les
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données considérées. Elle atteint des valeurs de l’ordre de 25 MPa lorsque 𝜂 = 2, et

diminue lorsqu’on éloigne les alvéoles.

La pression maximale atteint des valeurs de l’ordre de 25 (MPa) pour 𝜂 = 2 après

𝑡* ≃ 3 ans.

(a) Variation de la pression entre deux al-
véoles 𝑦 = 0 en fonction du temps

(b) Variation de la pression maximale le
long de la médiane entre deux alvéoles à
l’instant 𝑡𝑐

(c) Contrainte horizontale totale le long de
la médiane entre deux alvéoles

(d) Contrainte effective horizontale le long
de la médiane entre deux alvéoles

Figure 6-16 – Résultats de la modélisation numérique du stockage

Les figures (6-16b), (6-16c) et (6-16d) tracent l’évolution respective de la pression

𝑝, la contrainte horizontale totale 𝜎𝑥𝑥 et la contrainte effective 𝜎𝑒𝑓𝑓
𝑥𝑥 le long de l’axe

de symétrie entre les alvéoles à l’instant critique 𝑡*. On retrouve des conclusions

similaires à celles proposées dans la résolution analytique, notamment la dominance

d’un état de contrainte totale en compression et la présence d’une contrainte effective

en traction lorsque la surpression est plus importante que la contrainte totale. Cette

traction est maximale sur le plan de symétrie entre deux alvéoles, et disparaît lorsque
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la configuration géométrique est supérieure à 𝜂𝑐 ≃ 3. En d’autres termes, la contrainte

effective n’est pas en traction pour un espacement entre les alvéoles de l’ordre de 6𝑅

(∼ 6 m).

Figure 6-17 – Variation de la température en fonction de 𝑥 depuis la source de
chaleur pour les deux résolutions numérique et théorique

La différence notable entre les deux résolutions réside dans l’intensité de la contrainte

effective et de la taille maximale où celle-ci est en traction 𝜂𝑐 ≃ 3 pour la résolution

numérique et 𝜂𝑐 = 1.28 pour la modélisation simplifiée. Cette observation confirme

l’importance de la représentation géométrique des alvéoles et de la bonne gestion

de l’interaction des champs issus des deux sources thermiques puisqu’elle augmente,

pour un espacement donné, la probabilité de créer une zone de traction en contrainte

effective. Dans le but de mettre en évidence ces effets, il est utile de confronter ces

résultats avec les résultats analytiques obtenues à la section 6.5.1. Pour cela on se

place, en régime transitoire, à l’instant 𝑡𝑐 où la température au niveau de la paroi des

alvéoles de stockages est maximale. En considérant une configuration géométrique

définie par 𝜂 = 2, on trace (Figure 6-17) les variations de la température le long de
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l’axe horizontal 𝑥 obtenues par résolution numérique transitoire, pour des sources de

chaleur sphériques de rayon 𝑅 en 3D et cylindriques dans le plan. On observe que

l’évolution de la température, décroissante en 1
𝑥
, pour la modélisation simplifiée (6.9)

sous-estime le champ de température réel en présence de deux sources de chaleur. En

effet, pour une même géométrie sphérique (les courbes en bleu), l’interaction entre

deux sources de chaleur espacées de 4𝑅 augmente l’intensité de la température lorsque

l’on s’approche du plan médian 𝑥 = 2𝑅. Le choix d’une géométrie cylindrique pour

les sources de chaleur, plus proche de la représentation réelle des alvéoles, augmente

encore plus l’intensité de la température lorsque l’on s’approche du plan médian.

A contrario, les intensités de la contrainte thermique et de la surpression sont

nettement plus importantes dans la modélisation numérique (plus respectueuse des

conditions in-situ) (Figures 6-18).

On retrouve aussi (Figure 6-18b) que la contrainte totale en 𝑦 = 0 est plus faible

lorsque l’on se place en condition de symétrie par périodicité (résolution numérique).

(a) Variation de la pression (b) Variation de la contrainte totale

Figure 6-18 – Comparaison entre les variations de la pression et de la contrainte ho-
rizontale totale le long du plan de symétrie entre les alvéoles pour les deux résolutions
numérique et théorique

La présence d’une surpression plus importante à cause d’un échauffement par deux

sources de chaleur en plus d’une contrainte totale plus faible en 𝑦 = 0 conduisent à

l’apparition d’une traction en contrainte effective plus intense pour des espacements
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𝜂 plus grands (Figure 6-19). On conclut donc que la prise en compte de manière plus

Figure 6-19 – Variation de la température le long du plan de symétrie entre deux
alvéoles (𝜂 = 2) pour les deux résolutions numérique et théorique

rigoureuse de la distribution périodique des alvéoles de stockage de forme cylindrique

(en déformations planes) et de l’interaction entre ces sources thermiques conduit à la

présence d’une contrainte effective en traction beaucoup plus avancé.

On rappelle que l’existence d’une zone en traction représente un pré-requis à

tout scénario de nucléation. Toute l’analyse conduite jusqu’à présent montre que

l’utilisation d’un critère en contrainte effective permet d’envisager un scénario de

nucléation de fissures verticales entre les alvéoles de stockage en 𝑦 = 0. Il ne reste à

présent qu’à évaluer la possibilité de cette nucléation à l’aide du critère énergétique

et de déterminer éventuellement la taille des fissures et l’instant de leur apparition

dans les conditions définies.
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6.6 Nucléation de fissure dans la zone de stockage

6.6.1 modélisation de la fissuration

L’analyse de la nucléation s’appuie sur la considération d’un état avant et d’un

état après nucléation pour déterminer le taux de restitution d’énergie incrémental

(5.2). Sur la base de l’analyse réalisée dans les sections précédentes, la modélisation

du milieu fissuré consiste à introduire une discontinuité géométrique de taille ℓ en

𝑦 = 0 le long de l’axe vertical entre les deux sources de chaleur représentés par des

cercles de rayon 𝑅 en déformations planes (fidèle à la géométrie cylindrique réelle) et

espacées entres elles d’une distance 𝐿 = 𝜂 𝐷.

Le problème initial est défini de manière similaire à celui présenté dans la sec-

tion 6.5.2 de la résolution numérique. L’état fissuré correspond à l’introduction d’une

fissure caractérisée par un déplacement libre en 𝑦 ∈ [0, ℓ] en vérifiant à tout ins-

tant la condition de non pénétration des deux surfaces de la fissure (J𝜉K.𝑛 ≥ 0). Les

conditions aux limites mécaniques s’écrivent:

𝑦 → ∞ : 𝑇 = 𝜎0.𝑒𝑦

(𝑥, 𝑦) ∈ (C ) : 𝑇 = 𝑝𝑖𝑛𝑡.𝑒𝑟

𝑥 = 𝜂 𝑅 ; 0 < 𝑦 < ℓ : 𝑇 = 0

𝑥 = 𝜂 𝑅 ; ℓ < 𝑦 < 𝐿 : 𝜉𝑥 = 0

𝑥 = 0 ; 𝑦 > 𝑅 : 𝜉𝑥 = 0

𝑦 = 0 ; 𝑅 < 𝑥 < 𝜂 𝑅 : 𝜉𝑦 = 0

On rappelle que le critère de nucléation énergétique utilisé stipule que nous avons

une nucléation de fissure si l’énergie emmagasinée dans le milieu est suffisante pour

créer de nouvelles surfaces et que celles-ci sont stables. En d’autre termes, le taux

de restitution d’énergie incrémental 𝐺𝑖𝑛𝑐 doit atteindre l’énergie critique 𝐺𝑐 en son

maximum (2.14). Ce taux de restitution d’énergie incrémental dépend notamment de

la géométrie et du chargement du problème. Pour notre calcul transitoire, 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ, 𝑡)

est une fonction du temps 𝑡 et de la taille de la fissure ℓ. Pour cela, il est nécessaire
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de résoudre les deux problèmes avant nucléation (𝑖) et après nucléation (F ) à chaque

pas de temps 𝑡 et pour chaque incrément de taille de fissure ℓ.

L’expression du 𝐺𝑖𝑛𝑐 est donnée en fonction de l’état de contrainte 𝜎𝑖 solution du

problème avant nucléation et de la perturbation de déformation 𝛿𝜀 = 𝛿𝜀F −𝛿𝜀𝑖 selon

l’expression (5.21) que l’on réécrit sous la forme:

𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ, 𝑡) = −1

ℓ

∫︁
Ω

(︂
𝜎𝑖(𝑡) : 𝛿𝜀(ℓ, 𝑡) +

1

2
𝛿𝜀(ℓ, 𝑡) : C𝑢,𝑎𝑑 : 𝛿𝜀(ℓ, 𝑡)

)︂
𝑑Ω (6.14)

L’analyse de la convergence du calcul numérique (Tableau 6.2) montre que le choix

d’une densité de maillage de l’ordre de ℓ/30 au niveau de la fissure est suffisante pour

avoir une bonne précision des résultats.

Densité ℓ/20 ℓ/30 ℓ/40
Nombre de Noeuds 5 797 21 923 100 000
Variation 𝐺𝑖𝑛𝑐/𝐺

*
𝑖𝑛𝑐 0.9485 1.0043 1

temps de calcul 30min 2h30min 10h

Table 6.2 – Convergence du calcul numérique pour la nucléation de fissure entre les
alvéoles de stockage

Nucléation d’une fissure dans un état non confiné (𝜎0 = 0)

On considère, dans un premier temps, la situation la plus défavorable qui corres-

pond à un état non confiné du milieu (𝜎0 = 0). Nous avons montré (Section 6.5.1)

que cette situation maximise la traction en contrainte effective dans le stockage.

Le calcul du taux de restitution d’énergie incrémental à chaque pas de temps et de

taille de fissure permet de tracer la Figure (6-20). Elle montre l’évolution de 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ, 𝑡)

pendant la phase transitoire du stockage pour une configuration géométrique définie

par 𝜂 = 1.35. On observe que la courbe de 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) augmente au cours du temps jus-

qu’à atteindre un maximum en 𝑡* ≃ 3 ans avant de s’affaiblir progressivement. Cette

évolution correspond bien aux phases de réchauffement et refroidissement du charge-

ment thermique. De plus, on observe que le taux de restitution d’énergie incrémental
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Figure 6-20 – Variation du taux de restitution d’énergie incrémental 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ, 𝑡) à
différents instants pour une configuration géométrique définie par 𝜂 = 1.35

présente bien un maximum ce qui implique qu’une nucléation de fissure est possible.

Pour une valeur numérique du seuil critique 𝐺𝑐 = 26 Pa.m, une fissure de taille

ℓ𝑐 ≃ 0.26𝑅 nucléée après environ 0.1 𝑡* soit 𝑡𝑐 ≃ 75 jours du début du dégagement

de chaleur par les colis.

On étudie par la suite l’effet de l’espacement entre les alvéoles de stockage sur la

nucléation en faisant varier le paramètre d’espacement 𝜂. On trace figure (6-21) la

courbe de 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) à l’instant 𝑡𝑐 où celles-ci atteignent le seuil critique 𝐺𝑐. On observe

que la nucléation de fissure est possible pour des valeurs d’espacement allant jusqu’à

𝜂 = 1.45. Aucune nucléation de fissure n’est possible au delà de cet espacement pour la

valeur de 𝐺𝑐 considérée. Cette observation est confirmée par le graphe (figure (6-22b)

qui trace l’évolution de l’instant critique de nucléation 𝑡𝑐(𝜂) en fonction du paramètre

d’espacement 𝜂. On observe en particulier que 𝑡𝑐 est croissant avec le paramètre

d’espacement 𝜂 tout en restant inférieur au pic de chaleur 𝑡𝑐 ≤ 𝑡*.

L’instant critique 𝑡𝑐 où la nucléation de fissure survient dépend de la diffusion ther-

mique dans le stockage définie par son pic thermique 𝑡*. La nucléation est de ce fait

retardée lorsque les sources de chaleur sont éloignées. Cette conclusion est compatible

avec l’analyse thermique conduite dans la section (6.4) qui relie l’intensité du champ
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Figure 6-21 – courbes de 𝐺𝑖𝑛𝑐(ℓ) à l’instant critique de nucléation pour différentes
valeurs de 𝜂

thermique à l’espacement géométrique entre les alvéoles. Lorsque cette espacement

est faible, l’intensité de la variation de température est plus grande ce qui implique

un taux de restitution d’énergie plus important et ainsi une nucléation plus rapide.

Au delà d’un espacement de 1.45𝑅 la nucléation de fissure n’est plus possible puisque

le taux de restitution d’énergie incrémental n’atteint jamais le seuil d’initiation 𝐺𝑐.

La taille de fissure ℓ𝑐 diminue plus les alvéoles de stockage sont éloignées les unes

des autres. Avec des tailles de fissure allant de ℓ𝑐 ≃ 0.34 𝑅 pour 𝜂 = 1.25 jusqu’à

ℓ𝑐 ≃ 0.24 𝑅 pour 𝜂 = 1.4 (Figure 6-22a).

On conclut qu’en l’absence d’un état de confinement, si la disposition des al-

véoles de stockage est suffisamment dense (< 1.45𝑅), on prédit une nucléation de

fissure entres ces alvéoles. Cette nucléation survient pendant la phase d’échauffement

du milieu, avec des tailles fissures de l’ordre de 0.34𝑅 pour les valeurs numériques

considérées.
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(a) Variation de la longueur de nucléation pour diffé-
rents espacements 𝜂

(b) temps critique de nucléation pour différents espace-
ments 𝜂

Figure 6-22 – Paramètres de nucléation en fonction de l’espacement

En présence d’un état de confinement in-situ

Un moyen de s’opposer à cette nucléation de fissure consiste à réduire l’inten-

sité de la contrainte effective. Nous avons montré dans l’analyse du comportement

thermo-poro-mécanique (6.5.1) qu’un état initial de contrainte en compression limite

la présence d’une contrainte effective en traction au voisinage proche des sources de

chaleur. A partir de cette conclusion, on s’attend à ce que la prise en compte de l’état

de compression initial in-situ empêche tout mécanisme de nucléation.

Une résolution numérique du problème de nucléation dans ces conditions proches

de la situation réelle montre, en présence d’un état de contrainte en compression

in-situ (𝜎0 = 12.5 MPa), que le taux de restitution d’énergie incrémental n’atteint

jamais le seuil de nucléation de fissure. Il est en particulier évanescent 𝐺𝑖𝑛𝑐 → 0. Cette

observation tient son origine dans le fait que le champ de déformation perturbé entre

l’état final et initial est asymptotiquement nulle 𝛿𝜀 = 𝜀F − 𝜀𝑖 ≃ 10−16. En effet la

relation proportionnelle entre le taux de restitution d’énergie incrémental et le taux

de perturbation de déformation explicitée dans (6.14) montre qu’un état de déforma-

tion en condition fissurée équivalent à l’état de déformation non fissurée (𝜀F ≃ 𝜀𝑖)

n’est pas associé à une restitution d’énergie assez grande pour nucléer une fissure.
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L’analyse proposé dans ce cas suggère que l’état de contrainte in-situ en compression

exclu le risque de nucléation de fissure pour l’intensité de flux de chaleur considéré

∆𝑇𝑚𝑎𝑥 ≃ 60°C. D’autre part, la configuration géométrique réelle du stockage envisage

un espacement entre les alvéoles au moins 5 fois le diamètre des alvéoles (𝜂 = 5) qui

est suffisamment éloigné pour réduire l’interaction entre les alvéoles et réduire encore

plus le risque de nucléation.

Le stockage en profondeur de déchets exothermique est confronté à un risque de

nucléation de fissure en mode I. Celui-ci est accentué par l’intensité du dégagement

de chaleur, représenté par l’élévation du champ de température dans le massif, et

par l’interaction entre les différentes alvéoles de stockage disposées périodiquement.

Dans le cas d’une roche hôte saturée avec une faible perméabilité hydraulique, la

surpression thermique est l’élément moteur d’une possible nucléation de fissure entre

les alvéoles de stockage dans le cadre d’un critère en contrainte effective. Cette piste

est confirmée grâce au critère énergétique qui prédit une nucléation de fissure dans

certaines conditions de chargement et d’espacement pendant la phase transitoire de

l’échauffement.

Par la suite, l’évolution du chargement thermique entre l’instant de nucléation

et le pic de température peut envisager une propagation stable de la fissure nucléée.

Cependant une gestion précise du couplage entre la diffusion thermique et la ressatu-

ration de la fissure supposée sèche est nécessaire pour se prononcer sur l’évolution de

la fissure. D’un autre coté, la diffusion de la température emmagasinée à l’intérieur

de la fissure suite à la nucléation est favorable à la propagation de la fissure. En effet,

contrairement à la problématique du choc thermique (Chapitre 4) où le moteur de la

propagation est une contraction par chute de température, l’élévation de la tempéra-

ture à l’intérieur de la fissure dans le cas de la problématique du stockage de déchets

exothermique en milieu poreux est favorable à l’évolution de la fissure.

Il est important de souligner que l’on a écarté, pour des raisons de simplifica-

tion, la prise en compte de l’état endommagé de l’argilite autour des alvéoles. Il est

évident que la prise en compte de cet endommagement est susceptible de modifier
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significativement la cadre d’analyse, notamment sur la comparaison des temps carac-

téristiques des phénomènes thermique et hydraulique. Nul doute qu’il conviendrait

de mener une étude détaillée dans l’esprit de celle présentée. Néanmoins, il semble

raisonnable d’anticiper que la présence d’une zone fracturée autour des alvéoles milite

contre la nucléation de fissure. En effet la perméabilité élevée de la roche conduit à

une ressaturation progressive du champ proche ce qui réduit la surpression thermique.

6.7 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons cherché à étudier les risques de nucléation de fissure

dans le contexte du projet industriel de stockage de déchets radioactifs. En particulier

on s’est intéressé à la phase post-fermeture dominée par des sollicitations thermiques

liées aux dégagement de chaleur des déchets. Après avoir précisé le cadre d’analyse

thermo-hydro-mécanique couplée, nous avons présenté une stratégie de modélisation

local au voisinage des galeries.

Les phénomène de transfert thermique étant découplé du comportement hydro-

mécanique, il est possible d’analyser le champ de température dans le massif rocheux

de manière dissociée des autres variables d’état. On retrouve que la puissance ther-

mique dégagée par les déchets suppose une sollicitation thermique en flux décroissant

au niveau des paroi de chaque alvéole de stockage ce qui engendre une phase de

surchauffe du champ de température suivit d’un retour à l’état naturel par refroidis-

sement progressif. L’intensité de ce champ de température est contrôlé principalement

par la puissance thermique des déchets stockés, leur vitesse de désintégration et par la

disposition géométrique des alvéoles. Après avoir établi la distribution du champ de

température dans le milieu, une analyse thermo-poro-mécanique a été conduite dans

le but de dégager les zones susceptibles de s’endommager par nucléation de fissure en

mode I. Une première modélisation simplifiée du stockage a permis de proposer un

support d’analyse théorique qui révèle que le chargement thermique est susceptible

d’induire un état de contrainte effective en traction à cause du mécanisme de pres-

surisation thermique. Cette pressurisation thermique reprend l’effet de la dilatation
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thermique différentielle entre les deux phases fluide et solide et un effet supplémen-

taire non négligeable lié à la non uniformité du champ de température qui dépend de

la dilatation thermique solide uniquement. Par la suite, cette modélisation a été en-

richies numériquement en considérant une représentation plus complète et rigoureuse

du stockage.

En l’absence de couplages poromécaniques, l’état de compression in-situ couplé aux

contraintes thermiques de compression en présence d’un échauffement interdit tout

scénario de nucléation de fissure en mode I. La prise en compte des couplages poromé-

caniques pose la question de l’écriture du critère en contrainte totale ou en contrainte

effective. En contrainte totale, le rôle de l’état de compression initial et des contraintes

thermiques est inchangé, de sorte que la nucléation de fissure n’est pas envisagée. En

contrainte effective, par contre, on a montré qu’il était possible de mettre en évidence

des zones de traction dans l’environnement des alvéoles de stockage. La pressurisation

thermique apparaît comme le moteur de cette mise en traction puisque son intensité

(composante de traction) est susceptible de dominer sur toute les contributions com-

pressives, selon l’intensité du chargement thermique et l’espacement entre les alvéoles.

On identifie en particulier une localisation potentielle d’une fissuration verticale au

niveau du plan de symétrie entre deux alvéoles adjacentes. La modélisation numérique

(sous Cast3M) a permis de mieux appréhender l’effet d’interaction entre les sources

de chaleur en mettant en avant une plus grande intensité de la contrainte effective

en traction. L’évaluation de la nucléation de fissure à l’aide du double critère énergé-

tique prédit finalement l’apparition d’une fissure pendant la phase d’échauffement du

milieu (phase transitoire) avec des tailles de fissures de l’ordre de 0.24− 0.34𝑅 pour

les données numériques considérées. Nous avons montré que cette nucléation est pos-

sible dans certaines conditions de chargement en l’absence d’un état de contrainte de

confinement in-situ et pour un espacement entre les alvéoles ne dépassant pas 1.45𝐷.

En revanche, la prise en compte de l’état de compression in-situ semble interdire

tout scénario de nucléation de fissure même en contrainte effective. En particulier,

on peut conclure à l’issu de ce travail que les conditions réelles du stockage en terme

de chargement thermique avec une température maximale ne dépassant pas 90°C et
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de configuration géométrique avec un espacement de l’ordre de 5𝐷, sont suffisam-

ment sécuritaires pour éviter toute nucléation de fissure en mode I sous l’action du

chargement thermique issu des déchets exothermiques.
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Chapitre 7

Conclusions et perspectives

7.1 Conclusions

Le travail proposé s’inscrit dans le contexte du projet industriel de stockage en

profondeur des déchets radioactifs à Bure (projet CIGEO/ANDRA), avec comme ob-

jectif d’étudier le comportement à long terme du site. En particulier, il aborde les

risques de nucléation de fissures dans la roche hôte liés au dégagement de chaleur des

déchets après fermeture du stockage. Partant d’une formulation purement énergétique

du critère de nucléation de fissure proposée par T. Carlioz [10], nous nous sommes

intéressés dans un premier temps au cadre thermodynamique approprié pour traiter

la problématique de nucléation. Celui-ci se réfère à une évolution adiabatique pour

un matériau thermoélastique (chapitre 2) et à une évolution adiabatique non-drainée

pour un milieu poreux saturé par un fluide (chapitre 5). En effet, compte tenu du

caractère brutal de la nucléation, il semble judicieux de considérer ce cadre plutôt

qu’une évolution isotherme classiquement utilisée. Cette étude a permis de mettre en

place une formulation simple mais rigoureuse de l’expression du taux de restitution

d’énergie incrémental 𝐺𝑖𝑛𝑐 qui met en oeuvre la variation de l’énergie interne entre

l’état final où la fissure a nucléée et l’état initial avant nucléation. On montre alors que

pour un comportement thermoélastique cette variation d’énergie interne n’est autre

que l’énergie élastique du champ perturbé exprimée à l’aide du tenseur d’élasticité
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adiabatique (2.53), tandis que pour un milieu poreux dont le comportement est ther-

moporoélastique, elle s’exprime par le tenseur d’élasticité adiabatique non-drainée

(5.20).

Un résultat important de cette première partie est l’accès à l’expression analy-

tique de l’élévation de la température à l’intérieure de la fissure suite à la nucléation

en fonction des propriétés du matériau et de l’épaisseur de la fissure (2.63) pour le cas

thermoélastique et (5.24) pour le milieu poreux saturé. Cette expression découle de la

représentation de la fissure comme une zone macroscopique tridimensionnelle appar-

tenant au domaine d’étude dans un état d’endommagement asymptotique ultime qui

n’est plus capable de reprendre les efforts mécaniques. Néanmoins des éclaircissements

doivent être apportés à cette représentation dans le cas d’un milieu poreux saturé no-

tamment avec la présence initiale de fluide dans la zone fissurée. Dans un premier

temps nous avons considéré une fissure nucléée sèche libre de contrainte. L’évaluation

de la nucléation à l’aide du double critère énergétique dans ce cas est similaire au cas

thermoélastique où le taux de restitution d’énergie incrémental est égal au rapport

entre la variation de l’énergie interne du milieu et la taille de la fissure (5.21). La

deuxième représentation consiste à supposer que la fissure nucléée est saturée par le

fluide, à une pression 𝑝F (> 0), qui saturait l’espace poreux avant nucléation. L’esti-

mation de cette pression dans l’état final a été approchée par la solution du problème

inclusionnaire d’Eshelby pour une fissure ellipsoïdale aplatie. Ce raisonnement a per-

mis de conclure qu’une fissure nucléée dans son état final ne peut pas être saturée

par le fluide. Nous avons montré que la chute de pression dans la fissure associée à la

nucléation lorsque l’état de contrainte est en traction (𝜎 > 0) entraîne l’évaporation

du fluide lorsqu’on atteint la pression de cavitation, ce qui nous ramène finalement à

une représentation d’une fissure sèche. Du point de vue énergétique, le changement

d’état qui se produit est accompagné d’une consommation d’une partie de l’énergie

interne destinée initialement à la création de la fissure ce qui milite pour un retard

du processus de nucléation par rapport au cas sec.

A la suite de cette étude théorique de la nucléation de fissure, nous avons présenté

dans le Chapitre 3 différentes stratégies pour mettre en pratique le critère de nucléa-
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tion énergétique accompagnées d’illustrations de problématiques de fissurations afin

de cerner au mieux leur efficacité et leur domaine de validité. La première approche

consiste à résoudre explicitement les deux problèmes sain et fissuré, ou se ramener

par superposition à la résolution d’un problème auxiliaire unique, pour déduire le

taux de restitution d’énergie incrémental. Cependant cette résolution est générale-

ment complexe et nécessite une résolution numérique, par éléments finis par exemple.

Une seconde méthode de résolution par approche variationnelle fournit une approxi-

mation analytique du 𝐺𝑖𝑛𝑐 par un encadrement de cette grandeur avec pour borne

inférieure un taux de restitution d’énergie obtenu par une approche variationnelle en

déplacement et une borne supérieure par une approche variationnelle en contrainte.

Finalement une approche s’appuyant sur les résultats de la mécanique linéaire de

la rupture a été présentée. Elle permet de valoriser différentes méthodes de déter-

mination des facteurs d’intensité de contrainte pour traiter la nucléation de fissure.

Parmi ces méthodes, on utilise la méthode itérative [37] qui fournit l’expression du

facteur d’intensité de contrainte pour une fissure chargée d’une distribution de pres-

sion quelconque. Ces méthodes s’appuient sur la relation entre les facteurs d’intensité

de contrainte et le taux de restitution d’énergie incrémental (3.56) en mode I.

La comparaison entre ces différentes stratégies a été abordée dans le contexte de

la problématique de nucléation de fissures en mode I sous choc thermique dans le

Chapitre 4. Les différentes approches sont en mesure de prédire l’instant exact d’ap-

parition de ces fissures ainsi que leur configuration dans la structure. Si l’on considère

que la résolution numérique par éléments finis est la solution de référence, on retrouve

que l’approche variationnelle en déplacement est la plus efficace et vérifie bien son

statut de borne inférieure du taux de restitution d’énergie incrémental, l’approche

itérative est légèrement moins efficace que l’approche variationnelle mais représente

la méthode la plus facile et la plus efficace à utiliser. Par la suite, Une attention par-

ticulière a été portée sur l’évolution de ces fissures nuclées en lien avec la diffusion

thermique, puisque la nucléation des fissures survient pendant la phase transitoire.

On considère dans ce cas deux scénarios d’évolution possibles: une propagation des

fissures existantes, ou bien, la nucléation de nouvelles fissures entre les fissures exis-
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tantes. On montre à l’aide du critère de propagation quasi-statique des fissures et

du double critère énergétique de nucléation que les deux scénarios considérés sont

possibles et qu’il existe des phases, contrôlées par le paramètre d’espacement, où la

nucléation est dominante et d’autres où la propagation domine. On identifie un état

stable lorsque les fissures sont trop rapprochées de sorte qu’aucune nucléation ou pro-

pagation n’est possible.

Finalement, le travail réalisé aboutit à l’étude des risques de nucléation de fissure

dans le contexte du projet industriel de stockage de déchets radioactifs. On montre

à partir d’une analyse thermo-poro-mécanique du comportement local proche de la

zone de stockage qu’une nucléation de fissure verticale en mode I entre les alvéoles

de stockages est envisageable par traction de la contrainte effective. La pressurisation

thermique, pendant l’échauffement du stockage, apparaît comme le moteur de cette

mise en traction puisque son intensité est susceptible de dominer sur toute les contri-

butions compressives, selon l’intensité du chargement thermique et l’espacement entre

les alvéoles. L’évaluation de la nucléation de fissure à l’aide du double critère énergé-

tique prédit finalement l’apparition d’une fissure pendant la phase d’échauffement du

milieu (phase transitoire) avec des tailles de fissures de l’ordre de 0.24− 0.34𝑅 pour

les données numériques considérées. Nous avons montré que cette nucléation est pos-

sible dans certaines conditions de chargement en l’absence d’un état de contrainte de

confinement in-situ et pour un espacement entre les alvéoles ne dépassant pas 1.45𝐷.

En revanche, la prise en compte de l’état de compression in-situ semble interdire

tout scénario de nucléation de fissure même en contrainte effective. En particulier, on

peut conclure à l’issu de ce travail que les conditions réelles du stockage en terme de

chargement thermique de configuration géométrique avec un espacement de l’ordre

de 5𝐷, sont suffisamment sécuritaires pour éviter toute nucléation de fissure en mode

I sous l’action du chargement thermique issu des déchets exothermiques.
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7.2 Perspectives

Le travail proposé fourni les bases théoriques ainsi que les outils capable d’abor-

der diverses problématiques de nucléation de fissure notamment pour les fissures en

mode I et II. Le choix de ces types de fissures ne représente pas une limitation du

critère, il serait donc intéressant de se tourner vers des applications qui font intervenir

d’autres types de fissures fermées en mode III ou encore des fissures en mode mixte

afin d’élargir les résultats proposés.

Conscient des difficultés que peut présenter une approche expérimentale pour la nu-

cléation de fissure stable, elle en reste cependant un moyen puissant pour valider le

critère énergétique que ce soit pour quantifier les temps caractéristiques de la nucléa-

tion, la taille des fissures et le chargement critique ou encore pour évaluer l’élévation

de température suite à la nucléation.

Un autre point que nous avons aborder et qui nécessite d’avantage d’éclaircissement

est celui de la cavitation lors de la nucléation en milieu saturée (Section 5.2.3). Il

serait intéressant d’aborder cette problématique à une échelle plus fine dans le but

d’évaluer la fraction massique de l’eau liquide qui est susceptible de s’évaporer en

plus de l’évolution du taux de restitution critique 𝐺*
𝑐 dans ce cas. Ce travail peut

être accompagné par une campagne expérimentale visant à caractériser la nouvelle

constante matériau de création de nouvelle surfaces pour un milieu saturée.

Le chapitre 4 (section 4.3) propose une évaluation de l’évolution du système de fis-

sures existant lors d’un choc thermique à partir d’une compétition entre la nucléation

de nouvelles fissures et la propagation de fissures existantes. Cette analyse peut être

approfondie d’avantage en considérant d’autres scénarios d’évolution comme la bifur-

cation de certaines fissures ou encore la nucléation de fissures individuelles.

Finalement la problématique de stockage en profondeur des déchets radioactives pré-

sente plusieurs opportunités d’approfondissement qui peuvent s’inscrire dans le cadre

des remarques évoquées précédemment d’évaporation partielle ce qui conduirai à un

retardement de la nucléation ou encore la prise en compte de l’élévation de la tempé-

rature lors de l’apparition d’éventuelles fissures. Il est intéressant aussi d’enrichir le
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modèle de comportement à long terme de l’argilite de manière à prendre en compte

d’autres phénomènes qui peuvent influencer la nucléation comme le fluage ou encore

aborder l’aspect physico-chimique d’une diffusion de radionucléides sur la nucléation.
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Annexe A

Représentation de l’objet fissure

A.1 Représentation idéalisée et Potentiels d’Airy

Pour les problèmes plans, une méthode classique pour étudier les champs de dépla-

cements, déformations et contraintes au voisinage d’une fissure consiste à s’appuyer

sur l’utilisation du potentiel de contrainte d’Airy et fait appel à des fonctions ana-

lytiques. Dans le cas d’une représentation plane idéalisée de l’objet fissure, l’état de

contrainte local au voisinage de la pointe est relié au potentiel d’Airy Φ par les rela-

tions suivantes,dans un système de coordonnées cylindriques ayant comme origine la

pointe de fissure (Figure A-1):

𝜎𝑟𝑟 =
1

𝑟

𝜕Φ

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2Φ

𝜕𝜃2
; 𝜎𝜃𝜃 =

𝜕2Φ

𝜕𝑟2
; 𝜎𝑟𝜃 =

1

𝑟2
𝜕Φ

𝜕𝜃
− 1

𝑟

𝜕2Φ

𝜕𝑟𝜕𝜃
(A.1)

En l’absence de forces à distance, ce champs de contrainte vérifie automatiquement

les conditions d’équilibre locales:

div𝜎 = 0 (A.2)

Dans le cas d’un comportement élastique linéaire isotrope, il suffit que la fonction

d’Airy soit biharmonique pour vérifier simultanément l’équilibre et la compatibilité
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Figure A-1 – Repère local au niveau de la pointe de fissure

géométrique:

∆∆Φ = 0 (A.3)

L’expression de la solution de l’équation (A.3) pour des structures fissurées a été

proposée par Williams dans [69] sous la forme de développement en séries en puissance

de 𝑟 qui se met sous la forme:

Φ =
∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛+
3
2𝛼𝑛[cos(𝑛+

3

2
)𝜃 − 2𝑛+ 3

2𝑛− 1
cos(𝑛− 1

2
)𝜃]

+
∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛+2[𝛽𝑛cos(𝑛+ 2)𝜃 + 𝛾𝑛cos𝑛 𝜃]
(A.4)

où les coefficients 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 et 𝛾𝑛 sont des fonctions du chargement appliqué et de la

taille caractéristique de la fissure.

— Pour une fissure libre de contraintes, l’expression (A.4) se simplifie par la

condition (𝛾𝑛 = −𝛽𝑛) de sorte que la fonction d’Airy s’écrit:

Φ =
∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛+
3
2𝛼𝑛[cos(𝑛+

3

2
)𝜃 − 2𝑛+ 3

2𝑛− 1
cos(𝑛− 1

2
)𝜃]

+
∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛+2𝛽𝑛[cos(𝑛+ 2)𝜃 − cos𝑛 𝜃]
(A.5)

— Dans le cas d’une fissure chargée par une distribution de pression 𝑝(𝑟) (Fi-

gure A-2). Une expansion sous forme de série de puissance de 𝑟 de la pression

𝑝(𝑟) permet de simplifier l’expression de la fonction d’Airy en ajustant les

termes de même puissance de 𝑟 afin de satisfaire les conditions aux bords

de la fissure. On retrouve alors la relation reliant les coefficients 𝛽𝑛 et 𝛾𝑛 au

chargement appliqué.
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𝛾𝑛 = (−1)𝑛+1 𝑝𝑛
(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)

− 𝛽𝑛

Ce qui permet de simplifier l’expression de la fonction d’Airy sous la forme suivante:

Φ =
∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛+
3
2𝛼𝑛[cos(𝑛+

3

2
)𝜃 − 2𝑛+ 3

2𝑛− 1
cos(𝑛− 1

2
)𝜃]

+
∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛+2
{︁
𝛽𝑛[cos(𝑛+ 2)𝜃 − cos𝑛 𝜃] + (−1)𝑛+1 𝑝𝑛

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)
cos𝑛 𝜃

}︁ (A.6)

Figure A-2 – Fissure chargée d’une distribution de pression 𝑝(𝑟)

A partir de cette définition de Φ, il est possible d’accéder au champ de contraintes

à partir des relations présentées en (A.1). C’est surtout le terme singulier associé à

la puissance (𝑟3/2) de la fonction d’Airy qui traduit la singularité de contraintes au

voisinage de la pointe de fissure. Ce terme est d’ailleurs de nature géométrique et ne

fait pas intervenir les actions de type pression susceptibles d’être considérées sur la

fissure et s’écrit dans le repère polaire locale à la fissure [56]:
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𝜎𝑟𝑟 =
1

4
√
2𝜋𝑟

(𝐾𝐼(−cos
3𝜃

2
+ 5cos

𝜃

2
) +𝐾𝐼𝐼(3sin

3𝜃

2
− 5sin

𝜃

2
))

𝜎𝑟𝜃 =
1

4
√
2𝜋𝑟

(𝐾𝐼(sin
3𝜃

2
+ sin

𝜃

2
) +𝐾𝐼𝐼(3cos

3𝜃

2
+ cos

𝜃

2
))

𝜎𝜃𝜃 =
1

4
√
2𝜋𝑟

(𝐾𝐼(cos
3𝜃

2
+ 3cos

𝜃

2
)− 3𝐾𝐼𝐼(sin

3𝜃

2
+ sin

𝜃

2
))

𝜎𝑧𝑧 = 𝜈(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃) en déformations planes

où on introduit la notion de facteurs d’intensité des contraintes 𝐾𝐼,𝐼𝐼 (𝑀𝑃𝑎
√
𝑚)

[41]. 𝐾𝐼 est associé à une ouverture de fissure en mode I et 𝐾𝐼𝐼 à un glissement en

mode II. Ces facteurs d’intensité de contrainte mesure la singularité de contrainte en

pointe de fissure, et sont définis de la façon suivante:

𝐾𝐼 = lim
𝑟→0

𝜎𝜃𝜃(𝑟, 𝜃 = 0)
√
2𝜋𝑟

𝐾𝐼𝐼 = lim
𝑟→0

𝜎𝑟𝜃(𝑟, 𝜃 = 0)
√
2𝜋𝑟

(A.7)

(A.8)

Fissure en mode I

On considère un milieu contenant une fissure en (𝑦 = 0 et |𝑥| < 𝑎) et soumis à

une traction dans la direction Oy à l’infini. L’état de contrainte lointain 𝜎∞ est défini

par: 𝜎∞
𝑥𝑥 = 𝜎∞

𝑥𝑦 = 0 et 𝜎∞
𝑦𝑦 = 𝜎∞ (𝜎∞ > 0).

La représentation idéalisée de la fissure impose les conditions de discontinuité du

vecteur déplacement et de vecteur contrainte nulle. On écrit alors pour (𝑦 = 0+ et

|𝑥| < 𝑎): 𝜎𝑦𝑦 = 𝜎𝑥𝑦 = 0 et J𝜉𝑦K > 0.

La solution en déplacement du problème le long de la fissure est donnée dans [22] et

s’écrit:

𝑦 = 0+ ; |𝑥| < 𝑎 : 𝜉 =
𝜎∞(1− 𝜈2)

𝐸
(−𝑥 𝑒𝑥 + 2

√
𝑎2 − 𝑥2 𝑒2) (A.9)
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Le saut de déplacement à travers la fissure s’écrit:

|𝑥| < 𝑎 : J𝜉K = 4(1− 𝜈2)
𝜎∞
𝐸

√
𝑎2 − 𝑥2𝑒𝑦 (A.10)

De même le champ de contrainte dans le plan s’écrit:

𝜎𝑥𝑥 = 𝜎∞(
𝑥√

𝑥2 − 𝑎2
− 1)

𝑦 = 0 ; |𝑥| > 𝑎 : 𝜎𝑦𝑦 = 𝜎∞
𝑥√

𝑥2 − 𝑎2

𝜎𝑥𝑦 = 0

(A.11)

(A.12)

(A.13)

On retrouve la singularité de contrainte en pointe de fissure 𝑥→ 𝑎 (Figure A-3b).

Le facteur d’intensité de contrainte défini par la relation (A.7) devient:

𝐾𝐼 = 𝜎∞
√
𝜋𝑎 (A.14)

(a) Fissure de Griffith dans un milieu infini en
traction à l’infini
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(b) Composante radiale 𝜎𝑟𝑟(𝑟, 0) au voisinage de la fis-
sure

Figure A-3 – Représentation de la singularité de contrainte radiale d’une fissure en
traction dans un milieu infini
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A.2 Représentation elliptique de la fissure

Une alternative pour la représentation idéalisée d’une fissure de Griffith en 2D

est la description de la fissure comme une ellipse aplatie (Figure2-1b) dont l’équation

dans le plan Oxy s’écrit:
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑐2
= 1 (A.15)

Avec 𝑋 = 𝑐
𝑎
→ 0 désigne le rapport d’aspect.

Approche de type Eshelby

Dans le cadre de cette représentation, la fissure peut être interprétée comme une

hétérogénéité qui ne reprend pas les contraintes mécaniques avec un tenseur d’élasti-

cité nul. Cette considération permet d’utiliser les résultats du problème inclusionnaire

d’Eshelby [25] pour accéder à la déformation à l’intérieur de la fissure dans le cadre

de conditions aux limites uniformes en déplacement.

On considère un milieu infini élastique linéaire isotrope soumis à une déformation

uniforme 𝐸 à l’infini et contenant une fissure elliptique notée 𝐼 et.

𝜉 → 𝐸.𝑧 ; |𝑧| → ∞ (A.16)

Le tenseur de déformation à l’intérieur de l’ellipse 𝐼 est uniforme est s’écrit sous

la forme suivante [25]:

𝜀𝐼 = (I+ P𝐼 : (C𝐼 − C0))
−1 : 𝐸 (A.17)

où P représente le tenseur de Hill d’un ellipsoïde dans un milieu infini fonction des

propriétés élastiques définies par le tenseur d’élasticité C0 . L’expression explicite de

P pour une inclusion elliptique est présentée dans l’annexe B.

Le tenseur d’élasticité de la fissure étant nul (C𝐼 = 0), l’équation (A.17) devient:

𝜀𝐼 = (I− P𝐼 : C0)
−1 : 𝐸 (A.18)
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Solution d’une fissure en mode I

On reprend le chargement présenté dans la section (A.1) où le milieu est soumis

à une traction 𝜎∞ = 𝜎∞ 𝑒𝑦 ⊗ 𝑒𝑦 (𝜎∞ > 0). Afin d’exploiter le résultat présenté dans

la section précédente pour un problème d’Eshelby, il est nécessaire de chercher le

champ de déformation 𝐸 qui correspond au tenseur de déformation à l’infini associé

au champ de contrainte 𝜎∞. Celui-ci est donné par l’équation d’état de l’élasticité

linéaire en déformations planes:

𝜀∞ = C−1
0 : 𝜎∞ = (1− 𝜈2)

𝜎∞
𝐸

(︀
𝑒𝑦 ⊗ 𝑒𝑦 −

𝜈

1− 𝜈
𝑒𝑥 ⊗ 𝑒𝑥

)︀
(A.19)

Figure A-4 – Problème inclusionnaire d’Eshelby

A partir de l’équation (A.18) et en remplaçant 𝐸 par l’expression du tenseur de

déformation associée à la contrainte appliquée à l’infini (A.19), on écrit, à partir de

l’expression du tenseur de Hill pour une ellipse, l’expression du champ de déformation

à l’intérieur de la fissure sous la forme:

𝜀𝐼 = (1− 𝜈2)
𝜎∞
𝐸

(︂
(
2

𝑋
+ 1)𝑒𝑦 ⊗ 𝑒𝑦 − 𝑒𝑥 ⊗ 𝑒𝑥

)︂
(A.20)

Par ailleurs, le champ de déplacement le long de la fissure étant donné par la
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relation 𝜉𝐼 = 𝜀𝐼 .𝑧, en introduisant l’équation de l’ellipse (A.15) on retrouve:

𝜉𝑥 = −(1− 𝜈2)
𝜎∞
𝐸
𝑥

𝜉𝑦 = ±(1− 𝜈2)
𝜎∞
𝐸

√
𝑎2 − 𝑥2(2 +𝑋)

(A.21)

(A.22)

Étant donné le rapport d’aspect 𝑋 << 1, le saut de déplacement le long de la

fissure est défini par la relation suivante:

J𝜉K = lim
𝑋→0

(︀
𝜉(𝑥,𝑋

√
𝑎2 − 𝑥2)− 𝜉(𝑥,−𝑋

√
𝑎2 − 𝑥2)

)︀
(A.23)

Ce qui donne l’expression du saut de déplacement à travers la fissure, similaire à

celle obtenu par la fissure de Griffith.

J𝜉K = 4(1− 𝜈2)
𝜎∞
𝐸

√
𝑎2 − 𝑥2 𝑒𝑦 (A.24)

Par ailleurs, la continuité du vecteur contrainte à travers la surface de la fissure

𝜕𝐼 libre de contraintes annule les composantes normale et tangentielle du champ de

contraintes 𝜎𝑛𝑛 = 𝜎𝑛𝑡 = 0. La composante non nulle restante s’écrit:

𝜎𝑡𝑡 =
𝐸

1− 𝜈2
𝑡.𝜀𝐼 .𝑡

En pointe de fissure 𝑥 = 𝑎 et 𝑦 = 0, nous avons 𝑡 = 𝑒𝑦, on obtient:

𝜎𝑦𝑦 = 𝜎∞
(︀ 2

𝑋
+ 1

)︀
𝜎𝑥𝑥 = 𝜎𝑥𝑦 = 0

(A.25)

(A.26)

On retrouve bien la singularité de la contrainte normale à la fissure lorsque le

rapport d’aspect tend vers 0, mais contrairement à la fissure de Griffith la contrainte

tangentielle est nulle.
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Annexe B

Problème d’Eshelby généralisé

On considère un milieu infini homogène obéissant à un comportement élastique

linéaire, et C désigne le tenseur d’ordre 4 d’élasticité. On considère que le milieu est

soumis à un état de contrainte initial initial homogène noté 𝜏 .

Figure B-1 – Problème d’Eshelby généralisé

La loi de comportement du milieu s’écrit:

𝜎 = C : 𝜀+ 𝜏 (B.1)
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A l’intérieur de ce milieu est plongée une inclusion ellipsoïdale (respectivement

elliptique en déformation planes) E . L’équation constitutive de l’inclusion, de tenseur

d’élasticité CE et soumise à une contrainte initiale uniforme 𝜏 E s’écrit:

𝜎 = CE : 𝜀+ 𝜏 E (B.2)

Pour une déformation asymptotique 𝐸∞ prescrite à l’infini (Figure B-1), le champ

de déformation à l’intérieur de l’ellipsoïde est uniforme et s’écrit [22]:

𝜀E =
(︀
I+ P :

(︀
CE − C

)︀)︀−1
:
(︀
𝐸∞ − P :

(︀
𝜏 E − 𝜏

)︀)︀
(B.3)

où P est le tenseur de Hill pour un ellipsoïde plongée dans un milieu infini d’élasticité

C.

B.1 Composantes du tenseur de Hill pour une

inclusion sphéroïdale

Pour des propriétés élastiques du milieu définies par un coefficient de Poisson 𝜈

et un module de Young 𝐸, les composantes du tenseur de Hill pour une inclusion

sphéroïdale de rapport d’aspect 𝑋 =
𝑐

𝑎
sont données dans [22].

En introduisant, pour des raisons pratiques, le tenseur 𝑃 ′
𝑖𝑗𝑘𝑙 tel que:

𝑃 ′
𝑖𝑗𝑘𝑙 = (𝜈 − 1)(1−𝑋2)5/2 𝑃𝑖𝑗𝑘𝑙𝐸 (B.4)
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On obtient les expressions suivantes:

𝑃 ′
1111 =

𝑋(1 + 𝜈)

16

(︀
− (4𝑋2(4𝜈 − 1)− 16𝜈 + 13)arcos(𝑋)

+𝑋
√
1−𝑋2(2𝑋2(8𝜈 − 5)− 16𝜈 + 19)

)︀
𝑃 ′
3333 =

(1 + 𝜈)

2

(︀
(1− 4𝜈 + 4𝑋2(𝜈 − 1))𝑋arcos(𝑋)

+
√
1−𝑋2(𝑋2(5− 4𝜈)− 2 + 4𝜈)

)︀
𝑃 ′
1122 =

𝑋(1 + 𝜈)

16

(︀
(1− 4𝑋2)arcos(𝑋) +𝑋

√
1−𝑋2(1 + 2𝑋2)

)︀
𝑃 ′
1133 = −𝑋(1 + 𝜈)

4

(︀
− (1 + 2𝑋2)arcos(𝑋) + 3𝑋

√
1−𝑋2

)︀
𝑃 ′
1212 = −𝑋(1 + 𝜈)

16

(︀
arcos(𝑋)(4𝑋2(2𝜈 − 1) + 7− 8𝜈)

+𝑋
√
1−𝑋2(8𝜈 − 9 + 2𝑋2(3− 4𝜈))

)︀
𝑃 ′
1313 =

(1 + 𝜈)

4

(︀
arcos(𝑋)(𝑋3(1 + 𝜈) + (2− 𝜈)𝑋)

−
√
1−𝑋2((1− 𝜈)(𝑋4 + 2) + 3𝑋2𝜈)

)︀

L’expansion en série de 𝑋 en 𝑋 = 0 de P pour un sphéroïde aplati se simplifie sous

la forme:
𝑃1111 = 𝑋

(1 + 𝜈)𝜋(16𝜈 − 13)

32𝐸(𝜈 − 1)

𝑃3333 = − (1 + 𝜈)

4𝐸(𝜈 − 1)

(︀
4(1− 2𝜈) + 𝜋𝑋(4𝜈 − 1)

)︀
𝑃1122 = 𝑋

𝜋(1 + 𝜈)

32𝐸(𝜈 − 1)

𝑃1133 = 𝑋
𝜋(1𝜈)

8𝐸(𝜈 − 1)

𝑃1212 = 𝑋
𝜋(1 + 𝜈)(8𝜈 − 7)

32𝐸(𝜈 − 1)

𝑃1313 =
(1 + 𝜈)

2𝐸

(︀
1− 𝜋𝑋

2− 𝜈

4(1− 𝜈)

)︀
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Annexe C

Solution de Diffusion thermique

Nous allons dans cette annexe rappeler les résultats analytiques en température

solutions de l’équation de diffusion thermique démontré dans [12] pour les deux types

de conditions aux limites et pour des géométries différentes. &+#Le transfert

thermique par conduction dans un solide qui n’émet pas de chaleur est gouvernée par

l’équation différentielle de la température:

∇2 𝑇 =
1

𝜅

𝜕𝑇

𝜕𝑡
(C.1)

Où 𝜅 (m2𝑠−1) est le coefficient de diffusivité thermique.

𝜅 =
𝜆

𝜌𝐶

Dans le cas où une chaleur est émise par le solide, l’équation (C.1) est remplacé par:

∇2 𝑇 =
1

𝜅

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+𝑄 (C.2)

C.1 Milieu semi-infini

On examine tout d’abord les solutions pour un milieu semi-infini délimité par le

plan 𝑥 = 0 et qui s’étend jusqu’à l’infini en direction de 𝑥 > 0.

231



Condition au limite en température imposée

Soit 𝑇0(𝑥) la température initial dans le milieu, qui n’est pas forcément uniforme. et

𝑇 (0, 𝑡) la température imposée sur la paroi en 𝑥 = 0 L’équation (C.1) se simplifie

dans le cas d’un flux linéaire de la forme:

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
− 1

𝜅

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 0 (C.3)

L’expression du champ de température solution de l’équation différentielle s’écrit dans

chaque cas:

Pour une température imposée constante:⎧⎨⎩ 𝑇0(𝑥) = 0 °C

𝑇 (0, 𝑡) = 𝑇𝑠
: 𝑇 (𝑥, 𝑡) = 𝑇𝑠 erfc

(︂
𝑥

2
√
𝜅𝑡

)︂

Pour le cas général d’une température imposée variable avec le temps, on a:

⎧⎨⎩ 𝑇0(𝑥) = 0 °C

𝑇 (0, 𝑡) = 𝐹 (𝑡)
: 𝑇 (𝑥, 𝑡) =

2√
𝜋

∫︁ ∞

𝑥
2
√
𝜅𝑡

𝐹
(︀
𝑡− 𝑥2

4𝜅𝑢2
)︀
𝑒−𝑢2

𝑑𝑢 (C.4)

Pour une température initiale non uniforme et une température imposée nulle:⎧⎨⎩ 𝑇0(𝑥) = 𝑓(𝑥)

𝑇 (0, 𝑡) = 0
: 𝑇 (𝑥, 𝑡) =

1

2
√
𝜋𝜅𝑡

∫︁ ∞

0

𝑓(𝑥′)
(︀
𝑒−

(𝑥−𝑥′)2
4𝜅𝑡 − 𝑒−

(𝑥+𝑥′)2
4𝜅𝑡

)︀
𝑑𝑥′

Finalement il est possible de combiner les deux solutions pour une température im-

posée et une température initiale donnée pour accéder à la solution en température

du problème.

Condition au limite en flux imposée

Dans le cas d’une condition au limite en flux imposée 𝑞(0, 𝑡) = 𝜑(𝑡) on a:

𝑇 (𝑥, 𝑡) =

√
𝜅

𝜆
√
𝜋

∫︁ 𝑡

0

𝜑(𝑡− 𝜏)𝑒
−𝑥2

4𝜅𝑡
𝑑𝜏√
𝜏
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C.2 Sphère de rayon R dans un milieu infini

On considère une géométrie représentée par un milieu infini contenant une sphère

de rayon 𝑅. Pour cette géométrie la diffusion thermique est radiale et régis par l’équa-

tion de diffusion en coordonnées sphériques de la forme:

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝜅

(︂
𝜕2𝑇

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂
(C.5)

Par changement de variable 𝑢 = 𝑟 𝑇 , l’équation devient:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝜅

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
(C.6)

La solution de la variation de température dans le domaine 𝑟 > 𝑎 pour une tempéra-

ture initial 𝑓(𝑟) et une température imposée sur la paroi de la sphère 𝐹 (𝑡) s’écrit:

𝑇 (𝑟, 𝑡) =
1

2𝑟
√
𝜋𝜅𝑡

∫︁ ∞

𝑎

𝑟′𝑓(𝑟′)

(︂
𝑒

−(𝑟−𝑟′)2
4𝜅𝑡 − 𝑒

−(𝑟+𝑟′−2𝑎)2

4𝜅𝑡

)︂
𝑑𝑟′

+
2𝑎

𝑟
√
𝜋

∫︁ ∞

𝑟−𝑎
2
√
𝜅𝑡

𝐹

(︂
𝑡− (𝑟 − 𝑎)2

4𝜅𝑢2

)︂
𝑒−𝑢2

𝑑𝑢

Pour un flux de chaleur à la paroi de la sphère de la forme:

∀𝑡 > 0 ; Φ(𝑡) = Φ0𝑒
−𝑡/𝑡∞ (C.7)

Il est possible d’envisager une résolution par transformée de Laplace, on pose:

Θ(𝑝) = L {𝑇}(𝑝) =
∫︁ ∞

0

𝑇 (𝑡)𝑒−𝑝𝑡 𝑑𝑡 (C.8)

La solution dans l’espace de Laplace s’écrit:

Θ =
Φ0𝑅

2 𝑡∞

𝜆

𝑒𝑞(𝑅−𝑟)

𝑟(1 + 𝑞𝑅)(1 + 𝑝𝑡∞)
(C.9)

Le calcul de la transformée de Laplace inverse conduit finalement à l’expression
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suivante du champ de température:

𝑇 (𝑟, 𝑡) =
Φ(𝑡)𝑅2

𝜆𝑟

(︂
1− erf

(︂
𝑟/𝑅− 1

2

√︂
𝑡*

𝑡

)︂
−

(︂
1− erf

(︂√︂
𝑡

𝑡*
+
𝑟/𝑅− 1

2

√︂
𝑡*

𝑡

)︂)︂
𝑒(𝑟/𝑅−1) 𝑒𝑡/𝑡

*
)︂

(C.10)

où 𝑡* = 𝑅2

𝜅
. Asymptotiquement pour des temps 𝑡 ≪ 𝜏𝑇 , le régime thermique est

permanent et le champ de température vérifie:

𝑇 (𝑟, 𝑡) = 𝑇0 +
Φ𝑅2

𝜆𝑟
(C.11)

C.3 Cylindre de rayon R dans un milieu infini

La résolution par transformée de Laplace est une méthode classique pour résoudre

l’équation de diffusion dans le cas d’un cylindre circulaire de rayon 𝑅 dans un milieu

infini. Si on se place dans le cas d’un chargement thermique ainsi que pour une

température initiale indépendants de la composantes verticale 𝑧 le long du cylindre

et par invariance par rotation 𝜃, il est possible d’écrire l’équation de diffusion de la

forme:
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝜅

(︂
𝜕2𝑇

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟

)︂
(C.12)

La solution en variation de la température pour un flux de chaleur𝑄 constant appliqué

au niveau du cylindre s’écrit:

𝑇 (𝑟, 𝑡) = −2𝑄

𝜋𝜆

∫︁ ∞

0

(1− 𝑒−𝜅𝑢2𝑡)
𝐽0(𝑢𝑟)𝑌1(𝑢𝑎)− 𝑌0(𝑢𝑟)𝐽1(𝑢𝑎)

𝑢2(𝐽2
1 (𝑢𝑎) + 𝑌 1

𝑖 (𝑢𝑎))
𝑑𝑢 (C.13)
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Où 𝐽0 et 𝑌0 sont les fonctions de Bessel à l’ordre 0, définies pour tout réel 𝑣 par les

relations:

𝐽𝑣(𝑧) =
∞∑︁
𝑟=0

(−1)𝑟(1
2
𝑧)𝑣+2𝑟

𝑟!Γ(𝑣 + 𝑟 + 1)

𝑌𝑣(𝑧) =
𝐽𝑣(𝑧)cos(𝑣𝜋)− 𝐽−𝑣(𝑧)

sin(𝑣𝜋)

(C.14)

(C.15)
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Annexe D

Solution du modèle analytique

simplifié

On considère un milieu poreux saturé infini à température initiale nulle contenant

une source de chaleur sphérique de rayon 𝑅 qui émet un flux thermique constant Φ0.

L’équation de diffusion thermique en régime permanent s’écrit en coordonnées

sphérique:
𝜕2𝑇

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
= 0

La variation de température en régime permanent en coordonnée sphérique s’écrit:

𝑇 (𝑟) =
Φ0

𝜆𝑇

𝑅2

𝑟
(D.1)

Le milieu est doté d’un comportement thermoporoélastique homogène isotrope de

tenseur d’élasticité isotherme drainé C(𝑘𝑑, 𝜇) caractérisé par la loi de comportement:

𝜎 = 𝜎0 +C : 𝜀− 𝑏(𝑝− 𝑝0)− 𝜅(𝑇 − 𝑇0) (D.2)

où 𝑘𝑑 = 𝑘𝑠(1 − 𝑏) avec 𝑘𝑠 est le module de compressibilité du squelette solide. On

suppose en plus que l’évolution est non-drainé. L’expression de la variation de la
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pression s’écrit:

𝑝 = 𝑝0 −𝑀
(︀
𝑏 : 𝜀+ 𝐿(𝑇 − 𝑇0)

)︀
(D.3)

où 𝐿 = −3𝛼̄ Les symétries du problème conduisent à rechercher le champ de dépla-

cement solution sous la forme:

𝜉 = 𝜉𝑟(𝑟) 𝑒𝑟 (D.4)

Le champ de déformation solution de l’équation d’équilibre s’écrit en coordonnées

sphérique:

𝜉𝑟(𝑟) = 𝐴1 𝑟 +
𝐴2

𝑟2
+ 𝐴3 (D.5)

où 𝐴1 et 𝐴2 et 𝐴3 des coefficients définis à partir des conditions aux limites et du

chargement thermique.

𝐴1 = 0

𝐴2 =
𝑅3

4𝜆𝑇

6𝑅𝜇Φ0(𝑀𝐿𝑏− 𝜅) + 𝜆𝑇𝜎0(3𝑘𝑑 + 4𝜇)

𝜇 (3(𝑘𝑑 +𝑀𝑏2) + 4𝜇)

𝐴3 = −3

2

𝑅2Φ0

𝜆𝑇

𝑀𝐿𝑏− 𝜅

3(𝑘𝑑 +𝑀𝑏2) + 4𝜇

La variation de pression se met sous la forme:

∆𝑝 =
𝐾1

𝑟
∆𝛼 +

𝐾2

𝑟
𝛼𝑠 (D.6)

Avec

𝐾1 =
3𝑅2Φ0

𝜆𝑇

𝜑0𝑀(3𝑘𝑑 + 4𝜇)

3(𝑀𝑏2 + 𝑘𝑑) + 4𝜇

𝐾2 =
12𝑅2Φ0

𝜆𝑇

𝑀𝑏𝜇

3(𝑀𝑏2 + 𝑘𝑑) + 4𝜇
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Annexe E

Tableaux fonctions de forme

ℓ/H d/H=0 0.25 0.5 0.75 1.0
0.3 0 1.049 1.643 1.859 1.637
0.4 0 1.245 1.990 2.318 2.103
0.5 0 1.546 2.538 2.968 2.825
0.6 0 2.054 3.472 4.080 4.034
0.7 0 3.138 5.274 6.191 6.327

Table E.1 – Fonction de forme 𝐹 (ℓ, 𝑑) pour 𝐿/𝐻 = 1.25 en fonction de la taille de
fissure ℓ et de l’emplacement du chargement 𝑑 [27]

ℓ/H d/H=0 0.25 0.5 0.75 1.0
0.3 0 1.056 1.668 1.871 1.656
0.4 0 1.280 2.009 2.296 2.112
0.5 0 1.568 2.599 2.982 2.824
0.6 0 2.139 3.483 4.101 4.035
0.7 0 3.207 5.229 6.280 6.353

Table E.2 – Fonction de forme 𝐹 (ℓ, 𝑑) pour 𝐿/𝐻 = 1.00 en fonction de la taille de
fissure ℓ et de l’emplacement du chargement 𝑑 [27]
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ℓ/H d/H=0 0.25 0.5 0.75 1.0
0.3 0 1.100 1.697 1.864 1.681
0.4 0 1.302 2.038 2.295 2.135
0.5 0 1.614 2.612 3.012 2.842
0.6 0 2.129 3.435 4.099 4.043
0.7 0 3.174 5.209 6.284 6.357

Table E.3 – Fonction de forme 𝐹 (ℓ, 𝑑) pour 𝐿/𝐻 = 0.75 en fonction de la taille de
fissure ℓ et de l’emplacement du chargement 𝑑 [27]

ℓ/H d/H=0 0.25 0.5 0.75 1.0
0.3 0 1.296 1.862 1.961 1.847
0.4 0 1.479 2.242 2.422 2.323
0.5 0 1.676 2.752 3.126 3.007
0.6 0 2.193 3.575 4.249 4.146
0.7 0 3.190 5.240 6.307 6.386

Table E.4 – Fonction de forme 𝐹 (ℓ, 𝑑) pour 𝐿/𝐻 = 0.5 en fonction de la taille de
fissure ℓ et de l’emplacement du chargement 𝑑 [27]
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