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Chapitre 1

Introduction

1.1 Introduction

L’industrie a évolué petit à petit à partir des années 80 et arrive désormais à un tournant depuis
les 15 dernières années. En effet, les attentes des entreprises ont fortement changé et le concept
d’industrie de masse, privilégié il y a quelque années, se perd aujourd’hui au profit d’une demande
beaucoup plus ciblée et variant fortement d’une entreprise à une autre ou encore d’un consomateur
à un autre. C’est pourquoi le besoin de développer des produits qui soient adaptés aux besoins
très variés des consomateurs prend de plus en plus d’importance. Cependant, pour y parvenir, les
procédés de fabrication traditionnels seraient trop couteux en termes de temps mais également en
termes d’argent. Dans ce contexte très particulier, une branche de procédés semble pouvoir apporter
des solutions : la fabrication additive (FA). Apparue dans les années 80 avec les premiers procédés
de prototypage rapide, la FA est un procédé par lequel un modèle dessiné numériquement est recréé
par l’ajout de couches succecives de matière. Aujourd’hui considérée comme l’une des principales
technologies du futur au même titre que la réalité augmentée, l’intelligence artificielle ou encore la
simulation numérique, elle offre une possibilité de fabrication des pièces beaucoup plus vaste que
l’ensemble des procédés traditionnels existants jusqu’à présent. En effet, la FA offre la possibilité
de produire des pièces aux géométries très complexes et non réalisables autrement, et ce à un coüt
raisonnable.

Les découvertes réalisées dans ce domaine ainsi que le savoir-faire grandissant permettent au-
jourd’hui de fabriquer des pièces à forte valeur ajoutée tout en limitant les déchets (notamment
de matière) lors de la fabrication et réduisant ainsi son impact environnemental, ce qui en fait un
atoût supplémentaire dans une époque où le facteur écologique affecte de plus en plus le domaine de
l’industrie. Chaque année, l’étendue des possiblités de la FA est repoussée un peu plus à tel point
que certaines recherches ont permis d’imprimer des neurones de synthèse ainsi que de la peau hu-
maine artificielle, ou encore de fabriquer rapidement des moteurs de fusée. Ainsi, de plus en plus de
secteurs où les besoins en termes de technologie de pointe sont très variés, tels que l’aéronautique,
l’aérospatial, le médical, l’automobile ou encore le militaire, s’y intéresse. La FA offre la possibilité
de coupler rapidité, économie de matière, complexité et bonne résistance des produits.

Bien que la FA offre un potentiel incroyable, elle est néanmoins soumise à quelques limites qui
empêchent une bonne utilisation sytématique dans le milieu de l’entreprise. Les principales limites
auxquelles se confronte la FA se classent suivant 4 catégories :

• Les procédés : la FA étant une technique en forte évolution, les procédés évoluent énormément
et de nombreuses questions se posent sur les capacités de cette technologie à s’adapter à ces
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changements. En effet, les problèmes physiques sont propres à chacun des procédés (trans-
ferts thermiques, viscosité des matériaux, magnétisme des poudres dans le cas des matériaux
métalliques, contraintes résiduelles, phases de post-traitement, ...). Une autre question qui se
pose réside dans la défintion même de la FA. En effet, lorsqu’il s’agit de fabriquer des produits
par empilement de couches de matière, le bon état des surfaces des produits fabriqués n’est
pas toujours garanti. Souvent, des retouches d’usinage sont necéssaires et cela crée des défauts
géométriques et l’impact de ces défauts sur la tenue mécanique de la pièce n’est pas toujours
connu...

• Les machines : La FA se traduit également par l’arrivée de nouveaux paramètres de fonc-
tionnement des machines : approvisionnement en poudre, vitesse de déplacement de la buse,
puissance du laser, mise en place des supports, définition du chemin de fabrication...

• Les outils numériques : Une autre limite se trouve sur le développement des moyens nu-
mériques de conception des pièces qui seront dédiés à la FA : en effet les outils numériques
doivent évoluer pour apporter des réponses satsifaisantes aux possibilités apportées par la FA.
De plus, les méthodes de définition du modèle numérique sont modifiées à toutes les phases
de définition du produit, c’est à dire lors de la Conception Assistée par Ordianteur (CAO),
les simulations, la Fabrication Assistée par Ordinateur (FAO)...

Ces différentes interrogations font donc de la FA un élément clé de l’industrie de demain mais
qui reste aujourd’hui en cours de développement.

Au vu de ces récents développements, la région Nouvelle-Aquitaine, dans le cadre de son plan «
usine du futur » a décidé de soutenir un projet régional visant à apporter une réponse à l’ensemble
des verrous suivants :

• Le développement d’outils d’optimisation topologique permettant la conception de pièces aux
performances fonctionnelles ciblées (rupture, flambage, fréquences propres, stockage d’énergie
élastique. . .). En effet, commment prendre en compte les avantages de la FA pour produire des
pièces qui permettent de répondre de manière optimale à des performances ciblées ? Cela peut
passer par l’optimisation de la topologie du produit permettant d’améliorer ces performances
mais également sur la définition des propriétés mécaniques du matériau.

• La caractérisation des propriétés mécaniques pour la conception, la fabrication et le contrôle
des pièces dédiées à l’ALM afin d’être utilisées dans des domaines tels que l’aéronautique, le
nucléaire, etc.

• L’élaboration et le développement des techniques de FA au sein de la région.

Dans ce contexte, les entreprises CEA Cesta, SEIV Alcen et Catie ainsi que les laboratoires I2M
de l’ENSAM et ESTIA-Recherche de l’ESTIA ont décidé d’associer leurs compétences afin de pro-
poser cinq thèses et deux post-doc visant à apporter des réponses à l’ensemble de ces interrogations,
à travers le projet OCEAN-ALM (Optimisation et Conception pour une mÉthodologies AvaNcée
pour l’ALM). Ce projet permet également d’éclairer les plateformes d’innovation régionales telles
que FUTURPROD ou encore ADDIMADOUR qui sont majoritairement dédiés à la FA. D’un point
de vue général, le projet OCEAN-ALM a pour but d’étudier deux technologies de FA : la Selective
Laser Manufacturing (SLM) et la Laser Metal Deposition (LMD) qui sont deux technologies de
FA à base de poudre métallique. Plus précisemment, le projet OCEAN-ALM doit ainsi répondre à
deux enjeux majeurs.
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1. Développer des méthodes et des outils numériques prenant en compte les libertés de concep-
tion apportées par la FA. Pour cela, il est nécessaire de proposer des solutions permettant la
prise en compte des contraintes liées à l’environnement des pièces, des contraintes liées à la
fabrication et des contraintes de conception dans des méthodes d’optimisation définies pour la
FA. Ainsi, la maîtrise de la chaîne numérique en amont de la fabrication permettrait d’appor-
ter des solutions et des alternatives aux problèmes rencontrés par les algorithmes d’optimisa-
tion disponibles dans le commerce, qui sont complexes et limités en termes de type de pièce
réalisable et ne permettent pas une bonne compatibilité avec les logiciels de CAO. En effet,
les résultats proposés par ces logiciels d’optimisation nécessitent des temps de reconstruction
très longs qui peuvent faire appel à des décisions humaines, qui pourraient être qualifiées de «
subjectives ». Les axes de recherche priviligégiés dans le cadre du projet OCEAN-ALM sont le
développement d’outils numériques permettant de controler, lors de la conception, différents
phénomènes physiques tels que la tenue mécanique de la structure (à travers l’analyse des
critères de limite d’élasticité ou de rupture), des déplacements structuraux, des contraintes
de frabrication (tels que le rayon de courbure, les diamètres minimal et maximal des branches
topologiques de la structure). Un deuxième aspect étudié dans ce contexte est la prise en
compte dans la conception des comportements multi-échelle ou multi-matériau des structures
qui permettent une plus vaste liberté de conception.

2. Caractériser les matériaux et procédés de FA. En effet, il est nécessaire de prendre en compte
les contraintes et les particularités apportées par la fabrication additive directement dans
la conception et le dimensionnement des pièces. Les procédés sont soumis à des phénomènes
physiques différents (tels que les variations de température, le changement d’état de la matière,
l’oxydation...) qui doivent être connus et controlés pour permettre la bonne réalisation des
pièces, c’est-à-dire en conservant les performances obtenues par la définition numérique de la
topologie de la pièce. Pour cela, la caractérisation des matériaux et des procédés utilisés via
l’ALM est un sujet crucial, principalement maîtrisé pour des pièces simples (mono-matériau)
mais peut difficilement être généralisé à des pièces plus complexes. Les principaux travaux
sur le sujet étudiés dans le cadre du projet OCEAN-ALM, sont la caractérisation (numérique
et expérimentale) en fatigue des pièces en titane tout en considérant les défauts géométriques
ainsi que l’hétérogénéité de matière. Des travaux portent également sur l’étude de la tenue
mécanique des structures architecturées obtenues via le procédé SLM.

Cette thèse porte sur le premier enjeu de ce projet : le développement d’outils numériques dédiés
à la FA.

1.2 Les enjeux de la chaîne numérique de conception en fabrica-
tion additive

Les larges possiblités en termes de performances des pièces fabriquées par la FA nécessitent
de développer des méthodes de conception des pièces qui soient adaptées. En effet, pour pouvoir
optmiser les performances vis-à-vis d’un critère donné, la méthode de conception doit être orientée
de manière à optimiser ce critère de performance, c’est pourquoi la notion d’optimisation a été
introduite dans la chaîne de conception. En particulier, les problèmes abordés dans les applications
relatives au projet OCEAN-ALM appartiennent à la classe de problèmes d’optimisation structurale.
Les méthodes d’optimisation structurale ont beaucoup évolué au cours des dernières années, mais,
fondamentalement, il est possible de les classer en trois familles, représentées à titre illustratif dans
la Fig. 1.1 :
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Figure 1.1 – Les méthodes d’optimisation structurale [1]

• L’optimisation paramétrique : les variables sont des paramètres géométriques ou matériau
de la structure. En pratique cette méthode consiste à venir modifier certaines dimensions de
la structure pour améliorer les performances de celle-ci vis-à-vis d’un ensemble de critères
(formulés sous la forme de fonction objectif et de contraintes d’optimisation). Lors des deux
premières décennies qui ont suivies le début des travaux portés sur l’optimisation structurale,
les recherches se sont focalisées sur l’optimisation paramètrique. Celle-ci a, dans un premier
temps, été principalement utilisée dans le but d’alléger des structures treillis [2–4], puis a été
étendue à des structures d’ordre plus élevé [5]. Ce type d’optimisation est très apprécié d’un
point de vue industriel car elles sont définies et résolues rapidement sans ajouter d’artefact
particulier et avec peu de contraintes d’optimisation [6]. Cependant, les algorithmes dévelop-
pés sont souvent tournés vers le cadre académique et ne permettent pas toujours de prendre
en compte les attentes industrielles. C’est pourquoi de plus en plus de travaux se concentrent
sur cet aspect [6].

• L’optimisation de forme : les paramètres qui décrivent la frontière du domaine sont optimisés
[7, 8]. Ce type d’optimisation a marqué un tournant dans le développement des processus de
conception car elle requiert d’avoir un modèle éléments finis (EF) qui évolue au cours du calcul.
Dans une telle méthode la représentation de la frontière est un facteur important. Il existe
plusieurs méthodes de représentation de la frontière. Dans un premier temps, les fonctions
polynômes ont été utilisées [9, 10] en prenant les coefficients de définition du polynôme comme
variables d’optimisation. Une approche plus générale consiste à décrire la frontière comme
une combinaison linéaire de fonctions (polynômiales) de base [11]. Cependant, l’utilisation de
polynômes de degré élevé peut créer des oscillations sur la frontière. Une deuxième méthode
consiste à utiliser des fonction Splines [12, 13]. Ces fonctions sont usuellement définies par des
polynômes de faible degré permettant d’éviter ce phénomène oscillatoire. Bien qu’elle apporte
plus de liberté par rapport à l’optimisation paramètrique, l’optimisation de forme dépend
fortement de la topologie initiale et son application est souvent limitée par les problèmes
liés au remaillage du domaine (opération souvent très délicate) lorsque sa frontière évolue au
cours des itérations. Pour pallier à ce problème, des stratégies de remaillage dédiées s’avèrent
nécessaires.

• L’optimisation topologique (OT) : La géométrie est optimisée en agissant sur la distribution
du matériau dans le domaine initial. Ce type d’optimisation a connu un gain d’intérêt im-
portant depuis les premiers travaux à la fin des années 1980 [14]. Dans ce type de problèmes,
les variations des propriétés au sein du domaine d’optimisation sont définies en traduisant
mathématiquement la répartition de la matière à travers le domaine topologique. La ma-
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tière est alors répartie au sein du domaine d’optimisation par des phases solides ou vides
qui définissent la présence ou non de matière. Ces phases de matières sont exprimées ma-
thématiquement et implémentées dans un Problème de Programmation Non-Linéaire sous
Contraintes (PPNLC) qui vise à optimiser une fonction objectif tout en respectant une ou
plusieurs fonctions contraintes. Sa formulation permet d’étendre le champ des problèmes et
de considérer des problèmatiques plus complexes telles que la prise en compte des contraintes
mécaniques, des phénomènes de flambage, etc. Elle permet aussi de considérer d’autres types
de problèmes tels que l’optimisation multi-échelle ou encore l’optimisation multi-matériau.

Les travaux présentés dans ce manuscrit se focalisent sur le thème de la conception par l’OT.
Comme le montre la Fig. 1.2, dans le cadre de la FA, le cycle de fabrication d’un produit est

modifié par rapports aux cycles de fabrication traditionnels. En effet, dans un cycle de conception
traditionnel, la géométrie est d’abord créée à partir d’un logiciel CAO, puis maillée et soumise à des
calculs par EF de manière à valider la définition de la conception, tout en respectant à chaque étape
les normes de validation du produit. Dans un cadre de FA, les trois étapes détaillées ci-dessus sont
regroupées en une seule et même étape permettant de fournir un modèle numérique optimisé et
validant les règles de conception spécifiques au produit. Deux aspects importants se dégagent ainsi
lors de la conception : l’exactitude des modèles mathématiques définissant les proprités mécaniques
et la précision de la reconstruction de la géométrie en fin d’optimisation de manière à assurer une
cohérence lors de l’utilisation future par des logiciels CAO et/ou FAO. Plus généralement, le cycle
de fabrication d’un produit se divise alors en plusieurs étapes, comme montré à la Fig. 1.2 :

• La définition du problème : cette étape vise à donner les limites du problème d’OT, c’est-
à-dire à définir l’objectif principal de l’OT, à définir les matériaux considérés ainsi que les
dimensions d’enveloppe de la structure étudiée. De plus, l’environnement de la pièce est
également pris en compte, c’est-à-dire qu’il faut définir si la pièce évoluera dans un contexte
purement mécanique ou alors thermique, définir le type de comportement que doit prendre un
compte l’optimisation (multi-échelle, multi-physique...). Enfin un dernier aspect à prendre en
compte dès cette étape est l’étude des contraintes liées au procédé de fabrication (dimension
des branches topologiques, supports...).

• L’OT et la définition de la CAO/FAO : cette étape a pour but de résoudre le PPNLC défini
par le couple de fonction objectif et fonctions contraintes déterminé lors de l’étape précédente.
À la suite de l’optimisation, la topologie finale de la pièce est créée. La deuxième partie de
cette étape consiste à transporter cette géométrie finale vers un format qui soit réutilisable
par les modèles CAO/FAO tout en gardant les performances trouvées grâce à l’OT.

• Impression de la pièce : cette étape se divise en deux parties principales. Une première partie
qui a pour but de déterminer les paramètres liés au procédé de fabrication (par exemple le
débit de poudre, la vitesse de la buse, la puissance du laser ou encore la définition des supports,
dans le cadre des procédés SLM et LMD. Une deuxième étape qui consiste à déterminer le
modèle FAO qui permettra l’impression de la pièce, puis la fabrication. À la suite de cette
étape les post-traitements (ré-usinage pour un meilleur état de surface, traitement chimique
pour de meilleures propriétés...) sont appliqués à la pièce.

• Validation de la pièce : dans un dernier temps, la pièce est validée à travers divers essais et
simulations dans le but d’assurer que les performances obtenues à la suite de l’OT soient bien
retrouvées sur la pièce finale.
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À travers la Fig. 1.2, il est possible de comprendre que l’OT a un impact sur l’ensemble des
étapes du cycle de fabrication d’un produit.

• Impact sur la définition du problème : Quelles sont les limites des fonctions pouvant être
utlisées dans un algorithme d’OT ? A priori aucun, à partir du moment où le modèle ma-
thématique de la fonction a été correctement défini et implémenté dans l’algorithme d’OT.
Cependant, dans la réalité, seul un nombre très limité de fonctions d’OT sont disponibles
dans les logiciels d’OT du commerce (OpstiStruct d’Altaïr®, TOSCA de Dassault Systèmes®

ou encore le module d’OT disponible sur ANSYS Workbench®).

• Impact sur le processus de conception : Le problème d’OT doit être suffisemment vaste pour
considérer l’ensemble des phénomènes physiques auxquels sera soumis la pièce lors de sa
fabrication mais également lors de sa mise en service.
À cela s’ajoute le développement des procédés de fabrication qui permettent l’impression de
structures architecturées type structures lattices. C’est pourquoi certains logiciels du com-
merce (tel que TOSCA) proposent aujourd’hui la possibilité de réaliser des optimisations
multi-échelles. Néanmoins, la définition et la formulation de ce type de problèmes nécessite
une bonne définition mathématique de la géométrie et des propriétés physiques sur les deux
échelles du problème étudié (microscopique/mésoscopique et macroscopique) ainsi qu’une
méthode robuste d’homogénéisation permettant de faire le lien entre les deux échelles, tout
en conservant des temps de calcul raisonnables ainsi qu’une bonne fiabilité vis-à-vis de la
robustesse et de la fabricabilité de le structure.
Les progès des procédés de FA permettent également de concevoir des structures multi-
matériaux. Avec ces problèmes, intervient une nouvelle fois la nécessité d’une bonne for-
mulation mathématique du problème d’OT, de manière à définir correctement la frontière
entre les différents domaines matériaux. Si cette fonctionnalité n’est pas encore disponible
dans les logiciels du commerce, de nombreux travaux se consacrent à l’étude de ce sujet.
En réunissant l’ensemble des développements précédents, un nouveau défi est à considérer :
la complexité des problèmes d’OT augmente fortement et un nombre plus important de
variables d’optimisation est nécessaire pour décrire correctement le problème. Les algorithmes
doivent donc être plus robustes pour être en mesure de trouver les solutions optimales ou,
tout simplement, pour converger.
De plus, la description de la géométrie lors de l’OT doit être faite de manière à être correcte-
ment réutilisée par des logiciels de CAO et/ou de FAO. En effet, à la suite de l’optimisation
les géométries des structures doivent être fidèlement exportées en conservant notamment
des frontières exactes. Pour cela, de plus en plus de méthodes d’OT utilisent des méthodes
d’Analyse IsoGéométriques (AIG) pour décrire la topologie de la structure. Cependant, les
logiciels diponibles dans le commerce utilisent des réprésentations de la topologie basée sur
la modélisation EF. Ces techniques de modélisation nécessitent de discrétiser la structure,
ce qui donne en sortie d’OT une géométrie qui n’est pas directement exploitable par les
logiciels de CAO et des étapes intermédiaires doivent être réalisées pour obtenir une géomé-
trie CAO-exploitable. En général, la frontière de la topologie est approximée sous un format
STL (Standard Tesselation Language), qui est un format définissant la topologie à l’aide
d’un maillage composé de triangles créés grâce à leurs sommets et leurs normales extérieures.
D’autres méthodes utilisent des formats STEP (STandard for the Exchange of Product model
data) ou encore le format IGES (Initial Graphics Exchange Specification). Cependant, les
frontières des modèles 3D obtenues suite à ce type de reconstruction n’est pas parfaite et
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des différences peuvent apparaître entre la géométrie trouvée en sortie d’optimisation et la
géométrie trouvée après la reconstruction.

• Impact sur le processus de fabrication : Lors de la fabrication d’une pièce, la géométrie est
d’abord discrétisée à l’aide d’un logiciel FAO dans le but de préparer la géométrie pour la
fabrication. Lors de cette étape, le modèle est divisé en tranches d’épaisseur définie modélisant
les couches successives d’apport de matière lors de l’impression. Les logigiciels de FAO sont
capables d’utiliser un fichier STL pour obtenir une géométrie de base avant la préparation
à l’impression. Dans ce contexte, la topologie est alors soumise à une double discrétisation
succesive qui altère, innéluctablement, ses propriétés par rapport à la géométrie trouvée en
sortie d’optimisation. Un axe important de recherche est, aujourd’hui, dédié à la définition
des formats de fichier utlisés par les logiciels FAO.
De plus, les procédés de fabrication disponible pour la FA sont souvent accompagnés de limites
de conception importantes (dimensions minimales et maximales des branches topologiques,
angles de surplomb, définition des supports...) et doivent être directement intégrées en tant que
fonctions contraintes lors du processus d’OT au moment de la conception. Ces contraintes
peuvent être difficilement prises en compte lors de l’optimisation car elles nécessitent une
représentation mathématique ayant un sens géométrique. La discrétisation de la géométrie,
comme c’est le cas dans la plupart des méthodes d’OT, ne permet donc que difficilement de
considérer de telles contraintes, car elles entraînent des imprécisions entre les données trouvées
en sortie d’OT et sur la géométrie reconstruite.

1.3 Objectifs de la thèse
À la suite des problèmes énoncés ci-dessus, les travaux de ce manuscrit visent à proposer des

solutions et méthodologies pour éviter certains écueils souvent rencontrés lors de la conception
d’un produit. Cette thèse a comme objectif principal de continuer (et généraliser) le développement
de la méthode d’OT basée sur les hypersurfaces NURBS (de l’anglais non-uniform rational basis
spline) proposée par G. Costa [15–17] et d’apporter des solutions de manière à prendre en compte
des critères de dimensionnement faisant intervenir des réponses structurales à la fois locales (par
exemple le tenseur des contraintes calculé en un point critique) et globales (par exemple l’énergie
de déformation). En particulier, les travaux s’orientent autour de différents points :

• Comment intégrer les principaux critères de tenue mécanique, pour matériaux isotropes et
anisotropes, dans la méthode d’OT basée sur les hypersurfaces NURBS ? En effet, les algo-
rithmes d’OT disponibles dans le commerce proposent la possibilité d’intégrer le critère de
Huber Hencky Von Mises (HHVM) dans la formulation du problème d’OT. Cependant, ces
logiciels utilisent des heuristiques pour résoudre le problème dans un temps raisonnable et la
solution trouvée ne respecte pas le critère de HHVM sur les topologies trouvées, ni avant, ni
après la reconstruction de la frontière. De plus, la formulation du problème ne prend pas en
compte les soucis de convergence vers les optimum locaux qui sont fortement augmentés à
cause des spécifités propres à la prise en compte des contraintes mécaniques dans l’OT, telle
que le problème de singularité ou encore le problème de non-linéarité. Plus de détails sur ces
problèmes sont donnés dans le chapitre 4. De plus, un autre problème non pris en compte par
les logiciels du commerce lors de l’intégration des critères de tenue mécanique, réside dans la
nécessité d’utiliser des fonctions d’agrégation, qui si elles ne sont pas formulées correctement,
peuvent créer des problèmes d’overflow (plus de détails sont donnés dans le chapitre 4). En
ce qui concerne l’intégration des critères de tenue pour matériaux anisotropes, les problèmes
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fondamentaux (tels que le problème de singularité, de non-linéarité ou encore d’overflow)
restent les mêmes, cependant, ils ne sont pas codés dans les logiciels du commerce.

• En ce qui concerne les matériaux architecturés (dont les structures lattice) cette thèse vise à
généraliser l’approche d’optimisation multi-échelle présenté dans le cadre des travaux de thèse
de G. Bertolino [18] au cas des matériaux lattice dont le volume élémentaire représentatif
est composé par plusieurs phases matériaux. L’idée est d’élargir le champ des possibles en
exploitant le potentiel des nouveaux procédés FA multi-matériau (les dernières avancées en
terme de FA multi-matériau sont résumées dans [19]) pour créer des matériaux architecturés
ayant des propriétés mécaniques, thermiques etc. bien meilleurs que celles des structures
lattice composées par un seul matériau.

• Grâce aux nouvelles technologies FA multi-matériau il est possible de fabriquer des métama-
tériaux caractérisés par des propriétés mécaniques extrêmes comme les matériaux auxétiques,
c’est à dire des matériaux anisotropes dont les coefficients de Poisson, dans les diverses di-
rections de l’espace, sont négatifs. Avec l’utilisation des technologies FA multi-matériau il est
possible d’optimiser non seulement la topologie mais aussi la répartition des divers matériaux
afin d’atteindre des valeurs extrêmes des coefficients de Poisson, c-à-d inférieurs à −1.

1.4 Structure du manuscrit
La structure de ce manuscrit de thèse a été conçue pour répondre aux objectifs définis préala-

blemment. Ainsi, le chapitre 2 vise a réaliser une étude de littérature pour présenter concrètement
les différents termes et méthodes utilisées dans ce manuscrit et faire un état de l’art succinct des
travaux réalisés portant sur des sujets similaires.

Le chapitre 3 présente la méthode d’OT basée sur la pseudo-densité reformulée dans le cadre des
hypersurfaces NURBS [15] et les différents travaux réalisés grâce à cette méthode. Les avantages
et les inconvénients de la méthode seront également mis en avant : certaines limites de la méthode
seront étudiées et résolues dans ce manuscrit.

Le chapitre 4 a pour objectif d’intégrer dans la cadre de la méthode d’OT basée sur les hypersur-
faces NURBS une formulation efficace et originale du critère de tenue de Huber-Hencky-von-Mises
pour matériaux isotropes (et a fortiori possédant un système cubique), permettant de controler la
répartition des contraintes mécaniques au sein de la structure au cours du processus d’optimisa-
tion. Le chapitre 5 a pour but d’élargir l’étude réalisée au chapitre 4 au cas des critères de tenue
pour matériaux anisotropes en introduisant la notion d’indice de rupture et charge à rupture dans
la formulation du problème d’OT et en considérant divers critères phénoménologiques : Tsai-Hill,
Hoffmann et Tsai-Wu.

Le chapitre 6 détaille le cadre théorique et numérique pour réaliser l’optimisation multi-échelle
de matériaux architecturés multi-matériau, tandis que le chapitre 7 propose une application pratique
de la méthodologie détaillée au chapitre 6 dans le but d’obtenir des métamatériaux auxétiques à
propriétés extrêmes.

Enfin, le dernier chapitre expose les conclusions générales et les perspectives de ces travaux de
thèse, suivies par les annexes, et par les références bibliographiques citées dans le manuscrit.
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Figure 1.2 – Cycle de fabrication d’une pièce pour la FA
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Chapitre 2

Revue de littérature

2.1 Introduction

Le deuxième chapitre de ce manuscrit vise à présenter un état de l’art des principaux sujets
traités dans ces travaux. Premièrement, les principales méthodes d’optimisation topologique pré-
sentes et développées dans la communauté scientifique sont rappelées et détaillées. Leurs principaux
avantages seront mis en avant ainsi que les quelques limites qu’ils peuvent rencontrer. Cette étude
détaillera ces différents inconvénients et proposera une méthode permettant de surmonter ces dif-
ficultés. Cette nouvelle méthode sera détaillée dans le Chapitre 3. Deuxièmement, cet état de l’art
se focalisera sur les méthodes utilisées pour prendre en compte la distribution des contraintes mé-
caniques dans la structure au cours de l’optimisation. Deux points de vue seront pris en compte :
l’approche classique, utilisée dans le cadre d’un matériau isotrope, qui consiste à implémenter di-
rectement une contrainte explicite basée sur le critère de limite d’élasticité de Huber-Hencky Von
Mises (HHVM) ainsi qu’une seconde approche permettant la réalisation d’optimisation pour ma-
tériaux anisotropes et se basant sur les critères de ruptures phénoménologiques : Tsai-Hill (TH),
Hoffman (Hoff) et Tsai-Wu (TW). Finalement, le développement des techniques permettant la
mise en place de nouveaux matériaux tel que les structures lattices ou encore l’optimisation multi-
matériau seront détaillés. Ainsi, plusieurs aspects seront développés : une approche multi-échelle
classique consistant en l’optimisation de la topologie du Volume Elementaire Représentatif (VER)
de la structure lattice tout en minimisant les performances de la structure à l’échelle macrosco-
pique, une approche multi-matériau permettant la répartition de plusieurs matériaux différents
dans le domaine d’optimisation et enfin une combinaison de ces deux approches permettant de réa-
liser des calculs multi-échelle/ multi-matériau. Ce dernier aspect permettra alors de concevoir des
méta-matériaux dont le comportement macroscopique est non-conventionnel, tels que les matériaux
auxetiques (c’est-à-dire des matériaux dont les coefficients de Poisson sont négtatifs).

2.2 L’optimisation structurale

La fabrication additive, ou Additive Layer Manufacturing (ALM), a été désignée par le Glo-
bal Agenda Council du World Economic Forum comme l’une des 10 technologies émergentes qui
permettront une croissance durable au cours des prochaines années [20]. Elle marque une étape im-
portante dans le phénomène de mutation vers l’industrie de demain. L’ALM présente l’avantage de
fabriquer des pièces de géométrie très complexe que les procédés classiques, maîtrisés aujourd’hui,
ne permettent pas de réaliser, avec, en plus, la possibilité d’y intégrer la fabrication de pièces multi-
matériau. L’ensemble de ces performances offre ainsi la possibilité de réaliser des gains importants

11
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en matière de coût, de masse et de réalisation.
Cependant, la fabrication additive n’en est qu’à ses débuts et de nombreux points restent encore

à éclaircir. En effet, la fabrication additive marque un virage important par rapport aux précédentes
technologies et les outils actuels, que ce soit d’un point de vue numérique ou technique, ne sont
pas adaptés à cette nouvelle technologie et ne permettent pas encore de répondre aux contraintes
qu’elle impose, ni de tirer parti de l’ensemble des avantages apportés par cette technologie. En effet,
du point de vue numérique, l’ALM offre la possibilité d’utiliser des logiciels directement adaptés à
la fabrication additive qui permettraient de prendre en compte les différentes contraintes imposées
par celle-ci directement dans le processus de conception des pièces. Du point de vue technique,
l’ALM nécessite la compréhension de nouveaux paramètres n’intervenant pas dans les procédés de
fabrication traditionnels tels que la fabrication et l’approvisionnement en poudre, la maîtrise de
nouveaux procédés de fabrication en constante évolution, les post-traitements.

2.2.1 Problème d’optimisation structurale

L’optimisation structurale est définie par [21], comme le principe de faire en sorte qu’un assem-
blage de matériaux supporte des charges appliquées de la meilleure façon possible. L’idée principale
qui vient à l’esprit quand on parle d’améliorer les performances d’une structure est de la rendre la
plus légère possible, cependant il existe d’autres possibilités telle que l’amélioration de la rigidité,
de la résistance, de la durée de vie, etc. Il est évident que de tels processus ne peuvent être réa-
lisés sans l’ajout de fonctions contraintes au cours de l’optimisation. Ainsi, plusieurs paramètres
fondamentaux interviennent dans la résolution d’un calcul d’optimisation :

• La fonction objectif : C’est la fonction principale dont la valeur doit être améliorée lors
du calcul d’optimisation. Généralement, elle est définie de manière à être minimisée plutôt
que maximisée. Par exemple, si le but de l’optimisarion est de maximiser la rigidité d’une
structure, il est préférable de réaliser un problème équivalent qui consiste à minimiser la
souplesse de la structure.

• Les variables d’optimisation : Généralement regroupées dans un vecteur, elles constituent
l’ensemble des paramètres qui permettent de décrire le domaine définition et influent sur la
fonction objectif. Leurs valeurs varient au cours de l’optimisation dans le but de minimiser
la fonction objectif. Elles représentent souvent des variables géométriques ou des paramètres
du matériau.

• Les fonctions contraintes : Elles correspondent aux fonctions qui permettent de fixer les
frontières du domaine de définition. Elles sont formulées sous la forme d’égalités ou inégalités
qui doivent impérativement être respectées en sortie d’optimisation. Le choix de ces fonctions
varie énormément et dépend généralement du problème considéré. En effet, elles peuvent
être de nature géométrique comme le diamètre minimal des branches topologiques [22], le
diamètre maximal [23], le rayon de courbure ou encore les angles de surplomb [24], mais aussi
de nature physique comme le contrôle des contraintes mécaniques [25–27], des déplacements
structuraux [28–30] ou encore des fréquences propres [31, 32].

D’un point de vue mathématique, un problème d’optimisation structurale est classiquement
formulé [33–35] comme un problème de minimisation sous contraintes, comme-suit :
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minx : f(x),
soumi à :
gi(x) ≤ 0,
hj(x) = 0,
xmin ≤ x ≤ xmax,

i = 1, ..., nc j = 1, ...,mc,

(2.1)

où f(x) est la fonction objectif, gi les nc fonctions contraintes d’inégalité, hj les mc fonctions
contraintes d’égalité et x le vecteur des variables d’optimisation du problème. Dans l’Eq. (2.1),
xmin et xmax sont respectivement les vecteurs des bornes inférieure et supérieure du vecteur des
variables d’optimisation x. Ce problème est communément appelé ”Problème de Programmation
Non-Linéaire sous contraintes“ (PPNLC). Ce type de problème, souvent complexe, ne peut se
résoudre directement et la solution doit être déterminée à l’aide d’un algorithme d’optimisation
judicieusement choisi via des critères tels que la présence ou non de contraintes, la linéarité, la
convexité et la continuité des fonctions objectif et contraintes par rapport aux variables d’optimi-
sation.

Les algorithmes d’optimisation peuvent être classés suivant certains principes détaillés dans
[36]. La première catégorie concerne la présence (ou non) de contraintes d’optimisation. Comme
expliqué précédemment, les fonctions contraintes servent à borner le domaine de définition et elles
sont généralement utilisées dans les problèmes d’ingénierie classique. Néanmoins, il existe certains
domaines tel que le ”curve/surface fitting“ qui peuvent être formulés comme des problèmes d’op-
timisation sans contraintes [37, 38]. Dans un deuxième temps, la linéarité est considérée. Ce type
de problème est considéré lorsque la fonction objectif et les fonctions contraintes sont linéaires
par rapport aux variables d’optimisation : ces problèmes forment la classe ”Linear Programming“
[39–41]. Ensuite, il faut regarder la convexité. Cet aspect est fondamental lors de la résolution du
problème d’optimisation car il donne des informations sur la nature de la solution. En effet, si xf

est un optimum global et que la fonction f est convexe, alors ∀x ∈ D, f(xf ) ≤ f(x), D etant le
domaine de définition du problème considéré. Par contre, si cette inégalité n’est vérifiée que sur le
voisinage de xf , alors xf est minimum local et la fonction f est non convexe, voir [36]. Dans la
majorité des problèmes traités, les fonctions sont non-convexes et l’une des solutions utlisées, par
exemple, par l’algorithme Sequential Quadratic Programming (SQP) [42, 43], pour les résoudre est
d’approximer, à chaque itération du processus d’optimisation, ce problème non-convexe en un pro-
blème convexe qui peut être résolu. Enfin, le dernier aspect qui affecte le problème d’optimisation
est la continuité. Un problème est dit continu si les fonctions objectif et contraintes sont continues
et si le vecteur de variables définition l’est au minimum sur un sous-espace de Rn.

Une fois que l’ensemble de ces aspects est déterminé, il faut choisir le meilleur algorithme
permettant de résoudre le PPNLC en question. Les algorithmes d’optimisation peuvent être classés
suivant deux grandes catégories : les algorithmes déterministes [44, 45] et les algotihmes méta-
heuristiques [46]. Si le modèle est parfaitement connu et que toutes les fonctions ainsi que les
variables d’optimisation sont continues et les fonctions dérivables, les algorithmes déterministes sont
souvent considérés. Cependant, si certaines quantités sont discrètes, alors dans ce cas les algorithmes
meta-heuristiques seront préférés. En effet, ces algorithmes ajoutent une composante aléatoire pour
rechercher la solution optimale, ce qui permet de parcourir la totalité du domaine de définition. Ces
méthodes sont très interessantes lorsque les problèmes sont non-convexes car la convergence n’est
pas interrompue lorsqu’un minimum local est rencontré. De plus, les méthodes méta-heuristiques
sont les seules à pouvoir résoudre des problèmes discontinus. Cependant, les coûts de calcul de
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ces algorithmes sont généralement plus importants. Les problèmes considérés dans ce manuscrit
sont non-convexes mais continus, c’est pourquoi uniquement les algorithmes déterministes seront
considérés dans ce chapitre. Pour plus d’informations sur les méthodes méta-heuristiques, le lecteur
est invité à consulter l’ouvrage [46].

2.2.2 Les algorithmes déterministes

Les algorithmes déterministes sont également appelées algorithmes au gradient. En effet, elles
exploitent l’opérateur gradient des fonctions objectif et contraintes pour mettre à jour le vecteur
des variables d’optimisation. Ces méthodes sont très présentes en littérature et ont prouvé de
nombreuses fois leur robustesse et leur efficacité [44, 45].

Les algorithmes au gradient utilisent les informations connues du modèle pour mettre à jour les
variables d’optimisation au cours des itérations. Le calcul est considéré comme terminé lorsque le
vecteur des variables d’optimisation permet de respecter les conditions d’optimalité. Ces conditions
sont appelées les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Elles correspondent à des tests sur les
dérivées primaire et secondaire pour déterminer si la solution actuelle d’un problème non-linéaire
est optimale. Si l’on considère un PPNLC de la forme de l’Eq. (2.1), il est possible de définir le
Lagrangien de ce problème à l’aide des multiplicateurs de Lagrange λ pour les contraintes d’inégalité
et µ pour les contraintes d’égalité. Le Lagrangien s’écrit ainsi :

L(x, λ, µ) = f(x) + λTg(x) + µTh(x), (2.2)

Theorem 2.2.1 Conditions KKT du premier ordre :
Supposons :

• x∗ ∈ D,

• f , gi et hj sont convexes sur Rn, différentiables et continues en x∗,

• Les gradients de chaque contrainte d’égalité et d’inégalité sont linéairement indépendants en
x∗.

Alors il existe un couple de coefficient de Lagrange (λ∗, µ∗) tel que les conditions KKT suivantes
soient respectées : 

▽xL(x∗,λ,µ) = 0,
λ∗

i gi(x∗) = 0, ∀i = 1, .., nc,

µ∗
jhj(x∗) = 0, ∀j = 1, ..,mc.

(2.3)

Dans l’Eq. (2.3), ▽x est l’opérateur gradient par rapport au vecteur des variables d’optimisation
x. Le point (x∗,λ,µ) est appelé le point KKT.

Theorem 2.2.2 Conditions KKT du deuxième ordre :
Supposons :

• f , gi et hj sont deux fois continues et dérivables,

• (x∗,λ,µ) est un point KKT,

• La matrice Hessienne, i.e. la matrice composée des dérivées partielles secondes, ▽2L(x∗,λ,µ)
est définie positive.
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Alors x∗ est un optimum local du problème (2.1).

Les démonstrations sont données dans [44, 45, 47].
Il existe un grand nombre d’algorithmes d’optimisation déterministes tels que les algorithmes

SQP [42, 43, 48], les méthodes des Points Intérieurs (IP) [49], l’algorithme Globally-Convergent
Method of Moving Asymptotes (GC-MMA) [50, 51] ou encore les algorithmes Active Set (AS). Les
algorithmes SQP et AS sont similaires. En effet, l’algorithme AS est une méthode SQP où les
fonctions contraintes sont traitées différemment et peuvent être amenées à temporairement n’être
plus respectées. Ces méthodes ont pour objectif de transformer le PPNLC (2.1) en une suite de
problèmes quadratiques convexes, c’est à dire où la fonction objectif est devenue une fonction qua-
dratique des variables d’optimisation et toutes les fonctions contraintes (i.e. les contraintes d’égalité
et d’inégalité) sont des fonctions linéaires. Ces méthodes sont robustes et permettent de trouver
une solution à chaque fois (si celle-ci existe) mais leur coût de calcul dépend fortement du type de
fonction objectif utilisée et sont moins efficaces lorsque le nombre de contraintes d’optimisation est
élevé. Les méthodes IP sont généralement moins robustes que les méthodes SQP, mais permettent
de trouver une solution optimale en moins d’itérations que les méthodes SQP. L’idée derrière cette
méthode est de transformer le PPNLC (2.1) en une série de problèmes d’optimisation simplifiés
où uniquement des contraintes d’égalité sont considérées. Ces méthodes poussent les solutions vers
des valeurs éloignées des frontières du domaine et des stratégies spécifiques doivent être réalisées
pour explorer les zones proches des frontières. D’un autre côté, l’algorithme GC-MMA [50] per-
met de traiter efficacement les problèmes non-convexes comprenant un grand nombre de fonctions
contraintes et de variables d’optimisation. Typiquement, cette méthode consiste à transformer le
problème non-convexe en une série de problèmes convexes où les nc +mc fonctions contraintes sont
linéarisées. Le choix de ces approximations est fait grâce aux informations données par le calcul du
gradient mais aussi grâce à certains vecteurs de variables l(k) et u(k) qui bornent le vecteur des
variables d’optimisation x et qui varient au cours des itérations. Ces deux vecteurs sont appelés les
”moving asymptotes“.

Dans ce manuscrit, les calculs effectués nécessitent d’utiliser un grand nombre de variables
d’optimisation et plusieurs fonctions contraintes d’inégalité, principalement non convexes, c’est
pourquoi l’algorithme GC-MMA sera principalement utilisé.

2.3 Les problèmes d’optimisation structurale

Parmis les trois grandes familles d’optimisation structurale, l’OT est sans doute la plus générale
de toutes car elle permet de redéfinir totalement le domaine matériau au sein de la structure et
d’obtenir, ainsi, des performances optimales.

2.3.1 L’optimisation topologique

Parmi les trois formulations présentées en Fig. 1.1, l’optimisation topologique est la seule qui
permet de prendre en compte une formulation générale du problème et d’explorer l’ensemble des
solutions possibles. C’est une méthode qui consiste à répartir la matière au sein d’un domaine de dé-
finition préalablement donné, dans le but d’améliorer la réponse de la structure finale vis-à-vis d’une
fonction objectif fixée (usuellement compliance, fréquences propres, etc.) tout en respectant cer-
taines contraintes telles que la masse, les critères de ruptures, les dimensions maximales/minimales
des pièces, etc. Cette méthode est la plus générale car elle n’impose aucune restriction sur la forme
de la structure finale.
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En littérature, trois méthodes d’optimisation topologique sont généralement utilisées : la mé-
thode Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP), la Level-Set Method (LSM) et la méthode
d’Evolutionary Structural Optimisation (ESO). Cette section détaille rapidement leurs principes de
fonctionnement et fournis les principaux outils mathématiques permettant de les utiliser.

La méthode SIMP

La méthode SIMP est une technique d’optimisation topologique basée sur un champ pseudo-
densité, c’est-à-dire que la répartition du matériau à l’intérieur du volume d’optimisation se fait par
la définition d’une densité fictive qui évolue dans l’interavlle [0, 1] et qui est utilisée pour pénaliser
les tenseurs caractéristiques impliqués dans la formulation du problème d’optimisation.

Généralement, les méthodes d’optimisation topologique sont basées sur des modèles de calculs
par éléments finis (EF). Dans le cadre da la méthode SIMP, le champ de densité fictive est évalué
au centroïde de chaque élément du maillage modèle EF fournissant ainsi des informations sur la
topologie : une densité égale à 0 impose une phase de ”vide“, tandis qu’une densité égale à 1
impose une phase ”solide“. Les éléments dont la densité fictive est égale ni à 1 ni à 0, i.e. les régions
appelées zones grises, restent autorisées mais sont pénalisées à l’aide d’un coefficient de pénalisation.
La méthode SIMP se distingue des autres méthodes d’optimisation basée sur la densité telle que la
méthode Rational Approximation of Material Properties (RAMP), voir [1, 52, 53], par sa méthode
de pénalisation. Les propriétés mécaniques ainsi calculées lors de l’optimisation dépendent donc du
champ de densité fictive.

La formualtion mathématique d’un problème d’optimsation pour un cas 3D basée sur la méthode
SIMP est détaillée par la suite. Le problème présenté porte sur la minimisation de la souplesse,
appelée par la suite compliance, de la structure tout en considérant une contrainte d’égalité sur le
volume final de la topologie.

Définissons d’abord le domaine limite global D comme un sous-ensemble compact de R3 où un
repère orthogonal cartésien O(x, y, z) est défini. D peut être défini mathématiquement comme :

D := {(x1, x2, x3) ∈ R3|x1 ∈ [0, a1], x2 ∈ [0, a2], x3 ∈ [0, a3]}, (2.4)

où a1, a2 et a3 sont les longueurs caractéristiques du domaine de définition D, définies suivant
les axes du repère cartésien. Soit Ω ⊆ D le domaine matériau. Sous les hypothèses de petits dé-
placements et déformations et comportements élastique linéaire du matériau, dans un problème
d’optimisation structurale, seulement deux paramètres matériau sont modifiés : le volume du ma-
tériau V (x1, x2, x3) et le tenseur d’élasticité Eijkl :

Eijkl(ρ(x1, x2, x3)) = ρ(x1, x2, x3)αE0
ijkl, i, j, k, l = 1, 2, 3, (2.5)

où E0
ijkl le tenseur de rigidité du matériau de base, α ≥ 1 le facteur de pénalisation associé à la

méthode SIMP (en général α = 3).
Suivant cette formulation, la matrice de rigidité globale de la structure K ∈ RNDOF×NDOF (NDOF

étant le nombre de degrés de liberté de la structure après application des conditions aux limites)
peut être pénalisée et se définit ainsi tel que :

K =
Ne∑
e=1

ρα
e LT

e K0
eLe, (2.6)

où K0
e ∈ RNe

DOF est la matrice de rigidité non-pénalisée de l’élément générique e, Ne est le nombre
d’éléments composant le modèle EF, N e

DOF le nombre de degrés de liberté de l’élément e et Le ∈
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RNe
DOF×NDOF la matrice de connectivité de l’élément e reliant le vecteur déplacements nodaux dans

le repère local de l’élément ue ∈ RNe
DOF avec sa contrepartie u ∈ RNDOF exprimée dans le repère

global de la structure définit comme suit :

ue = Leu. (2.7)

.
Considérons la formulation EF du problème d’équilibre pour une analyse statique élastique

linéaire dans le repère global, soit f ∈ RNDOF le vecteur des forces nodales généralisées. Le problème
d’équilibre s’écrit alors :

Ku = f . (2.8)

Sous l’application de conditions aux limites de Neumann non-nulles et de Dirichlet nulles [54],
la compliance de la structure s’écrit alors :

C = uTKu. (2.9)

Ainsi, le problème d’optimisation peut être formulé comme suit :

min
ρe

: C(ρe),
soumis à :

Ku = f ,

V (ρe)
Vref

=
∑Ne

e=1 ρeVe

Vref
= γV ,

ρmin ≤ ρ(xe) ≤ 1, e = 1, ..., Ne,

(2.10)

avec Ve le volume de l’élément générique e. Le paramètre γV est la fraction volumique souhaitée
définie par l’utilisateur. Dans le cadre de la méthode SIMP, les variables d’optimisation sont les
valeurs de densité fictive définies aux centroïdes des éléments du modèle EF. Le nombre de variables
d’optimisation est alors égal au nombre total d’éléments du modèle EF, soit Ne.

Le problème d’optimisation est résolu en utilisant un algorithme déterministe. Par conséquent,
les dérivées des fonctions objectif et contrainte par rapport aux variables d’optimisation (i.e. la
valeur de pseudo-densité évaluée au centroïde de chaque élément) doivent être calculées. Par sou-
cis de compréhension, les dérivées finales sont données ici sans être détaillées, mais peuvent être
facilement obtenues (pour plus d’informations, voir [55]). Ainsi, la dérivée de la compliance donne :

∂C
∂ρe

= −αρα−1
e uTK0

eu, e = 1, ..., Ne, (2.11)

et la dérivée du volume donne :
∂V

∂ρe
= Ve, e = 1, ..., Ne, (2.12)

Il est bien établi que le problème classique du SIMP (1.6) est mal posé [1]. En fait, les topologies
proposées par la méthode SIMP changent lorsqu’une taille de maille différente est utilisée. Ceci est
dû au fait que plus le nombre de trous dans la structure est élevé (pour un volume constant),
meilleure est la performance de la structure. La limite de ce processus est une variation structurelle
à l’échelle microscopique, qui ne peut être prise en compte par une description isotrope du matériau.
Il en résulte une instabilité numérique où un plus grand nombre de trous apparaît si un maillage
plus fin est utilisé. Plusieurs techniques peuvent être adoptées pour surmonter ce problème [1]. La
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première est, trivialement, un contrôle du périmètre : une contrainte sur la valeur maximale du
périmètre entraîne, de facto, une limitation du nombre de trous. Alternativement, une contrainte
sur le gradient spatial de la fonction de densité joue un rôle similaire. Cependant, le choix le plus
populaire fait par les développeurs d’algorithmes d’OT est d’éliminer la dépendance au maillage au
moyen d’une opération de filtrage. En effet, lorsqu’une valeur de densité est associée à un élément du
maillage, il n’existe a priori aucune interdépendance entre les éléments adjacents. Ce fait conduit à
la disposition en ”damier“ bien connue de la distribution des matériaux, qui est une solution souvent
obtenue mais totalement dénuée de sens d’un point de vue physique [1]. Par conséquent, les filtres
peuvent être utilisés afin d’établir une dépendance entre les éléments adjacents. Par exemple, les
filtres basés sur la distance sont très souvent utilisés. L’utilisation de filtres dans les problèmes
d’OT permet de surmonter à la fois le problème de la dépendance du maillage et l’apparition de
motifs en damier. On peut montrer que toutes les techniques précédentes aboutissent, en fin de
compte, à l’établissement d’une échelle de longueur minimale dans la conception, comme cela est
discuté dans [22].

Le détail de l’algorithme de calcul de la méthode SIMP est rappelé brièvement dans la Fig. 2.1.

Figure 2.1 – Algorithme de la méthode SIMP

Sur la Fig. 2.1, une étape de mise à jour des variables d’optimisation est évoquée. Elle est
réalisée soit à l’aide d’un algorithme déterministe soit à l’aide d’un critère d’optimalité, voir [1].

La méthode SIMP présente de nombreux avantages :

• Une robustesse testée et prouvée de nombreuses fois en littérature. En effet, un nombre
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important de travaux se basant sur cette méthode ont prouvé son efficacité et sa capacité
d’adaptation pour différentes implémentations de fonctions objectifs et/ou contraintes.

• Cette méthode est immédiate à comprendre et peut être facilement implémentée

• Sa fiabilité lui a permis d’être utilisée dans des logiciels biens-connus disponible dans le
commerce, tels que Altair OptiStruct®, TOSCA® et ANSYS Workbench®).

Cependant, cette méthode présente encore quelques limites :

• Le caractère bien posé du problème est soumis à des choix artificiels dépendant de l’utilisateur
(la taille du filtre, le type de filtre, la méthode de projection, etc.).

• Un nombre important de variables d’optimisation (égale au nombre d’éléments dans le modèle
EF), ce qui créé une dépendance importante de la topologie finale vis-à-vis de la quailté du
maillage EF.

• Il n’y a pas de possibilité de garder le contrôle de la frontière de la topologie optimisée au
cours des itérations. La raison est qu’il manque une entité purement géométrique pour définir
la topologie.

• La géométrie en sortie d’optimisation n’est pas CAO-compatible. En effet, des opérations de
post-traitement sont nécessaires pour obtenir des solutions purement géométriques compa-
tibles avec les logiciels CAO.

• Les différentes opérations de filtrage puis de post-traitement au cours de l’analyse amènent à
des décalages entre les valeurs des fonctions contraintes évaluées en sortie d’optimisation et
des réponses physiques réelles calculées sur la géométrie reconstruite.

La méthode Level-Set

Bien que les méthodes basées sur la densité soient parmi les plus utilisées et qu’elles aient déjà
prouvé leur éfficacité, la limite sur la non-connaissance de la frontière de la topologie à chaque
itération constitue un point bloquant. Plus récemment, de nouvelles méthodes ont émmergées telle
que la Level-Set Method (LSM) [56, 57] et de nombreux algorithmes basés sur cette méthode ont
été testés avec succès dans le cadre de l’OT. Le principe de base de cette méthode consiste à décrire
la topologie à l’aide d’une Level-Set Function (LSF) dont le signe est associé aux différentes phases
matériau du domaine de définition (une LSF négative implique une phase de vide, une LSF positive
implique une phase solide tandis qu’une LSF nulle correspond à la frontière de la topologie) :

ψ(y) > 0 ⇐⇒ y ∈ Ω/∂Ω,
ψ(y) = 0 ⇐⇒ y ∈ ∂Ω,
ψ(y) < 0 ⇐⇒ y ∈ D/(Ω ∪ ∂Ω).

(2.13)

Dans l’Eq. (2.13), ψ représente la LSF définie sur le domaine de calcul D. Ω représente le
domaine matériau, tandis que ∂Ω représente la frontière du domaine matériau. Bien qu’il existe
une pluralité de méthodes basées sur la LSM [58–61], chacune suit les 6 principales étapes détaillées
ci-dessous :

• Paramétrage de la LSF : Les paramètres de la LSF sont définis en fonction des variables
d’optimisation. La forme fonctionnelle de cette relation a une influence sur les variations
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possibles de la géométrie et peut même donner un certain contrôle sur la magnitude du
gradient de la LSF sur la frontière structurale, ce qui est important pour la stabilité numérique
de l’optimisation. Généralement, les LSFs s’écrivent de la forme suivante :

ψ(y,x) =
n∑
i

ψi(y, xi) =
n∑
i

Ni(y)xi, (2.14)

où x correspond au vecteur des variables d’optimisation et Ni(y) sont les fonctions de base
définissant la LSF. Le type de fonction choisi pour définir la LSF peut-être pris parmi plu-
sieurs, dont les principaux sont détaillées dans [62]. Quelque soit le type de fonction choisi, le
premier critère pour définir une LSF adéquate est la taille du support des fonctions de bases
(i.e. l’intervalle sur lequel la fonction de base est non-nulle).

Figure 2.2 – Exemple de fonctions de bases et le support associé

La Fig. 2.2, Si représente le support de la fonction de base Ni. Plus le support est grand, plus
les réponses lors de l’optimisation sont sensibles aux variations des paramètres définissant la
LSF. Bien qu’il existe un certain nombre de familles de fonctions de base, les plus utilisées
sont les Radial Basis Functions (RBF) grâce à leurs simplicité et leur polyvalence. Les RBFs
peuvent être utilisées de manière compacte en utilisant des fonctions polynomiales [63], des
gaussiennes [64] ou encore des fonctions Splines multi-quadratiques [65]. Une autre approche
possible est la paramétrisation spectrale [66], où les fonctions de base sont définies à l’aide de
séries de Fourier dont les coefficients deviennent alors les variables d’optimisation.

• Geometry Mapping : C’est l’opération qui permet de transférer les informations fournies par la
LSF au modèle EF associé afin d’évaluer les réponses physiques. Il existe plusieurs méthodes
permettant de réaliser cette partie, mais la formulation utilisée joue un rôle important dans
l’algorithme d’OT car elle influencera fortement la précision de la réponse structurale, en
particulier dans les zones proches des frontières de la topologie, mais également le résultat
final. Une première approche consiste à transformer la LSF en une distribution de densité,
c’est la density-based mapping technique. À l’image de ce qui est réalisé dans la méthode
SIMP, la discrétisation du modèle EF est gardée fixe tout au long de l’optimisation et la
topologie est décrite par une fonction de densité fictive ρ(y) qui indique si chaque élément
du modèle EF correspond à une phase solide, ρ(y) = 1, ou une phase de vide ρ(y) = ϵ, où ϵ
correspond à la borne inférieure des variables topologiques. Lorsque cette méthode est utilisée
dans la LSM, une représentation type ”noir et blanc“ est utilisée puisqu’une fonction de type
Heaviside H(y) est adoptée pour définir la densité fictive :

ρ(y) = ϵ+ (1 − ϵ)H(y), (2.15)

La densité fictive est ensuite affectée au tenseur d’élasticité de chaque élément de sorte que :
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Eijkl = ρ(y)E0
ijkl. (2.16)

Cette méthode est la plus souvent utilisée à cause de sa robustesse et de sa rapidité de
convergence, cependant elle souffre des mêmes problèmes que la méthode SIMP.
Une autre méthode est la discrétisation conforme [62]. Lorsque cette méthode est utilisée,
seul le domaine matériau est discretisé et non la totalité du domaine de définition. Avec cette
méthode, la description de la frontière est particulièrement nette et les réponses physiques
proches des interfaces sont très précises, comparées à la density-based method. Cet aspect est
fortement apprécié lorsque l’optimisation nécessite une connaissance des réponses physiques
précise dans ces zones, ce qui est le cas notamment pour les calculs où la distribution des
contraintes mécaniques est prise en compte. Si cette technique permet une représentation
précise de la frontière, la nécessité de redéfinir le maillage du modèle EF à chaque itération
entraîne une étape de calcul supplémentaire et amène un ”bruit“ supplémentaire dans le calcul
d’OT.

• Résolution structurale : Cette étape consiste à évaluer les réponses physiques lorsque le map-
ping est terminé, i.e. à résoudre le modèle par EF.

• Analyse de sensibilité : Cela correspond à l’évaluation de la sensibilité des réponses physiques
pour une variation de la frontière dans sa direction normale. Dans la majorité des cas, cette
étape consiste en la résolution de l’équation aux dérivées partielles de l’équation de Hamilton-
Jacobi (HJ) :

∂ψ(y, t)
∂t

+ Vn(y, t)| ▽ ψ(y, t)| = 0, y ∈ D. (2.17)

Dans l’Eq. (2.17), t est un paramètre fictif représentant le temps tandis que Vn(y, t) est
la composante normale du champ de vitesse. Lorsque l’optimum est atteint, le champ de
vitesse disparaît et la LSF stagne. Du point de vue de l’optimisation, l’équation HJ discrétisée
dans le temps (Eq. 2.17) peut être interprétée comme une méthode primale sans contrainte,
faisant progresser les valeurs de la LSF dans la direction normale en mettant à jour les
valeurs de la LSF pour une taille de pas locale. L’objectif principal du champ de vitesse dans
l’équation HJ est d’orienter l’iso-contour de niveau zéro de la LSF vers la géométrie optimale,
tout en maintenant une LSF régulière dans tout le domaine de conception. En l’absence
de contraintes d’optimisation, les champs de sensibilité de conception étendus peuvent être
utilisés directement pour construire le champ de vitesse d’HJ. En présence de contraintes
d’optimisation, le PPNLC doit être transformé en un problème non contraint, par exemple,
via des formulations de pénalité [56, 58] ou de multiplicateur de Lagrange augmenté [67–69].
Cela peut entraver de manière significative la convergence du processus d’optimisation, en
particulier en présence d’un grand nombre de contraintes

• Procédure de mise à jour : Les sensibilités évaluées lors de l’étape précédente sont utilisées
pour mettre à jour la LSF. La procédure de mise à jour associée, comprenant les techniques
de traitement des limites et des contraintes de déplacement, influence fortement l’efficacité et
le taux de convergence du processus d’optimisation, ainsi que le résultat final. Dans certains
cas, des techniques de régularisation sont intégrées dans la procédure de mise à jour de la
LSF. Nous distinguons deux grandes classes de stratégies de mise à jour. La première classe
traite le processus d’optimisation comme un processus quasi-temporel dans lequel les limites
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du domaine matériau sont avancées en fonction d’un champ de vitesse, i.e. découlant de la
résolution de l’Eq. (2.17). La deuxième classe de méthodes est basée sur la programmation
mathématique. Cette dernière classe consiste à utliser un algorithme déterministe traditionnel
tels que l’algorithme SQP, l’algorithme MMA [70] ou encore l’algorithme CONvex LINeari-
zation (CONLIN)[71].

• La régularisation : Dans la majorité des travaux basés sur la LSM, une procédure de régu-
larisation est réalisée. Cette procédure consiste à obtenir un problème d’optimisation bien
posé, c’est-à-dire à supprimer les artefacts numériques des résultats finaux, à améliorer le
comportement de convergence et à éviter la convergence vers des minima locaux. En outre,
les techniques de régularisation sont souvent employées pour contrôler les propriétés géomé-
triques des modèles résultants.
En effet, la topologie finale de l’OT dépend exclusivement du contour de niveau 0 de la
LSF qui généralement n’est pas unique. La procédure de régularisation permet alors d’établir
l’unicité de la LSF pour éviter les problèmes de convergence. Cette étape permet également
de supprimer les divers artefacts numériques présents dans l’OT. En effet, certaines méthodes
utilisées par la LSM, telles que la méthode density-based mapping qui laisse certaines zones
”grises“ symbolisant les densités intermédiaires, ne permettent pas une représentation de la
topologie finale claire et doivent être corrigées.

À l’image de la méthode SIMP, la LSM présente différents avantages qui en font une méthode
particulièrement utilisée en littérature :

• Contrairement à la méthode SIMP, la LSM permet d’obtenir une représentation claire et
précise de la frontière de la topologie finale. De plus, la topologie est définie par une LSF et
sa description est donc totalement indépendante du maillage du modèle EF. Ainsi, le choix
de la précision du maillage n’est pas lié à la qualité de la topologie finale mais uniquement à
la précision des réponses physiques évaluées tout au long de l’OT.

• Les problèmes numériques présents dans la méthode SIMP, tels que les zones ”grises“, sont
évités grâce à cette méthode. Bien que cette problématique puisse revenir lorsqu’une méthode
de mapping basée sur la densité est utilisée, les méthodes de régularisation travaillant sur le
contour de niveau 0 de la LSF permettent de limiter fortement ce phénomène.

• Cette méthode peut-être utilisée pour une grande variété de problèmes, et même des problèmes
non-linéaires plus complexes.

Néanmoins, la LSM est une méthode complexe et souvent lourde à mettre en place, ce qui
apporte quelques inconvénients :

• Comme expliqué précedemment, la topologie dépend uniquement du contour de niveau 0 de
la LSF et donc elle n’est pas unique (tout comme son gradient). Par conséquent, la topologie
finale dépend fortement de la topologie initiale de la LSF et la convexité du problème n’est
pas toujours garantie.

• La résolution de l’equation HJ n’est pas souvent immédiate. En effet, pour la résoudre le
problème doit être modifié en problème non contraint, par exemple par l’intermédiaire de
la méthode des multiplicateurs de Lagrange, dont le choix influe fortement sur la topologie
finale et augmente considérablement le coût de calcul.

• Tout au long du processus d’OT, la LSM necessite l’utilisation de procédures de régularisation
qui, généralement, sont purement mathématiques et n’ont pas de réel sens physique.
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La méthode BESO

L’algorithme Bi-directional Evolutionary Structural Optimisation (BESO) [72] est basée sur
la méthode Evolutionary Structural Optimisation (ESO) développée par Xie et Steven [73] et la
méthode Addition Evolutionary Structural Optimization (AESO) [74]. La méthode ESO se base
sur le principe que la topologie optimale peut-être obtenue en supprimant itérativement les zones
de matière non sollicitées du domaine de définition, au contraire de la méthode AESO, qui part
du domaine minimale faisable et ajoute de la matière autour des zones de contraintes élevées.
Dans la méthode BESO, la matière peut-être soit ajoutée, soit retirée du domaine de définition.
Le taux de matière enlevé ou ajouté est déterminé à l’aide de deux coefficients, respectivement le
taux d’inclusion (TI) ou le taux de rejet (TR). Considérons, dans un premier temps, le domaine
de définition D défini dans l’Eq. (2.4). D est discrétisé à l’aide d’un maillage et les différentes
conditions aux limites sont appliquées à la structure.

Lorsque le i-ième élément est retiré ou ajouté à la structure, la compliance est modifiée d’une
différence de plus ou moins △Ci, avec :

△Ci = 1
2uTKiui. (2.18)

La sensibilité de l’élément i par rapport à son ajout ou à sa suppression est définie par :

αi = △Ci

2Vi
, (2.19)

avec Vi le volume de l’élément générique i.
Cette senibilté est alors comparée à un seuil αth défini au préalable :

αi ≤ αth, (2.20)

αi ≥ αth, (2.21)

Ainsi, si l’Eq. (2.20) est respectée, l’élément est retiré, par contre, si c’est l’Eq. (2.21) qui est
respectée, l’élément est ajouté.

Lorsque la sensibilité est calculée directement telle que dans l’Eq. (2.19), il n’y a aucun lien entre
les différents éléments et leurs voisins, ainsi, il est fréquent d’otenir une topologie dite “damier”.

C’est pourquoi, Li et al. [75], ont proposé une méthode de lissage qui permet de ”connecter“
les éléments à leurs voisins directs par l’intermédiaire des nœuds de chaque élément. Ils ont alors
défini le coefficient de sensibilité de chaque nœud tel que :

α∗
k =

∑m
i=1 Viαi∑m

i=1 Vi
, k = 1, ..., Nnodes, (2.22)

avec Nnodes le nombre de nœuds total de la structure, α∗
k la sensibilité du nœud k et m le nombre

d’éléments connectés au nœud k.
La sensibilité de l’élément est ensuite recalculée telle que :

αl
i =

∑N
n=1 α

∗
n

N
, (2.23)

avec αl
i la sensibilité lissée de l’élément générique i, N le nombre de nœuds de l’élément i et α∗

n la
sensibilité du nœud n.



24 CHAPITRE 2. REVUE DE LITTÉRATURE

La convergence de l’optimisation est définie à l’aide d’un indice de performance (IP) directement
relié à la fonction objectif. Dans le cas ci-dessus, l’IP est donné par rapport à la compliance par
unité de volume. Ainsi l’IP donne :

IP = 1
CavV

, (2.24)

avec Cav la compliance moyenne et V le volume du domaine matériau à l’itération actuelle. Lorsque
le volume entre les différentes itérations n’évolue plus, seule la compliance moyenne varie et diminue
petit à petit vers un optimum, l’IP augmente donc progressivement. La convergence est considérée
comme atteinte lorsque l’Eq. (2.25) est respectée.

ϵi = |PIi − PIi−1|
PIi

≤ ϵth, (2.25)

avec i l’iteration courante et ϵth est l’erreur maximale acceptable définie par l’utilisateur.
L’explication ci-dessus est détaillée en se basant sur un critère d’energie, mais il est également

possible de définir un critère basé sur les contraintes mécaniques de la structure. En effet, les
éléments seraient itérativement retirés ou ajoutés en fonction de leur respect des Eq. (2.26) (élément
i retiré) et (2.27) (élément i ajouté).

σVM
i ≤ TRσVM

max, (2.26)

σVM
i ≥ TIσVM

max, (2.27)

Où σVM
i représente la contrainte équivalente de Von-Mises et σVM

max la contrainte équivalente de
Von-Mises maximale à l’intérieur de la struture. TR et TI sont les cofficients de taux de rejet et
d’inclusion dont les définitions sont données dans [76].

La Fig. 2.3 représente l’algorithme simplifié d’un calcul d’optimisation utilisant la méthode
BESO. Même si la méthode BESO est un peu moins populaire que les méthodes SIMP ou LSM,
elle présente de nombreux avantages :

• Contrairement aux algorithmes ESO et AESO, la méthode BESO permet d’atteindre l’opti-
mum depuis n’importe quelle configuration initiale. En effet, les algorithmes ESO et AESO
sont fortement dépendants de leur point de départ et convergent souvent vers les minima lo-
caux les plus proches. La capacité de l’algorithme BESO à modifier les éléments dans les deux
directions (i.e. à retirer et ajouter), lui permet d’atteindre la solution optimale peu importe
la condition initiale.

• L’algorithme BESO est un algorithme facile et rapide à implémenter dans n’importe quel
logiciel de calcul EF et qui ne nécessite pas d’utiliser des techniques de programmations
mathématiques avancées telles que celles utilisées dans les méthodes SIMP et LSM. Grâce à
cette simplicité d’utilisation, l’algorithme BESO peut être utilisé dans un grand nombre de
problèmes d’optimisation structurale différents (rigidité, flambage, fréquences propres, etc.).

Néanmoins, elle présente quand même certains défauts :

• À l’image de la méthode SIMP, l’algorithme BESO répartis la matière au sein du domaine de
définition en ”activant“ (ou ”désactivant“) les éléments du modèles EF. Cela implique de ne
pas avoir une définition claire de la frontière de la structure finale car elle n’est pas définie à
l’aide d’une entité purement géométrique (comme pour la LSM).
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Figure 2.3 – L’algorithme BESO

• Par sa nécessité d’ajouter puis de supprimer des éléments du domaine de définition, l’évolution
de la fonction objectif oscille beaucoup et il faut généralement un grand nombre d’itérations
pour atteindre la convergence. En effet, le coût de calcul dans ce type d’optimisation est
souvent élevé.

2.4 Les critères de tenue mécanique et l’optimisation topologique

Les techniques de fabrication additive (pour matériaux métalliques et polymères) sont de plus
en plus utilisées dans le secteur industriel. C’est pourquoi les nouveaux outils de conception ou de
spécification des produits apportés par la FA, tel que les logiciels d’OT, doivent permettre d’intégrer
les exigences propres à ces nouvelles technologies. L’une des premières considérations lors de la
définition de la topologie d’une pièce pour un bureau d’études est la parfaite connaissance de la
répartition des contraintes mécaniques à l’intérieur de la structure. À la suite d’un calcul d’OT,
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les géométries obtenues ne peuvent plus être retravaillées ni modifiées. Ainsi, si une zone de la
structure est soumise à une forte concentration de contrainte, celle-ci ne pourra plus être allégée ni
éliminée, au risque de ne plus respecter les autres contraintes ou les performances obtenues en terme
de fonction objectif. C’est pourquoi la répartition des contraintes mécaniques doit être contrôlée
tout au long du calcul d’OT par l’intermédiaire d’une contrainte d’optimisation explicite basée sur
un critère général de tenue mécanique (p. ex. le critère de la contrainte mono-axiale équivalente de
Huber-Hencky von Mises (HHVM)).

La formulation d’une contrainte d’optimisation basée sur un critère de tenue mécanique dans
le processus d’OT est un sujet fréquemment étudié. En effet, de nombreux travaux présentent
différentes méthodologies pour imposer à la contrainte de HHVM d’être respectée à chaque étape
du processus d’optimisation [1, 57, 77–88]. Ainsi, à la suite des travaux fondateurs de Bendsøe
et Sigmund [1], Pereira et al. [77] utilisèrent la méthode SIMP en utilisant un champ de densité
continu comme variable d’optimisation dans le but de résoudre un problème de minimisation de la
masse soumis à une contrainte basée sur un critère de tenue [77]. Ce type de problème donne des
résultats aussi bon qu’un problème de minimisation de la souplesse mais propose des topologies
finales avec un nombre réduit de zone de densité intermédiaire. Un autre point de vue a été testé par
Bruggi et al. [78] qui avait pour but d’intégrer les contraintes de la structure en tant que variables
directement dans la formulation du modèle par éléments finis. Cette formulation présente l’avantage
de pouvoir résoudre le problème d’optimisation sans que des étapes de post-processing, qui donnent
généralement des résultats moins précis, ne soient nécessaires. Une approche semi locale est proposée
par Holmberg et al. [80]. Le principe est de répartir les éléments du maillage EF par clusters dont
la définition est souvent arbitraire. L’élément dont la valeur du critère équivalent est la plus élevée
est déterminée pour chaque cluster et utilisé comme contrainte d’optimisation. Cette méthode a
pour avantage de diminuer fortement le nombre de contraintes d’optimisation par rapport à une
approche locale pure (i.e. où le nombre de contraintes d’optimisation est égal au nombre d’éléments
du maillage EF) tout en conservant une bonne connaissance de la répartition des contraintes. Cette
méthode est particulièrement adaptée dans le cas où plusieurs zones du domaine d’optimisation
sont soumises à des concentrations de contraintes élevées. Le et al. [79] proposent une approche
globale normalisée pour calculer la contrainte d’optimisation basée sur le critère HHVM. Cette
approche permet de ne considérer qu’une seule contrainte d’optimisation en approximant la valeur
maximale du critère de HHVM à l’aide d’une fonction d’agrégation. Ces méthodes d’agrégation
n’ont pas de réel sens physique et leur utilisation peut amener à certaines difficultés de convergence
car il n’y a pas de continuité entre les itérations. C’est pourquoi une approche normalisée permet
de modifier à chaque itération le paramètre de définition de la fonction d’agrégation en prenant en
compte les itérations précédentes. Yang et al. [83] proposent une comparaison entre une approche
globale et une approche locale lors du traitement des contraintes mécaniques. La première approche
consiste à approximer la valeur maximale du critère de tenue mécanique par l’utilisation d’une
fonction d’agrégation dans laquelle un schéma de correction des contraintes est proposé. Ce schéma
de correction a pour but d’éviter les phénomènes d’oscillation provoqués par le comportement
non-linéaire des contraintes dans le matériau et ainsi de faciliter la convergence de l’algorithme.
La deuxième approche est une approche locale. Pour alléger le coût de calcul, seuls les éléments
ou le critère équivalent atteint un niveau critique sont considérés dans l’optimisation. Les deux
schémas permettent d’obtenir des résultats satisfaisants. Néanmoins, pour être efficace, l’approche
locale doit utiliser un maillage assez grossier avec un nombre d’éléments réduit. D’autres travaux
se basant sur la LSM ont également été réalisés [57, 84–86, 89–92]. En effet, Allaire et al. [57] ont
prouvé qu’utiliser la LSM donnait des topologies finales sans "zones grises" et sans effet "damier"
qui sont succeptibles de se produire avec la méthode SIMP. La LSM peut aussi être associée aux
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méthodes de calcul par éléments finis X-FEM [84]. Le modèle X-FEM fournit un maillage fixe,
ce qui amène à diminuer le nombre de variables d’optimisation. Picelli et al. [85] proposent une
approche globale pour résoudre le problème d’OT en considérant le critère HHVM. La majorité des
travaux [86, 89, 90] propose une amélioration de la fonction d’agrégation de la contrainte équivalente
maximale. Verbart et al. [91] ont ensuite utilisé la LSM avec les mêmes techniques que celles
utilisées avec la méthode SIMP, telles que les fonctions d’agrégation. Wang et al. [92] ont proposé
l’OT sous contrainte en considérant un nouveau problème d’équilibre de forme des contraintes
mécaniques actives, permettant ainsi de supprimer les non-différenciabilités intrinsèques apportées
par le comportement local des contraintes mécaniques. Emmendoerfer et al. [93, 94] ont également
proposé une approche permettant l’activation et la discrétisation des contraintes critiques au cours
du processus d’optimisation. D’autres travaux [95–97] se sont basés sur les algorithmes BESO (ou
ESO) pour résoudre ce problème tout en controlant la répartition des contraintes mécaniques. La
Fig. 2.4 montre certains des principaux résultats lors de l’OT en considérant une contrainte basée
sur le critère HHVM. Ces résultats sont montrés pour le benchmark le plus populaire en littérature
quand il s’agit d’intégrer un critère de tenue mécanique dans la formulation du problème d’OT : le
domaine 2D en L. Ce cas d’étude est détaillé et approfondi dans le cadre de la méthode NURBS-
based-SIMP dans le Chapitre 4.

Cet état de l’art non-exhaustif, met en avant le fait que la majorité des travaux réalisés sur les
critères de tenue mécanique est réduit au critère HHVM applicable seulement pour les matériaux
isotropes. En effet, l’optimisation topologique sur des matériaux anisotropes est un sujet beaucoup
moins étudié. Ainsi, la première fois que les critères de rupture pour matériaux anisotropes sont
apparus dans un problème d’optimisation a été lorsque Groenwold et Haftka ont esssayé de minimi-
ser le critère de Tsai-Wu (TW) dans le but d’optimiser l’orientation des fibres dans des composites
stratifiés [98]. Les auteurs ont montré qu’utiliser une fonction objectif égale au failure index calculé
avec le critère de TW dépendait fortement des caractéristiques matériaux et de la force appliquée.
Pour pallier à ce problème, ils ont utilisé une formulation différente consistant à maximiser un
facteur de sécurité proprement défini pour une plaque multi-couche. Mirzendehdel et al. [99], pro-
posent ensuite une optimisation ayant pour but de minimiser l’opposée du facteur de sécurité défini
par Groenwold et Haftka, et soumise à une contrainte sur la compliance. Cette approche, permet de
définir une borne inférieure sur la rigidité de la structure et donc éviter à l’algorithme de converger
vers la solution triviale qui consiste à enlever la matière sur tout le domaine matériau.

Figure 2.4 – a)Benchmark étudié, b)Holmberg et al., 2013, c)Pereira et al., 2004, d)Bruggi, 2008,
e)Allaire et al., 2008

Cette étude bibliographique a permis de mettre en avant trois principaux problèmes rencontrés
lors d’une optimisation basée sur les critères de rupture :

• La nature locale des contraintes : lorsque l’optimisation topologique est menée via une ap-
proche locale, le nombre de contraintes à imposer lors du calcul est équivalent au nombre
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d’éléments de la structure. En effet, le critère de tenue mécanique doit être respecté pour
chaque élément. Il existe plusieurs approches permettant de surmonter ce problème. Certains
travaux [83] utilisent une approche locale tout en limitant le le coût de calcul par l’élimination
des éléments dont le critère de tenue mécanique reste faible. Un très grand nombre de travaux
[1, 57, 77–79, 81–88] préfère utiliser une approche globale, c’est-à-dire en ne considérant que
l’élément où le critère équivalent est le plus critique. L’opérateur maximum ne pouvant pas
être dérivé et donc implémenté dans les algorithmes déterministes, une fonction d’agrégation
est utilisée pour approximer la valeur de la contrainte équivalente maximale. Une dernière
approche [80] considérée comme globale/locale a aussi été développée. Cet aspect est impor-
tant dans l’implémentation d’une telle contrainte car elle nécessite de trouver un équilibre
entre la précision du résultat, le coût de calcul et la difficulté de convergence.

• Le comportement non-linéaire des contraintes [78] : les contraintes mécaniques au sein de la
structure dépendent de beaucoup de facteurs et notamment des cas de chargement appliqués
et de la géométrie de la structure dans le voisinage de l’élément. Ce dernier aspect est difficile
à prendre en compte dans les calculs d’OT car la topologie de la structure évolue constamment
au cours des itérations et une petite variation de la topologie peut créer une augmentation
forte et soudaine des contraintes mécaniques dans certaines zones de la structure. Certaines
méthodes, telle que la méthode SIMP, permettent un contrôle intrinsèque de ce comportement.
En effet, dans ce type de méthode, pour éviter les phénomènes type ”damier“, il est nécessaire
de créer un lien entre chaque élément et les éléments dans leur voisinage par l’intermédiaire
de techniques de filtrage. Ce lien peut permettre de limiter les croissances brusques des
contraintes sur des éléments isolés.

• Le problème de singularité [78] : lorsque la solution optimale se trouve être un point isolé
du domaine de calcul, elle devient impossible à atteindre pour l’algorithme et ainsi amener
celui-ci à converger vers des solutions non-optimales. Ce phénomène est un élément clé du
contrôle des contraintes dans l’OT car il influence énormément le calcul d’optimisation et
les techniques numériques apportées pour contrôler ce phénomène modifient légèrement le
problème d’optimisation pour pouvoir arriver à convergence. Ce problème mérite un intérêt
particulier, c’est pourquoi il est abordé plus en détail dans le Chapitre 4.

Ces trois problèmes liés au comportement des contraintes mécaniques sont un enjeu fondamental
dans l’implémentation d’une contrainte d’optimisation basée sur les critères de tenue mécanique
dans un algorithme d’OT. Les solutions mathématiques et les méthodes numériques permettant
d’éviter ces phénomènes (ou au moins de limiter leur influence) sont détaillées dans le Chapitre 4
pour les matériaux isotropes et dans le Chapitre 5 pour les matériaux anisotropes.

2.5 L’optimisation topologique de structures architecturées multi-
matériau

La FA a connu une croissance importante depuis les dernières décennies et offre, aujourd’hui,
la possibilité de réaliser des structures aux géométries plus complexes et plus efficaces telles que
les structures lattices. Aujourd’hui, ce type de structures rencontre de plus en plus d’intérêt dans
différents secteurs de l’ingénierie tels que l’aérospatial, l’automobile ou encore le biomédical grâce
notamment à la possiblité de concevoir l’architecture des matériaux à différentes échelles. Cet
aspect permet ainsi d’obtenir des propriétés mécaniques très spécifiques et des performances qui
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s’accordent avec les exigences du problème étudié (i.e. un excellent ratio poids/rigidité, une bonne
perméabilité ou encore une bonne isolation thermique).

Une structure lattice est un matériau architecturé d’origine synthétique ou naturelle. Du point
de vue mécanique une structure lattice est un milieu périodique dont l’unité répétitive est le Volume
Elémentaire Représentatif (VER), défini à une échelle microscopique ou mésoscopique, qui se répète
dans les différentes directions pour former une structure dense à l’échelle macroscopique, voir Fig.
2.5. Le matériau de la structure à l’échelle macroscopique peut être défini comme un matériau
homogène anisotrope équivalent dont les propriétés dépendent de la topologie du VER défini à
l’échelle inférieure.

Figure 2.5 – a) Structure globale : échelle supérieure b) VER : échelle inférieure

Un grand nombre de travaux est aujourd’hui dédié au développement d’approches d’OT multi-
échelle pour les structures lattices. Le but de ce type de recherches est de concevoir une approche
générale qui réduit le nombre d’hypothèses simplificatrices et qui intègre directement dans la for-
mulation du problème les variables d’optimisation définies aux deux échelles. Parmi celles-ci, la
méthode SIMP est souvent utilisée pour réaliser l’optimisation de structures cellulaires allégées
telles que les structures lattices [100–103]. Néanmoins, quand il est question d’aborder le problème
de conception d’un matériau architecturé, une stratégie d’OT multi-échelle adéquate est nécessaire.
En effet, la structure lattice peut être optimisée aux deux échelles : inférieure (celle du VER, qui
peut être microscopique ou mésoscopique selon la longueur caractéristique du VER) et supérieure
(macroscopique). À l’échelle inférieure, le comportement de la structure lattice est décrit au moyen
des réponses physiques de son VER. À l’inverse, à l’échelle supérieure, la structure lattice est repré-
sentée par un matériau homogène équivalent dont les propriétés dépendent de l’échelle inférieure.
Ainsi, il est nécessaire de lier les deux échelles de manière cohérente et cela passe par l’utilisation
d’une technique d’homogénéisation adéquate.

Les travaux réalisés dans ce manuscrit se focaliseront uniquement sur l’OT de la topologie du
VER de la structure lattice en considérant des exigences de conception définies à toute échelle. En
conséquence, les variables topologiques sont définies uniquement à l’échelle du VER de la struture
lattice, tandis que les réponses physiques et les exigences de conception sont définies aussi bien
à l’échelle du VER qu’à l’échelle macroscopique. De plus, l’approche proposée dans ce manuscrit,
et détaillée aux Chapitres 6 et 7, vise à généraliser la méthode d’OT multi-échelle des matériaux
architecturés présentée dans le cadre des travaux de thèse de G. Bertolino au cas des structures
lattices dont le VER est composé par plusieurs phases matériau [18].

Des études portant sur l’optimisation de la topologie du VER sont disponibles en littérature. Par
exemple, Zhang et al. [104] ont utilisé la méthode SIMP combinée à une technique d’homogénéisa-
tion basée sur l’energie de déformation du milieu périodique pour déterminer la topologie optimale
du VER des matériaux cellulaires. La méthode d’homogénéisation fondée sur l’energie de déforma-
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tion [105–107] se base sur l’hypothèse fondamentale que l’énergie de déformation réelle du matériau
hétérogène est équivalente à celle du matériau anisotrope homogène équivalent. En partant de cette
hyptothèse, il est possible de déterminer tous les composants de la matrice de rigidité équivalente
du matériau homogénéisé à l’échelle macroscopique. Il est évident que des conditions aux limites
(CL) adéquates doivent être imposées au VER sous la forme de conditions aux limites périodiques
(CLP). L’hypothèse derrière l’application de CLP est que le VER est indéfiniment répété suivant
les axes du repère global de la structure. Le schéma d’homogénéisation utilisé dans la méthode joue
un rôle essentiel car il permet de lier les variables topologiques définies à l’échelle inférieure avec
les réponses physiques évaluées à l’échelle supérieure. Le développement des méthodes d’homogé-
néisation a été un sujet fortemment étudié au cours des deux dernières décennies. Sigmund et al.
[108, 109] ont d’abord proposé un schéma d’homogénéisation inverse pour concevoir des matériaux
avec des paramètres constitutifs et des propriétés élastiques pré-définies en utilisant la méthode
SIMP. Une variante de la méthode d’homogénéisation basée sur l’énergie de déformation du milieu
périodique est proposée par Barbero et al. [110, 111] : dans ce contexte, les propriétés élastiques du
milieu homogène équivalent à l’échelle macroscopique sont calculés à partir du champ de contraintes
moyenne à l’intérieur du VER. Une autre méthode, appelée homogénéisation asymptotique, a été
utilisée dans différents travaux [102, 112, 113]. Il existe d’autres méthodes d’homogénéisation pure-
ment numériques et efficaces [100, 114]. Toutes ces méthodes numériques d’homogénéisation sont,
de facto, équivalentes et leur efficacité et l’utilisation de l’une d’entre elle dépend fortement de la
méthode d’OT utilisée et du problème physique étudié.

Il est évident que la technique d’homogénéisation des milieux périodiques requiert un coût de
calcul important si le comportement de la structure lattice à l’échelle macroscopique est complé-
tement anisotrope. Cela peut se produire lorsque le VER de la structure lattice ne possède pas de
symétries. Sivapuram et al. [115] ont utilisés la méthode LSM combinée à un schéma d’homogénéi-
sation asymptotique. Le problème à l’échelle microscopique est divisé en plusieurs sous-problèmes
d’OT, un pour chaque zone spécifique du domaine de définition. Cette approche permet d’économi-
ser du temps de calcul car la solution recherchée pour chaque sous-problème est menée en parallèle
des autres. Cependant, chaque sous-problème donne une architecture de VER différent et, dans
certains cas, les CL des différentes meso-structures ne sont pas compatibles. Cheng et al. [113] ont
abordé l’OT de structures lattice à gradient de propriétés en utilisant la methode MMA ainsi que
l’homogénéisation asymptotique. Ils ont alors proposé un modèle de rupture multi-échelle afin de
contrôler la limite d’élasticité de la micro-structure soumise à des contraintes macroscopiques. Dans
ce contexte, la conception de la structure lattice gérant la répartition des contraintes mécaniques
améliore les propriétés élastiques et plastiques de la structure macroscopique, mais le phénomène
appelé ”homogenisation boundary layer phenomenon“ apparaît. Ce phénomène est du au manque
de périodicité à la frontière entre VER ayant différentes densités et apporte une erreur dans la
prédiction de la contrainte maximale. Li et al. [114] proposent une méthode d’homogénisation
multi-échelle ou le VER est défini par une gyroïde. La structure lattice gyroïde permet d’obtenir
des propiétés mécaniques excellentes en utilisant une formulation mathématique compacte. L’uti-
lisation des gyroïdes permet d’obtenir une structure lattice à gradient de propriétés, c’est-à-dire
avec une topologie de VER qui évolue suivant les zones de la structure macroscopique, tout en
gardant une continuité entre les différentes géométries de VER à l’échelle inférieure. Tromme et al.
[103] utilisent des méthodes de réduction de modèle combinées à la méthode SIMP pour réaliser
des OT multi-échelle. Une telle méthode permet de résoudre le problème sans séparation d’échelle.
Cependant, cette méthode ne donne pas de résultat optimal pour les problèmes de maximisation
de la rigidité. Li et al. [102] proposent un couplage entre la méthode d’homogénéisation asympto-
tique et la méthode SIMP pour réaliser une optimisation double-échelle (i.e. une optimisation de
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la topologie du VER à l’échelle inférieure et de la topologie de la structure à l’échelle supérieure)
tout en considérant différents modèles de VER à l’échelle mésoscopique. Cette méthode permet
d’obtenir de meilleures performances en terme de rigidité que les structures périodiques usuelles,
cependant, l’interface entre les différentes topologies de VER à l’échelle inférieure n’est pas correc-
tement définie et peut affecter les performances globales de la structure. Gao et al. [116] ou encore
Li et al. [117] utilisent des approches basées sur la méthode LSM périodique pour réaliser l’OT de
matériaux composites poreux avec des microstructures multi-domaines. D’autres OT multi-échelle
de structures lattice [100] sont basées sur la méthode BESO. Une autre approche [118–120] pro-
pose de coupler la méthode d’homogénéisation basée sur l’énergie de déformation (SEHM) à un
algorithme d’OT basée sur les entités géométriques NURBS pour obtenir différentes propriétés des
matériaux architecturées. Cette méthode a pour avantages d’utiliser une approche d’homogénéi-
sation efficace qui réduit le nombre de calculs pour déterminer le tenseur d’élasticité du matériau
homogène équivalent tout en permettant une définition propre de la frontière de la topologie du
VER qui est alors définie par une entité purement géométrique. Tous les détails de cette approche
sont donnés dans les Chapitres 6 et 7.

Outre les réponses physiques globales (masse, raideur, etc.), il est necessaire d’assurer une tenue
mécanique correcte des matériaux architecturées. Au cours des dernières années, plusieurs travaux
se sont intéressés à la résistance en cisaillement de ce type de structures. En effet, certains travaux
ont été réalisés sur des structures type sandwich [105, 106] ou encore Li et al. [121] qui ont testé la
rigidité effective dans le plan des structures hexagonales en nid d’abeille à l’échelle macroscopique
selon un modèle de flexion.

L’OT a pour but d’obtenir des structures les plus efficaces possibles tout en respectant certaines
attentes par rapport à différents phénomènes physiques. Cependant, lorsque plusieurs contraintes
d’optimisation basées sur des phénomènes différents sont utilisées, il est possible qu’aucune des
solutions présentes dans le domaine faisable puisse permettre de satisfaire l’ensemble des contraintes
d’optimisation. Cela peut être du au fait que le comportement du matériau utilisé dans le calcul
d’optimisation n’est pas efficace contre l’ensemble des phénomènes étudiés. L’une des solutions à
ce type de problème est d’élargir le domaine de faisabilité en considérant plusieurs matériaux pour
définir la structure finale. [19] propose un état de l’art des avancées technologiques et des différentes
applications permises grâce à la FA multi-matériau.

C’est pourquoi différents auteurs se sont penchés sur l’OT multi-matériau. Dans [1], les auteurs
décrivent le module d’élasticité d’un matériau à deux phases dans le cadre de la méthode SIMP tel
que :

E(ρ) = ραE1 + (1 − ρα)E2, (2.28)

où ρ définit la densité artificielle propre à la méthode SIMP, E1 et E2 sont les modules d’élasticité
des deux matériaux. Dans le cas ou le deuxième matériau est le vide, le module E2 est laissé nul.

Un autre point de vue a été développé dans [122], en introduisant une ”peak function“ implé-
mentée dans la méthode SIMP pour décrire plusieurs phases de matériaux au sein du domaine de
définition. Le principal intérêt de cette méthode est de pouvoir inclure plusieurs matériaux dans le
domaine de définition sans augmenter le nombre de variables d’optimisation. Néanmoins, comme
la recherche de la valeur optimale dépend de la pente du point local de la courbe, cette méthode
peut amener certaines difficultés pour que l’algorithme franchisse les points singuliers permettant
de faire la transition d’une phase matériau à une autre.

Zuo et al. [123] ont utlisé la méthode d’optimisation multi-materiau SIMP ordonnée, couplée
à une fonction de coût. Dans une telle méthode, les valeurs de densité projetées sur les éléments
sont rangées puis séparées en différents paliers suivant la valeur de leur module d’Young pénalisé,
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comme illustré dans la Fig. 2.6. Les paliers sont définis par intervalle de densité tel que :

ρi = ρT
i /ρmax, i = 1, .., Nmat, (2.29)

avec ρT
i la densité à l’interface entre deux matériaux, ρmax la densité maximale et Nmat le nombre

de matériaux utilisés.

Figure 2.6 – Interpolation Méthode SIMP ordonnée

En introduisant le coefficient d’échelle Ae et le coefficient de translation Be, le module d’élasticité
pénalisé peut s’écrire en fonction de la densité tel que :

Ee(ρe) = Aeρ
p
e +Be, (2.30)

où Ae et Be sont définis pour ρe ∈ [ρi, ρi+1], tels que :

Ae = Ei − Ei+1
ρp

i − ρp
i+1

, Be = Ei −Aeρ
p
i . (2.31)

La force de cette méthode est qu’elle est conceptuellement simple et n’ajoute pas de variables
supplémentaires dans le problème d’optimisation bien que plusieurs matériaux soient présents dans
le domaine de définition. Cependant, certains effets ”damiers“ peuvent apparaître aux interfaces
entre les différents matériaux. Ce phénomène peut être surmonté en incluant certains artifices
numériques qui peuvent augmenter considérablement le temps de calcul et perdre ainsi les avantages
apportés par cette méthode. Une approche basée sur la LSM est proposée par Sha et al. [124]. Dans
cette méthode un nombre total de N LSFs est utilisé pour représenter N + 1 phases matériau.

Un schéma de pénalisation différent est proposé dans [125]. Cette méthode est basée sur un
principe de superposition d’un nombre de champs de variables d’optimisation équivalent au nombre
de matériaux (hors vide) utilisés dans le calcul d’optimisation. Ainsi, le tenseur d’élasticité de chaque
élément du modèle EF est défini comme la somme des tenseurs d’élasticité de chaque matériau
pénalisé par son champ de variables respectif. Ainsi, pour chaque élément e, la matrice d’élasticité
(notation de Voigt) s’écrit :

Ce =
Nmat∑
n=1

ϕα
nCe0n, (2.32)
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où ϕn est la fonction de pénalisation du tenseur d’élasticité du matériau n, définie telle que :

ϕn =
n∏

m=1
(ρm)

Nmat∏
m=n+1

(1 − ρm), (2.33)

où ρm est le champ de pseudo-densité de la méthode SIMP pour la phase m et Nmat est le nombre
total de phases..

Cette méthode présente différents avantages :

• La méthode de description des différentes phases matériaux est réalisée à partir d’entités
géométriques, telles que les NURBS, voir [125] et les travaux de thèse de T. Rodriguez [126],
ce qui permet une description précise des domaines matériaux. Cette méthode ne souffre pas
de problèmes lorsqu’il s’agit de traiter d’un nombre important de phases matériau différentes.

• Elle présente une complexité numérique faible et permet de surmonter les difficultés numé-
riques (tel que l’effet "damier“) sans alourdir le calcul par l’ajout d’artefacts numériques.

• Les interfaces entre les différentes phases matériau sont correctement définis et les matériaux
ne se chevauchent pas grâce au modèle de pénalisation imposé. Il n’est ainsi pas nécessaire
d’ajouter une contrainte d’optimisation supplémentaire sur les variables d’optimisation.

Par contre, lors de l’utilisation de cette méthode, le nombre de variables d’optimisation augmente de
la même manière que le nombre de matériaux, ce qui est moins efficace que les méthodes proposées
précédemment.

Cependant, les méthodes d’OT multi-matériau se basent sur un certain nombre de matériaux
initiaux fixés et définis par l’utilisateur en entrée d’optimisation. De telles techniques ne permettent
pas d’intégrer les propriétés matériau en tant que variables du problème d’optimisation. Néanmoins,
le développement des approches multi-matériau et des techniques de fabrication des pièces de plus
en plus avancées, permet la possibilité d’obtenir des structures lattices dont le VER serait défini
par plusieurs matériaux : c’est l’optimisation multi-échelle/multi-matériau. Ce type d’OT a été
de plus en plus étudié au cours des dernières années. En effet, [127] a dans premier temps utilisé
la méthode d’homogénéisation inverse pour concevoir des micro-structures périodiques composées
de trois phases matériau, dans le but d’obtenir des matériaux aux coefficients de dilatation ther-
mique extrêmes. D’autres travaux [128], utilisent l’OT pour trouver les topologies optimales des
composites viscoélastiques multi-phase afin d’adapter leur comportement de dissipation d’énergie
en fonction de leur fréquence. Récemment, Kazemi et al. [129] ont proposé une approche basée
sur une méthode de projection géométrique pour obtenir des structures lattices multi-matériau.
En attribuant une variable de taille à chaque composant géométrique qui est pénalisé selon l’idée
des méthodes basées sur la densité, la projection géométrique permet de supprimer entièrement un
composant de la conception. [130] a utilisé la méthode Smolyak fusionnée aux méthodes de descrip-
tion de la géométrie des entités NURBS pour caractériser les propriétés matériaux de toutes sortes
de microstructures définies par plusieurs matériaux. La méthode est étendue de manière à définir
deux champs de variables différents, un à l’échelle du VER et un autre à l’échelle macroscopqique,
dans le but de réaliser une double optimisation : une première qui a pour but d’optimiser la topolo-
gie du VER (composée de plusieurs phases matériau) et une seconde qui a pour but d’optimiser la
géométrie de la structure à l’échelle macroscopique. D’un autre côté, une approche multi-matériau
a été implémentée dans [131] pour définir des microstructures composites magnétiques. Les tra-
vaux sur le développement des microstructures architecturées dont le VER est défini par plusieurs
phase matériau permet également d’obtenir des méta-matériaux équivalents ayant des propriétés
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extrêmes, tels qu’un coefficient de dilatation thermique extrême [127], une conductivité extrême
[132] ou encore un coefficient de Poisson négatif. Ce dernier aspect a connu un gain d’intérêt de
plus en plus important au cours des dernières années, un récapitulatif non exhaustif des travaux
sur le sujet est donné dans la Section 2.6.

2.6 Les méta-matériaux auxétiques

Une autre approche, permise par le développement des stratégies d’optimisation multi-échelle et
multi-matériau, est celle utilisée pour la conception de matériaux auxétiques [133–141]. En effet, lors
des calculs multi-échelle, les techniques d’homogénéisation permettent de déterminer le tenseur de
rigidité du matériau équivalent à l’échelle macroscopique. Un état de l’art complet sur les différents
types de métamatériaux et de leurs propriétés est donné dans [140]. Par la suite, [133] propose une
approche multi-échelle et multi-matériau basée sur la LSM pour optimiser les coefficients du tenseur
de rigidité obtenu en sortie d’homogénéisation. Le principe est de minimiser la différence entre les
paramètres de ce tenseur en sortie d’homogénéisation et des paramètres fixés par l’utilisateur en
début d’optimisation à l’aide d’une méthode aux moindres carrés. Dans ce contexte, la fonction
objectif J est définie telle que :

J = 1
2

d∑
i,j=1

wij

(
CM

ij − C∗
ij

)2
, (2.34)

où wij sont les poids associés aux composants correspondants, CH
ij sont les composants du tenseur

de rigidité homogénéisé et C∗
ij sont les coefficients du tenseur de rigidité imposés par l’utilisateur

et d = 3, 6 représente le nombre de composants du tenseur selon la dimension du problème (2D et
3D, respectivement). Dans le cadre de cette méthode, l’utilisation d’une approche multi-matériau
a permis d’obtenir des méta-matériaux auxétiques dont les coefficients de Poisson sont différents
suivant les directions d’orthotropie. [134] proposent une méthode basée sur l’independent point-
wise density interpolation (iPDI) couplée à un modèle bi-matériau pour obtenir des structures
architecturées auxétiques dont le motif élémentaire serait composé de deux phases matériau. Dans
la méthode iPDI, le champ de densité est construit par interpolation des valeurs de densité aux
points de la variable de conception, également appelés point de densité. La méthode iPDI permet
d’avoir une bonne qualité de la description des frontières. Les méthodes d’OT classiques sont souvent
utilisées pour réaliser ce type d’OT. Ainsi, [137, 139] obtiennent des coefficients de Poisson négatifs
en utilisant la méthode SIMP tandis que [138, 141] préfèrent utliser la LSM ou la PLSM. Plus
particulièrement, [141] décident de coupler la LSM à la méthode d’homogénéisation inverse pour
obtenir des matériaux auxétiques aux frontières bien définies. [137] couple la méthode d’OT SIMP
modifiée au schéma d’homogénéisation inverse pour optenir des structures auxétiques 3D qui ne
nécessitent pas d’opération de post-traitement. Ils réussissent ainsi à obtenir des méta-matériaux
dont le coefficient de Poisson atteint des valeurs jusqu’à −0, 5. La majorité des travaux sur les
matériaux auxétiques ont permis d’obtenir de nouvelles géométries aux propriétés bien définies.
Par ailleurs, l’une des principales interrogations réside dans la diminution du coût de calcul. C’est
pourquoi, [139] propose une solution alternative à l’homogénéisation pour définir les propriétés du
matériau à l’échelle supérieure. Les auteurs préfèrent ainsi utiliser des essais de déformation par
traction pour détermner le tenseur homogénéisé du matériau à l’échelle macroscopique, car dans
ce type d’essai, le matériau est uniformément étiré, soit longitudalement, soit transversalement.
Le comportement du matériau peut alors être caractérisé après avoir soumis la cellule unitaire
à des déplacements unitaires. [142] réutilise la méthode basée sur les essais de déformation par
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traction pour concevoir des structures 3D en matériaux auxétiques capables de garder des valeurs
de coefficient de Poisson constantes sur des grands intervalles de déformation.

Comme il peut-être déduit de cette revue de littérature, certains problèmes apparaissent lorsqu’il
s’agît d’aborder le problème de l’OT multi-échelle des structures lattices :

1. Comment intégrer l’analyse multi-échelle dans l’optimisation topologique ?

2. Est-il possible d’optimiser la topologie du VER en intégrant des critères de conception définis
à toutes les échelles ?

3. Quel procédé d’homogénéisation offre le meilleur compromis entre la qualité des résultats et
un coût de calcul raisonnable ?

4. Est-il possible d’obtenir des matériaux architecturés dont le VER est composé par plusieurs
matériaux grâce à l’OT multi-échelle multi-matériau ?

Une étude détaillée de l’implémentation de l’algorithme d’OT multi-échelle multi-matériau pour
les matériaux architecturés multi-matériau est présentée dans le Chapitre 6. Cette étude sera éten-
due ensuite dans le Chapitre 7 dans le but d’obtenir des méta-matériaux auxetiques.

2.7 Conclusion de l’étude bibliographique
Cette étude bibliographique a mis en avant plusieurs aspects :

• Il existe plusieures familles d’optimisation structurale, cependant, la plus générale d’entre elles
est l’optimisation topologique. En effet, cette méthode permet une distribution du matériau
à l’intérieur du domaine de définition en considérant le moins de contraintes possibles. Ces
méthodes ont été fortement développées au cours des dernières années, pourtant certaines
difficultés sont toujours présentes. Les topologies en sorties d’optimisation sont souvent basées
sur un maillage EF et dont le principe est d’activer ou de désactiver les éléments au sein du
domaine matériau. Ainsi, les frontières de la structure ne sont pas précises et les résultats
ne sont pas compatibles avec les logiciels CAO. Une autre difficulté découle de ce manque
de description : les géométries sont souvent retravaillées/lissées en sortie d’optimisation et il
apparaît ainsi un décalage entre les réponses physiques calculées lors à la fin du processus
d’optimisation et celles retrouvées à partir de la pièce reconstruite.

• Il existe trois grandes familles d’algorithmes d’OT. La première est composée de l’ensemble
des méthodes basées sur l’implémentation d’une densité fictive, la seconde comprend les mé-
thodes LSM tandis que la dernière comporte les méthodes basées sur des algorithmes évolu-
tionnaires (ESO, BESO). Chacune d’entre elles apporte un grand nombre d’avantages mais
aussi quelques inconvénients ; il est impossible de prédire quelle méthode donne les meilleurs
résultats. Le choix d’une méthode ou une autre doit être fait en fonction du problème étudié.

• Un grand nombre de travaux ont été réalisés pour permettre le contrôle de la répartition du
champ de contraintes dans les processus d’OT. Ces études ont mis en avant trois principaux
problèmes liés au comportement des contraintes : le comportement ”local“ des contraintes, leur
comportement non-linéaire et le phénomène de singularité. La gestion de ces phénomènes n’est
pas triviale et chaque méthode développée met en avant des artéfacts numériques permettant
de résoudre plus ou moins efficacement ces difficultés. La grande majorité de ces études a été
réalisée dans le cadre des matériaux isotropes. Il existe très peu de travaux prenant en compte
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les matériaux anisotropes. Néanmoins, les technologies de fabrication additive se développant
enormément, il est aujourd’hui possible de réaliser des structures en matériaux composites.
Ainsi, la prise en compte de la répartition des contraintes mécaniques lors d’un processus
d’optimisation dans le cadre de matériaux anisotropes, va devenir une necessité.

• La fabrication additive permet aujourd’hui une plus grande liberté dans le processus de
conception des strutures. En effet, la fabrication de structures aux géométries complexes,
telles que les structures architecturées, ou encore les structures multi-matériaux est désor-
mais accessible. Ainsi, il est necessaire de développer des méthodes d’optimisation adéquates
permettant de tirer pleinement parti des bénéfices apportés par la FA. C’est pourquoi, de
nombreuses méthodes d’optimisation multi-échelle et/ou multi-matériau se sont développées.
Les recherches sont actuellement en cours pour améliorer ces techniques qui sont soumises
aux mêmes problèmes que les procédés d’optimisation classiques.



Chapitre 3

Un algorithme d’optimisation basé sur
les NURBS : L’algorithme SANTO

3.1 Introduction

La revue de littérature dans le chapitre précédent a permis de mettre en avant certaines dif-
ficultés rencontrées par les algorithmes d’optimisation. En effet, la majorité des méthodes, telles
que les méthodes SIMP ou BESO, n’utilise pas d’entité géométrique pour définir la topologie de la
structure et celle-ci se retrouve donc imprécise et sans contour correctement défini.

Les entités NURBS (Non-Uniform Rational Basis Spline) sont utilisées pour représenter ma-
thématiquement des objet géométriques. Elles sont utilisées dans les logiciels CAO pour définir des
courbes et surfaces complexes. Cependant, leur utilisation ne se limite pas uniquement à cela et
elles sont de plus en plus testées dans d’autres domaines tels que la compression d’images [143, 144],
dans les techniques d’approximation des courbes [145] ou encore pour l’optimisation des composites
à rigidité variable (CRV) [146]. Leur polyvalence et leur robustesse ont donc été un atout dans de
nombreux domaines et il est désormais possible aujourd’hui de les utiliser dans l’OT. En effet, de
nombreux travaux pour développer une méthode d’OT innovante basée sur les entités NURBS ont
été réalisés [15, 17, 147] : cette méthode est la méthode NURBS-based SIMP.

Ce chapitre a pour but de détailler les principes fondamentaux de la méthode NURBS-based
SIMP, qui sera exploitée et développée dans les travaux de ce manuscrit. Cette méthode est une
généralisation des premiers travaux proposés dans [148, 149]. Dans cette méthode, le champ de
pseudo-densité défini dans le modèle SIMP traditionnel est représenté par une surface/hyper-surface
NURBS pour les problèmes 2D/3D, respectivement. Dans les cas 2D, le champ de pseudo-densité
est représenté par une surface NURBS dont les points de contrôle sont décrits par 3 coordonnées,
2 coordonnées cartésiennes classiques et une troisième coordonnée qui est la pseudo-densité. Dans
le cas 3D, le champ de densité fictif est défini par une entité NURBS 4D, dont les 3 premières
coordonnées sont les coordonnées cartésiènnes et la quatrième coordonnée représente la pseudo-
densité.

Dans ce contexte, pour les calculs 2D, la topologie de la structure est définie au cours de
l’optimisation par une entité purement géométrique, la solution est donc compatible et exploitable
par les logiciels CAO. Le cas des calculs 3D est légèrement différent, car l’extraction de la topologie
finale 3D à partir de l’hyper-surface 4D utilise une entité géométrique d’ordre supérieur qui n’est pas
encore définie dans les logiciels CAO et nécessite donc une étape de post-traitement ultérieure. En
effet, pour les calculs 3D, la topologie finale est donnée par un fichier STL "propre“ (non-dégénéré)
qui peut être reconstruit par des assemblages de patch élémentaires comme décrit dans [150].

37
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Ce chapitre est divisé en quatre sections : une première partie qui détaille plus précisément
les propriétés des entités NURBS et donne leurs différents avantages qui en font un outil de choix
pour les calculs d’OT. Une seconde partie explique la méthode NURBS-based SIMP et fournit les
principaux éléments permettant de comprendre l’utilisation de cette méthode. Enfin, une dernière
partie est consacrée à l’application de la méthode aux exemples 2D et 3D et met en avant les
premières constatations suite au développement de cette méthode.

Notation Les tenseurs et les matrices sont indiqués en gras avec des lettres et/ou symboles
majuscules, tandis que les vecteurs sont indiqués en gras avec des lettres et/ou symboles minuscules.
Le symbole ♯S indique la taille (ou le nombre d’éléments) de l’ensemble S.

3.2 La méthode NURBS-based SIMP

3.2.1 Les entités NURBS

Les pricipaux principes des hyper-surfaces NURBS sont rappelés dans cette section. Les formules
des courbes et surfaces, largement discutées dans [151], peuvent être facilement déduites à partir
des relations suivantes.

Une hypersurface NURBS est une fonction basée sur les polynômes de Bernstein, définie dans
un espace paramétrique (domaine), et prenant des valeurs dans l’espace NURBS (co-domaine). De
plus, si N est la dimension de l’espace paramètrique et M la dimension de l’espace NURBS, une
entité NURBS est définie telle que h : RN −→ RM . Par exemple, un paramètre scalaire (N = 1)
peut décrire soit une courbe plane (M = 2), soit une courbe 3D (M = 3). Dans le cas d’une surface,
deux paramètres scalaires sont nécessaires (N = 2) avec trois paramètres physiques (M = 3). La
formule mathématique d’une hypersurface générique NURBS est :

h(u1, . . . , uN ) =
n1∑

i1=0
· · ·

nN∑
iN =0

Ri1,...,iN (ζ1, . . . , ζN )Pi1,...,iN , (3.1)

où Ri1,...,iN (ζ1, . . . , ζN ) sont les fonctions de base rationnelles, qui sont liées aux fonctions de formes
de l’entité NURBS Nik,pk

(ζk), k = 1, . . . , N par la relation suivante :

Ri1,...,iN (ζ1, . . . , ζN ) = ωi1,...,iN

∏N
k=1Nik,pk

(ζk)∑n1
j1=0 · · ·

∑nN
jN =0

[
ωj1,...,jN

∏N
k=1Njk,pk

(ζk)
] . (3.2)

Dans les Eqs. (3.1) et (3.2), h(ζ1, . . . , ζN ) est une fonction vectorielle à valeurs réelles de dimension
M , (ζ1, . . . , ζN ) sont des paramètres scalaires sans dimension définis dans l’intervalle [0, 1], (nj + 1)
est le nombre de points de contrôle (PC) le long de la direction ζj , tandis que Pi1,...,iN sont les
PC. La j-ième coordonnée du PC (X(j)

i1,...,iN
) est rangée dans le tableau X(j) ∈ R(n1+1)×···×(nN +1).

L’expression explicite des coordonnées des PC dans RM est :

Pi1,...,iN = {X(1)
i1,...,iN

, . . . , X
(M)
i1,...,iN

},

X(j) ∈ R(n1+1)×···×(nN +1), j = 1, . . . ,M.

(3.3)

Pour les surfaces NURBS, PT
i1,i2 = {X(1)

i1,i2
, X

(2)
i1,i2

, X
(3)
i1,i2

} et chaque coordonnée est rangé dans
une matrice définie dans R(n1+1)×(n2+1). L’agencement des PC est appelée polygone de contrôle pour
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les courbes NURBS, réseau de contrôle pour les surfaces et hyper-réseau de contrôle (ou hyper-net)
pour les hypersurfaces [151]. Le nombre total de PC constituant l’hyper-net est :

nCP :=
N∏

i=1
(ni + 1). (3.4)

Le PC générique n’appartient pas directement à l’entité NURBS mais il influe sur la forme de
l’entité au moyen de ses coordonnées. À chaque PC, Pi1,...,iN , est assigné un poids ωi1,...,iN . Plus le
poids est important, plus l’entité NURBS est attirée vers le PC. Pour chaque direction paramètrique
ζk, k = 1, . . . , N , les fonctions de formes de la NURBS sont de degré pk et peuvent être définies de
manière récursive telle que :

Nik,0(ζk) =
{

1, if v(k)
ik

≤ ζk < v
(k)
ik+1,

0, autrement,
(3.5)

Nik,q(ζk) =
ζk−v

(k)
ik

v
(k)
ik+q−v

(k)
ik

Nik,q−1(ζk) +
v

(k)
ik+q+1−ζk

v
(k)
ik+q+1−v

(k)
ik+1

Nik+1,q−1(ζk),

q = 1, ..., pk,
(3.6)

où chaque polynôme de Bernstein est défini sur le vecteur de nœuds :

v(k)T = {0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
pk+1

, v
(k)
pk+1, . . . , v

(k)
mk−pk−1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

pk+1

}, (3.7)

dont la dimension est mk + 1, avec :

mk = nk + pk + 1. (3.8)

Chaque vecteur de nœuds v(k) est une suite non-décroissante de nombres réels qui peut être
interprétée comme une collection discrète des valeurs du paramètre sans dimension uk. Les fonctions
de forme de la NURBS apportent différentes propriétés intéressantes : pour plus d’informations et
pour une compréhension plus profonde du sujet, le lecteur est addressé à [151]. Dans ce chapitre,
uniquement la propriété du support local sera rappelée parce qu’elle joue un rôle important dans
l’algorithme d’optimisation NURBS-based SIMP [15, 147] :

Ri1,...,iN (u1, . . . , uN ) ̸= 0

if (u1, . . . , uN ) ∈
[
v

(1)
i1
, v

(1)
i1+p1+1

[
× · · · ×

[
v

(N)
iN

, v
(N)
iN +pN +1

[
.

(3.9)

L’équation précédente signifie que chaque PC (et le poids respectif) affecte uniquement une zone
précise de l’espace paramétrique, qui est appelée support local ou encore zone d’influence.

La Fig 3.1 illsutre cette propriété pour le cas (a) d’une B-spline (i.e. avec un poids égale à 1) et
(b) pour une NURBS (i.e. dont le poids du PC modifié est strictement supérieur à 1), tandis que
l’image (c) montre la zone d’influence du PC modifié sur le reste de l’entité NURBS. Il est immédiat
de voir sur la Fig 3.1, que plus le nombre de PC est élevé, plus petite sera la zone d’influence par
rapport à l’entité NURBS.
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Figure 3.1 – Propriété du support local

3.3 La méthode NURBS-based SIMP

Les détails de l’implémentation de la méthode d’OT dans le cadre des hypersurfaces NURBS
sont donnés dans [15, 147]. Les principales propriétés de cette méthode sont rappelées ici dans le
cadre des problèmes d’OT pour une bonne compréhension des travaux présentés dans les chapitres
suivants. Soit D ⊂ R3 un espace Euclidien compact défini dans un repère cartésien orthogonal
O(x1, x2, x3) :

D := {xT = (x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 ∈ [0, a1], x2 ∈ [0, a2], x3 ∈ [0, a3]}, (3.10)

où aj , j = 1, 2, 3 est la longueur caractéristique du domaine suivant l’axe j. La formulation ma-
thématique se limite ici, dans un souci de clarté, au problème de la minimisation de la compliance
d’une structure, soumise à une contrainte d’inégalité sur le volume. Ce problème peut-être mathé-
matiquement bien posé à travers certaines techniques, voir [1]. Le but de l’OT est de chercher la
meilleure distribution d’un “matériau hétérogène" donné (i.e. la définition des zones de vide et de
matériau), qui satisfasse les conditions du problème initial.

Soit l’équation d’équilibre (cas statique) d’un modèle EF dans le cas le plus général :

K̂û = f̂ , û, f̂ ∈ RN̂DOF , K̂ ∈ RN̂DOF×N̂DOF , (3.11)

où N̂DOF représente le nombre total de degrés de liberté (DL) avant l’application des conditions
aux limites (CL), K̂ est la matrice de rigidité (singulière) non-réduite du modèle EF, tandis que
f̂ et û sont les vecteurs non-réduits des forces nodales externes généralisées et des déplacements
respectivement. Soit la définition suivante :

Definition 1 Soit la matrice M̂ ∈ Rm×n et les deux ensembles de nombres naturels positifs R ⊂
{i | 1 ≤ i ≤ m} et C ⊂ {j | 1 ≤ j ≤ n}. L’opérateur M := R

(
M̂,R, C

)
retourne la matrice M

obtenue en supprimant la i-ème ligne et la j-ème colonne de M̂, ∀i ∈ R et ∀j ∈ C. Similairement,
pour v̂ ∈ Rn donné, v := R (v̂,R) donne le vecteur obtenu en supprimant la i-ème ligne de v̂,
∀i ∈ R.

Soient IU ⊂ {i | 1 ≤ i ≤ N̂DOF} et IBC ⊂ {i | 1 ≤ i ≤ N̂DOF} deux ensembles génériques
d’indices tels que : IU ∩ IBC = ∅, ♯IU = NDOF, ♯IBC = NBC et NDOF + NBC = N̂DOF (i.e. NBC
est le nombre de DL où les déplacements sont imposés, tandis que NDOF est le nombre de DL
inconnus). En appliquant Def. 1 à l’Eq. (3.11), on obtient :
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[
K KBC
KT

BC K̃

]{
u

uBC

}
=
{

f
r

}
, (3.12)

avec :
u := R (û, IBC) , f := R

(
f̂ , IBC

)
uBC := R (û, IU) , r := R

(
f̂ , IU

)
,

K := R
(
K̂, IBC, IBC

)
, KBC := R

(
K̂, IBC, IU

)
, K̃ := R

(
K̂, IU, IU

)
,

u, f ∈ RNDOF , uBC, r ∈ RNBC ,

K ∈ RNDOF×NDOF , KBC ∈ RNDOF×NBC , K̃ ∈ RNBC×NBC .

(3.13)

Dans l’Eq. (3.12), u et uBC sont les vecteurs de déplacements généralisés inconnus et imposés res-
pectivement. f est le vecteur des forces nodales externes généralisées, tandis que r est le vecteur des
réactions nodales (inconnues) aux nœuds où les DL sur les déplacements généralisés sont imposés.
K, KBC et K̃ sont les matrices de rigidité du modèle EF après application des CL. En accord avec
la définition donnée dans [54, 152], la compliance de la structure, sous l’action de CL mixtes non
nulles de Neumann-Dirichlet s’écrit :

C := fTu − rTuBC. (3.14)

Dans l’approche SIMP, le domaine matériau Ω ⊆ D est identifié au moyen d’une fonction de
pseudo-densité ρ(x) ∈ [0, 1] pour x ∈ D : ρ(x) = 0 indique une zone de vide, alors que ρ(x) = 1
indique une zone matériau. Le champ de densité affecte la matrice de rigidité des éléments et donc
la matrice de rigidité globale du modèle EF comme suit :

K̂ :=
Ne∑
e=1

ρα
e L̂T

e K0
eL̂e =

Ne∑
e=1

L̂T
e KeL̂e,

K0
e,Ke ∈ RNe

DOF×Ne
DOF , L̂e ∈ RNe

DOF×N̂DOF ,

(3.15)

où ρe est la densité fictive calculée au centroïde de chaque élément e, tandis que α ≥ 1 est un
paramètre dont le but est de pénaliser les densités intermédiaires comprises entre 0 et 1, aussi
appelées zones grises, comme défini dans l’approche SIMP classique (α = 3 dans cette étude). Ne

est le nombre total d’éléments et N e
DOF est le nombre de DLs de l’élément générique e. Dans l’Eq.

(3.15), K0
e et Ke sont les matrices de rigidité de l’élément e non-pénalisée et pénalisée, exprimées

dans le repère global du modèle EF, tandis que L̂e est la matrice de connectivité de l’élément e
définie comme :

ue = L̂eû, (3.16)

où ue ∈ RNe
DOF est le vecteur des déplacements nodaux pour l’élément e. Dans le contexte de la

méthode NURBS-based SIMP, le champ de pseudo-densité pour un problème d’OT de dimension
D est représenté par une hypersurface de dimension D+ 1. Ainsi pour un problème 3D, une entité
4D est nécessaire et le champ de pseudo-densité est donc défini par :

ρ(ζ1, ζ2, ζ3) =
n1∑

i1=0

n2∑
i2=0

n3∑
i3=0

Ri1,i2,i3(ζ1, ζ2, ζ3)ρi1,i2,i3 . (3.17)



42 CHAPITRE 3. LA MÉTHODE NURBS-BASED SIMP - L’ALGORITHME SANTO

Dans l’Eq. (3.17), ρ(ζ1, ζ2, ζ3) constitue la quatrième coordonnées de h définie par l’Eq. (3.1), alors
que Ri1,i2,i3(ζ1, ζ2, ζ3) sont les fonctions de forme de la NURBS définies à l’Eq. (3.2). Les paramètres
sans dimension ζj sont définis par leurs coordonnées cartésiennes tels que :

ζj = xj

aj
, j = 1, 2, 3. (3.18)

Comme discuté dans la Section 3.2.1, différents paramètres influencent la forme de l’entité
NURBS. Parmis eux, la valeur de la pseudo-densité aux PC et le poids associé sont définis en tant
que variables d’optimisation et collectés dans les vecteurs ξ1 et ξ2, respectivement, définis par :

ξT
1 := (ρ0,0,0, · · · , ρn1,n2,n3) , ξT

2 := (ω0,0,0, · · · , ωn1,n2,n3) , ξ1, ξ2 ∈ RnCP . (3.19)

Ainsi, dans le cas le plus général, le nombre total de variables d’optimisation est nvar = 2nCP.
C’est pourquoi, un problème d’OT de minimisation de la compliance soumise à une contrainte

d’inégalité sur le volume, peut être formulé comme :

min
ξ1,ξ2

C
∥Cref∥

, s.t. :


K̂û = f̂ , V

Vref
− γ ≤ 0,

ξ1k ∈ [ρmin, ρmax], ξ2k ∈ [ωmin, ωmax],

∀k = 1, ..., nCP.

(3.20)

Dans l’Eq. (3.20), Vref correspond au volume de référence, V est le volume du domaine Ω, tandis
que γ indique la fraction de volume. ρmin et ρmax sont les bornes supérieure et inférieure de la
pseudo-densité à chaque PC, alors que ωmin et ωmax sont les bornes des poids. Il est évident que
la borne inférieure de la pseudo-densité est définie telle que ρmin > 0 pour éviter les problèmes de
singularité lors du calcul de la solution du problème d’équilibre. La fonction objectif est divisée par
la valeur absolue de la compliance de référence, Cref , afin d’obtenir une valeur adimensionnée. A
noter que dans le cas général de CL mixtes non-nulles la compliance de l’Eq. (3.14) n’est plus une
quantité définie positive [54].

Le volume du domaine matériau apparaissant dans l’Eq. (3.20) est définie comme suit :

V :=
Ne∑
e=1

ρeVe, (3.21)

où Ve est le volume de l’élément e. De plus, dans l’Eq. (3.20), l’indice k a été introduit par souci
de compacité. La relation entre k et ij , (j = 1, 2, 3) est :

k := 1 + i1 + i2(n1 + 1) + i3(n1 + 1)(n2 + 1). (3.22)

Les autres paramètres impliqués dans la définition de l’entité NURBS (i.e. les degrés, les vecteurs
de nœuds, et le nombre de PC) sont gardés constants et leurs valeurs sont paramétrées a-priori au
début de l’analyse d’OT.

Le calcul des dérivées des fonctions objectif et contrainte par rapport aux variables d’optimisa-
tion est nécessaire pour résoudre le problème (3.20) avec un algorithme déterministe. Cette tâche
est atteinte en exploitant la propriété du support local de l’Eq. (3.9). Par exemple, l’expression
générale des dérivées de la compliance et du volume [15, 54, 147] s’écrit :

∂C
∂ξik

= −α
∑

e∈Sk

we

ρe

∂ρe

∂ξik
, i = 1, 2, k = 1, · · · , nCP, (3.23)
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avec

we := uT
e Keue, (3.24)

et

∂V

∂ξik
=
∑

e∈Sk

Ve
∂ρe

∂ξik
, i = 1, 2, k = 1, · · · , nCP. (3.25)

Dans les formules précédentes we est le travail des forces internes de l’élément e, Sk est la version
discrétisée du support local de l’Eq. (3.9), tandis que ∂ρe

∂ξik
s’écrit :

∂ρe

∂ξik
=


Re

k, if i = 1,
Re

k

ξ2k
(ξ1k − ρe) , if i = 2.

(3.26)

La quantité scalaire Re
k qui apparaît dans l’Eq. (3.26) est la fonction de base rationnelle de l’entité

NURBS définie par l’Eq. (3.2) et évaluée au centroïde de l’élément.
La méthode NURBS-based SIMP apporte les avantages suivants :

1. Le nombre de variables d’optimisation n’est pas lié au nombre d’éléments contrairement à la
méthode SIMP classique ;

2. La topologie optimisée n’est pas liée à la qualité du maillage EF choisie, contrairement à la
méthode SIMP classique ;

3. La propriété du support local assure implicitement un effet de filtrage, i.e. chaque PC (et son
poids relatif) affecte uniquement les éléments dont le centroïde tombe dans le support local
Sk. Cette propriété est équivalente à la définition d’un filtre explicite dans la méthode SIMP
classique, qui est généralement introduit pour éviter certains problèmes numériques (tel que
l’effet damier).

Pour une compréhension plus profonde de l’utilisation de la méthode NURBS-based SIMP lors
de la résolution des problèmes d’OT, le lecteur est adressé à [15, 147].

3.4 L’agorithme SANTO

Dans le but de résoudre les problèmes d’OT, un algorithme d’optimisation a été développé au
sein du département IMC du laboratoire I2M : l’algorithme SANTO (SIMP and NURBS for Topo-
logy Optimisation). Cet algorithme dédié à l’optimisation dans le cadre des hypersurfaces NURBS
est très général et polyvalent et permet de lancer des calculs se basant sur des entités B-spline ou
NURBS aussi bien pour des cas 2D que 3D. L’algorithme est disponible sous deux environnements
différents : le langage Matlab et le langage opensource Python. Les deux environnements utilisent
le logiciel ANSYS® pour définir le modèle EF et pour mettre à jour les paramètres physiques au
cours de l’optimisation. La totalité des travaux détaillés dans ce manuscrit ont été réalisés à l’aide
de l’environnement Python.

La structure générale de l’algorithme ainsi que les différents outils utilisés sont donnés dans la
Fig. 3.2. Les principales étapes ainsi que la stratégie de calcul sont récapitulées ci-dessous :
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Figure 3.2 – Structure générale de l’algorithme SANTO

1. La phase de pré-traitement : Dans cette étape, l’utilisateur extérieur doit définir les différents
paramètres nécessaires lors du calcul d’OT et les variables d’optimisation sont initialisées.
Ainsi, les paramètres NURBS, tels que les vecteurs de nœuds, les degrés des fonctions de
forme ou encore le nombre de PC sont définis. Le domaine d’optimisation est également
initialisé avec la recherche et l’identification des régions de design (DR) ainsi que les régions
de Non-design (NDR). Les DR correspondent aux zones du modèle EF où la topologie de la
structure sera optimisée alors que les NDRs définissent les zones où la topologie demeurera
inchangée. Les variables d’optimisation (i.e. la valeur de la pseudo-densité aux PC ainsi que
leurs poids) sont initialisées dans cette étape. Le modèle EF est également paramétré lors
de cette étape. Les valeurs de référence, détaillées dans l’Eq. (3.20), sont également calculées
lors de cette étape. Les différentes symétries définissant le problème peuvent également être
introduites dans le calcul par l’utilisateur extérieur. Les différentes quantités et vecteurs
qui resteront inchangés tout au long de l’optimisation sont aussi calculés, particulièrement
les supports locaux de tous les PC sont calculés ici et rangés dans des tableaux pour être
réutilisés à chaque étape du calcul d’optimisation.

2. Optimisation déterministe : un grand nombre d’algorithmes au gradient sont disponibles dans
les différentes librairies Python mais seulement deux permettent une utilisation telle que
désirée dans le cadre de la méthode NURBS-based SIMP : l’algorithme GC-MMA (Globally-
Convergent Method of Moving Asymptotes) et l’algorithme SLSQP (Sequential Least Square
Programming). Ces deux algorithmes sont assez robustes et peuvent converger même si le
point initial de l’optimisation se situe dans une zone non-faisable du domaine d’optimisation.
Cet aspect est particulièrement important pour les cas d’études d’OT prenant en compte les
champs de contraintes mécaniques telles que celles définies dans les Chapitres (4) et 5. Dans
ces travaux, l’alorithme GC-MMA sera privilégié car il a montré une plus grande robustesse et
une meilleure efficacité lorsque le nombre de variables d’optimisation était élevé (i.e. supérieur
à 1000) ou quand les contraintes d’optimisation prenaient en compte plus d’un paramètre
physique, voir Chapitres (4) et 5. Une fois l’OT lancée, les valeurs de fonctions objectif et
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contraintes ainsi que leurs gradients respectifs sont calculés depuis des routines dédiées et
implémentées dans l’algorithme. Ensuite, le calcul du Lagrangien et de ses dérivées est fait.
Les tableaux des variables d’optimisation sont mis à jour et une vérification des conditions
de convergence est effectuée. Cette procédure est répétée jusqu’à convergence.

3. Post-traitement Une fois la convergence atteinte, certaines procédures doivent être réalisées de
manière à obtenir une géométrie réutilisable sur les logiciels CAO. Dans un premiers temps,
une opération de coupe est réalisée de manière à obtenir la géométrie finale à(i.e 2D/3D)
à partir de l’entité NURBS définie dans la dimension supérieure (i.e 3D/4D), voir Fig. 3.3.
Cette opération n’est pas immédiate si la formulation du problème prend en compte plus
d’une fonction contrainte et certaines méthodologies numériques telle qu’une optimisation de
la hauteur du plan de coupe peuvent-être mises en place de manière à obtenir un résultat
cohérent plus rapidement. Ensuite, la géométrie est exportée sous format .igs et reconstruite
à l’aide d’un logiciel CAO. Dans le cas où l’optimisation prend en compte des contraintes
basées sur des phénomènes physiques telles que celles développées dans les chapitres ci-après,
la structure optimisée doit ensuite être ré-importée sur un logiciel de calcul EF pour s’assurer
que les contraintes soient réellement respectées sur la géométrie finale.

Figure 3.3 – Calcul du plan de coupe : cas 2D

La Fig 3.3 montre les différentes étapes du calcul du plan de coupe de l’entité NURBS optimisée
afin d’obtenir la géométrie finale. Cette étape se divise en trois parties :

1. Dans un premier temps (a), l’algorithme récupère les valeurs optimisées des densités aux PC
et de leurs poids dans le but de reconstruire l’entité NURBS 3D équivalente.

2. Ensuite, un plan de coupe est défini tel que x3 = const. (b). La NURBS est projetée sur
ce plan de coupe puis le volume de la géométrie projetée est calculé. Une vérification de la
valeur des fonctions contraintes est effectuée en étant comparée aux valeurs de références
définies lors de l’initialisation du calcul. Si les contraintes dans la géométrie projetée sont
respectées alors cette géométrie est gardée comme géométrie finale, sinon le plan de coupe est
incrémenté d’une valeur définie par l’utilisateur lors de la paramétrisation du calcul tel que
x3 = const.+k∆x3 avec k le nombre de fois ou le plan de coupe à été incrémenté. L’opération
est répétée jusqu’à obtenir une géométrie projetée qui respecte les contraintes.

3. La géométrie projetée (c) est récupérée puis une routine permettant de l’extraire directement
sous format .igs est utilisée. Ce format permet ainsi la réutilisation directe de la géométrie
finale sur les logiciels de CAO.
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La dernière étape de cette méthode (i.e. l’extraction de la géométrie projetée sous un format de
fichier CAO compatible) est valable uniquement pour les cas 2D. En effet, dans un cas 3D, il est
possible de calculer la valeur du plan de coupe, mais il n’existe pas de fonction python permettant
de récupérer les iso-valeurs de l’hyper-surface NURBS pour le plan de coupe considéré. En pratique,
l’hyper-surface NURBS est extraite sous un format .vtk puis la géométrie finale est extraite depuis
ce fichier .vtk à l’aide du logiciel opensource ParaView®. Cette géométrie est ensuite convertie au
format .stl avant d’être reconstruite en utilisant la méthode semi-automatique de reconstruction
de surfaces proposée par Bertolino et al. [150].

3.5 Exemples d’applications de SANTO
La méthode d’opitmisation NURBS-based-SIMP est une méthode qui apporte de nombreux

avantages par rapport aux méthodes classiques. Dans cette section, la méthode est testée sur
des cas d’optimisation simples 2D puis 3D et sous les configurations NURBS ainsi que B-splines.
Ensuite, les résultats seront comparés avec ceux trouvés à l’aide de l’outil d’OT disponible sur le
logiciel Ansys Workbench®.

3.5.1 Cas 2D

Le cas 2D présenté dans cette section est la résolution du problème d’OT de l’Eq. (3.20) dans
le cas d’une poutre encastrée, dont la géométrie est donnée Fig 3.4. Les dimensions sont données
pour une valeur L = 100 mm. Les nœuds sur le bord gauche de la poutre, i.e. les nœuds sur le plan
x1 = 0, sont encastrés tandis qu’une force concentrée P = 1500 N est appliquée sur l’extrémité
droite de la poutre sur le nœud (x1 = 3L, x2 = L

2 ). La structure est approximée à l’aide d’un
maillage de 4800 éléments PLANE182 (2 DL par nœud) sous l’hypothèse de contraintes planes
et d’épaisseur unitaire. Un matériau équivalent au titane est utilisé pour ce calcul, son module
d’Young est de E = 110000 MPa, son coefficient de Poisson est ν = 0.34 et sa masse volumique est
égale à γ = 4.5 gcm-3.

L’entité NURBS est composée d’un maillage de 92×32 = 2944 PC, le nombre de PC correspond
ainsi à 60% du nombre total d’éléments du maillage. Les degrés des fonctions de base de la NURBS
sont p1 = p2 = 2. Comme explique dans [16], un des avantages de la méthode NURBS-based SIMP
concerne l’imposition de la contrainte sur l’épaisseur minimale des branches topologiques via un
réglage des paramètres entiers (i.e. nombre de PC et degrés des fonctions de base) de l’entité NURBS
au lieu de l’introduction d’une contrainte explicite dans la formulation du problème d’optimisation.
Par conséquent, le paramétrage choisi ici correspond à une épaisseur minimale supérieure ou égale
à dmin = 7.5 mm Le calcul est réalisé sous deux configurations différentes : la configuration B-spline
et la configuration NURBS. Pour ces deux calculs, la valeur de la pseudo-densité à chaque PC peut
varier dans l’intervalle [1e−3, 1]. Dans le cas de la configuration NURBS, le poids de chaque PC
évolue dans l’intervalle [0.5, 10].

Il est fréquent que les calculs utilisant l’algorithme GC-MMA aient besoin d’un grand nombre
d’itérations avant de converger même si l’optimum local est atteint rapidement. Cela est du au fait
que la fonction objectif oscille très légèrement autour de son optimum local et les conditions d’arrêt
de l’algorithme ne sont pas totalement respectées. Le paramètrage de l’algorithme GC-MMA est
détaillé dans le Tab. 3.1. Les critères "move“ et "albefa“ sont des paramètres propres à l’algorithme
GC-MMA qui permettent de déterminer le pas et la direction de descente de l’algorithme [50].

Le résultat du calcul d’optimisation est donné pour les deux configurations dans la Fig 3.5. Les
calculs sont comparés en terme de fonction objectif (i.e. la compliance C.).
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Table 3.1 – Paramètrage de l’algorithme GC-MMA

Paramètres Valeur
move 0.1
albefa 0.1

Critères d’arrêt Value
N. maximal d’évaluation de la fonction 100 × nvar

N. maximal d’itérations 300
Tolérance fonction objectif 10−4

Tolérance fonctions contraintes 10−4

Tolérance variation variables d’entrée 10−4

Tolérance sur la norme de Karush–Kuhn–Tucker 10−4

Figure 3.4 – Cas d’étude 2D : poutre encastrée

Les résultats obtenus avec les configurations B-spline et NURBS seront comparés à la solution
obtenue à l’aide du logiciel commercial Ansys Workbench®. Les mêmes conditions ont été imposées
et le même domaine de définition à été donné. La structure initiale est discrétisée par un maillage
de 4800 éléments. Le logiciel utilise la méthode SIMP classique comme méthode d’optimisation,
les variables d’optimisation sont donc les valeurs de densité définies au centroïde des éléments du
maillage. De plus, le logiciel Ansys Workbench® nécessite une taille minimale de branche topologique
pour fonctionner correctement, ainsi, une contrainte sur le diamètre des branches dmin = 7.5 mm
est imposée lors du calcul. Cette valeur correspond à trois fois la taille des éléments du maillage
EF, voir [153].

Plusieurs remarques peuvent être effectuées par rapport à ces analyses :

• L’utilisation de l’entité NURBS donne un meilleur résultat en terme de fonction objectif
que le résultat B-spline. Ce résultat est retrouvé et généralisé à d’autres cas d’études dans
[15, 147, 154]. De plus, la Fig 3.5 montre que la solution NURBS a une frontière plus lisse que
le résultat B-spline. Il est possible de voir un phénomène de "vaguelettes“ sur la frontière de
la topologie B-spline qui est fortement diminué sur la topologie NURBS grâce à l’utilisation
des poids.

• Le nombre de PC utilisé et le degré des fonctions de base utilisé pour décrire l’entité NURBS
jouent également un rôle important sur la topologie finale. En effet, il a été réalisé dans [15]
une analyse de sensibilité faisant varier le nombre de PC et le degré des fonctions de base
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(a) Solution B-spline ; C. = 4997 N.mm (b) Solution NURBS ; C. = 4684 N.mm

Figure 3.5 – Topologie finale cas d’étude 2D

Figure 3.6 – Cas d’étude 2D : résultat ANSYS Workbench® - C = 4518 N.mm

en comparant les valeurs finales de la fonction objectif. Il a été montré que ces paramètres
affectaient directement le Support Local des fonctions de base, i.e. la région d’influence du
PC générique. Cette région permet, dans ce type de méthode, d’éviter le phénomène d’effet
”damier“. Jouer sur la taille de ce support local permet d’obtenir des solutions finales conte-
nant différentes tailles de branches topologiques. En effet, plus le support local est réduit,
plus fines seront les branches. À l’inverse, plus le support local augmente, plus les branches
topologiques de la structure finale seront épaisses. La taille du support local est directement
dépendante du nombre de PC, des degrés des fonctions de base et de ses vecteurs de nœuds
[16]. Ainsi, plus le nombre de PC est élevé et plus le degré des fonctions de base est faible, plus
petite est la taille du support local et donc plus petite est la taille des branches topologiques
présentes dans la solution finale. Cela a pour conséquence d’avoir une structure plus rigide,
et donc un meilleur résultat en terme de compliance. À l’inverse, plus le degré est élevé et
plus le nombre de PC est faible, plus grandes sont les branches topologiques et moins bons
sont les résultats en terme de compliance.

• Ce dernier aspect est très intéressant si l’on considère une condition sur la taille minimale
des branches topologiques, voir [16]. En effet, cela permet d’imposer une taille minimale sans
ajouter de contrainte explicite supplémentaire dans le calcul d’optimisation, i.e. uniquement en
jouant sur le nombre de PC et sur le degré des fonctions de base. Cette formulation du critère
de taille de branche minimale a plusieurs conséquences. Premièrement, c’est une méthode
purement géométrique qui ne depend pas du maillage du modèle EF. Ainsi, la définition du
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diamètre minimal des branches topologiques est totalement indépendant de la précision du
maillage. Deuxièmement, le diamètre minimal peut être contrôlé pas seulement sur le modèle
EF, mais également sur la géométrie reconstruite en sortie d’optimisation. Dernièrement, en
paramètrant correctement les vecteurs de nœuds, il est possible de définir plusieurs zones du
domaine de définition avec chacune leur diamètre minimal respectif. De plus, l’ensemble de
ces aspects peut être facilement paramétré et contrôlé par l’utilisateur en amont du calcul
d’optimisation. Cependant, il existe quelques restrictions. En effet, si cette méthode est très
efficace dans le cadre des B-splines, elle est légèrement moins précise avec la configuration
NURBS, voir [16].

• Le résultat présenté Fig. 3.6 est obtenu en utilisant le logiciel Ansys Workbench®. Pour ce
calcul, un volume de dimension 3L × L et d’épaisseur 1mm a été approximée à l’aide d’une
surface moyenne sur le module SpaceClaim disponible dans ANSYS Workbench®. Cette sur-
face a ensuite été maillée à l’aide 4680 éléments de forme quadrilatère. L’outil d’OT disponible
dans le logiciel ANSYS, utilise la méthode SIMP pour trouver la solution optimale. L’OT a
ainsi été lancée en considérant les mêmes conditions aux limites et le même chargement ainsi
que les mêmes paramètres propres à la méthode SIMP (borne du champs de densité, facteur
de pénalisation) que pour le cas d’étude présenté dans la Fig. 3.5. La topologie obtenue est
similaire à celles trouvées par le logiciel d’OT basé sur les hypersurfaces NURBS, cependant
la valeur de compliance finale est légèrement meilleure que celle obtenue par les formula-
tions NURBS et B-spline. L’impact de la contrainte intrinsèque sur le diamètre minimal des
branches topologiques présente dans la formulation basée sur les hypersurface NURBS se
retrouve sur la comparaison de ces 2 calculs. En effet, si on considère les résultats montrés
dans la Fig. 3.5, le diamètre minimal des branches topologiques sur la géométrie finale est
de dmin = 7, 5mm alors qu’il est de dmin = 6, 5mm sur le résultat obtenu à l’aide du logi-
ciel ANSYS, donc la contrainte sur l’épaisseur minimale des branches topologiques n’est pas
satisfaite (celles marquées par une croix rouge dans la Fig. 3.6) dans le cas du logiciel du
commerce.

3.5.2 Cas 3D

Le cas 3D présenté dans cette section est de nouveau la résolution du problème d’OT de l’Eq.
(3.20) dans le cas d’une poutre encastrée dont la géométrie est donnée dans la Fig 3.7. Les dimen-
sions sont données pour une valeur L = 100 mm. Les nœuds sur la surface gauche de la poutre (i.e.
les nœuds pour x1 = 0) sont encastrés tandis qu’une force concentrée P = 10000 N est appliquée sur
l’extrémité droite de la poutre au nœud (x1 = 3L, x2 = L

2 , x3 = L

4 ). La structure est approximée
à l’aide d’un maillage de Ne = 12000 éléments SOLID185 (8 nœuds avec 3 DL par nœud). Un ma-
tériau équivalent au titane est utilisé pour ce calcul, son module d’Young est de E = 110000 MPa,
son coefficient de Poisson est ν = 0.34 et sa masse volumique est égale à γ = 4.5 gcm-3.

L’entité NURBS utilisé pour ce calcul est composée d’un maillage de 52 × 18 × 10 = 10440 PC.
Le nombre de PC correspond ainsi à 85% du nombre total d’éléments du maillage. Les degrés des
fonctions de base de la NURBS sont p1 = p2 = p3 = 2. Ce paramétrage correspond à une épaisseur
minimale supérieure ou égale à dmin = 7.5 mm. Comme dans le cas 2D, le calcul est réalisé sous
deux configurations différentes : la configuration B-spline et la configuration NURBS. Pour ces
deux calculs, la valeur de la pseudo-densité pour chaque PC peut varier dans l’intervalle [1e−3, 1] et
les poids de chaque PC évoluent dans l’intervalle [0.5, 10]. Les parmètres de l’algorithme GC-MMA
sont les mêmes que ceux détaillés dans le Tab. 3.1.
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Figure 3.7 – Cas d’étude 3D : poutre encastrée

Les résultats obtenus avec les configurations B-spline et NURBS sont de nouveau comparés à
la solution obtenue à l’aide du logiciel commercial Ansys Workbench®. Les mêmes conditions ont
été imposées et le même domaine de définition a été donné. La structure initiale est discrétisée
par un maillage de Ne = 12000 éléments. Le logiciel utilise la méthode SIMP classique comme
méthode d’optimisation, les variables d’optimisation sont donc les valeurs de densité définies aux
éléments du maillage EF. De plus, le logiciel Ansys Workbench® nécessite une taille minimale
de branche topologique pour fonctionner correctement, ainsi, une contrainte sur le diamètre des
branches dmin = 7.5 mm est imposée lors du calcul. Cette valeur correspond à trois fois la taille des
éléments du maillage EF, voir [153].

Le résultat du calcul d’optimisation est donné pour les deux configurations dans la Fig 3.8. Les
calculs sont comparés en terme de fonction objectif (i.e. la compliance C).

(a) Solution B-spline ; C = 1048 N.mm (b) Solution NURBS ; C = 930 N.mm

Figure 3.8 – Topologie finale, cas d’étude 3D

Plusieurs remarques peuvent être effectuées de ces analyses :

• Une nouvelle fois, le résultat NURBS est caractérisé par une valeur inférieure de la fonction
objectif que pour la configuration B-spline. En effet, les mêmes constations concernant l’im-
pact du nombre de PC et du degré des fonctions de base sur la topologie finale peuvent être
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Figure 3.9 – Cas d’étude 3D : résultat ANSYS Workbench® - C = 4281 N.mm

faites, voir [17]. En effet, il a été montré [17] que la taille du support de l’hyper-surface dépend
de ces deux paramètres et que plus le nombre de PC augmente et plus le degré des fonctions
de base diminue, meilleur sera le résultat en terme de compliance.

• L’impact des poids des PC sur la qualité de la topologie finale a également pu être montré lors
de ces calculs. En effet, ce calcul confirme la remarque effectuée sur le cas 2D : la configuration
NURBS permet de minimiser le phénomène de ”vaguelette“ qui apparaît sur les solutions B-
splines.

• Le résultat présenté dans la Fig. 3.9 a été obtenu en utilisant le logiciel Ansys Workbench®. Il a
été obtenu à parité de CL par rapport aux résultats présentés dans la Fig. 3.8. Contrairement
aux résultats 2D, le résultat obtenu à l’aide du logiciel ANSYS donne des résultats nettement
moins performants que ceux obtenus à l’aide du formalisme basé sur les hypersurfaces NURBS,
pour un nombre pourtant plus élevé d’éléments composant le maillage du modèle EF.

• Pour les deux résultats présentés dans la Fig. 3.8, la condition intrinsèque sur le diamètre
minimal des branches topologiques imposée par la formulation basée sur les hypersurfaces
NURBS est respectée.

3.6 Conclusion
La méthode NURBS-based SIMP est une méthode robuste et efficace pour traiter de nombreux

problèmes d’OT. Elle utilise les avantages apportés par la formulation SIMP classique tout en
évitant ses principaux défauts grâce à l’utilisation d’une entité purement géométrique pour définir
la topologie au cours du processus d’otpimisation. En effet, dans cette méthode, le champ de densité
fictif est exprimé à l’aide d’une surface/hyper-surface NURBS pour les problèmes 2D/3D, ce qui
comporte de nombreux avantages :

• Le nombre de variables d’optimisation est plus faible que pour un calcul SIMP classique. Dans
cette méthode les variables d’optimisation sont les valeurs de la pseudo-densité (et le poids
associé) évaluées aux PC alors que dans la méthode SIMP classique, elles correspondent
aux valeurs de densité fictive évaluées aux centroïdes des éléments du maillage. De plus,
la propriété du support local des entités NURBS joue un rôle fondamental : chaque PC
influe uniquement sur le champ de densité situé dans son voisinage (en termes d’éléments
appartenant au support local) et non sur sa totalité, contrairement à la méthode SIMP
traditionnelle où il est nécessaire d’ajouter un filtre. Dans le cadre de la méthode NURBS-
based SIMP, la taille de ce filtre dépend des paramètres de définition de l’entité NURBS, i.e. le
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nombre de PC, les degrés de ses fonctions de base et ses vecteurs de nœuds qui sont paramètrés
par l’utilisateur. Plus le nombre de PC est élevé, plus faible sera la taille de ce filtre. Le coût
de calcul sera alors plus élevé, mais les performances de l’algorithme d’optimisation seront
meilleures.

• Cette méthode apporte un moyen unique et innovant de contrôler le diamètre minimal des
branches topologiques sans ajouter de contrainte supplémentaire au calcul d’optimisation. Cet
aspect est particulièrement important car les pièces optimisées sont destinées à la fabrication
additive et les contraintes géométriques concernant les dimensions des pièces à imprimer
doivent être prises en compte directement dans le calcul d’optimisation.

• La formulation NURBS permet d’obtenir de meilleures performances que la solution B-spline.
Le rôle des poids des PC en tant que variables d’optimisation est particulièrement important
car il permet d’obtenir des structures plus rigides mais également d’atténuer le phénomène
de ”vaguelettes“ qui est très présent dans les calculs B-splines. En contrepartie, le coût de
calcul est plus important car le nombre de variables d’optimisation est doublé.

• Cette méthode a également montré sa robustesse en donnant des résultats équivalents voire
meilleurs que ceux fournis par les logiciels du commerce tel que Ansys Workbench®.

La méthode NURBS-based SIMP est une méthode récente puisqu’elle a été développée à partir
de 2016. Si cette méthode à montré son efficacité sur de nombreux problèmes tels que les fréquences
propres [155] ou encore les déplacements structuraux [154], elle nécessite encore de nombreux dé-
veloppements avant de pouvoir être utilisée dans le secteur indsutriel. En effet, un point essentiel
lors du développement des structures dans le cadre d’un bureau d’études est la connaissance de la
répartition des contraintes mécaniques à l’intérieur de la structure. Malheureusement, que ce soit
dans le cadre des matériaux isotropes classiques ou dans celui des matériaux anisotropes tels que
les composites, l’implémentation puis la gestion au cours du processus d’optimisation des critères
de tenue est loin d’être une tâche triviale et de nombreux travaux sont encore à réaliser sur ce sujet.

De plus, pour pouvoir tirer parti de l’ensemble des avantages apportés par la FA, les méthodes
d’optimisation doivent pouvoir prendre en compte le comportement de matériaux particuliers. En
effet, les matériaux architecturés permettent d’obtenir des propriétés intérèssantes qu’il n’est pas
possible d’obtenir avec des matériaux classiques, tel qu’un coefficient de Poisson négatif dans le cas
des matériaux auxétiques. La définition propre et lisse de la frontière de la géométrie optimisée et
la possibilité d’intégrer directement les informations géométriques de la frontière dans le processus
d’optimisation font de la méthode NURBS-based SIMP un outil de choix pour la réalisation d’opti-
misation multi-échelle de structures architecturés composées par plusieurs matériaux. Ces aspects
seront abordés dans les chapitres suivants.



Chapitre 4

Les critères de tenue mécanique pour
matériaux isotropes dans la méthode
NURBS-based-SIMP

4.1 Introduction
Pour utiliser l’algorithme d’OT SANTO décrit dans le Chapitre 3 dans des problèmes d’ingé-

nierie réel, la répartition du champ des contraintes mécaniques au sein de la structure doit être
parfaitement maîtrisée pendant le processus d’optimisation. Cette tâche requiert la définition d’une
formulation pertinente du problème ainsi que de développer des stratégies efficaces pour connaître
la distribution finale de ces contraintes dans la topologie optimisée. Dans le cadre de la méthode
SIMP, sans mentionner les problématiques liées au schéma de pénalisation appliqué au champ de
contraintes, le principal problème lorsqu’il s’agit d’utiliser des critères basés sur les contraintes mé-
caniques est le traitement de l’information locale liée au champ de contraintes de chaque élément.

Indépendamment de l’approche utilisée, trois principaux problèmes apparaissent dans l’OT
lorsque des conditions sur le champ de contraintes sont introduites dans la formulation du problème
d’OT. Premièrement, la nature locale des contraintes : il existe différentes méthodes pour traiter
les problèmes d’OT gérant le champ de contraintes, mais quand celles-ci utilisent des approches
locales, le nombre de contraintes d’optimisation devient très élevé car il est au moins égale au
nombre d’éléments du modèle EF. Ceci constitue une forte limitation d’un point de vue temps de
calcul. Néanmoins, les contraintes locales sont souvent limitées à une unique fonction contrainte
globale par le biais d’un opérateur maximum. Cependant, comme cet opérateur n’est pas dérivable,
quelques travaux dans la littérature [79–81, 83, 85, 86] utilisent une approximation continue de
cet opérateur, telle que la fonction χ-norm [156], la fonction χ-norm modifiée [157] ou encore
la fonction de Kreisselmeier-Streinhauser (KS) [158]. Une approche différente est proposée par
Holmberg et al. dans [80], où l’approximation χ-norm est appliquée par l’intermédiaire de différents
clusters (composés d’éléments), à la place du domaine entier. Les éléments constituant le maillage
sont ainsi séparés en clusters sur la base de leur niveau de contrainte. Cette approche qui peut
être qualifiée de “semi-globale”, représente un bon compromis entre le coût important de temps
de calcul d’une approche locale et le résultat plus grossier d’une approche globale. Deuxièmement,
il faut faire face au problème de singularité : ce phénomène apparaît quand la solution optimale
se situe dans un point isolé du domaine de définition. Dans la littérature, l’ϵ-relaxation [159] ou
la qp-relaxation [160] sont communément utilisées pour surmonter ce problème, voir [78, 81, 82].
En particulier, la qp-relaxation permet de relaxer les forces internes dans la structure afin d’éviter
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les phénomènes singuliers. Enfin, le troisième problème est lié au comportement non-linéaire :
le champ de contraintes peut fortement évoluer pour une légère variation de la géométrie. Une
pénalisation adéquate de la contrainte, telle que réalisée dans la méthode SIMP, agît comme un
filtre de relaxation implicite et réduit l’influence de ce phénomène sur la topologie optimisée finale.

Dans ce chapitre, le critère d’Huber-Henky-Von-Mises (HHVM) pour matériaux isotropes est
intégré dans la méthode NURBS-based SIMP. En particulier, la contribution de cette étude se
divise en trois points. Premièrement, le gradient du critère HHVM par rapport aux variables d’op-
timisation est dérivé dans le cas le plus général, en exploitant les principales propriétés des entités
NURBS. En particulier, la formulation de la condition sur le critère de limite d’élasticité dans le
cadre des hypersurfaces NURBS utilise la propriété du support local des fonctions de forme de la
NURBS [151], qui établit une relation implicite entre les pseudo-densités des éléments adjacents.
Grâce à cette propriété, il n’est pas nécessaire d’introduire un schéma de filtration supplémentaire,
au contraire de la méthode SIMP classique. Deuxièmement, une stratégie efficace est proposée pour
définir, à chaque itération du processus d’optimisation, les paramètres régissant la fonction continue
utilisée pour agréger la condition sur le champ des contraintes, évalué pour chaque élément, dans
une unique contrainte globale. Ces paramètres sont mis-à-jour dans le but d’éviter les problèmes
de dépassement de mémoire mais également d’accélérer la convergence de l’algorithme vers une to-
pologie optimisée faisable. Enfin, une analyse de sensibilité des topologies optimisées est menée par
rapport aux paramètres définissant l’entité NURBS. Ces paramètres peuvent être opportunément
choisis pour définir une condition sur la taille minimale des branches topologiques sans introduire
de contrainte explicite supplémentaire dans la formulation du problème, voir [16].
L’efficacité de la méthode proposée est testée sur des cas d’étude 2D et 3D provenant de la littéra-
ture.

Remarque 4.1.1 Le contenu de ce chapitre a fait l’objet d’un article publié dans Mechanics of
Advanced Materials and Structures [161].

4.2 Contrôle des contraintes mécaniques dans les algorithmes d’OT

Cette section détaille les principaux problèmes rencontrés lorsqu’il s’agit d’intégrer des critères
liés aux contraintes mécaniques dans le cadre des algorithmes d’OT basés sur la densité, à l’image
de la méthode SIMP ou encore la méthode NURBS-based-SIMP. En effet, le schéma de pénalisation
utilisé dans la méthode SIMP affecte également le tenseur des contraintes mécaniques en chaque
point du domaine de définition. Ainsi, le vecteur des contraintes de chaque élément σe ∈ R6×1 (en
notation de Voigt) peut-être exprimé dans le repère local de l’élément tel que :

σe = fρ(ρe)C0εe, (4.1)

où C0 ∈ R6×6 est la matrice d’élasticité du matériau constitutif, fρ est la fonction qui définit la
pénalisation du vecteur des contraintes de l’élément e et εe ∈ R6×1 est le vecteur des déformations
de l’élément e défini tel que :

εe = BeL̂eue, (4.2)

avec ue ∈ RNe
DOF×1 le vecteur des déplacements de l’élément e et Be ∈ R6×Ne

DOF la strain-
displacement matrix. Cette dernière matrice est définie à l’aide des dérivées des fonctions de forme
définies pour chaque élément du modèle EF. N e

DOF est le nombre de degrés de liberté de l’élément
e.
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La fonction de pénalisation fρ joue un rôle important dans le contrôle des contraintes mécaniques
au cours du calcul d’optimisation. En effet, comme expliqué dans le Chapitre (2), les contraintes
mécaniques sont fortement non-linéaires (par rapport au champ de pseudo-densité) et singulières
et ces deux comportements apportent des erreurs numériques qui peuvent amener l’algorithme à
diverger ou au moins l’amener à converger vers des solutions pseudo-optimales.

Le comportement non-linéaire est lié à une forte dépendance du vecteur des contraintes à
la géométrie de la structure. En effet, certaines géométries, telles que des trous ou des angles
droits, pouvant apparaître lors du processus d’optimisation, sont soumises à une très importante
concentration de contraintes.

De plus, les contraintes d’optimisation basées sur des critères de tenue mécanique peuvent
produire un ensemble d’inégalités qui est, en général, non convexe et qui peut contenir des sous-
domaines dégénérés pour des valeurs proches de 0. La présence de ce type de sous-domaines est un
problème important pour la convergence des algorithmes d’optimisation deterministes standards
qui ne peuvent pas traiter correctement ces singularités et qui sont alors amenés à converger vers
des minimum locaux. La Fig. 4.1 montre un exemple de résultat d’un calcul d’OT (mené avec
la méthode SIMP classique codée dans le logiciel TOSCA d’ABAQUSR) sur un cas d’étude bien
connu : la barre en L (ce cas d’étude est plus amplement détaillé dans la suite du chapitre). Ce
problème traite de la minimisation du volume de la structure tout en ayant une topologie qui
respecte les conditions sur le critère de HHVM. Plus de détails sur ces topologies particulières
peuvent être trouvés dans [162].

Figure 4.1 – Résultat suite à un problème de singularité pour un problème résolu avec l’agorithme
d’optimisation TOSCA

Ce problème de singularité est un problème typique des algorithmes d’OT basés sur la méthode
SIMP. En effet, dans les algorithmes d’OT basés sur la méthode SIMP, le vecteur des contraintes
est pénalisé comme suit :

σe = ρα
e C0BeL̂eue, (4.3)

où le vecteur des déplacements ue respecte l’équation d’équilibre du problème EF :

f = Ku ⇐⇒ u = K−1f , (4.4)

avec K la matrice de rigidité de la structure (sous l’application de conditions aux limites de Dirichlet
nulles). Par cette formulation, on peut supposer que la limite du vecteur des déplacements lorsque
la densité tend vers zéro est équivalente à :



56 CHAPITRE 4. CRITÈRE DE VON MISES DANS SANTO

lim
ρe→0

ue ≡ lim
ρe→0

ρ−α
e ∗A, (4.5)

où A est une valeur constante non-nulle qui ne dépend pas de la denisté ρe. En combinant les
Eqs.(4.3) et (4.5), la limite du vecteur des contraintes lorsque ρe tend vers zéro peut être déduite :

lim
ρe→0

σe ≡ lim
ρe→0

ρ−α
e ∗ ρα

e ∗Abis → Abis. (4.6)

avec Abis une valeur constante non-nulle qui ne dépend pas de la densité ρe.
L’Eq.(4.6) montre que lorsque la pseudo-densité de l’élément e prend une valeur faible, la

contrainte mécanique de cet élément n’est pas nulle, ce qui conduit à une contradiction physique
puisque les régions de faible densité correspondent à des zones sans matière et la contrainte devrait
y être nulle. Certaines études,[163, 164], ont démontré que la solution optimale de ces problèmes
d’OT est située dans ces régions dégénérées.

Ainsi la fonction de pénalisation fρ définie dans l’Eq.(4.1) est cruciale pour obtenir de bonnes
performances de l’algorithme d’OT. Cependant, cette fonction doit respecter certaines conditions :

1. Elle doit permettre de relaxer le phénomène de singularité et le comportement non-linéaire.

2. Elle doit intégrer la pénalisation implicite de la méthode SIMP.

3. La limite du vecteur des contraintes, lorsque la densité tend vers zéro, doit être zéro.

Le comportement non-linéaire des contraintes peut-être allégé dans les algorithmes d’OT basés
sur une méthode de densité grâce à la pénalisation implicite du vecteur des contraintes par la
fonction de pseudo-densité, comme montré dans l’Eq.(4.3). Dans la majorité des cas, ce filtre de
relaxation implicite est suffisant pour éviter l’apparition des éléments, dont la contrainte mécanique
est élevée, entre deux itérations du processus d’OT.

Cependant, pour certains cas particuliers, par exemple lorsque le domaine initial contient
des zones de haute concentration de contraintes, il est nécessaire d’éliminer les éléments dont la
contrainte équivalente de HHVM est la plus élevée. Dans ce cas, à chaque calcul de la contrainte
d’optimisation basée sur les contraintes mécaniques, la valeur du critère équivalent est calculée pour
chaque élément puis rangée dans un ordre croissant avant que la densité, pour un nombre prédéfini
d’éléments dont les valeurs du critère de HHVM sont les plus élevées, soit fixée à 1.

L’élimination des contraintes équivalentes de ces éléments apporte deux avantages :

1. Les éléments dont la contrainte équivalente augmente soudainement et fortement entre deux
itérations ne sont pas pris en compte lors du calcul de la contrainte topologique et ne per-
turbent donc pas le processus d’optimisation.

2. Les éléments proches de la zone d’application de la force, dont la contrainte mécanique est
élevée et ne peut pas être modifiée, ne sont pas pris en compte lors du calcul d’OT.

Cependant, l’usage d’une telle méthode modifie la valeur de la contrainte maximale réelle et la
contrainte d’optimisation en sortie de calcul d’OT peut être inférieure à la contrainte de la structure
réelle reconstruite. Ainsi, le nombre d’éléments retirés doit être judicieusement choisi, de manière à
atténuer correctement le phénomène de non-linéarité tout en gardant une approximation cohérente
de la valeur maximale réelle.

Comme expliqué dans les Eqs.(4.3) - (4.6), le filtre implicite présent dans la méthode basée
sur la densité n’est pas efficace pour éliminer les régions avec des faibles valeurs de densité et qui
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créent les phénomènes de singularité. En littérature, plusieurs auteurs ont développé des méthodes
de relaxation, telle que la relaxation-ϵ ou la relaxation-qp, pour atténuer ce phénomène.

Ces deux méthodes sont détaillées ici dans le cadre ou la contrainte basée sur le critère de
HHVM σV M doit respecter la limite d’élasticité σy, tel que :

σV M ≤ σy, (4.7)

Cette dernière formulation a été une première fois modifiée en étant multipliée par une fonction
de pseudo-densité de manière à forcer la valeur de la contrainte équivalente à zéro lorsque la densité
est nulle :

(σe
V M − σy)ρe ≤ 0, e = 1, ..., Ne, (4.8)

Cependant, en utilisant cette formulation, le domaine de définition est équivalent au précédent,
défini par l’Eq.(4.7), et une forte discontinuité est toujours présente dans les contraintes mécaniques.
De cette manière, l’optimum singulier (i.e. un optimum qui se situe dans un sous-espace dégénéré
créé par le phénomène de singularité) existe toujours et ne peut pas être atteint par l’algorithme.

Dans [165] les auteurs proposent une nouvelle approche, appelée ϵ-relaxation, qui a pour but de
modifier la borne inférieure des variables d’optimisation en introduisant un paramètre ϵ strictement
positif de valeur très faible, de sorte que :

(σe
V M − σy)ρe ≤ ϵ, e = 1, ..., Ne, (4.9)

et :

ϵ2 ≤ ρe, e = 1, ..., Ne. (4.10)

Cette formulation redessine le domaine faisable en relaxant la contrainte de tenue mécanique
pour les régions de densité nulle. La Fig. 4.2 montre l’effet de cette relaxation. Sur cette figure, ζk

représente les variables d’optimisation tandis que ρ(ζk) représente la valeur de pseudo-densité. La
relaxation “agrandit” le domaine de définition au niveau des valeurs de faible densité et permet
ainsi à l’algorithme d’atteindre un optimum singulier. Les auteurs montrent que pour chaque ϵ
positif et non nul, l’Eq.(4.9) est toujours respectée pour les valeurs de faibles densités.

Une autre méthode appelée relaxation-qp, qui a pour but de pénaliser la limite d’élasticité, est
proposée par [160]. Cette méthode reformule l’Eq.(4.7) tel que :

σe
V M − ρq

eσy ≤ 0, e = 1, ..., Ne. (4.11)

Les auteurs montrent que l’Eq.(4.11) est respectée pour tout q < α, même en présence de sous-
domaines dégénérés où ρe = 0, ainsi le phénomène de singularité est surmonté. Dans cette dernière
formulation, α est le facteur de pénalisation utilisé dans la méthode SIMP pour projeter les valeurs
de pseudo-densité intermédiaires sur leurs frontières et ainsi éviter les “zones grises”.

Il est évident que cette dernière formulation est la plus adaptée pour les algorithmes d’OT qui
utilisent la méthode SIMP. De plus, la relaxation-ϵ affecte également les contraintes mécaniques
des éléments correspondant à un matériau dense, i.e. ou la pseudo-densité est égale à 1, voir [160].

Suivant cette formulation, l’expression de la contrainte mécanique pénalisée est modifiée :

σe = ρα−q
e C0BeL̂eue, e = 1, ..., Ne, (4.12)

et la fonction de pénalisation fρ est donc définie telle que :
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fρ = ρβ
e , e = 1, ..., Ne, (4.13)

où β = α− q est le facteur de pénalisation dérivé de la relaxation-qp. Comme souligné dans [160],
β doit impérativement être inférieur à α. Typiquement, β peut varier dans l’intervalle [0.25, 0.5].
Dans cette étude, une valeur de β = 0.5 est considérée. Pour plus de détails concernant l’approche
qp, le lecteur est invité à regarder [160].

Figure 4.2 – Effet de la relaxation des contraintes

4.3 Formulation d’une contrainte basée sur le critère de HHVM
dans la méthode NURBS-based SIMP

Dans cette section, le critère de HHVM est reformulé dans le cadre de la méthode NURBS-
based-SIMP. En particulier, ce critère peut-être écrit sous la forme suivante :

g ≤ 0, avec :
g := σTMσ − 1, (4.14)
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où σ ∈ R6 est le vecteur des contraintes exprimé en utilisant la notation de Voigt, tandis que
M ∈ R6×6 est une matrice définie par :

M := 1
σ2

y



1 −1
2 −1

2 0 0 0

−1
2 1 −1

2 0 0 0

−1
2 −1

2 1 0 0 0

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0
0 0 0 0 0 3


, (4.15)

Bien entendu, l’Eq. (4.14) doit-être verifiée pour chaque élément constituant le modèle EF au
cours du processus d’optimisation, i.e. :

ge ≤ 0, ∀e = 1, ...Ne,
ge := δe − 1, avec : δe := σT

e Mσe.
(4.16)

Cependant, cela affecte fortement le coût de calcul et peut causer des problèmes de conver-
gence (le problème d’optimisation résultant est fortement non linéaire dans ce cas)[26]. Certaines
méthodes, notamment celles basées sur la fonctionnelle Lagrangienne augmentée, permettent de
surmonter ces problèmes en prenant en compte les contraintes locales, i.e. pour chaque élément.

Une autre manière de surmonter ce problème consiste à ne plus considérer les contraintes locale-
ment pour l’ensemble des éléments mais de se concentrer uniquement sur l’élément le plus sollicité.
La contrainte devient alors :

gmax < 0, avec : gmax := maxe δe − 1, (4.17)

Cependant, au vue de la non-différentiabilité de l’opérateur maximum, une approximation conti-
nue et différentiable doit être considérée. Pour cela, la fonction d’agrégation χ-norm sera utilisée
dans ces travaux. Elle est définie tel que :

gmax ≊ gχ :=
(∑Ne

e=1 δ
χ
e

) 1
χ − 1 , χ ≫ 1. (4.18)

Il est évident que plus χ est élevé, meilleure sera l’approximation. Pour autant, comme expliqué
dans les travaux [80, 160], une valeur trop haute de χ peut causer des problèmes d’overflow, tandis
qu’une valeur trop faible peut empêcher une convergence correcte de l’algorithme d’optimisation
ou l’amener à converger vers un minimum local (car la fonction d’agregation χ-norm est une
approximation par excès et donc plus la valeur de χ est faible plus le domaine d’optimisation est
contraint).

Dans le but d’éviter les problèmes d’overflow et pour accélérer la convergence vers un minimum
faisable, une stratégie de mise à jour du coefficient χ au fil des itérations est mise en place, tel que : χ(τ) = χ0 + ⌊ τ

Nit
⌋△χ, si χ(it) < χmax,

χ(τ) = χmax, si χ(it) > χmax

(4.19)

où τ est l’itération courante, χ0 est la valeur de χ à l’itération initiale, χmax est la valeur maximale
que peut prendre l’exposant de la fonction d’agrégation pour assurer une approximation suffisante
de la valeur maximale réelle et Nit représente le nombre d’itérations au bout duquel le paramètre χ
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est augmenté de la valeur ⌊ τ

Nit
⌋△χ (où ⌊.⌋ est la fonction partie entière). Les paramètres χ0, Nit et

△χ sont dépendants du problème d’optimisation et doivent être soigneusement choisis par l’utilisa-
teur. L’idée derrière l’Eq. (4.19) est de démarrer l’optimisation avec une valeur faible du paramètre
χ afin d’éviter les problèmes d’overflow et de l’augmenter petit à petit au fil des itérations pour ainsi
réduire l’écart entre la fonction d’agrégation et l’opérateur maximum afin d’obtenir une topologie
optimisée faisable.

Le problème d’OT peut-être formulé comme un CNLPP, où la condition basée sur les contraintes
mécaniques , i.e. Eq. (4.18), est intégrée en tant que fonction contrainte explicite. Dans cette étude,
les deux CNLPPs suivants sont considérés :

min
ξ1,ξ2

V

Vref
, s.t. :



K̂û = f̂ ,

gχ ≤ 0,

ξ1k ∈ [ρmin, ρmax], ξ2k ∈ [ωmin, ωmax],

∀k = 1, ..., nCP.

(4.20)

min
ξ1,ξ2

C
∥Cref∥

, s.t. :



K̂û = f̂ ,
V

Vref
− γ ≤ 0,

gχ ≤ 0,

ξ1k ∈ [ρmin, ρmax], ξ2k ∈ [ωmin, ωmax],

∀k = 1, ..., nCP.

(4.21)

Dans le but de résoudre les problèmes (4.20) et (4.21) par le biais d’un algorithme au gradient,
les dérivées des réponses physiques par rapport aux variables d’optimisation ξ1 et ξ2 doivent être
calculées. Les gradients de la compliance et du volume sont donnés respectivement dans les Eqs.
(3.23) et (3.25). Par ailleurs, le calcul du gradient du critère HHVM requiert une attention parti-
culière. Dans le but de dériver son expression analytique, la propriété du support local des entités
NURBS de l’Eq. (3.9) ainsi que la méthode de l’adjoint [166] seront utilisés. Pour cela, il faut
considérer la proposition suivante :

Proposition 4.3.1 Considérons un milieu isotrope déformable soumis à des charges externes don-
nées. Si les forces volumiques sont identiquement nulles et que les déplacements imposés sont in-
dépendants de la pseudo-densité, le gradient du critère HHVM s’écrit comme suit :

∂gχ

∂ξiτ
= (gχ + 1)1−χ

∑
e∈Sτ

2δχ
e

∂ρe

∂ξiτ

β

ρe
+ µTfiτ ,

Kµ = −η,

i = 1, 2, τ = 1, · · · , nCP,

(4.22)

où fiτ et η sont définis tel que :

fiτ :=
∑

e∈Sτ

∂ρe

∂ξiτ

α

ρe
LT

e fe, (4.23)

η := (gχ + 1)1−χ
Ne∑
e=1

2δχ−1
e ρβ

e LT
e BT

e CMσe, (4.24)
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avec :

Le := R
(
L̂e,∅, IBC

)
, (4.25)

et ∅ correspond à l’ensemble vide.

La preuve de la proposition 4.3.1 et le pseudo-code de l’algorithme utilisé pour calculer le
gradient du critère HHVM sont donnés en Annexe A.

Remarque 4.3.2 Dans l’Eq. (4.23), fe est le vecteur des forces nodales externes agissant sur
l’élément générique et exprimé dans le repère global du modèle EF.

Remarque 4.3.3 Dans l’Eq. (4.22), la quantité µTfiτ représente la contribution “non-locale” du
gradient de la contrainte d’optimisation basée sur les contraintes mécaniques, i.e. la variation de la
fonction contrainte gχ causée par la redistribution des contraintes mécaniques suite à une variation
de ξiτ .

4.4 Résultats numériques
Dans cette section, l’efficacité de la méthode NURBS-based-SIMP est montrée sur des cas

d’études 2D et 3D tirés de la littérature. Les résultats montrés dans cette section sont obtenus au
moyen du code SANTO, détaillé au Chapitre 3. Comme expliqué dans le Chapitre 3, le code SANTO
utilise l’algorithme GC-MMA pour déterminer les solutions de chaque CNLPP. Les paramètres de
l’algorithme GC-MMA ainsi que les critères de convergence sont détaillés dans le Tab. 4.1.

Les paramètres utilisés pour paramétrer l’algorithme GC-MMA, détaillés dans le Tab. (4.1),
seront employés pour l’ensemble des calculs réalisés dans les chapitres suivants.

Table 4.1 – paramètres de l’algorithme GC-MMA

Paramètres Valeur
move 0.1
albefa 0.1

Critères d’arrêt Value
N. maximal d’évaluation de la fonction 100 × nvar

N. maximal d’itérations 10000
Tolérance fonction objectif 10−6

Tolérance fonctions contraintes 10−6

Tolérance variation variables d’entrée 10−6

Tolérance sur la norme de Karush–Kuhn–Tucker 10−4

Les opérations de post-traitement seront réalisées à l’aide du logiciel ParaView®. Afin de consi-
dérer convenablement les résultats numériques, plusieurs aspects seront pris en compte dans cette
étude :

1. L’influence de l’entité géométrique étudiée, i.e. l’entité utilisée pour décrire le champ de
pseudo-densité, qui pourra être une B-spline ou une NURBS, sera testée pour des cas 2D et
3D ;

2. L’influence des paramètres définissant les entités NURBS et B-spline, i.e. le nombre de PC
ainsi que le degré des fonctions de forme, sur la topologie finale sera détaillée sur des cas 2D ;
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3. L’impact de l’utilisation de la contrainte basée sur le critère HHVM sur la topologie optimisée
sera étudié au travers de différents cas d’études 2D et 3D en comparant les solutions optimisées
des problèmes (4.20) et (4.21) avec les solutions du problème (3.20).

Pour les CNLPPs des Eqs. (3.20), (4.20) et (4.21), les bornes inférieure et supérieure des va-
riables d’optimisation sont définies respectivement à : ρmin = 10−3, ρmax = 1, ωmin = 0.5, ωmax =
10. De plus, les composantes des vecteurs de nœuds, définis dans l’Eq. (3.7) ont été distribuées
uniformement dans l’intervalle [0, 1] pour chaque cas d’étude.

Pour l’ensemble des calculs de ce chapitre, les propriétés élastiques du matériau isotrope utilisé
sont : le module d’Young E = 71000 MPa, le coefficient de Poisson ν = 0.33 et la limite d’élasticité
σy = 350 MPa.

4.4.1 Cas d’études 2D

Pour l’ensemble des problèmes 2D, le volume de référence détaillé dans la formulation du
CNLPP, correspond au volume du domaine de définition, multiplié par une épaisseure unitaire
t. La quantité Cref correspond à la valeur de la compliance évaluée à l’itération initiale.

Le premier benchmark (noté BK1-2D), tiré de [80], est illustré dans la Fig. 4.3 et traite du cas
classique de la poutre 2D de Messerschmitt Bölkow Blohm (MBB). Les paramètres géométriques
sont a1 = 3L, a2 = L, avec L = 1000 mm et t = 1 mm Une condition de symmétrie (u1 = 0)
est appliquée sur les nœuds placés en x1 = 0, tandis qu’une condition en déplacement u2 = 0 est
imposée sur les trois nœuds placés (x1 = a1 − keesize , x2 = 0), avec k = 0, 1, 2 et esize = 2.5 mm
qui correspond à la taille des éléments du modèle EF. Une force concentrée P = 1500 N (orientée
suivant l’axe x2) est distribuée sur 5 noeuds situés en (x1 = kesize, x2 = a2), pour k = 0, ...4. Le
modèle EF est ainsi constitué de Ne = 4800 éléments PLANE182 (élément plan sous l’hypothèse
des contraintes planes, composés de 4 nœuds, chacun ayant 2 degrés de liberté).

Figure 4.3 – Premier cas d’étude (BK1-2D) : géométrie de la plaque MBB 2D et conditions aux
limites

Le second cas d’étude (noté BK2-2D), est utilisé dans de nombreuses études [57, 77, 80, 81] et
traite de l’optimisation topologique d’une barre en L. Comme montré dans la Fig. 4.4, la géométrie
du BK2-2D est caractérisée par les dimensions suivantes : a1 = a2 = L et L = 200 mm, t = 1 mm.
Le modèle EF est composé de 6400 éléments PLANE182 (sous l’hypothèse des contraintes planes).
La barre en L est encastrée en x2 = L, tandis qu’une force concentrée P = 1500 N est appliquée
sur le nœud situé en (x1 = L, x2 = 0.4L). Comme couramment réalisé dans la littérature [77, 80],
une région de Non-Design (NDR), composée de 3 × 3 éléments, comme illustré dans la Fig. 4.4, est



4.4. RÉSULTATS NUMÉRIQUES 63

définie dans le voisinage de la force appliquée et exclue de l’analyse d’OT. Les éléments dans cette
zone sont soumis à une concentration de contraintes importante qui peut entraîner des problèmes
de convergence au cours du processus d’optimisation. Ainsi, la valeur du champ de pseudo-densité
lié à ces éléments est fixée égale à 1.

Figure 4.4 – Second cas d’étude (BK2-2D) : géométrie du domaine en L 2D et les conditions aux
limites associées.

4.4.2 BK1-2D : analyse de sensibilité de l’impact des paramètres B-spline et
NURBS sur la topologie optimisée

Une vaste campagne de tests a été réalisée sur le BK1-2D : le but étant d’étudier la sensibilité
de la topologie optimisée aux paramètres définissant les entités B-Spline et NURBS. En particulier,
le CNLPP donné par l’Eq. (4.20) est résolu en considérant les combinaisons suivantes de degrés des
fonctions de forme et du nombre de PC : (a) pj = 2, 3, 4, (j=1,2) ; (b) nCP = 1960, 2880, 3960 pour
les entités B-spline et NURBS.

L’expression du volume de référence apparaissant dans l’Eq. (4.20) est Vref = 3tL2. Pour l’en-
semble des calculs résolvant l’Eq. (4.20), une densité initiale de ρ(ζ1, ζ2) = 1.0 est considérée pour
chaque PC. Dans le but de mettre à jour le paramètre χ(τ) détaillé dans l’Eq. (4.19), les valeurs sui-
vantes ont été selectionnées après quelques ajustements empiriques : χ0 = 12, χmax = 80, Nit = 150
et △χ = 10.

Les résultats sont détaillés en termes de fraction volumique V

Vref
et du nombre d’itérations Niter

pour les entités B-spline et NURBS respectivement, et sont donnés dans les Figs. 4.5 et 4.6. Une
synthèse de l’ensemble de ces résultats est illustrée dans la Fig. 4.7 et compare le résultat obtenu
en terme de fraction volumique par rapport au nombre de PC et au degré des fonctions de forme.

À la suite de ces résultats, différentes remarques peuvent être faites :

1. Pour les solutions B-spline et NURBS, plus le nombre de PC est élevé, plus la valeur de la
fonction objectif est faible. À l’inverse, plus le degré des fonctions de forme est petit, plus
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(a) p1 = p2 = 2, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.3901, Niter = 2200

(b) p1 = p2 = 2, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3618, Niter = 2200

(c) p1 = p2 = 2, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3571, Niter = 1767

(d) p1 = p2 = 3, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.4, Niter = 2200

(e) p1 = p2 = 3, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3668, Niter = 1906

(f) p1 = p2 = 3, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3616, Niter = 1767

(g) p1 = p2 = 4, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.4112, Niter = 1515

(h) p1 = p2 = 4, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3975, Niter = 1495

(i) p1 = p2 = 4, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3659, Niter = 1785

Figure 4.5 – Résultats B-Spline : problème BK1-2D : sensibilité de la topologie optimale au
nombre de PC et au degré des fonctions de forme pour le problème (4.20)

la valeur de la fonction objectif est faible. Comme expliqué dans [15, 16, 147], cela est du à
l’effet de la taille du support local : plus le nombre de PC est élevé (et le degré des fonctions
est faible), plus la taille du support local est petite et donc plus petites sont les branches
topologiques qui apparaissent dans la géométrie finale. Cependant, en considérant certains
résultats NURBS, certaines combinaisons de PC et de dégrés, ne suivent pas cette tendance
globale : cela est certainement lié à la forte non-convexité du CNLPP de l’Eq. (4.20).

2. Comme expliqué précedemment, le nombre de PC et le degré des fonctions de base suivant
chaque direction affectent la taille du support local, ce qui impose une condition intrinsèque
sur la taille minimale des branches topologiques [16]. En considérant cet aspect, il est possible
de noter que plus le degré est élevé (et plus le nombre de PC est petit), plus le support local
est grand, ce qui a pour conséquence que chaque PC affecte une zone plus large du maillage
pendant l’optimisation. Ainsi, plus le degré est élevé, plus la frontière de la topologie après
reconstruction CAO sera lisse. C’est pourquoi, un nombre important de PC et un degré
faible doivent être considérés s’il n’y a pas de restriction sur la taille minimale des branches
topologiques. Sinon, il est préférable d’utiliser un degré élevé et un nombre de PC plus faible.

3. Les solutions optimisées obtenues en utilisant les entités NURBS sont caractérisées par une
valeur de fonction objectif plus faible ou égale à celles trouvées sur des calculs B-spline pour
un nombre de PC et un degré similaires, comme montré en Fig. 4.7. De plus les Figs. 4.5 et
4.6 montrent que les résultats NURBS permettent d’obtenir une frontière plus lisse que les
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(a) p1 = p2 = 2, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.3460, Niter = 2200

(b) p1 = p2 = 2, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3379, Niter = 2352

(c) p1 = p2 = 2, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3126, Niter = 2437

(d) p1 = p2 = 3, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.3612, Niter = 1320

(e) p1 = p2 = 3, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3418, Niter = 1959

(f) p1 = p2 = 3, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3330, Niter = 2019

(g) p1 = p2 = 4, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.3501, Niter = 1320

(h) p1 = p2 = 4, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3473, Niter = 1747

(i) p1 = p2 = 4, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3400, Niter = 1914

Figure 4.6 – Résultats NURBS : problème BK1-2D : sensibilité de la topologie optimale au nombre
de PC et au degré des fonctions de forme pour le problème (4.20)

Figure 4.7 – Probleme BK1-2D : fraction volumique vs. nombre de PC et degrés pour les solutions
B-spline et NURBS du problème (4.20)

résultats B-spline.

4. Pour chaque solution illustrée dans les Figs. 4.5 et 4.6, la contrainte sur la valeur maximale
du critère de HHVM est toujours satisfaite et la solution se situe sur la limite du domaine de
faisabilité. Pour montrer cela, les graphiques affichant la quantité δe, définie à l’Eq. (4.16),
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sont illustrés dans les Figs. 4.8 et 4.9 pour chaque topologie optimisée. Ces figures montrent
que, contrairement aux résultats trouvés dans la littérature [80], le critère de HHVM est
toujours localement respecté (i.e. pour chaque élément) et que la topologie optimisée résiste
aux sollicitations appliquées en maintenant une valeur de contrainte quasi uniforme (presque
égale à la limite élastique) sur l’ensemble des branches topologiques.

(a) p1 = p2 = 2, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.3901, Niter = 2200

(b) p1 = p2 = 2, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3618, Niter = 2200

(c) p1 = p2 = 2, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3571, Niter = 1767

(d) p1 = p2 = 3, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.4, Niter = 2200

(e) p1 = p2 = 3, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3668, Niter = 1906

(f) p1 = p2 = 3, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3616, Niter = 1767

(g) p1 = p2 = 4, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.4112, Niter = 1515

(h) p1 = p2 = 4, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3975, Niter = 1495

(i) p1 = p2 = 4, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3659, Niter = 1785

Figure 4.8 – Critère de HHVM adimensionné de l’Eq. (4.16) pour les solutions B-spline du pro-
blème (4.20)

4.4.3 BK2-2D : influence de la formulation du CNLPP sur la topologie finale

L’influence du critère de tenue sur la topologie optimisée est étudiée ici en considérant diffé-
rentes formulations du CNLPP. En particulier, une condition sur l’épaisseur minimale des branches
topologiques a été ajoutée à la formulation mathématique des problèmes (3.20), (4.20) et (4.21). Les
dimensions minimales des branches topologiques de la géométrie optimisée doivent être supérieures
ou égales à dmin = 2.5 mm. Pour satisfaire directement cette condition sans ajouter une contrainte
d’optimisation explicite dans la formulaiton du problème, et comme détaillé dans [16], des entités
B-spline et NURBS, avec des degrés p1 = p2 = 2 et nCP = 82 × 82 PC, sont utilisées dans les
analyses. Cependant, il est évident que les PC se situant en dehors du domaine d’optimisation de
la barre en L (plus précisémment les PC dont le support local est vide) ne sont pas inclus dans les
vecteurs de variables d’optimisation (i.e. la valeur de pseudo-densité de ces PC est fixée à 0). Ainsi,
le nombre total de PC actifs durant ces calculs est nCP = 4416.
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(a) p1 = p2 = 2, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.3460, Niter = 2200

(b) p1 = p2 = 2, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3379, Niter = 2352

(c) p1 = p2 = 2, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3126, Niter = 2437

(d) p1 = p2 = 3, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.3612, Niter = 1320

(e) p1 = p2 = 3, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3418, Niter = 1959

(f) p1 = p2 = 3, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3330, Niter = 2019

(g) p1 = p2 = 4, nCP = 1960,
V

Vref
= 0.3501, Niter = 1320

(h) p1 = p2 = 4, nCP = 2880,
V

Vref
= 0.3473, Niter = 1747

(i) p1 = p2 = 4, nCP = 3960,
V

Vref
= 0.3400, Niter = 1914

Figure 4.9 – Critère de HHVM adimensionné de l’Eq. (4.16) pour les solutions NURBS du pro-
blème (4.20)

Pour chaque CNLPP, le volume de référence est calculé en suivant la formule suivante : Vref =
tL2(1 − 0.62). De plus, la fraction de volume apparaissant dans les Eqs. (3.20) et (4.21) est fixée à
γ = 0.4. Pour les problèmes (3.20) et (4.21), le champ de pseudo-densité initial est défini uniforme
et de valeur ρ(ζ1, ζ2) = γ et la valeur de la compliance de la solution initiale est égale à Cref = 22945
Nmm. À l’inverse, le point de départ du CNLPP de l’Eq. (4.20) est caractérisé par une pseudo-
densité uniforme tel que ρ(ζ1, ζ2) = 1. Il est évident que, à cause de la géométrie particulière de la
barre en L qui possède un angle droit favorisant les concentrations élevées de contraintes, les points
de départ des Eqs. (4.20) et (4.21) sont non-faisables et ne respectent pas la limite élastique. Pour
ces calculs, la mise à jour du paramètre χ(τ) détaillé dans l’Eq. (4.19) est donc particulièrement
importante : les valeurs suivantes ont été selectionnées après quelques ajustements empiriques :
χ0 = 20, χmax = 80, Nit = 150 et △χ = 10.

Les solutions optimisées des problèmes (3.20), (4.20) et (4.21) sont listées dans le Tab. 4.2 pour
les calculs B-spline et NURBS. Dans ce tableau, les résultats numériques sont donnés en terme de
compliance adimensionnée C

Cref
, de fraction volumique V

Vref
, de nombre d’itérations pour atteindre

la solution optimale et de valeur mesurée du diamètre minimale des branches topologiques dm
min,

i.e. la valeur minimale mesurée après reconstruction CAO de la frontière de la topologie optimisée
[16]. Pour chaque solution des problèmes (4.20) et (4.21) la contrainte sur le critère de HHVM est
toujours satisfaite et la solution se situe à la frontière du domaine de faisabilité.

Le graphique représentant le critère de HHVM adimensionné de l’Eq. (4.16), i.e. la quantité δe,
est illustré en Tab. 4.3 pour chaque topologie optimale et pour chaque formulation du problème.
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Table 4.2 – BK2-2D : Topologies optimales pour différentes formulations du CNLPP

Problème (3.20) Problème (4.20) Problème (4.21)

B
-s

pl
in

e

V

Vref
= 0.4, Niter = 325,

V

Vref
= 0.4, Niter = 3087,

V

Vref
= 0.4, Niter = 2382,

C
Cref

= 0.125, dm
min = 3.12 mm

C
Cref

= 0.163, dm
min = 2.84 mm

C
Cref

= 0.138, dm
min = 3.0 mm

N
U

R
B

S

V

Vref
= 0.4, Niter = 144,

V

Vref
= 0.3665, Niter = 3222,

V

Vref
= 0.4, Niter = 1464,

C
Cref

= 0.121, dm
min = 3.40 mm

C
Cref

= 0.146, dm
min = 3.0 mm

C
Cref

= 0.126, dm
min = 2.5 mm

À partir de l’analyse des résultats détaillés dans les Tabs. 4.2 et 4.3, les remarques suivantes
peuvent être faites :

1. Pour chaque problème considéré, la topologie optimale obtenue par la formulation NURBS est
caractérisée par une valeur de fonction objectif plus faible que celle caractérisant les entités
B-spline.

2. Grâce aux propriétés géométriques des fonctions de forme des entités NURBS, la contrainte
sur la dimension minimale des branches topologiques est toujours satisfaite. En particulier
pour la solution NURBS du problème (4.21) la contrainte sur la dimension minimale des
branches topologiques est active (i.e. elle est égale à 0).

3. Les solutions NURBS et B-spline du problème (3.20) donnent des valeurs de compliance finale
plus faibles que celles des problèmes (4.20) et (4.21). De plus, les valeurs de compliance du
problème (4.21) sont plus faibles que celles obtenues pour les solutions du problème (4.20).
Ce résultat était attendu car la fonction compliance était inclue en tant que fonction coût
dans les problèmes (3.20) et (4.21).

4. La solution NURBS du problème (4.20) donne le meilleur résultat en terme de fraction vo-
lumique parmi tous les calculs montrés dans le Tab. (4.2). Ce résultat était attendu car la
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Table 4.3 – BK2-2D : critère de HHVM adimensionné de l’Eq. (4.16) pour les topologies optimales
pour les différentes formulations du CNLPP

Problème (20) Problème (4.20) Problème (4.21)

B
-s

pl
in

e
N

U
R

B
S

fonction volume était définie en tant que fonction objectif du problème (4.20).

5. Comme attendu, les solutions optimales du problème (3.20) ne respectent pas les valeurs
maximales imposées par le critère de HHVM à cause, principalement, de la forte concentra-
tion de contrainte localisée proche du coin du domaine en L (cf. Tab 4.3), qui est caractérisé
par un angle droit, comme montré dans Tab 4.2. À l’inverse, comme illustré dans le Tab.
4.2, les solutions optimales des problèmes (4.20) et (4.21) présentent un congé plus ou moins
important entre le passage de la région horizontale vers la région verticale du domaine en L,
permettant ainsi une transition plus douce entre les branches topologiques. En particulier,
pour ces topologies, la valeur maximale du critère de HHVM adimensionné est toujours infé-
rieure à 1, comme détaillé dans le Tab. 4.3. De plus, les géométries obtenues par le problème
(4.20) présentent un champ de contraintes presque uniforme sur l’ensemble des branches
topologiques.

6. La contrainte gχ prend une valeur extrêmement faible (entre -1e-6 et 0) sur les topologies
optimisées obtenu à partir du problème (4.20), ainsi le minimum local se situe sur la frontière
du domaine faisable.

7. Toutes les analyses ont été menées sur une station de calcul utilisant un processeur Intel
Xeon E5-2697v2 (2.70–3.50 GHz) et 4 cœurs dédiés aux calculs d’optimisation. Le temps
de calcul le plus long est celui de la solution B-spline du problème (4.20), qui a pris un
peu moins de 10h pour trouver une solution faisable. Cela est du principalement au nombre
important d’itérations nécessaire à la convergence de ce calcul. En effet, le problème (4.20)
étant fortement non-linéaire, la topologie évolue très lentement vers un mimimum faisable et
nécessite donc un grand nombre d’itérations.

Pour avoir une meilleure compréhension du comportement de l’algorithme GC-MMA quand
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il s’agit d’aborder des problèmes d’OT basés sur les contraintes mécaniques et formulés dans la
le cadre de la méthode NURBS-based SIMP, le graphique représentant l’évolution de la fonction
objectif ainsi que des fonctions contraintes tout au long des itérations est donné dans la Fig. 4.10,
dans le cas de la solution optimale B-spline pour les problèmes (4.20) et (4.21).
Pour le cas de la solution B-spline du problème (4.20), la solution initiale est non-faisable car la
fonction gχ est positive, comme illustré dans la Fig. 4.10 (a). Néanmoins, l’algorithme est capable de
trouver un point faisable après seulement 140 itérations (point A sur la Fig. 4.10 (a)). Cependant, à
cette itération, selon la valeur des différents paramètres impliqués dans l’Eq. (4.19) du cas d’étude
BK2-2D, le paramètre χ est toujours égale à sa valeur χ0 et la valeur de l’approximation χ-norme
est toujours plus élevée que la valeur maximale réelle du critère de HHVM dans la structure (car
plus le paramètre χ est faible, moins l’approximation est précise). Lorsque le nombre d’itérations
atteint Nit = 150, le paramètre χ est incrémenté une première fois selon la formule χ = χ0 + ∆χ et
la valeur de la fonction objectif et celle de la fonction contrainte décroissent fortement au cours des
150 itérations suivantes. Cette tendance apparaît toutes les 150 itérations lorsque χ est mis à jour
en accord avec l’Eq. (4.19) jusqu’à atteindre la valeur maximale. De plus, la Fig. 4.10 (a), montre
que le minimum local est atteint à l’itération 1075 (point B sur la Fig. 4.10 (a)) lorsque la fonction
contrainte prend une valeur négative très faible, i.e. -7.18e-7, et la solution se situe à la frontière
du domaine faisable. Les itérations suivantes sont uniquement des légères variations de la topologie
dans le but d’atteindre les critères d’arrêt de l’algorithme listés dans le Tab. 4.1. En particulier,
pour cette analyse, l’optimisation s’est arrêtée car le critère sur la différence relative de valeur de
fonction objectif entre deux itérations consécutives était inférieur à 1e-6, qui est probablement une
condition trop restrictive puisque la fonction objectif est une quantité adimensionnée dans tous les
problèmes considérés dans ce chapitre.
D’un autre côté, trouver un minimum faisable pour le problème (4.21) est plus difficile pour l’al-
gorithme car il y a deux contraintes d’optimisation intégrées dans la formulation du problème :
comme détaillé dans la littérature [78, 80], ce problème peut poser des difficultés de convergence.
En regardant la solution B-spline du problème (4.21), et le résultat montré dans la Fig. 4.10 (b),
il est possible de remarquer qu’uniquement la valeur de la fonction contrainte basée sur le volume
est respectée (point A sur la Fig. 4.10 (b)), tandis que gχ est toujours positive. En particulier,
l’algorithme tend à décroître monotonement la valeur de gχ, tandis que la fonction sur le volume
à une valeur non-monotone jusq’à l’itération 780 quand gχ devient négative (et donc respectée),
point B sur la Fig. 4.10 (b). À ce moment, l’algorithme essaie de décroître monotonement la frac-
tion volumique (tout en respectant la condition sur le critère de HHVM) jusqu’à ce que les deux
contraintes soient respectées, c-à-d à l’itération 1980 (point C sur la Fig. 4.10 (b)). À ce moment, la
topologie évolue très faiblement dans le but de satisfaire les conditions d’arrêt listées dans le Tab.
4.1. Puis l’analyse s’arrête car le critère sur la tolérance de la variation des variables d’optimisation
est satisfaite après 2380 itérations. Il convient de noter que les solutions B-spline du problème
(4.21) sont faisables mais non localisées à la frontière entre les domaines faisable et non-faisable
car les fonctions contraintes sur la fraction volumique et sur le critère HHVM prennent des valeurs
négatives, i.e. -0.0016 et -0.1168, respectivement.

Pour conclure cette analyse, une comparaison entre les résultats obtenus par la méthode SIMP
classique disponible dans le logiciel ANSYS Workbench® et ceux obtenus par la méthode NURBS-
based SIMP est menée pour les deux problèmes (4.20) et (4.21). Par souci de simplicité, uniquement
les solutions B-spline illustrées dans le Tab. 4.2 ont été considérées.

La reconstruction de la frontière de la topologie optimisée dans le cas de la méthode NURBS-
based SIMP est une tâche immédiate. Comme expliqué dans le Chapitre 3, dans le cas des problèmes
2D, le champ de pseudo-densité optimal en sortie du processus d’optimisation est disponible sous la
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(a) Solution B-spline du problème (4.20) (b) Solution B-spline du problème (4.21)

Figure 4.10 – Fonction objectif et fonction contrainte vs. nombre d’iterations

forme d’une surface NURBS 3D et peut être directement importé dans un environnement CAO en
tant que fichier Initial Graphics Exchange Specification (IGES). L’opération de coupe est détaillée
dans la Fig. 3.3 pour une erreur relative de 0.01. Ensuite, le fichier résultant et constituant la
frontière de la topologie optimisée peut être importé dans un logiciel EF où il peut être traité
ultérieurement à des fins de vérification. Plus de détails sur le sujet sont donnés dans [15, 147].
Dans ces travaux, la frontière de la toplogie optimisée a été importée dans ANSYS Workbench®

et le modèle EF des deux solutions B-spline aux problèmes (4.20) et (4.21), qui sont illustrées en
Fig. 4.11 (a) et (b), respectivement, ont été maillées à l’aide d’éléments PLANE182 traingulaires
(hypothèse contraintes planes) pour une dimension moyenne de l’élément égale à 1.5 mm. Le nombre
total d’éléments est respectivement 10961 et 12122 pour les solutions B-spline des problèmes (4.20)
et (4.21).
Pour ce qui est des frontières des topologies optimisées obtenues par la méthode SIMP classique
disponible dans le logiciel ANSYS Workbench®, elles ont été reconstruites avec l’outil ANSYS
SpaceClaim® disponible dans le package ANSYS : les modèles EF résultants sont illustrés dans la
Fig. 4.11 (c) et (d), pour les problèmes (4.20) et (4.21), respectivement. Le maillage de ces modèles
est fait également d’éléments PLANE182 triangulaires (hypothèse contraintes planes) pour une
dimension moyenne des éléments égale à 1.5 mm. Le nombre total d’éléments est 11793 et 7411
pour les problèmes (4.20) et (4.21), respectivement.

Le graphique montrant la valeur de la contrainte de HHVM est illustrée dans la Fig. 4.12 pour
chaque solution optimisée (et pour chaque formulation du problème) montrée dans la Fig. 4.11. Il
convient de signaler que la NDR illustrée dans la Fig. 4.4 est exclue de ce graphique à cause de
l’application de la force concentrée. De plus, la valeur de la compliance adimensionnée C

Cref
et de

la fraction volumique V

Vref
obtenues après reconstruction de la frontière de la topologie optimisée

sont indiquées sur la Fig. 4.12.
Ces graphiques montrent que les solutions B-spline des problèmes (4.20) et (4.21) respectent les
contraintes sur la valeur maximale du critère de HHVM même après reconstruction de la frontière
de la topologie optimisée. Comme illustré dans la Fig. 4.12, la contrainte équivalente de HHVM est
toujours inférieure à la limite élastique, i.e. σy = 350 MPa, utilisée dans ces analyses. Par contre,
la contrainte sur la valeur maximale du critère de HHVM n’est pas respectée après reconstruction
de la frontière des solutions optimales obtenues à l’aide de la méthode SIMP classique implémentée
dans ANSYS Workbench®, puisque les valeurs maximales des contraintes équivalentes HHVM des
problèmes (4.20) et (4.21) sont respectivement de 534 MPa et 495 MPa.
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(a) Solution B-spline du problème (4.20) (b) Solution B-spline du problème (4.21)

(c) solution ANSYS-SIMP du problème (4.20) (d) solution ANSYS-SIMP du problème (4.21)

Figure 4.11 – Frontière de la topologie optimisée et maillage correspondant à la fin du processus
d’optimisation

Finalement, il convient de noter la cohérence entre les performances des solutions B-spline, pour
les deux problèmes (4.20) et (4.21), en terme de compliance adimensionnée W

Wref
et de fraction

volumique V

Vref
, avant et après la reconstruction de la frontière de la topologie optimisée.

4.4.4 Cas d’études 3D

Le troisième cas d’étude (BK3-3D) traite de l’OT du domaine en L 3D. Comme montré dans la
Fig. 4.13, la géométrie du BK3-3D est définie par les dimensions suivantes : a1 = a2 = L = 150 mm,
a3 = 10 mm.

Le modèle EF est composé de Ne = 9216 SOLID185 éléments (intégration complète, 8 nœuds,
3 degrés de liberté par nœud). Le domaine en L est encastrée en x2 = a2, tandis qu’une force
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(a) V
Vref

= 0.400, C
Cref

= 0.163 (b) V
Vref

= 0.400, C
Cref

= 0.138

(c) V
Vref

= 0.306, C
Cref

= 0.243 (d) V
Vref

= 0.400, C
Cref

= 0.131

Figure 4.12 – Critère de HHVM [MPa] et performances des solutions optimisées après reconstru-
tion de la frontière : (a) solution B-Spline du problème (4.20), (b) solution B-Spline du problème
(4.21), (c) solution ANSYS-SIMP du problème (4.20), (d) solution ANSYS-SIMP du problème
(4.21)

concentrée P = 10000 N est répartie également sur les nœuds situés en (x1 = a1, x2 = 0.4x2). Une
NDR composée de 2 × 2 × 4 éléments, comme illustré dans la Fig. 4.13, est définie au voisinage
de la force appliquée et est exclue de l’analyse car le critère équivalent de HHVM local est trop
élevé et peut provoquer des problèmes de convergence lors du processus d’optimisation. Pour cela,
la valeur du champ de pseudo-densité affecté à ces éléments et appartenant à la NDR est imposée
égale à 1.

Comme dans les problèmes du cas d’étude BK2-2D, l’influence du critère de HHVM sur la
topologie finale est étudiée en considérant les différentes formulations des CNLPPs (3.20), (4.20) et
(4.21). Comme dans l’exemple 2D, une condition sur le diamètre minimal des branches topologiques
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Figure 4.13 – Troisième cas d’étude (BK3-3D) : géométrie de la barre en L 3D

est considérée ici : les branches topologiques de la géométrie finale doivent avoir une épaisseur
supérieure à une valeur dmin = 2.0 mm. Pour satisfaire cette condition de diamètre minimal, sans
introduire de fonction explicite, la formulation du problème détaillée dans [16] est encore utilisée
dans ce cas. Ainsi, les entités B-spline et NURBS utilisées dans ces calculs sont définies telles que :
p1 = p2 = p3 = 2 et nCP = 52 × 52 × 4. Cependant, les PC dont le support local est vide (i.e. qui
tombent en dehors du domaine de définition de la barre en L) sont exclus des vecteurs des variables
de définition (i.e. leur valeur de pseudo-densité est fixée à 0), ainsi le nombre total de PC actifs est
nCP = 7200.

Pour chaque CNLPP, le volume de référence est calculé selon la formule suivante : Vref =
a1a2a3(1 − 0.62). De plus, la fraction volumique apparaissant dans les Eqs. (3.20) et (4.21) est fixée
telle que γ = 0.4 et par une compliance de référence Cref = 283393 Nmm. Par ailleurs, le point de
départ du CNLPP de l’Eq. (4.20) est fixé tel que ρ(ζ1, ζ2, ζ3) = 1.0. Cependant, les points de départ
des CNLPPs définis par les Eqs. (3.20) et (4.21) sont fixés afin d’avoir une pseudo-densité uniforme
ρ(ζ1, ζ2, ζ3) = γ. Comme pour les cas BK2-2D, les points de départ des problèmes (4.20) et (4.21)
correspondent à des solutions non-faisables car elles ne respectent pas la contrainte d’optimisation
relative au critère de HHVM. Une nouvelle fois, le paramètre χ(τ) va jouer un rôle important pour
revenir petit à petit dans le domaine faisable tout en évitant les problèmes d’overflow causés par
des contraintes mécaniques trop élevées. Ainsi, suite à différentes études empriques, les paramètres
utilisés sont : χ0 = 20, χmax = 80, Nit = 150 et △χ = 10.

Les solutions optimales des problèmes (3.20), (4.20) et (4.21) sont données dans le Tab. 4.4
pour les solutions basées sur les hypersurfaces B-spline et NURBS et sont listées en terme de C

Cref
,

V

Vref
, Niter et dm

min.

Suite à ces calculs, il est nécessaire de souligner que les solutions optimisées et présentées dans
le Tab. 4.4 ont été obtenues après avoir effectué l’opération de seuillage sur le champ de pseudo-
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Table 4.4 – BK3-3D : topologies optimisées pour différentes formulations du problème

Problème (3.20) Problème (4.20) Problème (4.21)

B
-s

pl
in

e

V

Vref
= 0.4, Niter = 187,

V

Vref
= 0.371, Niter = 844,

V

Vref
= 0.4, Niter = 270,

C
Cref

= 0.115, dm
min = 4.0 mm

C
Cref

= 0.142, dm
min = 3.5 mm

C
Cref

= 0.125, dm
min = 2.7 mm

N
U

R
B

S

V

Vref
= 0.4, Niter = 162,

V

Vref
= 0.322, Niter = 650,

V

Vref
= 0.4, Niter = 472,

C
Cref

= 0.107, dm
min = 3.0 mm

C
Cref

= 0.163, dm
min = 2.8 mm

C
Cref

= 0.111, dm
min = 2.9 mm

densité, i.e. ρ(ζ1, ζ2, ζ3) ≥ ρth, comme détaillé au Chapitre 3. Pour chaque solution des problèmes
(4.20) et (4.21), la condition sur le critère HHVM est toujours satisfaite et la solution se situe sur
la frontière du domaine de faisabilité. Le graphique de la quantité δe, définie par l’Eq. (4.16), est
illustré en Tab. 4.5 pour chaque topologie optimisée et pour chaque formulation du problème. Ce
graphique est obtenu en ne sélectionnant seulement que les éléments satisfaisants la condition de
seuil du champ de pseudo-densité, i.e. ρe ≥ ρth (qui correspondent seulement aux éléments dont
les champs de contraintes prennent des valeurs significatives). Bien évidemment, les différentes
remarques faites pour le cas d’étude BK2-2D peuvent être reprises pour ce cas d’étude.
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Table 4.5 – BK3-3D : critère de HHVM adimensionné de Eq. (4.16) pour les topologies optimales
pour les différentes formulations

Problème (3.20) Problème (4.20) Problem (4.21)

B
-s

pl
in

e
N

U
R

B
S

4.5 Conclusions et perspectives
Dans ce chapitre, le problème d’OT prenant en compte le champ des contraintes mécaniques,

où la valeur maximum du critère de HHVM est intégrée en tant que contrainte explicite dans la
formulation du problème, a été revisité dans le contexte de l’approche NURBS-based SIMP..

Certains aspects de la méthode proposée peuvent être mis en avant :

• La théorie des hypersurfaces NURBS apporte, au moins, trois avantages : (a) au contraire de
la méthode SIMP classique, il n’y a pas besoin de définir de zone de filtrage, car le support
local des entités NURBS établit une relation implicite entre les éléments du maillage qui sont
adjacents ; (b) le nombre de variables d’optimisation nécessaire à définir une topologie opti-
male ainsi qu’une approximation finale correcte du champ des contraintes dans la géométrie
optimisée est réduit ; (c) comme expliqué dans le Chapitre 3, la reconstruction de la frontière



4.5. CONCLUSION 77

de la topologie optimisée est plus directe et plus précise que les méthodes plus convention-
nelles et donc la connaissance des contraintes mécaniques dans la géométrie reconstruite est
plus précise. Une analyse de sensibilité, où l’influence des paramètres de définition de l’entité
NURBS sur la topologie optimale a été mise en avant, a été menée. Certaines règles générales
sur le choix de ces différents paramètres ont pu être définies : plus le nombre de PC est élevé
(pour un degré donné) ou plus le degré des fonctions de forme est faible (pour un nombre
de PC donné) plus la valeur de la fonction objectif sera faible, aussi bien pour les résultats
B-spline, que pour les résultats NURBS. De plus, un excellent compromis entre les perfor-
mances de calcul et la précision de la solution a pu être atteint en utilisant un nombre de PC
égal à trois-quart du nombre d’éléments du maillage EF.

• Le rôle des poids des PC des NURBS a été évalué. En particulier, en considérant le même
nombre de PC et les mêmes degrés, la valeur de la fonction objectif de la solution NURBS est
plus faible que celle obtenue pour les calculs B-spline et les frontières des topologies finales
sont plus lisses et précises que celles des cas B-spline.

• L’influence de la formulation du problème d’optimisation a été étudiée. En particulier, la for-
mulation du problème a un effet important sur la topologie finale et une attention particulière
doit être portée sur cet aspect car des performances très différentes ont pu être constatées
sur les topolgies optimales, aussi bien en termes de valeur de fonction objectif et de fonctions
contraintes que sur le nombre d’itérations nécessaires avant convergence.

• La condition sur la dimension minimale des branches topologiques est correctement prise en
compte, sans introduire de contrainte explicite supplémentaire, mais en paramétrant correc-
tement les paramètres de définition de l’entité NURBS.

En ce qui concerne les perspectives, cette étude n’est pas exhaustive sur le sujet de l’OT inté-
grant des critères de tenue et d’autres aspects doivent être pris en considération. Premièrement, la
méthodologie proposée peut être étendue au cas des matériaux et structures anisotropes où des cri-
tères de rupture adéquats doivent être utilisés (cet aspect constitue l’objet du prochain Chapitre).
Ces critères, qui prennent en compte les aspects spécifiques en lien avec l’hétérogénité et l’aniso-
tropie des matériaux, sont disponibles sous différentes formes et doivent être proprement intégrés
dans l’algorithme NURBS-based-SIMP, mais cette tâche est loin d’être triviale. Deuxièmement, le
comportement non-linéaire du matériau doit être pris en compte lorsqu’il s’agit de réaliser une OT
en intégrant un critère sur la tenue de la structure. Cette tâche n’est pas immédiate car l’introduc-
tion du comportement non-linéaire du matériau dans la formulation du problème d’optimisation
conduit souvent à des difficultés de convergence des algorithmes d’optimisation, mais qui peuvent
être contournées grâce à l’utilisation de stratégies de pénalisation adéquates et en utilisant des mé-
thodes numériques cohérentes. Finalement, les exigences de fabrication de nature géométrique, liées
au processus de fabrication additive, doivent être intégrées dans la formulation du problème, comme
la contrainte sur l’angle de surplomb ou celle sur le rayon de courbure admissible, ce qui pourrait
contribuer à accélérer la convergence de l’algorithme d’optimisation vers des minima locaux.
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Chapitre 5

Les critères de tenue mécanique pour
matériaux anisotropes dans la
méthode NURBS-based-SIMP

5.1 Introduction
Les technologies et les procédés de fabrication additive ont beaucoup évolué au cours des der-

nières années et il est aujourd’hui possible d’imprimer des pièces en utilisant des matériaux compo-
sites. En effet, l’interêt du développement des procédés d’impression 3D en matériaux composites
est multiple. D’abord, cela permet d’obtenir des pièces mécaniques plus résistantes, plus rigides,
plus solides et ayant un meilleur comportement à la chaleur que les thermoplastiques traditionnels,
permettant ainsi d’élargir les possibilités apportées par la FA. De plus, les matériaux composites
sont souvent constitués de deux matériaux mélangés et conservent les propriétés mécaniques des
matériaux de base tout en acquérant de nouvelles caractéristiques. Cependant, pour que ce type de
matériaux soit pleinement utilisé dans un cadre industriel, les problématiques propres à un bureau
d’études, telles que la bonne résistance mécanique de la structure aux diverses sollicitations exté-
rieures, doivent être prises en compte. Pour cela, la répartition des contraintes mécaniques au sein
de la structure doit être controllée pour ne pas imposer à une zone de la géométrie une concentra-
tion de contraintes trop importante qui entrainerait la rupture de la structure. À l’image du critère
HHVM dans le cas des matériaux isotropes, il existe certains critères phénoménologiques de rupture
permettant de prédire si la répartition des contraintes au sein de la structure entrainera la rupture
de celle-ci. Comme dans le cadre des matériaux isotropes, la répartition des contraintes doit être
prise en compte pendant le processus d’OT via une formulation et une stratégie pertinentes..

L’étude bibliographique non exhaustive détaillée dans le chapitre 2, montre que la majorité des
travaux réalisés sur les critères de tenue mécanique est réduite au critère HHVM applicable seule-
ment aux matériaux isotropes (cette hypothèse peut être relaxée et le critère HHVM peut s’étendre
aux matériaux caractérisés par une syngonie cubique). En effet, l’optimisation topologique sur des
matériaux anisotropes est un sujet beaucoup moins étudié. Ainsi, la première fois que les critères
de rupture pour matériaux anisotropes sont apparus dans un problème d’optimisation a été lorsque
Groenwold et Haftka ont esssayé de minimiser le critère de Tsai-Wu (TW) dans le but d’optimiser
l’orientation des fibres dans des composites stratifiés [98]. Les auteurs ont montré qu’utiliser une
fonction objectif calculée directement à partir du critère de TW dépendait fortement des proprié-
tés matériaux et de la force appliquée. Pour pallier à ce problème, ils ont utilisé une formulation
différente consistant à maximiser un facteur de sécurité proprement défini pour une plaque multi-
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couche. Mirzendehdel et al. [99], proposent ensuite une optimisation ayant pour but de minimiser
l’opposée du facteur de sécurité défini par Groenwold et Haftka, et soumise à une contrainte sur la
compliance. Cette approche, permet de définir une borne inférieure sur la rigidité de la structure
et donc d’éviter à l’algorithme de converger vers la solution triviale qui consiste à enlever la ma-
tière sur tout le domaine. Dans le cadre des méthodes d’optimisation multi-niveau de structures
composites à rigidité variable (CRV), IJsselmuiden [167] a proposé une formulation conservative
du critère de Tsai-Wu (TW) dans l’espace des paramètres de lamination. Catapano et Montemurro
[168] ont proposé une formulation unifiée des critères phénoménologiques de rupture pour maté-
riaux anisotropes, regroupant les critères de TW, Tsai-Hill (TH) et Hoffmann (entre autres), dans
l’espace des paramètres polaires. Cette formulation a été ensuite appliquée à l’optimisation de la
résistance des CRV dans [169]. En s’inspirant de l’approche proposée dans [98] et en utilisant la
formulation unifiée des critères de rupture proposée dans [168], Izzi, Catapano et Montemurro [170]
ont proposé une méthode efficace pour l’optimisation de la résistance des CRV dans l’espace des
paramètres polaires en intégrant également des critères de nature technologique sur la faisabilité
de ces matériaux (comme le critère technologique sur le rayon de courbure minimal des fibres). Les
résultats obtenus dans [170] représentent la meilleur solution optimale disponible en littérature du
problème de maximisation de la résistance des CRV en considérant les benchmarks proposés dans
[98, 167].

L’étude proposée dans [99] est un des rares travaux s’intéressant à l’optimisation topologique
des matériaux anisotropes. Dans cette étude le critère de Tsai-Wu est intégré dans la formulation
du problème d’OT. Cependant, la formulation proposée reste très classique (une contrainte sur
le failure index est imposée au cours de l’optimisation). De plus, ni la formulation ni la méthode
utilisée dans [99] ne sont validées en prenant en compte les benchmarks classiques utilisés pour les
matériaux isotropes et discutés dans le chapitre 4.

Dans ce chapitre, les critères phénoménologiques de TW, TH et Hoffmann sont intégrés dans
la formulation du problème d’OT en utilisant la notion d’indice de rupture défini dans [98]. La
contribution de l’étude présentée dans ce chapitre s’articule autour de trois points. Premièrement,
la formulation unifiée des critères de rupture présentée dans [168], en utilisant l’approche basée sur
le facteur de sécurité défini dans [98], est intégrée dans l’algorithme SANTO. Dans ce contexte, le
gradient du facteur de sécurité est formellement dérivé (et calculé) en exploitant la propriété de
support local des entités NURBS. Deuxièmement, une stratégie efficace pour définir, à chaque itéra-
tion du processus d’optimisation, les paramètres régissant la fonction continue utilisée pour agréger
l’indice de rupture, évalué pour chaque élément, dans une unique contrainte globale est proposée.
Ces paramètres sont mis-à-jour dans le but d’éviter les problèmes de dépassement de mémoire
mais également d’accélérer la convergence de l’algorithme vers une topologie optimisée faisable.
Enfin, une analyse de sensibilité des topologies optimales est menée par rapport aux paramètres
définissant l’entité NURBS ainsi que par rapport aux différentes caractéristiques matériaux (orien-
tation de l’axe principal d’orthotropie) ou encore par rapport au chargement appliqué (direction et
amplitude).

Remarque 5.1.1 Le contenu de ce Chapitre a fait l’objet de l’article [171].
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5.2 Formulation d’une contrainte basée sur les critères de te-
nue mécanique pour matériaux anisotropes dans la méthode
NURBS-based SIMP

Dans cette section, les principaux critères phénoménologiques de rupture sont reformulés dans
le cadre de la méthode NURBS-based-SIMP. Trois critères seront détaillés : le critère de Tsai-Hill
(TH), le critère de Hoffman et le critère de Tsai-Wu (TW). L’utilisation de l’un ou l’autre de ces
critères, dépend du comportement du matériau utilisé. Par exemple, le critère TH suppose que le
comportement du matériau soit équivalent en traction et en compression.

À l’image du critère de HHVM, les critères de rupture peuvent s’écrire sous une forme matricielle
compacte, telle que détaillée dans l’Eq. (4.14), en ajoutant un terme linéaire, de sorte que :

gf
e ≤ 0, avec :

gf
e := σT

e Mσe + mTσe − sth, e = 1, . . . , Ne,
(5.1)

où M ∈ R6×6 et m ∈ R6×1 sont respectivement une matrice et un vecteur permettant de définir le
critère de rupture et sth ≤ 1 est un coefficient de sécurité. Le détail des composantes des arrays M
et m est donné en Annexe B.

Dans le cadre des matériaux anisotropes, il n’est pas conseillé d’intégrer le critère de rupture
dans la formulation du problème d’OT en considérant une fonction explicite qui comparerait la
valeur du critère pour chaque élément avec la borne supérieure, telle que définie dans le chapitre
précédent. En effet, [99] a montré que les critères phénoménologiques de rupture sont fortement
influencés par les conditions de chargement appliquées à la structure. Ainsi, une approche qui ne
considèrerait pas les conditions de chargement dans sa formulation, ne permettrait pas de controler
efficacement la répartition des contraintes mécaniques à l’intérieur d’une structure anisotrope et
amènerait l’algorithme à converger vers des minima locaux (parfois non faisables). C’est pourquoi,
les auteurs ont proposés une approche différente se basant sur le “facteur de sécurité” du matériau,
défini dans [98]. Ce facteur correspond au multiplicateur maximum pouvant être appliqué aux
chargements actuels tout en continuant de respecter le critère de rupture utilisé dans l’étude. Dans
le cadre des travaux de [99], ce facteur a été utilisé pour l’optimisation structurale de composites
stratifiés mais n’a pas encore été testé dans un cadre d’OT générale. Les travaux détaillés dans
ce chapitre présentent l’utilisation de ce facteur de sécurité dans la méthode NURBS-based-SIMP,
dans le but de réaliser l’OT d’une de structure composée d’un matériau orthotrope. En particulier,
l’influence de l’orientation de l’axe principal d’orthotropie du matériau ainsi que celle relative au
choix du critère phénoménologique sur la topologie optimale seront étudiés.

Considérons dans un premier temps, le système à l’équilibre suivant :

Ku = f ,
f = λf0,

(5.2)

avec u et f les vecteurs des déplacements structuraux et des efforts appliqués, respectivement, K
la matrice de rigidité globale de la structure, f0 le chargement de référence appliqué à la structure
et λ le facteur de sécurité défini dans [98]. Dans le cas λ = 1, on obtient :

Ku0 = f0, (5.3)

avec u0 le vecteur des déplacements de la solution lorsque le facteur de sécurité prend la valeur
unitaire. Pour chaque élément générique e du modèle EF, le vecteur des déformations εe s’écrit :
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εe = Beue = BeL̂eu = λBeL̂eu0, (5.4)

avec ue les déplacements de l’élément générique e, Be et L̂e sont définis dans l’Eq. (4.2) et l’Eq.
(6.20), respectivement.

En considérant la relaxation-qp [160], le vecteur des contraintes σe de l’élément e, s’écrit :

σe = ρβ
e Cεe = λρβ

e CBeL̂eu0, (5.5)

où ρe est le champ de densité fictive de l’Eq. (3.17) évalué au centroïde de l’élément e. β, le coefficient
de pénalisation de la contrainte, est donné par la relaxation-qp tel que β = p− q avec p le facteur
de pénalisation de la méthode SIMP et q le coefficient de relaxation de la contrainte. Dans l’Eq.
(5.5), C est la matrice d’élasticité du matériau.

Le critère de rupture s’écrit pour chaque élément de manière compacte en utilisant la formulation
définie dans l’Eq. (5.1). La rupture intervient lorsque gf

e := 0 ; l’Eq. (5.1) devient alors :

Qeλ
2
e + Jeλe − sth = 0, avec :

{
Qe = σT

0eMσ0e,
Je = mTσ0e,

(5.6)

où σ0e est le vecteur des contraintes de l’élément e lorsque λ = 1.
L’Eq. (5.6) est un polynôme du second degré, d’inconnu λ dont les racines sont :

λe,1,2 = −Je ±
√
J2

e + 4Qe

2Qe
. (5.7)

Il est évident que la solution négative n’a aucun sens physique, ainsi uniquement la solution
positive est retenue, soit :

λe = λeN

λeD
, avec :

{
λeN = −Je +

√
J2

e + 4Qe,
λeD = 2Qe.

(5.8)

Le principe de cette méthode est de maximiser la valeur du facteur de chargement λe, pour
chaque élément, tout en restant dans le domaine faisable (i.e. l’Eq. (5.1) est toujours vérifiée). Afin
de pouvoir appliquer les critères d’agrégation basés sur la χ-norm ou sur la fonction KS, il est plus
avantageux d’introduire la notion d’indice de rupture, défini tel que :

hF e := λe
−1. (5.9)

Pour éviter d’avoir un nombre de réponses physiques égal au nombre d’éléments du modèle EF,
uniquement l’élément dont la valeur de l’indice de rupture est maximum sera considéré pour le
calcul de la contrainte d’optimisation, soit :

hFmax := max
e
λe

−1. (5.10)

L’opérateur maximum utilisé dans l’Eq. (5.10) n’est pas différenciable et ne peut donc pas
être utilisé sous cette forme dans l’optimisation. Il doit donc être approximé par une fonction
d’agrégation, i.e. la fonction χ-norm :

hF χ :=
Ne∑
e=1

(
λ−χ

e

) 1
χ . (5.11)
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L’expression précédente peut être integrée dans la formulation du problème d’OT soit en tant
que fonction objectif soit en tant que fonction contrainte. Dans ce dernier cas, la contrainte d’op-
timisation s’écrit alors :

g := hF χ − 1. (5.12)
Dans l’Eq. (5.11), le paramètre χ est l’exposant de la fonction d’agrégation : plus il est élevé, plus
l’approximation est précise. La fonction d’agrégation χ-norm est toujours supérieure à la valeur
réelle du maximum, ainsi, si l’Eq. (5.11) est respectée au cours de l’optimisation, l’Eq. (5.10) est
respectée également.

Dans ce chapitre, les deux formulations de PPNLC suivantes sont considérées :

min
ξ1,ξ2

V

Vref
, s.t. :



K̂û = f̂ ,

g ≤ 0,

ξ1k ∈ [ρmin, ρmax], ξ2k ∈ [ωmin, ωmax],

∀k = 1, ..., nCP,

(5.13)

min
ξ1,ξ2

hF χ, s.t. :



K̂û = f̂ ,
V

Vref
− γ ≤ 0,

ξ1k ∈ [ρmin, ρmax], ξ2k ∈ [ωmin, ωmax],

∀k = 1, ..., nCP.

(5.14)

où ξ1k et ξ2k sont respectivement les densités aux PC et les poids de l’entité NURBS et γ est la
fraction volumique imposée lorsque le PPNLC (4.21) est considéré.

Dans le but de résoudre les problèmes (5.13) et (5.14) au moyen d’un algorithme au gradient,
les dérivées des réponses physiques par rapport aux variables d’optimisation doivent être calculées.
Le gradient du volume est calculé directement via l’Eq. (3.25). À l’inverse, le gradient de la fonction
sur l’indice de rupture nécessite une attention particulière. Le calcul complet du gradient de cette
fonction n’est pas détaillé dans ce chapitre par soucis de compacité, mais son résultat final est
donné par l’Eq. (5.15). La démonstration complète de l’Eq. (5.15) est détaillée dans l’Annexe C.

∂hF χ

∂ξiτ
= −h1−χ

F χ

∑
e∈Sτ

λ−χ
e ηe1

∂ρe

∂ξiτ

β

ρe
+ µTfiτ ,

Kµ = −η0,

i = 1, 2, τ = 1, · · · , nCP,

(5.15)

où fiτ et η0 sont définis tels que :

fiτ :=
∑

e∈Sτ

∂ρe

∂ξiτ

α

ρe
LT

e fe0, (5.16)

η0 := −h1−χ
F χ

Ne∑
e=1

λ−χ
e ηe0, (5.17)

et ηe1 et ηe0 sont égaux à :

ηe1 := − Je

λeN + Je
+ 4Qe

λeN
( sth
λeN + Je

− λe), (5.18)
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η̂T
e0 := ρβ

e

[
− 1
λeN + Je

mT + 4
λeN

(
sth

λeN + Je
− λe

)
σT

e0M
]

CBeL̂e, (5.19)

ηe0 = R (η̂e0, IBC) . (5.20)

5.2.1 Stratégie de mise à jour du paramètre χ

Comme expliqué au chapitre 4, l’utilisation de la fonction d’agrégation χ-norm conduit à avoir
une approximation par excès de la valeur réelle du maximum. En pratique, plus la valeur de
l’exposant χ est élevée plus l’approximation donnée par la fonction χ-norm approche la valeur
réelle du maximum. Comme expliqué dans [170], il est possible de calculer la valeur du paramètre
χϵ donnant une erreur relative inférieure ou égale à ϵ par rapport à la valeur actuelle du maximum :

χϵ =
⌈ logNe

log(ϵ+ 1)

⌉
, (5.21)

où ⌈.⌉ représente la partie entière par excès et Ne est le nombre d’éléments constituant le modèle
EF. Il est immédiat de constater que l’Eq. (5.22) donne des valeurs de χϵ très élevées. Considérons
le cas d’une erreur relative égale à 1% et un modèle EF composé de 1500 éléments : la valeur
correspondant du paramètre χ est χϵ=735. Cependant, utiliser une valeur très élevée de l’exposant
χ dès le début du processus d’optimisation peut amener à des difficultés numériques. D’une part, il
faut prendre en compte les problèmes de convergence de l’algorithme déterministe en présence d’une
valeur du paramètre χ très élevée (qui se traduisent en une difficulté à accéder à la région faisable
lorsque χ prend une valeur très élevée). D’autre part, puisque la solution initiale est, souvent,
non faisable pendant les premières itérations, la valeur de l’indice de rupture hFχ est largement
supérieure à l’unité, ce qui conduit à des problèmes d’overflow.

Pour pallier à ces problèmes, la stratégie suivante est mise en place. Tout d’abord, dans le but
d’éviter les problèmes d’overflow, la fonction hFχ et son gradient ont été normalisés comme suit :

hFχ = 1
λmin

[
Ne∑
e=1

(
λmin
λe

)] 1
χ
, (5.22)


∂hFχ

∂ξiτ
= −(λminhFχ)1−χ∑

e∈Sτ

1
λe

(
λmin
λe

)χ−1 β

ρe
ηe1

∂ρe

∂ξiτ
+ µT fiτ ,

Kµ = −η̂0,
i = 1, 2, τ = 1, ..., nCP,

η̂0 = −(λminhFχ)1−χ∑Ne
e=1

1
λe

(
λmin
λe

)χ−1
ηe0,

(5.23)

où λmin est la valeur minimale de λe à l’itération courante, c’est à dire :

λmin = min
e
λe. (5.24)

Il est évident que, à chaque itération, le rapport λmin
λe

< 1 et, par conséquence, les équations
précédentes permettent d’éviter les problèmes d’overflow, même en présence d’une valeur de χ très
élevée.

D’autre part, afin de faciliter la convergence vers une solution faisable, le paramètre χ est calculé
à l’aide de l’Eq. (5.22), dans laquelle l’erreur relative ϵ est mis à jour selon la stratégie suivante :
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ϵ(t) =

 ϵ0 −
⌊
t

Nit

⌋
∆ϵ, siϵ(t) > ϵ,

ϵ, sinon.
(5.25)

Dans la formule précédente, t est l’itération courante, ϵ0 est la valeur de l’erreur relative à l’ité-
ration initiale, ϵ est la valeur souhaitée de l’erreur relative et Nit représente le nombre d’itérations
au bout duquel le paramètre ϵ est diminué de la quantité

⌈
t

Nit

⌉
∆ϵ, ⌊.⌋ étant la fonction partie

entière. Il est évident que les valeurs des paramètres intervenant dans l’Eq. (5.25), i.e., ϵ0, Nit et
∆ϵ, dépendent du problème considéré. L’idée à la base de l’Eq. (5.25) est simple. On démarre le
processus d’optimisation avec une valeur importante de l’erreur relative ϵ0 (qui correspond à une
valeur faible de χ) afin de permettre à l’algorithme déterministe d’accéder facilement à la région
faisable. Ensuite on diminue la valeur de ϵ(t) au fil des itérations jusqu’à atteindre la précision
souhaitée ϵ pour ainsi réduire l’écart entre la fonction χ-norm et l’opérateur maximum.

5.3 Résultats numériques

Dans cette section, l’influence de la fonction contrainte basée sur l’indice de rupture pour les
matériaux anisotropes sera étudiée à l’aide de cas d’études 2D et 3D couramment utilisés dans
la littérature lors de l’analyse de problèmes d’optimisation étudiant la répartition des contraintes
dans la structure. Les résultats montrés dans cette section ont été obtenus à l’aide de l’algorithme
SANTO dans lequel la contrainte sur l’indice de rupture a été implémentée. SANTO utilise la
méthode GC-MMA pour déterminer les solutions du PPNLC et mettre à jour les variables d’op-
timisation. L’ensemble des analyses mécaniques, telles que la détermination de la répartition des
contraintes au sein de la structure, sont effectuées par le logiciel ANSYS®. Les paramètres définis-
sant le comportement de l’algorithme GC-MMA sont détaillés dans le Tableau 4.1. Les opérations
de post-traitement sont effectuées directement dans l’algorithme SANTO dans le cas des résultats
2D et à l’aide du logiciel ParaView® pour les résultats 3D.

Pour tester l’efficacité de la méthode, plusieurs aspects seront étudiés :

1. Les paramètres de définition des entités NURBS, i.e. le nombre de PC ainsi que le degré des
fonctions de base (pour les cas 2D uniquement). En particulier, trois différents nombres de
PC (équivalant à 1/4, 1/2 et 3/4 du nombre d’éléments présent dans le modèle EF) ainsi que
deux valeurs des degrés des fonctions de base seront pris en compte.

2. Le type d’entité géométrique considéré pour décrire le champ de pseudo-densité, i.e. entre
une formulation B-spline et une formulation NURBS.

3. La direction d’orthotropie du matériau, i.e. le sens d’orientation des fibres au sein de la
structure. Les différentes orientations de fibres considérées sont θ = 0◦, 90◦, 45◦, θ étant
l’angle autour de l’axe x3 défini à partir de l’axe x1 et pouvant prendre toute valeur dans
l’intervalle ]−90◦, 90◦].

4. Le type de chargement utilisé. En particulier, deux aspects seront traités : la direction d’ap-
plication de la force et son intensité. Les cas de chargements étudiés sont définis dans le
Tableau. 5.3.

5. Le type de critère utilisé, i.e. les différences entre une formulation se basant sur le critère de
TH, le critère de Hoffman et le critère de TW. Plus précisemment, l’ensemble des résultats 2D
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présentés dans la section 5.3.1 seront obtenus en considérant le critère de rupture de Hoffman
tandis que les résultats 3D, détaillés section 5.3.2, présenteront une comparaison des résultats
obtenus en considérant les critères de Hoffman, TH et TW.

Les bornes inférieure et supérieure des variables d’optimisation sont fixées à : ρmin = 10−3 et
ρmax = 1 pour la valeur de la densité aux PC et ωmin = 0.5 et ωmax = 10 pour les poids des PC. De
plus, les composantes des vecteurs de nœuds définis dans l’Eq. (3.7) ont été réparties uniformément
dans l’intervalle [0, 1] pour chaque cas d’étude. Le matériau utilisé pour cette étude est un pli à
renfort unidirectionnel (fibres de carbone) caractérisé par un comportement orthotrope, dont les
propriétés élastiques sont détaillées dans le Tableau 5.1.

Table 5.1 – propriétés mécaniques du matériaux composite

Paramètres matériau 1
E1 (MPa) 132380

E2 = E3 (MPa) 10760
G23 (MPa) 3380

G12 = G13 (MPa) 5650
ν23 0,49

ν12 = ν13 0,24

Les valeurs des contraintes limites intervenantes dans les critères de rupture, dont l’écriture
formelle est donnée en Annexe B, sont listées dans le Tableau 5.2 pour les cas où le matériau
considéré à un comportement différent en traction et en compression, i.e. pour les critères de
Hoffman et de TW.

Table 5.2 – propriétés de résistance du matériau

Paramètres matériau 1
Résistance longitudinale en traction Xt (MPa) 2280

Résistance longitudinale en compression Xc (MPa) 1440
Résistance transversale en traction Yt = Zt (MPa) 570

Résistance transversale en compression Yc = Zc (MPa) 228
Contrainte limite de cisaillement S23 (MPa) 27

Contrainte limite de cisaillement S12 = S13 (MPa) 71

Dans le cas du critère de TH, qui ne fait pas de différence entre les comportements en traction et
en compression, les contraintes limites ont été calculées comme suit : M = Mt +Mc

2 , M = X,Y, Z.
Dans ce chapitre, un cas d’étude 2D et un cas d’étude 3D seront étudiés.

5.3.1 Cas d’étude 2D

Le cas d’étude 2D, appelé BKF-2D, est le problème du domaine 2D en L. Ce cas d’étude, déjà
considéré dans le chapitre 4, est le cas le plus pertinent quand il s’agit d’étudier une contrainte
d’OT définie à l’aide des contraintes mécaniques dans la structure. La géométrie du domaine 2D
en L est rappelée dans la Fig. 5.1.

Dans la Fig. 5.1, la plaque est de dimension d’enveloppe L×L, avec L = 200 mm. Son épaisseur
est de 5 mm. La plaque est encastrée sur toute son extrémité en x2 = L. La structure est soumise
à une force P appliquée au nœud de coordonnées x1 = L, x2 = 0.4L, de composantes P1 et −P2,
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Figure 5.1 – Cas d’étude 2D (BKF-2D) : domaine 2D en L

suivant les directions x1 et x2, respectivement. Comme dans le chapitre précédent, une zone de 3×3
éléments autour du point d’application de la force est exclue du domaine d’optimisation. Le but
étant d’éliminer du calcul d’optimistion les contraintes mécaniques locales très élevées engendrées
dans le voisinage du point d’application de la force concentrée (problème de singularité) et qui
créent des problèmes de convergence lors du processus d’OT. Dans cette zone, la matière est gardée
tout au long de l’optimisation (i.e. la pseudo-densité aux PC influant sur cette région sont gardés
constants de valeur 1). Différents cas de chargement seront pris en compte dans cette étude et sont
détaillés dans le Tableau 5.3.

Table 5.3 – conditions de chargement étudiées

Paramètres chargement 1 chargement 2 chargement 3 chargement 4
P1 (N) 0 0 0 700
P2 (N) 1000 1500 2000 700

La géométrie est maillée à l’aide de Ne = 6400 éléments PLANE182 (élément plan sous l’hy-
pothèse de contraintes planes, composés de 4 nœuds, chacun ayant 2 degrés de liberté). Pour les
différents cas d’étude 2D présentés dans la suite, la solution initiale est constituée par un champ de
pseudo-densité uniforme égal à l’unité lorsque le problème (5.13) est abordé, tandis que le champ
de pseudo-densité est initialisé à une valeur uniforme égale à γ lorsque la formulation (5.14) est
considérée.

Influence du type d’entité et des paramètres entiers sur la topologie optimale

Une campagne de tests a été lancée pour étudier la sensibilité de la topologie finale au type
d’entité (B-spline ou NURBS) et aux paramètres entiers régissant la forme de cette entité. En
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(a) p1 = p2 = 2, nCP = 1658,
V

Vref
= 0.17056, Niter = 507

(b) p1 = p2 = 2, nCP = 3215,
V

Vref
= 0.15305, Niter = 531

(c) p1 = p2 = 2, nCP = 4890,
V

Vref
= 0.1422, Niter = 579

(d) p1 = p2 = 3, nCP = 1658,
V

Vref
= 0.17954, Niter = 265

(e) p1 = p2 = 3, nCP = 3215,
V

Vref
= 0.16047, Niter = 415

(f) p1 = p2 = 3, nCP = 4890,
V

Vref
= 0.15262, Niter = 383

Figure 5.2 – Résultats B-Spline : sensibilité de la topologie optimale au nombre de PC et au degré
des fonctions de base pour le problème (5.13)

particulier, dans cette section, l’Eq. (5.13) est résolue, pour les entités B-spline et NURBS, en
considérant différentes combinaisons de degrés des polynômes de Bernstein, pj = 2, 3, et de nombre
de PC, nCP = 1658, 3215, 4890. Pour cette première campagne de calculs, seul le critère de Hoffman
est considéré dans la formulation de l’indice de rupture de l’Eq. (5.13) et l’axe majeur d’orthotropie
du matériau (i.e. la direction du renfort) est aligné avec l’axe x1 (θ = 0◦). La situation de chargement
considérée dans ces analyses correspond au cas 1, c’est à dire P1 = 0 N et P2 = −1000 N .

Il est évident que vu la géométrie particulière du domaine 2D en L, la fonction contrainte basée
sur l’indice de rupture n’est pas respectée à l’itération initiale, ainsi, la stratégie de mise à jour du
paramètre ϵ (défini dans l’Eq. (5.25)) au cours de l’optimisation est particulièrement importante.
Après plusieurs essais, les valeurs suivantes ont été choisies : ϵ0 = 0.2, ϵ̄ = 0.05, Nit = 200 et
∆ϵ = 0.05.

Les solutions optimisées du problème (5.13) sont détaillées dans les Figs. 5.2 et 5.3 pour les
solutions B-spline et NURBS, respectivement. Les résultats sont donnés en termes de valeurs de
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(a) p1 = p2 = 2, nCP = 1658,
V

Vref
= 0.1442, Niter = 868

(b) p1 = p2 = 2, nCP = 3215,
V

Vref
= 0.13047, Niter = 900

(c) p1 = p2 = 2, nCP = 4890,
V

Vref
= 0.1229, Niter = 994

(d) p1 = p2 = 3, nCP = 1658,
V

Vref
= 0.15194, Niter = 855

(e) p1 = p2 = 3, nCP = 3215,
V

Vref
= 0.13857, Niter = 870

(f) p1 = p2 = 3, nCP = 4890,
V

Vref
= 0.12935, Niter = 775

Figure 5.3 – Résultats NURBS : sensibilité de la topologie optimale au nombre de PC et au degré
des fonctions de base pour le problème (5.13)

Figure 5.4 – Fraction volumique vs. nombre de PC et degrés pour les solutions B-spline et NURBS
du problème (5.13)
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fraction volumique finale V

Vref
, avec Vref = tL2(1 − 0, 62) le volume de référence et Niter le nombre

d’itérations pour atteindre la convergence selon un des critères d’arrêt de l’algorithme GC-MMA
listés dans le tableau 4.1. Une synthèse comparant l’ensemble des résultats de cette analyse de
sensibilité sur le nombre de PC et sur le degré des fonctions de forme est donnée dans la Fig. 5.4.
Les graphiques représentant la valeur de l’indice de rupture, pour chaque élément, au sein de la
structure en sortie d’optimisation sont donnés dans les Figs. 5.5 et 5.6 pour les cas B-spline et
NURBS, respectivement.

(a) p1 = p2 = 2, nCP = 1658,
V

Vref
= 0.17056, Niter = 507

(b) p1 = p2 = 2, nCP = 3215,
V

Vref
= 0.15305, Niter = 531

(c) p1 = p2 = 2, nCP = 4890,
V

Vref
= 0.1422, Niter = 579

(d) p1 = p2 = 3, nCP = 1658,
V

Vref
= 0.17954, Niter = 265

(e) p1 = p2 = 3, nCP = 3215,
V

Vref
= 0.16047, Niter = 415

(f) p1 = p2 = 3, nCP = 4890,
V

Vref
= 0.15262, Niter = 383

Figure 5.5 – Résultats B-spline : distribution de l’indice de rupture au sein de la structure pour
le problème (5.13)

À partir des résultats montrés dans l’analyse de sensibilité, plusieurs constatations peuvent être
faites :

1. Plus le nombre de PC est élevé et plus le degré des fonctions de forme est petit, meilleur sera
le résultat en termes de fonction objectif. Cette constatation est en accord avec ce qui a été
montré dans le chapitre précédent. En effet, la taille réduite du support local qu’il est possible
d’obtenir en augmentant le nombre de PC et en réduisant le degré des polynômes de Bernstein
permet d’obtenir des solutions ayant plus de détails en termes de branches topologiques et
permet, par conséquent, de mieux distribuer les contraintes au sein de la structure.

2. Les Figs. 5.2 et 5.3 montrent également l’impact de la taille du support local sur le diamètre
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(a) p1 = p2 = 2, nCP = 1658,
V

Vref
= 0.1442, Niter = 868

(b) p1 = p2 = 2, nCP = 3215,
V

Vref
= 0.13047, Niter = 900

(c) p1 = p2 = 2, nCP = 4890,
V

Vref
= 0.1229, Niter = 994

(d) p1 = p2 = 3, nCP = 1658,
V

Vref
= 0.15194, Niter = 855

(e) p1 = p2 = 3, nCP = 3215,
V

Vref
= 0.13857, Niter = 870

(f) p1 = p2 = 3, nCP = 4890,
V

Vref
= 0.12935, Niter = 775

Figure 5.6 – Résultats NURBS : distribution de l’indice de rupture au sein de la structure pour
le problème (5.13)

des branches topologiques. En effet, plus le degré est élevé et plus le nombre de PC est faible,
plus grandes seront les branches topologiques sur la structure finale.

3. La Fig. 5.4 montre que les résultats NURBS donnent de meilleures performances en termes
de fonction objectif que les résultats B-spline. Cependant, les calculs ont besoin de plus
d’itérations pour atteindre la convergence que les résultats B-spline.

4. Les topologies optimisées ont des géométries particulières. En effet, pour l’ensemble des cal-
culs, les branches topologiques se concentrent dans une zone proche de l’angle droit du do-
maine 2D en L et s’orientent majoritairement dans des directions suivant la direction d’or-
thotropie principale du matériau (i.e. l’axe x1). Seules deux branches fines relient cette partie
de la géométrie jusqu’à la partie encastrée en x2 = L.

5. Comme illustré dans les Figs. 5.5 et 5.6, la contrainte sur l’indice de rupture est respectée
pour l’ensemble des topologies optimisées et se situe exactement à la frontière du domaine de
faisabilité, i.e. l’indice de rupture prend une valeur presque uniforme et égale à l’unité dans
les éléments pour lesquels la densité a convergé à 1, à l’exception des éléments apparentant
aux branches diagonales (qui semblent être sous-sollicitées).
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Influence de l’orientation du matériau sur les topologies optimales

Dans la suite, le problème (5.13) a été résolu en considérant le critère d’Hoffman et deux
orientations différentes, i.e. θ = 90◦, 45◦. La situation de chargement correspond au cas 1 listé dans
le Tableau 5.3.

La Fig. 5.7 montre les topologies finales, dans les cas B-spline et NURBS, en considérant des
directions d’orthotropie principales orientées à θ = 90◦ et θ = 45◦. Ces calculs ont été réalisés en
considérant des degrés de fonction de base tels que pj = 2, j = 1, 2 et pour un nombre de PC tel
que nPC = 4890. Les graphiques montrant les valeurs de l’indice de rupture au sein des topologies
optimisées sont donnés également dans la Fig. 5.7.

À partir de la Fig. 5.7, les remarques suivantes peuvent être faites :

1. Les topologies optimisées utilisant des entités NURBS donnent des résultats dont les fractions
volumiques finales sont plus faibles que pour les résultats B-spline. En particulier, les résultats
NURBS font apparaître plus de petites branches topologiques au sein de la topologie optimale
de manière à rigidifier la structure et ainsi obtenir de meilleures performances.

2. Les figures montrent des topologies fortement différentes suivant la direction d’orthotropie
principale considérée au sein du matériau. En effet, les topolgies optimales ont tendance à
augmenter le nombre de branches topologiques s’orientant dans le sens de l’axe d’orthotropie
principal de manière à resister le plus efficacement possible au chargement appliqué.

3. Dans les cas B-spline, la valeur de la fraction volumique finale est de 0.1422 lorsque θ =
0◦, 0.149 lorsque θ = 45◦ et 0.158 lorsque θ = 90◦. Pour le cas NURBS, ces valeurs sont
respectivement de 0.123, 0.138 et 0.149 pour les orientations 0◦, 45◦ et 90◦, respectivement.
Ces valeurs montrent que les meilleures performances sont obtenues lorsque l’axe principal
d’orthotropie est confondu avec l’axe x1. Cela correspond au cas de chargement où la direction
d’orthotropie principale est perpendiculaire à la direction du chargement appliqué.

4. La Fig. 5.7 montre également la valeur de l’indice de rupture au sein de la structure à la fin
du calcul d’OT. Celui-ci est respecté pour l’ensemble des calculs et se situe à la frontière du
domaine de faisabilité. Il est a noter que pour l’ensemble de ces calculs, l’indice de rupture
est très faible dans l’ensemble de la structure, seules quelques branches de la topologie sont
soumises à un indice presque unitaire. Ces branches ne correspondent pas à celles qui sont
orientées dans la direction d’orthotropie du matériau.

Influence du cas de chargement sur la solution optimale

La troisième campagne d’analyses réalisées sur le problème (5.13) vise à étudier l’influence
du chargement appliqué sur la topologie finale. En particulier, deux aspects sont analysés dans ce
chapitre : l’intensité du chargement et son orientation. Tous les calculs ont été réalisés en considérant
le critère d’Hoffman et des entités B-spline et NURBS caractérisés par un nombre de PC nPC = 4890
et degrés des polynômes de Bernstein pj = 2 (j = 1, 2) . Ainsi, la Fig. 5.8 montre les topologies
optimales lors de la résolution du problème défini à l’Eq. (5.13), pour les chargements 2 et 3 du
Tableau. 5.3 (en considérant une orientation θ = 0◦), tandis que la Fig. 5.9 montre les topologies
optimisées en considérant le chargement 4 et trois orientations différentes, i.e. θ = 0◦, 45◦, 90◦.

Pour l’ensemble de ces calculs, la contrainte d’optimisation est respectée et se situe sur à la limite
du domaine de faisabilité. À la suite de ces résultats, plusieurs remarques peuvent être faites :
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(a) B-Spline, θ = 90◦,
V

Vref
= 0.158, Niter = 696

(b) NURBS, θ = 90◦,
V

Vref
= 0.1495,

Niter = 851

(c) B-Spline, fibre à
θ = 45◦, V

Vref
= 0.1367,

Niter = 547

(d) NURBS, fibre
àθ = 45◦, V

Vref
= 0.127,

Niter = 721

(e) B-Spline, θ = 90◦ (f) NURBS, θ = 90◦ (g) B-Spline, fibre
àθ = 45◦

(h) NURBS, fibre à
θ = 45◦

Figure 5.7 – Résultats B-Spline et NURBS : sensibilité de la topologie optimale à la direction
d’orthotropie pour le problème (5.13)

1. À conditions de chargement et de matériau équivalentes, les résultats utilisant la formulation
NURBS ont donnés de meilleurs résultats que ceux utilisant la formulation B-spline.

2. La Fig. 5.9, montre que la direction principale d’orthotropie du matériau a une forte in-
fluence sur la topologie finale. En effet, on peut s’apercevoir que sur l’ensemble des calculs,
les branches topologiques s’orientent dans la direction d’orthotropie principale du matériau
utilisé. Ainsi, sur les images (a) et (d) de la Fig. 5.9, les fines branches topologiques qui ap-
portent de la rigidité à la structure sont pour la plupart orientées à 0◦, pour les résultats (b)
et (e), elles sont orientées à 90◦, tandis qu’elles sont orientées à 45◦ pour les résultats (c) et (f).
Le but de cette répartition est d’aligner la matière avec la direction principale d’orthotropie
dans le but de résister le plus efficacement possible aux conditions de chargement.

3. Pour le cas de chargement 4, les meilleures performances en termes de fonction objectif sont
obtenues lorsque θ = 45◦. Une nouvelle fois, cela correspond au calcul d’OT où l’axe principal
d’orthotropie est orientée perpendiculairement au chargement appliqué.

4. Les calculs ont convergés correctement en utilisant la formulation de l’indice de rupture basée
sur l’Eq. (5.9). L’utilisation d’une contrainte se basant sur l’indice de rupture permet d’avoir
un algorithme suffisamment robuste pour converger avec des amplitudes de chargement allant
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(a) B-Spline, P2 = 1500N ,
V

Vref
= 0.2288, Niter = 450

(b) B-Spline, P2 = 2000N ,
V

Vref
= 0.2889, Niter = 508

(c) NURBS, P2 = 1500N ,
V

Vref
= 0.19415, Niter = 491

(d) NURBS, P2 = 2000N ,
V

Vref
= 0.27012, Niter = 458

Figure 5.8 – Sensibilité de la topologie optimale à l’amplitude du chargement pour le problème
(5.13)

jusqu’à 2000N , ce qui n’est pas le cas en considérant une contrainte d’optimisation directement
basée sur le critère de rupture de l’Eq. (5.1).

5. Contrairement aux topologies finales obtenues en considérant une fonction contrainte basée
sur le critère de Von Mises, les topologies finales ici ne suppriment pas totalement les angles
droits dans la zone de forte concentration de contraintes du L. Seules les topologies finales
lorsque θ = 45◦ dessinent un arrondi au niveau de l’angle. En effet, deux autres aspects
aparaissent sur les topologies finales lorsque l’axe d’orthotropie est orienté soit à θ = 0◦ soit
à θ = 90◦ : les branches qui partent de l’angle droit pour aller vers le point d’application
de la force sont très fines et un amas de matière se concentre au niveau de l’angle droit.
Cependant, en considérant la Fig. 5.8, il est possible de remarquer que cet amas de matière
s’épaissit et prend une forme arrondie lorsque l’amplitude du chargement augmente ce qui
permet de limiter les concentrations de contrainte dans cette zone de la structure tout en
gardant une bonne rigidité structurelle.
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(a) B-Spline, θ = 0◦, V
Vref

= 0.158,
Niter = 507

(b) B-Spline, θ = 90◦, V
Vref

= 0.1717,
Niter = 602

(c) B-Spline, θ = 45◦, V
Vref

= 0.141,
Niter = 732

(d) NURBS, θ = 0◦, V
Vref

= 0.132,
Niter = 527

(e) NURBS, θ = 90◦, V
Vref

= 0.151,
Niter = 555

(f) NURBS, θ = 45◦, V
Vref

= 0.112,
Niter = 573

Figure 5.9 – Résultats B-Spline et NURBS : topologie optimale avec application du cas de char-
gement 4 pour les différentes orientations de l’axe principal d’orthotropie sur le problème (5.13)

Influence de la formulation du problème d’optimisation sur la topologie optimale

Une dernière campagne d’analyses a été lancée sur le cas d’étude 2D, visant à étudier l’influence
de la formulation du problème d’optimisation sur la topologie optimale. En particulier, la formu-
lation basée sur l’Eq. (5.14) sera considérée. L’ensemble des calculs présentés dans cette section a
été réalisé en considérant le critère de Hoffman et des entités NURBS et B-Spline définies par un
nombre de PC nCP = 4890 et des degrés de polynômes de Bernstein pj = 2//(j = 1, 2). Ainsi, la
Fig. 5.10 montre les topologies optimisées lors de la résolution du problème défini à l’Eq. (5.14),
pour le chargement 1 du Tableau 5.3 et trois orientations différentes, i.e. θ = 0◦, 45◦, 90◦. La va-
leur seuille de fraction volumique utilisée dans ces calculs est fixée à γ = 0.25. Enfin, la Fig. 5.11
donne les topologies optimales à la suite de la résolution du problème défini à l’Eq. (5.14), pour
le chargement 3 du Tableau 5.3 et en considérant une direction d’orthotropie principale telle que
θ = 0◦. Les résultats sont donnés en termes de valeur d’indice de rupture finale.

Pour l’ensemble de ces calculs, la contrainte sur le volume du matériau est respectée et se situe



96 CHAPITRE 5. CRITÈRE DE RUPTURE DANS SANTO

(a) B-Spline, θ = 0◦, hFχ = 0.281 (b) B-Spline, θ = 90◦, hFχ = 0.302 (c) B-Spline, θ = 45◦, hFχ = 0.39

(d) NURBS, θ = 0◦, hFχ = 0.251 (e) NURBS, θ = 90◦, hFχ = 0.275 (f) NURBS, θ = 45◦, hFχ = 0.41

Figure 5.10 – Résultats B-Spline et NURBS : topologie optimale avec application du cas de
chargement 1 pour les différentes directions de fibre sur le problème (5.14)

à la limite du domaine de faisabilité. À la suite de ces résultats, plusieurs remarques peuvent être
faites :

1. À conditions de chargement et de matériau équivalentes, les solutions NURBS donnent de
meilleures performances vis à vis de la valeur de l’indice de rupture finale, que les solutions
B-Spline.

2. À l’image des résultats présentés dans les Figs. 5.7 et 5.9, les topologies optimales détaillées
dans la Fig. 5.10 montrent que les branches topologiques s’orientent dans la direction d’or-
thotropie principale.

3. En comparant les topologies (a) et (d) de la Fig. 5.10 avec les topologies de la Fig. 5.11, on
voit que, malgrés un effort appliqué à la structure deux fois plus important sur les topologies
de la Fig. 5.11, les solutions optimales sont similaires (et même identique dans le cas NURBS).
De plus, les valeurs d’indice de rupture finales, obtenues sur la Fig. 5.11, sont égales à deux
fois les valeurs obtenues sur la Fig. 5.7. Ces résultats étaient attendus et montrent que la
formulation 5.14 permet de s’affranchir totalement de la condition de chargement appliquée
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(a) B-Spline, θ = 0◦, hFχ = 0.561 (b) NURBS, θ = 0◦, hFχ = 0.518

Figure 5.11 – Résultats B-Spline et NURBS : topologie optimale avec application du cas de
chargement 3 sur le problème (5.14)

à la structure pour converger.

4. Les valeurs d’indice de rupture obtenues dans la Fig. 5.7 donnent des valeurs comprises
entre 0.251 et 0.41. Ce qui veut dire que les structures pourront résister à un chargement
correspondant à Pfinal = 1000

hFχ

, i.e. Pfinal = 3984 N dans le meilleur des cas (cas NURBS

θ = 0◦) et Pfinal = 2439 N dans le pire des cas (cas NURBS θ = 90◦). Les résultats obtenus
en considérant le problème (5.14) sont donc cohérents par rapport à ceux obtenus avec le
problème (5.13) qui avait permis d’obtenir des topologies qui résistaient à un effort de 1000 N
pour une fraction volumique finale égale à 20% du volume initial.

5.3.2 Cas d’études 3D

Le cas d’étude 3D présenté dans cette section correspond au problème du “pont 3D”. Comme
montré dans la Fig. 5.12, la géométrie du cas d’étude 3D est définie par les dimensions suivantes :
a1 = 150 mm et a2 = a3 = 30 mm.

Le modèle EF est composé de Ne = 8640 SOLID185 éléments (intégration complète, 8 nœuds, 3
degrés de liberté par noeud). La géométrie du pont 3D est encastrée sur les 4 nœuds aux extrémités
de la face inférieure, i.e. les nœuds définis tels que (x1 = x2 = x3 = 0), (x1 = x2 = 0, x3 = a3),
(x1 = a1, x2 = x3 = 0) et (x1 = a1, x2 = 0, x3 = a3).

Une force P = 1500 N est appliquée sur la face supérieure de la structure du pont 3D au niveau
du nœud (x1 = a1

2 , x2 = a2, x3 = a3
2 ). Une NDR composée de 2 × 2 × 2 éléments est définie

au voisinage de la force appliquée. Cette NDR n’est pas considérée au cours de l’analyse d’OT
car les contraintes locales proches de l’application de la force sont très élevées et ne peuvent pas
diminuer au cours de l’OT (singularité numérique, liées à l’application d’une force sur un nœud du
maillage). De plus, ces contraintes locales peuvent avoir un impact sur le calcul du maximum de la
contrainte basée sur l’indice de rupture du problème d’optimisation et peuvent ainsi provoquer des
problèmes de convergence lors du processus d’optimisation. C’est pourquoi, la valeur du champ de



98 CHAPITRE 5. CRITÈRE DE RUPTURE DANS SANTO

pseudo-densité affecté à ces éléments et appartenant à la NDR est imposée égale à 1. Pour toutes
les analyses numériques réalisées dans cette section, la direction principale d’orthotropie est alignée
avec l’axe x1.

La géométrie de la structure, les conditions aux limites, l’orientation de l’axe principal d’or-
thotropie du matériau ainsi que les conditions de chargement permettent de définir deux plans de
symétrie en x1 = a1

2 et en x3 = a3
2 .

Figure 5.12 – Cas d’étude 3D (BK3-3D) : géométrie et maillage

Dans cette section les deux formulations des PPNLC (5.13) et (5.14) seront étudiées et l’influence
du type de critère, i.e. TH, Hoffman et TW, sur la topologie finale sera prise en compte.

Dans cette étude, les entités B-spline et NURBS utilisées pour définir le champ de pseudo-densité
sont définies telles que : p1 = p2 = p3 = 2 et nCP = 6624.

Pour chaque OT, le volume de référence est calculé selon la formule : Vref = a1a2a3 = 135000mm3.
Le point de départ du PPNLC est caractérisé par une densité uniforme égale à l’unité pour le pro-
blème (5.13) et égale à γ pour le problème (5.14). Sur ce cas d’étude, les points de départ pour
chacun des problèmes d’optimisation sont faisables, il n’est donc pas nécessaire de définir une stra-
tégie particulière pour définir la valeur du paramètre ϵ. Ainsi, la valeur du paramètre ϵ est gardée
constante tout au long de l’optimisation telle que ϵ = 0.05.

Les Figs. 5.13 et 5.14 présentent les topologies optimales du PPNLC (5.13), en considérant les
trois critères de rupture différents pour définir l’indice de rupture, pour les cas B-spline et NURBS,
respectivement. Pour chacun des problèmes d’OT résolus, la fonction contrainte basée sur l’indice
de rupture est satisfaite et la solution se situe sur la frontière du domaine de faisabilité.

Malgrés des critères de rupture différents considérés pour chacun des trois cas présentés dans
les Figs. 5.13 et 5.14, les topologies finales sont fortement similaires, à entité géométrique (B-
spline ou NURBS) fixée. Cette similarité entre résultats est évidente pour les solutions obtenues
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(a) Hoffman, V
Vref

= 0.103, C = 848 N.mm2, Niter = 1500

(b) Tsai-Hill, V
Vref

= 0.091, C = 1034 N.mm2, Niter = 1500

(c) Tsai-Wu, V
Vref

= 0.101, C = 976 N.mm2, Niter = 2000

Figure 5.13 – Résultats B-Spline : topologies optimisées des solutions du PPNLC (5.13) pour
différents critères de rupture considérés

en considérant les critères de rupture de Hoffman et de TW qui considèrent un comportement
différent du matériau en compression et en traction. Lorsque le critère de TH, qui considère un
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comportement équivalent en traction et en compression, est utilisé dans la formulation de l’indice
de rupture, les topologies optimales présentent des différences dans la région à proximité du point
d’application de la force concentrée.

Il est à noter également que, d’une part, la valeur de la fonction objectif finale (i.e. la fraction
volumique) et d’autre part, la compliance de la topologie finale (mesurée à posteriori) ont des
tendances inverses. En effet, les meilleures performances obtenues en termes de fonction objectif
(i.e. fraction volumique) sont atteintes en utilisant le critère de TH, qui donnent cependant les
moins bonnes performances en termes de rigidité structurelle (compliance plus faible), alors que
les moins bonnes performances trouvées en considérant la fonction objectif sont obtenues avec le
critère de Hoffman qui fournit par ailleurs les meileures valeurs en termes de raideur.

La Fig. 5.15 montre la valeur de l’indice de rupture dans les éléments du maillage EF à l’intérieur
de la topologie optimisée présentées dans les Figs. 5.13 et 5.14. À la différence du cas d’étude 2D
du domaine en L, où les valeurs d’indice de rupture, montrées dans les Figs. 5.5, 5.6 et 5.7, étaient
élevées uniquement sur certaines branches topologiques de la géométrie optimisée alors qu’un grand
nombre d’autres branches étaient moins sollicitées et jouaient plus un rôle vis-à-vis de la raideur
de la structure. Sur la Fig. 5.15, l’ensemble des branches topologiques de la solution optimales est
soumis à une valeur élevée de l’indice de rupture, i.e. l’ensemble de la structure finale est sollicitée
de façon presque uniforme en termes d’état de contrainte.

Les Figs. 5.16 et 5.17 montrent les topologies optimisées suite à la résolution du cas d’étude
3D pour le PPNLC (5.14). Dans ces calculs, la direction principale d’orthotropie est telle que
θ = 0◦. Ces deux figures montrent les résultats B-Spline et NURBS pour des formulations de
l’indice de rupture considérant les trois critères de rupture utilisés dans cette étude. La fraction
volumique de référence est fixée à γ = 0.4. Pour l’ensemble des calculs, la contrainte sur le volume
est respectée et la solution se situe à la frontière du domaine de faisabilité. À l’image des résultats
obtenus en considérant le PPNLC (5.13) donnés dans les Figs. 5.13 et 5.14, les topologies sont très
similaires entre les solutions obtenues grâce aux différents critères, principalement pour les critères
de Hoffman et de TW. Les valeurs d’indice de rupture mesurées sur les topologies finales donnent
des valeurs comprises entre 0.214 pour le cas B-Spline avec le critère de TH et 0.15 pour le résultat
NURBS avec le critère de TH, ce qui veut dire que les structures optimisées pourraient résister à
des efforts allant jusqu’à 7010 N pour le cas B-Spline et 10000 N pour le cas NURBS. En termes de
compliance de la structure, l’ensemble des topologies optimisées proposent des valeurs équivalentes
et il est difficile d’en tirer des conclusions excepté que les résultats NURBS permettent d’obtenir
une meilleure raideur de la structure.

5.4 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, le problème d’OT considérant la champ des contraintes mécaniques et où
les critères phénoménologiques de rupture de TH, TW et Hoffman ont été implémentés dans la
méthode d’OT basée sur les hypersurfaces NURBS, sous la forme d’une fonction d’optimisation
basée sur l’indice de rupture, défini dans [98].

Certains aspects de la méthode proposée peuvent être mis en avant :

• La théorie des hypersurfaces NURBS apporte au moins 2 avantages : (a) le nombre de variables
d’optimisation nécessaire pour obtenir une topologie optimale correcte est réduit par rapport
à un calcul d’OT classique basé sur la méthode SIMP ; (b) La propriété du support local
des NURBS, définie dans le Chapitre 3, permet d’établir un lien implicite entre les éléments
adjacents du modèle EF sans ajouter de fonction de filtrage supplémentaire comme c’est le
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cas dans la méthode SIMP classique. Une analyse de sensibilité a été menée sur les paramètres
de définition des entités NURBS (i.e. le nombre de PC et le degré des fonctions de base de
l’entité géométrique). Cette analyse a permis de confirmer les régles générales trouvées dans
les chapitres 3 et 4, sur le choix de ces paramètres : plus le nombre de PC est élevé (pour
un degré fixé) ou plus le degré des fonctions de forme diminue (pour un nombre de PC fixé)
plus la valeur de la fonction objectif sera faible, aussi bien pour les résultats B-spline que
pour les résultats NURBS. De plus, le choix de ces paramètres a également un impact sur
la dimension des branches topologiques présentes sur la topologie optimisée. En effet, plus le
degré des fonctions de base est élevé et le nombre de PC est petit, plus le nombre d’éléments
du maillage EF présent dans le support local de chaque PC sera grand.

• L’influence de la direction principale d’orthotropie du matériau sur la topologie optimale a
également été étudiée. En particulier, trois directions ont été étudiées sur les cas d’études 2D.
Les résultats ont mis en avant des topologies optimales très différentes suivant les différentes
valeurs de l’orientation de l’axe principal d’orthotropie, car les branches topologiques ont
tendance à s’orienter le long de cette direction pour garder une résistance optimale. Les
meilleures performances en termes de valeur de fonction objectif (fraction volumique finale)
ont été obtenues lorsque l’axe principal d’orthotropie est orienté perpendiculairement à la
direction de la force appliquée.

• L’influence de l’intensité et de la direction d’application de la force sur la topologie finale a
également été étudiée. Les résultats ont montrés une bonne capacité de la méthode à s’adapter
et à converger malgrés une intensité de chargement appliquée de plus en plus élevée (jusqu’à
2000N). Cela montre la robustesse de la méthode basée sur l’indice de rupture car elle prend
en compte les conditions de chargement dans la définition de la fonction.

• L’influence du critère de rupture sur la topologie optimale a également été étudié par l’inter-
médiaire d’un cas d’étude 3D. Celle-ci a montrée des similarités entre les résultats obtenus au
travers des différents critères. Cette étude a également montrée que l’utilisation de tel ou tel
critère nécessite également de faire un choix entre meilleures performances en termes de fonc-
tion objectif ou de raideur. En effet, le critère de Hoffman permettra d’obtenir les meilleures
valeurs de raideur alors que le critère de TH permettra d’obtenir les meilleures performances
en termes de fonction objectif. Le critère de TW, peut quant à lui, fournir un compromis
acceptable entre une bonne raideur et de bonnes performances en termes de fonction objectif.

• Enfin, la formulation du PPNLC a également été étudiée en comparant les formulations don-
nées dans les Eqs. (5.13) et (5.14). La deuxième formulation permet d’avoir un problème dont
la résolution est totalement indépendante du chargement extérieur appliqué à la structure. En
effet, les topologies finales obtenues en considérant cette formulation ont donné des topologies
identiques lorsque le chargement extérieur appliqué était de 1000 N ou de 2000 N , à entités
géométriques équivalentes. Cependant, la résolution des PPNLC (5.13) permet d’obtenir des
topologies plus performantes.

Les travaux traités dans ce chapitre sont loins d’être exhaustifs sur l’ensemble des probléma-
tiques de l’OT sous contraintes de structures anisotropes. Premièrement, cette étude s’est limitée
à l’optimisation de la tenue mécanique des structures obtenues à partir d’un matériau orthotrope
ayant une direction principale d’orthotropie uniforme sur le domaine et choisie au préalable par
l’utilisateur. Cependant, aujourd’hui il est possible de fabriquer des composites à rigidités variables
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dont la direction principale d’orthotropie et le groupe de symétrie élastique peuvent varier ponc-
tuellement dans le domaine. Il serait alors intéressant de formuler un problème d’optimisation
simultanée de la topologie et des paramètres régissant localement l’anisotropie du matériau. De
cette manière il serait possible d’exploiter tout le potentiel des composites à rigidité variables is-
sues de la fabrication additive. Deuxièmement, les contraintes technologiques du procédé, telles que
les angles de surplomb ou encore le rayon de courbure de la fibre, doivent être prises en compte afin
d’obtenir une solution optimisée et fabricable. De plus, ce type de propriétés auraient un impact
bénéfique sur la convergence des PPNLC qui considèrent les contraintes mécaniques car elles per-
mettraient d’éviter au cours de l’optimisation d’avoir des solutions intermédiaires aux angles vifs
qui favrorisent les concentrations de contraintes élevées et peuvent apporter ainsi des problèmes de
convergence.

Les travaux montrés dans ce chapitre marquent la fin des études menées sur le premier axe de
recherche présenté dans ce manuscrit, i.e. comment intéger les principaux critères de tenue méca-
nique, pour matériaux isotropes et anisotropes, dans la méthode d’OT basée sur les hypersurfaces
NURBS. Les chapitres suivant seront dédiés au développement et à l’implémentation dans cette mé-
thode d’optimisation des analyses multi-échelle/multi-matériau dans le but d’optimiser les volumes
élémentaires de structures composées par des matériaux architecturés (type structures lattices).
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(a) Hoffman, V
Vref

= 0.103, C = 848 N.mm2, Niter = 2000

(b) Tsai-Hill, V
Vref

= 0.088, C = 2473 N.mm2, Niter = 1500

(c) Tsai-Wu, V
Vref

= 0.082, C = 2264 N.mm2, Niter = 2500

Figure 5.14 – Résultats NURBS : topologies optimisées des solutions du PPNLC (5.13) pour
différents critères de rupture considérés
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(a) Critère de Hoffman - résultat B-Spline (b) Critère de Hoffman - résultat NURBS

(c) Critère de Tsai-Hill - résultat B-Spline (d) Critère de Tsai-Hill - résultat NURBS

(e) Critère de Tsai-Wu - résultat B-Spline (f) Critère de Tsai-Wu - résultat NURBS

Figure 5.15 – Distribution spatiale de l’indice de rupture pour les topologies optimisées dans les
Figs. 5.13 et 5.14
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(a) Hoffman, hFχ = 0.201, C = 304 N.mm2, Niter = 2750

(b) Tsai-Hill, hFχ = 0.214, C = 233 N.mm2, Niter = 2472

(c) Tsai-Wu, hFχ = 0.193, C = 282 N.mm2, Niter = 2598

Figure 5.16 – Résultats B-Spline : topologies optimisées des solutions du PPNLC (5.14) pour
différents critères de rupture considérés
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(a) Hoffman, hFχ = 0.187, C = 220 N.mm2, Niter = 3152

(b) Tsai-Hill, hFχ = 0.150, C = 221 N.mm2, Niter = 3187

(c) Tsai-Wu, hFχ = 0.173, C = 234 N.mm2, Niter = 3416

Figure 5.17 – Résultats NURBS : topologies optimisées des solutions du PPNLC (5.14) pour
différents critères de rupture considérés



Chapitre 6

Optimisation topologique
multi-échelle de structures
architecturées multi-matériau

6.1 Introduction
Au cours des dernières années, les structures architecturées (dont les lattices) sont devenues un

sujet d’étude de plus en plus traité. En effet, de nombreux domaines s’y intéressent, à l’image de
l’aérospatial, l’automobile ou encore l’industrie biomédicale, notamment grâce à la possibilité de
définir les matériaux à différentes échelles. De cette manière, il est possible d’obtenir des motifs
élémentaires constitués d’un ou plusieurs matériaux aux propriétés mécaniques très spécifiques,
comme des rapports rigidité/poids et résitance/poids élevés, une bonne isolation thermique, une
grande capacité d’absorption d’énergie, etc., qui peuvent convenir à différents domaines d’études.
L’optimisation du matériau en même temps que l’optimisation de la toplogie de la structure est
alors possible. L’un des objectifs principaux de ce type de travaux est de pouvoir élargir les possibi-
lités de définition des matériaux en jouant sur la topologie d’un volume élémentaire multi-matériau
défini à l’échelle inférieure (qui peut être mésoscopique ou microscopique selon les longueurs ca-
ractéristiques du problème). Pendant les dernières années, les procédés de fabrication ont été en
constante évolution dans le but de pouvoir créer des structures aux branches topologiques de plus
en plus fines mais également de mélanger plusieurs phases de matériaux différentes au sein d’une
même structure : c’est la fabrication additive multi-matériau.

Dans cette partie, les travaux présentés portent sur l’OT multi-échelle/multi-matériau de struc-
tures architecturées. En effet, l’un des objectifs de la thèse est d’implémenter dans l’agorithme
SANTO la possibilité de prendre en compte le comportement anisotrope des structures fortement
allégées type structure lattice multi-matériau. Des premiers travaux ont donc été réalisés en combi-
nant l’optimisation multi-échelle développée dans [118], l’optimisation multi-matériau développée
dans [125] et la méthode NURBS-based-SIMP présentée dans le chapitre 3.

La particularité des structures architecturées multi-matériau est d’être définies sur deux échelles :

1. À l’échelle inférieure (microscopique ou mésoscopique) : où un volume élémentaire représen-
tatif (VER) est défini. Ce VER est répété dans toutes les directions de manière à créer une
structure compacte à l’échelle supérieure.

2. À l’échelle supérieure (macroscopique) où la topologie globale de la structure est définie.
Les propriétés du matériau à cette échelle dépendent donc de la topologie du VER définie à

107



108 CHAPITRE 6. MULTI-ÉCHELLE DANS SANTO

l’échelle inférieure.

Dans ce chapitre, les quantités possédant un indice m feront référence à l’échelle inférieure, tandis
qu’un indice M référencera les paramètres définis à l’échelle supérieure.

L’objectif de ces travaux est d’optimiser la topologie et la répartition des divers matériaux
composant le VER de manière à maximiser la rigidité de la structure à l’échelle macroscopique
tout en respectant une contrainte sur le volume des différentes phases matériau composant le VER.

La difficulté de ces travaux réside dans plusieurs aspects :

1. Comment intégrer l’analyse multi-échelle dans l’optimisation topologique ?

2. Comment prendre en compte l’influence des variables topologiques à l’échelle mésoscopique
sur les réponses à l’échelle macroscopique ?

3. Quelle stratégie d’homogénéisation est la plus adaptée à l’algorithme NURBS-based-SIMP ?

4. Comment prendre en compte des critères physiques à différentes échelles ?

5. Est-il possible d’intégrer les interpolations multi-matériau dans la méthode d’OT multi-échelle
basée sur la l’algorithme NURBS-based-SIMP ?

La contribution de cette étude se divise en différents aspects. Premièrement, le gradient de
la fonction sur la compliance macroscopique par rapport aux variables d’optimisation définies à
l’échelle mésoscopique est dérivé dans le cadre le plus général possible en tirant avantage des
propriétés des entités NURBS mais également des caractéristiques intrinsèques à la méthode d’ho-
mogénéisation utilisée. Deuxièmement, une analyse approfondie étudiant l’impact des conditions de
chargement extérieures, des fractions volumiques imposées à chaque matériau et des paramètres dé-
finissant l’entité NURBS est réalisée sur des cas d’études classiques 2D et 3D préalablement choisis.
Finalement, à différence de la méthode d’OT multi-matériau proposée dans [125], la formulation
proposée dans ce chapitre utilise la définition générale des hypersurfaces NURBS et ne fait pas
appel à des techniques de filtrage pour régulariser l’allure des fonctions définissant les descripteurs
topologiques des Nmat phases matériau définies à l’échelle inférieure. Plus précisément, comme dé-
taillé dans le Chapitre 3 et comme discuté dans [16], l’approche proposée tire parti de la propriété
de support local des fonctions de base des hypersurfaces NURBS pour définir un filtre implicite
qui permet de régir de façon efficace (c’est-à-dire sans introduire une contrainte d’optimisation
explicite) l’épaisseur minimale des branches topologiques apparaissant au cours de l’optimisation.

6.2 La méthode d’homogénéisation

L’une des étapes fondamentales des problèmes d’OT multi-échelle est la méthode d’homogénéi-
sation qui permet de relier les deux échelles (supérieure et inférieure) entre elles. Les différentes
méthodes d’homogénéisation visent à approximer le matériau hétérogène à l’échelle macroscopique,
défini par la répétition du VER dans les différentes directions, par un matériau homogène équi-
valent anisotrope dont les propriétés dépendent de la topologie du VER et des propriétés des
matériaux composant le VER. Dans la majorité des travaux, la méthode asymptotique est uti-
lisée [102, 112, 113]. Cependant une méthode alternative est de plus en plus utilisée : la Strain
Energy-based Homogénization Method (SEHM) [105–107]. Elle représente une bonne alternative à
la méthode asymptotique grâce notamment à sa facilité d’implémentation et au coût de calcul réduit
pour calculer les composants du tenseur de rigidité du matériau équivalent à l’échelle supérieure
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ainsi que son gradient par rapport aux variables décrivant la topologie du VER et la répartition
des phases matériau [118].

Ces travaux se focalisent uniquement sur le comportement élastique du matériau homogène
anisotrope équivalent à l’échelle supérieure, soit son tenseur d’élasticité (représenté par une matrice
CM ∈ R6×6 dans la notation de Voigt) qui est déterminé à l’aide de la SEHM. Cette méthode
s’appuie sur l’hypothèse fondamentale que l’energie de déformation du milieu hétérogène est la
même que celle du matétriau homogène équivalent qui “remplace” la structure architecturée multi-
matériau à l’échelle supérieure.

En partant de cette hypothèse, il est alors possible de déterminer l’ensemble des composants
de la matrice de rigidité (notation de Voigt) du matériau homogène équivalent. Pour cela, des
conditions aux limites (CL) appropriées doivent être imposées au VER sous forme de conditions
aux limites périodiques (CLP).

Cependant, pour déterminer la réponse élastique du VER à l’échelle macroscopique, trois hy-
pothèses supplémentaires ont été ajoutées :

1. Le VER est répété “indéfiniment” dans l’ensemble des directions (dans la pratique, au moins
10 fois dans chaque direction) [172].

2. Les matériaux composant le VER ont un comportement linéaire élastique isotrope.

3. Le flambage des branches topologiques du VER est négligé.

De plus, dans ce Chapitre, uniquement un couplage faible entre les échelles, tel que discuté dans
[119], est prise en compte. Afin de calculer les composantes de la matrice CM , le VER est soumis
à un champ de déformation moyen, ε0

mij (notation tensorielle) appliqué en considérant les CLP
suivantes :

umi(2am1, xm2, xm3) − umi(0, xm2, xm3) = 2am1ε
0
mi1, (0 ≤ xm2 ≤ 2am2, 0 ≤ xm3 ≤ 2am3),

umi(xm1, 2am2, xm3) − umi(xm1, 0, xm3) = 2am2ε
0
mi2, (0 ≤ xm1 ≤ 2am1, 0 ≤ xm3 ≤ 2am3),

umi(xm1, xm2, 2am3) − umi(xm1, xm2, 0) = 2am3ε
0
mi3, (0 ≤ xm1 ≤ 2am1, 0 ≤ xm2 ≤ 2am2),

i = 1, 2, 3.
(6.1)

Dans les équations précédentes, Lmi = 2ami et umi sont, respectivement, la longueur caractéristique
du VER et le déplacement suivant l’axe xmi. L’équation d’équilibre à l’échelle inférieure s’écrit :

K̂mûm = f̂m; ûm, f̂m ∈ RN̂mDOF , K̂m ∈ RN̂mDOF×N̂mDOF , (6.2)

où N̂mDOF est le nombre total de degrés de liberté (noté DOF dans la suite, de l’anglais degree of
freedom) de la structure avant l’application des conditions aux limites, K̂m est la matrice de rigidité
non-réduite du VER, ûm est le vecteur non-réduit des déplacements généralisés et f̂m est le vecteur
non-réduit des efforts nodaux généralisés. Les matrices et vecteurs donnés ci-dessus s’expriment
tels que :

K̂m :=
[

Km KmBC
KT

mBC K̃m

]
, ûm :=

{
um

umBC

}
, f̂m :=

{
fm

rm

}
,

um, fm ∈ RNmDOF , umBC, rm ∈ RNmBC , Km ∈ RNmDOF×NmDOF ,KmBC ∈ RNmDOF×NmBC ,

K̃m ∈ RNmBC×NmBC .

(6.3)

Dans l’Eq. (6.3), NmDOF est le nombre de DOF inconnus tandis que NmBC représente le nombre de
DOF connus, c’est à dire les DOF où les déplacements généralisés sont appliqués (ainsi N̂mDOF =
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NmDOF + NmBC). um et umBC sont, respectivement, les vecteurs des déplacements généralisés
inconnus et connus. fm est le vecteur des forces nodales extèrieures généralisées et rm est le vecteur
des réactions nodales généralisées (i.e. aux nœuds où les déplacements sont imposés). Km, KmBC
et K̃m sont les matrices de rigidité du modèle EF du VER après l’application des CL. De plus,
les CLP de l’Eq. (6.1) sont appliquées en termes de déplacements, ainsi aucune force nodale n’est
appliquée sur le VER, i.e. fm = 0 et donc le problème d’équilibre de l’Eq. (6.2) est un problème de
Dirichlet.

L’une des principales différences entre la SEHM basée sur les contraintes moyennes et la SEHM
basée sur l’energie de déformation réside dans la manière d’effectuer le post-traitement des résultats
de l’analyse EF. En effet, pour les deux techniques, six analyses, correspondant à l’application des
champs de déformations élémentaires uni-axiales, voir Eq. (6.1), sont nécessaires. Dans le cas de
la SEHM basée sur les contraintes moyennes, le vecteur des contraintes du volume moyen du VER
, i.e., σm

(
ε0

mβ

)
, peut-être rapidement calculé et la matrice de rigidité du matériau homogène

équivalent peut être rapidement déduite colonne par colonne tel que :

cMβ = 1
VVERε0

mβ

∫
VVER

σm

(
ε0

mβ

)
dV ≈ 1

VVERεmβ

∑Nme
e=1 σm

(
ε0

mβ

)
Vme,

ε0
mβ ̸= 0, ε0

mγ = 0, β, γ = 1, ..., 6, γ ̸= β, cMβ ∈ R6,
(6.4)

où cMβ représente la colonne β de la matrice CM . Dans l’Eq. (6.4), Nme représente le nombre
d’éléments qui compose le modèle EF du VER, Vme est le volume de l’élément générique e et
VVER = Lm1Lm2Lm3 est le volume d’enveloppe du VER.

Dans le cas de la méthode basée sur l’energie de déformation, le travail des forces externes et
des déplacements imposés Wm du VER peut-être facilement récupéré de l’analyse statique. Dans
le cas plus général de CL mixtes, Wm est défini comme suit :

Wm = fT
mum + rT

mumBC. (6.5)

Ensuite, en considérant des champs de déformations uni-axial et bi-axial dans l’Eq.(6.1) et en
considérant l’hypothèse d’équivalence entre l’energie de déformation du milieu homogène équivalent
et celle du VER, les composantes de la matrice CM peuvent être calculées comme suit :

CMkk = Wm
(
ε0

mk

)
VRVE

(
ε0

mk

)2 , k = 1, . . . , 6, (6.6)

CMij =
Wm

(
ε0

mi, ε
0
mj

)
2VRVEε0

miε
0
mj

− CMii
ε0

mi

2ε0
mj

− CMjj

ε0
mj

2ε0
mi

, i, j = 1, . . . , 6, i ̸= j. (6.7)

L’Eq. (6.6) permet de calculer les coefficients diagonaux de la matrice CM , tandis que l’Eq.
(6.7) permet de calculer les coefficients hors-diagonaux. Les termes Wm

(
ε0

mk

)
et Wm

(
ε0

mi, ε
0
mj

)
représentent le travail des forces externes et des déplacements imposés évalué pour des champs de
déformation uni-axiaux et bi-axiaux, respectivement. L’Eq. (6.6) doit être résolue avant l’Eq. (6.7).
De plus, le travail du VER pour un champ de déformation bi-axial peut être obtenu directement
des analyses sur des champs de déformation uni-axiaux comme suit :

Wm

(
ε0

mi, ε
0
mj

)
= (fT

mi + fT
mj)(umi + umj) + (rT

mi + rT
mj)(umBCi + umBCj), (6.8)

où les indices i et j se réfèrent aux analyses EF pour des champs de déformations uni-axiaux (ε0
mi

et ε0
mj) imposés dans les CLP.
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6.3 L’optimisation topologique multi-échelle / multi-matériau dans
le code SANTO

La formulation du problème est présentée dans la suite uniquement pour le cas 3D.

6.3.1 Variables de conception et descripteurs géométriques et topologiques

Considérons dans un premier temps un domaine Euclidien compact Dm ⊂ R3 défini dans
un repère cartésien orthogonal O(xm1, xm2, xm3) à l’échelle inférieure et composé de Nmat phases
matériau et une phase associée au "vide", comme illustré dans la Fig. 6.1 dans le cas Nmat = 4 :

Dm := {xT
m = (xm1, xm2, xm3) ∈ R3 : xmj ∈ [0, Lmj ], j = 1, 2, 3}, (6.9)

avec Lmj la longueur caractéristique du domaine de conception du VER à l’échelle inférieure définie
suivant l’axe xmj .

Figure 6.1 – Représentation schématique du domaine de définition du VER composé de Nm = 4
matériaux et le vide.

Dans le cadre de la méthode d’interpolation N-MMI (de l’anglais NURBS-based multi-material
interpolation) [125], il faut distinguer entre “descripteur géométrique” et “descripteur topologique”
de chaque phase matériau. Plus précisément, pour un problème de dimension d, le descripteur géo-
métrique du j-ème matériau est représenté par une entité NURBS de dimension d + 1. Pour un
problème d’OT 3D, une hypersurface NURBS de dimension 4 sera alors nécessaire pour représenter
le descripteur géométrique de la j-ème phase matériau. Dans ce contexte, les trois premières coor-
données de l’entité NURBS sont associées aux coordonnées Cartésiennes du domaine de définition
du VER, tandis que la dernière coordonnée est associé au champ géométrique (CG) de la j-ème
phase matériau et qui est défini comme suit :

ρmj(ζm1, ζm2, ζm3) :=
n1∑

i1=0

n2∑
i2=0

n3∑
i3=0

R
(j)
i1i2i3

(ζm1, ζm2, ζm3)ρ(j)
i1i2i3

, ρmj ∈ [0, 1], j = 1, . . . , Nmat.

(6.10)
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Dans l’Eq. (6.10), ρ(j)
i1i2i3

est la valeur du CG au CP générique de l’entité NURBS, tandis que
R

(j)
i1i2i3

(ζm1, ζm2, ζm3) est la fonction de base rationnelle de l’Eq. (3.2) pour la phase matériau j.
Dans l’Eq. (6.10), on fait l’hypothèse que les entités NURBS décrivant les CG des Nmat matériau
composant le VER sont caractérisées par les mêmes paramètres entiers, c’est-à-dire le même nombre
de PC et les mêmes degrés des polynômes de Bernstein, et les mêmes valeur des composants du
vecteur des nœuds. Les coordonnées paramétriques ζmi peuvent être calculées à partir de la relation
suivante :

ζmj := xmj

Lmj
, j = 1, 2, 3. (6.11)

Le champ topologique (CT) de la phase matériau j, noté Φmj(ζm1, ζm2, ζm3), est utilisé pour
décrire la topologie (ou, de façon équivalente, la répartition) du matériau j à l’intérieur du domaine
du VER. En pratique, le CT est défini comme une combinaison des CG associés aux diverses phases
matériau :

Φmj(ζm1, ζm2, ζm3) :=
j∏

k=1
ρmk(ζm1, ζm2, ζm3)

Nmat∏
k=j+1

[1 − ρmk(ζm1, ζm2, ζm3)] , j = 1, . . . , Nmat.

(6.12)
Il est clair que, compte tenu de l’Eq. (6.12), le CT du matériau j peut prendre des valeurs entre 0
(exclu) et 1, i.e. Φmj ∈]0, 1].

Comme discuté dans [125], la formulation proposée à l’Eq. (6.12) est caractérisée par plusieurs
avantages : a) chaque fonction Φmj est associée à un seul matériau, b) chaque fonction Φmj varie
dans l’intervalle [ϕmin, 1] (avec ϕmin > 0), c) la combinaison de plusieurs entités NURBS selon l’Eq.
(6.14) garantit l’absence de chevauchement entre plusieurs matériaux, d) comme montré dans [173],
le CT associé à chaque phase matériau peut être exprimé comme une entité NURBS permettant,
donc, de garder toutes les propriétés intéressantes propres à ces entités.

Bien entendu, l’ensemble des propriétés a)-d) listées ci-dessus permet d’obtenir des topologies
nettes (pour chaque phase matériau) qui ne nécessiteront pas, d’une part, d’opérations de post-
traitement de la solution visant à “nettoyer” (ou réparer) les zones de superpositions et, d’autre part,
l’introduction de contraintes supplémentaires dans la formulation du problème d’OT visant à limiter
(ou éviter), pour chaque point du domaine de conception, le chevauchement entre divers matériaux.
Il faut remarquer que, contrairement à l’approche présentée dans [125], le schéma d’interpolation N-
MMI proposé dans ce chapitre utilise des entités NURBS générales (et non pas des entités B-spline
comme dans [125]). Ceci permet d’obtenir des topologies avec des frontières lisses et régulières sans
la nécessité d’introduire des termes de lissage ou des fonctions d’interpolation comme la fonction
de Shepard utilisée dans [125].

Chaque CG, qui est représenté par une entité NURBS, est paramétrée par les valeurs de pseudo-
densité aux PC et par les poids associés qui sont collectés dans deux vecteurs ξ1j et ξ2j , respecti-
vement, définis par :

ξT
1j :=

(
ρ

(j)
000, · · · , ρ(j)

n1n2n3

)
, ξT

2j :=
(
ω

(j)
000, · · · , ω(j)

n1n2n3

)
,

ξ1j , ξ2j ∈ RnCP , j = 1, . . . , Nmat,
(6.13)

par conséquent, le nombre total de variables d’optimisation est nvar = 2nCPNmat. Tous les autres
paramètres de définition des NURBS introduits dans la Section (3.2.1), tels que les vecteurs de
nœuds, les degrés des polynômes de Bernstein, etc., sont définis au début de l’optimisation (ils
n’évoluent plus par la suite).
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Les CG ρmj ont des rôles bien précis dans l’OT multi-matériau. Par exemple, si on considère le
cas particulier où Nmat = 2, les fonctions de pénalisation Φmj , j = 1, 2 s’écrivent alors :

Φm1 = ρm1 (1 − ρm2) , Φm2 = ρm1ρm2. (6.14)

Ainsi, si ρm1 = 0 alors Φm1 = Φm2 = 0, aucun matériau ne participe localement à la définition
des CT. En revanche, si ρm1 = 1 et ρm2 = 0, seulement le matériau 1 participe à la definition de
la topologie localement (car Φm2 = 0). Vice-versa, si ρm1 = ρm2 = 1, uniquement le matériau 2
participe à la définition de la topologie localement (car Φm1 = 0). D’un point de vue physique,
cela signifie que le CG ρm1 permet de répartir les zones de matière et de vide dans le domaine, à
l’image de la pseudo-densité classique du modèle NURBS-based-SIMP dans le cas mono-matériau,
tandis que le CG ρm2 régit le pourcentage des deux matériaux à l’intérieur des zones pleines. Dans le
cadre d’une résolution du problème d’optimisation via un algorithme déterministe, la dérivation des
formules analytiques des dérivées partielles des CG et CT par rapport aux variables d’optimisation
est d’importance capitale. Par souci de compacité de la notation, considérons la relation existante
entre l’indice linéaire τ et les indices ij (j = 1, 2, 3) :

τ := 1 + i1 + i2(n1 + 1) + i3(n1 + 1)(n2 + 1). (6.15)

La dérivée partielle du CG du matériau j s’écrit :

∂ρmj(ζm1, ζm2, ζm3)
∂ξikτ

=



0 si k ̸= j, i = 1, 2, τ = 1, . . . , nCP

R
(j)
τ (ζm1, ζm2, ζm3), if k = j, i = 1, τ = 1, . . . , nCP

R
(j)
τ (ζm1, ζm2, ζm3)

ξ2jτ
[ξ1jτ − ρmj(ζm1, ζm2, ζm3)] ,

si k = j, i = 2, τ = 1, . . . , nCP.

(6.16)

Par conséquent, la dérivée partielle du CT du matériau j peut être calculée en utilisant la règle de
dérivation en chaîne comme suit :

∂Φmj

∂ξikτ
=

Nmat∑
s=1

∂Φmj

∂ρms

∂ρms

∂ξikτ
= ∂Φmj

∂ρmk

∂ρmk

∂ξikτ
, i = 2, k = 1, . . . , Nmat, τ = 1, . . . , nCP, (6.17)

où ∂Φmj

∂ρmk
s’écrit

∂Φmj

∂ρmk
=



j∏
q=1
q ̸=k

ρmq

Nmat∏
q=j+1

(1 − ρmq), if k ≤ j,

−
j∏

q=1
ρmq

Nmat∏
q=j+1

q ̸=k

(1 − ρmq), if k > j.

(6.18)

6.3.2 Définition des fonctions de coût et contraintes

Les problèmes d’OT multi-échelle présentés ici traitent de la minimisation de la compliance
macroscopique CM soumis à Nmat contraintes d’inégalité sur les fractions volumiques des phases
matériau composant le VER. Le lien entre les deux échelles est réalisé par le processus d’homogé-
néisation détaillé dans la Section (6.2). Comme discuté dans la Section (6.2), l’équation d’équilibre
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du VER, définie à l’Eq. (6.2), et soumise aux CLP de l’Eq. (6.1), est un problème d’équilibre avec
des CL du type de Dirichlet. À l’échelle inférieure, les CT des différentes phases matériau sont
combinées pour pénaliser la matrice de raideur du modèle EF du VER comme suit :

K̂ :=
Nme∑
e=1

Nmat∑
j=1

Φα
mjeL̂T

meK0
mjeL̂me =

Nme∑
e=1

Nmat∑
j=1

L̂T
meKmjeL̂me,

K0
mje,Kmje ∈ RNe

mDOF×Ne
mDOF , L̂me ∈ RNe

mDOF×N̂mDOF ,

(6.19)

où Φmje est le CT du matériau j évalué au centroïde de l’élément générique et α > 1 est le paramètre
du schéma d’interpolation SIMP (α = 3 dans la suite). N e

mDOF est le nombre de degrés de liberté de
l’élément générique du modèle EF du VER, tandis que K0

mje et Kmje sont les matrices de raideur
de l’élément non-pénalisée et pénalisée, respectivement, exprimées dans le repère global du modèle
EF. L̂me est la matrice de connectivité de l’élément e définie comme suit :

ume = L̂meûm, (6.20)

avec ue ∈ RNe
DOF le vecteur des déplacements généralisés de l’élément e.

Concernant la contrainte sur le volume du VER, certaines précautions sont à prendre en compte.
En effet, si une contrainte globale est utilisée, c’est-à-dire une contrainte correspondant à la somme
du volume de toutes les phases matériau composant le VER, la solution optimale triviale est celle
qui garderait uniquement le matériau le plus rigide et éliminerait toutes les phases matériau moins
rigides. Le but de cette étude étant de déterminer la répartition optimale des différentes phases
matériau en fonction des sollicitations extérieures, l’utilisation d’une fonction globale du volume
n’est pas adéquate. C’est pourquoi, plusieurs fonctions contraintes seront considérées, i.e. une par
phase matériau. Ainsi, le volume associé à la phase matériau j composant le VER est pénalisé
comme suit :

Vmj(ξ11, ξ21, . . . , ξ1Nm , ξ2Nm) :=
Nme∑
e=1

ΦmjeVme, (6.21)

avec Vme le volume de l’élément générique du modèle EF du VER.
De manière similaire aux Eq. (6.2) et (6.3), l’équation d’équilibre à l’échelle supérieure s’écrit :[

KM KMBC
KMBC

T K̃M

]{
uM

uMBC

}
=
{

fM

rM

}
uM , fM ∈ RNMDOF , uMBC, rM ∈ RNMBC , KM ∈ RNMDOF×NMDOF ,KMBC ∈ RNMDOF×NMBC ,

K̃M ∈ RNMBC×NMBC ,
(6.22)

dont le sens physique des diverses quantités est le même que celui défini dans la Section (6.2) mais à
l’échelle supérieure. Dans ces travaux, uniquement des forces nodales extérieures sont appliquées à
la structure à l’échelle macroscopique et donc uMBC = 0. Ainsi, l’équation d’équilibre est simplifiée
telle que :

KM uM = fM . (6.23)
Le processus d’homogénéisation implique que la compliance à l’échelle macroscopique CM est affec-
tée par le tenseur d’élasticité CM . Plus précisément, la matrice de rigidité réduite non-singulière
KM du modèle EF à l’échelle macroscopique s’écrit en fonction de CM de la manière suivante :

KM :=
NMe∑
e=1

LT
Me

∫
VMe

BT
MeCM (ξ11, ξ21, . . . , ξ1Nm , ξ2Nm) BMedΩLMe,

BMe ∈ R6×Ne
MDOF , LMe ∈ RNe

MDOF×NMDOF ,

(6.24)
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avec NMe le nombre d’éléments constituant le modèle EF à l’échelle macroscopique tandis que
N e

MDOF correspond au nombre de degrés de liberté de l’élément e. LMe est la matrice de connectivité
de l’élément e, BMe est la matrice composée des dérivées des fonctions de formes de l’élément e et
VMe est le volume de l’élément e.

Finalement, la souplesse à l’échelle macroscopique s’écrit :

CM = fT
M uM = uT

M KM uM . (6.25)

De cette manière, le problème d’OT multi-échelle multi-matériau de minimisation de la compliance
macroscopique soumis à une contrainte sur le volume du VER peut être formulé comme un PPNLC
tel que :

min
ξ1,p,ξ2,p

CM

CMref
, s.t. :



KM uM = fM , K̂mûm = f̂m,

gj := Vmj

Vmref
− γmj ≤ 0, j = 1, ..., Nmat,

ξ1jk ∈ [ρmin, ρmax], ξ2jk ∈ [ωmin, ωmax],

∀k = 1, ..., nCP.

(6.26)

Dans l’Eq. (6.26), Vmref = VVER et CMref sont les valeurs de référence du volume du VER et
de la compliance macroscopique globale, respectivement. γj est la fraction volumique imposée à
la phase matériau j. Il est évident que les fractions volumiques doivent respecter la condition
suivante : ∑Nmat

j=1 γj ≤ 1. ρmin, ρmax sont les bornes du champ de densité ρmj . Les fonctions Φmj

étant des opérations de multiplication sur les ρmj , les bornes implicites des fonctions Φmj sont donc
[ρNmat

min , ρNmat
max ]. Ainsi, plus le nombre de matériaux augmente, plus la borne inférieure des fonctions

d’interpolations diminue. Dans le cas où un nombre important de matériaux serait utilisé, au
delà de quatre typiquement, une attention particulière doit être portée sur la définition de la borne
inférieure des fonctions de pseudo-densité pour éviter certains écueils numériques. Dans ces travaux,
au plus trois matériaux seront utilisés et la borne inférieure du CG ρmj est fixée à 0.001 ce qui
empêche les fonctions Φmj de descendre en dessous de 1 × 10−9. Dans le cas où un nombre plus
important de matériaux serait utilisé, il est conseillé d’augmenter ρmin à 0.01. De plus, dans toutes
les analyses ρmax = 1.0. ωmin = 0.5 et ωmax = 10 sont les bornes des poids.

La dérivation de l’expression formelle du gradient des fonctions objectif et contraintes par
rapport aux variables d’optimisation ξ1j et ξ2j est nécessaire pour la résolution du problème (6.26)
via un algorithme déterministe. Le gradient de Vj peut être facilement déduit en considérant l’Eq.
(6.21) :

∂Vmj

∂ξikτ
=

∑
e∈Skτ

Ve
∂Φmje

∂ρmk

∂ρmke

∂ξikτ
, i = 1, 2, k = 1, . . . , Nmat, τ = 1, . . . , nCP, (6.27)

où Skτ est la version discrète du support local du PC τ du CG de la phase matériau k.
Le gradient de CM , par contre, n’est pas immédiat. Pour dériver son expression analytique, la

propriété du support local des NURBS ainsi que la méthode de l’adjoint sont utilisées. Considérons
la proposition suivante :

Proposition 6.3.1 Considérons un milieu anisotrope déformable soumis à des charges externes
données. Si les forces volumiques sont identiquement nulles et que les déplacements imposés sont
indépendants de la pseudo-densité, le gradient de la compliance macroscopique s’écrit :
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∂CM

∂ξijk
= −

∑NMe
e=1

∑6
q=1

∑6
r=1

∂CMqr

∂ξmik
εMeqεMerVMe, i = 1, 2, j = 1, . . . , Nmat, k = 1, . . . , nmCP,

(6.28)
où ∂CMqr

∂ξijk
est défini tel que :

∂CMqr

∂ξijk
=



1

VRVE
(
ε0

mq

)2
∑

e∈Sjk

α
∂ρmje

∂ξijk
wmje

(
ε0

mq

)
, if q = r,

1
2

 1
VRVEε0

mqε
0
mr

∑
e∈Sjk

α
∂ρmje

∂ξijk
wmje

(
ε0

mq, ε
0
mr

)
+

−
ε0

mq

ε0
mr

∂CMqq

∂ξi,pk
− ε0

mr

ε0
mq

∂CMrr

∂ξijk

]
, if q ̸= r,

j = 1, . . . , Nmat, k = 1, . . . , nCP.

(6.29)

Dans les Eqs. (6.28) et (6.29), ξijk correspond à la variable de conception, i.e., pseudo-densité
(i = 1) ou poids (i = 2), évalué au k-ième PC de la j-ième NURBS. La preuve de la proposition
6.3.1 et le pseudo-code de l’algorithme utilisé sont donnés en Annexe D.

Remarque 6.3.2 La quantité εMeq apparaissant dans l’Eq. (6.28) est la composant q du vecteur
déformation macroscopique (notation de Voigt) de l’élément e définie telle que :

εMe := BMeLMeuM , (6.30)

tandis que la quantité wmje apparaissant dans l’Eq. (6.29) est définie comme suit :

wmje := uT
me

[
Nmat∑
s=1

Φα−1
mse

∂Φmse

∂ρmej
K0

mse

]
ume, (6.31)

où ume ∈ RNmDOF,e représente le vecteur des degrés de liberté de l’élément générique à l’échelle
inférieure exprimé dans le repère global du VER.

6.4 Résultats numériques
Dans cette section, l’efficacité de la méthode NURBS-based SIMP est testée sur des cas d’études

2D et 3D pour réaliser des OT multi-échelle/multi-matériau. Les résultats montrés dans cette
section sont obtenus au moyen du code SANTO, détaillé dans le Chapitre 3, dans lequel la méthode
multi-échelle/multi-matériau, détaillée dans la section (6.3), a été implémentée. Comme expliqué
dans le Chapitre 3, l’algorithme SANTO utilise la méthode GC-MMA, disponible dans une librairie
Python, pour déterminer les solutions des PPNLC. Les calculs statiques nécessaires à la réalisation
de l’homogénéisation ainsi que les calculs des valeurs physiques à l’échelle macroscopique sont
réalisés par le logiciel ANSYS®. Les paramètres définissant le comportement de l’algorithme GC-
MMA sont ceux détaillés dans le Tableau 4.1.

Les opérations permettant d’effectuer les opérations de coupe ainsi que l’affichage du CT décri-
vant chaque phase matériau sont réalisées sur le logiciel ParaView®.

Pour montrer l’éfficacité de la méthode, les aspects suivants seront considérés :
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• L’influence des paramètres de définition des entités NURBS, i.e. le nombre de PC ainsi que
le degré des fonctions de base sur la répartition optimale des matériaux au sein du VER sera
étudiée (seulement pour les cas 2D). En particulier, 3 degrés et 3 nombres de PC différents
seront pris en compte.

• L’influence des entités géométriques pour décrire le CG de chaque matériau, i.e. les différences
entre l’utilisation d’une formulation NURBS et d’une formulation B-spline, sera étudiée.

• L’influence des fractions volumiques imposées à chaque matériau sera analysée.

• L’influence des conditions de chargement macroscopique sur les solutions optimales sera ana-
lysée.

Les bornes inférieure et supérieure des variables d’optimisation sont fixées à : ρmin = 10−3 et
ρmax = 1 pour les PC et ωmin = 0.5 et ωmax = 10 pour les poids des PC. De plus, les vecteurs de
nœuds définis dans l’Eq. (3.7) ont été répartis uniformément dans l’intervalle [0, 1] pour chaque cas
d’étude. Pour l’ensemble des calculs de ce chapitre, trois matériaux au plus seront considérés. Les
paramètres mécaniques de ces trois matériaux sont listés dans le Tableau 6.1.

Table 6.1 – propriétés mécaniques des matériaux

Paramètres matériau 1 (M1) matériau 2 (M2) matériau 3 (M3)
Module d’Young Em (MPa) 110000 71000 200000
Coefficient de Poisson νm 0.34 0.33 0.3

Densité matériau γm (kg/mm3) 4.5e−6 2.7e−6 7.8e−6

Enfin, des conditions de symétrie ont été imposées sur le champ de pseudo-densité qui définit
le VER, dans le but d’avoir une topologie optimisée qui possède un comportement orthotrope.
Ainsi, 2 plans de symétrie sont imposés dans le cadre des calculs 2D tandis que 3 plans de symétrie
orthogonale seront imposés pour les calculs 3D. La présence des axes de symétrie permet donc la
réduction du nombre de variables d’optimisation de sorte que :

nvar =
{ ∏N

i=1 θi, pour les entités B-Spline,
2∏N

i=1 θi, pour les entités NURBS, (6.32)

avec N = 2 pour les cas 2D et N = 3 pour les cas 3D.

θi =


ni + 1

2 , si ni est impair,⌊
ni + 1

2

⌋
+ 1, sinon,

(6.33)

où ⌊· · · ⌋ est l’opérateur partie entière par défaut. Dans ce chapitre, deux cas 2D et un cas 3D seront
étudiés.

6.4.1 Cas d’études 2D

Le premier cas 2D , noté BKMS1-2D, est l’étude d’une poutre encastrée. La géométrie ainsi que
les conditions aux limites à l’échelle macroscopique sont présentées dans la Fig. 6.2. La plaque est
un rectangle de dimensions LM × 0, 4LM , avec LM = 500 mm dont l’épaisseur vaut tM = 1mm. La
plaque est encastrée sur son extrémité xM1 = 0 et une force FM = 1000 N est appliquée au point
A (xM1 = LM ;xM2 = 0, 2LM ) suivant la direction −xM2.
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Figure 6.2 – Premier cas d’étude 2D (BKMS1-2D) : géométrie de la poutre encastrée

La taille du VER est choisie de manière à répéter au minimum 10 fois le VER dans les directions
x1M et x2M . Dans cet exemple, Lm1 = Lm2 = 5 mm, ainsi le VER est répété 100 fois dans la
direction x1M et 40 fois dans la direction x2M .

Les modèles EF aux deux échelles sont réalisés à l’aide d’éléments PLANE182 (quatre nœuds/
deux degrés de liberté par nœud), sous l’hypothèse des contraintes planes. Le nombre total d’élé-
ments composant les modèles EF aux deux échelles est donc de NMe = 4000 et Nme = 1600.

Les variables d’optimisation sont initialisées, dans un premier temps, de manière uniforme et
égale à 0.5 pour chaque matériau. Puis, 1,4 ou 16 ”trous“ sont créés dans la topologie du VER. Les
trous sont créés en imposant la valeur initiale de certains PC à la borne inférieure. Pour chaque
trou, le nombre de PC dont la valeur est initialisée à la borne inférieure, est calculé de manière
automatique dans le but de respecter les conditions sur les fractions volumiques des matériaux. Un
exemple des topologies initiales utilisées pour le cas d’étude BKMS1-2D est donné dans la Fig. 6.3.
Les tailles des ”trous“ dans la topologie initiale peut varier en fonction du nombre de PC utilisés
et de la contrainte sur la fraction volumique imposée à chaque matériau.

Dans ce contexte, l’impact des fractions volumiques de chaque matériau sur la topologie finale
sera étudié. Ainsi, plusieurs cas, présentés dans le Tableau 6.2 seront testés.

Table 6.2 – Fractions volumiques BKMS1-2D

γm1 γm2 γm3
CL1-2mat 0.2 0.2 0
CL2-2mat 0.15 0.25 0
CL3-2mat 0.3 0.1 0
CL4-2mat 0.1 0.3 0
CL5-2mat 0.2 0 0.2
CL1-3mat 0.15 0.15 0.1

Ainsi, pour chaque cas étudié, la fraction volumique totale est γm = ∑Nmat
j=1 γmj = 0.4.

Le second cas 2D , noté BKMS2-2D, est l’étude d’une plaque trouée. La géométrie ainsi que
les conditions aux limites à l’échelle macroscopique sont présentées dans la Fig. 6.4. La plaque est
un carré de dimensions aM1 = aM2 = 100 mm avec un trou de rayon R = aM1

3 et une épaisseur
tM = 1mm. Deux forces de traction linéiques (FM1 et FM2) sont appliquées sur les arêtes AE et
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(a) Nh = 1 (b) Nh = 4

(c) Nh = 16

(d) Échelle

Figure 6.3 – Configuration initiale du CG de chaque phase matériau dans le VER - BKMS1-2D

AB. La plaque est soumise à des conditions aux limites symétriques sur les arêtes BC et ED.

Figure 6.4 – Deuxième cas d’étude 2D (BKMS2-2D) : géométrie de la plaque trouée

La taille du VER est choisie de manière à répéter au minimum 10 fois le VER dans les directions
xM1 et xM2. Pour ce benchmark, Lm1 = Lm2 = 5 mm, ainsi le VER est répété 20 fois dans les
directions xM1 et xM2.

Les modèles EF aux deux échelles sont réalisés à l’aide d’éléments PLANE182 (quatre nœuds/
deux degrés de liberté par nœud), sous l’hypothèse de contraintes planes. Le nombre total d’éléments
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composant les modèles EF aux deux échelles est ainsi NMe = 1566 et Nme = 1600.
L’impact des conditions de chargement à l’échelle macroscopique sera étudié sur cet exemple.

Pour cela, plusieurs calculs seront lancés en considérant des valeurs différentes pour FM1 et FM2,
comme illustrée dans le Tableau 6.3.

Table 6.3 – Conditions de chargement utilisées pour BKMS2-2D

CC1 CC2 CC3
FM1 (N/mm) 10 0 7.07
FM2 (N/mm) 0 10 7.07

Pour ce cas d’étude, les solutions initiales sont définies de manière différente au premier cas
d’étude. En effet, dans le but de minimiser au plus les zones grises dans la solution initiale, le champ
de densité ρm1 est fixé uniforme et égale à 1 tandis que les autres champ de densité ρmi, i > 1 sont
définis uniformes et égaux à 0.5. Pour le cas 2 matériaux, les CT Φmi, i = 1, 2 sont donc définis
uniformes et de valeur 0.5. Afin de respecter les contraintes sur la fraction volumique du matériau,
des trous sont créés dans le champ de densité ρm1. Ces trous sont pris de rayon suffisamment grand
pour respecter la contraintes. Le champ ρm1 définissant les zones de matière et de vide, les trous
faits dans le champ ρm1 se retrouvent dans les CT Φmi. Les CT Φmi des solutions initiales sont
définis dans la Fig. 6.5.

(a) Nh = 1 (b) Nh = 4

(c) Échelle

Figure 6.5 – Configuration initiale du CT de chaque phase matériau dans le VER - BKMS2-2D

6.4.2 BKMS1-2D : résultats

Influence des paramètres entiers et du type d’entité géométrique sur la solution opti-
male

Une campagne de tests a été réalisée sur BKMS1-2D dans le but de déterminer l’impact des
paramètres de définition de la NURBS décrivant le CG de chaque phase matériau ainsi que la
fraction volumique de chaque matériau sur la topologie finale. Pour chaque problème, le PPNLC
défini dans l’Eq. (6.26) est résolu en considérant les combinaisons suivantes de degrés des fonctions
de base et du nombre de PC : (a) pj = 2, 3, 4 et (b) nCP = 484, 784, 1296 pour les entités B-spline
et NURBS.
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Les résultats sont donnés en Fig. 6.6 pour les entités B-spline et en Fig. 6.7 pour les entités
NURBS en termes de nombre d’itérations Niter et de compliance macroscopique CM . Ces solutions
ont été obtenues en considérant une solution initiale caractérisée par des CT initiaux composés de
4 trous et respectant la contrainte sur la fraction volumique associée à chaque phase matériau. Le
problème a été résolu en considérant les matériaux M1 et M2 du Tableau 6.1 avec des fractions
volumiques égales à γm1 = γm2 = 0.2, correspondant à la configuration CL1-2mat du Tableau 6.2.

(a) p1 = p2 = 2,
nCP = 484,

CM = 8547N.mm,
Niter = 140

(b) p1 = p2 = 2,
nCP = 784,

CM = 8471N.mm,
Niter = 115

(c) p1 = p2 = 2,
nCP = 1296,

CM = 6784N.mm,
Niter = 112

(d) p1 = p3 = 3,
nCP = 484,

CM = 8872N.mm,
Niter = 176

(e) p1 = p2 = 3,
nCP = 784,

CM = 8815N.mm,
Niter = 151

(f) p1 = p2 = 3,
nCP = 1296,

CM = 7779N.mm,
Niter = 150

(g) p1 = p3 = 4,
nCP = 484,

CM = 9889N.mm,
Niter = 104

(h) p1 = p2 = 4,
nCP = 784,

CM = 8649N.mm,
Niter = 95

(i) p1 = p2 = 4,
nCP = 1296,

CM = 8705N.mm,
Niter = 105

Figure 6.6 – Résultats B-spline - problème BKMS1-2D : sensibilité de la topologie optimale au
nombre de PC et au degré des fonctions de base pour le problème (6.26)

Pour chaque problème présenté dans les Figs. 6.6 et 6.7, la contrainte sur le volume de chaque
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(a) p1 = p2 = 2,
nCP = 484,

CM = 5655N.mm,
Niter = 174

(b) p1 = p2 = 2,
nCP = 1296,

CM = 5790N.mm,
Niter = 187

(c) p1 = p2 = 2,
nCP = 1296,

CM = 4926N.mm,
Niter = 195

(d) p1 = p3 = 3,
nCP = 484,

CM = 5998N.mm,
Niter = 190

(e) p1 = p2 = 3,
nCP = 784,

CM = 5690N.mm,
Niter = 197

(f) p1 = p2 = 3,
nCP = 1296,

CM = 5823N.mm,
Niter = 199

(g) p1 = p3 = 4,
nCP = 484,

CM = 6838N.mm,
Niter = 186

(h) p1 = p2 = 4,
nCP = 784,

CM = 6012N.mm,
Niter = 195

(i) p1 = p2 = 4,
nCP = 1296,

CM = 6248N.mm,
Niter = 187

Figure 6.7 – Résultats NURBS : problème BKMS1-2D - sensibilité de la topologie optimale au
nombre de PC et au degré des fonctions de base pour le problème (6.26)

matériau est respectée et se situe à la frontière du domaine de faisabilité. Une synthèse de l’ensemble
des résultats de cette analyse de sensibilité est donnée dans la Fig. 6.8. À partir de ces résultats,
certaines remarques peuvent être faites :

• Les résultats obtenus dans le cadre des analyses multi-échelle/multi-matériau 2D, ne res-
pectent pas toujours les règles habituelles de l’impact des degrés des fonctions de base et
du nombre de PC, sur la topologie finale. En effet, sur les calculs d’OT mono-échelle mono-
matériau, plus le nombre de PC augmente et plus le degré des fonctions de base diminue,
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Figure 6.8 – Probleme BKMS1-2D : synthèse résultats

(a) Nh = 1,
CM = 4248N.mm,

Niter = 194

(b) Nh = 16,
CM = 5038N.mm,

Niter = 198

Figure 6.9 – Problème BKMS1-2D : influence de la configuration initiale sur la solution optimale

meilleur est le résultat en termes de fonction objectif. Dans les calculs présentés dans les Figs.
6.6 et 6.7, cette règle n’est pas respectée de manière systématique. En effet, pour les résultats
B-Spline, comme montré dans les courbes de la Fig. 6.8, lorsque nCP = 784 le pire résultat,
en termes de CM est obtenu avec pj = 3 et non pas avec pj = 4. Sur les courbes de tendance
des résultats NURBS, pour la même valeur du nombre de PC le meilleur résultat est obtenu
avec pj = 3 et non pas avec pj = 2. Cette divergence par rapport aux règles usuelles est
liée à la forte non-convexité du problème. En effet, cette non-convexité amène l’algorithme
à converger sur des minima locaux qui ne satisfont pas le comportement observé dans les
chapitres précédents.

• Cette non-convexité impose une réflexion sur le choix de la répartition initiale du CG de
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chaque phase matériau (et par conséquent du CT de chaque matériau) sur le domaine du
VER qui a une influence considérable sur la solution optimale. Cet effet est illustré dans la
Fig. 6.9 qui présente le résultat d’un calcul d’OT effectué sur BKMS1-2D, en utilisant des
surfaces NURBS de degré 2 et un nombre de PC égale à 1296 pour décrire le CG de chaque
phase matériau, et en partant de deux CG initiaux différents. Les deux solutions optimales
illustrées dans la Fig. 6.9 ont été obtenues en considérant Nh = 1 trou (Fig. 6.9 a) et Nh = 16
trous (Fig. 6.9 b). Les résultats présentés dans la Fig. 6.9 montrent des solutions totalement
différentes en termes de répartition des matériaux M1 et M2 sur le domaine du VER à cause de
la solution initiale choisie. En ce qui concerne la fonction objectif, les résultats sont caractérisés
par une différence de 15 % entre la valeur de la compliance macroscopique associée aux deux
solutions, dont la solution optimale correspondant au cas Nh = 1 est caractérisée par la plus
faible valeur de la fonction objectif. D’autres travaux, voir [118, 119], ont montrés que lors de
l’optimisation d’un PPNLC multi-échelle traitant de la minimisation de la compliance soumise
à une contrainte sur le volume, le choix d’une répartition de topologie non-uniforme donne
de meilleurs résultats en termes de compliance. Le choix de la répartition initiale impacte
donc fortement la convergence de l’algorithme GC-MMA qui aura tendance à converger vers
le minimum local (faisable) le plus proche du point de départ.

• Le nombre de PC et le degré des fonctions de base affectent la taille du support local et
imposent ainsi une condition sur l’épaisseur minimale des branches topologiques. En effet,
plus le degré des fonctions de base est faible et plus le nombre de PC est élevé, plus petit
sera l’épaisseur des branches topologiques. On remarque ainsi dans les Figs. 6.6 et 6.7 que
les résultats dont le nombre de PC est important (et le degré faible) sont composés de fines
branches topologiques. Le diamètre des branches topologiques est un paramètre important à
prendre en compte lors des optimisations multi-échelles car les topologies optimisées doivent
tenir compte des limites techniques des procédés de FA, en particulier dans le cadre d’une
OT multi-échelle/multi-matériau. Comme expliqué dans [16], un des avantages principaux
dérivant de l’utilisation des hypersurfaces NURBS est lié à la propriété de support local qui
établit un filtre implicite sur les CG et CT utilisés pour les diverses phases matériau. Plus
précisément, en choisissant proprement le nombre de PC et les degrés des polynômes de
Bernstein [16] il est possible de satisfaire la condition sur l’épaisseur minimale sans introduire
une contrainte explicite dans la formulation du problème d’OT.

• Les solutions NURBS donnent des meilleurs résultats en termes de fonction objectif que les
entités B-spline, pour un nombre de PC et des degrés de fonctions de base égaux.

Influence de la fraction volumique de chaque matériau et du nombre de matériaux sur
la solution optimale

Un autre aspect à prendre en compte dans ces calculs est la fraction volumique imposée à
chaque matériau lors de l’optimisation. En effet, comme présenté dans la section 6.3, une fonction
contrainte est imposée sur le volume de chacun des matériaux. Les matériaux n’ayant pas la même
rigidité, les résultats seront donc fortement modifiés en considérant des fractions volumiques impo-
sées différentes. La Fig. 6.10 présente les résultats des calculs pour les entités B-spline et NURBS
en considérant l’ensemble des fractions volumiques détaillées dans le Tableau. 6.2. Ces analyses ont
été réalisées un utilisant des entités B-spline et NURBS caractérisées par des fonctions de base de
degrés 2 et par un nombre de PC égal à 1296. Pour chaque calcul, la solution initiale est caractérisée
par des CT initiaux compposés de 4 trous et respectant la contrainte sur la fraction volumique as-
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socié à chaque phase matériau. Les résultats sont donnés en termes de compliance CM et de nombre
d’itérations nécessaires pour arriver à convergence.

(a) CL2-2mat,
CM = 5369N.mm,

Niter = 198

(b) CL3-2mat,
CM = 4632N.mm,

Niter = 190

(c) CL4-2mat,
CM = 5166N.mm,

Niter = 111

(d) CL1-3mat,
CM = 4483N.mm,

Niter = 194

(e) CL2-2mat,
CM = 5710N.mm,

Niter = 190

(f) CL3-2mat,
CM = 4297N.mm,

Niter = 71

(g) CL4-2mat,
CM = 5847N.mm,

Niter = 198

(h) CL1-3mat,
CM = 4734N.mm,

Niter = 198

Figure 6.10 – BKMS1-2D - sensibilité de la solution optimale aux fractions volumiques et aux
nombre de phases matériau pour le problème (6.26) pour des solutions B-spline (a) - (d) et NURBS
(e) - (h).

Pour l’ensemble des résultats présentés dans la Fig. 6.10, la contrainte sur la fraction volumique
de chaque phase matériau est respectée et se situe à la frontière du domaine faisable, i.e. le maximum
de matière possible pour chaque matériau. A la suite des résultats présentés dans la Fig. 6.10,
certaines constatations peuvent être faites :

• Comme attendu, les résultats NURBS donnent de meilleurs résultats, en termes de fonction
objectif, que les résultats B-spline.

• Lorsque seulement deux matériaux sont considérés, les résultats donnent de meilleurs perfor-
mances, en termes de fonction objectif, lorsque la fraction volumique de M1 est plus élevée
que celle de M2. En effet, le PPNLC, résolu ici, étant un problème de minimisation de la
compliance, les meilleurs résultats sont obtenus lorsque le matériau le plus rigide possède la
fraction volumique la plus importante. Dans le cas où une fonction contrainte sur la fraction
volumique globale aurait été utilisée, i.e. une fonction contrainte qui serait composée de la
somme des fractions volumiques des deux matériaux, le matériau le moins rigide disparaîtrait
totalement de la solution finale pour privilégier M1 qui est le matériau le plus rigide.

• Le CNLPP peut aussi être résolu en utilisant 3 matériaux comme le montre les résultats (d)
et (h) de la Fig. 6.10. Compte tenu de la valeur des fractions volumiques de chaque matériau
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listées dans le Tableau 6.2, la solution optimale montre des performances proches de celle
du cas CL3-2mat, malgré une fraction volumique inférieure associée aux deux phases plus
rigides, i.e. les matériaux 1 et 3 dans le Tableau 6.1.

6.4.3 BKMS2-2D : résultats

L’influence des sollicitations mécaniques appliquées à l’échelle macroscopique sur la répartition
optimale des phases matériau dans le VER est étudiée ici en considérant différents cas de chargement
appliqués à la structure. En particulier, les combinaisons de forces détaillées dans le Tableau. 6.3
sont appliquées à la structure. L’ensemble des problèmes a été résolu en considérant des entités
B-Spline et NURBS définies par un nombre de PC nCP = 35 × 35 et de degrés p1 = p2 = 2. La
valeur de la pseudo-densité au PC a été initialisée en considérant la solution initiale avec 1 et 4
trous comme illustré dans la Fig. 6.3 Pour l’ensemble des calculs présentés dans cette section, les
matériaux M1 et M3 du Tableau 6.1 ont été utilisés dont les fractions volumiques apparaissant
dans l’Eq. (6.26) sont fixées à γ1 = γ2 = 0.2, ce qui correspond au cas CL5-2mat du Tableau 6.2.

Les résultats sont comparés par rapport à plusieurs critères : (1) la valeur de la fonction objectif
finale ; (2) le nombre d’itérations pour atteindre la convergence ; (3) les constantes élastiques du
matériau homogène équivalent à l’échelle macroscopique calculées à partir de l’inverse du tenseur
d’élasticité. Pour l’ensemble des résultats, la condition sur la fraction volumique de chaque matériau
est respectée et se situe à la frontière du domaine finale faisable. Les résultats sont donnés dans
les Figs. 6.11 et 6.12 pour le cas Nh = 4 et Nh = 1, respectivement. Le Tableau 6.4 présente les
constantes élastiques du matériau homogénéisé à l’échelle macroscopique pour chaque cas étudié.

Table 6.4 – Synthèse propriétés mécaniques matériaux homogénéisés BKMS2-2D - résultats Figure
6.11

Constantes élastiques CC1 CC2 CC3
B-spline NURBS B-spline NURBS B-spline NURBS

EM1 (MPa) 31410 37271 9039 15489 15172 27197
EM2 (MPa) 7176 13466 31906 38231 15181 27197
GM12 (MPa) 2107 2019 1714 1672 3026 1204

νM12 0.08 0.07 0.26 0.14 0.23 0.11

Table 6.5 – Synthèse propriétés mécaniques matériaux homogénéisés BKMS2-2D - résultats Figure
6.12

Constantes élastiques CC1 CC2 CC3
B-spline NURBS B-spline NURBS B-spline NURBS

EM1 (MPa) 37546 40625 12418 15871 21120 28941
EM2 (MPa) 11126 11131 37373 39871 21120 28941
GM12 (MPa) 2341 2903 2207 2300 1492 1516

νM12 0.07 0.08 0.20 0.20 0.18 0.13

À partir des résultats présentés dans la Fig. 6.11 et dans la Tableau 6.4, plusieurs remarques
peuvent être faites :

• Les conditions de chargement à l’échelle macroscopique ont une très forte influence sur la
répartition optimale des matériaux dans le VER à l’échelle inférieure. En effet, comme on
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(a) CC1,
CM = 57N.mm,

Niter = 71

(b) CC2,
CM = 57N.mm,

Niter = 188

(c) CC3,
CM = 67N.mm,

Niter = 199

(d) CC1,
CM = 49N.mm,

Niter = 193

(e) CC2,
CM = 50N.mm,

Niter = 131

(f) CC3,
CM = 55N.mm,

Niter = 195

Figure 6.11 – BKMS2-2D : sensibilité de la topologie optimale aux sollicitations extèrieures ma-
croscopiques - initialisation avec Nh = 4 trous ; solutions B-spline (a) - (c) et NURBS (d) - (f)

peut le voir sur la Fig. 6.11, les topologies finales ont des formes très différentes suivant les
conditions de chargement utilisées. En particulier, les topologies évoluent dans le but d’opti-
miser les réponses élastiques macroscopiques du matériau homogène équivalent. La matrice
CM , qui dépend des topologies optimisées, évolue de manière à trouver les propriétés élas-
tiques qui permettent à la structure de supporter le plus efficacement possible les conditions
de chargement. En effet, sur l’ensemble des résultats obtenus dans les Figs. 6.11 et 6.12, les
phases matériaux se répartissent de manière à ce que les branches topologiques soient plus
épaisses dans le sens d’application de l’effort et elles se composent principalement du maté-
riau le plus rigide, i.e. le matériau 3. Le matériau le moins rigide sert, quant à lui, à relier
les branches topologiques entre elles et à assurer une bonne cohésion structurelle. De plus,
en considérant de plus près le Tableau 6.4, on remarque que les cas CC1 et CC2 présentent
un comportement orthotrope dont l’axe d’orthotropie principal est orienté, respectivement,
suivant les axes xM1 et xM2, i.e. suivant les axes d’applications des conditions de chargement.
Dans le cas CC3, i.e. lorsque FM1 = FM2, la topologie finale se démarque par une symétrie
du ”carrée“, c’est-à-dire que EM1 ≈ EM2 sans pour autant avoir un comportement isotrope
puisque GM12 ̸= EM1

2(1 + νM12) . Ces constatations sont valables aussi bien pour les entités
B-Splines que pour les entités NURBS.

• Le choix de la solution initiale est visible sur le résultat final des calculs d’OT ulti-échelle/multi-
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(a) CC1,
CM = 48N.mm,

Niter = 116

(b) CC2,
CM = 47N.mm,

Niter = 90

(c) CC3,
CM = 60N.mm,

Niter = 130

(d) CC1,
CM = 43N.mm,

Niter = 96

(e) CC2,
CM = 44N.mm,

Niter = 70

(f) CC3,
CM = 48N.mm,

Niter = 133

Figure 6.12 – BKMS2-2D : sensibilité de la topologie optimale aux sollicitations extèrieures ma-
croscopiques - initialisation avec Nh = 1 trou ; solutions B-spline (a) - (c) et NURBS (d) - (f)

matériau. En effet, en analysant les Figs. 6.11 et 6.12, on remarque que les résultats ont des
topologies similaires aux solutions initiales.

• Les résultats NURBS ont donnés des propriétés élastiques du matériau homogénéisé meilleures
dans l’ensemble des directions que les résultats B-Spline. En effet, à conditions de chargement
équivalentes, les modules EM1, EM2 et GM12 sont systématiquement plus élevées sur le ré-
sultat NURBS que sur le résultat B-Spline. Ce constat n’est pas valable pour le coefficient de
Poisson νM12 qui est équivalent entre les deux modélisations.

6.4.4 Cas d’études 3D

Le troisième cas d’étude (BKMS3-3D) traite de l’OT d’une structure parallélépipédique telle
que détaillée dans la Fig. 6.13.

Le parallélépipède est défini à l’échelle macroscopique tel que : aM1 = aM3 = 100 mm et
aM2 = 80 mm. La structure est maillée avec des éléments SOLID185 (8 nœuds, 3 degrés de liberté
par nœud, intégration réduite), de taille 10mm pour un nombre total d’éléments : NMe = 800. De
plus, la structure est encastrée aux nœuds A, B, C et D (non visible sur la figure) correspondant
aux quatre coins de la face inférieure. Comme montré sur la Fig. 6.13, le BKMS3-3D est résolu en
considérant deux conditions de chargement différentes appliquées sur les nœuds E, F, G, H : (a) un
chargement en traction simple ; (b) un chargement en cisaillement. La valeur de la force appliquée
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(a) CC1-3D : Traction simple (b) CC2-3D : Cisaillement

Figure 6.13 – BKMS3-3D : Géométrie et conditions de chargement

sur chacun des nœuds E, F, G, et H est P = 300 N .
À l’échelle inférieure, le VER est défini tel que : Lmi = 0.1 mm, i = 1, 2, 3. La taille du VER

a été choisie de manière à répéter plus de 10 fois le VER dans les différentes directions à l’échelle
macroscopique. Le VER a été maillé avec Nme = 8000 éléments SOLID185.

Les calculs sont réalisés avec les modèles B-Spline et NURBS en considérant n1 = n2 = n3 = 17,
soit 5832 PC et en prenant comme degré des fonctions de base p1 = p2 = p3 = 2.

Pour les deux conditions de chargement, l’Eq. (6.26) a été résolue en considérant différentes
valeurs de fractions volumiques, détaillées dans le Tab. 6.6, pour chaque matériau.

Table 6.6 – Fractions volumiques BKMS3-3D

γ1 γ2 γ3
CL1-2mat 0.2 0.2 0
CL2-2mat 0.3 0.1 0
CL3-2mat 0.1 0.3 0
CL1-3mat 0.15 0.15 0.1

Ainsi, pour chaque cas étudié, la fraction volumique totale est γm = ∑Nmat
j=1 γmj = 0.4.

Le Tableau 6.7 montre les topologies optimisées pour les cas NURBS et B-Spline lorsque la
structure macroscopique est soumise à différents cas de chargement en considérant le cas avec 2
matériaux, i.e. les matériaux M1 et M2 du Tableau 6.1, avec des fractions volumiques correspondant
au cas CL1-2mat du Tableau 6.6. Ces résultats ont été obtenus en considérant une solution initiale
caractérisée par Nh = 64 trous respectant les fractions volumiques de chaque phase matériau. Les
résultats sont donnés en termes de compliance macroscopique finale, CM , et en nombre d’itérations
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Table 6.7 – BK3-3D : topologies optimisées pour différents cas de chargement

CC1-3D CC2-3D
B

-s
pl

in
e

CM = 142N.mm, Niter = 71, CM = 220N.mm, Niter = 90,

N
U

R
B

S

CM = 107N.mm, Niter = 99, CM = 153N.mm, Niter = 100,

Table 6.8 – Synthèse propriétés mécaniques matériaux homogénéisés BKMS3-3D

Constantes élastiques CC1-3D CC2-3D
B-spline NURBS B-spline NURBS

EM1 (MPa) 2248 2440 16241 23868
EM2 (MPa) 22404 28885 12014 14752
EM3 (MPa) 2246 2440 16240 23869
GM12 (MPa) 4609 6210 2470 3108
GM13 (MPa) 6291 8120 4284 7052
GM13 (MPa) 4609 6210 2470 3108

νM12 0.32 0.32 0.14 0.13
νM13 0.83 0.86 0.23 0.21
νM23 0.03 0.03 0.19 0.21
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Table 6.9 – BK3-3D : topologies optimisées pour différentes fractions volumiques imposées aux
phases matériau

CL2-2mat CL3-2mat CL1-3mat

B
-s

pl
in

e

CM = 140N.mm, Niter = 85, CM = 153N.mm, Niter = 83, CM = 142N.mm, Niter = 86,

N
U

R
B

S

CM = 115N.mm, Niter = 99, CM = 118N.mm, Niter = 85, CM = 106N.mm, Niter = 94,

pour parvenir à convergence. Le Tableau 6.8 détaille les constantes élastiques du matériau homogène
équivalent à l’échelle macroscopique pour ces deux cas de chargement. De plus, le Tableau 6.9
présente les topologies optimisées en considérant différentes fractions volumiques γi, (i = 1, 2, 3),
lorsque la structure macroscopique est soumise à un chargement de traction, CC1-3D. Pour tous les
calculs, les contraintes sur les fractions volumiques des différentes phases matériau ont été respectées
et se situent sur la frontière du domaine faisable.

À la suite de ces calculs, les remarques suivantes peuvent être faites :

• Sur l’ensemble des résultats présentés dans les Tableaux 6.7 et 6.9, les résultats NURBS ont
donnés de meilleurs résultats en termes de fonction objectif que les résultats B-Splines.

• Comme le montre le Tableau 6.7, les conditions de chargement à l’échelle macroscopique ont
une grande influence sur la topologie optimisée du VER. En effet, dans le but de supporter
efficacement les charges appliquées à l’échelle macroscopique et de minimiser CM , la topologie
du VER évolue de manière à optimiser les réponses élastiques du matériau homogénéisé. En
conséquence, pour le cas de chargement CC1-3D, la topologie optimisée du VER présente
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un comportement macroscopique orthotrope dont la direction principale d’orthotropie cor-
respond à la direction d’application de l’effort de traction, i.e. l’axe xM2. Ainsi, les modules
d’Young EM1 et EM2, les modules de cisaillement GM12 et GM23 sont égaux. Cependant le
matériau ne présente pas un comportement isotropique transverse car GM13 ̸= EM1

2(νM13 + 1) .
Pour le cas de chargement CC2-3D, le tenseur d’élasticité présente un comportement ortho-
trope mais caractérisé pas des valeurs de module d’Young EM1 et EM3 supérieures à EM2,
ce qui implique que la direction d’orthotropie principale n’est plus suivant la direction xM2.
Le module de cisaillement GM13 présente également une valeur plus élevée que les modules
GM12 et GM23 dans le but de supporter l’effort de cisaillement appliqué à l’échelle macro-
scopique dans le plan orthogonal à l’axe xM2 : dans ce cas, la topologie optimale du VER
est caractérisée par une configuration de type profil à parois minces avec le matériau plus
rigide (M1) localisé sur la frontière et reparti dans un volume fermé (afin de maximiser le
flux des contraintes de cisaillement et donc la raideur en torsion du VER). De plus, à l’image
des constations faites pour les résultats 2D, les modèles NURBS donnent des topologies op-
timisées qui permettent d’avoir de meilleures réponses élastiques du matériau homogénéisé
à l’échelle macroscopique. En effet, les modules d’Young suivant les trois directions d’ortho-
tropie et les trois modules de cisaillement sont toujours supérieurs dans le cas NURBS que
B-Spline, à conditions de chargement équivalent.

6.5 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, une approche d’optimisation topologique multi-échelle/multi-matériau a été
développée pour concevoir des structures architecturées composées de plusieurs phases matériau
dans le cadre d’un algorithme innovant basé sur les entités NURBS. En particulier, l’approche
étudiée considère des variables topologiques définies uniquement à l’échelle du VER, tandis que
les réponses physiques sont considérées aussi bien à l’échelle macroscopique qu’à celle du VER. De
plus, cette étude intègre les caractéristiques d’une approche multi-matériau basée sur la superpo-
sition des descripteurs topologiques définies pour chacune des phases matériau. Ainsi, l’approche
proposée est basée sur une combinaison des hyper-surfaces NURBS, de la méthode EF classique,
de la méthode d’homogénéisation SEHM et de la méthode d’interpolation multi-matériau N-MMI
sans l’introduction de filtre pour régulariser ni les descripteurs géométriques ni ceux topologiques
associées aux diverses phases.

Certains aspects de la méthode peuvent être mis en avant :

• La théorie des hypersurfaces NURBS apporte différents avantages : (a) La propriété du sup-
port local des entités NURBS créé une relation implicite entre les éléments du maillage adja-
cents ; (b) le nombre de variables d’optimisation ne dépend pas du nombre d’éléments utilisés
dans le modèle EF. En effet, il dépend du nombre de PC utilisés pour décrire correctement
l’entité NURBS et du nombre de phases matériau et est donc réduit par rapport à une ap-
proche SIMP classique.

• Le rôle des poids des PC NURBS a été identifié. Ainsi, les valeurs de fonction objectif finales
en considérant un modèle NURBS sont généralement meilleures que pour les entités B-Splines
(à nombre de PC et degrés des fonctions de base équivalents).

• Une analyse de sensibilité de la distribution optimale des matériaux dans le VER aux pa-
ramètres entiers des entités NURBS utilisées pour décrire les CG des phases a été réalisée.
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Contrairement aux problèmes mono-échelle présentés dans les chapitres précédents, les ré-
sultats semblent satisfaire approximativement la tendance globale observée dans les travaux
précédents [173].

• L’influence de la répartition de densité initiale a également été considérée. En effet, le problème
multi-échelle/multi-matériau étant fortement non-convexe, différents minima locaux existent.
C’est pourquoi, le choix du point de départ de l’OT doit être soigneusement choisi et il est
conseillé de lancer plusieurs calculs d’optimisation en prenant des points de départ différents
dans le but de trouver le minimum local permettant d’avoir la répartition des phases matériau
à l’intérieur du VER présentant les meilleurs propriétés en termes de tenseur d’élasticité du
matériau homogène équivalent et de compliance macroscopique.

• Les conditions de chargement macroscopique affectent fortement la topologie du VER. En
particulier, la topologie évolue dans le but de supporter les efforts appliqués à la structure
macroscopqiue. Ainsi, les réponses élastiques sont meilleures dans les directions d’applications
des efforts que dans les directions non sollicitées.

• L’utilisation d’une approche multi-matériau permet d’obtenir des solutions radicalement dif-
férentes en fonction des fractions volumiques imposées à chaque matériau. Bien évidemment,
cette approche ne montre pas tout son intérêt sur un simple problème de minimisation de la
compliance macroscopique soumis à une contrainte sur le volume global des matériaux où la
solution optimale consiste à répartir le plus de matière possible en ne conservant uniquement
le matériau le plus rigide. Cependant, l’approche développée a permis d’obtenir des résultats
concrets en utilisant 2 à 3 matériaux dans le processus d’OT et a montré la possibilité d’uti-
liser cette approche en considérant des fonctions objectif et/ou contrainte ne nécéssitant pas
les mêmes caractéristiques matériau pour être optimal.

• Comme discuté dans [118, 119] la variante de la méthode SEHM basée sur l’énergie de défor-
mation élastique des éléments (et non pas sur les contraintes moyennes) a permis d’obtenir
de meilleures performances en termes de coût de calcul, puisque un nombre réduit de calculs
est nécessaire pour parvenir à l’homogénéisation du matériau et au calcul du gradient du
tenseur d’élasticité par rapport aux variables d’optimisation caractérisant le CG de chacune
des phases matériau.

• La contrainte de fabrication liée à l’épaisseur minimale est correctement prise en compte,
sans qu’il soit nécessaire d’introduire une contrainte d’optimisation explicite. En effet, une
telle contrainte technologique est gérée en contrôlant la valeur des degrés des polynômes de
Bernstein et le nombre de points de contrôle de l’entité NURBS liés au descripteur géométrique
de chaque phase matériau [16].

L’ensemble des travaux montrés dans ce chapitre est loin de traiter l’ensemble des probléma-
tiques liées à l’OT multi-échelle/multi-matériau. Premièrement, la méthode peut être adaptée de
manière à optimiser la topologie de la structure aux deux échelles, c’est-à-dire à la fois la topologie
du VER à l’échelle mésoscopique et la topologie de la structure à l’échelle macroscopique. Pour
cela, une entité NURBS doit être définie à l’échelle macrscopique dans le but de définir la topolo-
gie de la structure à cette échelle. Ainsi, la relation entre les variables d’optimisations des entités
NURBS à l’échelle du VER et de l’entité définie à l’échelle macroscopique doit être soigneusement
étudiée dans le but de statisfaire les conditions de la méthode d’homogénéisation. Deuxièmement,
des conditions liées aux procédés d’impression des structures architecturées multi-matériau, doivent
être pris en compte, telles que les angles de surplombs, les rayons de courbure.... Troisièmement, la
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méthode pourrait être généralisée ultérieurement afin d’obtenir des structures architecturées multi-
matériau composées de VER différents dans chaque sous-région définie au préalable à l’échelle
macroscopique. Dans ce contexte, des conditions de raccordement (ou liaison) entre VER à to-
pologie différente doivent être pertinemment formalisées et intégrées dans la méthode d’OT. De
plus, la méthode d’OT multi-échelle multi-matériau devrait être adaptée et appliquée à des pro-
blèmes multi-physique où la présence de plusieurs matériaux a un réel intérêt afin de maximiser,
simultanément, plusieurs propriétés de nature différente, telles que la raideur, l’amortissement, la
capacité d’absorption de chocs, la conductivité thermique, la conductivité électrique, la furtivité
électromagnétique, etc. Finalement une application intéressante de la méthode proposée porte sur
la conception de matériaux architecturés à propriétés extrêmes : par exemple, des matériaux ayant
des coefficients de Poisson négatifs, des coefficients de dilatation thermique nuls ou négatifs, etc.



Chapitre 7

Conception de métamatériaux
auxétiques multi-matériau

7.1 Introduction

Les métamatériaux constituent une classe particulière de matériaux qui présente des propriétés
peu communes, telles qu’une absorption sonore maximale, un coefficient de dilatation thermique
nul ou négatif, une compressibilité statique maximale ou encore un coefficient de Poisson négatif.
Ces propriétés particulières en font une catégorie de matériaux de plus en plus au centre des
intérêts des industries de pointe tel que l’aérospatial, le militaire, le médical... Dans ce chapitre, le
développement d’une méthode d’OT basée sur la méthode NURBS-based-SIMP sera détaillée pour
obtenir des métamatériaux auxétiques, c’est à dire des matériaux aux coefficients de Poisson négatifs
(NPR) de l’anglais negative Poisson’s ratio.. Le coefficient de Poisson d’un matériau permet de
caractériser la contraction de la matière dans le plan orthogonal à l’effort appliqué. Mécaniquement
parlant, cela signifie que lorsqu’un effort de traction est appliqué sur un matériau auxétique, celui-
ci aura tendance à s’étendre dans le plan orthogonal à la direction de l’effort. Au contraire, si un
effort de compression est appliqué sur le matériau, celui-ci se comprimera également dans le plan
orthogonal, comme montré dans la Fig. 7.1.

Figure 7.1 – Comportement d’un matériau auxétique

Pour pouvoir obtenir des matériaux auxétiques, il est nécessaire de travailler sur la définition
du matériau à l’échelle inférieure. À l’image de l’optimisation multi-échelle décrite dans le chapitre
précédent, les propriétés du matériau à l’échelle macroscopique seront déterminées en modifiant la
topologie du VER définie à l’échelle inférieure. En particulier, les composantes du tenseur d’élasticité
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CM déterminées suite à l’homogénéisation seront optimisées de manière à obtenir des coefficients
de Poisson négatifs.

Dans ce chapitre, plusieurs aspects seront pris en compte :

1. Comment formuler le problème de la conception des méta-matériaux auxétiques dans le cadre
de la méthode NURBS-based-SIMP ?

2. Est-il possible de concevoir des métamatériaux avec des coefficients de Poisson négatifs dont
le volume élémentaire serait défini par un seul matériau ?

3. Est-il possible de généraliser l’approche au cas de métamatériaux composés par plusieurs
phases matériau ?

La contribution de ce chapitre se divise en plusieurs points. Premièrement, le gradient de la
fonction de coût traduisant le comportement auxétique par rapport aux variables d’optimisation
sera dérivé dans le cadre de la méthode NURBS-based-SIMP et dans le contexte le plus général
possible en tirant avantage des propriétés des entités NURBS, dans les cas monomatériau et multi-
matériau. Deuxièmement, une analyse de sensibilité approfondie étudiant l’impact de la fraction
volumique du VER et celui des coefficients intervenant dans la formulation de la fonction objecif
sur la solution optimale sera réalisée.

7.2 Définition du problème d’optimisation

Comme expliqué précédemment, pour obtenir des matériaux auxétiques, il est nécessaire de
définir de manière précise la topologie du VER à l’échelle inférieure pour influer sur les caracté-
ristiques du matériau à l’échelle macroscopique. Le lien entre les deux échelles est réalisé par la
méthode d’homogénéisation basée sur l’énergie de déformation présentée au chapitre 6. Comme
expliqué dans le chapitre précédent, les méthodes d’homogénéisation visent à remplacer à l’échelle
macroscopique le milieu hétérogène par un matériau homogène anisotrope équivalent. En effet, la
méthode d’homogénéisation permet de déterminer le tenseur d’élasticité CM définissant les pro-
priétés élastiques du matériau à l’échelle supérieure. Dans cette étude, la SEHM détaillée dans la
section 6.2 sera utilisée. Pour rappel, cette méthode se base sur le principe que l’énergie de déforma-
tion du milieu hétérogène est la même que celle du matériau homogène équivalent. Les coefficients
du tenseur d’élasticité sont alors déterminés à l’aide de l’Eq. (6.4).

Les coefficients de Poisson du matériau homogénéisé peuvent être déterminés à partir de la
matrice de souplesse qui est définie comme étant l’inverse du tenseur d’élasticité :

SM := (CM )−1, (7.1)

Pour un matériau anisotrope [174], les coefficients de Poisson peuvent être définis à partir des
composantes de la matrice SM et des modules d’Young comme suit :

SMij := −νMji

EMj
, SMjj := 1

EMj
, ⇒ νMji = −SMij

SMjj
, i, j = 1, 2, 3, i ̸= j. (7.2)

Dans le cas le plus général il est possible de définir six coefficients de Poisson. Cependant, a cause
des symétries majeures des tenseurs CM et SM , il est possible de définir les relations de réciprocité
suivantes :

νMji

EMj
= νMij

EMi
, i, j = 1, 2, 3, i ̸= j, (7.3)
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ainsi le nombre de coefficients de Poisson indépendants est réduit à trois.
A partir de l’Eq. (7.2) et de la relation entre les matrices CM et SM il est possible de prouver

qu’une condition suffisante pour obtenir des coéfficients de Poisson négatifs est :

CMij ≤ 0,∀i, j = 1, 2, 3, i ̸= j. (7.4)

Comme expliqué dans le Chapitre 2, il existe de nombreux travaux sur l’OT permettant d’obtenir
des matériaux auxétiques. Si les techniques sont souvent diverses, elles se basent globalement sur
une méthode commune : la minimisation d’une fonction de coût faisant intervenir les coefficients
hors diagonales du tenseur CM . En effet, la définition de la fonction objectif permettant d’obtenir
des méta-matériaux auxétiques dépend de l’objectif souhaité lors de l’optimisation. Dans le cas
où des propriétés cibles du méta-matériau sont imposées, il est préférable d’utiliser la méthode
développée par Vogziatis [133]. Cette méthode consiste à définir un tenseur d’élasticité cible C∗

M

et de minimiser la distance entre ce tenseur et le tenseur homogénéisé CM au sens des moindres
carrés ; ainsi la fonction d’optimisation est définie telle que :

fNPR−1 := 1
2

d∑
i,j=1

wij(CMij − C∗
Mij)2, (7.5)

où d est la dimension du problème considéré (2D ou 3D) et wij est le poids associé à la composante
CMij . Cependant, cette formulation est caractérisée par deux inconvénients. Premièrement, il n’est
pas garanti, à priori, que la valeur des composants cibles du tenseur d’élasticité macroscopique
définies par l’utilisateur puissent correspondre à un matériau effectivement réalisable avec les des-
cripteurs topologiques définis à l’échelle inférieure. Deuxièmement, cette formulation est souvent
limitée à des tenseurs cibles présentant une symétrie élastique précise (isotropie, syngonye cubique,
isotropie transverse, orthotropie, etc.) et exclue la possibilité d’analyser la convergence de l’algo-
rithme vers une symétrie élastique optimale pour des valeurs de coefficients de Poisson données.
En d’autres termes, avec cette formulation il n’est pas possible de répondre à la question suivante :
quelle est la symétrie élastique optimale du tenseur d’élasticité macroscopique (correspondant à
un arrangement optimal des phases matériau constituant le VER à l’échelle inférieure) permettant
d’atteindre des valeurs minimales des coefficients de Poisson tout en garantissant certaines valeurs
des modules de cisaillement et des modules de Young ?

Une réponse partielle à cette interrogation est donnée dans [125] dont les auteurs proposent
une deuxième méthode consistant à réaliser une combinaison linéaire des termes du tenseur CM

tel que :

fNPR−2 :=
d∑

i,j=1,i ̸=i

CMij − α(
d∑

i,j=1,i=j

CMij), (7.6)

où α est un paramètre constant permettant de réguler l’impact des coefficients diagonaux lié aux
modules de Young Ei sur la fonction d’optimisation. Généralement, α ∈ [0.01, 0.05]. La formulation,
détaillée dans l’Eq. (7.6) apporte un avantage : elle permet de minimiser les termes hors-diagonales
tout en maximisant les termes diagonaux liés au modules de Young. Cela permet ainsi d’obtenir
des propriétés tel qu’un coefficient de Poisson négatif tout en assurant une bonne rigidité de la
structure au moins le long des trois axes du VER. Néanmoins, en considérant cette formulation, les
raideurs liées au modules de cisaillement CMii, i = 4, 5, 6 ne sont pas pris en compte lors du calcul
d’optimisation. Ces termes s’avèrent important surtout dans les applications nécessitant l’utilisa-
tion de méta-matériaux utilisés en tant que âme d’un panneau sandwich ou pour les applications
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comportant l’absorption de chocs et/ou l’amélioration de l’amortissement des vibrations sur une
plage de fréquences donnée. L’Eq. (7.6) peut ainsi être ainsi généralisée en incluant ces coefficients :

fNPR := 2
d∑

i=1

d∑
j=i+1

CMij − α

(
d∑

k=1
CMkk + β

6∑
k=s

CMkk

)
, (7.7)

avec d = 2 dans un cas 2D et d = 3 dans un cas 3D , s = 6 en 2D et s = 4 en 3D. Dans la formule
précédente, le coefficient α est utilisé comme facteur de pondération agissant sur les termes de la
matrice CM liés aux modules de Young et à ceux de cisaillement. Le coefficient β peut prendre les
valeurs 1 ou 0 permettant, ainsi, d’inclure ou pas les termes liés au modules de cisaillement dans la
formulation de la fonction objectif. Contrairement à l’Eq. (7.5), les Eqs. (7.6) et (7.7) permettent
une exploration du domaine faisable plus libre. En effet, elles ne contraignent pas l’OT à converger
vers une solution définie au préalable par l’utilisateur mais permettent d’explorer le domaine de
conception et ainsi trouver plusieurs minima locaux (sous condition d’utiliser différents points de
départ). De plus, l’une des limites de la méthode donnée par l’Eq. (7.5) réside dans le fait que,
dans un cas totalement anisotrope, les valeurs cibles des composants du tenseur C∗

M définies aux
préalable par l’utilisateur, peuvent représenter une solution qui n’appartient pas au domaine de
faisabilité thermodynamique du tenseur d’élasticité macroscopique (i.e., le tenseur doit être défini
positif) [174].

La fonction objectif définie dans l’Eq. (7.7) sera considérée dans la suite dans le cadre de la
méthode d’optimisation basée sur les hypersurfaces NURBS. Lorsque le VER est constitué par
une seule phase matériau, il n’y a plus distinction entre descripteur géométrique et descripteur
topologique (voir chapitre 6) et l’entité NURBS décrit directement la topologie du VER. Pour un
méta-matériau constitué d’une seule phase matériau le problème est formulé comme suit :

min
ξ1,ξ2

fNPR, s.t. :



K̂mûm = f̂m,

gc := Vm

Vmref
− γc ≤ 0,

ξ1k ∈ [ρmin, ρmax], ξ2k ∈ [ωmin, ωmax],

∀k = 1, ..., nCP.

(7.8)

avec γc la fraction volumique imposée à la phase matériau, Vmref = VVER le volume de référence du
VER, ξ1k et ξ2k les variables d’optimisation correspondant à la valeur de la pseudo-densité aux PC
et à leurs poids, respectivement. ρmin, ρmax et ωmin, ωmax sont les bornes inférieure et supérieure
des variables d’optimisation.

Pour le cas d’un VER constitué de plusieurs phases matériau, le CNLPP s’écrit :

min
ξ1,j ,ξ2,j

fNPR, s.t. :



K̂mûm = f̂m,

gj := Vmj

Vmref
− γmj ≤ 0, j = 1, ..., Nmat,

ξ1jk ∈ [ρmin, ρmax], ξ2jk ∈ [ωmin, ωmax],

∀k = 1, ..., nCP,

(7.9)

avec γmj la fraction volumique occupée par la phase matériau j.
Le calcul d’optimisation étant réalisé au moyen d’un algorithme au gradient, l’expression for-

melle du gradient de la fonction fNPR doit être dérivée et implémentée dans l’algorithme SANTO.
Considérons la proposition suivante :
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Proposition 7.2.1 Le gradient de la fonction fNPR par rapport aux variables de définition des
entités NURBS dans le cas d’un VER mono-matériau s’écrit :

∂fNPR
∂ξik

= 2∑N
q=1

∑N
r=q+1

∂CMqr

∂ξik
− α

(∑d
q=1

∂CMqq

∂ξik
+ β

∑6
q=s

∂CMqq

∂ξik

)
,

i = 1, 2, k = 1, ..., nCP

(7.10)

et pour le cas d’un VER composé par Nmat matériaux il s’écrit :

∂fNPR
∂ξijk

= 2∑d
q=1

∑d
r=q+1

∂CMqr

∂ξijk
− α

(∑d
q=1

∂CMqq

∂ξijk
+ β

∑6
q=s

∂CMqq

∂ξijk

)
,

i = 1, 2, j = 1, . . . , Nmat, k = 1, ..., nCP.

(7.11)

Dans les formules précédentes, ∂CMqr

∂ξik
, pour le cas d’un VER constitué d’une seule phase ma-

tériau, est défini tel que :

∂CMqr

∂ξik
=



1

VRVE
(
ε0

mq

)2
∑

e∈Sk

α

ρe

∂ρe

∂ξik
wme

(
ε0

mq

)
, if q = r,

1
2VRVEε0

mqε
0
mr

∑
e∈Sk

α

ρe

∂ρe

∂ξik
wme

(
ε0

mq, ε
0
mr

)
+

−
ε0

mq

2ε0
mr

∂CMqq

∂ξik
− ε0

mr

2ε0
mq

∂CMrr

∂ξik
, if q ̸= r,

(7.12)

avec wme le travail des forces internes de l’élément générique composant le VER défini comme suit

wme := fT
e ue. (7.13)

Dans le cas d’un VER composé de plusieurs phases matériau l’expression des dérivées partielles
des composantes du tenseur CM est celle donnée dans l’Eq. (6.29).

7.3 Cas d’étude

Dans ce chapitre, l’influence de plusieurs paramètres sur la topologie finale ainsi que sur les
valeurs des coefficients de Poisson trouvées en sortie de calcul d’optimisation sera étudiée. Les
résultats détaillés dans cette section porteront sur des analyses monomatériau et multi-matériau
(2 et 3 matériaux).

Les dimensions des VER utilisés dans les cas 2D et 3D sont donnés dans la Fig. 7.2 pour (a)
un cas 2D et (b) un cas 3D, avec Lmi = 2ami = 10 mm, i = 1, 2, 3.

Dans le cas 2D, le modèle EF est réalisé à l’aide d’éléments PLANE182 (quatre nœuds et 2
degrés de liberté par nœud) sous l’hypothèse des contraintes planes et en considérant une épaisseur
unitaire. Le nombre total d’éléments composant le modèle EF est Nme = 2500. Pour le cas 3D, le
modèle EF est réalisé à l’aide d’éléments SOLID185 (huit nœuds et 3 degrés de liberté par nœud).
Le nombre total d’éléments composant le modèle EF est Nme = 8000.

Dans cette section, trois matériaux sont considérés. Les propriétés des matériaux utilisés sont
données dans le Tableau 7.1.
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Figure 7.2 – Dimensions des VER pour les cas 2D et 3D

Table 7.1 – propriétés mécaniques des matériaux

Paramètres M1 M2 M3
Module d’Young Em (MPa) 10000 5000 3000
Coefficient de Poisson νm 0.3 0.3 0.3

Comme montré dans le chapitre 6, dans un cadre d’OT multi-échelle (et multi-matériau), la
topologie initiale joue un rôle majeur sur les solutions trouvées en sortie de calcul d’OT. Ainsi, de
manière à obtenir des résultats corrects en termes de valeur de fonction objectif, tout en évitant de
converger vers des minima locaux peu intéressant, différentes topologies initiales seront étudiées.
En particulier pour les cas 2D, trois topologies initiales différentes comprenant respectivement 1,
4 et 16 trous seront considérées. Les topologies initiales testées sont données dans le Tableau 7.2.
Pour les cas 3D, uniquement une topologie initiale caractérisée par Nh = 64 trous sera considérée,
voir Fig. 7.3.

Dans un second temps, l’influence du nombre de PC et du degré des fonctions de base définissant
les entités NURBS sur la configuration optimale du VER sera étudiée.

Troisièmement, l’influence de la valeur du paramètre α apparaissant dans la définition de la
fonction objectif sera analysée ainsi que les différences apportées par l’utilisation d’un coefficient β
égal à zéro ou égal à l’unité, ce qui comporte l’absence ou la présence des termes liés au modules
de cisaillement dans l’Eq. (7.7).

Enfin, l’influence des éventuelles symétries sur la répartition optimale des phases matériau dans
le VER sera analysée. Pour ce faire, deux cas seront considérés. Pour le premier cas des axes
de symétrie orthogonale (cas 2D) ou des plans de symétrie orthogonale (cas 3D) seront imposé
à xmi = ami (i = 1, 2, 3) en considérant, ainsi, un comportement orthotrope du VER. Pour le
second cas, aucune symétrie ne sera imposée pendant l’optimisation afin d’obtenir un comportement
complètement anisotrope du VER.

Pour l’ensemble des résultats présentés dans ce chapitre, les fractions volumiques imposées
à chaque matériau sont définies de manière à obtenir une fraction volumique totale γm = 0.4.
Ainsi, pour un calcul à deux matériaux, les fractions volumiques imposées aux deux matériaux sont
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choisies telles que : γmj = 0.2, j = 1, 2. Pour les calculs considérant trois matériaux, les fractions
volumiques sont définies telles que : γmj = 0.15, j = 1, 2 et γm3 = 0.1.

Table 7.2 – Définition des topologies initiales pour le modèle 2D

(a) Nh = 1 (b) Nh = 4 (c) Nh = 16

Figure 7.3 – Topologie initiale cas d’étude 3D

Les bornes inférieure et supérieure des variables d’optimisation sont fixées à : ρmin = 10−3

et ρmax = 1 pour la pseudo-densité aux PC et ωmin = 0.5 et ωmax = 10 pour les poids. De
plus, les vecteurs de nœuds définis dans l’Eq. (3.7) ont été répartis uniformement dans l’intervalle
[0, 1] pour chaque cas d’étude. Les calculs d’optimisation de ce chapitre sont obtenus à l’aide de
l’algorithme SANTO, détaillé dans le chapitre 3, dans lequel la fonction objectif de l’Eq. (7.7)
a été implémentée. Comme expliqué dans le chapitre 3, l’algorithme SANTO utilise l’algorithme
GC-MMA pour déterminer les solutions des PPNLC. De plus, les calculs statiques nécessaires à la
réalisation de l’homogénéisation sont réalisés par le logiciel ANSYS®. Les paramètres définissant le
comportement de l’algorithme GC-MMA sont détaillés dans le Tableau 4.1.

Les opérations de post-traitement des topologies optimisées sont réalisées sur le logiciel ParaView®.

7.4 Cas d’étude 2D : résultats

Dans cette section, les résultats montrant l’impact des paramètres détaillés précedemment sont
donnés. Les résultats sont donnés en termes de valeurs de la fonction objectif fNPR et de valeur de
coefficient de Poisson ν12 en sortie d’OT.
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7.4.1 Influence de la topologie initiale sur la solution optimale

Dans un premier temps, une analyse de l’influence de la topologie initiale sur la configuration
optimale du VER a été menée. Les Tableaux 7.3, 7.4 et 7.5 montrent les résultats obtenus pour les
cas considérant 1, 2 et 3 matériaux respectivement. Dans ces calculs, le comportement du matériau
homogène équivalent est défini orthotrope (donc deux axes de symétries ont été définis au préalable)
et le coefficient CM66 n’est pas pris en compte dans la définition de la fonction objectif de l’Eq.
(7.7) en utilisant un coefficient β = 0. La valeur du coefficient α utilisé dans ces simulations est
égale à 0.03. De plus, ces résultats ont été obtenus en considérant des entités B-spline et NURBS
caractérisées par le nombre de PC et les degrés suivants : nCP = 4900 et pj = 2 (j = 1, 2).

Table 7.3 – Coefficient de Poisson vs. Nh, cas mono-matériau

À partir des résultats présentés dans les Tableaux 7.3, 7.4 et 7.5, différentes remarques peuvent
être faites :

1. Dans la majorité des cas, les résultats NURBS donnent des valeurs de coefficients de Poisson
en sortie d’OT qui sont inférieures à celles données par les calculs B-splines (à l’exception
du cas bi-matériau pour Nh = 16). Cela est cohérent avec les constatations faites dans les
chapitres précédents.

2. Les topologies initiales en entrée d’OT se retrouvent sur les topologies finales. En effet, la
topologie optimale obtenue en utilisant une topologie initiale comportant un trou central,
possèdera également un trou central. Les constatations sont similaires lorsque les topologies
initiales comportent 4 trous. Pour les résultats obtenus lorsque la topologie initiale comprend
16 trous, ce motif ne se retrouve pas sur la topologie finale. Cependant, elles comprennent des
branches topologiques qui se situent dans les zones ou les trous sont présents dans le champ
de densité initial.
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Table 7.4 – Coefficient de Poisson vs. Nh, deux phases matériau

Table 7.5 – Coefficient de Poisson vs. Nh, trois phases matériau
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3. De manière générale, plus le nombre de "trous" dans la topologie initiale augmente, plus la
valeur du coefficient de Poisson trouvée à la suite du calcul d’OT sera faible. En effet, en
examinant de plus près la définition de la fonction objectif (de l’Eq. (7.7)), afin de minimi-
ser sa valeur, l’algorithme d’optimisation aura tendance à converger soit vers des solutions
minimisant la valeur du coefficient C12 soit vers des solutions maximisant les valeurs des
coefficients CM11 et CM22, soit il convergera vers la solution offrant le meilleur compromis
entre ces deux exigences contrastantes. Le second cas permettra d’obtenir des structures plus
rigides aux sollicitations axiales alors que le premier cas permettra d’obtenir des valeurs de
coefficients de Poisson plus faibles. Par exemple, lorsque la topologie initiale comporte un
seul trou central, la topologie du VER se retrouve alors avec des branches épaisses suivant les
directions xm1 et xm2 qui lui donnent une bonne raideur le long de ces axes, ce qui va ensuite
entraîner l’algorithme à privilégier l’augmentation des coefficients CM11 et CM22 plutôt que
la diminution du coefficient CM12. Cependant, lorsque le nombre de trous augmente dans la
topologie initiale, la raideur le long des axes xm1 et xm2 est moins élevée et l’algorithme aura
tendance à privilégier la diminution du coefficient CM12.

4. Les résultats présentés dans les Tableaux 7.3, 7.4 et 7.5 sont, globalement, équivalents en
termes de valeurs des coefficients de Poisson qui varient entre -0.5 et -0.75 en fonction du
nombre de trous présents dans la topologie initiale.

Pour l’ensemble des résultats présentés dans la suite de cette section, les calculs seront initialisés
en considérant des champs de densité initiaux composés de 16 trous.

7.4.2 Influence des paramètres entiers des NURBS sur la topologie optimale

Une analyse de sensibilité étudiant l’influence des paramètres de définition des entités B-Spline et
NURBS a été réalisée pour les cas mono-matériau et multi-matériau (cas bi-matériau uniquement).
En particulier, deux valeurs de degrés des fonctions de base, i.e. pj = 2, 3, et trois valeurs du nombre
de PC, i.e. nCP = 1600, 3364, 4900 sont considérés. Les Tableaux 7.6 et 7.7 montrent les courbes
donnant l’évolution de la fonction objectif et de la valeur du coefficient de Poisson en fonction du
nombre de PC, du degré des fonctions de forme et de l’entité considérée (B-Spline ou NURBS)
pour les cas mono-matériau et bi-matériau, respectivement. Dans ces calculs, le comportement du
matériau homogène équivalent est défini orthotrope et les coefficients α et β ont été choisi égaux à
0.03 et 0, respectivement.

À la suite de ces analyses, les constatations faites dans les chapitres précédents sur l’évolution de
la fonction objectif par rapport au nombre de PC ainsi que par rapport aux degrés des fonctions de
base sont retrouvées. En effet, plus le nombre de PC augmente et plus le degré diminue, meilleures
seront les performances en termes de fonction objectif. Cependant, cette évolution ne se retrouve
pas sur l’évolution de la valeur du coefficient de Poisson où il n’y a pas de tendance générale qui
émerge. Cela est dû au fait que la fonction objectif peut diminuer soit en augmentant les valeurs des
coefficients CM11 et CM22 soit en diminuant la valeur du coefficient CM12 qui aura pour conséquence
de diminuer la valeur du coefficient de Poisson.

Dans le Tableau 7.6, les résultats NURBS montrent que pour un nombre faible de PC (1600)
les valeurs des coefficients de Poisson prennent des valeurs inférieures à -1. Sur ces calculs, la
topologie du VER présente des branches topologiques épaisses dans la direction xm2 et dont la
topologie ressemble à celle des mécanismes dits souples (compliant mechanism en anglais) qui est
caractéristiques des matériaux auxétiques extrêmes (cette propriété est aussi dite super-auxétisme).

Enfin, les résultats NURBS donnent de meilleures performances en termes de fonction objectif.
De plus, les topologies finales obtenues grâce à l’utilisation des entités B-spline donnent des résultats
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Table 7.6 – Courbes d’évolution de la valeur du coefficient de Poisson et de la fonction objectif
en fonction du nombre de PC et des degrés des fonctions de base - une seule phase matériau

avec des frontières qui ne sont pas totalement lisses à cause d’un phénomène de vaguelettes qui est
fortement diminué avec l’utilisation des NURBS. C’est pourquoi, dans tous les autres résultats 2D
présentés dans cette section, seuls les entités NURBS seront utilisées.
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Table 7.7 – Courbes d’évolution de la valeur du coefficient de Poisson et de la fonction objectif
en fonction du nombre de PC et des degrés des fonctions de base - deux phases matériau

7.4.3 Influence du paramètre α sur la topologie optimale

Une campagne d’analyses numériques a été réalisée afin d’étudier l’influence du paramètre α
sur la configuration optimale du VER et l’impact sur le coefficient de Poisson mais également sur
les modules de Young du matériau homogène équivalent à l’échelle supérieure. Pour ces calculs, une
entité NURBS caractérisée par un nombre de PC nCP = 4900 et des degrés pj = 2 a été considérée.
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Le matériau homogène équivalent à l’échelle supérieure est supposé orthotrope : pour satisfaire à
cette condition la répartition des phases matériau à l’intérieur du VER est symétrique par rapport
aux axes xmj = amj (j = 1, 2). Le paramètre α varie dans l’intervalle [0.003, 0.3]. Pour ces analyses
le coefficient β est nul.

Les Tableaux 7.8, 7.9 et 7.10 présentent l’évolution des courbes de la valeur du coefficient de
Poisson par rapport à la valeur du paramètre α apparaissant dans la définition de la fonction
objectif de l’Eq. (7.7).

Table 7.8 – Coefficient de Poisson en fonction de la valeur du coefficient α en considérant un
comportement macroscopique orthotrope - cas mono-matériau

.2

À partir des résultats présentés dans les Tableaux 7.8, 7.9 et 7.10, les remarques suivantes
peuvent être faites :

1. La valeur du paramètre α a une forte influence sur la valeur du coefficient de Poisson et sur
la configuration optimale du VER. En effet, une tendance générale peut se retrouver sur les
trois familles de résultats présentées ci-dessus : plus la valeur du paramètre α est faible, plus
la valeur du coefficient de Poisson sera faible. Cette tendance était attendue car une valeur
faible de α minimise l’impact des coefficients CM11 et CM22 dans le calcul de la fonction
objectif pour privilégier la minimisation du coefficient CM12 ce qui amène à des valeurs de
coefficient de Poisson plus faibles.

2. Les configurations optimales des VER des cas mono et tri-matériau sont similaires lorsque la
valeur du paramètre α est faible. Cette topologie ne se retrouve pas dans le cas bi-matériau.
Ceci est certainement dû à la présence d’un minimum local dans le cas d’un VER composé
par deux matériaux car les coefficients de Poisson prennent des valeurs inférieures à -0.7 pour
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Table 7.9 – Coefficient de Poisson en fonction de la valeur du coefficient α en considérant un
comportement macroscopique orthotrope - cas bi-matériau

les cas mono et tri-matériau, allant même jusqu’à -0.76 pour certains calculs, alors que le
coefficient de Poisson n’est pas inférieur à -0.69 pour le cas bi-matériau.

3. Si les motifs des VER diffèrent suivant les cas étudiés, certaines caractéristiques se retrouvent
dans la grande majorité des résultats. En effet, les topologies obtenues sur l’ensemble des cas
montrent des branches topologiques plus épaisses sur la partie centrale du VER et d’autres
branches plus fines sur les extrémités (configuration de type mécanisme souple). Les premières
branches plus épaisses permettent d’obtenir une raideur plus élevée le long de l’axe xm2. Ces
caractéristiques sont une conséquence de la maximisation des coefficients CM11 et CM22 dans
la définition de la fonction objectif. Ceci montre l’efficacité de la formulation de la fonction
objectif qui permet d’obtenir des matériaux au comportement auxetique tout en conservant
raideur du matériau homogénéisé aux diverses sollicitations extérieures.

7.4.4 Influence des paramètres α et β et de l’anisotropie sur la topologie opti-
male

Une dernière campagne d’analyses numériques a été réalisée afin d’étudier l’influence du pa-
ramètre β sur la configuration optimale du VER et l’impact sur le coefficient de Poisson mais
également sur les modules de Young et sur le module de cisaillement du matériau homogène équi-
valent à l’échelle supérieure. Pour ces calculs, une entité NURBS caractérisée par un nombre de
PC nCP = 4900 et des degrés pj = 2 a été considérée. Le matériau homogène équivalent à l’échelle
supérieure est totalement anisotrope : cela signifie qu’aucune symétrie n’a été imposée à la répar-
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Table 7.10 – Coefficient de Poisson en fonction de la valeur du coefficient α en considérant un
comportement macroscopique orthotrope - cas tri-matériau

tition des phases matériau à l’intérieur du VER au cours du processus d’OT. Le paramètre α varie
dans l’intervalle [0.003, 0.3]. Pour ces analyses le coefficient β vaut 1.

Les Tableaux 7.11, 7.12 et 7.13 présentent l’évolution du coefficient de Poisson par rapport à la
valeur du paramètre α apparaissant dans la définition de la fonction objectif.

Lorsque le comportement du matériau à l’échelle macroscopique est anisotrope, il n’y a plus de
symétrie imposée à la topologie du volume élémentaire de la structure architecturée et l’ensemble
des coefficients du tenseur homogénéisé CM sont déterminés pendant le calcul d’homogénéisation.
Cependant, les résultats présentés dans les Tableaux 7.11 et 7.13 convergent dans presque tous les
cas vers des configurations de VER conservent des symétries. Cet aspect se traduit pas des valeurs
des coefficients CM16 et CM26 avec des valeurs très faibles, presque nulles, et de même signes.
Toutefois, lorsque la topologie finale du VER est composée par deux matériaux et que la valeur
du paramètre α est inférieure à 0.1, les symétries sont perdues dans la configuration optimale. On
peut constater que parmi les cinq premières configurations optimales illustrées dans le Tableau
7.12, une seule (la quatrième) est caractérisé par un comportement monoclinique (qui présente un
axe de symétrie à xm2 = am2), tandis que les autres sont totalement anisotropes. Par ailleurs, plus
le nombre de matériaux définissant la topologie du VER augmente, plus le coefficient de Poisson
diminue. Ainsi, en considérant une valeur de α = 0.003, la valeur du coefficient de Poisson est de
νM12 = −0.74 pour une configuration mono-matériau, de νM12 = −1.3 pour une configuration à
deux matériaux et atteint des valeurs de νM12 = −1.45 pour une configuration à trois matériaux.
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Table 7.11 – Coefficient de Poisson en fonction de la valeur du coefficient α en considérant un
comportement macroscopique anisotrope - cas mono-matériau

7.5 Cas d’étude 3D : résultats

Dans cette section, uniquement les résultats pour des cas mono et bi-matériau seront considérés.
Les Figs. 7.4 et 7.5 montrent les résultats du PPNLC de l’Eq. (7.7) pour une valeur de α fixée égale
à 0.05 et en considérant β = 0, 1. Ces résultats ont été obtenus en considérant une entité NURBS
caractérisée par les paramètres suivants : nCP = 5832 et pj = 2 (j = 1, 2, 3). Pour chaque résultat,
une vue globale du VER de la structure est donnée ainsi qu’une vue en coupe du VER par rapport au
plan xm1 = am1. Dans les cas bi-matériau, les phases optimisées des deux matériaux sont également
données. Le Tableau 7.14 détaille les valeurs des coefficients de Poisson des matériaux homogénéisés
des solutions finales. Pour l’ensemble des résultats, la contrainte sur les fractions volumiques des
phases matériaux sont respectées et se situent à la frontière du domaine de faisabilité.

À partir de ces résultats, plusieurs remarques peuvent être faites :

• Pour l’ensemble des résultats, les solutions finales sont définies par une frontière lisse et
correctement définie. Dans le cas bi-matériau, cela se traduit également par une interface
correctement définie entre les deux phases matériaux, comme le montre les vues en coupe des
de la Fig. 7.5.

• En regardant les valeurs des propriétés élastiques des solutions mono-matériau correspondant
aux cas β = 0 et β = 1, on remarque que le matériau homogénéisé équivalent, possède deux
plans où le coefficient de Poisson atteint la valeur minimale, i.e. νM21 ≈ νM31 ≈ −0.5 pour
β = 0 et νM13 ≈ νM23 ≈ −0.5 pour β = 1. De plus, ces plans contient l’axe le long duquel le
module de Young a la valeur plus faible, i.e. xm1 pour β = 0 et xm3 pour β = 1.
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Table 7.12 – Coefficient de Poisson en fonction de la valeur du coefficient α en considérant un
comportement macroscopique anisotrope - cas bi-matériau

• La configuration optimale du VER dans le cas bi-matériau pour β = 1 est différente des autres
solutions optimisées. La topologie finale du VER présente une symétrie centrale (correspon-
dant à une symétrie cubique) qui se retrouve dans son tenseur d’élasticité par des valeurs
quasiment égales entre les termes EM1, EM2 et EM3, ainsi qu’entre les termes GM12, GM13
et GM23 et enfin entre l’ensemble des coefficients de Poisson qui ont tous une valeur égale.

• Comme pour les solutions 2D, les meilleures performances en termes de minimisation du
coefficient de Poisson ont été obtenues pour le cas bi-matériau dans le cas β = 0. En effet, la
valeur du coefficient de Poisson lorsque le VER est composé par deux matériaux est νM12 =
−0.74 alors qu’il ne prend pas de valeur inférieure à −0.52 dans les deux cas mono-matériaux.

• L’utilisation de la formulation de la fonction d’optimisation NPR telle que définie l’Eq. (7.7)
ne se retrouve pas sur les propriétés des matériaux homogénéisés dans le cas mono-matériau.
En effet, les modules de cisaillement GM13 et GM23 ont des valeurs plus élevées dans le cas
β = 0 que dans le cas β = 1. Ce résultat n’était pas attendu car l’objectif de la fonction
définie par l’Eq. (7.7) est de minimiser les valeurs des coefficients hors-diagonales tout en
maximisant l’ensemble des coefficients diagonaux et donc en obtenant des valeurs de modules
de cisaillement maximisées. Ceci peut s’expliquer par la forte non-convexité de la fonction
objectif. En effet, les valeurs de EM1 et GM12 augmentent considérablement en passant du
cas β = 0 au cas β = 1 dû, probablement, à la présence d’un minimum local. Cette remarque
n’est plus vraie dans le cas bi-matériau. En effet, les valeurs des modules de cisaillement sont
toutes supérieures pour le matériau homogénéisé obtenu dans le cas β = 1.
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Table 7.13 – Coefficient de Poisson en fonction de la valeur du coefficient α en considérant un
comportement macroscopique anisotrope - cas tri-matériau

Table 7.14 – Coefficients de Poisson finaux des résultats Figs. 7.4 et 7.5

Constantes élastiques Cas mono-matériau Cas bi-matériaux
β = 0 β = 1 β = 0 β = 1

EM1 (MPa) 435 743 647 358
EM2 (MPa) 692 635 119 351
EM3 (MPa) 669 380 199 354
GM12 (MPa) 83 137 24 61
GM13 (MPa) 216 70 11 59
GM23 (MPa) 75 73 52 57

νM12 -0.31 -0.25 -0.74 -0.32
νM21 -0.50 -0.21 -0.14 -0.31
νM13 -0.31 -0.52 -0.68 -0.32
νM31 -0.48 -0.26 -0.21 -0.31
νM23 -0.20 -0.49 -0.15 -0.31
νM32 -0.20 -0.29 -0.25 -0.32

7.6 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, la méthode proposée dans [125] a été généralisée et implémentée dans la mé-
thode NURBS-based-SIMP dans le but d’obtenir des matériaux auxétiques. En particulier, cette
méthode se couple avec la méthode d’homogénéisation SEHM, dont les détails de l’implémenta-
tion dans la méthode NURBS-based-SIMP sont donnés dans le chapitre 6, dans le but de réduire
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(a) β = 0

(b) β = 1

Figure 7.4 – Configuration optimisée du VER dans le cas mono-matériau - α = 0.05

efficacement le nombre d’analyse pour obtenir le tenseur d’élasticité du matériau équivalent.
Certains aspects de la méthode proposée peuvent être mis en avant :

• La théorie des hypersurfaces NURBS permet d’apporter différents avantages : (a) la dimi-
nution du nombre de variables d’optimisation par rapport aux méthodes d’optimisation tra-
ditionnelles basées sur la méthode SIMP, (b) Les topologies optimisées sont définies à l’aide
d’une entité géométrique ce qui permet d’obtenir des frontières clairement définies créant
ainsi une interface propre entre les différentes phases matériau.

• Les problèmes d’optimisation multi-matériau/multi-échelle sont des problèmes fortement non
linéaires et le choix des paramètres définis en entrée d’OT joue un rôle extrêmement important
sur la convergence de l’algorithme. Ce chapitre montre l’impact de plusieurs paramètres sur
la solution finale. Ainsi, le choix de la topologie initiale est fondamental. En effet, partir d’une
solution initiale uniforme ne permet pas d’obtenir une solution finale correcte, c’est pourquoi
un nombre de trous adéquat doit être considéré dans la topologie initiale, et ce nombre influera
inévitablement la solution finale. Les résultats illustrés dans ce chapitre montrent que plus le
nombre de trous à l’itération initiale est élevé, meilleures seront les performances en termes
de valeur des coefficients de Poisson. Par ailleurs, le paramètre α défini dans l’Eq. (7.6) joue
également un rôle important sur les valeurs de coefficients de Poisson en sortie d’OT. Ce
paramètre va définir le poids accordé à l’optimisation des coefficients diagonaux du tenseur
d’élasticité. Plus la valeur de ce coefficient est faible, plus l’optimisation se focalisera sur les
coefficients hors diagonaux et donc plus les valeurs de coefficients de Poisson seront faibles. En
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(a) β = 0 (b) Phases matériaux : (1) M1, (2)
M2

(c) β = 1 (d) Phases matériaux : (1) M1, (2)
M2

Figure 7.5 – Configuration optimisée du VER dans le cas bi-matériau - α = 0.05

revanche, les coefficients diagonaux permettent de définir la raideur du matériau homogénéisé
équivalent en termes de modules de Young et modules de cisaillement. Plus ces coefficients
sont élevés, plus la structure sera raide. Un compromis doit donc être trouvé sur la valeur du
paramètre α entre coefficients de Poisson négatifs et une bonne rigidité du matériau. Enfin, le
choix des paramètres de définition des entités NURBS joue également un rôle sur la valeur de
la fonction objectif en sortie d’optimisation. Plus le nombre de PC augmente et plus le degré
des fonctions de base diminue, meilleures seront les résultats en termes de fonction objectif.
Cependant, une valeur de fonction objectif plus faible ne signifie pas forcément une valeur
de coefficient de Poisson plus faible. Les résultats présentés dans ce chapitre montrent qu’en
choisissant un degré des fonctions de forme égale à 2 et en considérant un nombre de PC
égale à approximativement 3/4 du nombre d’éléments du modèle EF, permet d’obtenir de
bons résultats en termes de valeur du coefficient de Poisson.

• Le comportement du matériau homogénéisé joue également un rôle important. Plus préci-
sément, entre un comportement orthotrope et un comportement complètement anisotrope,
les valeurs des coefficients de Poisson obtenues changent. En effet, un comportement totale-
ment anisotrope permet une exploration plus libre du domaine d’optimisation et permet ainsi
d’obtenir de meilleures performances en termes de valeur de coefficient de Poisson, pouvant
descendre jusqu’à νM12 = −1.45.

• Enfin, la formulation de la fonction d’optimisation permet d’obtenir des propriétés auxétiques
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différentes. En effet, la valeur du coefficient β permet de prendre en compte dans le calcul
de la fonction objectif, les composantes CMii, i = 4, ..6. Sur les résultats détaillés dans ce
chapitre, la prise en compte de ces composantes n’a pas d’impact sur les résultats mono-
matériau. En revanche, elle joue un rôle majeur sur les résultats multi-matériaux, puisqu’elle
permet d’obtenir des valeurs de coefficient de Poisson de −1.45 pour les cas 2D et de −0.74
pour les cas 3D.

L’ensemble des travaux détaillés dans ce chapitre est loin de traiter de l’ensemble des probléma-
tiques liées à l’OT des méta-matériaux auxétiques. En effet, les analyses présentées dans ce chapitre
sont limitées à l’étude du VER à l’échelle inférieure sans étudier l’impact qu’aurait eu les diverses
sollicitations extérieures appliquées à la structure à l’échelle supérieure. De plus, il serait intéressant
de prendre en compte l’influence de la non-linéarité de la loi de comportement de chaque matériau
sur la réponse macroscopique du VER : est-ce que le comportement auxétique de la solution opti-
male se conserve en présence d’un comportement non-linéaire ? Est-ce que la symétrie élastique de
la solution optimale du VER déterminée sous l’hypothèse de petits déplacements et déformations
se conserve lorsque ces hypothèses ne sont plus valables ?
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Chapitre 8

Conclusion générale

Dans l’ensemble des chapitres de ce manuscrit, des conclusions détaillées ont été données. L’ob-
jectif de cette section est d’élargir la réflexion à des sujets plus généraux et de donner les principales
persepectives qui peuvent découler de ces travaux de thèse.

8.1 Conclusion Générale

Ces travaux de thèse prennent place dans le cadre du projet OCEAN-ALM et ont pour but de
développer les méthodologies et les outils de conception propres à la FA. En particulier, la méthode
d’OT basée sur les hypersurfaces NURBS, proposée par G. Costa, a été reprise et étendue dans un
cadre plus général, lui permettant ainsi de traiter des problèmes plus complexes tel que le contrôle
de la répartition du champ des contraintes mécaniques au cours de l’optimisation ou encore la
possibilité de réaliser des optimisations multi-échelle/multi-matériau.

Dans un premier temps, les travaux, présentés dans les Chapitres 4 et 5, ont permis d’implé-
menter dans l’algorithme SANTO des contraintes d’optimisation basées sur les critères de tenue
mécanique des pièces pour des matériaux isotropes, puis pour des matériaux anisotropes. La prin-
cipale difficulté rencontrée est le calcul des gradients des fonctions d’optimisation. En effet, l’al-
gorithme SANTO permet de résoudre les PPNLC par le biais d’un algorithme au gradient et le
calcul de la dérivée des fonctions d’optimisation est un point essentiel lors de la résolution. Dans
ces chapitres, le calcul des gradients des fonctions basées sur les critères de tenue mécanique ont pu
se faire par la résolution d’un second problème adjoint représentant la contribution ”non-locale“
du gradient de la fonction. Une autre difficulté réside dans le comportement propre des contraintes
mécaniques qui sont soumises à trois phénomènes pouvant altérer la bonne convergence de l’algo-
rithme d’OT : la nature locale des contraintes, leur comportement non-linéaire et le phénomène de
singularité. Dans ces travaux, ces trois aspects ont pu être contournés ou résolus par l’utilisation
de certaines techniques numériques. En effet, la nature locale des contraintes a pu être évitée grâce
à l’utilisation d’une fonction d’agrégation qui permet d’approximer (par excès) la valeur maximale
du critère de tenue calculée sur un maillage donné. Le problème est ainsi transformé en un pro-
blème ne considérant qu’une seule fonction contrainte basée sur les critères de tenue mécanique et
non plus une fonction contrainte pour chaque élément du maillage EF. Ces fonctions d’agrégation
font appel à un paramètre (appelé χ dans ces travaux) qui définit la précision de l’approximation,
i.e. plus la valeur de χ sera élevée, plus l’approximation sera proche de la valeur réelle. Dans de
nombreux problèmes étudiés, le critère de tenue mécanique n’est pas respecté à l’itération initiale
et l’utilisation d’un paramètre χ de valeur élevée (pour obtenir une bonne approximation) peut
créer des problèmes d’overflow empêchant la convergence de l’algorithme. Dans ces travaux, une
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stratégie basée sur la mise à jour de ce paramètre χ au fur et à mesure des itérations a été proposée.
Cette stratégie démarre l’OT avec une valeur de χ faible permettant ainsi d’éviter l’overflow et de
surestimer la valeur réelle de la contrainte maximale du critère de rupture au sein de la structure.
Cette surestimation permet dans les premières itérations d’accélérer la convergence de l’algorithme
dans les zones critiques. Ensuite, la valeur du paramètre χ est augmentée par paliers jusqu’à ob-
tenir une valeur d’approximation du maximum correcte. Le deuxième problème est le problème de
non-linéarité qui peut causer une forte et brusque augmentation des contraintes sur des zones très
localisées à la suite d’une légère modification de la topologie. Dans la majorité des travaux trouvés
en littérature, les algorithmes utilisent des techniques de filtrage permettant de créer un lien entre
chaque élément et les éléments de son voisinage. Dans le cas de la méthode NURBS-based-SIMP, de
telles techniques ne sont pas nécessaire. En effet, la propriété du support local des entités NURBS
crée un filtre implicite entre les éléments qui sont dans le support local de chaque PC et atténue
fortement le phénomène de non-linéarité. La dernière problématique, lors de la prise en compte des
critères de tenue mécanique dans l’OT, est le problème de singularité. Pour surmonter ce problème,
les travaux détaillés dans ce manuscrit utilisent une méthode de relaxation couramment utilisée
en littérature : la qp-relaxation. Cette méthode agit en modifiant la pénalisation du vecteur des
contraintes et est particulièrement adaptée pour les algorithmes d’OT qui se basent sur la méthode
SIMP.

Ces travaux ont montré que la méthode NURBS-based-SIMP apportait de nombreux avantages
lors de la résolution d’analyses d’OT basée sur les critères de tenue mécanique. En effet, en utili-
sant la méthode NURBS-based-SIMP, la reconstruction de la frontière de la topologie optimisée est
plus précise car elle est définie par une entité purement géométrique. De plus, l’utilisation d’une
entité purement géométrique lors de la définition du champ de pseudo-densité permet d’avoir une
topologie finale totalement indépendante du maillage EF et donc une topologie reconstruite très
proche de la topologie obtenue par le calcul d’OT. La connaissance précise de cette frontière permet
d’avoir une très faible variation entre la frontière de la géométrie optimisée et celle de la géométrie
reconstruite, ce qui implique une meilleure précision dans la connaissance des contraintes méca-
niques présentes dans la géométrie reconstruite que les méthodes d’optimisation traditionnelles. Le
nombre de variables d’optimisation dépend du nombre de PC utilisés dans la description de l’entité
NURBS et n’est plus directement égal au nombre d’éléments présents dans le maillage EF, i.e.
le nombre de variables d’optimisation nécessaire pour définir une topologie optimale ainsi qu’une
approximation correcte du champ des contraintes dans la solution optimisée est réduit, comparé à
la méthode SIMP traditionnelle.

Par ailleurs, il a été montré, à travers les Chapitres 4 et 5, que la résolution d’un problème
d’OT qui considère la répartition du champ des contraintes au sein de la structure est fortement
impacté par le comportement du matériau utilisé, i.e. isotrope, orthotrope, etc. Au-delà du critère
de tenue utilisé, qui diffère entre les critères de limite d’élasticité pour les matériaux isotropes
(HHVM, Tresca...) ou les critères de rupture pour les matériaux anisotropes (TH, Hoffman, TW...),
la formulation du PPNLC doit être correctement définie suivant le matériau utilisé. En effet, comme
détaillé dans le Chapitre 4, lorsque le comportement du matériau est isotrope, la formulation
d’une fonction d’optimisation directement basée sur le critère de tenue mécanique est suffisante
pour obtenir de bons résultats. Cependant, lorsque le comportement du matériau est anisotrope,
comme montré dans le Chapitre 5, l’utilisation d’une fonction contrainte directement basée sur
le critère de rupture n’est plus efficace. En effet, les critères phénoménologiques de rupture sont
fortement influencés par les conditions de chargement extérieures appliquées sur la structure. Pour
être efficace, la fonction d’optimisation doit considérer le chargement extérieur dans sa formulation.
Les travaux dans ce manuscrit ont utilisé la définition du load factor et de l’indice de rupture
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associé, définie dans [99], et l’ont implémentée dans le cadre de la méthode d’optimisation basée
sur les NURBS dans le but de réaliser des OT basées sur les contraintes mécaniques et dédiées aux
matériaux anisotropes.

Dans un second temps, les travaux détaillés dans les Chapitres 6 et 7 ont montré l’implémen-
tation de problèmes multi-échelle et multi-matériau dans l’algorithme d’optimisation basé sur les
hypersurfaces NURBS. En particulier, deux aspects ont été étudiés : la compliance de la structure
à l’échelle macroscopique et la possibilité d’obtenir un méta-matériau auxétique. Le premier aspect
a permis de définir une approche considérant des variables topologiques définies à l’échelle du VER
tout en optimisant la valeur de la compliance de la structure définie à l’échelle supérieure. Dans
ces travaux, la topologie du VER a pu être définie à partir de deux ou trois phases matériaux.
Pour faire le lien entre les échelles, la méthode d’homogénéisation SEHM a été utilisée. Cette mé-
thode d’homogénéisation est basée sur l’energie de déformation du VER et possède l’avantage de ne
réaliser que 6 analyses statiques pour déterminer le tenseur d’élasticité du matériau homogénéisé.
Ces travaux ont mis en avant une forte non-convexité du problème d’OT qui complique fortement
la convergence de l’algorithme d’optimisation qui peut régulièrement être amené vers des minima
locaux. C’est pourquoi, l’initialisation des variables d’optimisation est cruciale et un descripteur
topologique initial non-uniforme pour chaque phase matériau composant le VER doit être privilé-
gié. Dans ces travaux, des ”trous“ sont considérés dans le domaine initial (i.e. la valeur de certains
PC est fixée à la valeur de la borne inférieure). Le deuxième aspect a permis d’obtenir des méta-
matériaux auxétiques, i.e. dont le coefficient de Poisson est négatif. Les résultats obtenus dans le
Chapitre 7 ont permis dans certains cas d’atteindre la propriété de super-auxétisme, i.e. d’obtenir
des méta-matériaux ayant une valeur des coéfficients de Poisson inférieure à −1.

Lors des calculs réalisés dans l’ensemble des études détaillées dans ces travaux, le rôle des
paramètres définissant les entités NURBS, i.e. le nombre de PC, les degrés des fonctions de base
et le poids associés à chaque PC, a pu être mis en avant. En effet, dans les calculs présentés
dans les Chapitres 4 et 5, l’impact du nombre de PC et du degré des fonctions de base respecte
les règles standard définies dans les travaux précedents se basant sur la méthode NURBS-based-
SIMP : plus le nombre de PC est élevé (à degré fixé) ou plus le degré des fonctions de base
est faible (à nombre de PC fixé), plus la valeur de la fonction objectif sera faible, tant pour les
résultats B-spline que pour les résultats NURBS. Ainsi, un bon compromis entre la précision de
la solution et le temps de calcul a pu être atteint en considérant un nombre de PC correspondant
à trois-quart du nombre d’éléments. En ce qui concerne les degrés des fonctions de base, dans la
majorité des calculs, il est préférable d’utiliser un degré égal à 2. Le nombre de PC et le degré des
fonctions de base jouent également un rôle sur la dimension minimale des branches topologiques
apparaissant dans la solution optimisée. En effet, ces deux paramètres affectent la taille du support
local : plus le nombre de PC est élevé et le degré des fonctions de base faible, plus petite sera
la taille du support local. Cet aspect permet d’ajouter au problème d’OT une condition sur la
taille minimmale du diamètre des branches topologiques de la solution optimisée sans ajouter de
contrainte explicite au problème d’optimisation. Cette condition peut s’avérer utile pour s’adapter
aux limites techniques des procédés de fabrication additive. Ce point est particulièrement crucial
dans le cadre de l’optimisation multi-échelle/multi-matériau dans laquelle, les branches topologiques
de chaque phase matériau peuvent être particulièrement faibles. L’influence des poids associés aux
PC a également pu être mise en avant. Sur l’ensemble des solutions détaillées dans ce manuscrit, les
résultats basés sur les entités NURBS ont donné de meilleures performances en termes de fonction
objectif que les résultats basés sur les entités B-splines, au prix d’un temps de calculs légèrement
plus long. Dans le cadre des analyses mutli-échelle/multi-matériau, l’utilisation des entités NURBS
permet d’avoir une meilleure répartition entre les différentes phases matériau, éliminant totalement
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les zones de densité intermédiaire, ce qui n’est pas toujours le cas avec les entités B-splines.

8.2 Perspectives de la thèse
Les résultats obtenus dans cette thèse ne touchent qu’une petite partie des problèmes liès à

l’OT basée sur les hypersurfaces NURBS et un très long chemin reste encore à parcourir avant de
maîtriser complètement le sujet et d’autres recherches devront encore être faites à partir de cette
thèse.

En effet, le développement de ce type d’algorithmes d’optimisation est un sujet fortement étudié
de nos jours, car il a vocation à être utilisé par la suite dans les bureaux d’études. Cependant, pour
pourvoir être utilisés dans un bureau d’études, les algorithmes d’OT doivent permettre de prendre
en compte l’ensemble des critères considérés pas le secteur industriel. Les travaux présentés dans ce
manuscrit ont permis de définir certaines règles, lors de l’utilisation d’une fonction d’optimisation
basée sur les critères de tenue mécanique, qui pourront être ré-utilisées dans d’autres domaines
de la physique, telle que des études de flambage ou encore des analyses en fatigue qui sont des
problématiques couramment rencontrées dans les bureaux d’études. L’un des principaux problèmes
qui sera rencontré lors de l’analyse de flambage, sera la prise en compte de la matrice de rigidité
géométrique de la structure qui devra être correctement implémentée et dont le calcul du gradient
par rapport aux variables d’optimisation n’est pas trivial.

Concernant l’intégration des critères de tenue dans la méthode d’OT basée sur les hypersurfaces
NURBS, une perspective intéressante porte sur la formulation d’un problème d’OT robuste en
prenant en compte l’incertitude sur les chargements appliqués ainsi que sur les propriétés des
matériaux constitutifs utilisés. Dans ce cas, un couplage entre la théorie des hypersurfaces NURBS
et les formulations / outils employés dans la statistique telles que la méthode Monte Carlo, les
modèles stochastiques d’ordre réduit, etc. doit être développé.

Concernant la méthode d’optimisation multi-échelle/multi-matériau trois perspectives majeures
peuvent être envisagées :

1. Une première possibilité qui consisterait à réaliser une optimisation double échelle, permettant
ainsi d’optimiser à la fois la topologie du VER (composée de plusieurs phases matériaux) et
la topologie de la structure à l’échelle macroscopique.

2. Une deuxième approche qui consiterait à optimiser différement les topologies du VER suivant
l’endroit où ils se trouvent dans la structure macroscopique. Une telle méthode permettrait
de renforcer les zones de la structure les plus sollicitées tout en allégeant fortement les zones
les moins sollicitées.

3. Une troisième persepective qui consisterait à coupler les travaux réalisés dans les Chapitres 5
et 6. C’est-à-dire, de réaliser une OT multi-matériau multi-échelle en considérant des critères
de tenue adaptés à des structures lattice multi-matériau. La résolution de ce type de problème
amènerait plusieurs difficultés : Quel critère de tenue serait le plus adapté pour un milieu
hétérogène composé de plusieurs phases matériau ? Comment identifier la zone critique à
l’échelle supérieure, l’isoler et appliquer le critère de tenue à l’échelle du VER ?

Malheureusement, peu de travaux s’intéressent aux problématiques précédentes. Des premières
approches existent déjà mais sont peu efficaces et ne sont pas développées dans une méthode
d’optimisation multi-matériau basée sur les hypersurfaces NURBS.

D’autres travaux plus généraux sont encore à réaliser sur le développement de la méthode
NURBS-based-SIMP. En effet, si la CAO-compatibilité a été parfaitement démontrée pour les
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problèmes 2D, elle n’est pas encore complètement maîtrisée pour les cas 3D. Dans ces travaux, la
reconstruction des topologies 3D trouvées, se fait par l’intermédiaire d’un fichier .vtk qui est ensuite
traité sur le logiciel Paraview. Il n’existe à première vue pas de méthode simple qui permettrait
une reconstruction automatique (ou semie-automatique) en sortie d’optimisation qui donnerait
des topologies CAO-compatibles. L’une des solutions serait d’approximer les surfaces extérieures
de la topologie finale à l’aide d’une méthode de fitting adaptée. Une méthode particulièrement
prometteuse a été développée dans [18] et qui consiste à venir approximer les surfaces de la topologie
optimisée par plusieurs patchs de surfaces NURBS correctement liées entre elles. Cependant, ce
type de méthodes peut s’avérer extrêmement couteûx en temps de calcul et très difficile a mettre
en place pour des cas d’études complexes (car le nombre d’entités NURBS pour approximer la
topologie finale est trop élevé).

Les topologies trouvées dans le cadre d’un problème d’OT sont destinées à l’ALM et la prise
en compte des contraintes liées aux différents procédés ALM reste un enjeu fondamental. Dans ce
manuscrit, plusieurs références sont faites à la dimension minimale des branches topologiques mais
d’autres contraintes géométriques, telles que le diamètre maximal ou encore le rayon de courbure
des branches topologiques peuvent être considérées. De plus, ces deux derniers critères peuvent avoir
un effet bénéfique sur la répartition des contraintes au sein de la structure. En effet, des branches
topologiques plus épaisses et des angles entre les branches plus arrondis permettrait de diminuer
localement les concentrations de contraintes et ainsi améliorer les performances de l’algorithme.
Une autre contrainte liée à la fabrication et utilisée dans les algorithmes d’optimisation est la
contrainte permettant de diminuer le matériau de support utilisé lors de la fabrication. Cependant,
les nombreuses études parues sur le sujet ont montré que prendre en compte une telle fonction
diminuerait fortement les performances mécaniques des solutions trouvées à l’aide de l’algorithme
d’optimisation. Une nouvelle fois, un compromis acceptable serait donc à trouver entre performances
et coût de calcul.

Un dernier aspect, qui n’est pas, à proprement parler, une perspective peut néanmoins être cité
ici. En effet, pour vérifier (et valider) les résultats obtenus dans ce manuscrit, certaines topologies
optimisées auraient pu être imprimées à l’aide d’une machine de FA dans le but de comparer les
performances obtenues en sortie d’optimisation et les performances réelles de la pièce imprimée.
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Annexe A

Calcul du gradient de la fonction
basée sur le critère HHVM

Les détails de la démonstration de la proposition 4.3.1 sont donnés ci-dessous.
Considérons dans un premier temps l’équation suivante :

gχ =
(

Ne∑
e=1

δχ
e

) 1
χ

− 1 + µT (Ku + KBCuBC − f) + λT
(
KT

BCu + K̃uBC − r
)
, (A.1)

où les deux derniers termes du côté droit de la formule ci-dessus sont identiquement nuls car
l’Eq. (3.12) est toujours vérifiée. Dans l’Eq. A.1, µ ∈ RNDOF et η ∈ RNBC sont deux vecteurs
définis arbitrairement. Dans la mesure où les forces structurelles sont identiquement nulles et où les
déplacements imposés ne dépendent pas du champ de densité, les dérivées de f et de uBC s’écrivent :

∂f
∂ξik

= 0, ∂uBC
∂ξik

= 0, i = 1, 2, k = 1, · · · , nCP. (A.2)

En considérant l’équation ci-dessus, la dérivée de l’Eq. A.1 s’écrit :

∂gχ

∂ξik
= (gχ + 1)(1−χ)

Ne∑
e=1

δχ−1
e

∂δe

∂ξik
+ µT

(
∂K
∂ξik

u + K ∂u
∂ξik

+ ∂KBC
∂ξik

uBC

)
+

+ λT
(
∂KT

BC
∂ξik

u + KT
BC

∂u
∂ξik

+ ∂K̃
∂ξik

uBC − ∂r
∂ξik

)
.

(A.3)

À partir de l’Eq. 4.16, la dérivée de δe devient :
∂δe

∂ξik
= 2σT

e M∂σe

∂ξik
, (A.4)

où la dérivée de σe peut être retrouvée à l’aide des Eqs. 4.12 et 4.13.
∂σe

∂ξik
= ∂ρe

∂ξiτ

β

ρe
σe + ρβ

e CBeL̂e
∂û
∂ξik

. (A.5)

En appliquant la Def. 1 et l’Eq. A.2 à l’Eq. A.5, on obtient :
∂σe

∂ξik
= ∂ρe

∂ξik

β

ρe
σe + ρβ

e CBe

[
R
(
L̂e,∅, IBC

) ∂u
∂ξik

+ R
(
L̂e,∅, IU

) ∂uBC
∂ξik

]
= ∂ρe

∂ξik

β

ρe
σe + ρβ

e CBeLe
∂u
∂ξik

,

(A.6)
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où Le est défini dans l’Eq. 4.25. En injectant l’Eq. A.6 dans l’Eq. A.4 et l’Eq. (A.4) dans l’Eq.
(A.3), on obtient :

∂gχ

∂ξik
= (gχ + 1)(1−χ) ∑

e∈Sk

2δχ
e

∂ρe

∂ξik

β

ρe
+ ηT ∂u

∂ξik
+ µT

(
∂K
∂ξik

u + K ∂u
∂ξik

+ ∂KBC
∂ξik

uBC

)
+

+ λT
(
∂KT

BC
∂ξik

u + KT
BC

∂u
∂ξik

+ ∂K̃
∂ξik

uBC − ∂r
∂ξik

)
,

(A.7)

où η a été défini dans l’Eq. (4.24). Les vecteurs adjoints arbitraires µ et λ peuvent être choisis de
sorte que les termes multipliant les fractions ∂u

∂ξik
et ∂r

∂ξik
présents dans l’Eq. (A.7) disparaissent :

cette condition permet d’obtenir le système d’équations suivant :

λ = 0, Kµ = −η. (A.8)

L’Eq. (A.8) définit le système adjoint. En injectant la solution de l’Eq. A.8 dans l’Eq. A.7, on
obtient :

∂gχ

∂ξik
= (gχ + 1)(1−χ) ∑

e∈Sk

2δχ
e

∂ρe

∂ξik

β

ρe
+ µT

(
∂K
∂ξik

u + ∂KBC
∂ξik

uBC

)
. (A.9)

Les expressions des termes ∂K
∂ξik

et ∂KBC
∂ξik

peuvent être dérivées en appliquant la Def. 1 à la dérivée
de l’Eq. (3.15) comme suit :

∂K̂
∂ξik

=
∑

e∈Sk

α
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∂ρe
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R
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)

KeR
(
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)
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(A.10)

En prenant en compte pour l’Eq. A.10, il est facile de vérifier que l’égalité suivante est toujours
vérifiée :
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=
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KeL̂eû =
∑

e∈Sk

α

ρe

∂ρe

∂ξik
LT

e fe = fik,

(A.11)

où fik et Le ont été introduits dans les Eqs. 4.23 et 4.25, respectivement, tandis que fe est défini
tel que :

fe := KeL̂eû, fe ∈ RNe
DOF . (A.12)

Enfin, en injectant l’Eq. A.11 dans l’Eq. A.9, on obtient :

∂gχ

∂ξik
= (gχ + 1)1−χ

∑
e∈Sτ

2δχ
e

∂ρe

∂ξik

β

ρe
+ µTfik, (A.13)
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ce qui conclut la démonstration.
Il est à noter que l’évaluation du gradient du critère HHVM nécessite la résolution de deux

analyses statiques, i.e. l’Eq. 3.12 et le système adjoint défini à l’Eq. A.8. C’est pourquoi, à chaque
itération du processus d’optimisation, l’alogrithme suivant est résolu pour mener toutes les étapes
nécessaires au calcul du gradient de la fonction gχ.

Algorithm 1 Calcul du gradient du critère HHVM.
1: Résoudre l’Eq. 3.12 et obtenir û, fe, εe, ∀e.
2: Calculer le terme σe des Eqs. 4.12 et 4.13.
3: Evaluer fiτ de l’Eq. 4.23.
4: Calculer η de l’Eq. 4.24.
5: Résoudre le système adjoint (A.8) et obtenir µ.
6: Déterminer ∂gχ

∂ξiτ
de l’Eq. A.13.
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Annexe B

Définition des critères de rupture

Dans cette section, les détails des composantes des matrices Mf et des vecteurs mf définissant
les critères phénoménologiques de rupture pour matériaux anisotropes sont donnés. Ils sont donnés
dans un premier temps dans leur forme générale par les Eqs. (B.1) et (B.2) puis leurs composantes
sont détaillées dans les Tableaux. B.1 et B.2.

Mf :=



Mf
11 Mf

12 Mf
13 0 0 0

Mf
12 Mf

22 Mf
23 0 0 0

Mf
13 Mf

23 Mf
33 0 0 0

0 0 0 Mf
44 0 0

0 0 0 0 Mf
55 0

0 0 0 0 0 Mf
66


, (B.1)

mf :=



mf
1

mf
2

mf
3

0

0
0


. (B.2)

Dans les Tableaux. B.1 et B.2, Xc, Yc et Zc sont les contraintes limites à la rupture en com-
pression du matériau dans les directions x1, x2 et x3, tandis que Xt, Yt et Zt sont les contraintes
limites à la rupture en traction. Dans le cas du critère de TH X, Y et Z sont les cas particuliers
ou les limites en traction et en compression du matériau sont équivalentes, ainsi Xc = Xt = X,
YcYt = Y et Zc = Zt = Z. Si le matériau utilisé n’a pas le même comportement en traction et en
compression, les valeurs de X, Y et Z du critère de TH sont évaluées à partir de la moyenne des
contraintes limites en traction et en compression.
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Table B.1 – Composantes de la matrice Mf

Composante Mf Critère de TH Critère de Hoff Critère de TW

Mf
11

1
X2

1
XtXc

1
XtXc

Mf
22

1
Y 2

1
YtYc

1
YtYc

Mf
33

1
Z2

1
ZtZc

1
ZtZc

Mf
44

1
S2

23

1
S2

23

1
S2

23

Mf
55

1
S2

13

1
S2

13

1
S2

13

Mf
66

1
S2

12

1
S2

12

1
S2

12

Mf
12

−1
2 ( 1

X2 + 1
Y 2 − 1

Z2 ) −1
2 ( 1

XtXc
+ 1
YtYc

− 1
ZtZc

) −1
2

√
1

XtXcYtYc

Mf
13

−1
2 ( 1

X2 − 1
Y 2 + 1

Z2 ) −1
2 ( 1

XtXc
− 1
YtYc

+ 1
ZtZc

) −1
2

√
1

XtXcZtZc

Mf
23

−1
2 ( −1

X2 + 1
Y 2 + 1

Z2 ) −1
2 ( −1

XtXc
+ 1
YtYc

+ 1
ZtZc

) −1
2

√
1

YtYcZtZc

Table B.2 – Composantes du vecteur mf

Composante Mf Critère de TH Critère de Hoff Critère de TW

mf
1 0 Xc −Xt

XcXt

Xc −Xt

XcXt

mf
2 0 Yc − Yt

YcYt

Yc − Yt

YcYt

mf
3 0 Zc − Zt

ZcZt

Zc − Zt

ZcZt



Annexe C

Calcul du gradient de la fonction
basée sur les critères
phénoménologiques de rupture pour
matériaux anisotropes

Les détails de la démonstration de l’Eq. (5.15) sont donnés ci-dessous.
Considérons dans un premier temps l’équation suivante :

hF χ =
(

Ne∑
e=1

λ−χ
e

) 1
χ

+ µT (Ku0 + KBCuBC0 − f0) + ϕT
(
KT

BCu0 + K̃uBC0 − r0
)
, (C.1)

où les deux derniers termes du côté droit de la formule ci-dessus sont identiquement nuls car
l’Eq. (3.12) est toujours vérifiée. Dans l’Eq. (C.1), ϕ ∈ RNDOF et η ∈ RNBC sont deux vecteurs
définis arbitrairement. Dans la mesure où les forces structurelles sont identiquement nulles et où
les déplacements imposés ne dépendent pas du champ de densité, les dérivées de f0 et de uBC0
s’écrivent :

∂f0
∂ξik

= 0, ∂uBC0
∂ξik

= 0, i = 1, 2, k = 1, · · · , nCP. (C.2)

En considérant l’équation ci-dessus, la dérivée de l’Eq. (C.1) s’écrit :

∂hF χ

∂ξik
= ∂

∂ξik
(

Ne∑
e=1

λ−χ
e ) + µT

(
∂K
∂ξik

u0 + K∂u0
∂ξik

+ ∂KBC
∂ξik

uBC0

)
+

+ ϕT
(
∂KT

BC
∂ξik

u0 + KT
BC
∂u0
∂ξik

+ ∂K̃
∂ξik

uBC0 − ∂r0
∂ξik

)
.

(C.3)

La dérivée du premier terme de l’Eq. (C.3) s’écrit :

∂

∂ξik
(

Ne∑
e=1

λ−χ
e ) = (

Ne∑
e=1

λ−χ
e )

1
χ

−1
− (

Ne∑
e=1

λ−(χ+1)
e ) ∂λe

∂ξik

= −h1−χ
F χ (

Ne∑
e=1

λ−(χ+1)
e ) ∂λe

∂ξik
.

(C.4)
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La dérivée de λe peut ensuite être déduite de l’Eq. (5.8), telle que :

∂λe
∂ξik

= λe( 1
λeN

∂λeN
∂ξik

− 1
λeD

∂λeD
∂ξik

). (C.5)

Les dérivés de ∂λeN
∂ξik

et ∂λeD
∂ξik

sont calculées à partir de l’Eq. (5.8) , tels que :

∂λeN
∂ξik

= − ∂Je
∂ξik

+ 1
λeN + Je

(Je
∂Je
∂ξik

+ 2sth
∂Qe
∂ξik

), (C.6)

et :
∂λeD
∂ξik

= 2∂Qe
∂ξik

. (C.7)

Les dérivées des termes Le et Qe peuvent être calculées à partir de l’Eq. (5.6) :

∂Je
∂ξik

= mf T∂σe0
∂ξik

, (C.8)

et :
∂Qe
∂ξik

= 2σe0Mf ∂σe0
∂ξik

, (C.9)

où la dérivée de σe0 peut être retrouvée à l’aide des Eqs. (4.12) et (4.13).

∂σe0
∂ξik

= ∂ρe

∂ξiτ

β

ρe
σe0 + ρβ

e CBeL̂e
∂û0
∂ξik

. (C.10)

En injectant l’Eq. (C.10) dans les Eqs. (C.8) et (C.9), on obtient :

∂Je
∂ξik

= Je
∂ρe

∂ξiτ

β

ρe
+ ρβ

e mf TCBeL̂e
∂û0
∂ξik

, (C.11)

et :
∂Qe
∂ξik

= 2Qe
∂ρe

∂ξiτ

β

ρe
+ 2ρβ

e σT
e0Mf CL̂e

∂û0
∂ξik

. (C.12)

Ainsi, en injectant les Eqs. (C.11) et (C.12) dans les Eqs. (C.6) et (C.7), on obtient :

∂λeN
∂ξik

= − Je
∂ρe

∂ξiτ

β

ρe
− ρβ

e mf TCBeL̂e
∂û0
∂ξik

+ 1
λeN + Je

[
Je

2 ∂ρe

∂ξiτ

β

ρe
+

+Jeρ
β
e mf TCBeL̂e

∂û0
∂ξik

+ 4sth

(
Qe

∂ρe

∂ξiτ

β

ρe
+ ρβ

e σT
e0Mf CL̂e

∂û0
∂ξik

)]
,

(C.13)

et :
∂λeD
∂ξik

= 4
(

Qe
∂ρe

∂ξiτ

β

ρe
+ ρβ

e σT
e0Mf CL̂e

∂û0
∂ξik

)
. (C.14)

Il est ainsi possible d’écrire la dérivée du terme λe tel que :

∂λe

∂ξik
= λe

(
∂ρe

∂ξik

β

ρe
ηe1 + η̂T

e0
∂û0
∂ξik

)
, (C.15)

où ηe1 et η̂e0 sont définis aux Eqs. (5.18) et (5.19).
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En injectant l’Eq. (C.15) dans l’Eq. (C.4), on obtient :

∂

∂ξik

(
Ne∑
e=1

λ−χ
e

)
= −h1−χ

F χ

 ∑
e∈Sijk

λ−χ
e

( ∂ρe

∂ξik

β

ρe
ηe1 + ηT

e0
∂û0
∂ξik

)
. (C.16)

L’Expression (C.16) peut être simplifiée en appliquant l’opérateur R au produit η̂T
e0
∂û0
∂ξik

, comme
suit :

η̂T
e0
∂û0
∂ξik

= ηT
e0

[
R
(
η̂T

e0, IBC
) ∂u0
∂ξik

+ R
(
η̂T

e0, IU
) ∂uBC0

∂ξik

]
= ηT

e0
∂u0
∂ξik

, (C.17)

car ∂uBC0
∂ξik

= 0.
Ainsi, l’Eq. (C.16) devient :

∂

∂ξik
(

Ne∑
e=1

λ−χ
e ) = −h1−χ

F χ

∑
e∈Sijk

λ−χ
e

∂ρe

∂ξik

β

ρe
τe1 + ηT

0
∂u0
∂ξik

, (C.18)

où η0 est défini à l’Eq. (5.17).
En injectant ensuite l’Eq. (C.18) dans l’Eq. (C.3), on obtient :

∂hF χ

∂ξik
= − h1−χ

F χ

∑
e∈Sijk

λ−χ
e

∂ρe

∂ξik

β

ρe
ηe1 + ηT

0
∂u0
∂ξik

+ µT
(
∂K
∂ξik

u0 + K∂u0
∂ξik

+ ∂KBC
∂ξik

uBC0

)
+

+ ϕT
(
∂KT

BC
∂ξik

u0 + KT
BC
∂u0
∂ξik

+ ∂K̃
∂ξik

uBC0 − ∂r0
∂ξik

)
.

(C.19)

Les termes µ et ϕ dans l’Eq. (C.19) peuvent être choisis de manière à annuler les termes
multipliant la dérivée partielle ∂u0

∂ξik
. Cette condition est satisfaite quand :

ϕ = 0, Kµ = −η0. (C.20)

En injectant l’Eq. (C.20) dans l’Eq. (C.19), on obtient :

∂hF χ

∂ξik
= −h1−χ

F χ

∑
e∈Sijk

λ−χ
e

∂ρe

∂ξik

β

ρe
ηe1 + µT

(
∂K
∂ξik

u0 + ∂KBC
∂ξik

uBC0

)
(C.21)

Les expressions des termes ∂K
∂ξik

et ∂KBC
∂ξik

sont détaillées dans l’Annexe A et en injectant l’Eq.
(A.11) dans l’Eq. (C.21), on obtient finalement :

∂hF χ

∂ξiτ
= − (hF χ)1−χ

∑
e∈Sijk

λ−χ
e ηe1 ∂ρe

∂ξiτ

β

ρe
+ µT ∑

e∈Sijk

∂ρe

∂ξiτ

α

ρe
LT

e fe0, (C.22)

ce qui conclut la démonstration.
Il est à noter que, à l’image de l’évaluation du gradient du critère HHVM, l’évaluation du

gradient sur des critères phénoménologiques de rupture pour les matériaux anisotropes nécessite
également la résolution de deux analyses statiques, i.e. l’Eq. (3.12) et le système adjoint défini à
l’Eq. (C.1). C’est pourquoi, à chaque itération du processus d’optimisation, l’alogrithme suivant
est résolu pour mener toutes les étapes nécessaies au calcul du gradient de la fonction gχ.
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Algorithm 2 Calcul du gradient du critère de rupture pour matériaux anisotropes.
1: Résoudre l’Eq. (3.12) et obtenir u0, uBC0, fe0, εe0, ∀e.
2: Calculer le terme σe0 de l’Eq. (5.5).
3: Calculer les termes Qe et Je de l’Eq. (5.6).
4: Calculer les termes λeN, λeD et λe de l’Eq. (5.8).
5: Calculer ηe1 de l’Eq. (5.18).
6: Calculer η̂e0 de l’Eq. (5.19) et en déduire τe0.
7: Calculer η0 de l’Eq. (5.17).
8: Résoudre le système adjoint (C.20) et obtenir µ.
9: Déterminer ∂hF χ

∂ξiτ
de l’Eq. (C.22).



Annexe D

Calcul du gradient de la compliance
macroscopique dans le cadre d’une
optimisation
mutli-échelle/multi-matériau

Les détails de la démonstration de la proposition 6.3.1 sont donnés ci-dessous.
Dans ce cas, les forces structurelles sont identiquement nulles, la dérivée du vecteur fM détaillé

dans l’Eq. (6.23) est :

∂fM

∂ξijk
= 0, i = 1, 2, k = 1, ..., nCP, p = 1, ..., nmat, (D.1)

ce qui donne l’égalité suivante :

∂ (KM uM )
∂ξijk

= 0 ⇒ ∂uM

∂ξijk
= −(KM )−1∂KM

∂ξijk
uM . (D.2)

Par ailleurs, la compliance macroscopique s’écrit :

CM := fT
M uM . (D.3)

En combinant les Eqs. (D.1) et (D.2), la dérivée de CM s’écrit :

∂CM

∂ξijk
= fT

M

∂uM

∂ξijk
= −uT

M

∂KM

∂ξijk
uM . (D.4)

En injectant dans l’Eq. D.4 l’expression de KM définie dans l’Eq. (6.24) et en considérant l’expres-
sion de εMe donnée dans l’Eq. (6.30), on obtient :

∂CM

∂ξijk
= −

NMe∑
e=1

∫
VMe

εT
Me

∂CM

∂ξijk
εMedΩ

≈ −
NMe∑
e=1

6∑
q=1

6∑
r=1

∂CMqr

∂ξijk
εMeqεMerVMe.

(D.5)
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Ces travaux se basent sur la méthode SEHM basée sur l’energie de déformation des éléments,
c’est pourquoi, la dérivée des composantes du tenseur d’élasticté macroscopique CM

qr peuvent être
directement calculés à partir des Eqs. (6.6) et (6.7) :

∂CMqr

∂ξijk
=



1

VRVE
(
ε0

mq

)2

∂Wm

(
ε0

mq

)
∂ξijk

, si q = r,

1
2VRVEε0

mqε
0
mr

∂Wm

(
ε0

mq, ε
0
mr

)
∂ξijk

+

−
ε0

mq

2ε0
mr

∂CMqq

∂ξijk
− ε0

mr

2ε0
mq

∂CMrr

∂ξijk
, si q ̸= r.

(D.6)

La seule inconnue dans l’Eq. (D.6) est la dérivée du travail des forces et déplacements appliquées
à l’échelle inférieure, i.e. ∂Wm

∂ξijk
. À partir des Eqs. (6.2) et (6.3), Wm peut s’écrire :

Wm =fT
mum + uT

mBCrm + ηT (Kmum + KmBCumBC − fm) +

+ λT
(
KT

mBCum + K̃mumBC − rm

)
,

(D.7)

où η ∈ RNmDOF et λ ∈ RNmBC sont deux vecteurs arbitraires. En partant de l’hypothèse que les
vecteurs fm et umBC ne dependent pas des variables topologiques, i.e.

∂fm

∂ξijk
= 0, ∂umBC

∂ξijk
= 0, (D.8)

la dérivée de l’Eq. (D.7) s’écrit :

∂Wm

∂ξijk
=fT

m

∂um

∂ξijk
+ uT

mBC
∂rm

∂ξijk
+

+ ηT
(
∂Km

∂ξijk
um + Km

∂um

∂ξijk
+ ∂KmBC

∂ξijk
umBC

)
+

+ λT
(
∂KT

mBC
∂ξijk

um + KT
mBC

∂um

∂ξijk
+ ∂K̃m

∂ξijk
umBC − ∂rm

∂ξijk

)
.

(D.9)

Dans l’Eq. (D.9), les vecteurs η et λ peuvent être choisis de manière à ce que les termes multipliant
les dérivées ∂um

∂ξijk
et ∂rm

∂ξijk
disparaissent, i.e.

λ = umBC,

Kmη = −fm − KBCλ = −fm − KmBCumBC = Kmum − 2fm.
(D.10)

En injectant l’Eq. (D.10) dans l’Eq. (D.9) on obtient :

∂Wm

∂ξijk
=uT

m

∂Km

∂ξijk
um + 2uT

m

∂KmBC
∂ξijk

umBC + uT
mBC

∂K̃m

∂ξijk
umBC+

− 2fT
m(Km)−1

(
∂Km

∂ξijk
um + ∂KmBC

∂ξijk
umBC

)
.

(D.11)
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Comme les CLP de l’Eq. (6.1) sont imposés uniquement en termes de déplacements et non en
termes de forces externes appliquées au model EF du VER, i.e. fm = 0, puisque les Eqs. (6.2) et
(6.3) sont toujours valident, l’Eq. (D.11) peut se simplifier telle que :

∂Wm

∂ξijk
= ûT

m

∂K̂m

∂ξijk
ûm. (D.12)

En développant le terme K̂m tel que détaillé dans l’Eq. (6.19), l’Eq. (D.12) devient :

∂Wm

∂ξijk
=

Nme∑
e=1

ûT
mL̂T

me

∂Kme

∂ξijk
L̂meûm

=
Nme∑
e=1

ûT
me

∂Kme

∂ξijk
ûme.

(D.13)

En développant le terme Kme, l’Eq. (D.13) devient :

∂Wm

∂ξijk
=

Nme∑
e=1

ûT
me

∂

∂ξijk
(
Nmat∑
s=1

[Φmse]αK0
mse)ûme

= α
Nme∑
e=1

ûT
me(

Nmat∑
s=1

∂Φmse

∂ξijk
[Φmse]α−1K0

mse)ûme.

(D.14)

La dérivée ∂Φmse

∂ξijk
peut aussi s’écrire ∂Φmse

∂ρmej

∂ρmej

∂ξijk
et en l’injectant dans l’Eq. (D.15), on obtient :

∂Wm

∂ξijk
= α

Nme∑
e=1

ûT
me(

Nmat∑
s=1

∂Φmse

∂ρmej

∂ρmej

∂ξijk
[Φmse]α−1K0

mse)ûme

= α
∑

e∈Sjk

∂ρmej

∂ξijk
wmje,

(D.15)

avec :

wmje := ume
T
[

Nmat∑
s=1

∂Φmse

∂ρmej
(Φmse)α−1 K0

mse

]
ume. (D.16)

En injectant l’Eq. (D.15) dans l’Eq. (D.10), on retrouve le résultat donné dans la proposition
(6.3.1), ce qui conclut la démonstration.

Le calcul du gradient de la compliance macroscopique nécessite la résolution de 7 analyses
statiques : 6 analyses à l’échelle microscopique pour déterminer le tenseur d’élasticité macroscopique
CM et une analyse à l’échelle macroscopique pour résoudre l’Eq. (6.23). C’est pourquoi, à chaque
étape du processus d’optimisation, l’algorithme suivant est utilisé.
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Algorithm 3 Calcul de la dérivée de CM .
1: Fixer ε0

mr = 0, ∀r = 1, · · · , 6
2: for r = 1, · · · , 6 do
3: Définir ε0

mr ̸= 0
4: Résoudre l’Eq. (6.2) et déterminer ûme

(
ε0

mr

)
, f̂me

(
ε0

mr

)
, wme

(
ε0

mr

)
, ∀e = 1, · · · , NMe

5: Calculer CMrr à partir de l’Eq. (6.6)
6: Calculer ∂CMrr

∂ξijk
à partir de la première équation de l’Eq. (6.29)

7: end for
8: for q = 1, · · · , 6 do
9: for r = q, · · · , 6, do

10: Calculer Wm

(
ε0

mq, ε
0
mr

)
de l’Eq. (6.8)

11: Calculer CMqr à partir de l’Eq. (6.7), et définir que CMrq = CMqr

12: Calculer ∂CMqr

∂ξijk
à partir de la deuxième équation définie dans l’Eq. (6.29)

13: end for
14: end for
15: Résoudre l’Eq. (6.23) et déterminer εM

e , ∀e = 1, · · · , NMe

16: Calculer ∂CM

∂ξijk
depuis l’Eq. (7.11)
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Thibaut ROINÉ 

Intégration des critères de tenue 

mécanique et de dimensionnement 

de structures lattices multi-matériau 

dans la méthode d’optimisation 

topologique basée sur les entités 

NURBS 

 

Résumé 

Les travaux détaillés dans ce manuscrit de thèse ont pour but de présenter une méthode d’optimisation 

topologique basée sur les hyper-surfaces NURBS qui est en mesure d'intégrer deux typologies de critères. Une 

première famille de critères qui permettrait de contrôler la répartition des contraintes mécaniques au sein de la 

structure afin d’éviter les zones de forte concentration de contraintes. En particulier, deux types de critères de 

tenue ont été étudiés. Une première formulation, dédiée aux matériaux isotropes, a permis de définir une 

fonction d’optimisation basée sur le critère de Huber-Henky-Von-Mises et une deuxième formulation, dédiée 

aux matériaux anisotropes, a permis d’intégrer les critères de rupture de Tsai-Hill, Hoffman et Tsai-WU dans 

la méthode d’optimisation en utilisant la notion de failure load. La deuxième topologie de critères concerne 

l'optimisation multi-échelle de structures lattices dont le volume élémentaire est composé de plusieurs phases 

matériau. Pour déterminer les propriétés du matériau homogène équivalent défini à l’échelle supérieure, la 

méthode d’homogénéisation basée sur l’énergie de déformation a été utilisée. La méthode d'optimisation multi-

échelle/multi-matériau de structures lattices ainsi développée a été appliquée à deux problèmes différentes: a) 

un problème de maximisation de la raideur à l'échelle macroscopique de la structure en considérant des 

contraintes sur les fractions volumique des matériaux composant le volume élémentaire de la structure lattice et 

b) un problème de conception d'un méta-matériau multi-phase auxétique. 

Mots clés : Optimisation topologique, hyper-surface NURBS, critère de plasticité et de rupture, indice de 

rupture, optimisation multi-échelle/multi-matériau, homogénéisation, matériaux auxétiques. 

 

 

Summary 

This manuscript presents a generalisation of the NURBS-density-based topology optimisation method 

developed at the I2M laboratory in Bordeaux. Particularly, two new features have been integrated in the 

NURBS-density-based method. Firstly, a new formulation of failure criteria, for both isotropic and anisotropic 

materials, based on the notion of failure load (and of the associated failure index) is proposed. In this way, the 

optimised topology does not depend upon the applied loads. Secondly, the NURBS-density-based method has 

been extended to the multi-scale optimisation problems of multi-material lattice structures. In this context, the 

scale transition is performed through the strain energy-based homogenisation method of periodic media. 

Design criteria are formulated at both lower scale (i.e., the scale of the representative volume element of the 

lattice structure) and upper scale. Two different problems are considered to validate the effectiveness of the 

proposed numerical framework: a) the minimisation of the macroscopic compliance subject to volume 

constraints on the material phases composing the lattice structure; b) the design of multi-material auxetic lattice 

structures. 

Keywords: Topology optimisation, NURBS hyper-surface, failure criteria, failure index, multiscale/multi-

material optimisation, homogenisation, auxetic materials 
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