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Introduction

Pour étudier le comportement de dispositifs électrotechniques, il est courant d’avoir recours a des
simulations numériques du matériel, afin de préparer efficacement des essais en recherchant par
exemple les endroits ou il est le plus intéressant de positionner des capteurs de mesure a priori, ou
afin de remplacer des essais difficiles a réaliser ou dangereux pour le matériel. Dans ce cadre, la
méthode des Eléments Finis (EF) est utilisée de fagon intensive pour I'étude de problémes
d’électromagnétisme basse fréquence, comme la simulation de transformateurs ou de machines
électriques. Cette méthode permet de résoudre numériquement les équations de Maxwell dans un
domaine spatio-temporel donné en prenant en compte des géométries complexes, le couplage avec
un circuit électrique extérieur et le mouvement, ce qui la rend particulierement adaptée a I'étude de
machines tournantes dont le rotor est en mouvement. Elle se base sur la discrétisation des équations
de Maxwell sous la forme d’un systéme souvent de grande taille, dont la résolution se fait en pas a pas
dans le temps, et permet d’obtenir simplement I'évolution de la répartition locale de champs
électrique et magnétique au sein du dispositif étudié. De plus, en utilisant des opérations de post-
traitement sur ces distributions de champs, il est possible de calculer I'évolution de grandeurs
d’intéréts (flux, courants, pertes, couple...) et ainsi d’obtenir toutes les informations nécessaires au
diagnostic du matériel. Cet outil est particulierement intéressant dans un contexte industriel, de par
sa capacité a étre un véritable prototype virtuel d’'un dispositif dont on cherche a évaluer les
performances. Cependant, a cause du grand nombre d’inconnues dans le systeme généré par la
méthode EF, et du comportement non linéaire de matériaux ferromagnétiques (dont 'utilisation est
courante au sein des dispositifs électrotechniques), la simulation numérique de matériel électrique est
souvent trés coliteuse en temps de calcul. Par ailleurs, lorsqu’on s’intéresse a une machine électrique
tournante, la prise en compte de son environnement électrique (circuit d’alimentation) et mécanique
(charge au rotor) est capitale pour modéliser précisément son comportement. Or, les phénomeénes
mécaniques liés au mouvement du rotor sont associés a des constantes de temps d’ordre de grandeur
bien supérieur a celles des phénomenes électromagnétiques. Ainsi, la discrétisation temporelle doit
étre fine pour représenter fidelement le comportement électromagnétique de la machine, et la durée
de simulation doit étre grande pour évaluer la dynamique du systéme mécanique dans sa globalité, ce
qui conduit souvent a des temps de calcul prohibitifs.

On cherche alors a mettre en ceuvre des techniques dans le but de réduire le temps de calcul associé
a la résolution d’un systéme. Dans le contexte des sciences de I'ingénieur, les méthodes de réduction
de modele ont été développées dans ce but et semblent donc adaptées a ce type de probleme. On
distingue alors deux degrés de réduction :

= Le premier degré correspond a des méthodes qui reposent sur la définition d’une base
réduite, dans laquelle on recherchera une approximation de la solution et qui permet de
réduire grandement le nombre d’inconnues du systeme EF. Ces méthodes tirent parti de la
projection du systeme EF dans la base réduite, et ont été souvent développées pour des
problémes linéaires a évolution dans le temps. Parmi les plus connues, on peut citer la Proper
Orthogonal Decomposition (POD) [78], la Proper Generalized Decomposition (PGD) [59], la
méthode d’Arnoldi [84] ou celle des Circuits de Cauer [68]. Certaines méthodes ont ensuite
été adaptées pour étre appliquées a des problémes non linéaires, mais la réduction des



temps de calcul proposée devient alors trop faible, et I'intérét de la réduction caduque. On
utilise alors un autre type de méthodes, associées a un deuxieme degré de réduction.

= Lesecond degré de réduction englobe des méthodes qui permettent d’accélérer le temps de
calcul associé aux phénomenes non linéaires. Leur principe consiste a sélectionner un certain
nombre de composantes (ou points de l'espace) représentatives sur lesquelles les
phénomeénes non linéaires seront calculés, et a partir desquels on reconstruira 'ensemble
des non linéarités dans tout le domaine d’étude. On distingue alors les méthodes de
projection oblique Hyper-Reduction (HR) [114] et Missing Point Estimation (MPE) [116] et les
méthodes d’interpolation Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM) [109], Gappy POD
(GPOD) [111] et Gaussian Newton Augmented Tensors (GNAT) [118]. Grace a ces approches,
il est possible de réduire efficacement le temps de calcul associé a la simulation de
phénoménes non linéaires.

Cette these CIFRE a été effectuée au sein du LAMEL (laboratoire commun entre le L2EP et EDF R&D),
qui posséde une expérience importante dans la réduction de problemes électromagnétiques basse
fréquence [81][90][103]. L'objectif de ce doctorat est d’identifier les méthodes de réduction les plus
adaptées a un probléme magnétodynamique non linéaire avec prise en compte du mouvement, dans
le but d’intégrer des modeles réduits au sein de procédures de diagnostics d’une machine
asynchrone a cage d’écureuil, et d’en réduire efficacement les temps de calcul. Le verrou scientifique
majeur est I'accélération du calcul des non linéarités, car les méthodes appliquées classiquement
pour des calculs électromagnétiques réduits (DEIM, GPOD) provoquent des instabilités numériques
importantes dans notre cas d’application industriel. Les modeles réduits proposés devront étre
capables de prendre en compte I'environnement électrique et mécanique du dispositif étudié, en
plus des phénomeénes non linéaires et du mouvement du rotor. Par ailleurs, la précision sur les
résultats devra étre suffisante pour permettre I'utilisation des modeles réduits dans un cadre d’étude
de matériel. Dans le cadre de ce travail, les méthodes retenues seront implémentées dans le code de
calcul électromagnétique EF Code_Carmel, co-développé au LAMEL et utilisé par EDF R&D pour ses
études industrielles.

Ce mémoire de these est composé de 3 parties. D’abord, on présentera la modélisation des
problémes électromagnétiques non linéaires, en commencgant par détailler le cas continu avant de
s’'intéresser au modele discret construit a I'aide de la méthode EF, et on finira par appliquer la
méthode a un probléme industriel : la simulation d’une machine asynchrone a cage d’écureuil.
Ensuite, on introduira les méthodes de réduction de modele basées sur la projection dans une base
réduite, dont on détaillera plusieurs méthodes de construction qui seront comparées sur le cas
industriel d’intérét. Dans la troisi@me partie, on présentera les méthodes permettant d’accélérer le
calcul des non linéarités, qui seront évaluées et comparées afin de déterminer la plus adaptée a notre
probléme. On proposera alors un modeéle réduit hybride, qui sera utilisé dans le cadre de I'application
industrielle et dont on évaluera le gain en temps de calcul et la précision par rapport au modeéle EF.






|.  Modélisation de probléme électromagnétique non
linéaire

Dans le domaine du génie électrique, les outils de simulation numérique sont utilisés de maniére
intensive, pour le dimensionnement, le diagnostic ou I'optimisation du matériel. Dans un contexte
industriel, ils doivent respecter une contrainte double : retranscrire la réalité le plus précisément
possible tout en étant rapides d’utilisation. Pour étudier finement le comportement d’un dispositif
électrotechnique, on utilise généralement des modeles numériques basés sur une approche de type
éléments finis (EF). Dans un premier temps, un modeéle est défini dans le domaine continu a partir des
équations de Maxwell, qui régissent les phénomeénes électromagnétiques. Ce modele repose sur des
objets mathématiques définis dans des espaces de dimension infinie, et décrit de maniere trés précise
les phénomenes physiques. En revanche, la solution de ce modele n’est en général pas accessible, et
on utilise alors des approches de discrétisation afin de retranscrire le modeéle dans un espace de
dimension fini. Cette étape est réalisée en utilisant la méthode EF, et permet de redéfinir un probleme
gue I'on peut résoudre sur un calculateur. Ainsi, il est possible d’obtenir une représentation fidele des
répartitions de champs magnétiques et électriques au sein du matériel étudié.

ILA.  Probléme continu
I.LA.1. Equations de Maxwell

Dans ce mémoire, on s’intéresse a la résolution d’un probléme électromagnétique sur l'intervalle
temporel [0, T] et le domaine spatial D,, ou T est un entier positif et D,, un domaine borné connexe
de R3 de frontiére I' (la notion de connexité sera abordée en I.A.4 et illustrée sur la Figure 3). Les
phénoménes électromagnétiques classiques sont décrits par les équations de Maxwell [1][2][3] :

0
rot H(t,x) = J(t,x) + aD(t, x) (6))
0
rot E(t,x) = —aB(t, x) 2)
divB(t,x) =0 3
div D(t,x) = p(t, x) C))

Ces quatre équations sont appelées équation de Maxwell-Ampére (1), Maxwell-Faraday (2), Maxwell-
Thomson (3), et Maxwell-Gauss (4). Elles définissent les champs suivants, a valeur dans R3 : I'induction
magnétique B (T), le champ magnétique H (A.m™1), I'induction électrique D (C.m™?2) et le champ
électrique E (V.m™1). De plus, les termes sources de ce systétme d’équation sont la densité de
courants J (A.m™2) et la densité volumique de charges p (C.m™3). A partir des équations (1) et (4),
on peut définir I'équation de conservation de la charge, qui s’écrit :

0
ap(t, x)+divJ(t,x)=0 )

Dans la suite du document, on simplifiera I'écriture en ne précisant pas la dépendance en temps et
espace (t, x), sauf quand cela s’avére nécessaire.

[.LA.2. Lois de comportement

Des relations constitutives sont introduites pour prendre en compte les propriétés électromagnétiques
des matériaux du domaine. Dans un premier temps, on s’intéresse aux comportements des matériaux
ferromagnétiques, au sein desquels des phénoménes mésoscopiques ont une influence importante
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sur I’évolution des répartitions de champs [4][5]. Lorsqu’il n’est soumis a aucun champ magnétique,
des zones a aimantation uniforme (domaine de Weiss) se créent dans le matériau, phénomene qui
s’explique par des considérations énergétiques. La présence d’'un champ magnétique H extérieur met
en mouvement les frontieres de ces zones (parois de Bloch), ce qui va entrainer une évolution de
I'induction magnétique B. Cela se traduit par I'accroissement des zones dont |'aimantation est dans la
méme direction que le champ magnétique, jusqu’au moment ol un champ suffisamment élevé rend
le matériaux mono-domaine, et I’'aimantation devient maximale. L'évolution de |'état désaimanté a
|"aimantation maximale suit une courbe appelée courbe de premiére aimantation. Ce phénomene est
irréversible, car les propriétés microscopiques du matériau sont modifiées par I'action du champ
magnétique, et I'évolution de I'aimantation maximale a I'état désaimanté ne suit donc pas la courbe
de premiere aimantation en sens inverse. On définit alors le cycle d’hystérésis magnétique, décrivant
I’évolution des champs magnétiques au sein de ces matériaux qui, soumis a un champ extérieur,
subissent des modifications microscopiques irréversibles. En pratique et afin de simplifier la
modélisation de ces matériaux, on supposera ces transformations réversibles et on considérera la
coévolution des champs magnétiques suivant la courbe anhystérétique, comme montré sur la Figure 1.

B

Figure 1 — Cycles d’hystérésis : champ B en fonction de H (noir). Un exemple de courbe anhystérétique est présenté en rouge.

Dans le cas ou les effets des contraintes thermiques et mécaniques sur les matériaux sont négligés, et
en considérant les matériaux isotropes et anhystérétiques, ces lois sont [6] :

J=0(E)E+]; (6)
B = u(H)H + B, 0]
D =€e(E)E + D, ®)

Ces lois constitutives font apparaitre la conductivité électrique o (S.m™1), la perméabilité magnétique
pu (H.m™1) et la permittivité diélectrique € (F.m™1). La densité de courant source J; (A.m™2) est
introduite pour représenter le comportement de bobinages ol elle sera supposée connue (la
conductivité est alors considérée nulle), tandis que les champs d’induction rémanente magnétique B,
et électrique D,. décrivent des propriétés microscopiques des matériaux magnétiques et électriques.
Dans la suite, on limite les non-linéarités a la perméabilité du matériau ferromagnétique, en
considérant des matériaux linéaires homogenes partout ailleurs. Enfin, on néglige les champs
d’induction électrique et magnétique rémanente (dans I'application industrielle visée, il n'y a pas
d’aimant permanent), et on introduit J;,4 = oE la densité de courant induit, ce qui nous donne
finalement :



J=0E+]s=]Jina +Js ®

B = u(H)H 10)

D =cE an
On peut supposer dans certains milieux considérés comme isolants que la conductivité est nulle, et on
définit donc D c D, le sous-domaine dit « conducteur » ou la conductivité est non nulle. Il en va de
méme pour la densité de courant source, et on définit de maniére similaire le sous-domaine dit
« source » Dg € D, ou cette grandeur est non nulle. De plus, la perméabilité magnétique peut suivre
une loi non linéaire dans les zones du domaine D, contenant des matériaux ferromagnétiques, définis
par le sous-domaine dit « non linéaire » D,;; € D,. Les différents sous-domaines seront illustrés sur la
Figure 6. On peut avoir recours a une loi inverse donnant H en fonction de B, I'équation (10) est alors
réécrite de la maniére suivante, en introduisant la réluctivité magnétique 9 (m. H™1) définie comme

I'inverse de la perméabilité magnétique :

H=9(B)B 12)
Plusieurs approches existent pour approcher cette loi non linéaire [7], basées sur I'interpolation ou
I'analyse mathématique, et nous utiliserons le modele dit de « Marrocco » [8]. La réluctivité
magnétique dans la loi (12) s’écrit alors :

1 (e — em)||B||?>™
9(B) = —| ey +
B =7 (EM 1B + 7y

a

13)

Les valeurs des constantes u,, €y, €y, &y et Ty sont identifiées a partir d’essais effectués sur les
matériaux que I'on cherche a modéliser, en mesurant la courbe anhystérétique.

I.LA.3. Relations aux frontiéres des domaines

Les équations de Maxwell sont valables sur I'ensemble du domaine, et doivent vérifier des conditions
de continuité entre les sous-domaines aux propriétés matérielles différentes.

Afin de définir ces conditions de continuité, nous utiliserons des formules d’intégration [9] issues du
théoréme de Stokes, que nous rappelons ici. On introduit d’abord un champ vectoriel X défini sur un
domaine quelconque de R3 noté Q de bord 9. Si div X existe, par la formule de Green-Ostrogradski
nous obtenons

f dideQ=f X-ds (14
Q 20

avec dS le vecteur unitaire sortant sur d{). On définit maintenant dC une courbe orientée et fermée
de R3 générant une surface Sy, et si rot X existe, la formule de Stokes nous permet d’écrire

|

avec dl le vecteur unitaire orientant dC.

rot X dS;; = f X-dl (15)

ac ac

Considérons deux sous-domaines D, et D, séparés par une frontiére notée I ,, et n le vecteur normal
de R3 dirigé par convention de D; vers D,. A partir de I’équation de Maxwell-Ampére (1) et en utilisant
la formule de Stokes (15), on peut montrer que

[E x n] r,=0 6)
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ou [-]p12 représente le saut entre les deux milieux D, et D,. A partir de I’équation de Maxwell-Faraday
(2), et en introduisant jplz(A.m‘l) la densité de courant surfacique sur la frontiére I3 ,, on montre
gu’on a

[Hxn]p,=—]jr, an

Par ailleurs, d’apres I'’équation de Maxwell-Thomson (3) et en utilisant la formule de Green-
Ostrogradski (14), on a:

[B-n] r,=0 18)

De méme a partir de I'’équation de Maxwell-Gauss (4) et en introduisant %plz(C.m‘z) la densité de
charge surfacique sur I3 ,, on montre que

[D-nlp, =, 19)
Dans la suite de ce document, on considerera les densités de courant sun‘aciquejp12 et les densités de
charge surfacique », , comme étant nulles.

I.LA.4. Espaces fonctionnels

Afin de pouvoir utiliser les opérateurs différentiels grad, div et rot présents dans le systeme
d’équations de Maxwell qui nous intéresse, et construire les formulations faibles permettant sa
résolution, il nous faut d’abord présenter les espaces de définition associés a ces opérateurs
[10][11][12][13], dans le domaine spatial borné D,, € R3 de bord I.

= Espace des fonctions scalaires de carré intégrable défini par

L>(D,) = {f mesurable ; f If1? < +00} (20)
D

X

= Espace des fonctions vectorielles de carré intégrable défini par

L%(D,)3 = {F mesurable ; f

Dy

IF|I? < +00} @n

On associe a ces deux espaces leur norme et produit scalaire que I'on note respectivement ||. || et

(- )p,-
= Espace de Sobolev H(grad, D,) défini par
H(grad,D,) = {f € L>(D,) ; grad f € L?>(D,)3%} (22)
dont la norme ||*|| grqq,p, et semi-norme || grqq4,p, Vérifient

W l5raap, = IfII5, + llgrad fli3, 23)
fl7raap, = llgrad 13, 24)

On définit également Hy(grad, D,) et H(grad, D,), deux sous-espaces de H(grad, D,) contenant
respectivement les fonctions a valeur nulle sur I', et les fonctions a moyenne nulle :

Ho(grad,D,) ={f € H(grad,D,); f|r =0} @5
H(grad,D,) = {f € H(grad,D,) ;fDxf = O} (26)

= Espace défini par I'opérateur divergence

11



H(div,D,) = {F € L?>(D,)%;div F € L2(D,)} @7
dont la norme ||*|| giv,p, €t semi-norme || 4, p, Vérifient

I FllZip, = IFII3, + lldiv FI3, (28)
|F|%ip, = lldiv F||3, (29)

et qui contient le sous-espace H(div, D, ) défini par
H,(div,D,) = {F € H(div,D,)) ; F-n| = 0} (30)
=  Espace défini par I'opérateur rotationnel
H(rot,D,) = {F € L?(D,)3;rot F € L*(D,)%} 31
dont la norme ||*|l;o¢,p, €t semi-norme ||, p, vérifient

IFll7otp, = IIFII5, + llrot F|3_ (32
|F|7ot,p, = llTot Fl|5, 33)

et qui contient le sous-espace H(rot, D,,) défini par
Hy(rot,D,) ={F € H(rot,D,); F X n|r = 0} (34

= Espaces aux conditions limites partielles, sury € I

Hy,(grad,D,) = {f € H(grad,D,); f|, = 0} (35)
H,,(rot,D,) ={F € H(rot,D,) ; F x n|, = 0} (36)
H,,(div,D,) = {F € H(div,D,) ; F -n|, = 0} 37

Ces sous-espaces seront nécessaires pour définir certaines conditions aux limites mixtes présentées
plus loin dans ce document. Les inclusions de ces différents espaces et sous-espaces sont illustrées
dans la Figure 2.

L2(D) N\ [12(D,)? O\

H(div,D,)
H(rot,D,)

H(grad,D,)
Hy,(grad,D,)

Figure 2 —Illustration des espaces fonctionnels associés aux conditions limites

= Espaces associés au domaine temporel a valeur dans V, ou V est un des espaces H(grad, D,,),
H(div,D,) ou H(rot, D,.) définis ci-dessus

T
Lo (V) = {u mesurable ; u(t) € V,vt € [0, T],f llu(t, H|IZdt < +00} (38)
0

Hior(V) = {u mesurable ; u(t) € V,vt € [0,T],

fOT<|Iu(t,.)|I12/ + H%u(t,.) i) dt < +oo}

39
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On va maintenant discuter des propriétés de ces espaces continus. En notant A et v deux espaces
vectoriels et g un opérateur de v dans A, on définit respectivement Im(g) et ker(g) I'image et le
noyau de g, tels que :

Im(g) ={g(v);v € A} (40)
ker(g) ={veA; glv) =0} 1)

A partir des égalités vectorielles rot (grad) = 0 et div (rot) = 0,0na:

Im (grad (H(grad, Dx))) C ker (rot (H(rot, Dx))) “2)
Im (rot (H(rot, Dx))) C ker (div (H(div, Dx))) @3)

On se place dans le cas ou le domaine 2 est contractile [14], c’est a dire simplement connexe et sans
cavité. Un domaine est dit connexe s’il existe toujours un chemin continu reliant deux points du
domaine, il est simplement connexe si n’importe quel chemin fermé peut y étre ramené a un point par
une déformation continue. On parle enfin de domaine contractile si, au sein d’'un domaine simplement
connexe, une surface fermée quelconque y appartenant peut-étre réduite a un point par
transformations successives. Les différents types de domaines sont illustrés dans la Figure 3.

(@) (b)

1
1
[
i
H
1
1
1
[}

(d)

Figure 3 — Différents types de domaine (a) : domaine non connexe, (b) : domaine non simplement connexe,
(c) : domaine non contractile, (d) : domaine contractile

Dans le cas du domaine contractile, les propriétés précédemment décrites deviennent, comme
illustrées dans la Figure 4, ol les zones hachurées en bleu correspondent aux noyaux :

Im (grad (H(grad, Dx))) = ker (rot (H(rot, Dx))) (44)
Im (rot (H(rot, Dx))) = Kker (div (H(div, Dx))) 45)

13



(120, ) a L*(Dy)? N

rad
/gf rot

A
H(grad,D,)

(& /

Figure 4 — Relations entre les espaces fonctionnels continus, dans le cas d’un domaine D,, contractile

Dans le cas non contractile, il est possible d’introduire des « coupures » au sein du domaine pour le
rendre contractile [11]. On peut noter que I'opérateur 1ot est appliqué aux champs H et E, qui sont
donc cherchés dans H(rot, D,), tandis que I'opérateur div est appliqué aux champs B, D et J, qui
sont cherchés dans H(div, D,.). Ainsi, il est important de noter que les lois de comportement (9), (10)
et (11) induisent des changements d’espace au méme titre que les opérateurs différentiels appliqués,
comme illustré par le diagramme de Tonti [15] sur la Figure 5.

H- ot |rot

rot | e

A J -

"
-

- L J
div

0 A o

Figure 5 — Diagramme de Tonti pour un probléme électromagnétique

[.LA.5. Approximation magnéto-quasistatique
I.A.5.a) Modéle

On s’intéresse a des problemes électromagnétiques dits « basse fréquence », ce qui signifie que le
temps requis par le systeme étudié pour atteindre I'équilibre aprés une perturbation est trés grand
par rapport au temps de propagation d’'une onde électromagnétique dans le milieu [16]. Ainsi, les
phénomeénes de propagation peuvent étre négligés, et deux modeles quasi-stationnaires sont définis :
le modele électro-quasistatique qui néglige les effets inductifs, et le modéle magnéto-quasistatique
dans lequel les courants de déplacements sont négligés. On peut également signaler I'existence d’un
modele intermédiaire dit « de Darwin », ol les phénomeénes de propagation d’onde sont négligés et
les effets inductifs et capacitifs sont pris en compte [17]. Dans nos cas d’études, comme dans la plupart
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des applications en électrotechnique, les effets observés sont plutét inductifs, et c’est donc le
deuxieme modele quasi-stationnaire qui est considéré [11]. Dans ce cas de figure, les courants de
déplacement sont donc considérés nuls dans I'équation de Maxwell-Ampere (1) [18]. Cela nous donne
I"approximation quasi-stationnaire magnétique des équations de Maxwell, définie par :

rotH =] (46)
0
rotE=——B “7)
ot
divB=0 48)

De plus, I'’équation de conservation de la charge est modifiée pour devenir :

div]=0 (49)
I.A.5.b) Conditions aux limites

Pour bien poser le probléme, on doit imposer des conditions initiales pour I'intervalle temporel [0, T]
et des conditions limites pour le domaine D,.. Les conditions initiales seront imposées sur les champs
magnétiques sur la surface I' du domaine D,,, et sur les champs électriques sur la surface du domaine
conducteur, qu’on note I-. On définit deux frontiéres I, et [ disjointes tellesque I’ = I U [, et la
frontiere I'¢yp, qui correspond au cas ou la frontiere du domaine conducteur est en contact avec la
frontiere du domaine D,.. On considere le domaine source D de frontiere [, et la frontiére I5,p, qui
correspond au cas ou [ est en contact avec la frontiere du domaine D,.. Enfin, on considére le domaine
non linéaire D,; et le domaine conducteur D, comme montré dans la Figure 6.

On impose deux conditions aux limites de type magnétique et trois conditions de type électrique sur
la frontiere du domaine conducteur :

= Sur Iy, onimpose la composante tangentielle du champ magnétique nulle, on considére alors
gue la frontiére est en contact avec un matériau « parfaitement conducteur magnétique » (a
perméabilité magnétique infinie) :

Hxnlp, =0 (50)

= Sur [, on annule la composante normale de I'induction magnétique, on considére alors que
la frontiére est en contact avec un matériau « parfaitement isolant magnétique » (a
perméabilité magnétique nulle) :

B.n|p, =0 (51)

= Sur I, a partir de la continuité de la condition imposée (50) et de I'équation de Maxwell-
Ampere (1), on annule la composante normale de la densité de courant induit :

Jina-nl, =0 (52)
et, sur I, on annule la composante normale de la densité de courant source :
Jsen|, =0 (53)

* Surl¢yp,, onannule lacomposante tangentielle du champ électrique, ce qui d’apres larelation
(2) correspond a imposer la condition (51) :

Exn|r, =0 (54)
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Figure 6 — Domaine d’étude D, de frontiere I' = I'y U I et ses sous-domaines source D g de bord I' g, non linéaire D, et conducteur D ¢
debord I'¢. Lesbords I'syp, et I ¢yp,, correspondent a I'union de I' avec respectivement I's et I'¢..

I.A.5.c) Formulation en potentiel vecteur A*

Le modele quasi-stationnaire magnétique et les conditions aux limites décrites en (50)-(54) permettent
de poser un probléme électromagnétique non linéaire basse fréquence qui contient un domaine
conducteur. Cependant, sa résolution directe est difficile, car il posséde plusieurs inconnues en champ
et les différents sous-domaines peuvent générer des discontinuités normale et tangentielle [19]. Pour
s’affranchir de ces obstacles et réduire le nombre d’inconnues du systéme, on introduit des potentiels
électromagnétiques [20], et parmi les formulations existantes [21][22], on s’intéressera plus
spécifiquement au potentiel A* dit « A modifié » [23]. Cette formulation consiste a choisir le potentiel
vecteur A tel que

E = aA (55)
ot

On peut alors injecter ce potentiel dans I’équation (47) pour avoir :
B =1r0tA (56)

Ainsi, les conditions aux limites décrites dans les équations (50) et (51) sont respectivement
remplacées par :

rotAXn|p, =0 (57
Axn|,=0 (58)

Finalement, en substituant (55) et (56) dans (46), (47), (48), et en considérant les lois de comportement
(9) et (12), le probleme final s’écrit :

( 0 _
rot (O(rot A)rot A) = J, — GEA dansD, avec rot AXn|p, =0
B =rotA dansD, avec AXn|p, =0
) E=— i A dans D (59)
A(t=0)=0 ansec
\ div]s=0 dans Dg

L'unicité de A est garantie dans le domaine conducteur par le choix du potentiel vecteur A*. Dans le
reste du domaine, cette unicité peut étre imposée a I'aide d’une jauge de Coulomb [18], de sorte que
div(A4) = 0, oude lajauge A.w = 0, ou w est un champ vectoriel arbitraire dont les lignes de champs
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relient tout le domaine et ne se referment pas [24]. Dans le cas de la jauge de Coulomb, elle sera
imposée au sens faible, en prenant A dans I'espace H (rot, D).

I.LA.6. Couplages

Le modele magnéto-quasistatique décrit dans ce mémoire permet de représenter fidelement le
comportement électromagnétique d’'un dispositif électrotechnique, pour une densité de courants
sources fixée dans les inducteurs. Dans la plupart des cas, ces inducteurs représentent les bobinages
de machines tournantes connectés a un circuit électrique extérieur. Le courant circulant dans ces
inducteurs, et donc la densité de courant sources J, dépend des caractéristiques de ce circuit, qu’il
faudra donc coupler a notre modele de calcul de champs. Dans le cas d’un dispositif électromagnétique
en mouvement, comme le rotor d’'une machine tournante, sa position dépend du couple exercé par la
machine elle-méme mais aussi du couple de charge extérieur. Il faut donc également coupler un
modele mécanique a notre modéle de calcul de champs. Dans cette partie, nous détaillerons les
couplages des inducteurs et du mouvement du rotor.

I.A.6.a) Environnement électrique

On cherche a étudier le comportement d’un dispositif alimenté par le biais d’un nombre n!

d’inducteurs bobinés. On se place d’abord dans le cas d’un unique inducteur multi-filamentaire
composé de n° spires définissant le sous-domaine Dg de frontiére I5. La section de I'inducteur est
considérée constante et notée S, comme illustré sur la Figure 7, et on cherche a imposer un courant
i ou une différence de potentiel v entre les surfaces I3 et I.

Dy

Figure 7 — Inducteur définissant un domaine D de frontiere I'

On note n le vecteur normal 2 la section S¢ et on définit le vecteur densité de spires N (m™2) tel que :

N=—n dans Dy (60)
N = hors de Dg (61)

Par définition, la divergence du champ N est nulle [21], ce qui permet d’introduire un vecteur K tel
que :

rotK =N (62)
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En considérant le cas de conducteurs multi-filamentaire, qui est le plus courant dans les machines
électriques, et en supposant que la densité de courant source est répartie uniformément au sein du
conducteur,ona:

i=| JdS =] (Scn) (63)
Sc

ou i est le courant circulant dans l'inducteur et n le vecteur unitaire sortant de S., on peut exprimer
la densité de courant source comme :

Js = Ni (64)

On considére maintenant n! inducteurs bobinés, avec I'inducteur [ de section Sé, définissant le sous-
domaine Dsl, le vecteur normal m;, le vecteur densité de spire N; (selon (60)(61)) et le vecteur K; (selon
(62)), et constitué de nj spires. En notant i; le courant circulant dans cet inducteur, on peut
décomposer la densité de courant source comme :

TLI

IJs= Ny (65)

1=1
Dans le cas ou le courant est imposé dans les inducteurs, le couplage se fait naturellement en
remplagant J¢ dans (59) par son expression (65). Dans le cas ou la tension est imposée, le couplage se
fait a I'aide du flux magnétique v, capté par la bobine [, qui s’exprime en fonction du vecteur K
comme :

Y = fD (B-K)dVv (66)

X

Cette expression peut étre simplifiée en tirant partie de la définition du potentiel vecteur 4, qu’on
peut injecter pour avoir :

Y, = (rotA-K,dV (67)
Dy

Finalement, en utilisant la formule de Green [13] et |a définition de K, (62), on obtient :
Y, = (A-Npav (68)
D§

En notant v; la tension imposée aux bornes de I'inducteur [ et R; la résistance du bobinage, et d’aprés
la loi de Faraday, le courant i; est solution de :

d
alpl + Riip = v, (69)

Ainsi, pour effectuer le couplage circuit dans le cas ou la tension est imposée aux bornes des
inducteurs, il faut résoudre simultanément I'équation (69) pour les i; et (59) pour les potentiels
vecteurs, en remplagant J; par son expression (65).

I.A.6.b) Environnement mécanique

Dans le cas d’'une machine tournante, le mouvement du rotor est décrit par une équation mécanique.
On note @ (rad) I'angle de rotation du rotor par rapport au stator, J,; (kg.m?) le moment d’inertie
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du moteur, fy; (kg.m?.s™1) la constante de friction, Igy (kg.m?.s™1) le couple électromagnétique
et I}y (kg.m?.s71) le couple de charge. L’équation mécanique s’écrit alors :
2
]M%"’fM%:FEM(B)_FM (70)

On s’intéresse alors au calcul du couple électromagnétique Iy, produit par la machine électrique.
Comme il dépend de la répartition du champ magnétique au sein de la machine, ce terme va permettre
le couplage entre I'équation mécanique (70) et les équations du modéle magnéto-quasistatique
présentées précédemment. Il existe plusieurs approches pour le calculer, les deux les plus utilisées
sont la méthode du Tenseur de Maxwell [25], qui consiste a évaluer cette quantité sur la frontiére ou
se fait le mouvement, et la méthode des Travaux Virtuels [26], avec laquelle on évalue le couple sur
une fine bande englobant cette frontiere. Elles ont été évaluées conjointement dans [27], et comme
on le verra dans la suite du document, la seconde méthode est plus adaptée aux applications qui nous
intéressent, c’est donc celle que I'on utilisera pour calculer le couple électromagnétique. Celui-ci
s’exprime, d’apres le principe des travaux virtuels, en fonction de la variation de I'énergie magnétique
liée au mouvement du rotor [28][29], pour une induction magnétique constante. On note wy (B, 8)
I’énergie magnétique, elle s’écrit [11], sur le domaine D,, par :

B
wy(B,0) = f J (H(B)-dB) dD, (71)
Dy Y0
Le couple électromagnétique est alors donné par :
d B,0
Iy (B) = —WMa(g ) B constant (72)

Il faut noter que la constante de temps associée au systeme électromagnétique couplé avec I'équation
de circuit est en général beaucoup plus faible que celle du systtme mécanique. De ce fait, un couplage
fort entre les deux systémes n’est pas nécessaire [30], et on peut résoudre le premier systeme
d’équations électromagnétiques d’abord, pour ensuite calculer le couple électromagnétique et
résoudre I'’équation mécanique (70), pour en déduire la valeur de 6.

[.LA.7. Calcul des valeurs d’intérét

Nous avons détaillé les systémes a résoudre, dans le cas de I'approximations magnéto-quasistatique,
ainsi que les couplages éventuels pour prendre en compte I'environnement du dispositif modélisé.
Leur résolution permet d’obtenir la répartition des champs électromagnétiques au sein du dispositif
modélisé, mais nous nous intéressons également a I’évolution de certaines valeurs globales [6]. Ces
grandeurs permettent d’obtenir des informations importantes sur le fonctionnement du dispositif, et
sont détaillées dans cette partie :

" Les courants dans les inducteurs

Comme les courants sont des données du probléme lorsqu’ils sont imposés, on se place ici dans le cas
ou c’est la tension qui est imposée aux bornes des inducteurs. Dans cette configuration, le modele issu
de I'approximation magnéto-quasistatique est couplé avec I’'équation de circuit (69), et les courants
sont des inconnues supplémentaires de notre probleme. Leur calcul se fera donc par résolution
simultanée de cette équation de circuit et de I'équation (59), comme décrit dans I.A.6.a).
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= Les flux magnétiques et forces électromotrices associés aux inducteurs

Les flux magnétiques dépendent de la répartition de I'induction magnétique B. lls sont calculés, au
sein des inducteurs, a I'aide de I'équation (68). On peut noter que, selon la loi de Lenz, une variation
de flux au sein d’un inducteur induit une force électromotrice qui s’y oppose. En notant ¢; la force
électromotrice de I'inducteur [, celle-ci s’écrit :

dy;(t)

73)
dt

e(t) =—
= Les pertes Joule dans le domaine conducteur

Dans le cas de la modélisation d’un dispositif électrotechnique, les pertes Joule ont une importance
capitale, car la température au sein du matériel conditionne grandement sa durée de vie et est un
facteur clé du rendement. On les note Py, et elles se calculent au sein du domaine conducteur D, par :

P(t) = f GE(t) - E(t) dD, a9
D¢

= Les pertes magnétiques (ou pertes fer)

La variation d’'un champ au sein d’'un matériau ferromagnétique géneére une dissipation d’énergie, que
I'on appelle pertes magnétiques ou pertes fer [31]. D’apres le modele de Bertotti [32], on peut
décomposer ces pertes en trois contributions : les pertes par hystérésis Py, les pertes par courant
induit P,; et les pertes excédentaires P,,.. Ces trois composantes sont en fait dues aux courants induits
dans le matériau, a des échelles différentes (microscopique et macroscopique). Dans le domaine
continu, elles sont calculées comme :

P,=f| (H(B)-dB)dD, (75)
Dy
od? 1 (T8 (0B(t)\°
P, = 1z E < ag )> dt (76)
0
1 (Ts|aBO)|"’
Pexc =+ UGVOST_ f ai ) dt )
B Jo

Ou f est la fréquence d’induction, d est I'épaisseur d’une tole ferromagnétique, Ty est la période
d’induction, G est le coefficient de frottements entre les domaines magnétiques, V, est un parametre
caractérisant le champ coercitif local et S est la surface transverse du matériau ferromagnétique.
Finalement, les pertes fer totales sont la somme des trois composantes :

Pr = Pp + Pej + Pexc (78)
= |’énergie magnétique

L’énergie magnétique est une grandeur intéressante, car elle renseigne sur l'intensité des champs
magnétiques au sein du dispositif. Elle se calcule, au sein du domaine D,,, comme décrit par I'’équation
(72).
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I.LB.  Modélisation discrete par la méthode des éléments finis

[.B.1. Méthode des résidus pondérés

On cherche a résoudre des problemes électromagnétiques non linéaires basse fréquence, qu’on a pu
décrire par un systéme d’équations aux dérivées partielles, en utilisant I'approximation magnéto-
guasistatique. Cependant, la résolution exacte d’'un tel probléme, possédant des caractéristiques
géomeétriques et matériaux complexes, n’est en général pas possible. En pratique, on va donc chercher
une solution approchée de notre systeme d’équations défini dans le domaine continu. Afin d’introduire
la notion de solution faible, considérons un exemple d’équation aux dérivées partielles sur un domaine
quelconque 2, en définissant A(*) un opérateur différentiel agissant sur un vecteur a, et f une
fonction donnée. Pour faire le lien avec ce qui a été présenté dans le chapitre précédent, I'opérateur
A(*) peut correspondre au rotationnel, ou a la dérivée temporelle. La formulation forte du probléme
s'écrit :
Trouver a € V tel que
Aa) = f (79)

Pour déterminer la solution approchée a, on introduit V un espace fonctionnel de {2 et u une fonction
test définie sur V. La formulation faible du probleme (79) s’écrit alors :

Trouver a € V tel que
(A@@),u)q = (f,u)g Vv eV (80)
La formulation faible correspond donc a la formulation forte testée sur le produit scalaire {-,-), avec
les fonctions u € V. On appelle alors a la solution forte et a la solution faible du probléme. On peut
montrer que a est solution des deux formulations forte et faible, tandis que @ n’est pas forcément
solution de la formulation forte.

On cherche donc a définir la formulation faible du probléme magnéto-quasistatique. Pour ce faire, on
utilisera la méthode des Résidus Pondérés [33], qui est largement utilisée dans le domaine de la
modélisation numérique car elle est facilement applicable a un grand nombre de problemes aux
dérivées partielles. On rappelle que, dans le cas de la formulation en potentiel vecteur A* tel que décrit
en LLA.5, les champs électrique et d’induction magnétique sont définis en fonction du potentiel 4 €
H, - (rot, D,) par le systeme d’équations (59). On peut le réécrire comme suit, en ajoutant la condition
initiale dans le domaine conducteur A(t = 0) = 0, avec J¢ € H(div, D,) tel que div J; = 0 la densité
de courant source :

a
rot (Y(rot A)rot A) = J, — aaA 31
On peut définir un résidu a partir de I’équation (81), en annulant la partie droite de I'égalité :
a
R(A) = rot (Y(rot A)rot A) + aaA —Js=0 (82)

La méthode des résidus pondérés consiste alors a tester I’'annulation du résidu sur une fonction test
appelée fonction de pondération (d’ol le nom de la méthode) :

0
f R(A)-udD, =f [rot (W (rot A)rot A) + aaA —]S] ‘udD, =0 83)
D Dy

X
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Ou u est une fonction de pondération que I'on choisit dans I'espace H 1, (rot, D), ce qui permettra
d’imposer naturellement des conditions limites de la forme H X nlpH = 0 (cf équation (85)). On
développe les termes de I'intégrale pour obtenir :

0
f R(A)-udD, =f rot (Y(rot A)rot A) -ude+f U%A-udDC
D Dy

X DC

(84)
—| Js-udD,=0
Dy

On peut alors utiliser des relations de Green [13] sur la premiére intégrale, pour la décomposer en :

f [rot (9(rot A)rot A)]-u dD,
D

X

= j J(rot A)rot A -rotudD, +f [9(rot A)rot A X u] -ndly (85)
D

x I'p

+ f [(rot A)rot A X u]-ndly
T

L'intégrale sur la frontiére I est annulée au sens fort car on a pris u dans I'espace H r, (rot, D). On
impose alors la nullité de I'intégrale sur I}y, ce qui permet d’'imposer la condition limite H X n|,, = 0
au sens faible. Finalement, la formulation faible sous forme intégrale s’écrit :

9]
f R(A)-udD, =f J(rot A)rot A -rotu de+f c—A-udD,
D Dy p. Ot

X

(86)
—| JsrudD,=0
Dy
On cherche dans un espace de dimension finie N, dont une base est définie par les N fonctions w,
appelées fonctions de forme, une solution A la plus proche possible de la solution exacte A. Comme
on le verra plus tard dans le document, cette étape est réalisée en utilisant la méthode des Eléments
Finis, et nous présentons dans cette partie le cas général. On introduit donc :

N
y 2 Aw, 87)
a=1

La méthode des résidus pondérés consiste alors a chercher les N scalaires A, qui composent la solution
approchée A4, testés sur N fonctions de pondération u; :

J R(A)-u;dD, =0 i=(1,..,N) (88)
Dy

Il reste donc a déterminer le choix des fonctions de pondération u;. Il existe de nombreuses méthodes
pour choisir ces fonctions [34], et on décide de présenter la méthode de Ritz-Galerkin, qui est la plus
utilisée, et consiste a prendre les mémes fonctions de pondération et de forme. Ainsi on peut réécrire
I’équation (88) en développant et réarrangeant le résidu :
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N
z U 9 (Z Agrot w}l) rotw, -rotw,A,dD,
a=1L"Px

aeN

b=(1,..,N) (89)

= wy, - JsdDy
Dy

d
+ f owy, - — (W, A,)dD,
D, at

[.B.2. Méthode des éléments finis

Nous avons montré comment utiliser la méthode des résidus pondérés pour obtenir la formulation
faible discrétisée de I'équation du modele magnéto-quasistatique. Cette approche est a la base de la
méthode des Eléments Finis (EF), qui permet de représenter un probleme défini sur l'intervalle
temporel [0,T] et le domaine spatial D, par un systéme matriciel, que I'on peut résoudre avec un
ordinateur. Cette méthode permet facilement de prendre en compte des phénoménes de mouvement
ou un couplage avec un circuit électrique, et est donc tout a fait adaptée pour la modélisation de
dispositifs électrotechniques. Dans un souci de généralité, on présentera d’abord la méthode sur le
domaine spatial borné de R3 quelconque 2 qui sera discrétisé, en le découpant en éléments
volumiques de forme simple, des tétraedres ou des hexaedres, composés par des facettes, des arétes
et des nceuds. L'ensemble des éléments (Ng), des facettes (Ng), des arétes (N4) et des nceuds (Ny) est
appelé maillage (mg,). Ce maillage sert de base a la génération d’espaces fonctionnels de dimension
finie permettant d’approcher les espaces fonctionnels continus décrits dans .A.4. Les espaces de
Whitney d’ordre minimal [35][36], qui permettent d’approcher les espaces de définition des
opérateurs différentiels en introduisant un nombre minimal d’inconnues, ont I'avantage d’associer a
chaque espace un élément géométrique (nceud, aréte, facette, élément) du maillage [37]. On peut
noter que dans le cadre de la modélisation de phénomenes électromagnétiques, des alternatives a la
méthode EF ont été proposées et appliquées a des problemes complexes, comme la méthode du
Volume Intégral décrite dans [38].

A chaque nceud ‘n’ est associée une fonction nodale w,) continue et a variation linéaire sur I'ensemble
du domaine, égale a 1 au nceud ‘n’ et nulle aux autres nceuds du maillage. L’ensemble des fonctions
nodales engendre un espace de dimension finie W ?, et vérifie pour une fonction scalaire U € W°, avec
U, la valeur de la fonction U au nceud ‘n’ :

0 — — 0
z w, =1 U= Z U Wy, (90)
NENy NENy

'espace WO défini par I'ensemble des fonctions nodales du maillage m, permet d’approcher
H(grad, ).

Chaque aréte a,,,, relie deux nceuds n,, et n,, (Figure 8), de fonctions nodales w,) et w),, et est associée
a une fonction d’aréte w, définie dans le cas des tetrahédres par [39] :

wl =wlgrad wd — w2 grad w? )]

L’ensemble des fonctions d’aréte engendre I'espace des éléments d’aréte de dimension finie W1, et
vérifie, avec U un vecteur de W et u, la circulation de U le long de I'aréte a :

— 1
v= Z UaWa Ug =j U dl 92)
a
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Figure 8 — Exemple d’aréte a,,

La continuité tangentielle de la grandeur discrétisée dans W' est assurée a l'interface entre deux
éléments. L’espace W1 défini par I'ensemble des fonctions d’aréte du maillage permet d’approcher
H(rot, ).

En fonction du type d’élément choisi pour la discrétisation, une facette peut étre triangulaire ou
quadrangulaire. Dans le cas d’'un tétraedre, chaque facette orientée f,,,x @ trois sommets
correspondant aux nceuds 7, 1., et n; (Figure 9) de fonction nodale respective w?, w2 et wp?, et est

associée a une fonction de facette ng :

w; = 2(wggrad w;) x grad wy, + wpgrad wi x grad w + w; grad w,

93
x grad w)) o9

L’ensemble des fonctions de facette engendre I'espace des éléments de facette W?, et vérifie, avec U
une fonction de W? et ur le flux de U a travers la facette f :

— 2
U= Z Uy uf=f U.nds (94)
fENE f

f nmk

n; n.,

Figure 9 — Exemple de facette triangulaire f,nx

Ces fonctions assurent la continuité normale de la grandeur discrétisée par les éléments de facette.
L’espace W2 défini par I’ensemble des fonctions de facette du maillage permet d’approcher H(div, 2).

Enfin, pour chaque élément e appartenant au maillage, on associe une fonction de volume w2, nulle
en dehors de e et constante sur I'élément e avec :

1
~ vol(e)

we (x)

93)

avec vol(e) représentant le volume de I'élément e. L'exemple d’un tétraedre e, x; relié a quatre
noeuds n,, n,y,, Nk, et n; estillustré sur la Figure 10.
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L~
Figure 10— Exemple d’élément tétraédrique €411

L’ensemble des fonctions de volume engendre I'espace W3, et vérifie, avec U un champ scalaire de
W3 et u, I'intégrale de volume de U sur I'élément e :

u= Z UeWe U, =f U dv 96)
eENE e

L’espace W3 défini par 'ensemble des fonctions de volume du maillage permet d’approcher L?(12).
Les espaces fonctionnels discrets sont illustrés sur la Figure 11.

12 (2) I 12(0)?3 I

H(grad, ) H(rot, )

AN
AN

/LZ(.Q)3

H(div, 0)

(12

(& ) \_ /

Figure 11— Illustration des espaces fonctionnels discrets

Comme dans le cas continu (équation (38) et (39)), on peut définir des espaces discrets associés au
domaine temporel a valeur dans V, ou V est un des espaces W, W', W? ou W3 définis ci-dessus :

T
Lo (V) = {u mesurable ; u(t) € V,vt € [0, T],f lu(t, H||Zdt < +00} o7
0
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Hpop(V) = {u mesurable ; u(t) € V,vt € [0,T],

fOT <||u(t,.)||12/ + ”%u(t,.)”i) dt < +oo}

[.B.3. Conditions limites

98)

En utilisant les espaces de Whitney d’ordre minimal, on a pu approcher les espaces fonctionnels
continus qui nous intéressent. De la méme maniere, on cherche a définir simplement les sous-espaces
associés aux conditions limites sur une frontiére y.

Ainsi, on cherche a approcher Hy ,, (grad, 2), qui contient les fonctions de H(grad, (2) avaleur nulle
sur y. Comme on a approché 'espace H(grad, 2) par I'espace discret W°, on peut définir I'espace
discret WO%, a partir de W° en retirant les fonctions nodales issues des nceuds de y, ce qui permet
d’approcher Hy , (grad, 2).

Wy, € Hy,(grad, ) 99)

De fagon similaire, on peut approcher les espaces continus H,,(rot,2) et H,,(div,2)
respectivement avec les espaces discrets W(l),y et W(Z),y. En effet, si on veut imposern X U = 0 sur vy,
alors la circulation de U est nulle sur ¥, et cela revient a considérer un sous-espace de W sans les
fonctions d’aréte situées sur cette frontiére. Ainsi, on a :

W5, © Hy, (rot, Q) (100)
W3, c H,, (div,2) (101)

Ces sous-espaces discrets aux conditions limites sont illustrés sur la Figure 12.

@(n) \ ﬁz ()3 \ /Lz )3 D\

H(div, 2)
Hy, (div,0) [

H(grad, 2)

( Ho, (rot,0) (

N A L

Figure 12 —Illustration des espaces fonctionnels discrets associés aux conditions limites

Les espaces discrets W0, W1 et W? vérifient les mémes propriétés (42) et (43) que les espaces continus
gu’il permettent d’approcher [10]:

Im(grad (W?)) c ker(rot (W")) (102)
Im(rot (W) < ker(div (W?)) (103)

Dans le cas ou le domaine d’étude est contractile, de maniere similaire qu’en I.A.4, on peut montrer
qgue ces propriétés d’inclusion deviennent des égalités, comme on I'a vu pour les espaces continus
associés avec les équations (44) et (45):

Im(grad (W®)) = ker(rot (W")) (104)
Im(rot (W) = ker(div (W?)) (105)
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I.B.4. Espaces fonctionnels des champs et du potentiel

Par soucis de clarté, on présente ici un tableau récapitulatif ol chaque champ et potentiel est associé
a son espace fonctionnel, dans le cas continu et le cas discret :

Grandeur physique Notation | Espace fonctionnel continu Espace fonctionnel discret
Champ électrique E H,r.(rot,Dc) W .
Champ magnétique H H,r, (rot,D,) Wo.r,
Induction magnétique B Hyr, (div, D) Wi,
Densité de courant J H,r.(div,Dy) Wi r.
Potentiel vecteur A Hyr, (rot,D,) W,

Tableau 1 — Espaces fonctionnels des champs et du potentiel dans le domaine continu et le domaine discret

[.B.5. Formulation discrete

Ainsi, on peut réécrire la formulation faible du probléme magnéto-quasistatique en formulation 4*,

construite d’apres la méthode des résidus pondérés et définie par I’équation (89), dans I’espace discret
1 .

Wo,r, € Hop(rot,Dy):

Trouver A € Hjo71(W§ r,), avec J5 € Lo 11 (W5 1) et div(J5) = 0 tel que :

9]
f I(rot A)rot A- rotudD, + f aaA udD.,=| Js-udD, vu e Wgr, (106)
D Dc Dx

P

On introduit alors la décomposition de A dans I'espace Wé,rB, en rappelant la dépendance en temps :

Ax D = ) A(OWh() )
a€ENy
On utilise alors la méthode de Ritz-Galerkin, en choisissant I’ensemble des wll, € Wé_rB, b=(1,..,Ny
comme fonctions de pondérations et en substituant la décomposition de A dans I'équation (106), on
obtient :

Z Aa(t)j 9 Z A,(Drot wl |rot wl -rotw} dD,
D

a€ENy x a€ENy

L d
dt

b=(1,..,Ny) (108)
Aa(t)f thl;l ’ Wlla dD.| = Js- Wlly dDy
D¢

Dy

Les scalaires (Aa(t))aeNA, qui correspondent aux circulations du potentiel A sur les arétes du maillage
autres que celles de I, sont les inconnues du probléme, et nous pouvons construire le vecteur X, (t) €
RN4 composé de ces scalaires. De plus, on introduit les matrices élémentaires suivantes, ol la notation
(-)ap signifie que I'on s’intéresse au terme de Ia a®™e ligne et la b*™€ colonne correspondant aux
interactions entre I'aréte a et I'aréte b [40] :
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(M, (X)) ap :f 9 Z A (Drotw} |rotw} -rotw} dD, (109)
DX

€Ny
(Kidap = f a(wg - wp)dDe (110)
D,
(Fn)a=| s wy)dD; atn
Dy

La formulation discrete définie par I’équation (108) revient donc a résoudre le probleme matriciel
suivant :

Trouver X, (t) € RM4 tel que

Mm(XA(t)) “Xa() + Ky, - dxd;t(t)

[.B.6. Prise en compte du mouvement

= F,,(t) t €[0,T] 112)

Comme on cherche a modéliser des dispositifs électrotechniques et plus précisément des machines
tournantes, il faut prendre en compte le mouvement du rotor. Dans le contexte de la modélisation du
mouvement par éléments finis [41], il existe deux principaux types de méthodes : la méthode
eulérienne et la méthode lagrangienne, comme illustré sur la Figure 13. La premiére consiste a fixer la
discrétisation spatiale des domaines en mouvement (dans notre cas le rotor), alors que les milieux et
les champs se déplacent, ce qui dissocie les frontiéres des domaines et celles des éléments, la
conformité du maillage avec les sous-domaines n’est plus respectée. La seconde, quant a elle, permet
de conserver la conformité du maillage avec les sous-domaines, et consiste a déplacer le maillage du
domaine en mouvement (rotor) par rapport au domaine fixe (stator). On peut utiliser ce type de
méthode dans nos cas d’étude car les équations de la magnéto-quasistatique sont covariantes
lorsqu’on passe d’un systeme inertiel a un systeme tournant, ce qui n’est pas valable pour le systéme
complet des équations de Maxwell [42][43]. C'est donc cette seconde catégorie de méthode que nous
utiliserons, puisqu’elle permet la préservation des frontieres, méme pour un mouvement qui n’est pas
rectiligne uniforme [44]. Il s’agit donc de résoudre un probléme de recollement entre deux maillages
qui ne sont pas nécessairement conformes.
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Figure 13 - Prise en compte du mouvement (a) : Maillage initial, (b) : Rotation avec ’approche eulérienne, le maillage
reste fixe et les frontiéres des domaines ne suivent pas le maillage, (c¢) : Rotation avec 1’approche lagrangienne, le
maillage suit le mouvement mais la conformité au niveau de I’interface est perdue

Dans ce contexte, on peut définir deux types de méthodes en fonction du domaine spatial sur lequel
le mouvement est pris en compte. Le premier type consiste a imposer le mouvement sur une interface
2, tandis que le second type consiste a le faire sur une fine bande d’éléments Dg. Parmi les méthodes
qui entrent dans la premiere catégorie [45][46], on distingue particulierement la méthode du Pas
Bloqué [47], qui permet simplement d’évaluer la rotation du rotor, mais uniquement pour des valeurs
finies de I'angle entre rotor et stator. Elle consiste a permuter la connectivité des éléments du rotor
touchant l'interface Xy, en dupliquant virtuellement les inconnues situées de chaque c6té de cette
frontiere, comme montré sur la Figure 14. Cette méthode a I'avantage d’étre assez simple a mettre en
ceuvre, mais les mouvements possibles sont conditionnés par la discrétisation spatiale et un angle
minimal de rotation A8,,;, apparait, ce qui peut étre trés handicapant pour modéliser certains modes
de fonctionnement d’'un moteur. En effet, dans le cas d’étude du démarrage d’'une machine
asynchrone, il faudrait imposer une discrétisation trés fine au niveau de l'interface de mouvement
pour pouvoir prendre en compte les faibles angles de rotation du début de la simulation. De plus, si la
vitesse angulaire imposée est faible par rapport a Af,,;, alors on doit utiliser un pas de temps grand,
ce qui est incompatible avec la simulation des phénomenes électromagnétiques.

Dans ce travail, nous utiliserons la méthode Overlapping [48][49], qui fait partie de la seconde
catégorie [50][51] et permet de prendre en compte n‘importe quel mouvement de rotation. Elle
consiste a connecter les maillages fixes et mobiles au sein d’une fine bande Dgy. Dans le cas d’une
machine électrique, la zone de mouvement est située dans I'entrefer, entre le rotor et le stator, on
note Z'g (respectivement Zg) I'interface entre le maillage du rotor (respectivement le stator) et la
bande non maillée Dy, comme montré sur la Figure 15. Avec la méthode Overlapping, on prolonge les
fonctions de forme associées aux nceuds (en 2D) et aux arétes (en 3D) localisées sur les surfaces 25 et
295 en respectant les conditions de continuité et en annulant leur contribution sur la surface opposée.
Par exemple, les fonctions de forme associées aux éléments géométriques de 2}; sont annulées sur
z5.
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Figure 14 — Prise en compte du mouvement avec la méthode du Pas Bloqué. Les inconnues au rotor (ronds verts) sont
virtuellement dupliquées sur I’interface Xy

Méme si cette condition n’est pas nécessaire pour appliquer la méthode Overlapping, on se place dans
le cas oU les maillages sur 2,’; et Z'g sont réguliers et périodiques selon I'angle de rotation. En 2D, la
méthode Overlapping consiste alors a étendre sur Z'g (respectivement Z'g) les supports des fonctions
nodales associées aux inconnues de 23 (respectivement ZF). Ce faisant, nous introduisons une zone
de recouvrement sur Dy des fonctions nodales des inconnues de 25 et 23, qui dépend de la position
du rotor par rapport au stator, comme illustré sur la Figure 16.

Figure 15 — Zone de prise en compte du mouvement, avec la bande non maillée Dy et les interfaces rotor X¥ et stator 235
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Figure 16 — Projection des fonctions nodales pour la méthode Overlapping, (a) : extension des fonctions nodales du rotor

sur 25, (b) : extension des fonctions nodales du stator sur %, (c) : mise en évidence de la zone de recouvrement en
pointillés

Qtator

Finalement, la méthode Overlapping permet de définir une matrice associée a la prise en compte du
mouvement (détail du calcul en Annexe 0) :

(M1 (0))ap = f 9airrot Wi - Tot wi, dDg (113)
Dg

En ajoutant la prise en compte du mouvement, le systéme matriciel associé au probleme magnéto-

quasistatique, décrit par I'équation (112), devient alors :

Trouver X, (t) € RV4 tel que

[Mor (X4 () + Moy (8)] - Xa(t) + Ko, - dXst(t) =F,,(t) t €[0,T] (114)

[.B.7. Couplages discrets

Nous avons vu dans |.A.6 que la résolution seule des équations de Maxwell ne suffit pas a correctement
décrire le comportement d’un dispositif électrotechnique qui dépend de son environnement
électrique et mécanique. |l est souvent nécessaire de coupler un tel probléme a des équations de
circuit électrique, ainsi qu’a une équation mécanique dans les cas ou la prise en compte d’'un
mouvement a vitesse variable est nécessaire. Nous allons maintenant décrire ces couplages d’un point
de vue discret, et les modifications du systéme matriciel qu’ils entrainent.

I.B.7.a) Couplage électrique

On cherche a prendre en compte n! inducteurs bobinés alimentant le dispositif électrotechnique, en
se plagant dans le cas ou la tension est imposée et les courants i;(t), | = 1, ..,n!, sont des inconnues
du probléeme. En considérant la définition de la densité de spire N;(x) d’aprées (60) et (61), le second
membre de I’équation magnéto-quasistatique (112) dans le cas discret s’écrit :

Fn(r0=) R )

(F)a= | (Ny-wg)dD; (116)

Ds
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On a vu par ailleurs que, dans le cas d’inducteurs bobinés, le couplage entre I'’équation de circuit
électrique (69) et le systeme d’équations de Maxwell se fait par I'intermédiaire du flux magnétique ;.
D’un point de vue discret, son calcul par I'équation (68) devient :

P (t) = Fj - X4(t) 17

On introduit alors un nouveau vecteur inconnu X qui rassemble les inconnues liées au potentiel
vecteur et les courants :

Xa(t)
X = ilgt) € RNa+n/ (118)
bt (£)
Le couplage de I'’équation du modele magnéto-quasistatique (112) avec I'équation de circuit (69)
s'écrit :

Trouver X(t) € RN4*7' te| que

dX(t
MX®) - X@t)+K- % =F-V(t) t €[0,T] (119)
M, —-F, - —Fu
1o R, 0 0
M= : 0 - 0 (120)
0 0 0 Ry
[Km 0
|FY o o o
= . 121
K=+ o+ ol (2h)
lF¢, 0 o ol
0 0
Fz(l) ? 8ER(NA+"’)X”I V() = vlz(t) € RNat+n! 122
0 0 1 v,1(t)

I.B.7.b) Couplage mécanique

On rappelle que le mouvement du rotor est régi par I'équation mécanique (70), et on a vu comment
coupler cette équation avec le systéme d’équation de Maxwell dans le cas continu, via le calcul du
couple électromagnétique par la méthode des Travaux Virtuels avec I'équation (72). Dans le cas discret,
nous modélisons le mouvement en utilisant une approche lagrangienne. Cela consiste a se placer dans
deux référentiels différents, au rotor et au stator, et a effectuer un recollement a la jonction des deux,
avec la méthode Overlapping (voir |.B.6 et Annexe 0). On peut donc réécrire le calcul du couple d’apres
(71) et (72) comme :

0 B
Iey(B) = —Af f (H(B)-dB) dD, B constant (123)
a6 Jp, Jo
ou a8 signifie qu’on ne dérive que les nceuds de la frontiére coté rotor par rapport a ceux du stator.
On peut alors réécrire I'intégrale sur D,. en la décomposant par domaine, et comme les nceuds du rotor

sont immobiles les uns par rapport aux autres, et qu’il en va de méme pour les nceuds du stator, elle
est non nulle seulement pour les nceuds de la bande de mouvement Dy :
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9 B
Iz (B) = —Af f (H(B)-dB) dDgy B constant (124)
26 Jp, Jo
Comme cette bande de mouvement est située dans I'entrefer, constituée exclusivement d’air, on peut
finalement réécrire le couple :

d ﬁair
Ign(B) = — BB dDg B constant (125)
90 Jp, 2

Sous forme matricielle, ce calcul peut se faire a I'aide d’une expression quadratique sur X, [29]:

Tem(Xy) = XAt "Mp- X, (126)
0 9,
(Mp)ap = ﬁf ‘;” rot wk - rot wi dD, (127)
Dg

[.B.8. Résolution

Le probléme général dans le cas de I'approximation magnéto-quasistatique avec prise en compte du
couplage électrique et du mouvement s’écrit :

Trouver X(t) € RN4*7' te| que

[M(X(0) + My, (0(0)] - X(©) + K - d):i—gt) =F-V(t) te[0,T] (128)

et trouver 6(t) tel que

d?o(t do(t

I.B.8.a) Discrétisation temporelle

Considérons la discrétisation du domaine temporel [0, T] en N, intervalles réguliers séparés d’un pas
detempst = T/Nt' Le pas de temps doit étre choisi suffisamment petit pour capturer les dynamiques
les plus rapides de notre probleme, ce qui signifie en pratique que lorsque la dynamique la plus faible
est T;nin, ONn prend en général T = Tmi"/lo. Le probléme est alors résolu aux temps t* = k1, k =

1, ..., N; et les conditions initiales sont imposées a t% = 0. On peut alors réécrire le vecteur inconnu
X(t) comme suit :

X(tk) = x* k=0,..,N, (130

Afin de résoudre le systeme d’équations (128) et (129), on utilisera une méthode dite pas a pas [52],
dont des exemples sont les méthodes d’Euler implicite et explicite ainsi que la méthode de Crank-
Nicholson. Ces méthodes se basent sur des approches d’intégration numérique, et permettent de
calculer une solution discréte X* en fonction de la valeur de la solution précédente X*~1. On notera
gu’il existe des méthodes a pas multiples, ou les valeurs de plusieurs solutions précédentes successives
sont utilisées pour calculer la solution courante. Pour discrétiser les équations électromagnétiques
(128) nous utiliserons la méthode d’Euler implicite, qui est toujours stable, et qui nous permet
d’introduire une approximation de la dérivée temporelle :

dx(t*) XF-—x*1

k=1,..,N, (31
dt T

L’équation (128) s’écrit donc, en injectant les expressions (130) et (131) :
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Trouver X¥ € R4+ tel que
K k k .
[_+M(X )+Movl(9)]x =F-Vk+—-X k=1,.,N, (32
T T

Pour I'équation mécanique, on commence par introduire la vitesse angulaire w (rad.s™1) tel que w =
ae Ca . .
o On peut alors réécrire cette équation sous la forme :

do(t) 1
It :]_[FEM(B) — Iy — fuw(t)] te€[0,T] (33)
M
di(tt) = w(®) t€[0,T] (134

Ce systeme d’équations mécanique est discrétisé en utilisant le méme schéma d’Euler que celui défini
pour les équations électromagnétiques. Ainsi, ona:

k k+1 _ , k
dw(t?) ~ @ @ k=0,..,N,—1 135)

dt T
de () B ok —gk-1

k = 11 "';Nt (136)
dt T
Ce qui nous permet de réécrire les deux équations (133) et (134) :
T _
wk = k-1 +]_[FEM(Xk) - wak—l] k=1,..,N; 137)
M
ok = gk=1 + t* k=1,..,N, (138)

Enfin, comme on I'a dit dans le cas continu (cf. |.LA.6.b)), la constante de temps mécanique est bien plus
grande que celle du probléeme magnétique, et il n’est pas nécessaire de coupler fortement les deux
systemes. On pourra donc résoudre le modéle magnétique couplé avec I'équation électrique (132)
dans un premier temps, puis I'équation mécanique (137) et (138) en y injectant le couple
électromagnétique calculé par produit quadratique (126).

1.B.8.b) Méthode de résolution non linéaire

La matrice M(Xk) dans I'équation (132) indique la présence de non-linéarités magnétiques, ce qui
rend ce probléme difficile a résoudre de maniére directe. On utilisera donc une méthode itérative de
type Newton-Raphson, qui permet de transformer un probléme non linéaire de solution X* en une
suite de problémes linéaires de solution X¥, et qui converge sous certaines conditions pour donner

lim || X* — Xf|| =0 k=1,..,N, (139

j—ooo
En pratique, on définit le résidu associé a I'approximation X¥, en I'injectant dans I’équation (132). Le
résidu représente |'erreur de cette approximation, et s’écrit donc :

K K
kY _ k k k .k . yk-1 —
R(Xj)_[?+M(Xj)+Mow(9 )]Xj —F-V -7 X k=1,..,N; (140)
Afin d’utiliser la méthode de Newton-Raphson, on considere le développement limité a I'ordre 1 du
résidu, qui s’écrit, en introduisant](X]’-‘) la jacobienne associée au résidu :

R(XF, ) = R(XF) + J(XF) - (Xfq — XF) + o(Xfy, — XF) k=1,..,N, (141

34



On suppose que ||X]’-‘+1 - X]k” est suffisamment petit, ce qui permet d’annuler le terme o(X]'-‘+1 - X]’-‘),
oR(x" 1 1
et que R(X]’-‘H) estnul. La jacobienne](X}‘) = % € RWa+n)x(Na+n') gracrit -

aM(XS)xs

K
J(XF) = —+ Moy (6%) + ox"

k=1,..,N; (142)
Le dernier terme de cette égalité va étre isolé, puisqu’il est responsable des comportements non
linéaires au sein des matériaux ferromagnétiques. On détaille son calcul ici, et on le note :
o (x,5)
k
6XAj

J (XAf) = k=1,..,N,  (143)

Dans un souci de simplicité, on se place ici dans le cas de I'approximation magnéto-quasistatique sans
prise en compte du couplage circuit mais I'approche peut étre généralisée au cas couplé. On rappelle
de plus que I'on considére un domaine d’étude ou le milieu non linéaire et le milieu conducteur sont
disjoints, comme illustré par I'exemple du domaine D,, en |.A.5. Enfin, pour simplifier les notations, on
s’affranchit temporairement des indices k et j. En appliquant la méthode des EF, la partie non linéaire
de la jacobienne est donnée par :

OH(Xy)
b 9Ka)e

Comme, au sein du domaine non linéaire, on a la relation (12) entre le champ H et le champ B, et en

rot wi dD,, (144)

G(XA))a,b =

rappelant que B = }.5ey, Aq(D)T0t wl, on peut exprimer la dérivée de H(X,) comme :

OH(Xy) _ 99(B)

= B +9(B) (145)
a(XA)a a(XA)a a()(A)a
En notant 9’ (B) la dérivée de la réluctivité par rapport au champ B, on peut réécrire :
JH(X 9'(B
(X4) _9°(B) (B ® B)rotwl + 9(B)rot wl (146)

0(Xa)a Bl
ol 'opérateur @ décrit le produit tensoriel comme :
ByBy ByB, BB,
B®B=|B,B, B,B, BB, (147)
B,B, B,B, B,B,

On va donc définir, avec I5 la matrice identité de taille 3, la matrice de réluctivité non linéaire 9 telle
que:

— 9'(B)
J(B) =9(B)I; + TBI (BQ® B) (148)
On obtient ainsi I'expression finale de la matrice jacobienne non linéaire :
Dap = j 9 (B) -rotw} - rot wj dD,,, (149)
Dny

On définit donc finalement le probléme non linéaire de Newton-Raphson par :

1
Trouver X[, € RV4*™ tel que
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X=X - [(x)] R(Xk) k=1,..,N, (50

On veut limiter le nombre d’itérations non linéaires j afin d’avoir des temps de calculs raisonnables.
On introduit alors deux critéres d’arréts €,; > 0 et N > 0, on considére que I'algorithme a divergé
lorsque j > N™, et qu’il a convergé vers la solution lorsque

I1%7+2 — X7l

Ll

< €y (151)

auquel cas, on définit

Xk = X]’.‘+1 (152)

On peut noter que l'utilisation du développement limité d’ordre 1 qui a permis de définir cette
équation revient a supposer que la fonctionnelle R(+) est linéaire, ce qui n’est pas le cas dans les faits.
Cela se traduit par le fait que la solution calculée X]’-c donne dans la majorité des cas un résidu non nul,
ce qui explique pourquoi I'approche itérative est nécessaire. L’algorithme itératif utilisé est décrit ci-
apres :

Entrées : solution initiale X§ = X*~1 et critéres d’arrét €, et N™
Sortie : solution finale X*

Initialisation: j = letn =¢,, +1
Tantquej < N™etn > ¢, :
Calcul de R(X]'-‘) par I'équation (140)
Calcul de](Xk) par I'équation (142)
Calcul de X¥ i+1 par I'équation (150)

[ %]
Calcul den = —————
65
Incrémentationdej =j + 1
Fin tant que

Solution finale X* = X]+1
Algorithme 1 — Newton Raphson

I.B.8.c) Solveurs

On s’intéresse finalement a la résolution du systeme matriciel linéarisé par la méthode de Newton-
Raphson, tel que décrit par I’équation (150). Les matrices qui le composent, déduites de I'application
de la méthode des EF, sont fortement creuses (elles contiennent peu de termes non nuls), et
symétriques. Afin de généraliser la présentation des solveurs utilisés, on considere qu’a chaque étape
de résolution, on s’intéresse a un systeme de la forme :

JAX =R (153)

ol R et J sont respectivement le résidu du systéme EF et la jacobienne associée (cf. équations (140) et
(142)), et AX est le vecteur inconnu du systéme que I'on résout. Dans notre cas, AX représente
I'incrémentation sur le vecteur solution a chaque itération de I'algorithme de Newton-Raphson :

AX = X[\, — X (154)
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Il existe plusieurs méthodes pour résoudre un systéme de la forme (153), et on les classe en deux
catégories : les méthodes directes et les méthodes itératives [53][54].

Dans le cas des méthodes directes, on ne cherche pas a inverser la matrice J afin d’obtenir la solution
du systéme, car cette opération est tres couteuse en temps de calcul. On utilise alors des outils
mathématiques, dont on présente deux exemples parmi les plus communément utilisés. La
décomposition LU est basée sur la factorisation de la matrice J en deux matrices, la triangulaire
supérieure U et la triangulaire inférieure L. On peut alors chercher la solution AX en résolvant les deux
systemes suivants :
LY =R (155)
UAX =Y (156)

Cette résolution est souvent moins couteuse que l'inversion de J, de par la forme des matrices L et U.
La méthode de Gauss-Jordan consiste quant a elle a modifier la matrice J et le vecteur R a 'aide
d’opérations élémentaires sur les lignes de J, afin que cette derniere devienne la matrice identité, et
ainsi déduire la solution du systéme. Les méthodes directes sont généralement efficaces pour résoudre
les systemes de la forme (153) et leur implémentation est simple, mais elles peuvent échouer dans
certains cas. En effet, lorsqu’on s’intéresse a un systéme creux, des termes non nuls peuvent apparaitre
lors de la factorisation de la matrice J 1a ou il y avait initialement des zéros, ce qui détériore le systeme
a résoudre et induira un temps de résolution supplémentaire. Pour conclure sur ces solveurs, il est
possible d’en utiliser pour résoudre des systemes de grande taille en tirant parti de la parallélisation
des opérations, ce qui réduit considérablement le temps de résolution. On peut notamment citer
MUMPS (MUIltifrontal Massively Parallel sparse direct Solver) [55] qui a été développé dans ce but, et
qui est communément utilisé pour résoudre des systemes EF déduits de problémes
électromagnétiques.

Lorsque les méthodes directes ne sont pas adaptées a la résolution du systéeme (153), on préfere
utiliser des méthodes itératives, qui peuvent générer des temps de calcul plus importants mais ne
souffrent pas des mémes écueils relatifs aux systemes creux. Leur principe est similaire a celui de la
méthode de Newton-Raphson, puisqu’elles consistent a commencer avec une solution initiale que I'on
affine itérativement pour obtenir la solution finale du systeme. Elles nécessitent donc un critére
d’arrét, qui va définir la précision du solveur sur la solution du systéme, qui ne sera pas exacte comme
dans le cas des solveurs directs. Les solveurs itératifs les plus connus et utilisés sont basés sur les
espaces de Krylov. lls consistent a projeter le systeme a résoudre dans un sous-espace de Krylov, de
dimension inférieure que le probléme originel, et approximer sa solution par un vecteur défini dans ce
sous-espace. La méthode du Gradient Conjugué (GC) [56] est la méthode de résolution itérative la plus
utilisée, et était considérée a I'origine comme une méthode directe avant d'étre redéfinie par Reid
dans les années 1970. On définit le sous-espace de Krylov a partir des matrices de I’équation (153) :

K = Vect(R, AR, ..., A*R) (157)
K
A= [? +M(X) + Mov,(e)] (158)
La méthode du gradient conjugué consiste a approximer la solution du systéme a chaque étape k dans

le sous-espace de Krylov. Elle est |a plus rapide lorsque I'on s’intéresse a un systéme symétrique défini
positif, et a été combinée a une méthode de minimisation résiduelle (GMRES) [57] pour généraliser
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son application a des systemes plus complexes, au prix d’'un colt calculatoire plus élevé. Il est
important de noter que la performance des méthodes itératives est trés dépendante de la définition
des matrices du systeme, et on utilisera donc un préconditionnement pour assurer et accélérer leur
convergence.

Parmi les méthodes qui existent pour améliorer le conditionnement des matrices du systéme (153), on
peut citer les méthodes de relaxation, de factorisation incompléte et les méthodes multigrid [58]. On
va présenter ici la méthode de split-Jacobi, qui est une méthode de relaxation et qui est celle utilisée
dans ce travail. Elle consiste a extraire la diagonale de J dans une matrice M, qui sera séparée en deux :

M = PtP Pi,j = Mi,j (159)

Le préconditionnement est alors appliqué sur (153) pour obtenir le systeme a résoudre :
P Yy(PH)~1(PtAy) = PR (160)

On dit que ce systeme est préconditionné a gauche et a droite, et 'utilisation de ce préconditionneur
permet de conserver la symétrie du systeme originel.

[.B.9. Post-processing

En plus des champs, nous sommes intéressés par I'évolution de certaines grandeurs globales au sein
de la machine, dont le calcul dans le domaine continu a été présenté en |.A.7. Ces valeurs sont calculées
pendant la simulation du dispositif a I'issue de chaque pas de temps k =1,..., N, une fois la
convergence de Newton-Raphson vers la solution X¥ atteinte. Dans cette partie, leur calcul par
opérations matricielles dans le domaine discret est décrit. On se place ici dans le cas général du modeéle
magnéto-quasistatique non linéaire couplé avec I'équation de circuit électrique (source de tension
imposée) et avec I'’équation mécanique tel que décrit par les équations (132), (133) et (134).

i Les courants dans les inducteurs

Dans le cas de la simulation a tension imposée, les courants sont des inconnues du probleme. On les
retrouve donc dans le vecteur inconnu X¥, comme dans I'équation (118).

ii. Les flux magnétiques et forces électromotrices dans les inducteurs

On rappelle que le flux magnétique est utilisé comme terme de couplage pour prendre en compte
I’équation de circuit. Son calcul dans le cas discret a été donné par I’équation (117).

Les forces électromotrices associées sont calculées par :

kK k-1
Yr — Y
el = — S I=1,..,n!
T

(161)

iii. Les pertes Joule dans le domaine conducteur

Le calcul des pertes Joule dans le domaine conducteur a été décrit dans le domaine continu par
I’équation (74), qui devient au pas de temps k :

Pf = f (oE* - E¥)dD, (162)
D

c
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D’apreés la définition de la matrice K, par I'équation (110), on peut calculer les pertes Joule par produit
guadratique, avec :

1 k,t
P} = X" K - XX (163)

kt .
avec X" la transposée de X%.
iv. Les pertes fer

Le calcul des pertes fer a été donné dans le domaine continu par les équations (75), (76), (77) et (78).
Dans le cas discret, on calculera les pertes fer a I'issue du calcul EF, apres avoir sauvegardé les valeurs
du champ B en régime permanent sur une période Tg. Le calcul des pertes fer se fait alors a I'aide de
I’'un des deux modeéles suivants [31], en notant B, la valeur créte de I'induction sur la période :

ky; 1 (T8 (0B(t)\* kowe 1 (T2|OB@O|"
Pr = kpfBY + —— f dt + —= — dt (164)
A Y NI T T 8764T5), | ot
n 2 1,5
ko 1 (T8 (0B(t) k 1 (T8|0B(t)|”
P = ‘B% & —f exe 165
f khz lf‘ citomr, ), \Tar ) “ts7eary), o | “ (163
1=

Ces deux modeles de calcul des pertes fer font apparaitre 4 coefficients kp, k., kexc €t a, dont les
valeurs sont déterminées a partir de mesures expérimentales. Le premier modele nécessite une
connaissance de la fréquence du champ d’induction, tandis que le second tire parti d'une
décomposition en série de Fourier de I'induction magnétique pour la déterminer automatiquement,
avec B, et f; respectivement la valeur créte et la fréquence du champ d’induction associé au jeme
harmonique.

V. L’énergie magnétique

L’énergie magnétique est calculée dans le domaine continu grace a I’équation (71) qui se réécrit avec
la discrétisation temporelle :

B
wi (B,6) =f f (H*(B*)-dB) dD, (166)
Dy Y0

vi. Le couple électromagnétique

Le couple électromagnétique est utilisé pour le couplage avec I'équation mécanique, et on a vu dans
I.B.7.b) que son calcul matriciel se fait par I'équation (126).

L'algorithme de résolution du probleme magnéto-quasistatique non linéaire avec prise en compte du
mouvement, couplage électrique et mécanique et le post-processing est présenté ici, et illustré sur la
Figure 17 :

Entrées : vecteur initial X° = 0, position initiale 8° = 0 et nombre de pas de temps N,
critéres d’arrét de la boucle non linéaire €,,; et N
Sortie : solutions (X*,0%) pourk =1, ..., N,

Pourk =1,..,N;:
Calcul de 8% avec les équations (137) et (138)
Calcul de Mm,l(ek) par I'équation (357)
Algorithme de Newton Raphson pour calculer X* :
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Initialisation:j = letn =¢,; +1
Tantquej < N™etn > ¢, :
Calcul de R(X}‘_l) par I'équation (140)
Calcul de](X]’f_l) par I'équation (142)
Calcul de XJ'-‘ par I'équation (150)
Calculden = w
[

Incrémentationdej =j +1
Fin tant que
Solution finale X* = X
Calcul des valeurs d’intéréts par les équations (117), (161), (163), (166) et (126)
Fin pour
Algorithme 2 — Résolution discréte (temps et espace) du probléme magnéto-quasistatique non linéaire

k-1 _
Iem Xk

Equation mécanique

k A
o M Newton-Raphson
Méthode Overlapping Modale EF Counlage circur
+i | yk _ yk k Y1 1p(yk -
M (0%) £ o=, - D) RO sl
___________ non N <€n
x¥ j >N
oui
X =X; a
T
I\ P Bl

Figure 17 — Schéma récapitulatif de I’algorithme de résolution du probléme magnéto-quasistatique non linéaire

I.C.  Application a des problemes en électromagnétisme non linéaire

Nous allons maintenant présenter un cas d’application industriel afin de détailler la mise en pratique
de la méthode des éléments finis pour la modélisation de problémes électrotechniques. On s’intéresse
a une machine asynchrone a cage d’écureuil, qui sera un cas d’utilisation du modele magnéto-
guasistatique puisque le domaine contiendra des matériaux a conductivité non nulle, avec couplage
circuit et prise en compte du mouvement. Dans ce cas d’application, la présence de matériaux
ferromagnétiques dans le domaine d’étude implique ['utilisation d’une loi de comportement
magnétique non linéaire. Ainsi, on utilise la méthode de Newton-Raphson pour résoudre ce probléeme.
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On va commencer par introduire les besoins industriels relatifs a la machine asynchrone, qui
requierent |'utilisation d’outils de modélisation tels que la méthode des EF, puis on présentera le
probléme magnéto-quasistatique et des résultats d’essais obtenus par simulation EF.

[.C.1. Besoins industriels

Dans ce travail, on s’intéresse a deux types de besoins de modélisation pour les machines asynchrones,
qui sont issus de problemes industriels concrets. On les présente dans cette partie, ainsi que les
procédures classiqguement mises en ceuvre par les ingénieurs pour résoudre ces problemes en utilisant
des simulations EF.

I.C.1.a) Variation de la tension d’alimentation

Le premier probleme industriel qui nous intéresse est d’évaluer le comportement de la machine lors
de la variation de certains paramétres autour de leur valeur nominale. Un essai classique consiste a
étudier le comportement de la machine sous tension réduite. En effet, la tension d’un réseau peut
varier dans certaines limites, qui est de I'ordre de plus ou moins 10% dans le cas de dispositifs
alimentés par transformateur. Pour I'industriel qui veut exploiter une machine asynchrone le plus
longtemps possible, il est donc important d’évaluer I'impact de cette variation de tension sur le
comportement de la machine, afin de quantifier les conséquences sur sa durée de vie. Une étude
classique consiste alors a faire varier la tension imposée jusqu’a 80% de sa valeur nominale. Lorsqu’on
abaisse la tension imposée aux bornes des inducteurs de la machine, le couple électromagnétique
diminue, ce qui signifie que, pour entrainer une charge donnée, la vitesse du moteur doit diminuer.
Comme les pertes Joule au sein de la machine augmentent lorsque sa vitesse de rotation diminue, la
baisse de tension d’alimentation a finalement pour effet une augmentation des pertes, que I'on veut
qguantifier. En effet, I'augmentation des pertes au sein de la machine provoque une élévation de la
température, ce qui peut endommager certains matériaux et impacter la durée de vie du dispositif.

La procédure utilisée pour évaluer I'augmentation des pertes au sein d’'une machine asynchrone due
a la diminution de sa tension d’alimentation consiste en plusieurs simulations EF autour de son régime
de fonctionnement nominal. Dans un premier temps, une simulation EF de la machine alimentée a
tension nominale et en imposant la vitesse de rotation nominale est effectuée, afin d’obtenir les
valeurs moyennes des pertes Joule et du couple électromagnétique en régime permanent, qui
serviront de références. Puis, on effectue une deuxieme simulation EF, en abaissant la tension
d’alimentation a 80% de sa valeur nominale et en imposant toujours la vitesse de rotation nominale.
On s’intéresse alors a la valeur moyenne du couple électromagnétique en régime permanent, qui est
inférieure a celle obtenue a I'issue de la premiére simulation EF. Comme on I'a dit précédemment, en
pratique, la réduction de la tension d’alimentation va conduire a une réduction de la vitesse de
rotation, qui est une inconnue du probléme. La variation de vitesse étant faible, on suppose que le
couple est constant et égal au couple nominal. Pour déterminer une premiéere estimation de cette
vitesse diminuée, on considere que I'évolution du couple moyen en fonction de la vitesse est linéaire
autour du régime de fonctionnement nominal, ce qui est une hypothese classique en électrotechnique.
Ainsi, en considérant que le couple moyen est nul a la vitesse de synchronisme, et le couple moyen
calculé a tension réduite, on peut calculer un rapport de couple entre tension nominale et réduite.
Selon I’hypothése de linéarisation de la caractéristique couple-vitesse, on peut alors estimer la vitesse
correspondant au couple nominal a tension réduite. On peut finalement effectuer une troisieme
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simulation EF de la machine, en imposant la tension d’alimentation réduite a 80% de la valeur nominale
et la vitesse de rotation calculée par |la procédure décrite ici. On s’intéresse alors aux valeurs moyennes
du couple électromagnétique et des pertes Joule en régime permanent, la premiére devant étre égale
alavaleur nominale du couple pour que la procédure soit validée. Concernant les pertes Joule, on peut
alors calculer I'écart par rapport aux résultats issus de la premiére simulation EF, et ainsi quantifier
I'augmentation des pertes Joule APy au sein de la machine due a la baisse de tension d’alimentation.
Un schéma récapitulatif de la procédure est présenté sur la Figure 18 ou les valeurs moyennes du
couple eIectromagnethue et des pertes Joule en régime permanent issues de la simulation EF n°a sont
respectivement notées FEM et P]

Simulation EF n°1 L S
Tgy

Tensionnominale U = U,, —
Vitesse nominale w = w, "B‘}

Simulation EF n°2 -2 Calcul de la vitesse de

i Tem rotation a tension réduite

Tension réduite U = 0,80, 5
Vitesse nominale w = wy, fp‘] Vitesse réduite w_

o i

Tension réduite U = 0,80,
Vitesse réduite w = w_ Py

Calcul de 'augmentation
Iy des pertes

Figure 18 — Schéma de la procédure de quantification de 1’augmentation des pertes Joule au sein d’une machine
asynchrone par simulation EF

On voit que, comme les simulations EF d’'une machine asynchrone jusqu’au régime permanent sont
trés couteuses en temps de calcul, ce processus d’évaluation des pertes I'est également. Ainsi, on
proposera dans les prochains chapitres d’intégrer astucieusement des modeles réduits dans ce
processus, afin de réduire le temps de calcul associé.

I.C.1.b) Simulation du démarrage de la machine

Le deuxieme probléme industriel qui nous intéresse est celui de la simulation du démarrage d’une
machine asynchrone. Dans ce cas de figure, le modele électromagnétique doit étre couplé a I'équation
de mouvement (70), et on impose le couple de charge, le moment d’inertie du rotor et la constante de
friction. Comme la constante de temps du systéeme mécanique est grande par rapport a celle du
systeme électromagnétique, la plage temporelle qu’il faut simuler pour arriver jusqu’au régime
permanent de la machine est tres grande. Cela implique de résoudre le systéme matriciel EF sur un
trés grand nombre de pas de temps (de I'ordre de plusieurs dizaines de milliers), et méne a des temps
de calculs prohibitifs pour une application industrielle (plusieurs semaines a plusieurs mois). En
pratique, ce type de simulation n’est donc pas réalisable par un industriel avec un modele EF. Dans les
prochains chapitres, on présentera une méthodologie de construction de modele réduit pour répondre
a cette problématique, et permettre la simulation d’un démarrage de machine asynchrone avec un
temps de calcul réduit.
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I.C.2. Probléme magnéto-quasistatique

Ons’intéresse a un probleme magnéto-quasistatique non linéaire avec mouvement et couplage circuit,
dont on simulera le fonctionnement en utilisant la méthode des éléments finis telle que décrite
précédemment. On présentera dans un premier temps les données électriques propres au dispositif,
puis les caractéristiques matériaux et la géométrie. Enfin, le maillage et des résultats de simulations
dans différents régimes de fonctionnement seront introduits. Le moteur étudié est une machine
asynchrone triphasée de 500 kW avec un rotor a cage d’écureuil et a barres droites, semblable a la
machine présentée sur la Figure 19.

Figure 19 — Vue d’ensemble d’un moteur asynchrone similaire

Les caractéristiques électriques du moteur sont données ci-dessous :

e Puissance nominale : B, = 500 kW

e Fréquence nominale: f,, = 50 Hz

e Tension nominale : U, = 6600 V entre phases en couplage étoile
e Nombre de péles : 4

Le stator contient 60 encoches a bobinage comportant 2 bobines imbriquées a pas raccourci. Chaque
bobine est composée de 11 spires, et sera homogénéisée afin de simplifier sa représentation dans une
encoche, ce qui est possible car I'épaisseur de peau dans le cuivre a 50Hz est environ 10 fois plus
grande que la taille des spires. Le rotor contient quant a lui 50 barres droites rectangulaires en cuivre,
placées dans des encoches semi-ouvertes et reliées entre elles par des anneaux de court-circuit. Une
encoche au stator et une encoche rotor sont présentées sur la Figure 20.
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Cale de fermeture E

d’encoche

(a) (b)

Figure 20 — Géométries des encoches a bobinage rotor et stator (a) : distribution des bobines dans une encoche stator,
(b) : encoche semi-ouverte rotor

Le stator et le rotor sont constitués de tbles a grains non-orientés, dont les propriétés matériaux n’ont
pas pu étre testées faute d’échantillon. On utilisera donc la caractéristique magnétique fournie par le
constructeur pour des téles de type Sollac FeV 400-50, qui a permis de déduire des coefficients du
modele de réluctivité (cf equation (13)). Par ailleurs, on négligera les courants induits dans les toles en
considérant une conductivité électrique nulle.

Les caractéristiques des matériaux au sein du moteur sont données ci-dessous :
1. Air
Perméabilité magnétique py = 471077 H.m™1
2. Toles
Perméabilité magnétique (Figure 21) non linéaire calculée avec Marrocco de coefficients

Ug = 500 * pg, €y = 3.631 %1074, ), = 55.325, ay; = 9.644 et ), = 7.36

3. Amortisseurs rotor

Perméabilité magnétique

Conductivité électrique o = 37.7 * 10° S.m™!

4. Bobinage stator
Perméabilité magnétique p,
Nombre de spiresng = 11

Alimentation par une source de tension sinusoidale
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Figure 21 — Loi de comportement magnétique non-linéaire satorique et rotorique

Un modele 2D est utilisé pour représenter la machine, comme illustré sur la Figure 22. On néglige donc
les effets d’extrémité liés aux tétes de bobine ainsi que I'effet des anneaux de court-circuit.

Rotor Barres

Stator

Inducteurs

Figure 22 — Géométrie de la machine asynchrone 500 kW

Des contraintes de maillage sont appliquées au niveau des frontiéres stator et rotor de I'entrefer, afin
d’y avoir 720 arétes, que la discrétisation y soit réguliere, périodique, et suffisamment fine pour
représenter les phénomeénes électromagnétiques dans I'entrefer. Une zone au sein de I'entrefer ne
sera pas maillée, afin de pouvoir appliquer la méthode Overlapping (cf I.B.6) pour la prise en compte
du mouvement. De plus, le maillage des barres est fixé de maniére a obtenir une finesse suffisante
pour prendre en compte I'effet de peau. Finalement, le maillage est présenté sur la Figure 23, et est
composé de 354 617 éléments pour un nombre d’inconnues Ny, = 72 000.
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Figure 23 — Maillage de la machine asynchrone 500 kW

Le probléme est modélisé a I'aide de la formulation A%, les conditions limites aux bords du domaine
sont de type B.n = 0 et on impose A(t = 0) = 0. On impose la tension aux bornes des inducteurs et
le probléme discrétisé a résoudre est défini par I’équation (128). Le couplage circuit est réalisé en
imposant la résistance de bobinage Rj,, = 0.8 et la tension d’amplitude v = 3181V dans
I’équation de circuit (69), qui est fortement couplée (cf. équations (120), (121) et (122)).

Selon les études effectuées, le mouvement pourra étre pris en compte de deux manieres différentes.
Si on cherche a modéliser un régime de vitesse particulier du dispositif, alors la vitesse angulaire sera
imposée constante, auquel cas le calcul du couple électromagnétique n’est pas utile pour déterminer
cette vitesse, mais reste une valeur d’intérét pour évaluer les méthodes de réduction car c’est une
quantité dont le calcul est complexe. Par contre, si on cherche a modéliser un démarrage de la
machine, alors on couplera le modele magnéto-quasistatique avec I'équation de mouvement (129).
Comme on I'a dit précédemment, la simulation d’'un démarrage de machine avec un modéle EF est
trés couteuse en temps de calcul, et on présentera donc uniquement des résultats d’essais a vitesse
imposée dans cette partie.

On présentera d’abord les résultats d’un essai a rotor bloqué, puis d’un essai au synchronisme et enfin
de I'essai a vitesse de rotation nominale. Pour ces trois essais, on fixe le pas de temps de sorte a avoir
180 points par période électrique. Ainsi, on a une discrétisation temporelle suffisamment fine pour
prendre en compte, dans le cas de la simulation a la vitesse de synchronisme, des effets d’harmoniques
d’espaces entre les dents du rotor et celles du stator. On définitdonct = 1/(50 - 180) = 1.1-107* s,
et les trois phases sont alimentées par une source de tension équilibrée de fréquence f,, = 50Hz.

I.C.2.a) Essai a rotor bloqué

L’essai a rotor bloqué correspond au cas ou le rotor de la machine ne tourne pas alors qu’elle est
alimentée en appliquant la tension nominale. On présente alors les résultats d’une simulation sur les
9 premieres périodes électriques de la machine (N; = 1620) : les répartitions des champs B sur la
Figure 24 et J sur la Figure 25, au milieu de la premiere période électrique (régime transitoire) et au
milieu de la 9™ période (régime permanent). On peut y voir que, comme le rotor reste immobile, le
champ de réaction créé par les barres du rotor piege le champ dans le stator. Enfin, on montre
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I’évolution des valeurs d’intérét au sein du dispositif : les courants (en fonction du courant nominal)
dans les inducteurs sur la Figure 26, les flux (Figure 27), les pertes Joule (en fonction des pertes
nominales) sur la Figure 28, I'énergie magnétique (Figure 29) et le couple électromagnétique (en
fonction du couple nominal) (Figure 30).
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Figure 24 — Amplitude du champ d’induction magnétique au sein de la machine asynchrone pour I’essai a rotor bloqué
(@) : en régime transitoire, (b) : en régime permanent
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Figure 25 — Amplitude de la densité de courants au sein de la machine asynchrone pour I’essai a rotor bloqué (a) : en
régime transitoire, (b) : en régime permanent
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Evolution temporelle des courants
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Figure 26 - Evolution des courants circulant dans les bobines statoriques pour 1’essai a rotor bloqué calculée par
simulation EF
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Figure 27 - Evolution des flux magnétiques captés par les bobines statoriques pour 1’essai a rotor bloqué calculée par
simulation EF
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Figure 28- Evolution des pertes Joule dans la machine pour I’essai a rotor bloqué calculée par simulation EF
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1e4 Evolution temporelle de I'energie magnetique
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Figure 29 - Evolution de I’énergie magnétique dans la machine pour 1’essai a rotor bloqué calculée par simulation EF
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Figure 30 - Evolution du couple électromagnétique dans la machine pour 1’essai a rotor bloqué calculée par simulation EF

On observe sur I'énergie, les pertes et les courants un pic important dans la premiere période
électrique. Les valeurs diminuent ensuite en quelques périodes électriques pour se stabiliser a leur
valeur en régime permanent. On constate un régime transitoire relativement court lié a un
amortissement important du fait des pertes trés élevées au rotor.

I.C.2.b) Essai au synchronisme

L’essai au synchronisme correspond au cas ou le rotor de la machine tourne a la méme vitesse que le
champ statorique, c’est-a-dire a la vitesse de synchronisme. On simule alors les 12 premiéres périodes
électriques de la machine, car le régime transitoire est plus long pour cet essai, ce qui nous donne N; =
2160. Comme précédemment, on présente les résultats pour cet essai : les répartitions des champs B
(Figure 31) et J (Figure 32), au milieu de la premiére période électrique et au milieu de la 9¥™. On voit
ici que ces champs diminuent en intensité en atteignant le régime permanent par rapport au cas de
I’essai a rotor bloqué, ce qui s’explique par la fuite du champ d’induction du stator vers le rotor. On
montre également I’évolution des valeurs d’intérét : les courants dans les inducteurs par rapport au
courant nominal (Figure 33), les flux (Figure 34), les pertes Joule par rapport aux pertes nominales
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(Figure 35), I'’énergie magnétique (Figure 36) et le couple électromagnétique par rapport au couple
nominal (Figure 37).
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Figure 31 - Amplitude du champ d’induction magnétique au sein de la machine asynchrone pour I’essai au synchronisme
(@) : en régime transitoire, (b) : en régime permanent
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Figure 32 - Amplitude de la densité de courants au sein de la machine asynchrone pour I’essai au synchronisme (a) : en
régime transitoire, (b) : en régime permanent
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Evolution temporelle des courants
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Figure 33 - Evolution des courants circulant dans les bobines statoriques pour I’essai au synchronisme calculée par
simulation EF
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Figure 34 - Evolution des flux magnétiques captés par les bobines statoriques pour I’essai au synchronisme calculée par
simulation EF
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Figure 35 - Evolution des pertes Joule dans la machine pour 1’essai au synchronisme calculée par simulation EF
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Figure 36 - Evolution de 1’énergie magnétique dans la machine pour 1’essai au synchronisme calculée par simulation EF
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Figure 37 - Evolution du couple électromagnétique dans la machine pour I’essai au synchronisme calculée par simulation
EF

Ici encore, on observe la forte saturation au sein de la machine en début de régime transitoire, qui se
traduit sur les courants, les pertes et I'énergie, qui présentent une fois de plus un pic dans la premiere
période électrique. De plus, on voit que les pertes Joule et le couple tendent vers 0, ce qui est attendu
pour une simulation a la vitesse de synchronisme.

I.C.2.c) Essai a vitesse nominale

Enfin, on réalise une simulation de la machine en imposant la vitesse nominale, qui correspond au
rotor tournant a 99,2% de la vitesse de synchronisme, afin de comparer les résultats avec les valeurs
annoncées lors de la présentation des caractéristiques électriques. On simule cette fois encore les 12
premieres périodes électriques (N; = 2160) et on présente les évolutions des courants (Figure 38) et
du couple électromagnétique (Figure 39), dans les deux cas en fonction de la valeur nominale. On
constate qu’on retrouve bien les valeurs annoncées, avec des courants et un couple électromagnétique

qui se stabilisent autour de la valeur nominale.
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Figure 38 - Evolution des courants circulant dans les bobines statoriques pour 1’essai a vitesse nominale calculée par
simulation EF
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Figure 39 - Evolution du couple électromagnétique dans la machine pour I’essai a vitesse nominale calculée par
simulation EF
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ll. Réduction de modele en électromagnétisme non
linéaire

En utilisant la méthode des Eléments Finis présentée au chapitre précédent, il est possible de simuler
fidelement le comportement électromagnétique de dispositifs électrotechniques complexes, tels que
des machines tournantes. En revanche, cette méthode est trés gourmande en temps de calcul,
notamment lorsque I'on considéere des applications industrielles pour lesquelles on cherche a obtenir
des résultats précis. En effet, la précision d’'un modele construit avec la méthode EF est fortement
dépendante des finesses de discrétisations spatiales et temporelles. Or, une discrétisation spatiale fine
généere un systeme matriciel EF de grande taille avec un grand nombre d’inconnues N, et donc un
temps de calcul important associé a sa résolution. Concernant la discrétisation temporelle, en prenant

un pas de temps faible pour effectuer une simulation sur un grand intervalle temporel, on génére un
grand nombre de résolutions du systéme matriciel EF et donc un temps de calcul important.

IILA.  Meéthodes de réduction

Afin de pallier ce probléme, des méthodes de réduction de modéle ont été proposées et appliquées a
de nombreux problémes dans diverses branches de la physique. Celles qui nous intéressent se basent
sur la construction d’une base dite « réduite », définissant un espace réduit dans lequel on cherchera
une approximation de la solution du probleme EF. Ce faisant, on peut passer d’un systéme matriciel
EF avec un nombre d’inconnues N =~ 10°® & un systéme réduit de quelques dizaines a quelques
centaines d’inconnues, au prix d’'une approximation sur la solution. En réduisant le nombre
d’inconnues du probléme, on peut donc drastiquement réduire le temps de calcul associé a sa
résolution.

On distingue deux grandes catégories parmi ces méthodes de réduction, en fonction de I’approche
utilisée pour construire la base réduite. Les méthodes utilisant une approche a priori sont
généralement des algorithmes automatisés, qui ne requierent pas ou peu de connaissance technique
du probleme par I'utilisateur. Néanmoins, elles sont difficilement applicables aux problemes non
linéaires, pour lesquelles elles peuvent présenter des problémes de convergence. On présentera deux
de ces méthodes parmi les plus utilisées dans ce mémoire, la « Proper Generalized Decomposition »
(PGD) qui consiste a construire et affiner itérativement une approximation de la solution d’un systeme
matriciel EF, et la méthode des « Cauer circuits » qui permet de réécrire le probléme sous la forme
d’un circuit électrique équivalent dont on construira itérativement une approximation de la fonction
de transfert (représentation mathématique de la relation entre I'entrée et la sortie d’un systeme).

L'autre type de méthode se base sur une approche a posteriori, qui requiert des connaissances du
systeme étudié pour construire la base réduite. Dans les faits, cela se traduit par la nécessité de calculer
un certain nombre de solutions du systéme matriciel EF, que I'on appelle « snapshots » et que I'on
utilise ensuite pour déduire la base. La difficulté principale de ces méthodes réside donc dans le choix
des snapshots qui aura un impact trés important sur la qualité de la base réduite, c’est-a-dire sa
capacité a correctement approximer toutes les solutions possibles du systeme matriciel EF étudié tout
en restant de petite taille. La aussi, on présentera deux méthodes, la « Proper Orthogonal
Decomposition » (POD) qui consiste classiquement a utiliser une décomposition en valeurs singuliéres
pour déduire une base réduite a partir des snapshots, et la méthode d’Arnoldi qui se base sur une
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traduction fréquentielle du systéme EF et le développement de Padé de sa fonction de transfert, pour
générer des snapshots fréquentiels et en déduire une base réduite.

Dans la suite, en vue de les comparer, on présentera les différentes méthodes dans le cadre d’'un
probléeme magnéto-quasistatique linéaire sans prise en compte du mouvement, et en considérant un
seul inducteur dans lequel un courant considéré uniforme est imposé. Le probleme générique est donc
défini, a partir de I'équation (112) présentée dans .A.5.c), comme :

dX(t
MX(t) + K % = F(t) t €[0,T] (167)
ou X(t) € RY regroupe les N composantes associées au potentiel vecteur.

Comme annoncé précédemment, les méthodes que I'on va présenter reposent sur I'expression de la
solution dans une base dite « réduite », dont on détaillera le calcul ultérieurement. Parmi ces
méthodes, la PGD, la POD et la méthode d’Arnoldi nécessitent également de traduire le systéeme
matriciel (167) dans la base réduite, en appliquant une projection de Galerkin qui est présentée ci-
apres.

IILA.1. Projection de Galerkin

On peut définir une approximation de faible rang X de la solution X dans la base ¥ € RV*", ol n est
trés petit par rapporta N, comme :

X=X X =wX, (168)

Cette approche consiste donc a exprimer X sous la forme d’une combinaison linéaire des vecteurs de
la base réduite, et fait apparaitre les coefficients X, € R" de X dans la base ¥, qui porteront les
inconnues du probléme réduit (n étant beaucoup plus faible que N, le nombre d’inconnues sera
fortement réduit par rapport a (167)). Le choix des vecteurs de la base ¥ est laissé a I'utilisateur, et il
aura un impact important sur le comportement des méthodes de réduction, et notamment sur I'erreur
d’approximation dans la base, que I'on peut définir comme :

2 (169)

En utilisant 'approximation (168) dans le systéme matriciel EF, on obtient :

dX,.(t
M¥X,.(t) + K¥ drt( ) = F(t) t € [0,T] (170)

Ce systéme est rectangulaire, de taille N X n, avec plus d’équations que d’'inconnues (N > n), et on ne

cherche donc pas a le résoudre sous cette forme. En appliquant la méthode de Galerkin, c’est-a-dire
en projetant (170) dans une base @ € RY*" de la méme taille que ¥, on obtient un systéme avec un
nombre n d’équations égal au nombre n d’inconnues :

ax, (t
DMPX,(t) + ¢tK‘I’$ = ®LF(t) t €[0,T] 171)

On définit alors les matrices réduites suivantes :
M, = 'MYP K, = ®'K¥Y F,.(t) = ®'F(t) 172)

On peut donc réécrire I'équation (171) pour obtenir la forme générale du systéme réduit :
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dX,(t
M,X,(t) + K,% = F,(t) t € [0,T] a73)
Lorsque I'on prend @ = W, on parle de projection de Ritz-Galerkin, et de projection de Petrov-Galerkin
dans le cas contraire. Le défi est donc de choisir les bases @ et W les plus adaptées au probleme, afin

d’obtenir une bonne approximation ¥X,. de la solution X de (167).

IILA.2. PGD

La Proper Generalized Decomposition (PGD) est une méthode de réduction a priori, qui se base sur un
algorithme itératif glouton pour calculer une approximation de faible rang de la solution. Cette
méthode repose sur I’hypothese qu’il est possible d’écrire la solution du systéme comme une somme
de produits de fonctions qui dépendent d’un seul parametre. Cela la rend tres efficace pour traiter des
probléemes paramétriques, et une fois la solution calculée, il est tres facile de I'évaluer pour différents
jeux de parametres. En revanche, la convergence de la méthode n’est pas garantie, car I'existence de
la solution décomposée en somme de produits de fonctions n’est pas toujours prouvée. La PGD est
une méthode récente, puisqu’elle a été introduite dans les années 2000, pour résoudre des problemes
de mécanique des fluides [59]. Elle a ensuite connu des raffinements [60][61][62] et a été adaptée ala
résolution de systéemes non-linéaires grace a la méthode LATIN [63]. Elle a également été comparée a
la POD pour la résolution de probléemes électromagnétiques [64], et appliquée a divers problémes dans
ce domaine de la physique [65][66][67].

Afin de présenter le principe de la méthode, nous allons I'appliquer au systéeme défini par I'équation
(167), qui dépend uniquement des parameétres temps et espace. La méthode PGD appliquée a un
probléme spatio-temporel consiste alors & rechercher une approximation X(t) de la solution X(t)
comme une combinaison linéaire de fonctions temporelles X (t) et de modes spatiaux ¥% € R" :
n
X = Z PEXF (D) (174)
k=1

Afin de simplifier les notations et la comparaison entre les méthodes de réduction, les modes spatiaux
sont concaténés dans la matrice ¥ = (¥%, ..., %) € RV*™ tandis que les fonctions temporelles sont
regroupées dans le vecteur X,-(t) = (X1(t), ..., X*(t)) € R™, on peut retrouver I'expression :

X(t) =¥X,(b) 175)

On voit que cette écriture est de la méme forme que I'approximation (168) définie dans le cadre
général de la projection de Galerkin. La différence réside dans le fait que I'on va calculer les ¥ et les
Xk (t) simultanément, alors qu’ils sont classiquement calculés séquentiellement. Cette méthode sera
d’autant plus efficace que I'approximation (174) contient un nombre n faible de termes, mais tout cela
dépend fortement du probléme étudié.

La méthode PGD consiste a chercher une approximation de la solution qui sera améliorée en utilisant
une approche itérative. On se place a I'itération [ de I'algorithme et on considére I"approximation
connue X'~1(t) calculée par la méthode a I'itération précédente :

-1
X)) = Z PEXE(D) (176)
k=1
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On cherche alors a déterminer X'(t), comme :
XL() = X0 + PEXL(D) a77)

Ainsi, on calcule le vecteur W7 et lafonction X! (t) a chaque itération [ de I'algorithme PGD. On utilisera
pour cela une méthode de point fixe, qui consiste a calculer successivement le mode spatial en
supposant la fonction temporelle X.(t) connue, puis inversement jusqu’a convergence. On définit
donc le résidu associé a 'approximation PGD X' (t) :

vl
R'(t) = MX'(t) + K d);t(t) —F(b) (178)
~l 1
R'(t) = MPIXL(t) + K¥P¥ dr( ) +MX"() + K P ®_ F(t) 179)

Dans cette expression, les trois derniers termes sont connus a l'itération . Pour calculer ¥%, on
suppose que XL (t) est déja connue, et on résout le probléme suivant :

Avec X}(t) connue, trouver ¥¥ € RN tel que :

(180)
(R'(1), X} ())jo.r) = O
On peut réécrire ce probléme en détaillant I'expression du résidu :
Avec X}(t) connue, trouver ¥¥ € RN tel que :
l l T( ) i x
(Xr(6), Xr ()0, T]M+( , Xr(@)or) K| W1 (81)

dxX'=1(t)

MX"Y(t)+ K
+ ( )+ Tt

— F(), X1 ()1 = 0

Afin de simplifier les notations, on introduit deux scalaires a;, et B, avec 1 < k < [, un vecteur D €
RY et une matrice G € RV*V .

Qg = {—— k() X))o, (182)

Br = <X£‘ (t),Xﬁ(tp[o,T] (183)

=(FV(t) - MX"'(t) - K w,xﬁ(t»[m (184)
G =K+ M (185)

En reprenant la décomposition modale de X'~1(t) donnée par I'équation (176), et en injectant les
expressions de a; et 3;, on peut réécrire D comme :

-1 -1
= (F(t), X} (), — Z B MW — Z a, KW% (186)
k=1 k=1

Finalement, le probléme (181) revient a résoudre :

Avec XL(t) connu, trouver ¥ € RY tel que :
(187)
G¥Yy' =D

La forme séparée de I'approximation PGD permet donc de simplifier grandement le calcul, puisque le
terme de droite est construit uniquement par produit matrice-vecteur (M¥% et K¥3) et par
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intégration temporelle (a et ;). Le probleme a résoudre est I'équivalent d’un probléme statique EF,
avec une équation matricielle a N inconnues.

On connait maintenant le vecteur W7, et on peut en déduire la fonction Xﬁ(t), en résolvant le
probléme suivant :

Avec ¥¥ connu, trouver XL(t) tel que :

(188)
(R'(), ¥ )gn =0
En détaillant I'expression du résidu, cela nous donne :
Avec ¥¥ connu, trouver XL(t) tel que :
X\t l t dX}A(t) tpmvl—-1
WD MPIXLE) + (PPKPT =+ W) MR (D) + 189)
dxX=1(t
@k _wpre =0

Pour simplifier les notations, on introduit deux scalaires n; et my, avec 1 < k <[, et une fonction
d(t) définie sur l'intervalle [0, T] :

n, = (P MY (190)
my = (P KPE aa91)
1-1 1-1
t t k t anf (t)
d(t) = PDFO) = ) (PDMPEXEED) — ) (WP KPF— a5
k=1 k=1
En utilisant les expressions de n; et my, on peut réécrire d(t) comme :
1-1 1-1
oXk(t
4©) = WPFO ~ Y mxk@ — » m o0 (19)
k=1 k=1
Le probléme décrit par I'équation (189) devient alors :
Avec W7 connu, trouver XL(t) tel que :
(194)
OXL(t
nXp(t) +my at( d_aw

Ainsi, seuls les termes n;, et m;, doivent étre préalablement calculés. Cette équation différentielle est
résolue en discrétisant I'intervalle [0, T] par des méthodes classiques de type Euler par exemple (cf.
I.B.8.a)). Cette résolution est trés rapide méme si on utilise un pas de temps tres faible. Connaissant
maintenant la fonction X.(t), il est possible de recalculer ¥¥ (cf. (180)), et ce processus est répété
jusqu’a convergence.

L’Algorithme 3 présente la procédure pour implémenter la PGD, et on y voit deux boucles imbriquées.
La boucle interne porte sur la détermination du mode [ comme présentée précédemment (cf. (180) a
(194)), et la boucle externe sur la mise a jour de la solution en y intégrant le nouveau mode calculé. On
a donc besoin d’un indicateur pour évaluer la convergence de I'algorithme de point fixe au sein de la
boucle interne PGD. On note A I'opérateur représentant la différence d’un mode entre deux itérations
du point fixe, et en tirant parti de la forme séparée de I'approximation de la solution (174) on définit
le critere de convergence suivant :
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o 2%l 18X Ol 7
P ”(Pf”]RN ”X?l”(t)”[o,T]

(195)

La méthode PGD nécessite aussi un indicateur pour évaluer la convergence de la boucle externe de

I'algorithme. A premiere vue, on peut imaginer utiliser la norme du résidu ||Rl(t)||RNx[0 - puisqu’il
représente I'erreur d’approximation et doit diminuer avec elle. Cependant, on cherche a éviter le calcul
direct du résidu, qui est assez couteux en temps de calcul. On va donc introduire un indicateur basé

sur la différence de I'approximation PGD entre deux itérations :
l _ 74 Tl—
epga = X' () = X' 1O g 0.1 (196)

Ce choix d’indicateur de convergence est assez courant pour les méthodes itératives, puisqu’il permet
de quantifier si l'itération courante de l'algorithme a modifié de facon négligeable ou non
|"approximation de la solution. On peut montrer que, dans le cas ou le probléme est bien posé, cet
indicateur aura une évolution similaire a celle de la norme du résidu, a une constante prés. Enfin, en
tirant parti de la représentation séparée de |'approximation PGD, son co(t de calcul est assez faible.
D’apres (177) et (196), on peut réécrire I'indicateur comme :

€pga = || PTX(E) ||RNX[0,T] (197)

Comme la norme du produit de fonctions ne dépendant que d’un seul parametre est égale au produit
des normes, on peut réécrire :

€pgd = ||q’f||RN||Xﬁ(t)||[0'T] (198)

Cet indicateur permet donc d’estimer la convergence de |'algorithme PGD au prix d’un co(t de calcul
modéré. Il est possible d’améliorer la convergence de I'algorithme en ajoutant une étape de mise a
jour, qui consiste a recalculer les fonctions temporelles X,.(t) = (Xr1 (v, ...,Xﬁ(t)) € R! en résolvant
le probléme réduit (173) issu de la projection de Ritz-Galerkin dans la base ¥ = (¥, ..., ¥¥) € RV*!,

Entrées : domaine temporel [0, T] et critéres de convergence 1,54 €t 7, ¢
Sortie : approximation PGD X(t)
Initialisation : | = Lete, = 1pgq + 1
Tant que €),,4 > Npgq
Initialisation : X\(t) = cste ou XL(t) = X:71(t) et ezl,f =Npr+1
Tant que eéf > Npf:
Calcul de W par I'équation (187)
Calcul de XL(t) par I'équation (194)
Calcul de ezl,f par I’équation (195)
Fin tant que
Mise a jour de (Xr1 (v), ...,Xﬁ(t)) par I'équation (173)
Incrémentationde [ =1+ 1
Calcul de Ezl,gd par I’équation (198)
Fin tant que
Solution finalen = [ — 1 et X(t) = YX1_, PXXk(t)

Algorithme 3 — Calcul de I’approximation PGD du probléme magnéto-quasistatique linéaire
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Pour finir, on peut noter que la méthode PGD est particulierement adaptée aux problémes
multiparamétriques car son formalisme est trés général. De plus, une fois la décomposition PGD
calculée, son évaluation pour un jeu de paramétres est tres rapide.

[ILA.3. Circuits de Cauer

La méthode de réduction dite des circuits de Cauer est une méthode itérative qui permet d’approximer
un modele EF « vu des bornes » par une représentation sous la forme d’un circuit électrique
équivalent, et d’en déduire alors une solution approchée du systeme matriciel EF (167). Cette méthode
a été pensée initialement pour résoudre des problemes en électromagnétisme, et plus
particulierement pour des modeles de courants de Foucault au sein de bobinages [68][69][70]. Elle a
été utilisée pour homogénéiser des bobinages dans [71], et étendue a tous les systemes discrets qui
comportent une matrice symétrique définie positive [72]. Elle a également été appliquée a des
machines électriques [73][74], et étendue pour traiter des problémes non linéaires [75][76].

La méthode des circuits de Cauer se base sur I’hypothese selon laquelle un circuit équivalent d’un
dispositif peut étre construit par une combinaison de bases orthogonales, qui permettent
d’approximer les champs électromagnétiques au sein du dispositif. De plus, les coefficients des
combinaisons linéaires permettant d’approximer les champs magnétiques et les champs électriques
correspondent respectivement aux courants et tensions dans le circuit équivalent, et satisfont donc
les lois de Kirchoff. Afin de présenter la méthode, on considére un probléme magnéto-quasistatique
sur un domaine 2 :
rotH(t,x) = oE(t, x) (199)

TrotE(t,x) = —6:B(¢, x) (200)
On peut alors construire un circuit équivalent (Figure 40) qui représente les interactions entre ces
champs H et E, en supposant qu’il est possible de les décomposer comme une combinaison linéaire
de modes (hy (t), H,(x)) pour le champ magnétique et (e (t), Ex(x)) pour le champ électrique :

H(t,x) = Z hi ()H ) (x) (201)
k=0

E(t,x) = Z ex(OEL(x) (202)
k=0

Avec les coefficients hy (t) et e, (t) qui satisfont les lois de Kirchoff, tels que :

P JE L ST R (203)
1 dt 0 2k+1 dt 2k—-1 dt k
0y Sk Ck g (204)
Ry Rok Rakra 1
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Figure 40 — Circuit équivalent de Cauer représentant les interactions entre les champs magnétiques et électriques

On peut alors mettre en évidence le lien entre les champs électromagnétiques et les valeurs des
inductances L,y .1 et des résistances R, du circuit équivalent, a partir du bilan énergétique. Pour cela,
on impose que la puissance dissipée par effet Joule, qui correspond au champ électrique E(t, x), soit
égale a la puissance dissipée dans les résistances R,;. Similairement, on impose que |'énergie
magnétique stockée, correspondant au champ H(t, x), est égale a la somme des énergies stockées
dans les inductances Ly, 1 du circuit :

le2:]? (t)
= d
P(t) = fn GE(t) - E(t) dQ = Z e (205)
1
Eu(©) =5 | wH(O-H() do = LS beaalhae )
2 k=0

A partir de (201) et (202), et en considérant que les modes spatiaux Hj (x) et Ej (x) sont orthogonaux
par construction, on peut conclure qu’ils doivent satisfaire les conditions suivantes :

)
f OEy - Ep d) = =2 (207)
0 RZk
f uHy Hyy d2 = Lyes:8im 208)
0

avec Oy, le symbole de Kronecker. On peut également définir une relation de récurrence en
substituant (201) et (202) dans les équations (46) et (47), et a partir des équations (203) et (204), en
posant les conditions initiales H_; = 0etE_; =0:

rOt[Hk - Hk—l] = Totﬁk = RZk—Zo-Ek—l (209)
~ 1
rot|E;, — Ey_1] = TrotE, = — uH, (210)
_ LZk—l
HR=HR—1+Hk (211)
Ek=ER—1+Ek (212)

Ainsi, il est possible de calculer itérativement les modes H; (x) et E, (x), et en déduire les éléments
R, et L,y du circuit équivalent du probléme électromagnétique en utilisant (207) et (208). Pour ce
faire, on peut définir une approximation des champs H(t, x) et E(t, x) en tronquant la décomposition
(201) et (202) au rang ng, et on initialise la relation de récurrence en imposant une source de tension
v = 1V et en calculant le mode E tel que :
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rotE, =0 (213)

Une fois le circuit équivalent construit, on peut le résoudre tres rapidement pour obtenir les valeurs
de hy (t) et e, (t), et reconstruire les champs H(t, x) et E(t, x) avec (201) et (202). On peut finalement
définir I'algorithme Cauer suivant :

Entrées : nombre de bases d’approximation ny
Sortie : modes spatiaux H, et E},

Initialisation: H_; = 0etE_; =0

Calcul de E avec I’équation (213)

Calcul de R, par I'’équation (207)

Pourk =1ang:
Calcul de H, avec I'équation (209)
Calcul de H}, avec I'équation (211)
Calcul de L,j_1 avec I'équation (208)
Calcul de E, avec I'équation (210)
Calcul de Ej, avec I'équation (212)
Calcul de R, avec I’équation (207)

Fin pour

Solutions finales (Ho, Hy, ..., Hy, ) et (Eo, Ey, ..., Ey,

Algorithme 4 — Calcul des coefficients du circuit équivalent Cauer

IILA.4. POD

La Proper Orthogonal Decomposition (POD) fait partie des méthodes de réduction les plus connues, et
a vu son nombre d’applications croitre fortement ces quarante dernieres années. Elle a été introduite
en 1967, pour des problemes de mécanique des fluides [77], et a été adaptée pour la réduction de
modele en 1987 via la méthode des snapshots [78]. Depuis, elle a fait I'objet de nombreuses
recherches et a vu son spectre d’applications s’étendre a beaucoup de domaines de la physique
(thermique, mécanique des fluides, des solides, électromagnétisme) [79][80][81]. Elle est aujourd’hui
reconnue comme une méthode de référence dans la réduction de modele, et continue a étre une
source importante de recherches [82][83].

La POD est une méthode a posteriori, et peut donc se décomposer en deux étapes : la phase offline,
qui regroupe le calcul des snapshots et la construction de la base réduite ¥ (cf. Il.A.1), et la phase
online qui correspond a la résolution du modéle réduit. Dans la phase offline, on calcule N, solutions
du systéme matriciel EF (167) qu’on concaténe dans une matrice de snapshots § € R¥*"s, il faut noter
que le choix des snapshots et de leur nombre est laissé libre. L'idée initiale de la POD consiste alors a
définir une approximation X de la solution X comme une combinaison linéaire de la matrice de
snapshots :

X=X X = SX, (214)

Cette expression revient a utiliser directement la matrice de snapshots comme base réduite dans (168),
on peut se rendre compte que dans le cas ou elle contient un grand nombre de vecteurs solutions, le
nombre d’inconnues du systeme réduit sera de grande taille, et le gain en temps de calcul par rapport
au systeme EF sera faible. De plus, pour la plupart des applications en électrotechnique, les formes
périodiques des sources imposées et de la géométrie génerent des périodicités au niveau des
solutions. Elles se retrouveront donc dans la matrice de snapshots, qui contiendra des informations
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redondantes (i.e. des vecteurs colonnes linéairement dépendants) et dont les vecteurs ne formeront
plus une base. L'idée est donc d’approcher I'espace généré par la matrice de snapshots a I'aide d’'une
base ¥ € RV*" de rang inférieur n < N;, en définissant n vecteurs (¥4, ..., ¥,,) € RY tels que :

Vect(¥y, ..., ¥n) = Vect(Sy, ..., Sy,) (215)

Ainsi, on cherche a extraire de la matrice de snapshots les informations les plus importantes, sous la
forme de n colonnes indépendantes, afin de construire une base réduite de dimension inférieure. Il
existe différentes méthodes pour déduire une telle base de la matrice de snapshots, par
décomposition, analyse ou classification, nous en présenterons et comparerons quelques-unes
ultérieurement. Dans sa forme la plus commune, elle se base sur la décomposition en valeurs
singulieres de la matrice de snapshots, qui permet d’en extraire N vecteurs orthogonaux classés par
ordre d’importance. On construira alors la base réduite a partir des n premiers vecteurs ainsi obtenus,
et le systeme réduit par projection de Ritz-Galerkin.

[ILA.5. Arnoldi

La projection d’Arnoldi est une méthode de réduction qui repose sur une approche fréquentielle et la
traduction du systeme matriciel EF suite a une transformée de Laplace. Elle a été développée pour
déterminer itérativement les valeurs propres d’une matrice [84], et peut donc étre utilisée, au méme
titre que la POD, pour construire une base réduite. Elle se base sur la décomposition de Padé de la
fonction de transfert définie par le systéme matriciel EF, qu’on peut assimiler a un calcul de snapshots
fréquentiels. La méthode d’Arnoldi a été appliguée comme méthode de réduction dans des domaines
variés, comme |’électrotechnique ou la mécanique des fluides [85][86], et continue a étre largement
utilisée [87][88].

Comme on l'a dit précédemment, il faut utiliser une transformée de Laplace pour appliquer cette
méthode. On commence par introduire la décomposition du terme source F(t) en introduisant le
courant imposé dans I'inducteur i(t) et le vecteur F; € R, tel que :

F(t) = FLi(t) t €[0,T] (216)
On peut alors réécrire le probléme (167) comme :

ax(t
MX(t)+ K % = F4i(t) t €[0,T] (217)

En notant X la transformée de X, L 'opérateur de transformation et s la variable associée au domaine
de Laplace, ona:

X(s) = L(X(1)) (218)
i(s) = L(i(t)) (219)

On peut alors réécrire le systéme (217) dans le domaine de Laplace :
(M + sK)X(s) = F,1(s) (220)
On note alors h,(s) la fonction de transfert définie par :
X(s)

7 — -1 221
5 (M + sK)~'F, @21)

h,(s) =
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La méthode d’Arnoldi se base sur le développement de Padé pour construire itérativement une
approximation de h;(s) et en déduire une base réduite. Pour ce faire, on définit un point
d’expansion {;, a partir de la valeur de la fréquence d’excitation de I'inducteur f; et de la racine
complexe usuelle de -1 notée j :

¢ =2mjf (222)

On effectue alors le développement de Padé de h,(s) autour de ce point d’expansion, pour faire
apparaitre les coefficients h¥ € CV :

hy(s) = ) REGs =g @23)
k=0

A partir de cette forme de h,(s) et de I'équation (221), on peut déterminer les valeurs des coefficients
h% en appliquant un développement en série de Taylor :

h¥ = [—(GK + M) K]* (G, K + M)™'F, vk=0 (24
De cette équation, on peut déduire une formule de récurrence pour calculer les h¥ :

h? = (K + M)™F, (225)
h% = [-({4.K + M)"1K]hf ! vk>1 (26

A partir des équations (221) et (223), on peut désormais réécrire X(s) comme une combinaison
linéaire des coefficients h¥ :

X(s) = Z hX1(s)(s — ¢k (227)
k=0
En repassant dans le domaine temporel, on a:
X(t) = L7(X(s) (228)
X(©) = ) RELTHI)(s — G @)
k=0

Pour simplifier la notation, on peut introduire les coefficients [} (¢t) :
Le(®) = L7HI(s) (s — )] (230)
X@®) = ) B @ @31)

k=0

La méthode d’Arnoldi consiste donc a cherche une approximation X (t) de la solution X(t) comme une
combinaison linéaire des n premiers moments h¥. Il faut noter que la solution du probléme est réelle
tandis que les vecteurs moments sont complexes, on cherchera donc X(t) tel que :

n-1

x(0) € | Jvect(Re(hk), im(ni)) @32)
k=0

L’objectif est donc de construire une base réduite orthonormée ¥ € RM*™ sur cet espace, en
construisant une matrice de snapshots :

S = (Re(hY, ..., A", Im(RY, ..., 7)) (@33)
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La base réduite ¥ sera alors déduite en appliquant un procédé d’orthogonalisation sur la matrice de
snapshots, avec une méthode d’orthogonalisation QR basée sur le procédé de Gram-Schmidt [89] ou
une décomposition en valeurs singuliéres. On applique ensuite une projection de Ritz-Galerkin sur le
probléme complet pour obtenir le systéme réduit (cf. (173)).

[ILA.6. Conclusions sur les méthodes

On discute maintenant de ces méthodes de réduction et de leur adéquation a la réduction d’un
probléme magnéto-quasistatique non-linéaire avec mouvement, afin de déterminer vers quel type de
méthode nous souhaitons nous orienter pour la suite de ce travail. A I'exception de la méthode des
circuits de Cauer, elles ont été évaluées sur un probléeme magnéto-quasistatique linéaire 2D dans [90].
Le domaine d’étude est constitué d’un inducteur alimenté par un courant de forme carré, un noyau
ferromagnétique considéré linéaire, une plaque conductrice et une sonde de flux. Des modeles réduits
issus de la PGD, la POD et la méthode d’Arnoldi sont construits pour différents degrés de réduction, et
les résultats sont comparés a une simulation de référence sur plusieurs valeurs d’intérét : I'énergie
magnétique, les pertes Joule et les potentiels vecteurs. Enfin, I'accélération des temps de calculs, dit
« speedup », pour différents degrés de réduction a également été évalué, en mesurant le temps de
construction du modele réduit et de résolution. Cette étude a d’abord montré que la méthode
d’Arnoldi, basée sur une traduction fréquentielle du probléeme était particulierement précise, et
associée a l'erreur la plus faible pour toutes les valeurs d’intérét. Cela s’explique par un domaine
spectral particulierement riche en information dans le cas d’un signal faiblement oscillant. En
revanche, le speedup associé a Arnoldi est important lorsque le degré de réduction est grand, mais
diminue trés rapidement quand on augmente la taille de la base réduite. La PGD a donné les résultats
les plus précis parmi les méthodes non-harmoniques, mais le grand nombre d’itérations nécessaire
pour la construction des modes temporels et spatiaux en fait la méthode associée au speedup le plus
faible. Finalement, la méthode POD donne des résultats moins précis que les autres méthodes, mais
présente le meilleur speedup quel que soit le degré de réduction.

La méthode des circuits de Cauer a été appliquée a un exemple magnéto-quasistatique linéaire
similaire dans [72]. Le domaine d’étude est constitué d’un circuit magnétique et d’'un bobinage
conducteur. La aussi le modéle réduit est comparé a un modele de référence en termes de temps de
calcul et sur des valeurs d’intérét : les pertes Joule et les courants. Le modéle réduit généré a I’aide de
cette méthode donne des résultats trés précis, et est associé a un speedup trés important.

Enfin, comme le but de ce travail est de construire un modele réduit dans le cas magnéto-quasistatique
non linéaire avec mouvement, il nous reste a discuter de la capacité des méthodes de réduction a
traiter ce type de probleme. La méthode d’Arnoldi n’est pas directement applicable, car elle met en
ceuvre une transformée de Laplace nécessitant de travailler avec un probleme linéaire. Néanmoins, on
peut imaginer calculer les moments qui permettent d’approximer la solution dans le cas de la prise en
compte du comportement non linéaire des matériaux magnétiques. Trouver la décomposition
harmonique en n moments revient alors a résoudre un seul probleme de grande taille au lieu de n
problémes indépendants de petite taille, ce qui rend la méthode trés couteuse en temps de calcul.

La méthode PGD n’est pas a proprement parler incompatible avec les problemes non linéaires, mais
cela génere des temps de calcul importants et peut provoquer des instabilités numériques. En effet,
dans le cas linéaire, elle consiste a améliorer une approximation de la solution en résolvant un
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probléme réduit sur le domaine temporel qui est indépendant de la taille du probléme complet. Dans
le cas non linéaire, cette indépendance n’est plus vérifiée car il faut reconstruire le résultat complet
pour évaluer les termes non linéaires de la matrice de masse, ce qui réduit grandement le speedup
associé a la méthode. La méthode PGD a été combinée a une méthode d’interpolation pour construire
un modele réduit d’un transformateur triphasé non linéaire dans [91].

Concernant la méthode des circuits de Cauer, des adaptations ont été proposées pour prendre en
compte le comportement non linéaire des matériaux magnétiques [75][76]. Cela se fait en
approximant ce comportement dans le premier mode magnétique, ce qui a permis d’obtenir de bons
résultats sur une application académique, un inducteur a noyau de fer. Par ailleurs, un modele réduit
d’une machine a induction avec prise en compte du mouvement a été développé a I'aide de la méthode
des circuits de Cauer, en définissant un circuit équivalent multiports composé d’une partie
représentant le rotor, une autre le stator et une troisieme assurant les relations d’interface [74].
Cependant, ces adaptations sont trés récentes et limitées pour le moment a des applications
académiques, et cette méthode n’est pas encore adaptée aux problémes industriels que I'on cherche
a traiter dans ce travail.

Finalement, la méthode POD est la plus adaptée a la prise en compte de comportement non linéaire
et de mouvement, et a déja été appliquée a de tels problémes avec succes. Cependant, comme évoqué
pour la PGD, le calcul des termes non linéaires de la matrice de masse entraine un co(t de calcul
important, et réduit grandement le speedup associé au modele réduit construit par POD. Mais,
contrairement a la PGD, la POD se couple simplement avec des méthodes d’interpolation, qui
permettent de réduire le temps de calcul associé aux non linéarités, et dont on détaillera I'utilisation
dans le chapitre 3.

On choisira donc d’utiliser la POD pour construire nos modeéles réduits, puisqu’elle permet d’obtenir
des résultats précis et de bons speedups, et peut s’appliquer a des problémes non linéaires avec prise
en compte du mouvement. La difficulté réside alors dans le choix des snapshots qui sera discuté dans
II.C.1, et la méthode utilisée pour en déduire la base réduite. Concernant ce deuxieme point, on
propose de présenter et évaluer différentes méthodes de construction de base POD.

II.B. Construction de base réduite pour la POD

On avu qu’une approche basée sur la POD pour construire une base réduite a partir d’'une matrice de
snapshots, et la projection de Galerkin sur le systéeme matriciel EF afin de définir le modele réduit (cf.
IILA.1), semble la plus adaptée aux problémes que I'on cherche a réduire. Comme cette méthode
requiert 'utilisation d’outils mathématiques ou de classification pour déduire la base réduite ¥ de la
matrice de snapshots § = (X(tl)lX(tz)l--- |X(tNS)) € RV*Ns, différentes approches sont présentées
et évaluées sur une application industrielle magnéto-quasistatique similaire a celles du chapitre
précédent (cf. 1.C.2).

I1.B.1. SVD

La décomposition en valeurs singuliéres (SVD) [92] est une méthode permettant d’extraire les
composantes dominantes d’'une matrice via ses valeurs singuliéres. Ainsi, la décomposition en valeurs
singuliéres de § s’écrit :

S=UzV* (234)
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ou U e RV, ¥ e RV*Ns et V € R¥s*Ns, Les colonnes de U sont des vecteurs orthogonaux et
unitaires appelés vecteurs singuliers a gauche de S, comme les colonnes de V qui sont les vecteurs
singuliers a droite de S. Les éléments de X sont non-nuls uniquement sur la diagonale principale, ou
on les note A4, ..., Amin(v,n,) €t on les appelle valeurs singulieres de S, classées par ordre décroissant
de sorte que Ay = A; = -+ = Apinw,n,) = 0. On fait 'hypothése que N >> Ny, ce qui est le cas dans
nos applications ol le nombre d’inconnues issu de la discrétisation spatiale est de I'ordre de N = 109,
alors que le nombre de snapshots choisi par 'utilisateur peut varier de quelques dizaines a quelques
milliers. Dans ce cas, seules les N premiéres valeurs singuliéres sont non nulles, et on peut réécrire
I’équation (234), avec U.y, la matrice contenant les Ng premiers vecteurs de U et Z'xz la sous-matrice
carrée de X contenant ses N premiéres lignes et colonnes :

S = Uy I Vi, (235)

On peut également écrire cette décomposition sous la forme d’'une somme, en notant respectivement
Uy et vy, le k™€ vecteur de U et de V :

Ng
S = Z uklkvkt (236)
k=1

A partir de cette expression on remarque que la contribution des derniers vecteurs singuliers peut étre
négligeable dans la reconstruction de S, si les valeurs singuliéres associées A; sont faibles comparées
aux autres. Cela met en évidence la possibilité de définir une approximation S™ de faible rangn < N :

sn :nU:n2§2an (237)
st = Z w A, vt (238)
k=1

En fait, le théoreme d’Eckart-Young [93] garantit que la meilleure approximation de rang n au sens de
la norme de Frobenius est obtenue par la SVD, telle que :

n _ : _ 2
S —argrgrpzl)gnllS Z||7 (239)

On introduit alors la notion de compression, associée a I'approximation de faible rang de la matrice S.
En effet, 1a ou il faut stocker N X N, termes pour représenter I'information contenue dans la matrice
S, iln’en faut que (N + N; + 1) X n pour son approximation S™. Ainsi, dans le casou N > Ny > n, le
nombre de termes a stocker est grandement réduit en utilisant I'approximation de faible rang.

On peut également redéfinir I'erreur relative associée a I’approximation de faible rang (169), que I'on
nommera erreur d’approximation ou erreur de compression, et qui s’écrit :

s IS —S"lp
Espa(8™) = sl (240)

Dans le cas de la décomposition en valeurs singulieres, cette erreur est tres facile a calculer, puisqu’elle
dépend uniquement de I'amplitude des valeurs singuliéres. En effet, d’apres (236) et (238),on a:

N n
S—S"= 2 uklkvkt - Z ukﬂkvkt (241)
k=1 k=1

qui, en utilisant les propriétés des matrices U et V et en appliquant la norme, devient :
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IS - 51l = 4

Et donc, on obtient, dans le cas de la SVD :

€sva(S") = (243)

Tpsy ()2
Cette capacité a simplement pré-évaluer I'erreur de compression associée a I'approximation de faible
rang comme le poids relatif des valeurs singuliéres est trés utile, car elle permet de renseigner sur le
choix de la valeur de n. En effet, on veut éviter de choisir un rang n trop faible, qui induirait une
compression trop importante et une approximation de mauvaise qualité. D’un autre c6té, un choix de
rang n trop grand va générer des temps de calcul plus importants sans un gain notable de précision
sur la solution réduite. On pourra donc utiliser I'expression de I’erreur (243) pour choisir la taille de la
base n, en fixant un critere ngyp et en cherchant le plus petit n tel que :

€sva(S™) < Nsvp (244)
Finalement, la base réduite POD issue de la SVD de la matrice de snapshots correspond aux n premieres
colonnes de la matrice orthogonale U, et s’écrit :
Yo, p=U, €RV" (245)
[I.B.2. MESS
La Maximum Entropy Snapshot Sampling (MESS) est une méthode qui permet de déduire une base
réduite a partir de la matrice de snapshots S, en utilisant des outils issus de I'analyse des systémes
dynamiques [94]. Elle se base sur la construction d’une matrice de récurrence, qui représente la

distance entre les vecteurs de S, ainsi que la notion d’entropie, qui correspond pour chaque vecteur
a la quantité d’information « originale » qu’il contient.

En considérant un espace V de RN on peut définir la fonctionnelle y, (X) associée au vecteur X € R":

_(1siXEV
xv(X) = {0 sinon (246)

De plus, on définit un ensemble B de sous-ensembles B,(X;) de RN, ot X; = X(¢;) est le i¢™¢
snapshot et k un critére de distance défini par 'utilisateur, tel que :

B.(X)) ={Y e RV, ||X; - Y| <k} i=(1,..,N) (247)
B = {B,(X;)} i=(1,..,N;) (49

Lorsque N est suffisamment grand et d’aprés la loi des grands nombres, I'entropie de Rényi associée
a I'ensemble B peut étre estimée avec :

Ng N
_ 1
A%(B) = —log Fz Z Xeoxp (X)) (249)

S i=1j=1
Ainsi, on définit la matrice de récurrence R, € RNs*Ns dont les entrées correspondent aux valeurs de
X x) (X)) :
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RY = {1 st]|Xi = X[l < i=(1,..,N) j=(@,..,N) (250

0 sinon

L’estimateur d’entropie décrit par I'équation (249) peut alors s’écrire :

1
N (S) = —log <F IIRKII%) (@s1)

N

ou apparait le potentiel d’'information (aussi appelé taux de récurrence) :

Ve (8) = iz IRIIF # 0 (252)
NS
On peut alors parcourir la matrice de récurrence pour quantifier I’évolution de I'entropie et du
potentiel d’information, et extraire les vecteurs de la matrice de snapshots associés a une
augmentation de ces indicateurs. Ainsi, pour chaque vecteur X; de la matrice de snapshots, on définit
I’entropie k-Frobenius 77, le potentiel k-Frobenius v; et I'entropie dynamique h;, tels que :

-7 2 .
nj =1(S.;) = —log (—2 RK;j- |F) i=@,..,N) (253)
1 2 .
v; = ie(Sy) —2||ij |F j=@@,..,Ns) @59
Vi+1 .
hj =1nj41 —n; = —log <]v—> j=@,..,Ny) (255)
J

En théorie de I'information, h; correspond a la quantité d’information qui a été ajoutée par le vecteur
X; par rapport a tous les vecteurs antérieurs de la matrice de snapshots. La MESS consiste donc a
extraire de la matrice de snapshots les nyrss vecteurs qui font augmenter I'entropie k-Frobenius, ce
qui correspond a une entropie dynamique h; > 0, et les regrouper dans une matrice Syggs €
RN*mmEss | Afin de construire une base réduite ¥, un procédé d’orthogonalisation QR ou une SVD
(cf. 11.B.1) est appliqué sur la matrice Sy;zss. On peut alors prouver qu’en utilisant une base réduite
construite de cette maniére, I'erreur de compression sur les vecteurs de la matrice de snapshots est

bornée par le critere k, de sorte que :

ij = ‘I’MEss'I’ﬁzzEssz j=(Qa,..,Ny) (256)

Afin d’étre en mesure de comparer la MESS avec les autres méthodes permettant de déduire une base
réduite a partir d’'une matrice de snapshots, on souhaite étre en mesure de fixer la taille n de la base.
Ainsi, plutot que d’extraire tous les snapshots associés a une entropie dynamique positive, on extrait
seulement les n ayant I'entropie dynamique maximale, et la propriété décrite par I’équation (257) n’est
donc pas forcément respectée. Enfin, on peut discuter du choix du critére k, qui est laissé a I'utilisateur.
Il n’existe pas de méthodologie automatisée pour fixer ce parametre, et la démarche proposée dans la
littérature consiste a tester plusieurs valeurs, calculées a partir de la distance euclidienne entre les
deux vecteurs les plus éloignés I'un de I'autre de S. Comme la valeur de k détermine le nombre de
vecteurs de S qui seront associés a une entropie dynamique positive, on choisira k de facon a ce que
ce nombre soit le plus proche possible du nombre de vecteurs désiré n. Finalement, 'algorithme
associé a la méthode MESS pour la construction de base réduite est présenté ci-apreés.
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Entrées : matrice de snapshots S, nombre de bases n, critére k
Sortie : base réduite ¥z

Initialisation : Calcul de R, par I’équation (250)
Pourj = (1,...,Ny):
Calcul de v; par I'équation (254)
Calcul de n; par I'équation (253)
Calcul de h; par I'équation (255)
Fin pour
Construction de W g5 avec les n vecteurs associés aux h; maximums
Orthogonalisation de W gss

Algorithme 5 — Calcul de la base Wy gss a partir d’'une matrice de snapshots

[1.B.3. CVT et médoides
11.B.3.a) CvT

La Centroidal Voronoi Tesselation (CVT), aussi appelée k-means, est une méthode de classification
permettant de déduire une base réduite a partir de la matrice de snapshots S. Elle consiste a
rassembler les vecteurs de la matrice qui se « ressemblent » dans un groupe (appelé région de
Voronoi), et a représenter chaque groupe par un vecteur représentatif. Dans sa forme la plus classique,
le terme « ressembler » désigne des vecteurs proches au sens de la norme euclidienne, mais on note
gu’il est possible d’utiliser des mesures de dissimilarités alternatives, dont on présentera un exemple.
De la méme manieére, le vecteur représentatif correspond classiquement au barycentre de la région de
Voronoi [95], mais des alternatives existent la aussi dont on discutera. Une CVT peut étre construite
en appliquant I'algorithme de Lloyd [96] sur la matrice de snapshots S.

Le principe de la CVT est de partitionner I'espace discret engendré par les vecteurs de S :
Qs ={X; eR",j =(1,..,Ny)} (258)

On cherche donc a construire n groupes V; ,i = (1, ..., n) sur I'espace (g, qui satisfont les conditions
suivantes :

= (1) : Chaque groupe est incluse dans Qg : V; € Qg
®» (cy): Les groupes sontdisjoints : V; NV, = @sii # k
*  (c3) : Les groupes recouvrent Qg : Ui, V; = Qg

On peut alors introduire les génératrices G; € RV associées aux groupes V; ,i = (1,...,n), qui sont
construites d’apres :

Vi={x €0 |IX -G, <X - Gll,}  j=.N) k= .m)=i @)

Ce qui signifie que chaque vecteur appartient a la région de Voronoi associée a la génératrice dont il
est le plus proche. Une autre caractéristique de chaque génératrice G; est qu’elle doit étre égale au
barycentre de la région de Voronoi associée, ce qui donne une partition centrée de I'espace ()g. Dans
le cas d’un domaine discret a densité constante, ce qui signifie que chaque vecteur a le méme poids,
le barycentre d’un groupe est défini par :
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1

Z; = card(Vy) Z X; i=(1,..,n) (260)
Xjev;

ou card(V;) représente le cardinal du groupe V;, correspondant au nombre de vecteurs qu’il contient.

Finalement, la base réduite sera construite en concaténant les génératrices G;, et en appliquant une

méthode d’orthogonalisation QR ou une SVD (cf. I.B.1).

Yeyr = (G, Gy, ..., Gy) € RV (261)

Il faut noter que I’étape d’initialisation des génératrices est critique dans I'application de la CVT, et va
grandement conditionner le partitionnement que I'on va obtenir. Les génératrices peuvent étre
initialisées en choisissant des vecteurs au hasard dans la matrice S, ou en considérant une distribution
homogene de vecteurs dans cette matrice. Par ailleurs, le processus de superposition des génératrices
avec les barycentres est itératif, et afin de vérifier sa convergence il faut définir un critere §, qui doit
étre suffisamment petit pour assurer la qualité du partitionnement mais pas trop petit pour éviter un
effort de calcul superflu. Ainsi, I’estimateur de convergence est donné par :

n
€5 = Z”Zi - Gill; (262)
i=1

L'algorithme permettant de calculer une CVT de la matrice de snapshots S pour en déduire une base
réduite est présenté ci-apres.

Entrées : matrice de snapshots S, nombre de bases n, critére §
Sortie : base réduite ¥yt

Initialisation : Choix des génératrices G;
Estimateur de convergencees = 6 + 1

Tantquees > 4§ :

Calcul des groupes V; par I'équation (259)

Calcul des barycentres Z; par I'équation (260)

Calcul de I'estimateur €5 par I'équation (262)

On remplace chaque génératrice par le barycentre associé
Fin pour
Construction de ¥ -, par concaténation (261)
Orthogonalisation de Wyt

Algorithme 6 — Calcul de la base Wt a partir d’'une matrice de snapshots

11.B.3.b) k-médoides

On présente aussi la méthode k-médoides, qui est trés proche de la CVT, les deux méthodes ayant été
comparées dans [97]. Elle permet également de partitionner I'espace discret (1 ¢ engendré par S, en
construisant n groupes W; ,i = (1, ..., n) sur I'espace (g, qui satisfont les conditions ¢y, ¢, et c3. En
revanche, la ol la CVT partitionne (g selon la distance euclidienne entre les vecteurs de S et les
génératrices, la k-médoides permet d’utiliser n’'importe quel type de mesure de dissimilarité. De plus,
pour un groupe W;, la génératrice C; € RY n’est pas superposée au barycentre, mais correspond au
vecteur de § qui en est le plus proche. Ces deux propriétés rendent la k-médoides plus efficace que la
CVT pour classifier des données pour lesquelles la distance euclidienne n’est pas adaptée, et pour
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traiter les cas de groupements non elliptiques. Ainsi, en notant dis(a, b) une mesure de dissimilarité
quelconque entre deux vecteurs a et b de RV, les groupes W; sont construits d’aprés :

W; = {X; € Q5 | dis(X;, C;) < dis(X;, Cy)} j=1,..,N) k=(,..,n)#i (63
Et, en calculant les barycentres avec I'équation (260), les génératrices sont choisies comme :
C; = argmindis(X;, Z;) j={,.,Ns) i=(1,..,n) (64

On peut construire itérativement un partitionnement de I’espace engendré par § avec la méthode k-
médoides, et, comme dans le cas de la CVT, l'initialisation des génératrices est une étape critique.
Enfin, on définit un critére de convergence {, et en notant (C;),, la génératrice C; calculée a I'itération
k de I'algorithme k-médoides, on définit I'estimateur de convergence suivant :

eg() = ) dis((Cr (Cie-1) (269)
i=1

Comme pour la CVT, la base réduite sera construite en concaténant les génératrices C;, et en
appliguant une méthode d’orthogonalisation QR ou une SVD (cf. II.B.1) :

Wirea = (€, Cy, ..., C) € RVX" (266)

L'algorithme permettant de partitionner I'espace engendré par la matrice de snapshots S avec la k-
médoides pour en déduire une base réduite est présenté ci-apres.

Entrées : matrice de snapshots S, nombre de bases n, critére
Sortie : base réduite ¥y pea

Initialisation : Choix des génératrices (C;),
Estimateur de convergencee; = ¢ + 1
Itérateur k = 1
Tantquee; > (:
Calcul des groupes W; par I’équation (263)
Calcul des barycentres Z; par I'équation (260)
Choix des nouvelles génératrices (C;)) en résolvant (264)
Calcul de I'estimateur €; (k) par I'équation (265)
Incrémentationk =k + 1
Fin pour
Construction de ¥, ;.4 Par concaténation (266)
Orthogonalisation de W pea

Algorithme 7 — Calcul de la base W04 @ partir d’'une matrice de snapshots

11.B.4. DBSCAN

La Density Based Spatial Clustering of Applications with Noise (DBSCAN) est une autre méthode de
classification proposée en 1996 [98], et qui tire parti de la notion de densité pour créer des groupes de
vecteurs a partir de la matrice S. Elle est adaptée aux répartitions de données non elliptiques, et ignore
les éventuels vecteurs de S qui sont trop éloignés de tous les autres vecteurs, contrairement a la CVT
classique, permettant ainsi d’éliminer des snapshots «rares» et donc non représentatifs du
comportement général. Avec cette méthode, I'utilisateur ne choisit pas le nombre de groupes a créer
pour partitionner I'espace engendré par la matrice de snapshots, contrairement a la CVT. En
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I'occurrence, on définit un critére de distance &, dont on peut déduire le « e-voisinnage » associé a
chaque vecteur X; de la matrice S :

Ne(X)) = {Xi €5 | 1X; — Xe ||, < &} j=0,..,N) @6

L’ e-voisinnage associe donc a chaque vecteur de la matrice de snapshots tous les autres vecteurs qui
sont a une distance inférieure au critere €. Pour illustrer cela, on peut considérer un cas 2D et
représenter les vecteurs de la matrice de snapshots comme des points répartis sur un plan, qui
correspond a I'espace discret engendré par cette matrice. Le critére & correspond alors au rayon d’un
cercle autour de chaque vecteur X; de §, et I’ e-voisinnage N, (Xj) regroupe tous les vecteurs de S qui
sont dans ce cercle.

On introduit alors un deuxieme critere minPts, qui permet d’imposer le nombre minimum de vecteurs
au sein d’'un g-voisinnage pour créer un groupe. C'est ce parameétre qui fait la spécificité de cette
méthode de classification, puisqu’il représente un seuil de densité au sein de I'espace discret engendré
par S, et permet de faire apparaitre 3 catégories de vecteurs, comme illustré sur la Figure 41 :

= Sile cardinal de NE(XJ-) est supérieur ou égal a minPts, X; est un « noyau »
=  Sjle cardinal de NE(XJ-) est entre 0 et minPts exclus, X estun « bord »
= Sile cardinal de N:(X;) est égal a 0, X; est un « bruit »

Bruit

Figure 41 — Illustration de la classification DBSCAN : les points orange représentent des vecteurs « noyaux », les points
bleus sont les vecteurs « bords » et le point gris est un vecteur « bruit ». Les doubles fléches pleines représentent des
vecteurs « a densité directement atteignables », la double fléche pointillée illustre deux vecteurs « a densité
atteignables » et les simples fléches représentent les vecteurs « a densité connectables »

La méthode DBSCAN consiste alors a catégoriser chaque vecteur de S selon son &-voisinnage et le
critere minPts. Tous les vecteurs qui appartiennent a I’e-voisinnage d’un vecteur « noyau » sont dits
« a densité directement atteignable » et regroupés au sein d’un cluster V;. Si 'un de ces vecteurs est
lui-méme un « noyau », tous les vecteurs de son g-voisinnage sont transitivement inclus au sein du
cluster V; et sont dits « a densité atteignable ». Un vecteur ainsi ajouté au cluster V; et qui n’est pas un
« noyau » est donc un vecteur « bord », et dit « a densité connectable ». Les vecteurs « bruits », qui ne
sont proches d’aucun autre vecteur, sont ignorés. On géneére ainsi npg clusters V; qui contiennent au
moins minPts vecteurs, et dont on calcule le barycentre avec :
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Z; = card(Vy) X; i=(1,..,npg)  (268)
X;ev;

La base réduite est créée en concaténant les barycentres, puis en utilisant un procédé

d’orthogonalisation QR ou une SVD (cf. Il.B.1) :

Yop = (21,23, ..., Zy,,) € RV*"0B (269)

Il faut noter que, dans le cas de la classification de la matrice de snapshots pour créer une base réduite,
le fait d’ignorer des vecteurs « particuliers » peut avoir de lourdes conséquences. En effet, on veut que
la base soit capable de correctement approximer tous les vecteurs de S, et rien ne garantit que ce soit
le cas pour les vecteurs « bruit » qui ne sont pas pris en compte.

L'algorithme DBSCAN permettant de classifier la matrice de snapshots § pour en déduire une base
réduite est présenté ci-apres.

Entrées : matrice de snapshots S, critéres minPts et
Sortie : base réduite Wpp

Initialisation : (optionnel) Calcul d’un € optimal avec les kDist
Itérateuri =1
Tant qu’un vecteur X; de S n’est pas catégorisé (noyau, bord ou bruit)

Calcul de N, (X;) par I'équation (267)
Si card (NS(X]-)) = minPts :
Création du cluster V; = N.(X;)
— Pour tous les X; € N.(X;) :
Calcul de N.(X;) par I'équation (267)
Si card(N.(X;)) = minPts :
Ajout dans V; = (V;| X, € N.(X;) non catégorisé)
Parcours des X}, € N.(X}) ...

Fin si
Fin pour
i=i+1
Fin si
Fin tant que

Calcul du nombre de clustersnpg =i — 1
Calcul des barycentres Z; par I'équation (268)
Construction de ¥,z par concaténation (269)
Orthogonalisation de Wpp

Algorithme 8 — Calcul de la base W5 a partir d’'une matrice de snapshots

Enfin, la complexité d’application de la méthode DBSCAN réside dans le choix des parameétres ¢ et
minPts, qui est laissé a I'utilisateur et aura un impact tres important sur la classification de la matrice
de snapshots, particulierement en termes de nombre de clusters (et donc de bases) générés, et de
vecteurs « bruits » ignorés. Concernant le critere de densité minPts, il y a peu d’indications
concernant son choix, et dans la plupart des applications il est fixé empiriquement a minPts = 4. Dans
notre cas, on veut éviter d’avoir trop de vecteurs « bruits », et on pourra donc baisser sa valeur si c’est
le cas. Pour le critéere de distance &, une méthode a été développée afin de déterminer une valeur
optimale. Elle se base sur le calcul de la distance entre chaque vecteur X; et ses k plus proches voisins,
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notée kDist, en prenant typiquement k = minPts. On peut alors afficher graphiquement les kDist
classées par ordre décroissant, et dans la plupart des cas on voit apparaitre une forte décroissance
pour les premiers points (qui correspondent aux vecteurs trés éloignés de tous les autres) et un point
de rupture a partir duquel la décroissance est moins forte. L'idée est alors de choisir une valeur de ¢
proche de la valeur de kDist associée a ce point de rupture. Cependant, le calcul de ces distances peut
étre couteux et rien ne garantit que I'on obtienne une telle décroissance, et il peut étre nécessaire de
tester I'algorithme avec différentes valeurs de € et d’en choisir une qui donne un partitionnement
satisfaisant.

I1.B.5. CURE

La méthode Clustering Using Representatives (CURE) est un algorithme de classification hiérarchique
proposé en 1998 [99]. Elle a été spécialement développée pour traiter avec efficacité des grandes
guantités de données et créer des groupes de formes complexes, en pré-analysant un échantillon et
en utilisant plusieurs points représentatifs pour chaque cluster. Dans le cas de la classification de la
matrice S, on note Sgampie la sous-matrice contenant Nggmpes Vecteurs de S qui correspondent aux
échantillons pour pré-analyse. Le choix de ces vecteurs est d’'importance capitale car il a un impact tres
significatif sur la classification. On cherche classiquement a ce que ces échantillons soient une bonne
représentation des vecteurs de S, et on peut les prendre aléatoirement ou périodiquement dans S.
Les n,, vecteurs représentatifs de chaque groupe sont calculés en prenant n,,, vecteurs les plus
éloignés les uns des autres au sens de la norme euclidienne (appelés « vecteurs extrémes »), puis en
les rapprochant du barycentre du groupe. Le nombre de groupes est déterminé par le parameétre n et
I'intensité de ce rapprochement peut étre choisie par I'utilisateur via un parametre 9.ygrg compris
entre 0 et 1. En notant Z; le barycentre du groupe V; et X, 'un de ses vecteurs extrémes, on calcule
le vecteur représentatif R; , avec:

Ri,e =X + 19CURE(Zi - Xe) e=(1, ---'nrep) i=(1,..,n) (270

Une autre particularité de la méthode CURE est qu’elle est hiérarchique, ce qui signifie que chaque
vecteur de la matrice Sggmpie St initialement considéré comme un groupe a part entiére. Le centre
Z; de chaque groupe est calculé avec I'équation (260), ainsi que la distance des groupes deux a deux
définie par :

D;; = ||Z; —Zj||2 i#j j=0..n) i=(,..,n) @M

Les deux groupes I/, et V,, les plus proches sont alors fusionnés, et ce récursivement jusqu’a I’'obtention
de n groupes. Chaque vecteur X; de S qui ne faisait pas partie de la matrice d’échantillons Sgqpe €St

alors comparé aux vecteurs représentatifs de chaque groupe V; pour calculer une distance d; ;, et étre
ajouté au groupe dont il est le plus proche :
Nrep
dij = Z || Xx; — Ri’e||2 X; € Ssampre i=(1,..,n) @72
e=1

Finalement, on calcule les barycentres des groupes avec I'équation (260) et la base réduite est
construite en les concaténant et en appliquant un procédé d’orthogonalisation QR ou une SVD (cf.
I1.B.1). L’algorithme CURE permettant de classifier la matrice de snapshots S pour en déduire une base
réduite est présenté ci-apres.
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Entrées : matrice de snapshots S, nombre d’échantillons 1415, Nombre de bases n,
nombre de vecteurs représentatifs n,.,, parametre 9¢ygg
Sortie : base réduite ¥ yrg

Initialisation : Construction de Ss;mp. (aléatoire, périodique, ngampies Premiers vecteurs, ...)
Chaque vecteur de Ssgmpie devient un groupe V;
Tant qu’il y a plus de n groupes
Calcul du barycentre de chaque groupe avec I'équation (260)
Calcul des distances entre groupes avec I'équation (271)
Fusion des deux groupes les plus proches
Fin tant que
Pouriallantdelan:
Calcul des n,), vecteurs représentatifs avec I'équation (270)
Fin pour
Pour tout X; € Squmpie :
Pouriallantdelan:
Calcul des distances avec les vecteurs représentatifs par I’équation (272)
Fin pour
Ajout de X; dans le groupe le plus proche
Fin pour
Calcul des barycentres Z; par I'’équation (260)
Construction de ¥ ;g par concaténation
Orthogonalisation de W yrE

Algorithme 9 — Calcul de la base W yrg a partir d’'une matrice de snapshots

[I.B.6. Comparaison des méthodes

Afin d’évaluer les méthodes de construction de base réduite présentées précédemment, elles vont
étre appliquées au probléme magnéto-quasistatique, défini par I'équation (128) et tel que décrit en
.C.2. Considérons une matrice de snapshots § € RV*Ns jssue d’une simulation EF, et dont on déduira
une base ¥ € RV*™ avec I'une des méthodes présentées précédemment en I1.B. On évaluera la qualité
de la base réduite en l'utilisant pour compresser et reconstruire la matrice de snapshots, et on
calculera I'erreur entre la matrice originale et celle reconstruite. A partir de I'équation (168), la
compression S, € R™Ns est définie comme :

S, =wts 273)
On reconstruit alors I'approximation § € RV*Ns avec :
S§=ws, 274)

On calculera ensuite I'erreur entre la matrice de snapshots originale S et sa reconstruction S, due au
fait qu’une partie de I'information contenue dans un vecteur de S n’est présente dans aucun vecteur
de la base ¥.

On va donc évaluer les méthodes de construction de base réduite sur une simulation de la machine a
induction décrite en 1.C.2. On simule les 15 premieres périodes électriques, en imposant une vitesse
de rotation égale a la moitié de la vitesse de synchronisme, et des sources de tensions triphasées a
valeur et fréquence nominale. On génére ainsi Ny = 2000 vecteurs solutions de taille N que I'on
concaténe dans la matrice de snapshots § € RV*Ns, on cherche a construire des bases réduites qui
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auront toutes le méme nombre de vecteurs n. On commencera donc par appliquer la DBSCAN sur la
matrice de snapshots, puisque c’est la seule méthode pour laquelle I'utilisateur n’impose pas la valeur
de n. Aprés avoir fait une série de tests, on choisit minPts = 2, afin de limiter les vecteurs ignorés par
I'algorithme, et € = 0.03d,,,4, OU d,qx €St la distance euclidienne entre les deux vecteurs les plus
éloignés de S, ce qui nous permet d’obtenir npg = 212 vecteurs dans la base réduite ¥,z € RVN*"05,
On peut alors appliquer les autres méthodes, en imposantn = npg. La base W, , € RV*™ est obtenue
en appliquant la SVD tronquée au rang n sur la matrice de snapshots. On applique également la CVT
sur S, en imposant le nombre de groupes a n et le critére de convergence § = 10~>, pour obtenir la
base réduite ¥, € RV*™, On note que les génératrices sont initialisées en prenant une distribution
homogéne de vecteurs de S, des tests préalables ayant montré que c’était plus efficace qu’une
initialisation aléatoire. Pour appliquer la méthode CURE, on choisit de prendre nggmpies = 360,
Nrep = 2 et Yeyre = 0.5. Une série de tests a montré que ces valeurs de parametres permettaient
d’obtenir une partition satisfaisante des vecteurs de S. On obtient ainsi la base Wygrp € RV*™,
Finalement, on applique la MESS sur S, en prenant k = 0.002d,,,4,, pour obtenir la base ¥ gss €
RN*™_ || faut noter qu’a I'exception de sy p, toutes les bases sont orthogonalisées en appliquant une
décomposition QR, qui est trés simple a appliquer et conduit a un cout de calcul faible. Les valeurs des
parametres des différentes méthodes sont données dans le Tableau 2.

DBSCAN SVD CvT CURE MESS
Entrées n=212
€ = 0.03d,0x =212 n=212 Nyep = 2 n =212
minPts = 2 §=10"° Ycure = 0.5 Kk = 0.002 * d;y0y,

Nsamples = 360

Sorties Yop Ysvp Yeyr Ycure ¥ uEss

Tableau 2 — Parameétres pour le calcul des bases réduites

On peut ensuite compresser (équation (273)) et reconstruire (équation (274)) la matrice de snapshots
avec chacune des bases obtenues. On définit alors les matrices compressées de taille n X N associées

SPB §SVD §CVT §CURE ot §MESS De facon similaire, on note les approximations

a chaque méthode :
de la matrice de snapshots reconstruites S8, §SVP | §CVT §CURE ot SMESS Afin d’évaluer la capacité
de chaque méthode utilisée a construire une base réduite donnant une bonne représentation de S, on

calcule I'erreur globale entre les matrices reconstruites et la matrice originale :
EM = ||8M - s||F M = (DB,SVD,CVT,CURE, MESS) 275)

On obtient ainsi les erreurs ZP8, 25VP 54VT EURE ot EMESS quij sont affichées sur la Figure 42.
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Figure 42 — Erreur de reconstruction globale associée a chaque méthode utilisée pour construire une base réduite

Ces résultats montrent que I'erreur générée par I'utilisation de la base issue de la MESS est bien
supérieure aux autres méthodes. En effet, d’apres [100] ol la MESS est comparée a la SVD, la premiere
permet de construire la base réduite beaucoup plus rapidement que la SVD. La base construite par la
MESS génére une erreur plus faible a temps de calcul de construction équivalent de la base par rapport
a la SVD, mais possede une taille beaucoup plus importante. Cependant, la rapidité de construction de
la base n’est pas un critere de grande importance dans nos applications, car c’est la phase de résolution
du modele qui est responsable de la grande majorité du temps de calcul. C’est pourquoi nous avons
décidé d’évaluer les méthodes a nombre de vecteurs de base n donné, puisque c’est cette grandeur
qui va déterminer la rapidité du modele réduit, et cela explique les résultats obtenus avec la MESS. A
partir de cette observation, nous choisissons d’exclure la MESS du reste de cette étude et de ne garder
gue les autres méthodes qui donnent des erreurs du méme ordre de grandeur.

On calcule alors I'erreur relative €3 (j) générée par la compression pour chaque vecteur X; de S, en
notant XJM le j®™e vecteur de la matrice reconstruite $™ :

”ij - J” M = (DB,SVD,CVT,CURE)
X — 2 - i 4 ! 276
=, = ) "

On obtient ainsi les vecteurs eXp, €X,p, €&, et €X,rk, tous de taille N et dont I’évolution en fonction
du numéro de pas de temps est affichée sur la Figure 43.
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Figure 43 — Erreur de compression relative pour la SVD, la CVT, la DBSCAN et la CURE (bas), régime transitoire (haut
gauche) et régime permanent (haut droite)

Pour toutes les méthodes, I'erreur calculée est inférieure a 0,01%, avec de larges variations pendant
les premiers pas de temps et elle reste quasiment constante aprés le 500°™. Nous pouvons observer
que les différences de résultats entre les méthodes sont concentrées dans les 500 premiers pas de
temps, qui correspondent au régime transitoire ol nous avons la plus forte variation de la distribution
de champ. La SVD donne I'erreur moyenne la plus faible, comme prévu par le théoreme Eckart-Young
et illustré sur la Figure 42. La CVT génére une erreur plus importante dans le transitoire, mais se
rapproche de I'erreur de la SVD en régime permanent. La CURE permet de reconstruire certains
résultats parfaitement dans les 250 premiers pas de temps, qui correspondent aux échantillons utilisés
pour initialiser cette méthode, nous pouvons voir que l'erreur est égale a zéro. Cependant, la
reconstruction est dégradée par rapport a la SVD ou la CVT en régime permanent. Enfin, la DBSCAN
donne des résultats similaires a la CURE, avec une erreur légerement plus importante que la CVT et
SVD en régime permanent, et une erreur inférieure a la CVT dans le transitoire.

Précédemment, nous avons comparé les méthodes sur la base de la reconstruction des vecteurs
solutions du systéme matriciel EF (167), qui regroupent les valeurs du potentiel vecteur en fonction du
temps. En pratique, on s’intéresse plutot a des grandeurs d’intéréts locales comme la répartition du
champ d’induction B ou de la densité de courant J, ou a des grandeurs globales comme les pertes

Joule P; ou I'énergie magnétique Ej. On utilise donc les vecteurs des matrices reconstruites §°5, §577,

SCVT et SCURE pour calculer ces différentes grandeurs d’intéréts globales et locales (cf. 1.B.9). Nous
estimons ensuite l'erreur relative sur chaque valeur ainsi calculée, pour chacune des matrices
reconstruites par rapport a la solution EF pour chaque pas de temps. Cette erreur est donnée par

I’expression suivante dans le cas des grandeurs locales :
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147" - 4], A=(B))
en()) = T M = (DB,SVD,CVT, CURE) @7)
4, j= (1., N

Pour les valeurs globales, I'erreur se calcule par :

& —q a = (P, Eg)

gl M = (DB,SVD,CVT,CURE) (278)
j=Q@,..,N)

On obtient ainsi pour chaque valeur d’intérét et chaque méthode un échantillon N de valeurs

d’erreurs. Pour plus de lisibilité, nous choisissons de représenter les erreurs relatives par des valeurs

statistiques. La Figure 45 présente ces valeurs sous la forme d'un diagramme en « boites a

moustaches », le trait le plus bas correspondant a la valeur minimale de I’échantillon, la base de la

boite au premier quartile, le trait horizontal a I'intérieur de la boite a la valeur moyenne, le haut de la

boite au troisieme quartile et le trait le plus haut a la valeur maximale (Figure 44).

—‘7< maximum

38 quartile

moyenne

17 quartile

minimum

Figure 44 — Schéma explicatif d’une boite & moustaches

La partie la plus a gauche, qui correspond aux erreurs relatives associées aux matrices reconstruites
SPB §SVD  §CVT ot SCURE ast donc la représentation statistique de I'erreur calculée par (276) et
représentée sur la Figure 43.
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Figure 45 — Diagramme en « boites a moustaches » des erreurs relatives pour les répartitions de champ et les valeurs
d’intérét calculées a partir des matrices reconstruites

Puis, plus a droite, on représente I'erreur issue de la compression sur la répartition du champ B, et
ensuite celle sur J. On remarque que les erreurs sont beaucoup plus importantes (de I'ordre de 5%),
et ce pour toutes les méthodes, ce qui s’explique par la forte variabilité des champs par rapport au
potentiel vecteur, et le fait qu’on ait construit les bases réduites a partir de potentiels. Enfin, on
observe une fois de plus que la SVD génere I'erreur la plus basse, la CVT engendre des résultats tres
proches mais légérement plus variables. La CURE et la DBSCAN génerent des erreurs un peu plus
importantes. En s’intéressant ensuite aux deux résultats les plus a droites, correspondant
respectivement aux pertes Joule et a I'énergie magnétique, on tire les mémes conclusions, et c’est
toujours la SVD qui est associée a I'erreur la plus faible. On peut cependant remarquer en observant
les résultats liés a I’énergie magnétique que la CURE donne une erreur minimum extrémement faible,
qui correspond a un 0 numérique et signifie donc que certains résultats sont parfaitement reconstruits.

Les temps de calcul associés a la construction de la base réduite par les différentes méthodes est
présenté sur le Tableau 3, par rapport au temps de la SVD. Concernant les temps de calcul, il faut noter
gue la SVD est effectuée a I'aide de la libraire d’algebre linéaire LAPACK [101], tandis que dans le cadre
de ce travail, les autres méthodes ont été codées en utilisant le langage Python. Les temps de calcul
des méthodes CVT, DBSCAN et CURE peuvent donc étre encore grandement améliorés. Nous avons
néanmoins choisi de prendre comme référence la SVD, et on a reporté dans le Tableau 3 les temps
relatifs de calcul des trois méthodes. On voit que la CVT est particulierement efficace par rapport a la
DBSCAN et la CURE, puisqu’elle nécessite un temps de calcul seulement 5 fois plus important que la
SVD. L'utiliser dans le cadre d’un langage plus approprié (par exemple le Fortran) permettrait de
réduire fortement les temps de calcul de la CVT et donc d’obtenir certainement une méthode
compétitive par rapport a la SVD en termes de temps de calcul. En revanche, les deux autres méthodes
sont associées a des temps de calcul trés grands par rapport a la CVT alors qu’elles ont été codées dans
le méme langage. Cela est d{ au grand nombre de calculs de distances entre les vecteurs de la matrice
de snapshots nécessaires pour construire une base avec la DBSCAN ou la CURE.
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DBSCAN CvVT CURE SVD

Temps de calcul de la

base réduite 141,9 5,7 388,6 1

Tableau 3 — Temps de calcul de la base réduite pour les différentes méthodes, par rapport au temps associé¢ a la SVD

Cette étude nous permet de confirmer que la méthode SVD est la plus adaptée pour construire une
base réduite a partir d’'une matrice de snapshots dans notre cas d’étude, que ce soit en termes de
précision ou de temps de calcul. Néanmoins, I'application de la SVD peut atteindre des limites lorsque
la matrice de snapshots est trop grande, conduisant a des temps de calcul élevés. Dans le cadre de
notre travail nous n’avons pas atteint les limites de la fonction LAPACK utilisée. Cependant, si la
situation apparaissait, la CVT semble étre une excellente alternative permettant d’obtenir une
précision similaire a la SVD. Enfin, en plus de générer une base réduite pour la construction de modele
réduit comme décrit en Il.A.1, les méthodes comparées ici sont également applicables a lacompression
de résultats de simulation EF, pour limiter I'espace de stockage. Dans I'exemple présenté ici, I'espace
mémoire peut étre divisé par 10 sans perte de précision significative, puisqu’on peut stocker
seulement la base réduite ¥ et la projection de la matrice de snapshots dans cette base, ce qui conduit
a un stockage proportionnel a la taille de la base n alors que la matrice de snapshots nécessite un
stockage proportionnel au nombre d’inconnues N. La réduction de I'espace mémoire peut étre
controlée au moyen de la taille de la base réduite. Dans le cadre de cette these, nous avons mis a profit
les possibilités d’actualisation offertes par la CVT pour proposer une méthode de compression « au fil
de I'eau » [102]. Cette méthode permet de construire au fur et a mesure de la simulation une base
réduite évolutive permettant de limiter le stockage d’information tout en limitant la perte
d’information. La méthode est présentée en Annexe 0 ainsi que des résultats obtenus.

II.C. Applications a des problemes électromagnétiques non linéaires

On se replace maintenant dans le contexte du probléeme magnéto-quasistatique non linéaire avec
mouvement et couplage circuit, ou on impose les tensions aux bornes des inducteurs, tel que décrit
par I'équation (128) en 1.B.8. Il faut alors noter que le systeme auquel nous nous intéressons possede
deux types d’inconnues : les potentiels vecteurs et les courants (cf. (118)). On note alors N, le nombre
d’inconnues associées au potentiel vecteur, et n! le nombre d’inducteurs considéré, qui correspond
donc au nombre d’inconnues de courant. Comme n! est trés faible par rapport & N4, on choisit de ne
pas réduire les équations de circuit, car cela aurait un impact trés faible sur le temps de calcul. De plus,
il a été montré dans [103] qu’il était souhaitable de ne construire une base réduite que pour des
inconnues de méme nature, et donc de garder autant que possible une structure identique du systeme
matriciel pour les systémes complet et réduit. La base réduite ¥ € RV*™, ot N =N, +nl et m =
n + n!, associée au systéme complet se décompose donc :

y, 0
10 0

= 279

=lo 0 ~ o @7)
00 1

La base ¥, € RN4X™ ne concernera que I'inconnue potentiel vecteur et sera alors construite a partir
de la restriction de la matrice de snapshots aux inconnues EF.
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[I.C.1. Méthodologie pour le choix des snapshots

La difficulté principale de la méthode POD réside dans le choix de la matrice de snapshots qui va servir
a calculer la base réduite. Ce choix est crucial, car il conditionne les informations du modéle EF complet
contenues dans la base réduite, et donc la qualité du modeéle réduit. Dans le contexte de la
modélisation réduite de dispositifs électrotechniques, on distingue différentes stratégies pour la
sélection des snapshots en fonction du domaine de validité recherché, et nous décrirons ces stratégies
ici.

La premiére stratégie (s.1) consiste a utiliser, comme snapshots, les solutions d’une simulation EF d’un
régime de fonctionnement donné de la machine, et construire la base réduite pour le modele réduit.
Cette stratégie présente un avantage certain, puisqu’elle permet de construire facilement un modele
réduit adapté pour un régime de fonctionnement fixé du dispositif simulé. Il faut cependant
déterminer le nombre de pas de temps N, qu’il faut simuler avec le modeéle EF pour construire la
matrice de snapshots et en déduire le modéle réduit, ce qui sera fait en analysant I'évolution de I’erreur
de compression par rapport a N,. Cette stratégie n’est pas adaptée lorsqu’on veut considérer une plage
de fonctionnement d’un dispositif, et ne sera donc utilisée que dans le cas ol on s’intéresse a un seul
régime de fonctionnement.

La deuxiéme stratégie (s.2) a pour but de construire un modele réduit valable sur une plage de
fonctionnement du dispositif simulé. Il est alors nécessaire d’avoir recours a des snapshots issus de
régimes de fonctionnement différents qui soient représentatifs de configurations particuliéres qui,
rassemblés, contiennent I'ensemble des informations nécessaires a la reconstruction de n‘importe
quel régime de fonctionnement. La problématique est alors de déterminer ces régimes de
fonctionnement représentatifs qu’il faut simuler avec le modele EF. Pour cela, on peut se baser sur
une approche classique d’ingénieur. En effet, afin de modéliser simplement un dispositif
électrotechnique, il est courant de construire des schémas électriques équivalents. Les parameétres de
ces schémas sont obtenus a I'aide d’essais soigneusement choisis, qui sont la plupart du temps certains
régimes de fonctionnement extrémes du dispositif. Le schéma équivalent construit de cette fagon est
valide pour les régimes de fonctionnement intermédiaires du dispositif. Par exemple, pour une
machine asynchrone, les essais utilisés pour construire le schéma équivalent sont I'essai a rotor bloqué
(vitesse de rotation nulle) et I'essai a la vitesse de synchronisme. La stratégie consiste donc a simuler
ces essais avec la méthode EF, et utiliser les résultats de ces essais comme snapshots pour construire
le modele réduit. L’avantage de cette stratégie réside dans |’adaptabilité du modele réduit, puisqu’a
I'instar du schéma équivalent, il est supposé capable d’approximer correctement les résultats EF dans
les régimes de fonctionnement intermédiaires. Il a été montré que cette stratégie donnait de bons
résultats lorsqu’appliquée a des problemes magnétostatiques [104][105]. Cependant, rien ne garantit
cette propriété du modele réduit, notamment dans le cas magnéto-quasistatique non linéaire. On
montrera dans la suite du document que cette seconde stratégie peut conduire a de fortes erreurs
d’approximation.

On propose donc une troisieme et derniere stratégie (s.3) complémentaire a la précédente, dans le
but de réduire les erreurs d’approximation pour les régimes de fonctionnement intermédiaires. La
matrice de snapshots est donc construite selon la stratégie s.2 et enrichie de résultats d’un ou plusieurs
essais intermédiaires simulés avec la méthode EF. Afin de déterminer quels essais supplémentaires
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sont intéressants pour enrichir la matrice de snapshots, on peut s’intéresser dans un premier temps a
la décroissance des poids relatifs de ses valeurs singuliéres obtenues par la SVD (équation (243)). En
effet, c’est un bon indicateur de la quantité d’informations que la matrice contient, on peut donc
comparer différentes matrices de snapshots par ce biais. Si I'ajout de snapshots diminue la vitesse de
décroissance, c’est que de nouvelles informations utiles ont été ajoutées. Pour aller plus loin, on peut
évaluer a priori la capacité de chaque base réduite a correctement approximer les résultats EF de
plusieurs régimes de fonctionnement. On utilise les bases construites avec différentes matrices de
snapshots pour projeter (équation (273)) et reconstruire (équation (274)) les résultats de plusieurs
simulations EF réparties sur la plage de fonctionnement du dispositif. On calcule alors les erreurs de
compression associées a chaque base réduite et chaque simulation EF (équation (276)), on considérera
que la base la plus adaptée est celle qui génére I'erreur moyenne la plus faible pour tous les régimes
de fonctionnement étudiés.

[I.C.2. Probléme magnéto-quasistatique

Dans cette partie, nous cherchons a appliquer la méthodologie de réduction de modéle POD au
probléme magnéto-quasistatique non linéaire avec mouvement et couplage circuit décrit en 1.C.2. En
reprenant le probléme EF discrétisé en temps (cf. équation (132)), et en appliquant une projection de
Ritz-Galerkin dans la base ¥ € RV*™ (cf. I1.A.1), on obtient le probléme réduit :

Trouver X*.. € R™ tel que
K K
[Tr + M, (PX",) + Mow,r(e")] XK, = Fp-VE+—- X7 k=1,..,N (80

Dans le cas d’un probléme couplé a I'équation mécanique, la position 8% du rotor devient une
inconnue. Le systéme matriciel EF (132) et le systeme matriciel réduit (280) ne conduisent pas au
méme résultat en particulier pour la position du rotor. On notera donc 8%,. Ia position du rotor obtenue
dans le cas du modele réduit. Le systeme d’équations mécanique couplé au systeme EF par les
équations (137) et (138) s’écrit alors, dans le cas réduit :
- v - k=1,..,N
wkr = wk lr +]_[FEM(!PXkr) — Iy _wak 1r] v Tt (281)
M
0%, = 0% 1 + 1wk, k=1,..,N, (282)

Puisqu’elle contient une matrice non linéaire, I'’équation (280) est résolue en appliquant la méthode
de Newton-Raphson, comme cela est aussi le cas avec le systeme matriciel EF dans I.B.8.b). Le
probléme réduit au pas de temps k et a I'itération j de I'algorithme de Newton-Raphson s’écrit alors :

Trouver X]’-‘Hr € R™ tel que
-1
k _— vk k k —
Xk, =xF - []T (lllxj T)] R, (qlxj T) k=1,..,N, (@83

ou les matrices R,.(*) € R™ et J.() € R™ ™ sont calculées par projection de Ritz-Galerkin du résidu
R(") (cf. (140)) et de la jacobienne J () (cf. (142)) définis en 1.B.8.b), comme :

R.() =¥'R() IO =PJO¥ (284)
Onreprend les deux cas d’application distincts définis dans I.C.1, qui correspondent chacun a un besoin

industriel, et on construira un modeéle réduit pour chacun de ces cas. Comme la projection dans la base
réduite conduit a un systeme matriciel plein, on choisit de résoudre le modele réduit avec une
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méthode directe (décomposition LU), et ce alors que le probleme EF a été résolu avec une méthode
itérative (gradient conjugué), ces deux méthodes de résolution étant présentées en 1.B.8.c). On
montrera ainsi la robustesse du modele réduit vis-a-vis de la méthode de réduction utilisée.

I.C.2.a) Variation de la tension d’alimentation

Le premier cas correspond au besoin de quantification de I'augmentation des pertes Joule au sein de
la machine due a une chute de tension d’alimentation, lors d’un fonctionnement en régime nominal,
comme décrit en 1.C.2.c). On a présenté la procédure classiquement utilisée pour évaluer cette
augmentation, et la problématique que son application peut poser en termes de temps de calcul du
fait du nombre important de simulations EF a effectuer. On cherche donc a définir un modeéle réduit
valable autour du point de fonctionnement nominal du dispositif, que I'on pourra astucieusement
utiliser pour définir un nouveau processus d’évaluation de I'augmentation des pertes, plus rapide a
mettre en ceuvre.

Comme on s’intéresse a un régime de fonctionnement particulier de la machine, la génération des
snapshots se fait avec la stratégie s.1, en simulant 12 périodes électriques d’un fonctionnement a
vitesse nominale (cf. I.C.2.c)). On concaténe alors les résultats des potentiels vecteurs des 6 premieres
périodes (régime transitoire) dans la matrice de snapshots Si;*" € RN4*1080, et des deux derniéres
(régime permanent) dans la matrice Sp,, " € RN4X360, syr lesquelles on applique la SVD (cf. I1.B.1).
On sépare les snapshots des deux régimes pour construire deux bases séparées que I'on concaténera
pour obtenir la base finale. Ce choix est motivé par I'observation que les informations sur le régime
permanent sont souvent considérées peu énergétiques par la SVD, et les vecteurs de base qui
permettent de correctement approximer les solutions en régime permanent sont associés a des
valeurs singulieres de faible poids, qui seront au-dela du rang de troncature. En séparant les bases, on
s’assure que les informations du régime permanent ne seront pas ignorées lors de la troncature pour
obtenir la base réduite. On commence par appliquer une SVD sur les deux matrices, et on s’intéresse
a la décroissance des poids relatifs des valeurs singuliéres (cf. équation (243)) afin de déterminer des
rangs de troncature adaptés (Figure 46). On observe une forte décroissance au début, puis un coude
et une décroissance plus lente & partir de la 100°™ valeur pour la matrice de snapshots du régime
transitoire, et a partir de la 50°™ pour le régime permanent. On décide donc de tronquer la
décomposition de SZ;‘" au rang Ny, = 100, pour construire la base ‘I’Z,Tf” € RNaXMran et |g
décomposition de Sf;irm au rang Nperm = 50, pour construire la base W’;,fjm € RNa*Mperm Ces deux
bases réduites sont concaténées et étendues (couplage circuit cf. (279)) pour construire ¥, € RN*m,
oU M = Nypran + Nperm + n!, qui sera adaptée pour approximer a la fois les résultats du régime
transitoire et ceux du régime permanent.
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Figure 46 — Poids relatifs des valeurs singuliéres issues de la SVD appliquée sur la matrice 49" et Siran

La concaténation de vecteurs de deux bases ne conduit pas nécessairement a une nouvelle base, un
des vecteurs de I'une pouvant étre une combinaison linéaire des vecteurs de l'autre. Il n’en reste pas
moins que, dans notre cas, les deux régimes de fonctionnement sont différents donc les deux bases
sont bien linéairement indépendantes, et leur concaténation conduit bien a une nouvelle base.

Maintenant, nous pouvons utiliser le modéle réduit (280) construit par projection de Ritz-Galerkin (cf.
II.LA.1) pour reproduire I'essai a vitesse nominale, et comparer les résultats avec ceux obtenus par le
systeme matriciel EF dans I.C.2.c). Les paramétres de simulation du modele réduit sont identiques a
ceux du modele EF associé, tels que décrits dans 1.C.2.c). Comme on a construit deux bases, I'une
adaptée a I'approximation du régime transitoire et I'autre a celle du régime permanent, que I'on a
concaténé pour obtenir la base réduite finale, on s’intéresse a I’évolution des coefficients X, au fil de
la simulation pour chacune de ces deux bases. Sur la Figure 47, on représente le rotationnel des trois
vecteurs prédominants pour la base ‘I’Z,Tr‘lm correspondant au régime transitoire, pour lesquels il est
difficile de tirer des conclusions. Sur la Figure 48, on représente |'évolution des coefficients de ces trois
vecteurs. On constate bien que les coefficients sont importants lors du régime transitoire puisque les
vecteurs de base considérés sont censés représenter ce régime, et qu’ils diminuent fortement lorsque
le régime permanent est atteint. Sur la Figure 50, on représente le rotationnel des trois vecteurs
dominants pour la base ‘I’Zirm correspondant au régime permanent et sur la Figure 49 I'évolution des
coefficients de ces trois vecteurs. Comme cela est aussi attendu on remarque cette fois que les
coefficients sont faibles lors du régime transitoire et deviennent beaucoup plus importants en régime
permanent. On note par ailleurs que les trois premiers vecteurs de 'I’Zf;rm peuvent étre interprétés
physiquement, le vecteur (a) étant nul au stator et assimilable a une carte de champs du rotor d’'une
machine synchrone a rotor bobiné. De plus, quand on regarde I'évolution du coefficient associé, on
voit qu’il est nul en régime transitoire, puis qu’il augmente jusqu’a une valeur constante, ce qui
correspond au phénomeéne d’aimantation du rotor qui se comporte alors de maniére similaire a un
rotor a aimants déposés dont I’aimantation croit progressivement jusqu’a atteindre sa valeur nominale
en régime permanent. Par ailleurs, les vecteurs (b) et (c) ne concernent que le stator (les valeurs

étant tres faibles au rotor), et sont deux cartes de champs en quadrature, pouvant étre assimilées aux
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axes D et Q d’une machine électrique issus de la transformée de Parks [106]. On note d’ailleurs sur la
Figure 49 que les coefficients correspondants sont pratiquement sinusoidaux et en quadrature.

—4.7e-01

—04

Champs rotationnels

Figure 47 - Champs rotationnels associés aux vecteurs de 59" (a) : 1% vecteur, (b) : 28™ vecteur, (c) : 3°™ vecteur
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Figure 49 — Amplitudes des coefficients X,. associés aux vecteurs de la base 'I’z,irm
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Figure 50 - Champs rotationnels associés aux vecteurs de Wz)irm (a) : 1¢ vecteur, (b) : 2°™ vecteur, (c) : 3°™ vecteur
Comme cela a été signalé dans I.C.1.a), on effectue des simulations autour du régime nominal, pour

évaluer le comportement de la machine lors d’une chute de la tension d’alimentation. Actuellement,
cette étude s’effectue avec une nouvelle simulation du modele EF. Ici, nous proposons d’étudier le
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modele réduit développé sur la base du régime nominal pour une simulation sous tension réduite, en
imposant U = 0,8 - U,, aux bornes des bobinages du stator, sans changer d’autre parametre de
simulation dans un premier temps, en particulier la vitesse de rotation qui est égale a la vitesse
nominale. En pratique, une réduction de la tension d’alimentation de la machine conduira a une
réduction de la vitesse de rotation, comme cela est expliqué en I.C.1.a), mais ce point sera abordé par
la suite. Pour les deux tensions, on effectue la méme simulation avec le modele EF (cf. équation (132))
pour comparer les résultats, que I'on illustre sur les courants (Figure 51), les pertes Joule (Figure 52)
et le couple électromagnétique (Figure 53). Chaque figure présente les résultats du modele EF en trait
plein, noir pour la simulation a tension nominale et bleu pour celle a tension réduite, ainsi que les
résultats du modele POD en trait discontinu, rouge pour la simulation a tension nominale et bleu pour
la tension réduite. Sur chacune des figures, un encart présente les résultats des deux dernieres
périodes du régime de fonctionnement simulé.

En s’intéressant dans un premier temps aux courants dans les inducteurs de la machine, on voit que le
modele réduit est trés précis puisqu’il permet de retrouver les valeurs du modele EF, tant pour la
simulation a tension nominale que celle a tension réduite. Quand on s’intéresse aux pertes Joule, le
modele réduit donne de bons résultats a tension nominale, et présente des écarts de I'ordre de 10%
avec les simulations EF a tension réduite en régime permanent. Cela s’explique par I'amplitude des
pertes qui sont faibles devant la puissance électrique absorbée P,,(de I'ordre de g - P,,, ou g est le
glissement), le modeéle réduit ne contient alors pas toutes les informations nécessaires pour les
approximer plus précisément du fait de la troncature effectuée suite a la SVD. En effet, des tests
complémentaires ont montré que ces écarts sur les pertes diminuent lorsque I'on augmente la taille
du modele réduit, ce qui montre bien que les informations permettant de reconstruire plus
précisément les pertes sont contenues dans des vecteurs de la base réduite au-dela du rang de
troncature n. Enfin, les résultats du modele réduit sur le couple sont tres précis, a tension nominale et
tension réduite, on observe bien une diminution du couple électromagnétique lorsque la tension
diminue.

Enfin, on s’intéresse a I'erreur générée par le modele POD sur les répartitions de champ B et J, pour
I'essai a vitesse et tension nominales, que I'on présente pour le régime permanent (au milieu de la
128me période électrique). Concernant le champ magnétique, on présente la répartition obtenue par
simulation EF ainsi que I'erreur absolue générée par le modéle POD sur la Figure 54. On voit que le
modele réduit est tres précis car il génere une erreur faible, localisée aux bords des encoches stator.
La répartition de densité de courant obtenue par le modéle EF est présentée sur la Figure 55, ainsi que
I’erreur absolue issue du modele POD. On remarque des erreurs trés localisées et assez importantes,
principalement sur les extrémités des barres.
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Figure 51 - Evolutions des courants circulant dans les bobines statoriques pour I’essai a vitesse nominale et tension
nominale, calculées par le modeéle EF (noir) et le modéle POD (rouge discontinu), et a tension réduite par le modéle EF
(bleu) et le modéle POD (magenta discontinu)
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Figure 52 - Evolutions des pertes Joule dans la machine pour 1’essai a vitesse nominale et tension nominale, calculées par
le modele EF (noir) et le modéle POD (rouge discontinu), et a tension réduite par le modéle EF (bleu) et le modéle POD
(magenta discontinu)
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Evolution temporelle du couple electromagnetique
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Figure 53 - Evolutions du couple électromagnétique pour 1’essai a vitesse nominale et tension nominale, calculées par le
modele EF (noir) et le modéle POD (rouge discontinu), et a tension réduite par le modéle EF (bleu) et le modéle POD
(magenta discontinu)
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Figure 54 - Champ d’induction magnétique au sein de la machine asynchrone pour I’essai a vitesse et tension nominale
(@) : répartition obtenue avec simulation EF, (b) : erreur absolue issue du modéle POD
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Figure 55 - Densité de courants au sein de la machine asynchrone pour I’essai a vitesse et tension nominale (a) :
répartition obtenue avec simulation EF, (b) : erreur absolue issue du modéle POD

On s’intéresse maintenant au cas d’intérét pratique, et on va chercher a évaluer dans quelle mesure
le modeéle réduit permet d’apporter des réponses. En appliquant la méthodologie décrite dans I.C.1.a),
on obtient un rapport de couple entre tension nominale et réduite de 0,65. Selon I'hypothése de
linéarisation de la caractéristique couple-vitesse, on obtient une estimation de la vitesse
correspondant au couple nominal a tension réduite : 98.77% de la vitesse de synchronisme. On
effectue alors une simulation a cette nouvelle vitesse et a tension réduite avec le modeéle réduit, afin
de vérifier que I'on retrouve bien le couple nominal, et d’évaluer I'augmentation des pertes Joule. On
simule ce point de fonctionnement avec le modeéle EF afin de vérifier la validité du modeéle réduit, et
on présente les résultats sur le couple électromagnétique (Figure 56) et les pertes Joule (Figure 57).

Evolution temporelle du couple electromagnetique
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Figure 56 - Evolutions du couple électromagnétique pour 1’essai a vitesse diminuée et tension réduite, calculées par le
modele EF (noir) et le modéle POD (rouge discontinu)
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En s’intéressant au couple électromagnétique, on remarque que le modele POD donne de trés bons
résultats en régime transitoire, mais génére des valeurs légérement trop basses (10%) en régime
permanent. En revanche, on voit que le choix de la vitesse de rotation est correct, puisque le modele
EF génére le couple nominal en régime permanent. Lorsqu’on regarde les pertes Joule, le modéle
réduit donne une fois de plus des résultats trés précis pour le régime transitoire, mais généere une
surestimation d’environ 10% de cette valeur en régime permanent. On s’intéresse particulierement a
I’écart AP; entre les pertes Joule moyennes a tension nominale et vitesse nominale, et les pertes a
tension réduite et vitesse diminuée. Le Tableau 4 présente ces résultats par rapport aux pertes
nominales de la machine, en pourcentage. On remarque que méme si le modéele POD surestime les
pertes Joule pour les deux essais par rapport au modele EF, il permet d’obtenir une trés bonne
approximation de I'augmentation de cette quantité.

Evolution temporelle des pertes Joules
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Figure 57 - Evolutions des pertes Joule dans la machine pour 1’essai a vitesse diminuée et tension réduite, calculées par le
modele EF (noir) et le modele POD (rouge discontinu)

Py Py AP
Tension nominale | Tension réduite
Vitesse nominale Vitesse diminuée

Modele EF 0,879 1,285 0,406
Modele POD | 0,937 1,349 0,412

Tableau 4 — Valeurs moyennes des pertes Joule pour I’essai a tension et vitesse nominale, et I’essai a tension réduite et
vitesse diminuée, et écarts, pour le modele EF et le modele POD. Les valeurs sont exprimées en pourcentage des pertes
nominales de la machine.

Enfin, on s’intéresse a I'erreur du modele POD sur les répartitions de champs B et J en régime
permanent (milieu de la 12°™ période électrique). On présente la répartition de champ magnétique
obtenue par le modele EF, ainsi que I'erreur absolue générée par le modeéle POD sur la Figure 58. On
observe encore de bons résultats du modele réduit, qui génére une faible erreur aux bords des
encoches stator et rotor. Sur la Figure 59, la répartition de densité de courant obtenue par le modeéle
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EF est présentée, ainsi que |'erreur absolue issue du modéle POD. On remarque encore une fois des
erreurs tres localisées et qui sont assez grandes, sur les extrémités des barres.
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Figure 58 - Champ d’induction magnétique au sein de la machine asynchrone pour 1’essai a vitesse diminuée et tension
réduite (@) : répartition obtenue avec simulation EF, (b) : erreur absolue issue du modéle POD
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Figure 59 - Densité de courants au sein de la machine asynchrone pour I’essai a vitesse diminuée et tension réduite (a) :
répartition obtenue avec simulation EF, (b) : erreur absolue issue du modele POD

Ainsi, on a utilisé les résultats d’'une simulation EF a vitesse et tension nominale pour construire des
matrices de snapshots et générer une base réduite. On a pu utiliser cette base pour générer un modele
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réduit par POD, qu’on a d’abord pu valider sur les résultats du méme essai a vitesse et tension
nominale. On a également montré que ce modele réduit donnait de bons résultats pour un essai a
tension réduite, et ce sans introduire d’information supplémentaire dans la base. On a utilisé une
méthodologie issue des sciences de I'ingénieur pour déterminer une vitesse de rotation diminuée, qui
correspond au couple nominal a tension réduite, a partir des résultats du modele réduit. Finalement,
on a simulé ce nouveau régime de fonctionnement avec le modeéle réduit, a tension et vitesse réduite,
pour vérifier que I'on obtient bien une valeur de couple proche de sa valeur nominale, et évaluer
I"augmentation des pertes par rapport a |'essai original, qui est la grandeur pratique d’intérét. On en
conclut que le modele réduit est satisfaisant pour évaluer le comportement de la machine dans ce cas
d’application d’intérét industriel, ol I'on s’intéresse a la variation des pertes Joule autour du régime
de fonctionnement nominal. On présente sur la Figure 60 la procédure d’étude du fonctionnement a
tension réduite basée sur une approche mettant en ceuvre le modele réduit, les parties modifiées par
rapport a ce qui était proposé en 1.C.1.a) étant mises en évidence par un encadré rouge. Comme dans
le chapitre précédent, les valeurs moyennes du couple électromagnétique et des pertes Joule en
régime permanent issu de la simulation n°a sont respectivement notés FZM et rﬁ;l, et on note S la
matrice de snapshots construite par concaténation des résultats de la simulation EF n°1. On constate
gu’il est possible d’accélérer la procédure de calcul de la grandeur d’intérét a partir du moment ou le
modele réduit est plus performant en temps de calcul que le modéle EF, puisque 2 simulations sur 3
sont effectuées avec le modele réduit au lieu du modele EF.

Simulation EF n°1

Tension nominale U = U,
Vitesse nominale w = w,

Constructionde la
base réduite

Simulation MOR n°2 Calcul de la vitesse de
rotation a tension réduite

Tension réduite U = 0,80,
Vitesse nominale w = w,,

e —
Modele réduit POD
| | -3 Calcul de I'augmentation
| | lgy des pertes
Tension réduite U = 0,8U,,
|| vitesse réduite w = w_ | ’,313,
________ ]

Modele réduit POD

Figure 60 - Schéma de la procédure de quantification de I’augmentation des pertes Joule au sein d’une machine
asynchrone en utilisant le modéle réduit POD

I.C.2.b) Simulation du démarrage de la machine

Le second cas d’application correspond a la simulation du démarrage de la machine (cf. .C.1.b)), que
I’on ne peut pas simuler avec un modele EF du fait des temps de calcul trop importants. On cherche
donc a construire un modele réduit valable sur toute la plage de vitesse de la machine pour simuler ce
démarrage, et les valeurs qui nous intéressent sont le couple électromagnétique et la vitesse de
rotation. On utilise alors la stratégie s.3 pour générer plusieurs matrices de snapshots, en simulant au
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préalable des essais pour différentes vitesses de rotation w imposées. Le choix des essais est fait
d’apres I'expertise, et notamment I'analyse de I'évolution de la courbe du couple en fonction de la
vitesse, qui présente de fortes variations lorsque la vitesse de rotation est proche du synchronisme.
On définit donc une matrice de snapshots pour chacun de ces essais, et le choix du nombre de
snapshots est fait comme décrit en 11.C.1 :

* Essai a rotor bloqué (w =0rad.s™1): S, € RN4%360 regroupant les résultats EF des 2
premieres périodes.

* Essai au synchronisme (w = ws): S, € RN4*1620 regroupant les résultats EF des 9
premieres périodes.

*= Essai ala moitié de la vitesse de synchronisme (@ = 0,5 * w;) : S 5, € RN4*72° regroupant
les résultats EF des 4 premiéeres périodes.

* Essai (0 =09 ws): Sogu, € RV4¥1080 regroupant les résultats EF des 6 premiéres
périodes.

= Essai (w = 0,954 w;) : Sg 9540, € RN4*1*40 regroupant les résultats EF des 8 premiéres
périodes.

= Essai (w =097 ws): So970, € RV4*1*40 regroupant les résultats EF des 8 premiéres
périodes.

On réalise plusieurs essais proches de la vitesse de synchronisme car c’est une zone de fonctionnement
dans laquelle une petite modification de la vitesse de rotation peut modifier grandement le
comportement électromagnétique de la machine asynchrone. On construit alors les matrices de
snapshots :

m Sy = (so|sa,s) qui correspond a la stratégie s.2 et qui fonctionne bien dans le cas de
problémes magnétostatiques,

* S = (SalS050]S090, 50,9580, |S0,970,) AU nOus servira de référence en tant que modéle
réduit, puisqu’elle contient I'ensemble des snapshots possibles. L'inconvénient majeur de
cette approche est qu’elle nécessite de simuler un grand nombre de points de
fonctionnements avec le modéle EF,

= Sp= (Sa|50,5ws)' Sy = (Salso,%us)r Ss = (Sa|SO,954ws)r Se = (Sa|SO,97wS) qui
correspondent a la stratégie s.3 et contiennent les deux essais extrémes (a rotor bloqué et au
synchronisme) et un essai intermédiaire,

n Sy = (SB|SO,9ws) qui correspond également a la stratégie s.3 mais est la seule matrice
construite a partir des résultats de 4 essais.

On applique une SVD (cf. 11.B.1) sur chacune de ces matrices, et on s’intéresse a la décroissance des
poids relatifs des valeurs singuliéres associées (Figure 61). On remarque que la courbe bleue associée
a la matrice de snapshots S, présente la décroissance la plus rapide, donc est moins riche en
informations que les autres matrices de snapshots, ce qui confirme I'intérét d’enrichir cette matrice
avec des résultats issus d’essais intermédiaires. Les courbes orange, verte, violette et marron,
associées respectivement aux matrices SB' S],, Ss et S, présentent une décroissance plus lente,
particulierement pour les deux premiéres. Les deux essais intermédiaires associés semblent donc
particulierement intéressants pour enrichir la matrice de snapshots. Enfin, on observe que la courbe
rouge (matrice Sy) et la courbe rose discontinue (matrice S;) sont confondues. Or, la matrice S, est
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construite a partir de tous les essais intermédiaires, ce qui en fait celle qui contient le plus
d’informations. Le fait que ces deux courbes soient confondues confirme que la matrice Sg n’a pas
besoin d’étre enrichie davantage, car elle contient les mémes informations que S, dans ses 500
premiers vecteurs singuliers.

On évalue maintenant les bases réduites construites a partir de ces matrices de snapshots (notées ¥,
Vs, ¥y, Vo, Y5, W et ¥;) pour compresser (273) et reconstruire (274) les résultats des différents
essais, et on calcule les erreurs de compression (276). Afin de comparer les performances des
différentes bases, on fixe un rang de troncature a n = 180, qui correspond a un critére nsyp = 0.1%
dans le cas de S, (cf. équation (244)). On présente, sur la Figure 62, I’évolution de l'erreur de
compression de la solution EF en utilisant les différentes bases réduites pour les 6 régimes de
fonctionnement.
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Figure 61 - Poids relatifs des valeurs singulicres issues de SVD appliquées sur les matrices S¢, Sg, Sy, Sg, S5, S¢ €t S¢

On observe que la base W, génére I'erreur de compression la plus basse pour les deux essais qui ont
servi a construire la matrice de snapshots §,, a savoir I'essai a rotor bloqué et a la vitesse de
synchronisme. En revanche, on voit une erreur importante pour les régimes de fonctionnement
intermédiaire, ce qui montre encore I'intérét d’utiliser la stratégie s.3. La base ¥ est associée a
I'erreur la plus basse pour I'essai a la moitié de la vitesse de synchronisme w = 0,5 - wg, dont les
résultats ont été utilisés pour générer la matrice de snapshots Sg. De maniere similaire, la base ¥,
génere |'erreur de compression la plus basse pour les résultats de I'essaia w = 0,9 - wg, la base W
pour I'essaia w = 0,954 - w; et la base ¥, pour I'essaia w = 0,97 - w;. La base ¥, est associée a une
erreur de compression faible pour tous les régimes de fonctionnement, ce qui est attendu car la
matrice de snapshots S, est construite avec les résultats de tous les essais, méme si du fait de la
troncature une partie de I'information relative a ces essais est omise. Enfin, la base Wy génére une
erreur comparable a celle associée a W, qui reste faible (inférieure a 0.3%) méme pour les essais qui
n’ont pas été utilisés pour construire la matrice S4. Cela confirme que la base ¥y est particulierement
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intéressante pour construire un modele réduit de la machine valable sur toute sa plage de

fonctionnement.

1072

Erreur relative

1073

w=0 05w, 09-w 0,954 : g 0,97 - @y wWg
Essais sur lesquels les bases sont évaluées

Figure 62 — Erreurs de compression relative sur les résultats de plusieurs essais, obtenues par projection et reconstruction,
pour les bases Wy, Wg, ¥y, Wo, W5, P, et ¥ Les traits pleins verticaux séparent les essais, tandis que les traits
discontinus indiquent les périodes électriques simulées pour chaque essai.

Nous construisons donc le modele réduit (280) avec la base étendue (couplage circuit cf. équation
(279)) W4 € RN*™ par projection de Ritz-Galerkin (cf. I.A.1), et nous Iutilisons dans un premier temps
pour reproduire les essais extrémes (rotor bloqué et synchronisme), et comparer les résultats avec
ceux obtenus a l'issue de simulation EF dans I.C.2.a) et I.C.2.b). Les parametres de simulation du
modele réduit sont identiques a ceux du modele EF associé, tels que décris dans I.C.2. Une fois le
modele réduit validé sur ces deux essais, nous I'utiliserons pour simuler des essais a différentes vitesses
imposées afin de tracer la caractéristique couple-glissement de la machine. Enfin, le modeéle réduit
sera utilisé pour effectuer une simulation du démarrage de la machine asynchrone. On pourra
comparer les résultats du modele réduit a ceux d’une simulation EF pour chacun de ces essais.

2

Concernant I'essai a rotor bloqué, on simule les 9 premiéres périodes électriques avec le modeéle
réduit, les résultats obtenus sont comparés a ceux d’'une simulation EF sur deux grandeurs d’intérét
globales, le couple électromagnétique (Figure 63) et les courants (Figure 64). On observe que le modeéle
réduit est trés précis, puisqu’il reproduit trés précisément ces deux grandeurs d’intérét. Les courants
sont parfaitement reconstruits, et on observe une tres légére surestimation de la valeur créte du
couple électromagnétique sur les derniéres périodes. Pour I'essai au synchronisme, on simule les 12
premieres périodes électriques, et on compare les résultats du modeéle réduit a ceux d’'une simulation
EF. En s’intéressant au couple électromagnétique (Figure 65), on voit que le modéle réduit est tres
précis pour cet essai également, car il donne des résultats identiques a la simulation EF. De la méme
fagon, les courants (Figure 66) obtenus a I'issue de la simulation réduite sont trés proches a ceux de la

simulation EF.
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Evolution temporelle du couple electromagnetique
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Figure 63 - Evolutions du couple électromagnétique pour 1’essai a rotor bloqué, calculées par le modéle EF (noir) et le
modele POD (rouge discontinu)
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Figure 64 - Evolutions des courants circulant dans les bobines statoriques pour I’essai a rotor bloqué, calculées par le
modele EF (noir) et le modele POD (rouge discontinu)

Enfin, il faut noter que pour I'essai a rotor bloqué, seuls les résultats des deux premieres périodes ont
été utilisés comme snapshots, et les résultats des 9 premieres pour 'essai au synchronisme, et dans
les deux cas le modele réduit est valable au-dela. Encore une fois, I'espace généré par les snapshots
permet d’approcher le régime permanent pour les deux essais extrémes, alors qu’il a été construit a
partir de résultats en régime transitoire.
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Evolution temporelle du couple electromagnetique
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Figure 65 - Evolutions du couple ¢électromagnétique pour 1’essai au synchronisme, calculées par le modéle EF (noir) et le
modele POD (rouge discontinu)
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Figure 66 - Evolutions des courants circulant dans les bobines statoriques pour ’essai a rotor bloqué, calculées par le
modele EF (noir) et le modele POD (rouge discontinu)

On cherche maintenant a tester la validité du modele réduit pour des régimes de fonctionnement
intermédiaires. Pour cela, on effectue plusieurs simulations a différentes vitesses imposées. On simule
les 12 premieres périodes électriques des essais pour les glissements suivants : g = 0.8%, g = 3%,
g=4.6%,9=7%,9=10%, g = 20% et g = 50%. Le lecteur notera que les glissements g = 10%
et g =50% correspondent respectivement aux simulations a 90% et 50% de la vitesse de
synchronisme, qui ont servi a enrichir la matrice de snapshots selon la stratégie s.3. On calcule alors le
couple moyen entre la 10™ et la 12°™ période électrique, ce qui correspond au régime permanent,
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pour chaque valeur de glissement. On compare alors I'évolution du couple en fonction du glissement
obtenue avec le modele réduit et le modéle EF sur la Figure 67.
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Figure 67 — Caractéristiques couple-glissement obtenues avec le modéle POD (orange) et le modéle EF (bleu)
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Figure 68 - Caractéristiques pertes-glissement obtenues avec le modéle POD (orange) et le modele EF (bleu)

On observe que le modele réduit conduit a une bonne approximation de I’évolution du couple, avec
de légeres différences autours du couple maximum, mais qui restent faibles par rapport aux résultats
obtenus par simulation EF (de I'ordre de 5 a 10%). De la méme maniére, on s’intéresse aux pertes Joule
moyennes des deux dernieres périodes pour les différents essais simulés avec le modele réduit, et on
trace I'évolution de cette grandeur par rapport au glissement sur la Figure 68. La aussi, on obtient de
bons résultats avec le modele réduit, et I’évolution de cette grandeur est bien approximée. On voit
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que pour de faibles valeurs de glissement, le modele réduit surestime les pertes, ce qui s’explique
comme précédemment (cf. 11.C.2.a)) par la faible amplitude de cette valeur en régime permanent par
rapport au régime transitoire, sur la base duquel le modéle réduit a été construit. Globalement, les
résultats obtenus avec le modele réduit sont satisfaisants sur I'ensemble de la plage de vitesse de
fonctionnement du moteur. On peut noter que les snapshots ayant servi a le construire sont issus de
4 essais a différentes vitesses de rotation de la machine, et que le modeéle réduit donne de bons
résultats sur toute la plage de vitesse de la machine. De plus, les snapshots correspondent seulement
aux résultats des régimes transitoires des 4 essais, et le modele réduit reste précis en régime
permanent.

Ayant noté ces propriétés du modele réduit, on I'utilise alors pour faire une simulation de démarrage
de la machine, en couplant le modele (280) a I'équation mécanique (281) et (282). Pour cette
simulation, on définit J, et f; d’apreés les caractéristiques connues de la machine, et on considére un
couple de charge constant égal a son couple nominal. Par ailleurs, on choisit de prendre un pas de
temps plus important que celui des simulations a vitesses imposées, afin de réduire la durée de la
simulation, et cela nous permet de tester la robustesse du modeéle réduit. On définit doncz = 1/(50 -
40) =~ 5-107*s, et on simulera les 15 premiéres secondes ce qui donne un nombre de pas de temps
N; = 30 000. On trace I’évolution temporelle de la vitesse de rotation de la machine sur la Figure 69,
et du couple électromagnétique en fonction de la vitesse de rotation sur la Figure 70, et on compare
les résultats obtenus a I'aide du modéle réduit POD avec ceux d’une simulation EF. On observe une
|égere sous-estimation du couple électromagnétique calculé par le modéle POD, ce qui entraine un
« retard » de la montée en vitesse du modele réduit par rapport au modele EF : 'augmentation de la
vitesse est plus rapide avec le modele EF qu’avec le modele réduit. En revanche, on voit que le modele
réduit reproduit bien I'’évolution de cette quantité, et converge vers la vitesse nominale et un couple
électromagnétique égal au couple nominal, comme le modele EF. Finalement, le modéle réduit conduit
a des résultats suffisamment précis pour simuler le démarrage de la machine asynchrone.
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Figure 69 — Evolutions temporelle de la vitesse de rotation lors du démarrage en charge de la machine asynchrone,
résultats du modéle EF (noir) et du modele POD (rouge)
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Figure 70 — Caractéristiques couple-vitesse lors du démarrage en charge de la machine asynchrone, résultats du modéle EF
(noir) et du modele réduit POD (rouge)

Ainsi, on a utilisé les résultats de plusieurs simulations EF a différentes vitesses de rotation (essai a
rotor bloqué, essai a vitesse de synchronisme, deux vitesses intermédiaires) pour tester différents
scénarios de construction de matrices de snapshots, qui nous ont servi a construire des bases réduites
différentes. La comparaison basée sur des techniques de projection-reconstruction a montré que
I"'approche employée dans la littérature dans le cas magnétostatique n’est plus valide dans le cas
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magnéto-quasistatique, et qu’il est nécessaire de compléter les essais typiquement employés (a rotor
bloqué et au synchronisme) par des essais intermédiaires. Il faut noter que cette procédure de
comparaison des bases réduites est trés peu couteuse en temps de calcul, puisqu’elle ne nécessite pas
de résolution de systeme matriciel. On choisit suite a cette comparaison une base donnant les
meilleurs résultats en termes de précision tout en nécessitant un minimum de simulations EF pour la
construction. On a utilisé cette base pour générer un modele réduit par projection de Ritz-Galerkin,
gu’on a d’abord pu valider sur les essais extrémes qui ont servi a construire la matrice de snapshots
(rotor bloqué et synchronisme). On a ensuite utilisé le modele réduit pour simuler plusieurs régimes
de fonctionnement a différentes vitesses de rotation imposées, afin de tracer I'évolution du couple
électromagnétique et des pertes Joule en fonction du glissement. On a comparé les résultats du
modele réduit avec ceux d’'un modele EF, et on a observé qu’il générait de bons résultats sur toute la
plage de fonctionnement de la machine. Finalement, on a utilisé le modele réduit (280) pour simuler
un probleme couplé avec I'équation mécanique (281) et (282), le démarrage de la machine
asynchrone. La aussi, les résultats obtenus a I'aide du modeéle réduit sont satisfaisants, et on conclut
gu’il est valide pour simuler le second cas d’application industriel ol I'on s’intéresse au démarrage de
la machine asynchrone. La méthodologie proposée pour construire un modéle réduit de la machine
asynchrone valable sur toute sa plage de vitesse, dans le but de simuler son démarrage, est présenté
sur la Figure 71.
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Figure 71 - Schéma de la méthodologie de construction du modé¢le réduit valable sur toute la plage de vitesse de la
machine asynchrone

[I.C.3. Limitations dans le cas non linéaire

On a décrit dans ce chapitre la méthodologie employée pour construire un modele réduit d’un
probléme magnéto-quasistatique non linéaire avec mouvement, pour effectuer des simulations autour
d’un régime spécifique. On a également montré comment construire un second modele réduit, pour
le méme type de probléme mais permettant de simuler le comportement du dispositif sur toute sa
plage de fonctionnement. Dans les deux cas, les modeles réduits offrent des résultats précis, qu’on a
pu évaluer en les comparant a des simulations de référence effectuées avec un modele EF. A premiere
vue, ces modeles réduits permettent d’accélérer grandement les temps de calcul, puisqu’ils
permettent de passer d’un systéme EF & N, ~ 10 inconnues a un systéme de taille réduite n ~ 102.
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Mais, dans le cas non linéaire avec mouvement, des contraintes intrinséques aux matrices définissant
le systeme EF génerent des temps de calculs important, malgré la réduction du nombre d’inconnues.
En effet, a chaque pas de temps k de la résolution, la matrice de mouvement Movl(Hk) doit étre
évaluée, et a chaque itération de Newton-Raphson j les matrices non linéaires associées au résidu
R(X]’-‘) etala jacobienne](XJ'-‘) doivent également étre calculées. Or, le calcul de ces trois matrices se
fait dans I'espace EF, ce qui induit une complexité dépendant de N, et non de n. En effet, en appliquant
une projection de Ritz-Galerkin (cf. 1l.A.1) sur le résidu dans la base ¥ (équation (284)), on obtient
I’expression du résidu réduit suivante :

R, (¥X,}) = [g +M(PX, )+ Mouz(9f)] PX, [ —PFVE — 'I’tglpxr"‘l (285)
R (X)) = [M, (PX5) + Mo, (6])] X, + (286)

Dans cette expression, les termes qui sont en orange sont calculés uniquement dans la base réduite,
et ont donc une complexité indépendante de N,. En revanche, les matrices Mm,l,r(Grk) etM, ('I’Xr;‘)
changent au cours de la simulation, on va donc discuter de la complexité associée a leur calcul.

La matrice Mwl_r(ei‘) évolue a chaque pas de temps k, mais pas au fil des itérations de Newton-
Raphson, et est associée a une complexité assez faible :

1. Calcul de Movl(Hf) a I'aide de la méthode Overlapping (cf. I.B.6), ce qui est trés rapide
dans le cas d’une implémentation efficace de I'algorithme.

2. La projection de M,,;(6)) dans la base réduite par M, (6X) = $*M,,;(6F)¥, qui
peut étre optimisée en tirant parti de la définition de la matrice de mouvement, qui est
non nulle uniguement sur les lignes et colonnes correspondant aux inconnues associées a
la prise en compte du mouvement.

Quant a la matrice M, (‘I’Xr;f), elle évolue a chaque pas de temps k et a chaque itération de Newton-
Raphson j, et est associée a une forte complexité :

1. La projection du résultat réduit dans I'espace EF X’Jk = lI’Xr;f (complexité dépendant de
n X Ny).

2. Evaluation des termes de M()~(Jk) qui nécessite au mieux de parcourir N;; = N, éléments
du domaine non linéaire. En effet, le domaine ferromagnétique non linéaire représente
souvent la majorité du domaine d’étude dans le cas des dispositifs électrotechniques.
Ainsi, cette étape est associée a une complexité de I'ordre de Ny.

3. La projection de M(X) dans la base réduite par M, (‘I’Xr?) = PM(XF)¥ (complexité
dépendant de n X N,).

De manieére similaire, la jacobienne réduite (équation (284)) s’exprime :
K -
kY _ k
J- (#x,%) = wt —W WM, (65) Y + ¥ (wx,4)w (287)
Ir (!IIXT;() = + Movl,r(el"() +ir (lIerf) (288)

La encore, le terme en orange est calculé uniquement dans la base réduite, et a donc une complexité
indépendante de N,. Comme pour le résidu, c’est principalement I'évaluation de la matrice non
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linéaire J (‘I’Xr?) qui génere un temps de calcul important. Le détail de la complexité associée a son
évaluation est semblable a celle de la matrice M,. (‘I’Xr;?), et donc dépendante de Ny.

Afin d’illustrer I'impact du temps de calcul associé aux termes non linéaires du résidu et de la
jacobienne, on compare les temps de calcul d’'un modele EF tel que décrit en I.C.2, du modele POD 1
développé pour I'application décrite en 11.C.2.a) et du modele POD 2 décrit en 11.C.2.b). On s’intéresse
plus particulierement a la construction des matrices non linéaires (et leur projection dans le cas des
modeles réduits), ainsi qu’a la résolution du systéme, car ces deux étapes sont celles qui ont I'impact
le plus important sur les temps de calcul. Pour les trois modeles, on simule la premiére période d’un
essai a vitesse nominale, qui correspond a un nombre de pas de temps N; = 180, et on présente pour
le modele EF et les deux modeles réduits les temps de calcul associés sur le Tableau 5. On voit bien
que I'utilisation des modeles réduits permet de diminuer de plus de moitié le temps associé a la
résolution du systéme par rapport au modele EF, mais au prix d’une tres grande augmentation du
temps associé a la construction des matrices non linéaires réduites (environ un facteur 4). Au final, on
voit que les modeles réduits POD ne sont pas satisfaisants en termes d’accélération des temps de
calcul, puisque le temps de calcul total du modéle EF est moins élevé.

Boucle non linéaire

Calcul matrices et projection Résolution Total
Temps modéle
EF (h) 0,46 1,86 2,32
Temps modele
POD 1 (h) 1,99 0,86 2,85
Temps modéle
POD 2 (h) 1,92 0,76 2,68

Tableau 5 — Temps de calcul de la boucle non linéaire pour le modéle EF et les deux modéles réduits POD.

Ainsi, les méthodes de réduction présentées dans ce chapitre ne sont pas adaptées pour traiter
efficacement les problémes non linéaires et offrir une réduction satisfaisante des temps de calcul. On
cherche donc a utiliser des approches complémentaires pour réduire le temps de calcul associé a
I’évaluation des matrices non linéaires, que I'on détaillera dans le prochain chapitre.
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Il. Réduction du temps de calcul des termes non
linéaires

On avu dans le chapitre précédent comment construire un modele réduit (équation (280)), en utilisant
la méthode POD (cf. Il.A.4) et la projection de Ritz-Galerkin (cf. 1l.A.1) a partir du systéme matriciel EF
(équation (132)). On a remarqué que l'accélération des temps de calcul de ce modeéle réduit était
fortement limitée, par la nécessité de construire, a chaque étape de résolution, les matrices non
linéaires du résidu et de sa matrice jacobienne associée. Dans cette partie, on va donc détailler des
méthodes qui permettent de réduire le co(t de calcul de ces termes matriciels, et qu’il est possible de
coupler avec la méthode POD. Ces méthodes sont basées sur le calcul d’'un masque qui permettra de
sélectionner certains termes matriciels du résidu (140), qui sont ensuite utilisés pour construire une
approximation de ce résidu et de la jacobienne (142) qui lui est associée. Ainsi, on calculera seulement
ces termes matriciels non linéaires et non I'ensemble du résidu et de la jacobienne, permettant ainsi
de réduire les temps de calcul.

[IILA. Meéthodes d’accélération du calcul des termes non linéaires

Parmi les méthodes qui permettent de reconstruire des termes matriciels non linéaires, on présente
la « Discrete Empirical Interpolation Method » (DEIM) [109], la « Gappy POD » (GPOD) [111] et la
« Gaussian Newton Augmented Tensors » (GNAT) [118], qui ont été développées dans des contextes
différents. On présentera aussi des méthodes qui se basent sur la modification de la base de projection
a gauche @, afin de limiter le calcul des termes matriciels non linéaires. Il s’agit donc de projection de
Petrov-Galerkin (cf. Il.A.1), et on distingue la méthode « Hyper-Reduction » (HR) [114] introduite pour
des problémes de mécanique du solide, ainsi que la « Missing Point Estimation » (MPE) [115] issue de
la mécanique des fluides. Ces deux méthodes sont semblables et ne se distinguent que par la
méthodologie de construction du masque. On va d’abord présenter les différentes méthodes utilisées
pour calculer un masque Z, puis on montrera comment utiliser ce masque pour construire des
approximations du résidu et de la jacobienne du systéeme matriciel EF (cf. (132)), afin de réduire le colt
de calcul des problemes non linéaires. Enfin, on discutera des méthodes présentées afin de
sélectionner la plus adaptée au probleme que I'on cherche a réduire, qui est la construction de
modeles réduits d’un probleme magnéto-quasistatique non linéaire avec prise en compte du
mouvement et couplage circuit, dans le but de simuler le comportement d’'une machine asynchrone,
comme en |.C.2 et II.C.2.

Dans un premier temps, on va introduire quelques notations qui nous seront utiles pour la
RNXN

présentation des méthodes. On commence par définir la décomposition de la matrice M(-) €
(cf. (109) et (120)) en une partie linéaire M,;,, € RV*N et une partie non linéaire M,,;(-) € RV*V :
M() = My, + My () (289)

Ainsi, en injectant la décomposition (289) de M (+) dans I’équation du résidu (140), on peut conclure
que la majorité du temps de calcul est lié a I’évaluation du vecteur Mnl(X]’-‘)X’-‘, et on introduit la
fonction G(+) a valeur dans RY telle que :

G:UeRN - GWU) =M, (L)UEeRY (290)
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On va également définir la matrice de snapshots € € RV*Ne qui contient différentes valeurs du vecteur
non linéaire G(+). Ainsi, en considérant N, solutions X* du systéme EF obtenues lors d’une ou plusieurs
simulations en pas a pas dans le temps, on peut construire la matrice C comme :

€ = (GXHIGX?)| |G(X <)) 291)
On peut alors appliquer une SVD tronquée a I'ordre b (cf. I1.B.1) sur cette matrice de snapshots non
linéaires, et déduire la base non linéaire IT € RV*? :
C’ = U, E3V, 292)
n=U,eRN*b (293)
On peut également introduire la jacobienne du vecteur G(+) par rapport a X, a valeur dans RV*V, et

qui correspond a la partie non linéaire de la jacobienne du systéme matriciel EF (équation (143)) :

G aGU) oM, (U)
. N —
ax UER = —5% aX

U+ M, (U) € RV<N (294)

On va alors chercher a réduire le temps de calcul associé a I'évaluation de la fonction G(-) et de sa
(.o . 0G . . .
dérivée — (*) en construisant des approximations.

[1l.LA.1. Construction de masque

On va maintenant présenter les différentes méthodes qui permettent de construire un masque Z €
RN2XN | qui sera utilisé pour sélectionner les termes matriciels du résidu et de sa jacobienne que I'on
calculera, et a partir desquels on construira des approximations. Le masque est défini comme la
concaténation de N, lignes d’indice {Zl, . ZNZ] de la matrice identité de taille N. La matrice de masque
Z est donc nulle partout sauf a la Zl-éme colonne de la ligne i = 1, ..., N, ou elle vaut 1. Afin d’éviter
toute confusion entre le nom des méthodes d’interpolation et projection, et des méthodes de
construction de masque associées, on notera ces derniéres avec un préfixe « S- ». De plus, on les
sépare en deux catégories : celles pour lesquels la construction du masque se fait a partir de solutions
du systeme EF (132) ou de la base réduite associée construite par SVD (245), et celles qui utilisent les
snapshots issus du résidu (291) ou de la base réduite associée (293). Les méthodes S-HR et S-MPE, qui
appartiennent a la premiéere catégorie, sont plutét empiriques, mais ont montré leur efficacité sur des
applications industrielles. Dans la seconde catégorie, la méthode S-DEIM repose sur un algorithme
glouton rapide et efficace, qui peut étre assimilé a une décomposition LU, tandis que la S-(Q)DEIM se
base sur une décomposition QR. Enfin, la S-GPOD ne differe des méthodes de sélection de la DEIM que

par le nombre de points de masque calculé.

I.A.1.a) Construction a partir des solutions EF
(1) S-HR

Pour la méthode de I’'Hyper-Reduction, la création du masque Z se fait de fagon directe, a partir de la
matrice de snapshots S contenant N, solutions X* du systéme EF (cf. équation (132)). On cherche alors
les composantes z; de ces solutions maximisant leur valeur absolue :

Zy = argiﬂ%ﬁ(Xk)i k=1,.,Ns (295

De plus, il est intéressant de sélectionner de fagon similaire les composantes maximisant la valeur
absolue des vecteurs non linéaires G(X*) (cf. (290)) :
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Zern, = arg max (G(X")), k=1,.,N, (%)

Il est également possible de remplacer les snapshots par les vecteurs de leur base respective ¥ (cf.
équation (245)) et II (cf. équation (293)), et d’ajouter manuellement des composants dont
I'importance est connue. Ainsi, cette méthode de construction de masque est assez simple a mettre
en ceuvre, et adaptable a des problémes spécifiques.

(2)  S-MPE
L’algorithme de sélection du masque associé a la méthode MPE se base sur la matrice ¥|,, qui
correspond a la sélection des composantes de la base ¥ (cf. équation (245)) par le masque Z, et s’écrit :

Y|, =2¥ (297)

On peut alors calculer le conditionnement de la matrice C; = [(¥]2)'¥|,] € R™", et la méthode S-
MPE consiste a rechercher un masque Z pour lequel ce conditionnement soit minimal. Comme les
vecteurs de la base W sont orthogonaux, construire un masque selon ce critére revient a approcher :

ICANR4ANER &4 (298)

Ainsi, les composantes sélectionnées par le masque Z contiennent |'essentiel de I'information de la
base W, et donc des solutions X* du systeme EF. Pour construire un masque minimisant le
conditionnement de Cg, on utilise un algorithme glouton, qui n’est pas forcément optimal mais est
rapide et efficace. A l'itération i de I'algorithme, on suppose connaitre les i premieres composantes
{z1,7;, ..., z;}, et on cherche la composante z;,; € {1, ..., N} minimisant le conditionnement de C. Le
probléme a résoudre s’écrit alors :

Trouver z;,4 € {1,..., N}\ {z4, ..., z;} tel que
Ziy = arg min_cond(P((z, ., 7,1}, )W (7, .72, 1)2)) (299)
ou¥([z,...,2;,1],:) correspond a la sélection des lignes {zy, ..., z;, i} de la matrice .

I1.A.1.b) Construction a partir des snapshots du résidu
(1)  S-DEIM et S-(Q)DEIM

Dans le cas de la DEIM, le nombre de points sélectionnés par le masque est égal a la taille de la base
non linéaire II (cf. équation (293)), etona:

N,=b (300)

La sélection du masque S-DEIM repose sur 'approximation DEIM G(U) du vecteur G(U), que I'on
présentera plus loin et qui est définie par :

GU) = N(1)7 G|, (V) @301)

Il s’agit alors de trouver Z qui minimise I'erreur d’approximation €5(Z) sur I'ensemble des valeurs de
U possibles :

~ 2
e6(2) = [||G(W) — GW)||"dU (302)
Cette quantité ne peut pas étre calculée, a cause de I'intégrale sur RY du vecteur non linéaire. On peut

néanmoins en définir une approximation, en remplacant I'intégrale par une somme discréte sur
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quelques valeurs représentatives de G(U), ce qui correspond a la définition de la matrice de snapshots
non linéaires C. Lapproximation de €;(Z) s’écrit donc :

~ _ 2
éc(2) = ||[m(m|)~1cl; - || (303)
Les indices du masque Z sont donc solutions du probléme de minimisation suivant :

Trouver Z € RN=XN te| que
Z = argmyin”ﬂ(ﬂly)_lCly — C”2 (304)

Il est cette fois ci possible de trouver les indices de masque qui sont solutions du probleme (304), mais
cela peut étre trés difficile car il s’agit de résoudre un probleme d’optimisation discret pour trouver N,
valeurs parmi {1,...,N}, qui est un probléme combinatoire de grande taille. L'idée est donc de
remplacer ce probléme par une suite de sous-problémes plus simples a résoudre. Cela permet de
calculer une solution sous-optimale du probleme (304), mais qui devrait étre proche de la solution
optimale.

On se place alors a l'itération i < N, et on considéere I'approximation DEIM tronquée a l'ordre i,
construite a partir des i premiers vecteurs de la base IT et premiers indices de Z :

~: -1
G'() =M (Mylz:1) "Glza() (305)
On s’intéresse alors a I'erreur d’approximation EiG € RN de IT;,, parla DEIM a l'ordre i :
; -1
b= M(Mil ) Mipalge — Mo (306)

L'indice z;,, suivant correspond a la composante minimisant E, et le probleme permettant de le
trouver s’écrit :

Trouver z;,41 € {1, ..., N}\ {24, ..., z;} tel que
Ziyy = arg, =rrlnnN(Eé;) (307)

La résolution des N, problémes (307) correspond en réalité a la sélection des indices du pivot de Gauss
de la matrice II, qu’on appelle aussi élimination de Gauss Jordan. Une fagon efficace d’obtenir les
indices {Zl, ...,ZNZ} est donc d’appliquer une décomposition LU (cf. 1.B.8.c)) sur la matrice I, et
d’extraire les N, premiers indices du vecteur de permutation LU. Cette décomposition est simple et
rapide a obtenir en tirant parti de la bibliotheque d’algébre linéaire LAPACK [101].

On peut remarquer que la recherche des indices du pivot de Gauss permet de chercher la sous-matrice
carrée de taille N, II|; incluse dans IT ayant un volume maximal. En effet, la S-DEIM consiste a
sélectionner itérativement les indices qui maximisent les termes diagonaux de IT|z, et donc son
volume |detlT|,|. Ainsi, la maximisation du volume de la sous-matrice IT|, apparait comme un bon
critere pour la sélection des indices du masque. Il faut noter que la recherche d’une sous-matrice de
volume maximal est un probléme combinatoire et donc trés complexe, mais il est possible d’en trouver
une ayant un volume supérieur a celle issue de la S-DEIM. En effet, en tirant parti d’un algorithme
global et non glouton, la S-(Q)DEIM permet d’extraire une sous-matrice IT| ; ayant un volume supérieur
a la S-DEIM. Il suffit alors d’appliquer une décomposition QR (rank revealing) sur la matrice IT et d’en
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extraire les N, premiers indices de permutation, ce qui est possible a |'aide de la bibliotheque LAPACK
[101].

(2) S-GPOD

La sélection du masque associé a la méthode GPOD se fait avec I'une des méthodes S-DEIM ou S-
(Q)DEIM présentées précédemment. En revanche, la méthode GPOD a la particularité d’utiliser plus
de points de masque que de vecteurs dans la base non linéaire IT :

N,>b (308)

Il n’est donc pas possible d’appliquer la S-DEIM ou la S-(Q)DEIM sur la matrice II, puisque le nombre
d’indices que 'on peut extraire avec ces deux méthodes est limité par la taille de la base. Ainsi, on
devra définir une matrice IT;p € RV*Nz que I'on utilisera pour extraire les indices {zl, . ZNZ} al'aide
de la S-DEIM ou la S-(Q)DEIM. On pourra ensuite déduire la base non linéaire IT € RVN*? en tronquant
la matrice I ;p a l'ordre b.

[1I.LA.2. Accélération a I'aide du masque

On va maintenant décrire les différentes méthodes permettant d’accélérer le temps de calcul associé
a I'évaluation des termes matriciels non linéaires, en utilisant un masque Z construit avec l'une des
méthodes décrites précédemment. Dans un premier temps, on présentera simultanément les deux
méthodes de projection oblique MPE et HR, car elles sont trés semblables et ne se distinguent que par
les méthodes de construction du masque, que I'on a présentées précédemment (cf. Ill.A.1.a)). On
s'intéressera ensuite aux méthodes DEIM, GPOD et GNAT, que l'on appellera méthodes
d’interpolation, qui partagent beaucoup de points communs mais qui sont plus ou moins adaptées a
certains problemes non linéaires. Enfin, on parlera de la possibilité d’utiliser ces méthodes
d’interpolation de fagon localisée, en construisant plusieurs masques Z et bases II.

1.A.2.a) MPE/HR

Ces deux méthodes ne requiérent pas la construction d’une base II, et se basent uniquement sur la
modification de la base de projection ¥. En reprenant I’équation de Newton (150) dans laquelle on
injecte 'approximation (168), et en notant AX]’-‘HT = X]'-‘Hr - XJ’-‘r, le probléme se réécrit :

Trouver AX]’-‘Hr € R™ tel que
J(wxt Ywaxl, =R(¥xf) k=1,..,N,  (309)

Cette équation est surdimensionnée car elle comporte N lignes pour seulement n inconnues. On a vu
dans le chapitre précédent qu’il était possible de trouver un systeme conduisant a une solution unique
en multipliant & gauche par une base @ € R™V (cf. II.A.1), mais que cette stratégie conduit a un
temps de calcul tres important a cause de I'évaluation des termes matriciels non linéaires, et leur
projection dans la base (cf. 1.C.3). Pour résoudre ce probléme, I'idée proposée dans [114], [115] et
[116] est de multiplier (309) par la matrice de masque Z € RNV afin de sélectionner N,

composantes de la jacobienne et du résidu :
k ko _ k —
7] (wx} )waxt,, =zR(¥xs ) k=1,.,N, (10

que I'on peut re-noter :
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Jlz (‘I’X,'-‘r) YAXf,: =Rz (‘I’XJ’-‘r) k=1,.,N (1)

Ce systéme n’est pas carré, mais est rapide a évaluer car la construction de J|(-) (respectivement
R|z(*)) ne requiert que le calcul de N, lignes (respectivement termes) au lieu de N. On peut alors
rendre le systéme inversible en multipliant (311) a gauche par la transposée de W[, = Z¥ :

weziz) (WX} )WAXY,, =wZ'ZR(¥X! ) k=1,..,N, G1)
On définit alors la base réduite modifiée & de taillen :
Y =7'Zy (13)
Finalement, I'’équation a résoudre lors de l'application de la méthode de Newton-Raphson par
projection oblique s’écrit :
Py (wxt )waxl, =PR(¥x} ) k=1,..,N, G4
On peut noter que le choix de la matrice ¥|; pour rendre le systéme (311) carré n’est pas le seul
possible. On peut choisir par exemple de multiplier (311) a gauche par la matrice []lz ('I’X]’-‘T) 'I’]t, ce

qui revient a résoudre le systéeme au sens des moindres carrés.

1.A.2.b) DEIM

De facon similaire a la méthode POD, la DEIM consiste a définir une approximation dans une base
réduite [109][110]. En revanche, c’est le vecteur non linéaire G(*) (cf. (290)) qui est approché, et non
une réduction directe du systeme EF comme cela était le cas avec les deux méthodes précédemment
présentées. Pour cela, on utilise la base non linéaire I, qui est construite a 'aide de la méthode SVD
(cf. 11.B.1) comme décrit dans I’équation (293). L’approximation DEIM G(-) du vecteur non linéaire G(-
) se note alors :

G:UeR'-GW) =06, (U)eRY (315)

ol G,(*) € R? correspond aux coefficients de G(-) dans la base IT (cf. équation (293)). Comme la taille
de la base réduite b est plus petite que le nombre d’inconnues du probleme N, le calcul de
I"approximation est plus rapide que celui du vecteur non linéaire, puisqu’il suffit d’évaluer les b termes
de G,.(U) puis de multiplier par la matrice II. Dans la suite nous allons donc expliciter le calcul du
terme G, (U). La DEIM repose sur la sélection de N, = b composantes de G(+) parmi les N, qui sera
effectuée a I'aide d’un masque Z € RNz*N construit comme décrit en 1Il.A.1.b)(1). Ainsi, la sélection
des b composantes du vecteur non linéaire a I'aide du masque, que I'on note G|,(+), s’écrit :

Glz() = ZG() (316)

La détermination de G,(*) par la méthode DEIM consiste alors & considérer que 'approximation G ()
de G() dans la base réduite IT est exacte sur les composantes du masque. On cherche donc G(-) :

G|, =610 (317)
On peut alors développer le terme de droite en utilisant (315) :
mz6.() = Glz() @18)

Dans les faits, le calcul du masque Z comme décrit en I1l.A.1.b)(1) permet d’'imposer que la matrice
IT|; € RP*P soit inversible. On peut alors simplement déduire de (318) I'expression de G, (*) :
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G-() = [M|z]7'61z() (319)
Finalement, on peut déduire 'approximation DEIM en utilisant (319) dans (315) :

G() = M[M|;]7*G|() (320)
IILA.2.c) GPOD

La GPOD est une méthode antérieure a la DEIM, et qui peut étre considérée comme une généralisation
de cette derniére [111]. Elle a été introduite dans le domaine du traitement d’image, afin de
reconstruire des images incompletes a partir de la connaissance de certains pixels, en analysant au
préalable une banque d’images par la SVD pour construire une base. Cette base sert ensuite a
interpoler les pixels manquants d’une image incompléte au sens des moindres carrés. En se placant
dans le contexte de la réduction de modeéle, on comprend I'utilité de cette méthode en remplagant la
notion d’image incompléte par celle de vecteur non linéaire G(*) (cf. (290)), et les pixels connus par les
composantes sélectionnées par un masque. La méthode a été appliquée a des problemes de
mécanique des fluides dans [112] et [113]. Contrairement a la DEIM, le nombre de composantes
sélectionnées par le masque n’est pas forcément égal au nombre de vecteurs dans la base IT (cf. (293)),
et on choisira généralement N, > b. Cela revient a généraliser I'inverse de IT| par sa pseudo-inverse
dans I'expression de G(-) (320), car IT|; € RN2*P n’est plus inversible si N, > b. Pour rappel, la
pseudo-inverse d’une matrice A € R4*%, avec A > a, est définie par:

At = (AtA)tAt (321)

On peut alors reconsidérer ’hypothése de la DEIM, selon laquelle 'approximation G(*) est exacte sur
les composantes du masque Z, et qui a mené a la recherche de G,.(*) d’aprés (318). Dans le cas de la
GPOD, on approche G(+) a I'aide des b vecteurs de I1, tout en cherchant a minimiser I'écart entre
I'approximation G(+) et G(-) pour N, composantes. On a donc b degrés de liberté et un nombre N, de
contraintes qui est supérieur a b, ce qui signifie que le systéme (318) est surdimensionné. On peut
alors le résoudre au sens des moindres carrés, en multipliant a gauche par (I|;)* :

(M) |26 () = (M2)" G|z () (22

En supposant que (IT|;)'II| est inversible, on obtient alors :

G,() = [T ] (T 2) Gl () (323)
On retrouve ici la définition de la pseudo-inverse de la matrice IT|,, et on peut finalement écrire :
G, () = [M]"Glz() (324)

On voit ici que la GPOD est une généralisation de la DEIM, puisqu’on retrouve I'expression (319) dans
le cas ou N, = b. Finalement, on peut déduire I'approximation GPOD en utilisant (324) dans (315) :

G() = M[|]*Glz() (325)

A premiere vue, la GPOD semble peu intéressante par rapport a la DEIM, puisqu’elle requiert
I’évaluation d’'un nombre de termes matriciels non linéaires plus important, et donc un temps de calcul
associé plus important. Cependant, I'approche GPOD a tendance a améliorer la stabilité du systeme
réduit, qui n’hérite pas forcément des propriétés de stabilité du systeme matriciel EF. Plus
particulierement, I'approximation réduite DEIM de la jacobienne n’est pas forcement symétrique, ce
qui peut générer des instabilités numériques. Sans qu’elle permette de symétriser le systeme réduit,
on observe que la GPOD améliore la convergence dans certains cas ou la DEIM n’est pas adaptée.
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.A.2.d) GNAT

La GNAT est une méthode assez proche de la DEIM et la GPOD, puisqu’elle repose sur la définition
d’'une approximation du vecteur non linéaire G(-) (cf. (290)), calculée sur des composantes
sélectionnées par un masque et reconstruite a I’aide d’une base non linéaire. Elle a été présentée en
2011 pour la réduction de problémes non linéaires en mécanique des fluides dans [117], a été
appliquée dans le méme contexte dans [118] et [119], et a été utilisée pour construire un modele
hybride dans [120]. A l'inverse de la DEIM et de la GPOD, elle a été développée dans le but précis d’étre
couplée a la méthode POD pour la construction de modeles réduits. En effet, |'utilisation de la DEIM
ou la GPOD pour l'accélération du calcul des termes matriciels non linéaires au sein d’'un modele POD
se fait souvent de facon empirique, le masque et la base non linéaire étant construits selon I'intuition
et I'expérience, sans définition de propriétés que le modeéle réduit doive satisfaire. La GNAT, quant a
elle, a été pensée pour vérifier des conditions de consistance et d’optimalité du modéle réduit, et
définit pour cela une hiérarchie de modeles et plusieurs procédures de sélection des snapshots. Ainsi,
on commence par définir les deux types de conditions associées a I'approximation issue d’'un modele
réduit :

e Consistance : une approximation est dite consistante si elle n’introduit pas d’erreur sur la
solution du probleme qui a servi a générer des snapshots, dans le cas ol on ne considére pas
de compression (base réduite non tronquée).

e Optimalité : une approximation est dite optimale si elle minimise une mesure d’erreur par
rapport au modele précédent dans la hiérarchie.

Ainsi, la condition de consistance assure que |'approximation est exacte si I'on considéere une base
réduite qui n’est pas tronquée, et la condition d’optimalité implique qu’une mesure d’erreur diminue
lorsque I'on augmente la taille du modéle réduit.

Comme expliqué précédemment, ces conditions sont définies sur une hiérarchie de modeles, que I'on
va présenter ici, qui consiste en 3 modeles et 2 approximations comme illustré sur la Figure 72. Chaque
modele est utilisé pour générer des snapshots, et déduire le modeéle suivant en définissant une
approximation supplémentaire, ainsi, plus on descend dans la hiérarchie, plus le modéle est rapide et
I’erreur importante. Le modeéle EF (cf. équation (132)) est tout en haut de la hiérarchie, appelé Modele
1, et on le considere comme la référence. Pour réduire le temps de calcul associé a sa résolution, on
construit un modeéle POD avec (280) (Modele 2) en introduisant une approximation de la solution dans
une base réduite (approximation 1). On cherche alors a réduire le temps de calcul associé a I’évaluation
des non linéarités, et on définit alors le Modele 3, en introduisant une approximation du vecteur non
linéaire G(*) du Modele 2, et non du Modele 1, comme cela se fait dans les approches classiques de
réduction (approximation 2). Les deux approximations sont construites pour satisfaire les conditions
de consistance et d’optimalité.
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1. [ Modéle EF ]—» Snapshots — Baseréduite

approximation 1 (solution}

2. [ Modéle POD ]—» Snapshots NL —» Baseréduite NL

3. [ Modele GNAT |

Figure 72 — Hiérarchie des modeles et approximations introduites

La premiere étape de la méthode GNAT consiste donc a définir une modele POD qui satisfait les
conditions de consistance et d’optimalité par rapport au modele EF. On a vu dans le chapitre précédent
comment on construit une base réduite ¥ € RV*™ 3 partir des solutions d’une simulation EF, que 'on
concaténe dans une matrice de snapshots (cf. 11.B.1), puis comment construire le modeéle réduit par
projection de Ritz-Galerkin (cf. 1l.A.1). Classiquement, un snapshot utilisé pour la construction du
modele POD correspond donc a la solution X* du modéle EF a un pas de temps k choisi, ce qui ne
garantit pas la consistance de I'approximation POD dans le cas non linéaire. La méthode de collection
de snapshots proposée dans la GNAT, et qui permet d’avoir une approximation POD consistante,
consiste alors a utiliser comme snapshot I'incrémentation AX* de la solution du modéle EF :

AXK = xk — xk-1 (326)

Ici, X*~ correspond a la solution du pas de temps précédent, qui a été injecté dans I'algorithme de
Newton-Raphson (cf. 1.B.8.b)) comme point de départ, et X* est la solution vers laquelle il a convergé
au pas de temps courant. Concernant I'optimalité de I'approximation POD, si la matrice jacobienne des
problémes qui nous intéressent est symétrique, alors la projection de Ritz-Galerkin est optimale. Dans
le cas contraire, cette condition n’est plus vérifiée, et I'utilisation d’une projection de Petrov-Galerkin
au sens des moindres carrés est nécessaire pour vérifier I'optimalité, avec une base a gauche définie
comme :

@ =J(¥xt v (327)

On peut remarquer que le terme associé a la jacobienne change a chaque pas de temps et a chaque
itération de Newton-Raphson, la base @ doit donc étre constamment mise a jour, ce qui génére des
temps de calcul supplémentaires.

La seconde étape de la méthode est d’utiliser le modele POD construit précédemment pour définir
I'approximation du vecteur non linéaire G(-), et finalement le modele GNAT. D’un point de vue
méthodologique, I'approximation du vecteur non linéaire se fait a I'aide de la GPOD, avec I'expression
(325). L’originalité de la GNAT réside une fois de plus dans le processus de sélection de snapshots non
linéaires. Classiquement, les snapshots non linéaires sont issus du Modeéle 1 une fois que Newton-
Raphson a convergé, comme décrit par I'équation (291), et on utilise une seule base pour reconstruire
les termes matriciels non linéaires du résidu et de la jacobienne associée (Procédure 0). Pourtant, cela
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ne permet pas de satisfaire les conditions de consistance et d’optimalité du Modeéle 3. En effet, rien ne
garantit que les snapshots issus du Modele 1 correspondent aux vecteurs non linéaires calculés dans
le Modeéle 2, puisqu’une approximation sur la solution est induite entre ces deux modeles. De plus, en
ne considérant que les vecteurs non linéaires associés a Newton-Raphson convergé, on ne prend pas
en compte les termes matriciels non linéaires des résidus et jacobiennes intermédiaires, que le Modeéle
3 doit pourtant étre en mesure d’approcher correctement. Enfin, I'espace engendré par la base issue
du résidu non linéaire (cf. équation (293)) ne permet pas forcément d’approcher correctement toutes
les valeurs de jacobienne possibles. Ainsi, la méthode GNAT consiste a utiliser une base I € RN*br
pour le résidu, que I'on construit par SVD (cf. I1.B.1) & partir de la matrice de snapshots Cg € RV*Nr
définie comme :

Cr = (G(‘I’X%r) |6(¥X3, )| 16(¥X3, )| |G(WX,’§;T)) (328)

et une base IIj € RM*2 pour la jacobienne que I'on construit par SVD a partir de la matrice de

snapshots C; € RV*NJ définie comme :

N,
G (PX? AG(PX! AG(PX? 0G(PXy )
_(96¢ 1»(,,‘ ( zr)q,’__.l ( ”)w‘--w i -

]~ ax ax ax X

Les snapshots non linéaires sont donc issus du modéle POD (Modele 2) et enregistrés a chaque
itération non linéaire j pour un pas de temps k choisi (Procédure 3). On remarque cependant qu’en
agissant de cette facon, on obtient des matrices de snapshots de grande taille, surtout pour la
jacobienne ol c’est une matrice de taille N X n qui doit étre sauvegardée, a chaque pas de temps et a
chaque itération non linéaire. Des procédures de construction « allégées » du modéle GNAT sont donc
proposées, qui ne vérifient pas les conditions de consistance et d’optimalité mais permettent
néanmoins de les améliorer par rapport a la GPOD, tout en limitant I'espace mémoire et le temps de
calcul requis pour la construction de la base non linéaire. Ainsi, dans le cas ou on veut garder deux
bases non linéaires différentes, il est possible de multiplier les snapshots de la jacobienne par la
solution du systeme de Newton-Raphson (cf. équation (283)), et ainsi n’avoir qu’un seul snapshot a
enregistrer par itération non linéaire (Procédure 2). Une autre option consiste a utiliser la méme base
pour le résidu et la jacobienne, mais a la différence de la Procédure 0, les snapshots non linéaires sont
issus du Modéle 2 et enregistrés a chaque itération non linéaire j pour un pas de temps k (Procédure
1). Il a en effet été montré dans [121] que l'utilisation de deux bases non linéaires différentes peut
amener a un modele réduit peu robuste. Les snapshots associés aux différentes procédures sont
présentés dans le Tableau 6, ainsi que le nombre de simulations nécessaires pour construire le modele
réduit et le nombre de vecteurs non linéaires enregistrés a chaque itération non linéaire j pour un pas
de temps k.
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Procédure 0 1 2 3

Snapshots pour ¥ AXK AX* AXK AXK
Snapshots pour ITg G(x*¥) G (q'xj.*r) G (wx}‘r) G (q’xjfr)
k K

Snapshots pour I1; G(x*) G (‘PXJ’-‘ ) aG (WXJ' r) PAXE oG (WXJ' r) w

! X ir ax
Simulations pour générer les 1 2 2 2
snapshots
Vecteurs non linéaires enregistrés 0 1 ) -

par itération de Newton-Raphson

Tableau 6 — Procédures de collection de snapshots pour la définition du Modé¢le 3.

Pour résumer, la construction d’un modele réduit avec méthode GNAT se décompose de la maniere
suivante (Figure 72) :

1. Génération de snapshots en effectuant une simulation avec le Modeéle 1. Les snapshots utilisés
pour construire la base POD correspondent aux incrémentations AX¥, ce qui assure la
consistance du Modéle 2. Si on utilise la Procédure 0 pour définir le Modele 3, on enregistre
également les snapshots non linéaires G(Xk) (cf. équation (291)).

Calcul de la base POD ¥ a partir des snapshots collectés (cf. 11.A.4).
Si on utilise la Procédure 1, 2 ou 3 pour définir le Modeéle 3, effectuer une simulation avec le
Modele 2, et enregistrer les snapshots non linéaires comme indiqué dans le Tableau 6.

4. Calcul des bases I, et II; a 'aide de la SVD (cf. I1.B.1) appliquée aux snapshots non linéaires
collectés, enimposant b; = m pour s’assurer que I'approximation de la jacobienne soit de rang
complet.

5. Déterminer les points de masque en utilisant I'une des méthodes présentées en 0, en imposant
N, = bg et N, = b; pour assurer I'unicité de I'approximation (325).

6. Construction de I'approximation des termes matriciels non linéaires du résidu (140) et de la
jacobienne (142).

[1l.LA.3. Comparaison des méthodes

On a présenté différentes méthodes pour accélérer les temps de calcul associés a I’évaluation de
termes matriciels non linéaires, qui se décomposent en 2 phases : le calcul d’'un masque et I'utilisation
de ce masque pour évaluer rapidement le vecteur non linéaire et sa jacobienne. On cherche
maintenant a évaluer ces différentes méthodes, afin de déterminer leur adéquation a la réduction d’'un
probléme magnéto-quasistatique non linéaire avec prise en compte de mouvement (cf. I.C.2).

On s’intéresse dans un premier temps aux méthodes de construction de masque S-HR, S-MPE, S-DEIM
et S-(Q)DEIM, et on ignore la S-GPOD puisqu’il s’agit simplement d’une utilisation spécifique des
méthodes de construction associées a la DEIM. Ces 4 méthodes ont été comparées sur un exemple
magnétostatique non linéaire dans [90], qui est un transformateur triphasé alimenté au primaire par
des sources de tension sinusoidales équilibrées, tandis que les circuits secondaires sont a vide, le
dispositif étant simulé sur 5 périodes électriques. La méthode S-HR génére des composantes
sélectionnées situées principalement dans le circuit magnétique et proche des inducteurs, tandis
gu’elles sont équitablement réparties dans tout le domaine d’étude avec la S-MPE. Avec ces deux
approches, le modele réduit ne converge pas, certainement a cause de fortes saturations du matériau
ferromagnétique en régime transitoire. On en conclut que les méthodes de sélection S-HR et S-MPE
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ne sont pas adaptées au probléme magnétostatique traité, et on ne les retient donc pas pour la suite.
Les deux méthodes S-DEIM et S-(Q)DEIM présentent des sélections de composantes assez similaires,
principalement dans le matériau ferromagnétique au niveau des coins. Cette sélection semble bonne,
puisque les termes matriciels non linéaires sont non nuls uniqguement dans le sous-domaine associé
aux matériaux ferromagnétiques, et que les saturations les plus fortes sont dans les « coins » du circuit
magnétique. Ainsi, les deux méthodes S-DEIM et S-(Q)DEIM semblent adaptées pour la sélection de
composantes du vecteur non linéaires dans notre cas d’étude.

On s’intéresse ensuite aux méthodes pour calculer rapidement les termes non linéaires en utilisant un
masque. La HR (ou MPE), la DEIM et la GPOD ont été comparées dans [90] sur l'exemple
magnétostatique, pour le masque construit avec la S-DEIM et celui issu de la S-(Q)DEIM. Cette étude a
montré que la DEIM manque de stabilité et de robustesse, puisque le modele réduit associé diverge
pour certaines valeurs de taille de base non linéaire, surtout lorsque le masque est construit avec la S-
DEIM. La GPOD ne présente pas ces problémes de convergence, et génere une erreur d’approximation
assez faible (de I'ordre du pourcent) avec le masque issu de la S-(Q)DEIM, qui est un peu plus élevée
lorsqu’on utilise celui généré par la S-DEIM. Il en va de méme pour la HR qui géneére une erreur tres
légérement supérieure a la GPOD. Ainsi, la GPOD associée a la sélection des composantes par la S-
(Q)DEIM donne un modele réduit robuste et précis sur cet exemple magnétostatique, et semble étre
une méthodologie adaptée a notre cas d’application.

On cherche alors a comparer les performances de la DEIM, la GPOD et la GNAT sur un probleme
magnéto-quasistatique non linéaire avec mouvement tel que décrit par I’équation (128). Une telle
comparaison en mécanique des fluides a été proposée dans [128]. On s’intéresse alors a la simulation
du dispositif présenté en |.C.2 a tension et vitesse nominale imposée, sur une période électrique, ce
qui donne N; = 180. On effectue une simulation avec le modele EF afin de générer N; = 180
snapshots de la solution EF et le méme nombre de snapshots non linéaires. On construit alors deux
matrices de snapshots : §; € RV*Ns qui contient les solutions, et S, € RM*Ns qui contient les
incréments des solutions a I'issue de la boucle non linéaire, a chaque pas de temps de simulation. En
appliquant une SVD (cf. Il.B.1) que I'on tronque a I'ordre n = 90, on déduit pour chacune de ces
matrices de snapshots une base réduite ¥; € RV*" et ¥, € RV*™, D’un autre c6té, on construit la
matrice de snapshots non linéaires S € RV*Ns en enregistrant les vecteurs non linéaires & chaque
pas de temps de la simulation, et on construit la base IT; € R¥*"s en utilisant une SVD. On utilise cette
base pour calculer le masque pour la GPOD Z;,,4 € RNz*N par la S-(Q)DEIM en posant N, = N, puis
on la tronque a l'ordre b = 90 pour avoir I ;,0q = Hpgy € RN*P et on calcule le masque pour la
DEIM Z 51 € RP*N encore a I'aide de la S-(Q)DEIM (cf. 111.A.1.b)(1)). Pour construite le modéle GNAT,
on utilise la Procédure 1, qui offre un bon compromis entre temps de calcul et stabilité du modele
réduit. On fait donc une simulation du dispositif en utilisant le modéle POD construit avec ¥, (cf.
équation (280)), afin de générer des snapshots non linéaires que I'on enregistre a chaque itération de
la boucle non linéaire pour chaque pas de temps. On construit ainsi la matrice de snapshots non
linéaires issus du modele POD %' € RV*Nnr, ol N, > N est le nombre total d’itérations de Newton-
Raphson lors de la simulation. Avec la SVD, on construit une base IT, € RN*Ns que I'on utilise pour
déduire le masque Z;y a7 € RNz*N en utilisant la S-(Q)DEIM en posant N, = N, et on tronque la base
IT, 3 b = 90 pour avoir Iy 4 € RV*P. On a donc un modéle réduit POD-DEIM avec ¥, Hpg;y, et
Z pgim, un modele POD-GPOD avec ¥4, Il gpoq €t Zgpoq €t un modele GNAT avec Wy, H gy ar €t Z gy ar-
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On utilise alors ces trois modeles pour simuler la premiére période électrique du dispositif, et on
s’'intéresse a l'erreur relative sur les solutions par rapport au modeéle EF, présentée pour chaque
modele sur la Figure 73.

—— DEIM

0

10 || GPOD
GNAT

,_.
o
|
L
E—

Erreur relative

1072

0 25 50 75 100 125 150 175
Pas de temps

Figure 73 — Erreurs relatives des solutions du modéele POD-DEIM (bleu), POD-GPOD (orange) et GNAT (vert) par
rapport au modéle EF

On voit que le modeéle réduit POD-DEIM diverge au pas de temps 16, tandis que le modele POD-GPOD
diverge au pas de temps 31. On note bien une amélioration de la stabilité du modele réduit en utilisant
la GPOD plutét que la DEIM, mais qui n’est pas suffisante. Le modéle GNAT, en revanche, permet de
simuler I'intégralité de la premiére période sans que la procédure de Newton-Raphson ne diverge, et
génére une erreur d’approximation qui varie entre 1% et 20%. La GNAT offre de biens meilleurs
résultats en termes de stabilité que la GPOD, tout en utilisant le méme nombre de vecteurs de bases
et de points sélectionnés par le masque. Cette étude montre bien I'avantage de la GNAT par rapport a
la DEIM et la GPOD pour approximer des termes matriciels non linéaires issus de problemes complexes,
grace a sa capacité a stabiliser le systéme matriciel réduit et a réduire les risques de divergence de la
boucle non linéaire. On choisit donc d’utiliser la GNAT dans la suite de ce travail, en enregistrant les
snapshots non linéaires a l'aide de la Procédure 1, et en construisant le masque avec la S-(Q)DEIM.

On peut noter par ailleurs qu’il est possible d’utiliser les méthodes d’accélération du calcul des termes
matriciels non linéaires de maniére locale, comme décrit en Annexe 0. Dans ce travail, nous avons testé
les méthodes locales sur le probleme magnéto-quasistatique non linéaire avec mouvement et
couplage circuit décrit en I.C.2, sans que cela n’offre de résultats satisfaisants.

[1I.B. Construction d’un modéle réduit robuste

On considere le probleme magnéto-quasistatique non linéaire avec mouvement et couplage circuit
décrit en I.C.2, sur lequel on a construit des modeles réduits avec la méthode POD en II.C.2. On va
maintenant détailler la méthodologie mise en place pour intégrer les méthodes d’approximation des
termes matriciels non linéaires au sein d’un modele réduit POD, afin d’accélérer les temps de calcul.
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Une attention particuliere sera portée a la stabilité du modele réduit ainsi construit, car
|"approximation des termes matriciels non linéaires peut la perturber, comme on I'a vu dans I'exemple
présenté en IIl.A.3.

[11.B.1. Choix des snapshots non linéaires

Comme pour la POD (cf. 1.C.1), I'une des difficultés principales des méthodes d’approximation des
termes matriciels non linéaires réside dans le choix de la matrice de snapshots non linéaires que I'on
va utiliser pour construire la base réduite IT (cf. (293)). On a vu dans IIl.LA.2 que les principales
différences entre les méthodes GPOD et GNAT résidaient dans ce choix de snapshots, qui sont issus du
modele EF et enregistrés uniguement a I'issue de chaque pas de temps dans le cas de la GPOD. Pour
la GNAT, on les génére avec un modele POD intermédiaire et ils sont enregistrés a chaque étape de
calcul, c’est-a-dire a chaque résolution de la boucle de Newton-Raphson. Or, on a montré que, dans le
cas magnéto-quasistatique non linéaire avec prise en compte du mouvement, le modele réduit POD
couplé a I'approximation des termes non linéaires par la GPOD ne donnait pas de bons résultats en
termes de stabilité, puisque la boucle non linéaire diverge rapidement. Ainsi, on décide d’utiliser
comme méthode de génération de snapshots non linéaires la Procédure 1 de la GNAT, car elle permet
d’améliorer notablement la stabilité du modéle réduit, tout en réduisant le nombre de snapshots a
enregistrer par rapport aux autres procédures (2 et 3 cf. 1ll.A.2.d)). On note cependant que le fait de
procéder de cette facon peut-étre plus couteux en temps de calcul que les méthodes utilisées jusqu’a
présent comme la GPOD ou la DEIM, puisqu’il faut utiliser un modele POD intermédiaire pour générer
les snapshots non linéaires, en plus du modele EF qui a servi a générer les snapshots pour construire
la base réduite POD.

Comme pour la construction du modeéle réduit POD (cf. 11.C.1), on distingue différentes stratégies de
sélection des snapshots non linéaires, en fonction du domaine de validité recherché pour le modeéle
réduit :

La stratégie 1 (s.nl.1) permet de construire un modele réduit pour un régime de fonctionnement fixé
du dispositif simulé, a I'instar de la stratégie s.1 du modele POD. Elle consiste a utiliser le modéle POD
intermédiaire pour générer les termes matriciels non linéaires, en simulant le régime de
fonctionnement visé. Cela implique que le modele POD intermédiaire doit étre en mesure de simuler
ce régime de fonctionnement avec une précision suffisante, et sera donc construit d’apres la stratégie
s.1. Pour déterminer le nombre de pas de temps N que I'on simule avec le modele POD intermédiaire
pour générer les snapshots permettant de construire la base des termes matriciels non linéaires, on
peut analyser I’évolution de leur erreur de compression dans la base réduite non linéaire. Comme la
stratégie s.1 pour la construction du modele réduit POD, cette premiére stratégie de génération de
snapshots non linéaires n’est pas adaptée si I'on veut modéliser une plage de fonctionnement d’un
dispositif, et ne sera donc utilisée que si un seul régime est visé.

La deuxieme stratégie (s.nl.2) repose sur une approche d’ingénieur, a I'instar de la stratégie s.2 pour
la construction du modele POD, et a pour but de construire un modeéle réduit valable sur toute une
plage de fonctionnement du dispositif. On cherche alors les régimes de fonctionnement qui sont
représentatifs de configurations particuliéres qui, rassemblées, permettent de reconstruire n’'importe
quel régime. On a vu que les essais classiquement utilisés dans cette approche sont, dans le cas de la
machine asynchrone, I'essai a rotor bloqué et I'essai a la vitesse de synchronisme. La stratégie s.nl.2
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consiste alors a simuler ces deux essais avec un modeéle POD intermédiaire, préalablement construit
de facon a étre valable sur toute la plage de fonctionnement du dispositif, afin de générer des
snapshots non linéaires. La encore, le nombre de pas de temps simulés pour chacun de ces deux essais
peut étre évalué en s’intéressant a I'erreur de compression dans la base réduite des termes matriciels
non linéaires. Cependant, comme on I'a vu dans le cas de la POD, méme si cette stratégie a été
appliquée a des probléemes magnétostatiques, elle peut mener a de trop fortes approximations des
régimes de fonctionnement intermédiaires dans le cas magnéto-quasistatique avec prise en compte
du mouvement.

On propose donc la troisieme stratégie (s.nl.3) qui a pour but de réduire les approximations dans les
régimes de fonctionnement intermédiaires. Comme pour la construction du modele POD avec la
stratégie s.3, elle consiste a enrichir les snapshots, issus de la stratégie s.nl.2, de vecteurs non linéaires
issus de simulations POD de régimes de fonctionnement intermédiaires. Ainsi, si un modéle POD a été
construit avec la stratégie s.3, on I'utilise pour re-simuler les essais qui ont servi a le construire, et
générer des snapshots permettant de construire la base des termes matriciels non linéaires pour
chacun de ces essais. Le nombre de pas de temps simulés pour chacun des essais peut étre évalué par
le biais de I’erreur de compression des snapshots (cf. équation (276)) dans la base des termes matriciels
non linéaires. En procédant de cette fagcon, on s’assure que la base est capable d’approximer
correctement les termes matriciels non linéaires associés aux régimes de fonctionnement
intermédiaires, et on obtient donc un modeéle réduit valable sur toute la plage de fonctionnement du
dispositif.

[11.B.2. Calcul efficace des termes non linéaires

On a vu comment calculer une base réduite des termes matriciels non linéaires IT € R¥N*? 3 partir
d’une matrice de snapshots, et comment calculer une matrice de masque Z € R¥z*¥ avec I'une des
méthodes présentées en III.A.1. Ensuite, on construit une approximation G(+) du vecteur non linéaire
G(*) par (325), comme décrit en Ill.A.2.c). Nous allons maintenant montrer comment I'utilisation de
cette approximation peut permettre de réduire le temps de calcul du modeéle réduit POD. Avec la
décomposition (289) de la matrice non linéaire, et en utilisant G(+) tel que défini par I'équation (325)
dans I'expression du résidu R(X]'-‘) (140), on introduit I'approximation du résidu T\‘(X]’-‘) :

% K K ~
R(X}) = [? + M + Movl(gk)]le‘( — FVk — ?Xk‘l +G(X}) k=1,..,N, (330

On considére alors la base POD W € R¥*™ que I'on utilise pour appliquer une projection de Galerkin
(cf. 1LA.1) sur I'approximation du résidu, ce qui nous donne le résidu réduit interpolé :

~ K K _ ~
R, (q’Xr?) = [Tr + My, + Movl,r(ejf)] Xr? ~F, V¥~ Trxrk Ty G, ('I’Xr;-c) (331)
ol My, , € R ™ et G,.(*) € R™ sont définis par :
My = P M i, ¥ G, (1) ="G() (332)

Pour mettre en évidence l'intérét de la méthode, et comment elle permet d’accélérer I'évaluation du
vecteur non linéaire, nous développons I'expression de G,(-) en combinant (332) et (325) :

G.() =¥[|;]"6|;() (333)
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Le calcul efficace de G,-(+) consiste alors a définir une matrice rectangulaire Q € R™ "z, qui ne dépend
pas du résultat et peut donc étre précalculée a partir des matrices ¥, Il et Z par :

Q =vthm|,]* (334)
On a alors:

G.() =QG|z(") (335)

Ainsi, a chaque résolution du systeme réduit, il faut seulement évaluer N, << N composantes de G(*)
sélectionnées par le masque pour construire le vecteur G|z(+) € R"z, puis effectuer le produit de Ia
matrice Q avec ce vecteur. La complexité de cette opération dépend de n X N,, alors qu’on rappelle
gu’elle dépendait de n X N dans le cas de l"utilisation de la méthode POD seule.

On s’intéresse maintenant au calcul de la jacobienne réduite du probléme non linéaire associée au
résidu Tir(-) tel que défini par I'’équation (331). Ce résidu s’exprime comme une fonction du terme
YX.,, mais la base réduite est constante et il ne dépend donc en réalité que de la solution réduite X,..
On peut donc définir la jacobienne réduite]r telle que :

Jr:U. €eR" -] .(U,) = % € R™ ™ (336)

En remplagant U, par le vecteur inconnu ‘I’Xr?, ona:

G, (qlxrjf ) -

N K
Jr ('I’Xr;.() = TT + My, - + Movl,r(ej”() + 0X,

nxn

On peut séparer I'expression de cette jacobienne en sa partie linéaire ]um ER et sa partie non

linéaire J ,; -(-) € R™™

J-() = Juny +Jur ) (338)
- K
Jiinr = Tr + M + Movl,r(gf"c) (339)
Yal k
Joir (qJXr’F) = M (340)
' j X,

En utilisant I’expression de G,-(-) définie en (335) dans la dérivée du terme matriciel non linéaire (340),
et puisque la matrice Q et le masque Z ne dépendent pas de X,-, ona:

) o6 (¥x,")

Jir (PX,%) = Q2 ———2~ (341)
nlr ( rj) aXr
Puis, en utilisant la loi de dérivation composée, on peut déduire que :
k k
Fuur (#5,5) = 02 (vx]) owx,] @)
ner " X X,
06 (¥x,")

~ 343
Tur (¥%,5) = @2 —5 =% ¢4

. 0G( s . L L . - Lo
Or, la matrice % correspond a la partie non linéaire de la matrice jacobienne J(-) telle que définie

en |.B.8.b), et la partie non linéaire de la jacobienne réduite s’écrit finalement :
Tuir (PX5) = @z] (¥X,%) w (344)
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Que I'on peut réécrire, pour avoir les mémes notations que (335) :

JurO)=QI:(O)¥ (345)

Une fois de plus, en effectuant astucieusement les opérations matricielles, on peut accélérer
grandement les temps de construction de la matrice non linéaire. A chaque résolution du systeme
réduit, on calcule les N, < N lignes sélectionnées par le masque de J(+), pour construire la matrice
J1z() € RNz*N et on effectue le produit matriciel avec la base ¥, qui est rapide car la matrice J|z(*)
est creuse. On peut finalement effectuer le produit des matrices réduites Q et J|;(-) ¥ € RNz*" pour
construire la jacobienne non linéaire réduite J ,; ().

[11.B.3. Modélisation hybride GNAT

On cherche a construire un modeéle réduit POD, couplé a I'approximation des termes matriciels non
linéaires par la méthode GNAT, qui soit robuste et stable. Pour assurer la stabilité du modele réduit,
on a vu qu’il était nécessaire d’utiliser une base POD différente de ce qui se fait classiquement, en
prenant comme snapshots non pas les solutions du systeme matriciel EF a chaque pas de temps, mais
I'incrément de la solution a I'issue de la boucle non linéaire. Ainsi, on définit la matrice de snapshots
S, comme :

Sy = (AX|AX?]--- |AXNs) € RN*Ns (346)

avec AX¥ défini par (326). On peut alors déduire la base réduite ¥, € RV*™ en utilisant une SVD (cf.
I1.B.1) sur la matrice de snapshots S,, que I'on tronque a I'ordre n. Cette base réduite permet de
construire un modele POD (cf. équation (280)), que I'on peut utiliser pour générer des snapshots non
linéaires enregistrés a chaque résolution de la procédure de Newton-Raphson. On définit ainsi la
matrice de snapshots des vecteurs non linéaires C € RVN*Nr d’apres (328) en utilisant la Procédure 1,
ou N, est le nombre total de résolutions de Newton-Raphson sur les N; pas de temps simulés. On
construit la base non linéaire IT € RV*? en utilisant une SVD sur la matrice C, que I'on tronque a I'ordre
b aprés avoir calculé le masque Z € RVz*N 3 I'aide de la méthode S-(Q)DEIM (cf. I11.A.1.b)(1)). On
définit alors la matrice Q € R™Nz d’aprés (334) avec les bases réduites W, et IT et le masque Z, qui
nous servira a reconstruire les termes matriciels non linéaires calculés sur le masque directement dans
la base POD. On peut alors utiliser 'approximation du vecteur G(+) (325) non linéaire réduit (335) dans
I’'expression du résidu réduit interpolé (331), et 'approximation de la jacobienne non linéaire réduite
(345) dans (337). Le probleme réduit, avec les termes matriciels non linéaires interpolés, au pas de
temps k et a l'itération j de I'algorithme de Newton-Raphson s’écrit alors :

Trouver X]’-‘Hr € R" tel que
-1
k _ vk 7 k D k —
Xfo, =Xf — []T (‘I’er)] R, (qlxrj) k=1,..,N, @47

Cependant, comme discuté précédemment, I'approximation des termes matriciels non linéaires, et
particulierement de la partie non linéaire de la jacobienne, peut générer des instabilités lors de la
résolution du systeme matriciel (347). Ainsi, pour empécher qu’une instabilité ponctuelle du systéme
réduit, qui apparait rarement lorsqu’on utilise la méthode GNAT, ne mette un terme a une simulation
du modéle réduit, on propose un modele hybride capable de « basculer » en POD sans approximation
des termes matriciels non linéaires (cf. (280)) lorsqu’on détecte une instabilité, a I'aide d’un indicateur
que I'on décrira plus loin. Ce modele hybride est pensé de la maniére suivante : avant la simulation, on
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définit un critere 1. qui servira de limite a 'indicateur de stabilité, et a chaque instance j de la boucle
de Newton-Raphson, on calcule cet indicateur i(¢;). Tant que 1/n¢ < i(gj) <1, le modéle GNAT est
considéré valide et on continue le calcul avec ce modele. En revanche, si i(g;) > 1¢, ou si i(g;) <
1/n¢, cela nous indique que le modele réduit n’est plus valide, et on abandonne la résolution du pas
de temps courant avec I'approximation des termes matriciels non linéaires. On recommence donc la
boucle non linéaire au départ, en réinjectant Xr? = X*=1 eton résout ce pas de temps avec le modéle
POD seul. On peut ensuite rebasculer sur le modéle GNAT pour le pas de temps suivant. En procédant
de la sorte, on peut s’assurer que le modeéle réduit ne conduira pas a la divergence de la boucle non
linéaire. On discutera du choix du critére 1. plus loin, aprées avoir présenté le calcul de I'indicateur de
stabilité. L’algorithme du modeéle hybride est présenté sur la Figure 74.

Il faut noter que le calcul de I'indicateur i(¢;) peut étre assez couteux en temps, et donc limiter I'intérét
des méthodes de réduction et d’approximation des termes matriciels non linéaires. Pour pallier ce
probleme, on peut décider de le calculer seulement toutes les p itérations de la boucle non linéaire,
ol p est un nombre entier choisi par I'utilisateur (par exemple p = 5), et ainsi réduire I'effort de calcul.

Méthode Overlapping
Projection

Movl,r(ek) switch =. False.

Newton-Raphson

ﬁr (‘PAXr;'{) jnl,r (IPAX].;C) R, ((PAer'() I ('PAX,«;-C)
non ®

oui

k=k+1

X, =, Do) B (0n) K, = [ )] R ()

POD

j=j+1

Figure 74 - Schéma récapitulatif de I’algorithme de résolution GNAT hybride du probléme magnéto-quasistatique non
linéaire

[11.B.4. Indicateur de stabilité

Dans cette partie, on cherche a définir un indicateur qui permet de détecter I'apparition d’instabilités
dans le systeme matriciel du modeéle GNAT, afin de définir le modeéle hybride capable de basculer en
POD seule, qui est beaucoup plus stable, lorsque c’est nécessaire. A la suite de nombreux tests, on a
remarqué que ces instabilités sont dues au fait que la jacobienne du systeme, qui est symétrique par
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définition dans le calcul EF et le calcul POD, ne I'est plus nécessairement lorsque sa partie non linéaire
est approximée par (345). Quand le phénomeéne d’asymétrie se produit, il se traduit par un brusque
changement du conditionnement de la matrice J,.(*), ce qui dégrade fortement le systéme matriciel et
conduit dans de nombreux cas a la divergence de la boucle non linéaire. Ainsi, I'évolution du
conditionnement de la matrice J,.(-) semble étre un bon candidat pour estimer la validité du modéle
réduit, et on propose donc de I'utiliser comme indicateur de stabilité. Pour ce faire, a chaque itération
de la boucle de Newton-Raphson, lorsqu’on a caIcuIé]nl,r(-) avec la GNAT d’apreés (345), on construit
la matrice jacobienne réduite J,-(-) avec (338)(339) et on calcule son conditionnement C[J,-()] :

cT-O1 = [T Ol O™, (348)

Si I'itération de la boucle de Newton-Raphson correspond a la premiere du pas de temps courant (i.e.
j = 1), le conditionnement est sauvegardé comme référence pour les itérations non linéaires
suivantes :

¢, = C[J.(¥X,9)] (349)

Pour les itérations de résolution du systéme non linéaire suivantes du méme pas de temps, on calculera
donc le conditionnement relatif défini par :

g U (PX0)] 50

L'idée derriere cette approche est de détecter les changements de conditionnement brusques de la
jacobienne réduite au sein d’un méme pas de temps, qui ne devraient pas apparaitre lorsqu’une
discrétisation temporelle suffisamment petite est utilisée. Ainsi, on a i(ej) = Cj””l, que l'on peut
comparer au critere 1. défini dans I'algorithme hybride (cf. 11.B.3).

Concernant le choix du critére n,. par I'utilisateur, I'approche proposée consiste a enregistrer le
conditionnement relatif de la jacobienne réduite dans le cas d’une simulation avec le modele POD,
sans approximation des termes matriciels non linéaires, qui servira de référence. On considere alors
que le conditionnement relatif de la jacobienne réduite dans le cas du modele POD avec approximation
GNAT doit évoluer de maniére similaire, et on définit le critére de sorte a ce que 1. (et respectivement
1/n¢) soit toujours supérieur (respectivement inférieur) au conditionnement relatif de référence.
L’évolution du conditionnement relatif de la jacobienne réduite est illustré sur la Figure 75 pour une
simulation de la machine asynchrone sur 12 périodes électrique en régime nominal, avec le modele
POD décrit en I.C.2.a). Dans notre cas d’application, on remarque alors que ce conditionnement relatif
reste toujours proche de 1, sans jamais dépasser 2 ou descendre en dessous de 0.5, on peut alors
choisir ne = 2. Pour illustrer I'intérét de cette approche, on compare, sur la Figure 76, I’évolution du
conditionnement relatif de la jacobienne réduite dans le cas d’'une simulation du régime nominal de la
machine par un modeéle GNAT « classique », et par le modele hybride basé sur cet indicateur de
stabilité, et pour lequel on a posé 1 = 2. Les deux modeéles sont construits de la méme fagon, comme
décrit en Ill.C.1.a), la seule différence étant la capacité du modele hybride a basculer en POD sans
approximation des termes matriciels non linéaires. On voit que les deux modeles donnent les mémes
résultats tant que le conditionnement est faible (borné par le critere 1), ce qui était attendu de par la
construction identique des deux modéles réduits. En revanche, on observe, autour de la 650
instance de résolution une augmentation soudaine du conditionnement relatif jusqu’a une valeur de
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i(sj) = 6. Dans le cas du modele hybride, cela déclenche le basculement en POD seule, qui permet de
résoudre le pas de temps courant et de continuer la simulation. On voit par ailleurs que I'indicateur
dépasse la valeur seuil plusieurs fois entre la 650°™ et la 1200°™ instance de calcul, ce qui correspond
au milieu de la premiére période électrique pour laquelle on a de fortes saturations au sein du matériau
ferromagnétique, et I'utilisation du modele hybride permet de passer ces pas de temps « difficiles »
sans divergence de la boucle non linéaire. Dans le cas du modéle GNAT classique, on voit que
I’'augmentation du conditionnement relatif a la 650°™ instance de calcul provoque la divergence de la
boucle non linéaire, et le calcul s’arréte. Cet exemple montre bien I'intérét du modeéle hybride et du
choix d’un indicateur de stabilité basé sur le conditionnement de la jacobienne réduite.
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Figure 75 — Evolution du conditionnement relatif de la jacobienne réduite lors d’une simulation réduite POD de la
machine asynchrone en régime de fonctionnement nominal
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Figure 76 - Evolutions du conditionnement relatif de la jacobienne réduite lors d’une simulation réduite GNAT de la
machine asynchrone en régime de fonctionnement nominal, avec le modéle hybride (bleu) et avec le modéle « classique »
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Enfin, comme le calcul du conditionnement de la jacobienne réduite par (348) requiert I'inversion de
la matrice, qui est pleine suite a la projection dans la base POD, il est assez colteux en temps de calcul.
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[11.B.5. Schéma de résolution final

L'algorithme de résolution du probleme magnéto-quasistatique non linéaire avec prise en compte du
mouvement, avec le modele réduit GNAT hybride, et apres calcul des bases W, IT et du masque Z,
est présenté ci-dessous, et illustré sur la Figure 74 :

Entrées : vecteur initial X° = 0 et nombre de pas de temps N,
criteres d’arrét de la boucle non linéaire €,,; et N
base linéaire ¥y, non linéaire IT et masque Z
critére de conditionnement 1. et fréquence de calcul p

Sortie : solutions X* pourk =1, ..., N,

Initialisation : Projection des matrices EF K, M;;,, et F dans la base Wy,
Calcul de la base oblique Q d’aprés (334)
Pourk =1,..,N;:
Initialisation : switch =. False.
Calcul de 8% d’apres la vitesse angulaire imposée
Calcul de M, (6%) et projection dans la base ¥,

Algorithme de Newton Raphson pour calculer X¥ :
—® Initialisation:j = letn =¢,; +1
Tantquej < N etn > e, :
Si switch =.False. :
Calcul de Gl (¥aX,¥) et]1; (¥aX, %) ¥,
Approximation de G, ('I’AXr;?) d’apres (335)
Approximation de 7nl,r ('PAXT?) d’apres (345)

Calcul de R, (‘I’AXT;?) par I’équation (331) et de ], ('I’AXT?) par (338)(339)
Sij=1:
Calcul de C; d’apres (349)
Sinonsi jmodp =0
Calcul de Cj”"l d’aprés (350)
Si Cj”"l > N i switch =.True.

Fin si
Calcul de Xrﬁ_l par I’équation (347)
Sinon :
k T k N
Calcul de G ('I’AXTJ.) et] ('I’AXTJ.) et projections dans la base ¥,
Calcul de R, ('PAXT?) etdeJ, ('I’AXr;.‘) par (140), (142) et (284)
Calcul de XT?H par (283)
Fin si
Xk -x.k
Calculden = —” S ”
%
Incrémentationdej =j + 1
Fin tant que
Solution finale X = ‘I’AXT?

Fin pour
Algorithme 10 — Résolution du probléme magnéto-quasistatique non linéaire par le modéle hybride GNAT
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l1.C. Applications a des problemes électromagnétiques non linéaires

On se replace maintenant dans le contexte du probléme magnéto-quasistatique non linéaire avec
mouvement et couplage circuit, ou on impose les tensions aux bornes des inducteurs, tel que décrit
par I'équation (128) en 1.B.8. Comme dans le chapitre précédent, on note N4 le nombre d’inconnues
associées au potentiel vecteur, et n! le nombre d’inconnues de courant. On a choisi de ne pas réduire
les équations de circuit, la base réduite ¥, € RV*™, ou N = N, + n! et m = n + n!, associée au
systeme complet se décompose donc :

Yra 0
0

p, = 8 351)

1
0O 0 -
0 0 1
La base W, € R¥4%™ ne concerne donc que I'inconnue potentiel vecteur, et sera alors construite a
partir de la restriction de la matrice de snapshots aux inconnues EF. De la méme manieére, les termes
matriciels non linéaires approchés par la GNAT dépendent uniquement des inconnues en potentiel
vecteur, et sont ensuite étendues en construisant le vecteur GZ(-) € R™ et la matrice J&i .(-) €

R™*™  pour le couplage circuit :

G, Jrur©
Groy=| 9 Jrir() =
0

(e}
o o

352
0 (352)

o
o O O

0
[1.C.1. Probléeme magnéto-quasistatique

Dans cette partie, nous cherchons a appliquer la méthodologie de réduction hybride GNAT au
probléme magnéto-quasistatique non linéaire avec mouvement et couplage circuit décrit en 1.C.2
(équation (132)). En reprenant le probleme POD discrétisé en temps (280), construit a partir du

probléme EF (132) projeté dans la base ¥, € RVM*™, et en introduisant I"approximation GNAT (335)

]RNXb RNZXN

dans la base non linéaire II € avec le masque Z € on obtient le probléme réduit

approché :

Trouver X*.. € R™ tel que
K k k fa k k K k-1 k = 353
L Mijny + Moyt (6%) XK, + G, (PX,)=F, v +=LXl k=1 N G

Comme dans le cas du modéle POD, on note Hkr la position du rotor obtenue avec le modele réduit,
et le systeme d’équations mécanique s’écrit comme en 11.C.2 (cf. équations (281) et (282)). L’équation
(353) est résolue en appliquant la méthode de Newton-Raphson, comme cela est aussi le cas avec le
systéme matriciel EF (cf. 1.B.8.b)) et le systeme POD (cf. II.C.2). Le probléme réduit au pas de temps k
et a l'itération j de I'algorithme de Newton-Raphson s’écrit alors :

Trouver X]’-‘Hr € R™ tel que
-1
k _ vk 7 k D k —
Xfo, =Xf — []T (‘I’er)] R, (qlxrj) k=1,..,N, (54

ou les matrices R,.(*) € R™ et J,.() € R™ ™ sont calculées a I'aide de la méthode GNAT, d’aprés les
équations (331)(335) et (338)(339)(345).
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Pour évaluer les performances du modele GNAT hybride, on reprend les deux applications industrielles
définies dans I.C.1, et pour lesquelles on a cherché a introduire astucieusement des modeles réduits
POD dans 1I.C.2. Comme pour le modele réduit POD, on résout le systéme GNAT hybride avec une
méthode directe (décomposition LU) car les matrices sont pleines apres projection (cf. 1.B.8.c)).

I1.C.1.a) Variation de la tension d’alimentation

Le processus de quantification de I'augmentation des pertes Joule lors de la diminution de la tension
d’alimentation a été présenté en I.C.1.a). Dans 1l.C.2.a), nous avons montré comment construire un
modele POD valable autour du point de fonctionnement nominal de la machine, et nous I'avons
introduit dans le processus d’évaluation dans le but de réduire le temps de calcul associé. Cependant,
on a vu que le calcul et la projection des termes matriciels non linéaires a chaque étape de calcul du

modele réduit limite fortement I'accélération des temps de calcul (cf. II.C.3). Dans cette partie, on
cherche donc a évaluer un modele réduit GNAT hybride autour du régime de fonctionnement nominal
de la machine, qui, intégré astucieusement, devrait permettre d’accélérer notablement le processus

auquel on s’intéresse ici.

On a vu dans le chapitre précédent comment construire une base POD de bonne qualité pour le
fonctionnement de la machine en régime nominal, a partir de deux matrices de snapshots (cf. I.C.2.a)).
L'une regroupe des résultats des potentiels vecteurs en régime transitoire, tandis que I'autre contient
des résultats du régime permanent. Le but de cette approche est de construire deux bases, chacune
associée a un régime de fonctionnement, et les concaténer pour construire la base réduite du modele
POD. Ce choix était motivé par I'observation que les informations sur le régime permanent sont
souvent ignorées lors de la troncature car trop peu énergétiques. On va donc reprendre cette
méthodologie de construction de la base, puisque le modéle POD construit de cette fagon a donné de
bons résultats. Cependant, comme on cherche a construire un modele POD avec |'approximation
GNAT, les snapshots que I'on doit considérer ne sont pas les résultats, mais leur incrément a l'issue de
la boucle non linéaire (cf. équation (326)). On concaténe donc les incréments des résultats des

potentiels vecteurs, des 6 premiéres périodes électriques (régime transitoire) dans la matrice de

tran ¢ pN4x1080

perm
[ €

snapshots S .

, et des deux derniéres (régime permanent) dans la matrice S,

RN4%360 On applique une SVD (cf. II.B.1) sur chacune de ces deux matrices, et on regarde la
décroissance des valeurs singuliéres afin de confirmer que les rangs de troncature utilisés au chapitre
précédent sont toujours adaptés (Figure 77). Comme dans le chapitre précédent, on observe une forte
décroissance avant la 100°™ valeur pour la matrice de snapshots du régime transitoire, puis un coude
et une décroissance plus lente au-dela. Pour la matrice du régime permanent, la décroissance ralentit
a partir de la 50°™ valeur singuliére. On choisit donc de conserver les rangs de troncature utilisés pour

définir le modele POD au chapitre précédent, et on tronque la décomposition de SAZ)T“" au rang
n

N¢ran = 100, pour construire la base ¥,7*" € RNa*Meran, et la décomposition de $,P“"™ au rang
n n

Nperm = 50, pour construire la base W,P™ € R¥4*™perm On concaténe ces deux bases pour
n
construire ¥ € RNAX ol n = Nypgn + Nperm, QUi sera adaptée pour approximer a la fois les
n

résultats du régime transitoire et ceux du régime permanent.
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Figure 77 — Poids relatifs des valeurs singulieres issues de la SVD appliquée sur la matrice Sy,

On peut noter que la décroissance des valeurs singuliéres des matrices de snapshots construites a
partir des incréments des solutions est plus lente que celles associées aux solutions (cf. 11.C.2.a)). On
peut le voir en prenant comme exemple le poids relatif de la 100%™ valeur singuliére des matrices du
régime transitoire, qui était de 'ordre de 1073 pour S& %" et est environ 3 - 1072 pour SAZ:n. Cela

montre d’une part que les deux bases obtenues ne contiennent pas les mémes informations, et
implique d’autre part que l'erreur d’approximation POD sera plus importante avec la base réduite

Py, -

Comme on s’intéresse a un régime de fonctionnement spécifique de la machine, on a utilisé la stratégie
s.1 pour générer les snapshots des solutions, et on utilise la stratégie s.nl.1 pour générer les snapshots
des termes matriciels non linéaires. On peut donc construire le modéle réduit POD par projection de
Ritz-Galerkin (cf. Il.LA.1) dans la base 'I’Awn étendue pour le couplage circuit par (351), pour reproduire

I'essai a vitesse nominale, et générer des snapshots des termes matriciels non linéaires selon la
Procédure 1 de la GNAT. Les parametres de simulation du modele réduit sont identiques a ceux du
modele EF associé, tels que décrit dans I.C.2.c). Les snapshots des termes matriciels non linéaires issus
de la simulation du modele POD sont enregistrés dans la matrice C,,, € RN4*Nr (328), ou N, = 6480
correspond a toutes les instances non linéaires des 5 premiéres périodes électriques de la simulation.
En effet, en observant les décroissances des valeurs singulieres associées a des matrices de snapshots
construites a partir des vecteurs non linéaires des 3, 5, 7 et 9 premieres périodes électriques sur la
Figure 78, on remarque peu de changement au-dela de 5 périodes. Cela nous indique que les
informations importantes sur les termes matriciels non linéaires sont concentrées dans le régime
transitoire, et particulierement les 5 premiéres périodes électriques pour ce cas d’application. On peut
expliquer cela par le fait que le régime transitoire correspond a de trés fortes saturations du matériau
ferromagnétique, ce qui génere des snapshots non linéaires tres riches en information.
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Figure 78 - Poids relatifs des valeurs singulieres issues de la SVD appliquée sur des matrices de snapshots construites a
partir de vecteurs non linéaires sur 3, 5, 7 et 9 périodes électriques

Il faut alors déterminer le rang de troncature b de la base non linéaire Ha,n € RN4*P ainsi que la taille
N, du masque Z,, € RNzXNa et ces deux paramétres ont une importance capitale puisqu’ils ont un
grand impact sur la stabilité du modele réduit GNAT. Il n’existe pas de procédure pour les fixer dans la
littérature, on choisit donc de tester plusieurs valeurs de ces parametres, en utilisant le modéle GNAT
hybride pour simuler I'essai a vitesse nominale sur 12 périodes électriques, avec un critére de
conditionnement 1 = 2 et une fréquence de calcul de I'indicateur de stabilité p = 1. On enregistre
le nombre de pas de temps pour lesquels le modele hybride a du basculé en POD sans approximation
des termes matriciels non linéaires, que I'on note ng,,, qui est un bon indicateur de la stabilité du
modele GNAT. On cherche alors les valeurs de b et de N, les plus basses associées a une valeur
minimale de ng,,. Ainsi, on construit 'approximation GNAT selon deux critéres : avoir un modéle réduit
rapide, d’ou le choix de chercher les valeurs de paramétres les plus basses, et avoir un modeéle stable,
c’est pourquoi on cherche a minimiser ng,,,. Ainsi, les valeurs de parameétres GNAT qui ont été testées
sontb = 310, b = 360 et b = 450 pour la base des termes matriciels non linéaire, et N, = 630, N, =
700, N, = 800 et N, = 1000 pour le masque, et les résultats sont présentés sur le Tableau 7.
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N, = 630 N, = 700 N, = 800 N, = 1000

b =310 29 - - 5
b =360 13 1 0 0
b = 450 13 1 0 0

Tableau 7 — Nombre de fois ou le modele GNAT hybride a basculé en POD sans approximation GNAT a cause d’une
évolution trop brusque du conditionnement de la jacobienne réduite, pour différentes tailles de base non linéaire et de
masque (simulation a la vitesse nominale)

Les valeurs de paramétres de la GNAT qui correspondent a nos critéres de recherche sont donc b =
360 et N, = 800, qui permettent d’avoir un modéle GNAT assez stable pour effectuer toute la
simulation sans jamais basculer sur un modele POD sans approximation GNAT. On utilise alors la base
non linéaire I1,, € RN4X3%0 et le masque Z,, € R®°%*N4, ainsi que la base POD ¥, € RN4*150

pour construire la matrice Q,,, € R™Nz d’aprés (334), et donc le modéle GNAT. On représente les
éléments du maillage qui sont connexes aux inconnues sélectionnées par le masque Z,, sur la Figure
79, et on observe qu’ils se situent principalement au niveau de |'entrefer aux extrémités des dents
rotoriques et statoriques, ainsi qu’au niveau des coins des encoches au stator, qui correspondent aux
endroits ou il y a de fortes variations de champ magnétique.

On utilise le modele GNAT, en étendant la base 'I’Aw aux inconnues de courants comme décrit par
n

(351) pour effectuer les mémes simulations qu’au chapitre précédent autour du point de
fonctionnement (cf. 11.C.2.a)). On commence par reproduire I'essai a vitesse nominale pour la tension
nominale et pour une tension réduite (U = 0,8 - U,,), et on compare les résultats avec ceux issus de
simulations équivalentes avec le modéle EF, pour évaluer la validité du modele réduit GNAT. On
présente les courants (Figure 80), les pertes Joule (Figure 81) et le couple électromagnétique (Figure
82), chaque figure montre les résultats du modeéle EF en trait plein, noir pour la simulation a tension
nominale et bleu pour celle a tension réduite, ainsi que les résultats du modéle GNAT en trait
discontinu, rouge pour la simulation a tension nominale et bleu pour la tension réduite. Sur chacune
des figures, un encart présente les résultats des deux derniéres périodes du régime de fonctionnement
simulé. En observant les courants, on voit que le modele GNAT est précis pour les deux tensions
d’alimentation, mais introduit un bruit sous la forme d’oscillations que I'on ne voyait pas avec le
modele POD du chapitre précédent (cf. 11.C.2.a)). Cela est d(i a la procédure de construction de la base
réduite avec les incréments des solutions, qui génére une erreur d’approximation plus importante
gu’une base réduite construite a partir des solutions, a rang de troncature équivalent. Quand on
s’intéresse aux pertes Joule, on voit que le modéle réduit GNAT est trés précis pour la simulation a
tension nominale, puisque la valeur d’intérét est reconstruite quasiment parfaitement, et présente
une erreur de I'ordre de 5% plus faible que celle du modéle POD du chapitre précédent. Cela s’explique
par la nature des snapshots qui ont servi a construire la base ‘I’Awn, gue I'on peut assimiler a la dérivée

temporelle du potentiel vecteur, or les pertes Joule se calculent en partie a partir de cette quantité.
Pour la simulation a tension réduite, on retrouve un écart de I'ordre de 10% avec le modéle GNAT.
Enfin, les résultats du modéle réduit GNAT sont trés précis sur le couple, a tension nominale et tension
réduite, on observe bien une diminution du couple électromagnétique lorsque la tension diminue.

135



AVAYAVAVAVAvav,
TRy
I, VAN,
o ey

AR
5

Q/
V)
A
'-m?"l’cf‘

VAV,

\7
K
) rm‘"

S

V4
MF
ézx

\
AVAVAY:
0
]

vg;

A
AVAN
"ﬂv

FAVAY
&

AVAV

VAN

Vs.lm
R

A

v

K]
2
s

(A
i
Yk

e

REe
a¥i

i
&

o,
# Ly
g

v
2

SELR,

Y e
s e r...ni'é'ﬁ‘i#p
OGO XKD

S

=

var
WAL

VAN
X
=

T LT
}Aﬂ PRk m:‘:‘wsﬂ
e
A ‘v\gﬁ’uwmmﬂA
DNNANNNNIN

Figure 79 — Eléments du maillage connexes aux arétes sélectionnées par le masque Z,, (noir)

Enfin, on s’intéresse a I'erreur générée par le modéle GNAT sur les répartitions de champ B et J, pour
I'essai a vitesse et tension nominales, que I'on présente pour le régime permanent (en milieu de la
12%™ période électrique). On présente la répartition de B issue du modéle EF ainsi que |'erreur absolue
générée par le modele GNAT sur la Figure 83. On voit que le modeéle réduit est précis car il génere une
erreur faible dans la majorité du domaine, et on remarque des zones ou |'erreur est plus élevée, au
niveau de I'entrefer et a proximité des encoches du stator. Par ailleurs, la répartition de J obtenue par
le modele EF est présentée sur la Figure 84, ainsi que I'erreur absolue issue du modele GNAT. On

remarque des erreurs faibles dans la majorité du domaine, avec des écarts assez importants sur les
extrémités des barres.
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Evolution temporelle des courants
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Figure 80 - Evolutions des courants circulant dans les bobines statoriques pour I’essai a vitesse nominale et tension
nominale, calculées par le modéle EF (noir) et le modele GNAT (rouge discontinu), et a tension réduite par le modéle EF
(bleu) et le modele GNAT (magenta discontinu)

Evolution temporelle des pertes Joules
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Figure 81 - Evolutions des pertes Joule dans la machine pour 1’essai a vitesse nominale et tension nominale, calculées par
le modele EF (noir) et le modéle GNAT (rouge discontinu), et a tension réduite par le modeéle EF (bleu) et le modele
GNAT (magenta discontinu)
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Evolution temporelle du couple electromagnetique
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Figure 82 - Evolutions du couple électromagnétique pour 1’essai a vitesse nominale et tension nominale, calculées par le
modéle EF (noir) et le modéle GNAT (rouge discontinu), et a tension réduite par le modéle EF (bleu) et le modéle GNAT
(magenta discontinu)
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Figure 83 - Champs d’induction magnétique au sein de la machine asynchrone pour I’essai & vitesse et tension nominale
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répartition obtenue avec simulation EF, (b) : erreur absolue issue du modele GNAT

On s’intéresse maintenant au cas d’intérét pratique pour lequel on va tester le modéle GNAT. En
appliguant la méthodologie décrite dans I.C.1.a), on obtient une estimation de la vitesse
correspondant au couple nominal a tension réduite a 98.77% de la vitesse de synchronisme, comme
dans le chapitre précédent (cf. Il.C.2.a)). On effectue alors une simulation a cette nouvelle vitesse et a
tension réduite avec le modeéle réduit GNAT, afin de vérifier que I'on retrouve bien le couple nominal
et d’évaluer 'augmentation des pertes Joule. On compare les résultats avec ceux issus du modéle EF
sur le couple électromagnétique (Figure 85) et les pertes Joule (Figure 86).

En s’intéressant au couple électromagnétique, on voit que le modele GNAT donne de trés bons
résultats au début du régime transitoire, puis présente des écarts mais conduit finalement a une valeur
de couple moyen en régime permanent tres proche du modeéle EF. Lorsqu’on regarde les pertes Joule,
le modele réduit donne une fois de plus des résultats trés précis pour le régime transitoire, mais génere
une surestimation d’environ 15% de cette valeur en régime permanent. Comme au chapitre précédent,
ons’intéresse a I'écart AP; entre les pertes Joule moyennes a tension nominale et vitesse nominale, et
les pertes a tension réduite et vitesse diminuée. De plus, on s’intéresse a I'écart AP entre les pertes
fers P¢ calculées pour les deux essais, d’aprés (164) au stator et (165) au rotor. Ces résultats sont
calculés par rapport aux pertes nominales de la machine, en pourcentage, et présentés sur le Tableau
8. Le modele EF donne une augmentation relative des pertes Joule de 0.406% de la puissance nominale
contre 0.529% avec le modele GNAT, et une diminution relative des pertes fers de 0,165% de Ila
puissance nominale contre 0,15% avec le modele GNAT, ce qui est acceptable dans un contexte de
bureau d’étude.
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Evolution temporelle du couple electromagnetique
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Figure 85 - Evolutions du couple électromagnétique pour 1’essai a vitesse diminuée et tension réduite, calculées par le
modele EF (noir) et le modéle GNAT (rouge discontinu)

Evolution temporelle des pertes Joules

2.00
—— 0.8Un modele EF
---= 0.8Un modele GNAT

1.75
s0{ {{ 0 EmTmmTTTTE T ;
- |
£ 125 :
< '
n |
2 1.00 i
3 1
] i
- \
Lors :
7} i
a 1
0.50 f
0.210 0215 0.220 0.225 0230 0.235 0.240 E
_________________________ B U

0.25 .
~L_
e S :
0.00 S ——
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Temps (s)
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modele EF (noir) et le modéle GNAT (rouge discontinu)
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Tension nominale Tension réduite Ecart
Vitesse nominale Vitesse diminuée car
PJ, Pf Pj Pf AP] APf
Modeéle EF
0,879 0,625 1,285 0,46 0,406 0,165
Modeéle
GNAT 0,904 0,63 1,435 0,48 0,529 0,15

Tableau 8 - Valeurs moyennes des pertes pour 1’essai a tension et vitesse nominale, et 1’essai a tension réduite et vitesse
diminuée, et écarts, pour le modele EF et le modéle GNAT. Les valeurs sont exprimées en pourcentage des pertes
nominales de la machine.

Pour aller plus loin, on s’intéresse a I'erreur générée par le modeéle GNAT sur les répartitions de champ
B et J en régime permanent (milieu de la 12°™ période électrique). On présente la répartition de B
issue du modele EF ainsi que I’erreur absolue générée par le modele GNAT sur la Figure 87. On observe
une fois de plus de bons résultats du modéle réduit, avec de faibles erreurs équitablement réparties
sur tout le domaine, et des erreurs plus importantes au niveau des encoches stator. Sur la Figure 88,
la répartition de J obtenue par le modéle EF est comparée a I'erreur absolue issue du modéle GNAT,
et on remarque encore une fois des erreurs importantes mais localisées sur les extrémités des barres.
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Figure 87 - Champs d’induction magnétique au sein de la machine asynchrone pour I’essai a vitesse diminuée et tension
réduite (@) : répartition obtenue avec simulation EF, (b) : erreur absolue issue du modéle GNAT
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Ainsi, comme présenté dans le chapitre précédent, on a utilisé les résultats d’une simulation EF a
vitesse et tension nominale pour construire des matrices de snapshots et générer une base réduite.
On a pu utiliser cette base pour générer un modele réduit par POD, qui a servi a générer des snapshots
des termes matriciels non linéaires en simulant les 5 premiéres périodes électriques de la simulation
en régime nominal. On a construit une base réduite non linéaire et un masque, dont les tailles ont été
déterminées en utilisant un modele hybride GNAT, qui évalue la stabilité du systéme par le
conditionnement relatif de la jacobienne, et bascule en POD sans approximation des termes matriciels
non linéaires si nécessaire. On a cherché les tailles de base non linéaire et de masque les plus basses
gui minimisait le nombre de bascules du modele hybride, et on a ainsi définit le modéle réduit GNAT,
gu’on a validé sur I'essai en régime nominal. On a aussi montré que ce modele réduit GNAT donnait
de bons résultats pour un essai a tension réduite, et ce sans introduire d’information supplémentaire
dans les bases. On a utilisé la méthodologie issue des sciences de I'ingénieur présentée aux chapitres
précédents (cf. I.C.1.a) et I.C.2.a)) pour déterminer une nouvelle vitesse de rotation, et on a simulé ce
nouveau régime de fonctionnement avec le modéle GNAT, a tension et vitesse réduite, pour vérifier
gue le couple est bien égal a sa valeur nominale, et évaluer I'augmentation des pertes. On en conclut
gue le modele réduit GNAT est satisfaisant pour évaluer le comportement de la machine dans ce cas
d’application d’intérét industriel, ol I'on s’intéresse a la variation des pertes Joule et pertes fers autour
du régime de fonctionnement nominal. On peut donc I'introduire dans la procédure d’étude illustrée
au chapitre précédent a la place du modele réduit POD, ce qui permet d’améliorer notablement
I"accélération du temps de calcul de cette procédure. On présente sur la Figure 89 la procédure d’étude
du fonctionnement a tension réduite basée sur une approche mettant en ceuvre le modele réduit
GNAT, en utilisant les mémes notations qu’au chapitre précédent et en notant C la matrice de
snapshots des vecteurs non linéaires, générés lors de la simulation réduite POD n°1. Les parties
modifiées par rapport au chapitre 2 sont mises en évidence par un encadré vert, et on constate une
fois de plus qu’il est possible d’accélérer la procédure a partir du moment ou le modeéle réduit GNAT
est plus rapide que le modele EF.
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Simulation EF n°1 Tgy

Tension nominale U = U, ’ﬁl
Vitessenominale w = w, 4

Constructionde la
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Construction de la base Calcul de la vitesse de
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F____J____'I
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Modéle réduit GNAT Modéle réduit GNAT

Figure 89 - Schéma de la procédure de quantification de 1’augmentation des pertes Joule au sein d’une machine
asynchrone en utilisant le mod¢le réduit GNAT

On s’intéresse alors aux temps de calcul des différents modeéles, afin d’évaluer le gain associé a
|"utilisation de la procédure dans laquelle on a introduit des modeles réduits. Les temps associés a la
procédure qui est classiquement utilisée (3 simulations EF cf. I.C.1.a)), sont présentés sur le Tableau 9.
On ne s’intéresse ici qu’au temps associés aux simulations de la machine asynchrone, car on considere
que le temps d’analyse des résultats (calcul de la vitesse de rotation a tension réduite, calcul de
I"augmentation des pertes) est négligeable. Comme la simulation EF n°1 est nécessaire pour construire
le modeéle réduit, elle est présente dans tous les cas dans la procédure, et on propose de ne pas la
prendre en compte dans la comparaison. A titre indicatif, on peut néanmoins noter qu’elle dure
29,95h. Les deux autres simulations EF durent entre 25h et 30h pour un total de plus de 80h de temps
de calcul pour les 3 simulations.

Simulation EF Simulation EF
o o Total
n°2 n°3
Temps (h) 27,12 24,82 51,94

Tableau 9 — Temps de calcul associés a la procédure d’évaluation de I’augmentation des pertes Joule avec le mode¢le EF

On présente alors les temps de calcul relatifs a la procédure modifiée, dans laquelle on a introduit des
modeles réduits GNAT pour les réduire, sur le Tableau 10. Le temps de calcul de la base POD comprend
la lecture des snapshots, le calcul des incréments des solutions et le calcul de la décomposition a I’aide
de la fonction inclue dans la librairie LAPACK [101]. Concernant la simulation MOR n°1, qui est
effectuée avec le modéle POD pour générer des snapshots des termes matriciels non linéaires, on ne
simule que les 5 premieres périodes électriques, car on a vu qu’elles contenaient |'essentiel de
I'information nécessaire pour approximer les termes non linéaires, et on ne calcule pas les grandeurs
d’intérét afin d’optimiser les temps de calcul. Le temps de calcul de la base des termes matriciels non
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linéaires et du masque inclut la lecture des snapshots non linéaires, le calcul de la décomposition en
valeurs singulieres et le calcul de la décomposition QR, les deux décompositions étant effectuées a
I’aide de routines inclues dans la librairie LAPACK. Enfin, les temps associés aux simulations MOR n°2
et n°3 (avec le modele GNAT), prennent en compte le calcul des deux valeurs d’intérét : couple
électromagnétique et pertes Joule. Pour la simulation MOR n°3, on prend également en compte le
temps de calcul du champ B sur la derniére période électrique, qui servira a évaluer les pertes fer (cf.
1.B.9). On voit qu’une fois construit, le modele réduit GNAT est tres intéressant puisqu’il offre un speed-
up compris entre 3 et 4 par rapport au modele EF pour une simulation du méme régime de
fonctionnement. Une précision importante doit étre faite sur les temps associés aux modeles réduits,
qui ne prennent pas en compte le calcul de I'indicateur de stabilité basé sur le conditionnement de la
jacobienne réduite (cf. Ill.B.4), puisqu’on a construit le modeéle GNAT de fagcon a ce qu’aucun
basculement en POD sans approximation des termes matriciels non linéaires ne soit nécessaire durant
les simulations.

Caleul ¥ Simulation | Calcul IT et | Simulation | Simulation Total
4| MORN°1 zZ MORN°2 | MORnN°3
Temps (h) 0,13 12,99 2,85 7,35 8,65 31,9

Tableau 10 — Temps de calcul associés a la procédure d’évaluation de 1’augmentation des pertes Joule en utilisant le
modele réduit GNAT

Finalement, le temps de calcul total de la procédure modifiée par I'insertion de modeles réduits est
plus rapide que la procédure classique de 20 heures, soit une diminution des temps de calcul d’un
facteur 2 environ.

Par ailleurs, il est possible de réutiliser le modéle réduit GNAT afin d’évaluer I'augmentation des pertes
pour une baisse de tension d’amplitude différente. Comme il est déja construit, I'accélération des
temps de calcul est d’autant plus intéressante. A titre d’exemple, on présente les résultats en termes
de pertes Joule et pertes fers pour une diminution de la tension d’alimentation a 90% de sa valeur
nominale dans le Tableau 11, ainsi que les temps de calcul des simulations EF et réduites dans le
Tableau 12. On voit que les résultats obtenus avec le modele réduit GNAT sont tres précis, puisque
I’erreur du modele réduit sur les écarts des pertes Joule et des pertes fers est inférieur a 0,1% des
pertes nominales de la machine. Concernant I'accélération des temps de calcul, le modéle GNAT
permet d’obtenir un speedup supérieur a 3 par rapport au modele EF pour cette procédure une fois le
modeéle construit.
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Tension nominale
Vitesse nominale

Tension réduite

. Lo Ecart
Vitesse diminuée

P, Py I Py AP, APy
Modéle EF
0,879 0,625 1,029 0,534 0,15 0,091
Modele
GNAT 0,904 0,63 1,078 0,546 0,174 0,084

Tableau 11 - Valeurs moyennes des pertes pour ’essai a tension et vitesse nominale, et I’essai a tension réduite (90% de la
tension nominale) et vitesse diminuée, et écarts, pour le modéle EF et le modéle GNAT. Les valeurs sont exprimées en
pourcentage des pertes nominales de la machine.

Simulation n®2 Simulation n°3 Total
Temps EF (h) 26,9 25,8 52,7
Temps GNAT (h) 7,75 8,4 16,15

Tableau 12 — Temps de calcul associés a la procédure d’évaluation de 1’augmentation des pertes Joule pour une tension
d’alimentation égale a 90% de sa valeur nominale, avec le modéle EF et avec le modéle GNAT

Pour conclure, I'utilisation de modeéle réduit dans la procédure de quantification des pertes Joule suite
a une diminution de la tension d’alimentation de la machine permet d’accélérer notablement le temps
de calcul associé, et la méthodologie proposée dans ce travail est validée.

11.C.1.b) Simulation du démarrage de la machine

On s’intéresse maintenant au second cas d’application industriel qui correspond a la simulation du
démarrage de la machine, pour lequel on cherche a construire un modele GNAT valide sur toute la
plage de vitesse de la machine. On a vu dans le chapitre précédent (cf. II.C.1) comment générer des
matrices de snapshots enrichies avec la stratégie s.3, en effectuant plusieurs simulations EF a
différentes vitesses de rotation imposées pour générer des snapshots. Par ailleurs, on a pu déterminer
a faible co(t la matrice de snapshots qui permet de construire la base de « meilleure qualité », en
analysant les décroissances relatives des valeurs singulieres et en effectuant une comparaison basée
sur une approche de projection-reconstruction des résultats des simulations a différentes vitesses (cf.
I1.C.2.b)). On reprend donc les conclusions du chapitre précédent pour construire le modeéle réduit
GNAT, et on effectue 4 simulations EF pour générer des snapshots que |I'on regroupe dans des matrices,
pour les essais suivants :

* Essai a rotor bloqué (w =07ad.s™1): §p, € RV4*360 regroupant les incréments des
résultats EF des 2 premieres périodes.
* Essai au synchronisme (w = wy) : Sp,, € RN4¥1920 regroupant les incréments des résultats

EF des 9 premiéres périodes.

€ IRNAX720

* Essaialamoitié dela vitesse de synchronisme (w = 0,5 * ;) : Spg 50, regroupant

les incréments des résultats EF des 4 premiéres périodes.

€ RNax1080

*  Essai (w =09 ws): Sro090, regroupant les incréments des résultats EF des 6

premieres périodes.
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On construit alors la matrice de snapshots enrichie S,g qui concaténe les vecteurs des 4 matrices de
snapshots, car on a vu dans le chapitre 2 que les résultats de ces 4 essais sont particulierement
intéressants pour construire une base réduite valable sur toute la plage de fonctionnement de la
machine. Comme énoncé lorsqu’on décrivait I'application industrielle précédente, il est intéressant de
remarquer que la décroissance des valeurs singulieres associée a la matrice Sjg construite a partir des
incréments des solutions EF est plus lente que celle associée a Sy (cf. [1.C.2.b)). Cela confirme ce qui a
été noté précédemment, a savoir que le type de résultat enregistré dans la matrice de snapshots
impacte fortement I'espace d’approximation associé a une base réduite calculée par SVD (cf. 11.B.1).
Dans le cas du modele GNAT, on choisit donc de construire une base réduite a partir de considérations
numériques, et qui favorisent la stabilité du systeme matriciel réduit, au détriment de considérations
physiques (POD « classique ») qui favorisent la qualité de I'approximation des solutions. On calcule
donc la base ¥,y € RN4*™ oy le rang de troncature m = 180 est choisi égal a celui du chapitre 2.

Comme on veut construire un modele valable sur toute la plage de vitesses de la machine, on a utilisé
la stratégie s.3 pour générer les snapshots, et on utilise la stratégie s.nl.3 pour générer les snapshots
des termes matriciels non linéaires. On peut donc construire le modéle réduit POD par projection de
Ritz-Galerkin (cf. 1.A.1) dans la base ¥ g étendue pour le couplage circuit par (351), et reproduire les
4 essais qui ont servi a construire Spg, pour générer des snapshots non linéaires selon la Procédure 1
de la GNAT (cf. lll.LA.2.d)). Les paramétres de simulation du modele réduit sont identiques a ceux du
modele EF associé, tels que décris dans I.C.2. Pour chaque essai, les termes matriciels non linéaires
sont enregistrés dans une matrice de snapshots :

* Essai a rotor bloqué (w = 0rad.s™ 1) : C, € RN4*4320 regroupant les termes non linéaires
des 3 premiéres périodes.

= Essai au synchronisme (w = ws) : C,,, € RV4X7200 regroupant les termes non linéaires des 5
premieres périodes.

* Essaialamoitié de la vitesse de synchronisme (w = 0,5 * ws) : Cg 54, € R¥4**320 regroupant
les termes non linéaires des 3 premiéres périodes.

= Essai(w = 0,9 ws) : Cp o, € RV4*5760 regroupant les termes non linéaires des 4 premiéres
périodes.

Le choix du nombre de snapshots des termes matriciels non linéaires utilisé pour chacun des essais a
été fait de la méme maniére qu’au chapitre 2, en faisant varier le nombre de périodes électriques
considérées et en observant les décroissances des valeurs singuliéres associées, comme illustré sur la
Figure 90. Par ailleurs, comme le nombre de vecteurs non linéaires total est tres important (21 600
vecteurs), cela peut mener a un temps de calcul prohibitif lors de I'application de la SVD (plusieurs
dizaines d’heures). Or, on sait que les snapshots des termes matriciels non linéaires ont été enregistrés
a chaque itération de calcul de la boucle de Newton-Raphson selon la Procédure 1 de la GNAT, et que
les derniéres itérations de chaque pas de temps sont associées a des solutions proches. Ainsi, des
snapshots des termes matriciels non linéaires consécutifs peuvent étre trés similaires, et on propose
d’effectuer un premier tri lors de la lecture des vecteurs non linéaires selon une mesure §(-) basée sur
la distance Euclidienne relative. En notant C¥ le k™€ vecteur d’une matrice de snapshots des termes
matriciels non linéaire C € RV4*Nr  g|le se calcule comme :
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lc* — ¢,
IC¥1,

k=2,.,Ng (355

§(ck) =
Ainsi, on peut définir un critére ng) que I'on pose ns¢y = 1072 pour ce cas d’application, et on ne
considere donc uniquement les vecteurs non linéaires pour lesquels

8(C*) > s k=2,.,Na (356

Il faut noter que le calcul de la distance relative pour chaque snapshot des termes matriciels non
linéaires génere aussi un temps de calcul important, mais qui dans notre cas est inférieur a celui d’'une
SVD sur tous la totalité des snapshots des vecteurs non linéaires. On pourrait optimiser ce processus
en calculant la distance (355) dans la base réduite POD lors de la génération des snapshots des termes
matriciels non linéaires, ce qui serait plus rapide en tirant parti de la dimension réduite des vecteurs

dans la base.
— 1période (—— 1périade
1o 2 périodes 2 périodes
—— 3 périodes = 3 périodes
— 4 périodes, s \—— 4 périodes |
102 e
—
7-‘::_"\
T~ T
107 ~ —————
—
10
o 10 — f
) L)
e N
b3 h-]
= =
W o
-— 107t o
= s W
L] .
b e
w 107F %]
b= =
o o
(=% o
10722 o
10 \
10
10" 1
1] 200 400 600 800 1000 0 200 400 €00 800 1000
Indice de la valeur singuliére k Indice de la valeur singuliére k
((—— 2 période —— 2 période
10° 3 périodes 1w 3 périodes
—— 4 péricdes —— 4 périodes
\— 5 périodes) \—— 5 périodes)
107 10
—~ —~
-~ -
[¥] (=]
= =
= -
3 3
o H
w w
= =
= S -
@ -2 5 10
s " °
< 2
vy v
h= h=
<] <]
-4 a
107
10

Figure 90 - Poids relatifs des valeurs singuliéres issues de la SVD appliquée sur des matrices de snapshots des termes
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matriciels non linéaires pour les différents essais, selon le nombre de périodes €lectriques considérées (a) : essai a rotor
bloqué, (b) : essai w = 0,5 - ws, (¢) : essai w = 0,9 - wg, (d) : essai au synchronisme.

On construit la matrice de snapshots des termes matriciels non linéaires enrichie Cg € RN4*10868 i

concaténe les vecteurs des 4 matrices de snapshots non linéaires sélectionnés d’aprés (356), et on
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calcule la base non linéaire IT; € RN4*P ainsi que le masque Zy € R¥N2XNa, pour fixer la taille b de la
base non linéaire et N, du masque, on procede comme pour I'application industrielle précédente, en
utilisant le modéle GNAT hybride pour simuler I'essai a vitesse de synchronisme sur 12 périodes
électriques, avec un critere de conditionnement 7. = 2 et une fréquence de calcul de l'indicateur de
stabilité p = 5. On enregistre le nombre de pas de temps ng,, pour lesquels le modéle hybride a du
basculer en POD sans approximation GNAT, et on cherche les valeurs de b et de N, les plus basses
associées a une valeur minimale de ng,,. Ainsi, on cherche a construire un modele réduit rapide et
stable, comme expliqué précédemment. Les valeurs de paramétres GNAT qui ont été testées sont b =
400, b =500, b = 600, b =700,b = 800 et b =900 pour la base des vecteurs non linéaires, et
N, = 1000, N, = 1100 et N, = 1200 pour le masque, et les résultats sont présentés sur le Tableau
13. Les valeurs de parametres de la GNAT qui correspondent a nos critéres de recherche sont donc
b =800 et N, = 1000, qui permettent d’avoir un nombre faible de basculement du modéle GNAT
tout en limitant la taille de la base des termes matriciels non linéaires et du masque. On utilise donc la
base IT; € RN4*890 et |e masque Zy € R109%Na avec la base POD ¥,y € RN4X180 hour construire
la matrice Qg € R180%1000 g'anrag (334), et ainsi le modeéle GNAT. On représente les éléments du
maillage qui sont connexes aux inconnues sélectionnées par le masque Zy sur la Figure 91, et on
observe comme pour l'application précédentes qu’ils sont surtout au niveau de I'entrefer sur les
extrémités des dents, ainsi que sur les coins des encoches stator.

N, = 1000 N, = 1100 N, = 1200
b = 400 - - 56
b =500 63 65 48
b = 600 14 17 40
b =700 21 18 21
b =800 10 9 19
b =900 - - 25

Tableau 13 — Nombre de fois ou le modéle hybride GNAT a basculé en POD sans approximation GNAT a cause d’une
évolution trop brusque du conditionnement de la jacobienne réduite, pour différentes tailles de base des termes matriciels
non linéaires et de masque (simulation a la vitesse de synchronisme)
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Figure 91 - Eléments du maillage connexes aux arétes sélectionnées par le masque Zy (noir)

On utilise donc le modéle GNAT hybride, en étendant la base ¥4 aux inconnues de courants comme
décrit par (351) et (279), pour faire une simulation de démarrage de la machine, en couplant le modele
a I’équation mécanique (281) et (282), avec un critere de conditionnement 1. = 2 et une fréquence
de calcul de I'indicateur de stabilité p = 5. Pour cette simulation, on définit /;, fiy comme en I1.C.2.b)
et on considére un couple de charge constant égal au couple nominal de la machine. Par ailleurs,
comme expliqué au chapitre précédent (cf. I1.C.2.b)), on prend un pas de temps plus important que
celui des simulations a vitesse imposée, afin de réduire la durée de la simulation, en définissant T =
1/(50-40) =~ 5-107*s, et on simulera les 15 premiéres secondes ce qui donne un nombre de pas
de temps N; = 30 000. On trace I’évolution temporelle de la vitesse de rotation de la machine sur la
Figure 92, et du couple électromagnétique en fonction de la vitesse de rotation sur la Figure 93, et on
compare les résultats issus du modele réduit GNAT avec ceux d’une simulation EF.
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Figure 92 — Evolutions temporelles de la vitesse de rotation lors du démarrage a vide de la machine asynchrone, résultats
du modele EF (noir) et du modele GNAT (rouge)
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Figure 93 - Caractéristiques couple-vitesse lors du démarrage a vide de la machine asynchrone, résultats du modéle EF
(noir) et du modele réduit GNAT (rouge)

On observe une tres bonne approximation de I’évolution temporelle de la vitesse de rotation de la
machine par le modéle réduit GNAT, qui est meilleure que celle obtenue avec le modele POD seul
présenté au chapitre précédent (cf. 11.C.2.b)). Pour rappel, I'espace d’approximation a été modifié,
puisque la base POD qui sert a définir le modele GNAT est construite avec les incréments des résultats
de simulations EF, tandis que la base POD utilisée dans le chapitre 2 était construite directement a
partir des résultats de simulations EF. Ainsi, un espace d’approximation construit a partir des
incréments des solutions semble plus adapté a la simulation de la montée en vitesse de la machine
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asynchrone. On observe cependant des chutes de vitesse périodiques de fréquence 0,7Hz avec le
modele réduit, qui semblent liées a I'espace généré par la base réduite construite avec les incréments
des résultats de simulations EF. En effet, comme on I'a vu en 11.C.2.b), lors de la simulation avec le
modele POD basé sur les résultats des simulations EF, ces oscillations parasites n’apparaissent pas.
Nous avons effectué la simulation de la montée en vitesse avec le modele POD seul (le terme non
linéaire est calculé sans approximation), construit a partir des incréments des résultats des simulations
EF. On voit alors apparaitre ces oscillations parasites, ce qui confirme bien que celles-ci sont dues a la
base POD, et non pas a la méthode d’approximation des termes non linéaires. Concernant la
caractéristique couple-vitesse, on voit que le modéle GNAT donne une bonne approximation de son
évolution pour une vitesse allant de 0 a 0.7w,,. Au-dela de 0.7w,,, I'approximation de la caractéristique
couple-vitesse par le modele GNAT devient moins précise mais conserve une bonne tendance
d’évolution. Finalement, le modeéle réduit permet d’obtenir une bonne approximation de la
caractéristique de démarrage de la machine asynchrone.

On s’intéresse au temps de calcul du modeéle réduit GNAT hybride, et on commence par présenter sur
la Figure 94 le nombre de fois ou le modéle bascule en POD sans approximation des termes matriciels
non linéaires suite a la détection d’un brusque changement du conditionnement de la jacobienne
réduite (cf. IIl.B.4). On sépare ici la durée de la simulation en intervalles de 0.5s, qui correspondent
chacun a 1000 pas de temps, et on présente le nombre de basculement dans chacun de ces intervalles
temporels. On voit que ce nombre est faible au début (moins de 5% des pas de temps nécessitent un
basculement en POD seule), et qu’il augmente a partir de 2,5 secondes, et on remarque l'intervalle
entre 4 et 4,5 secondes pour lequel presque la moitié des itérations temporelles sont résolues par le
modele POD sans approximation GNAT. Aprés 5s, le nombre de basculement diminue, et se maintient
entre 10% et 15% du nombre total de pas de temps. On remarque par ailleurs un comportement
périodique du modele GNAT hybride, avec un nombre nul de basculement pendant 0,5s suivi par
environ 200 basculements dans la seconde qui suit, qui correspond aux instants ol on observe des
chutes de vitesse. Cela semble cohérent avec ce que nous avions signalé précédemment concernant
les oscillations parasites de la vitesse, qui apparaissent avec le modele POD seul. Néanmoins, le
modeéle réduit est stable, et la majorité des résolutions se font avec le modéle GNAT, ce qui permet
d’accélérer notablement les temps de calculs.
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Figure 94 — Nombre de basculement du modéle hybride GNAT en POD sans approximation GNAT durant la simulation
du démarrage a vide de la machine asynchrone sur des intervalles temporels de 0,5s

On compare alors le temps de calcul du modeéle réduit GNAT hybride a ceux du modeéle EF et du modeéle
POD seul (cf. II.C.2.b)) sur le Tableau 14.

Modele EF Modéle POD Modeéle GNAT

Temps (h) 328 237,7 319

Tableau 14 - Temps de simulation du démarrage de la machine asynchrone en charge pour les différents types de modeles

On voit que le modeéle réduit GNAT est trés intéressant, puisqu’il offre une accélération supérieure a
10 par rapport au modéle EF, et réduit les temps de calcul de 14 jours a 1,5 jours environ. Il faut noter
gue ces calculs ont été effectuées sur un cluster de calcul du L2EP, ce qui a pour effet d’accélérer les
acces en mémoire aux matrices stockées durant le calcul par rapport aux simulations effectuées sur
un ordinateur. Comme la projection du systeme matriciel dans la base réduite génere des matrices
pleines, I'accés rapide a la mémoire sur le cluster rend les modeéles réduits encore plus intéressant que
sur un PC, et cela explique que le modele POD seul soit plus rapide que le modele EF, contrairement a
ce qui était montré en 11.C.3. On ne s’intéresse ici qu’aux temps de calcul associés a la simulation du
démarrage, sans prendre en compte la construction des différentes bases réduites ni les simulations
EF (respectivement simulations POD) nécessaires pour générer les snapshots des solutions EF
(respectivement snapshots des termes matriciels non linéaires). Les temps de calcul associés a ces
étapes de construction du modele réduit sont renseignés dans le Tableau 15.
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Simulations Simulations [ Calcul Ty
EF Calcul P pg MOR POD et Z, Total
Tem?f“)se”e 50,4 1,7 33 20,9 106
Temps 18 1,7 11,4 20,9 52
parallele (h)

Tableau 15 — Temps de calcul des différentes étapes de construction du modéle réduit GNAT hybride valide sur toute la
plage de fonctionnement de la machine asynchrone

Dans ce tableau, les simulations EF correspondent aux 4 essais qui servent a générer des snapshots
des solutions EF, et le temps présenté correspond uniquement aux simulations des premieres périodes
électriques dont on utilise les résultats comme snapshots pour construire la base POD. De méme, les
simulations MOR POD correspondent aux premiéeres périodes des 4 essais qui servent a générer des
snapshots des termes matriciels non linéaires. On présente le cas ou les 4 essais sont simulés les uns a
la suite des autres (série) et le cas ou ils sont faits simultanément (paralléle), ce qui permet d’optimiser
le temps de construction du modéle réduit. On voit finalement que ce temps de construction est tres
important dans le cas « série » (environ 5 jours de calcul), principalement du fait des simulations EF et
POD nécessaires pour générer les snapshots des solutions et les snapshots des termes matriciels non
linéaires, et qu’en effectuant ces calculs simultanément on peut réduire la durée de construction a 2
jours environ. En comparant avec le temps de simulation du modéele EF pour le démarrage en charge
de la machine, on voit que méme en prenant en compte le temps de construction du modele réduit, il
reste avantageux, puisqu’il offre un speedup de 2.4 dans le cas « série » et de 4 dans le cas « parallele ».

Cela est satisfaisant, d’autant plus si le modéle réduit GNAT est utilisé pour effectuer plusieurs
simulations de démarrage du dispositif. En effet, on peut imaginer par exemple simuler le démarrage
de la machine a différentes températures, en modifiant la conductivité. Si on utilise le modéle EF pour
effectuer une nouvelle simulation avec une conductivité modifiée, il faut compter environ 330 heures
de calcul supplémentaires. Avec le modele réduit GNAT, cette nouvelle simulation ne prendra qu’une
trentaine d’heures, puisque le modeéle réduit a déja été construit. Cette accélération des temps de
calcul d’un facteur 10, lorsqu’on réutilise le modele réduit précédemment construit, est
particulierement intéressante dans un contexte industriel, ou il est courant d’effectuer plusieurs
simulations d’un dispositif en faisant varier un ou plusieurs parametres. Ainsi, pour chaque nouvelle
simulation effectuée, le modele réduit GNAT permet d’économiser environ 300h de calcul (12 jours et
demi), ce qui est un gain de temps considérable.

[11.C.2. Conclusions sur les modeles réduits

Dans ce dernier chapitre, on a montré comment construire un modele réduit d’'un probléeme magnéto-
guasistatique non linéaire avec couplage circuit et prise en compte du mouvement, a I'aide de la
méthode GNAT. On a mis au point une modélisation hybride permettant d’assurer la stabilité du
modele réduit et d’empécher la divergence de la boucle de Newton-Raphson, en évaluant la qualité
du systeme matriciel réduit par le biais du conditionnement de sa jacobienne. On a pu démontrer
I'intérét de cette approche sur deux cas tests industriels, pour chacun desquels on a mis au point une
méthodologie de construction d’'un modele réduit.
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Dans la premiére application, I'insertion d’'un modeéle réduit GNAT au sein de la procédure d’évaluation
de l'augmentation des pertes Joule, due a une baisse de la tension d’alimentation de la machine, a
permis de réduire les temps de calcul de cette procédure de 33% par rapport a l'utilisation de modele
EF, et cela en prenant en compte la phase de construction du modele réduit qui représente la grande
majorité du temps de calcul. Pour une simulation d’un régime de fonctionnement donné, on a montré
que le modeéle réduit GNAT permettait d’avoir un speedup supérieur a 5, tout en assurant une précision
correcte sur les résultats (entre 10% et 20% d’erreur).

Pour la deuxiéme application, on a mis au point une méthodologie pour construire un modele réduit
GNAT valable sur toute la plage de vitesses de la machine asynchrone. On a vu que, méme si la
construction du modele réduit est associée a une durée de calcul importante, I'utilisation de ce modéle
pour simuler le démarrage de la machine asynchrone permet d’importants gains de temps de calcul
(speedup supérieur a 10), tout en assurant une bonne approximation de son comportement
électromagnétique et mécanique. A notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature de modeéle
réduit permettant d’obtenir des speedups et précisions comparables sur un probléme équivalent. Dans
le cas de la simulation du démarrage de la machine, le modele réduit proposé dans ce travail permet
d’avoir des temps de calculs non prohibitifs dans un contexte industriel, ce qui n’est pas le cas du
modele EF, et permet donc d’obtenir des informations sur le comportement du dispositif jusqu’alors
inaccessibles.

Finalement, la méthodologie de réduction GNAT hybride, méme si elle nécessite des simulations
préliminaires, et donc en temps de construction important, permet de construire des modéles réduits
stables et valides dans le cas de problemes magnéto-quasistatiques non linéaires avec mouvement.
Ces modeles réduits permettent d’accélérer les temps de calcul de procédures industrielles, et
pourront donc étre utilisés dans ce contexte pour rendre plus rapides les études sur des dispositifs, et
simuler des régimes de fonctionnement qui requiérent de larges plages temporelles.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté les travaux effectués pour appliquer des méthodes de
réduction de modele a des problemes électromagnétiques basse fréquence, et plus particulierement
au probleme magnéto-quasistatique non linéaire avec mouvement associé a la simulation d’une
machine asynchrone a cage d’écureuil. La prise en compte de I’environnement électrique et
mécanique de la machine par le modeéle réduit était nécessaire, afin d’étre en mesure de simuler des
essais de la maniére la plus réaliste possible. L'objectif était de mettre au point des modeles réduits
rapides et précis, afin de les intégrer au sein de procédures industrielles de diagnostic de machines
électriques pour en réduire les temps de calcul. Un des enjeux importants était I'accélération du calcul
des non linéarités, alors que les méthodes classiquement utilisées pour cela ne fonctionnent pas dans
le cas qui nous intéresse, car elles provoquent des instabilités numériques importantes au sein du
modele réduit. Cette these a été effectuée dans le cadre du LAMEL, laboratoire commun entre EDF
R&D et le L2EP, et comporte donc un aspect industriel fort.

Pour commencer, nous avons présenté la modélisation de problemes électromagnétiques basse
fréquence par la méthode des Eléments Finis. Les phénomeénes électromagnétiques sont alors régis
par les équations de Maxwell en régime quasi-statique, et nous nous sommes particulierement
intéressés a I'approximation magnéto-quasistatique dans le cas non linéaire, en utilisant la formulation
en potentiel vecteur A*, afin de représenter le dispositif qui nous intéresse. Le mouvement a été pris
en compte au sein de sous-domaines grace a la méthode Overlapping, et la prise en compte de
I’environnement mécanique s’est faite par le calcul de couple électromagnétique en utilisant la
méthode des Travaux Virtuels. Concernant la prise en compte de I'environnement électrique de la
machine, des équations de circuit ont été fortement couplées au probleme électromagnétique, via le
calcul du flux au sein des inducteurs. Finalement, nous avons pu mettre en application ces méthodes
pour construire un modele EF, qu’on a utilisé pour simuler différents essais d’une machine asynchrone
a cage d’écureuil.

Ensuite, nous avons présenté des méthodes de réduction sur un probléeme magnéto-quasistatique, en
négligeant le mouvement et les phénoménes non linéaires. Il existe de nombreuses méthodes pour
réduire les temps de calcul, qui sont souvent développées pour une application spécifique, et nous
avons choisi de présenter celles qui sont les plus connues et utilisées : la PGD, les Circuits de Cauer, la
POD et la méthode d’Arnoldi. On peut alors en distinguer deux types : les méthodes a posteriori, qui
requierent des calculs préliminaires pour générer des snapshots et en déduire une base réduite, et les
méthodes a priori, qui sont des algorithmes automatiques permettant d’enrichir le modéle réduit de
facon gloutonne jusqu’a obtenir la précision souhaitée. Des comparaisons de ces méthodes ont été
effectuées dans la littérature, et nous ont permis de conclure que la plus adaptée a nos problémes est
la méthode POD : elle se couple sans difficulté majeure a la méthode Overlapping pour la prise en
compte du mouvement, ainsi qu’avec les méthodes d’accélération du calcul des non linéarités qui sont
nécessaire pour réduire les temps de simulation. On a alors présenté plusieurs méthodes de
construction de base réduite pour la POD a partir de snapshots : la SVD, la MESS, la CVT, la DBSCAN et
la CURE. On les a appliquées et comparées sur le probléme magnéto-quasistatique non linéaire avec
mouvement, et on a montré que la SVD est bien la méthode la plus efficace, tant en termes de qualité
de la base que de temps de construction, mais que la CVT pouvait aussi étre une bonne alternative.
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Finalement, on a proposé des méthodologies pour la construction d’'un modele réduit a partir des
sciences de l'ingénieur et en fonction de la plage de fonctionnement recherchée. En utilisant ces
méthodologies, on a construit des modeéles réduits pour répondre a deux besoins industriels distincts :
évaluer 'augmentation des pertes au sein d’une machine suite a une baisse de sa tension
d’alimentation, et simuler le démarrage en charge d’une machine asynchrone. Les résultats étaient
satisfaisants en termes de précision, mais I'accélération des temps de calcul était fortement limitée
par I'évaluation répétée des termes non linéaires.

Ainsi, dans une troisieme partie, nous avons décrit des méthodes permettant I'accélération du calcul
des termes non linéaires, par projection obliques ou interpolation. Elles se basent sur 'utilisation d’un
masque, qui permet de sélectionner des composantes représentatives sur lesquelles les non linéarités
sont calculées, a partir desquelles on reconstruit I'intégralité des termes non linéaires. On a commencé
par présenter des méthodes de construction de masque, soit a partir de solutions du systéme EF pour
la S-HR et la S-MPE, soit a partir de vecteurs non linéaires issus de simulations préliminaires pour la S-
DEIM, la S-(Q)DEIM et la S-GPOD. On a ensuite décrit les méthodes qui permettent d’accélérer le calcul
des termes non linéaires grace au masque, par projection oblique dans le cas de la MPE et de la HR, ou
par interpolation pour la DEIM, la GPOD et la GNAT. A partir de comparaisons issues de la littérature,
et en effectuant une étude complémentaire sur notre cas industriel, nous avons conclu que la méthode
de construction de masque la plus adaptée était la S-(Q)DEIM, et que I'utilisation d’une approche issue
de la GNAT permettait de construire un modele réduit assez stable, ce qui n’était pas le cas des autres
méthodes. A I'instar du chapitre précédent, nous avons proposées des méthodologies de construction
du modele réduit en fonction de la plage de fonctionnement visée, et nous avons proposé un
indicateur de stabilité a colt assez faible permettant de définir un modéle GNAT hybride. Ce modéle
permet de gérer les instabilités dans le systeme numérique réduit, qui sont issues de l'interpolation
des termes non linéaires, et ainsi de répondre a I'enjeu principal de ce travail de thése. Nous avons
construit des modeles GNAT hybrides pour les deux scénarios industriels: baisse de tension
d’alimentation pour un fonctionnement en régime nominal, et simulation du démarrage. Dans les deux
cas, les modeles réduits proposés permettent de réduire efficacement les temps de calcul tout en
ayant une précision suffisante sur les résultats. Dans le premier cas d’application, le temps de calcul
d’un essai a été divisé par 4, et le temps total de la procédure était presque 2 fois plus rapide qu’une
procédure équivalente utilisant exclusivement des simulations EF, en incluant la construction du
modele réduit. Dans le deuxiéme cas d’application, le temps de calcul d’'une simulation de démarrage
en charge était 10 fois plus rapide avec le modeéle réduit, ce qui rend cet essai réalisable d’un point de
vue industriel.

Ce travail de these fait naitre plusieurs perspectives, la premiere étant la possibilité d’intégrer des
modeles réduits GNAT hybride de machines asynchrones au sein de logiciels de simulation circuit, au
méme titre que les schémas équivalents classiquement utilisés. Comme le temps de calcul du modele
réduit est faible une fois qu’il a été construit, cela permettrait de prendre en compte un
environnement électrique complexe tout en ayant la capacité de calculer des quantités locales au sein
du dispositif simulé. Par ailleurs, il serait intéressant de coupler le modéle réduit avec des modeles
multi-physiques de machines électriques. Un chainage du modele réduit GNAT hybride avec un modele
thermique par circuit équivalent est maintenant parfaitement envisageable, dans un premier temps
sans prendre en compte I'impact de la température sur les caractéristiques des matériaux. On pourrait
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ensuite développer un modele paramétrique réduit, ou I'influence de la température sur certaines
caractéristiques matériaux serait prise en compte (conductivité pour les matériaux conducteurs,
pertes pour les matériaux ferromagnétiques ...). Comme les bases réduites du modéle GNAT hybride
sont construites uniquement a partir de quantités électromagnétiques, il serait intéressant d’évaluer
la robustesse du modele réduit dans un cadre multi-physique. Enfin, en vue de simplifier I'utilisation
de modeles réduits dans un contexte industriel, il faudrait automatiser la procédure de construction
du modele réduit. Ainsi, I'utilisateur devra seulement choisir les essais qui lui semblent les plus
judicieux pour générer des snapshots, et le reste de la procédure de construction se fera
automatiquement (nombre de périodes électriques considérées comme snapshots, rang de troncature
de la base, ...). Dans ce cadre, il est également nécessaire de proposer des estimateurs d’erreur afin de
controler la précision du modele réduit, et éventuellement déterminer automatiquement des
nouveaux essais a réaliser pour enrichir la base, ou réduire sa taille pour trouver le meilleur compromis
entre précision et temps de calcul.
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Annexes

Méthode Overlapping

En s’intéressant aux arétes des frontieres Z'g et Z'g, on peut remarquer qu’une aréte du stator interagit
avec deux arétes du rotor (et vice-versa). On peut alors décomposer I'interaction en deux zones de
recouvrement distinctes, une pour chaque aréte du rotor concernée, comme montré sur la Figure 95.

Zg ]

ator

ator ator

(b) (c)

Figure 95 — Décomposition de I’interaction entre un aréte stator (bleu) et deux arétes rotor (rouge et orange), (@) :
illustration du probléme, (b) zone d’intégration gauche délimitée par un nceud au rotor et un neeud au stator (point rouge
et bleu) et leur projection normale (carré rouge et vert), (¢) zone d’intégration droite

On introduit donc un élément de référence fictif qui permet de calculer les quantités qui nous serviront
a prendre en compte le mouvement dans les deux zones d’intégration. Cet élément est un quadrangle
avec deux « pattes » qui dépassent, en haut a droite et en bas a gauche pour I'élément de référence
permettant I'intégration a gauche (appelé « élément gauche »), et en haut a gauche et en bas a droite
pour I'élément qui permet l'intégration a droite (« élément droit »). La forme de cet élément est
déterminée par 4 valeurs a, b, c et d, comme illustré dans la Figure 96. On obtient ainsi I'élément droit
sia =c =1, etl'élément gauchesib = d = 1, comme montré sur la Figure 97.
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Figure 96 — Elément de référence pour la prise en compte du mouvement

En observant I'élément de référence générique, on voit qu’il permet de calculer les termes
d’intégration sans nécessité d’ajouter des inconnues nodales supplémentaires. En revanche, on voit
apparaitre deux arétes supplémentaires e; et e4, qui relient le domaine du rotor et celui du stator sur
Dg. Comme il existe une infinité de vecteurs A tel que B = rotA, il est possible d’éliminer un certain
nombre d’inconnues. On peut donc imposer une jauge d’arbre, qui est I'équivalent discret de la jauge
A.w = 0, et consiste a éliminer un arbre d’arétes du maillage [21] constitué d’'un ensemble d’arétes
reliant tous les nceuds du maillage sans former de boucles. C’'est le cas des arétes reliant le rotor au
stator, dont on peut donc éliminer les inconnues associées, et ainsi modéliser le mouvement sans ajout
d’inconnue supplémentaire.
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Figure 97 — Elément de référence pour I’intégration gauche (gauche) et pour l’intégration droite (droite)

Dans le cas ou les maillages sur Eg et 2{; sont périodiques et égaux, les éléments de référence pour
I'intégration a gauche ou a droite sont tous égaux sur Dy. Il est donc possible de déterminer les valeurs
de a, b, c et d pour une seule aréte du stator, qui interagit avec deux arétes du rotor. De plus, comme
la zone de mouvement se situe dans |'entrefer de la machine constitué exclusivement d’air, on
introduit la matrice associée a la prise en compte du mouvement :

(M1 (0))ap = j airTOtWY - Totw}, dDg (357)
Dg
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CVT « au fil de I'eau »

Lorsque I'on utilise des outils de calcul numérique de type EF, I'importante quantité de données
générées par une simulation peut conduire a des problemes de stockage mémoire. A titre d’exemple,
la sauvegarde des résultats en potentiel vecteur d’une simulation telle que décrite en I.C.2 représente
environ 4GB de données. On se rend alors compte que, dans le cas ou il est nécessaire de sauvegarder
les résultats de simulations plus longues, ou de nombreuses simulations, des problemes de
dépassement de la mémoire de stockage peuvent apparaitre. Par conséquent, il est intéressant de
développer des méthodes de compression « au fil de I'eau » qui permettent de compresser les
données au fur et a mesure de I'avancement de la simulation sans attendre la fin, et d’assurer ainsi
une sauvegarde optimale des données générées. Ce type de méthodes consiste a compresser les
résultats issus d’'une simulation EF au fur et a mesure qu’ils sont générés, et ainsi sauvegarder les
résultats compressés et économiser de I'espace de stockage, au prix d’une erreur de compression.
Cette compression peut &tre réalisée en construisant une base réduite ¥ € RV*™ 3 partir des résultats
EF, ce qui permet d’éliminer les informations redondantes contenues dans ces derniéres. La plupart
des méthodes utilisées pour construire une base réduite fonctionnent hors ligne, une fois que le calcul
EF est terminé et que les résultats sont déja enregistrés. En effet, comme présenté en Il.B, la
construction d’une base POD nécessite d’effectuer des opérations sur une matrice de snapshots § €
RN*Ns que I'on définit en concaténant N résultats d’un calcul EF. Certaines méthodes ont été
développées pour construire des bases réduites a la volée, en utilisant par exemple des dictionnaires
de bases issus de résultats de calculs EF dans [107]. L’enrichissement de base réduite au fil de I'eau a
été utilisé pour résoudre les problémes d’optimisation de topologie dans [108]. Cependant, dans le
domaine du calcul de champs électromagnétiques, il n’existe pas de méthode spécialement
développée pour compresser les résultats d’un calcul EF au fil de I'eau en utilisant une base réduite.

Nous proposons donc une méthode pour construire une base réduite durant une simulation EF, au fur
et a mesure que des solutions sont générées, et que I'on peut utiliser pour compresser les résultats.
Elle se base sur la méthodologie de la CVT, présentée en 11.B.3.a), pour créer des groupes de vecteurs
a partir de leurs distances respectives (au sens de la norme de Frobenius). On considére un probléme
générique tel que décrit par I’équation (167), que I'on résout a I'aide de la méthode EF sur I'intervalle
[0,T] discrétisé en N, pas de temps réguliers, et on note X* la solution du pas de temps k. Comme
dans le cas de la méthode CVT, le choix du nombre de bases n est laissé a I'utilisateur, et déterminera
le ratio de compression ainsi que I'erreur générée. De plus, nous introduisons un second critére
utilisateur py;,, qui permet de contréler le cout computationnel de la méthode, et impacte également
I’erreur de compression générée. La présentation qui suit reprend les notations introduites lors de la
présentation de la méthode CVT.

On commence par initialiser n génératrices et clusters en utilisant les premieres solutions de la
simulation EF, telles que :

G, = X" k=(1,..,n) (358)
v, = {X*} k=(1,..,n) (359)

Au pas detemps k = n, on peut alors définir la base réduite initiale ¥, en concaténant les génératrices
et en appliquant un procédé d’orthogonalisation de type QR :

¥, = QR(G4|G,|-- 1G;) (360)
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De méme, on définit la matrice ¥ € R¥*¥ comme la concaténation des k premieres solutions Xk, et
la matrice S’r‘ € R™¥ sa compression dans la base courante ¥, (équation (273)).

On se place alors a un pas de temps quelconque k > n, en considérant ¥,,_; et S¥~1 connues, ainsi
que les clusters V et génératrices G associées. Une nouvelle solution EF X¥ est générée, et on cherche
a savoir si la base courante permet une compression sans perte d’information. Pour cela, on utilise la
base W,._, pour projeter (équation (273)) et reconstruire (équation (274)) la solution Xk, et on calcule
I'erreur de projection relative (équation (169)) que I'on note €. Alors, si €, est inférieur au critére
utilisateur psyy, on considére que la base W, _; est adaptée pour compresser la nouvelle solution, et
on ne la modifie pas. On peut alors noter :

(Pk = lllk—l (361)

On peut alors concaténer la projection X¥ de X* 3 la suite de la matrice $¥~1, avant de passer au pas
de temp suivant :

Sk = (sk-1|xk) (362)

Dans le cas contraire, si €, est supérieur au critere ps;y, alors la base ¥ _; doit étre modifiée. Cela
implique la nécessité de reconstruire temporairement I'approximation $¥~1 de la matrice $¥71, 3
partir de sa forme compressée S¥~1 et de la base courante ¥,,_; (équation (274)). Puis, on cherche a
déterminer de quelle maniére la nouvelle solution EF X¥* s’inscrit dans le partitionnement existant.
Pour cela, on calcule les distances entres toutes les génératrices deux a deux afin de déterminer la
distance minimale et les indices associés :

diin = i'jem(li“r.l"n)||6i - Gj||2 i#j  (363)
(i Jmin) = arg l.'jem(li'?'n)”Gi -G||° i#j (364

Ensuite, on calcule les distances entre la solution X* et les génératrices, encore une fois afin de
déterminer la distance minimale et I'indice associé :

dhin = min_ (16, — x| (365)
imin = argie?ll,i.gn)”Gi - Xk||2 (366)

SidS . estsupérieuradX , alorson ajoute simplement la solution X* dans le cluster associé a I'indice

min
i;’flin, et on recalcule la génératrice de ce cluster comme son barycentre (équation (260)) :
Vx = {V-x Xk } (367)
Umin Umin

. 4G Sy ~ X . .. - .
Si dy,in €st inférieur a dy,;,, on fusionne les deux clusters associés aux génératrices les plus proches
I'une de l'autre et on recalcule une génératrice égale au barycentre (260). Ensuite, on définit un cluster
et une génératrice pour la nouvelle solution X* :

Vifnin - {Viranin ]/errzin} (368)
Vie = {x*} (369)
Ge = Xk (370

On peut alors calculer la nouvelle base réduite ¥, a partir du nouveau partitionnement (équation
(360)), et I'utiliser pour re-projeter les solutions contenues dans la matrice $¥~1 pour obtenir la
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nouvelle matrice compressée S’r‘_1 (équation (273)). De la méme maniére, on peut finalement
compresser la nouvelle solution X¥, et I'ajouter a la suite de $¥~ pour définir S¥ (équation (362)).
L’algorithme de la CVT « au fil de I'’eau » permettant de construire au pas de temps k d’un calcul EF la
base réduite ¥, et la matrice compressée S¥ est présenté ci-aprés.

Entrées : matrice compressée S’r‘_l, solution EF X¥, temps courant k
génératrices G, clusters V, base courante W _;, nombre de bases n, critére Prly

Sortie : matrice compressée S’r‘, base réduite ¥,

Sik<n:
Définition génératrices et clusters par les équations (358) et (359)
Sik=n:
Calcul de la base W, par I'équation (360)
Sik>n:

Projection et reconstruction de X* dans la base ¥,,_; par (273) et (274)
Calcul de I'erreur de reconstruction €, par I'équation (169)
Sieg, < Priy *
Définition de ¥, sans modification par (361)
Si€x > pryy
Reconstruction de I'approximation ¥~ avec ¥_; par (274)
Calcul des distances entre génératrice et indices minimums par (363) et (364)
Calcul des distances avec la solution et indice minimum par (365) et (366)
Si déin < ernin :
Ajout de X* dans le cluster associé a I'indice i,’fun par (367)
Calcul de la nouvelle génératrice Gifnin par (260)

C X G .
Sidpin > dpgin
Fusion des clusters Vi¢ etV.¢ dans V¢ par(368)
min Jmin lmin

Calcul de la nouvelle génératrice G, par (260)
Nouvelle définitionde V.e et G.c par (369) et (370)
Jmin Jmin
Calcul de la nouvelle base ¥, par I’équation (360)
Calcul de la matrice compressée S¥~1 avec W}, par (273)

Compression de X¥ et construction de S¥ par (362)

Algorithme 11 — CVT « au fil de I'eau » appelé au pas de temps k d’un calcul EF

Nous avons appliqué cette méthode au probléeme magnéto-quasistatique non linéaire décrit dans I.C.2
et utilisé comme exemple de comparaison des méthodes de construction de base POD en II.B.6. On
s’intéresse aux N, = 1000 premiers pas de temps consécutifs générant chacun une solution EF X* €
RY, avec N = 72 000, et on décide de construire une base de taille n = 100, pour huit différentes
valeurs du critere (en pourcentage): ps, ={0,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9}. On commence par
illustrer I'intérét de la méthode en tragant I'évolution de I'usage mémoire sur la Figure 98, en termes
de nombre de vecteurs de taille N enregistrés, au fil des pas de temps de la simulation EF, dans le cas
d’une sauvegarde classique des résultats et dans le cas de la présente méthode. On voit qu’une fois la
phase d’initialisation terminée (100 premiers pas de temps), I'usage mémoire augmente beaucoup
moins vite avec la méthode proposée ici qu’avec une sauvegarde classique. Cette diminution de la
pente de I'usage mémoire en fonction des pas de temps est donnée par le rapport entre le nombre de
vecteurs dans la base n et le nombre d’inconnues N.
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Figure 98 — Comparaison de I’'usage mémoire selon les pas de temps, pour une sauvegarde classique et avec la méthode
proposée

Dans un second temps, on cherche a évaluer I'impact du parametre p¢,,, sur le comportement de la
méthode, en termes d’erreur et de temps de calcul. Pour cela, on applique la CVT « au fil de I'eau »
pour les différentes valeurs du parametre py,,,, et on calcule I'erreur de compression relative associée
a SNt (équation (169)), reconstruite avec Slrvt et ¥y, (équation (274)) une fois que les N; = 1000
solutions EF ont été injectées dans I'algorithme. D’un autre c6té, pour chaque solution injectée dans
I'algorithme, on mesure le temps de calcul de la méthode. On présente alors I'erreur relative et le
temps de calcul par solution injectée en fonction de la valeur de ps;y, sur la Figure 99. Les traits pleins
représentent la valeur moyenne de ces quantités, tandis que les traits discontinus correspondent aux
premiers et troisiemes quartiles. De maniere générale, le temps de calcul associé a la méthode
proposée est faible par rapport au temps de résolution EF, qui est au moins 10 fois supérieur. On voit
que le temps de calcul diminue lorsque la valeur de pf;,, augmente, ce qui était attendu puisqu’une
grande valeur de ce paramétre implique peu de modifications de la base réduite au fil des pas de
temps. En partant de ce constat, on comprend facilement pourquoi I’erreur de compression augmente
avec pryy, puisqu’une base réduite qui a peu conduit a une perte d’information sur les solutions EF qui
ont été injectées. Finalement, on observe ce qui semble étre un choix optimal du parametre pgs;,
autour de la valeur 0,5%, qui correspond a un temps de calcul et une erreur de compression faible.
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Figure 99 — Erreur de compression relative (rouge) et temps de calcul par solution injectée en fonction du critére p fly Les

traits pleins correspondent aux valeurs moyennes, et les traits discontinus aux premiers et troisiémes quartiles.

Pour finir, on compare la méthode proposée a la CVT classique telle que présentée en 11.B.3.a), afin
d’évaluer la qualité de la base réduite construite par la CVT « au fil de I’eau ». On applique donc une
CVT sur une matrice de snapshots SVt € RV*Nt qui correspond a la concaténation des N, solutions EF
injectées dans I'algorithme CVT « au fil de I'eau ». Le nombre de base est également fixé a n = 100,
les autres parametres de la méthode sont les mémes qu’en 11.B.6, et on s’intéresse a |'erreur de
compression relative associée a la base construite par CVT classique et a la base issue de la méthode
proposée ici, pour chacun des vecteurs de S¥t. On présente ces erreurs sur la Figure 100, et on voit
gue méme si I'erreur de la méthode proposée est légerement plus importante que celle d’'une CVT
classique, elle reste inférieur & 1% pour quasiment tous les vecteurs de $Vt. On en conclu que la base
réduite issue de la méthode proposée est de bonne qualité, et pourrait servir a la construction d’un
modele réduit au méme titre que la CVT.
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Figure 100 — Erreurs de compression relatives pour la CVT classique et la CVT « au fil de I’eau »
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Méthodes localisées pour accélérer le calcul des termes non linéaires

On a vu comment définir une approximation du vecteur non linéaire G(-) avec la DEIM, la GPOD ou la
GNAT dans llIlLA.2. Dans le cas ou le probleme auquel on s’intéresse est associé a un grand nombre de
comportement non linéaires différents, les tailles de la base non linéaire b et du masque N, doivent
étre importantes pour correctement approximer tous les termes non linéaires. Dans ce contexte, il est
intéressant de construire plusieurs bases non linéaires locales chacune associée a un masque, dont les
tailles pourront étre plus faible tout en assurant une bonne approximation des termes non linéaires.
Ce type d’approche n’est pas nouveau dans le domaine de la réduction de modeéle et a déja été utilisé
pour construire des modeles réduits de dispositifs électriques dans [122] et [123], mais le choix des
bases locales se fait souvent selon I'expertise, en séparant le probléme a réduire en plusieurs sous-
domaines, ou selon la valeur de certaines grandeurs d’intérét. Dans ce travail, nous choisissons de
privilégier une approche plus générale, pour déterminer automatiquement la séparation du probléme
global en plusieurs sous-problémes locaux, comme dans [124], [125] et [126]. Pour ce faire, on utilisera
dans la phase de construction du modéle une méthode de classification de type CVT ou k-médoides
telles que décrites dans 11.B.3 afin de partitionner les snapshots des termes matriciels non linéaires, et
construire une base et un masque pour chaque groupe. Dans la phase de résolution du modele réduit,
on utilisera un critere de distance pour déterminer automatiquement la base locale adaptée au terme
non linéaire courant, ainsi que le masque associé.

Considérons une matrice C € RMN*Nc regroupant N, snapshots non linéaires telle que définie par
I’équation (291). Pour construire une partition des snapshots de C, on peut appliquer I'algorithme CVT
ou k-médoides directement sur la matrice, mais cela peut étre trés couteux en temps de calcul dans le
cas ou N et N, sont grands. Une fagon ingénieuse de contourner ce probléeme est de construire

préalablement une base globale I1; € RN*Db

et un masque Zy; € RV=*N 3 partir de la matrice C, et
d’utiliser ses b premiers vecteurs IT?, € RN*P pour approximer les snapshots non linéaires et définir
gl

la matrice réduite Cé € RPXNe
b b ¥
= 1
c; [ngllzgl] C|Zg, 371

On peut alors appliquer la CVT ou la k-médoides sur la matrice Cé, ce qui est rapide puisque le nombre
de composantes b par vecteur est faible, et ainsi obtenir les | groupes VEl- et génératrices BEi
associées, ol chaque groupe VEi rassemble un nombre quelconque de snapshots non linéaires réduits.
On construit ensuite les groupes V; contenant les snapshots des termes non linéaires complets, en
notant respectivement C,, et Cém le m®™€ vecteur de C et CE :

Vi={Cn|CE €V} i=@1,.,) m=(@,.,N) @37

On peut alors construire la base réduite des termes non linéaire locale IT; € RV*Pi en appliquant une

SVD sur les snapshots rassemblés dans le groupe V;, et en déduire un masque Z; € RNz*N

par I'une
des méthodes décrites en IlIl.LA.1.b)(1). Cette base locale et son masque associé seront donc

particulierement adaptés pour I'approximation des vecteurs non linéaires appartenant au groupe V;.

La qualité d’approximation des termes non linéaires avec les bases locales dépend donc fortement du
partitionnement des snapshots des termes matriciels non linéaires. Classiquement, les méthodes
utilisées pour construire un tel partitionnement se basent sur la distance Euclidienne pour regrouper
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les vecteurs qui sont proches au sens de cette métrique. Pourtant, une telle mesure de dissimilarité
n’est pas forcément adaptée pour créer des groupes de snapshots dans le but d’en déduire des bases
locales. En effet, dans [127], les auteurs proposent une mesure de dissimilarité basée sur la distance
angulaire entre les snapshots, qui donne une indication sur I'erreur de projection dans les bases
locales. Ainsi, construire des clusters en minimisant la déviation angulaire des snapshots permet de
réduire efficacement I'erreur d’approximation dans les bases locales, ce qui n’est pas nécessairement
le cas lorsqu’on utilise la distance Euclidienne. Pour illustrer, considérons deux snapshots ¢; et ¢, a
valeur dans R? et un troisiéme snapshot ¢; € R? définit par :

C3 = ACZ (373)

oU A est un scalaire quelconque. On voit que c3 peut étre exprimé en fonction de ¢,, donc une base
réduite qui donne une bonne approximation de ¢, donnera une bonne approximation de ¢3, on veut
donc les regrouper dans le méme cluster. D’un point de vue géométrique, ces deux snapshots sont
alignés, et I’angle qui les sépare est nul. Pourtant, si la valeur de A est grande, la distance Euclidienne
llc; — ¢, |, peut étre trés grande par rapport a |[c, — ¢4]|,, et un partitionnement basé sur cette
métrique classera c; et ¢, dans deux clusters différents. Cet exemple, illustré sur la Figure 101, donne
une bonne indication de l'intérét d’une métrique basée sur la distance angulaire. Ainsi, lorsqu’on
cherchera a partitionner des snapshots des termes matriciels non linéaires pour construire des bases
locales, on utilisera I'algorithme k-médoides avec la mesure de dissimilarité sinusoidale suivante :

. (a, b>1RN
dis(a,b) = |1 ———————— a,b) e RY -
062 ----- :
S A .
Sy s
- c
0 1

Figure 101 — Représentation géométrique du probléme de partitionnement des snapshots : utiliser la distance Euclidienne
groupe ¢4 et ¢, ensemble tandis que 1’utilisation d’ une mesure angulaire regroupe ¢4 et c3.

Une fois qu’on a construit | bases des termes matriciels non linéaire et masques, on cherche a définir
un indicateur permettant de déterminer automatiquement la base locale a utiliser dans la phase de
résolution. On se place au pas de temps k et a I'itération non linéaire j, en considérant connue la base
locale I, et le masque Z, associé, et on définit le vecteur non linéaire réduit Géa(-), comme :

_ _ +
Gr,() = [ﬂgzllm] Zgi [Ma[Malz,] 61z, 0] (375)

On voit que les termes contenus dans le crochet de droite correspondent a la définition de
I’'approximation GPOD sur le masque Z, et la base locale I, (cf. lll.A.2.c)). Cette approximation est
ensuite réduite, dans la base globale et le masque associé, comme c’était le cas pour la matrice de
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snapshots des termes matriciels non linéaires dans (371). On peut alors calculer la distance entre ce
vecteur non linéaire réduit Géa(-) et chacune des génératrices BEL-, en utilisant la méme métrique que
celle qui a servi a partitionner les snapshots. La base locale et le masque associé pour l'itération
suivante j + 1 sont alors ceux associés a la génératrice la plus proche. Ainsi, pour chaque couple de
base réduite I1; et masque local Z;, on peut définir une matrice d’indication W; € RP*Nzi telle que:

+
= +
w;= [ngl|qu] Zy 11,1z, (376)
Ce qui permet de simplifier (375) en :

G2 () =W,6l;,() @77

Ainsi, il suffit d’initialiser le premier couple de base réduite et masque local, puis les couples suivants
seront choisis automatiquement en appliquant (377) et en trouvant la génératrice la plus proche. On
peut noter que le choix automatique de la base réduite locale peut mener a des instabilités du systeme,
notamment lorsqu’un vecteur non linéaire est a la frontiére de deux groupes. Dans ce cas, on peut
avoir une alternance répétée entre deux couples locaux, empéchant la convergence de la boucle de
Newton-Raphson, et on choisit alors d’utiliser uniquement la base globale et son masque pour ces cas
particuliers.
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Réduction de modéles numériques pour I’évaluation des
performances de machines électriques

Résumé

Dans le domaine de I'électrotechnique, il est courant d’avoir recourt a des simulations numériques du
matériel, pour assister ou remplacer des essais réels. Cependant, a cause de la taille des problemes a
résoudre, et du comportement fortement non linéaire de certains matériaux, la simulation numérique
est souvent tres couteuse en temps de calcul. On cherche alors a appliquer des méthodes de réduction
de modele pour les accélérer. Un premier degré de réduction repose sur |'utilisation d’'une base réduite,
afin de réduire la taille du probléme. Le second degré de réduction consiste a prendre en compte de
maniere efficace les non linéarités. Cette thése CIFRE a été effectuée dans le cadre du LAMEL dans le
but d’identifier les méthodes les plus adaptées a la simulation d’'une machine asynchrone a cage
d’écureuil. Les résultats obtenus montrent qu’il est possible d’accélérer les procédures de test
d’évaluation des performances sans altérer la précision des résultats obtenus.

Mots-clés : Méthode des Eléments Finis; Réduction de modele; Machines électriques; Proper
Orthogonal Decomposition ; Gaussian Newton Augmented Tensors

Abstract

In the field of electrical engineering, it is common to use numerical simulations of equipment to assist
or replace real tests. However, because of the size of the problems to be solved, and the highly non-
linear behaviour of certain materials, numerical simulations are often very costly in computational time.
We then try to apply model reduction methods to accelerate them. A first degree of reduction is based
on the use of a reduced basis, in order to reduce the size of the problem. The second degree of
reduction is to effectively consider non-linearities. This thesis was carried out within the framework of
LAMEL in order to identify the most suitable methods for the simulation of a squirrel cage induction
machine. The results obtained show that it is possible to speed up the performance evaluation tests
procedures without altering the accuracy of the obtained results.

Keywords : Finite Element Method ; Model-order reduction ; Electrical machines ; Proper Orthogonal
Decomposition ; Gaussian Newton Augmented Tensors
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