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Introduction

La recta es del hombre ;
La curva es de Dios.

Antoni Gaudi

Si la courbe est I'apanage de Dieu, comme l'affirme Antoni Gaudi, I'architecte catalan
incarne alors la figure du Titan Prométhée en dérobant dans le « grand livre de la Nature » [1]
les formes ondulantes de I’Art Nouveau barcelonais. Quand il s’agit de construire, Gaudi reprend
sa condition humaine en introduisant presque systématiquement la droite dans la description
de ses ouvrages : il s’appuie sur une formulation mathématique basée sur les surfaces réglées
qui permet a la fois de communiquer sans ambiguité la géométrie des édifices aux entreprises,
mais surtout d’y associer des processus constructifs [2-4] (Fig. 1). C’est bien lalliance de la
géométrie et de la technique qui permet de donner vie aux projets de 'architecte.

F1GURE 1 — Faconnage d’une maquette en platre grace a un gabarit réglé
Extraits vidéo de I'exposition Gaudi Unseen : Completing the Sagrada Familia [5]

Cent ans plus tard, la démocratisation des outils numériques de modélisation tridimen-
sionnelle entraine une émergence croissante des formes libres architecturales. En 2004, douze
architectes (Prométhée 2.0) prennent part a U'exposition Architectures non standard au Centre
Pompidou [6] et affichent des projets d’architecture virtuelle aux surfaces courbes et immaté-
rielles. La question constructive de ces visions prospectives se pose a nouveau et la réponse,
quoique de méme nature qu’un siecle plus tot, est d’une autre ampleur. La méme année est
crée 'unité de recherche Applied Geometry [7] & I'université technique de Vienne en Autriche,
au sein de laquelle émerge le champ d’étude Architectural Geometry [8] qui s’intéresse a la
rationalisation constructive d’enveloppes et structures a géométrie complexe. Une communauté
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de mathématiciens, infographistes, architectes, ingénieurs se constitue et produit une recherche
active qu’elle partage dans des conférences comme Fabricate [9], SIGGRAPH [10] ou encore
AAG [11]. Basée sur la géométrie différentielle (discrete) et sur 'optimisation numérique, cette
discipline se fonde sur la connaissance de la géométrie des courbes et des surfaces pour les
traduire en propriétés constructives.

Il serait toutefois simplificateur de réduire le travail de Gaudi, comme celui d’architectes
contemporains de formes complexes & une approche purement plastique. Il est bien connu que
I’architecte de la Sagrada Familia a su tirer parti de formes funiculaires pour améliorer 'effica-
cité de ses structures et les exemples de constructions aux morphologies sophistiquées motivées
par leurs performances mécaniques ne manquent pas (Fig. 2). La malléabilité des formes com-
plexes peut aussi étre mise a contribution pour améliorer les performances environnementales
de l'enveloppe par des dispositifs de protection [12] ou de captation solaire [13].

(a) Viaduc dell'Industria (b) Passerelle Trumpf
Sergio Musmeci (Italie) Schlaich Bergermann & Partners (Allemagne)

FIGURE 2 — Franchissements sculptés par la recherche de performances mécaniques

Comment alors profiter des vertus de la forme sans étre pénalisé par sa complexité construc-
tive ? Ici I'inspiration biomimétique de Gaudi trouve certaines limites, car, selon la formule bien
célebre de Julian Vincent, les mécanismes qui président a la fabrication de la forme sont diffé-
rents en biologie et en ingénierie : « dans la nature, la matiere est chere et la forme bon marché
(et inversement pour la technologie) » [14]. Alors que la nature synthétise ses matériaux aux
propriétés sur mesure a partir de seulement deux types de polymeres dont ’agencement est
piloté par I'information contenue toute entiere dans la molécule d’ADN;, I’acte de batir dépend
de nombreux acteurs, de centaines de plans et de matériaux aux propriétés hétérogenes. Elle
repose sur une industrie standardisée dont les outils de production et les produits semi-finis
sont généralement dépourvus de courbure pour faciliter la série, le transport, le stockage et la
mise en oceuvre.

Il est donc nécessaire d’agir sur cette matiere pour lui donner forme. Trois catégories, aux
combinaisons multiples, qualifient cette action. La premiere, additive, consiste a agréger des
éléments d’une granulométrie inférieure a I'objet final pour produire la forme désirée. Les pro-
cédés les plus courants sont I'impression 3d de divers matériaux (béton, acier, polymeres. . .),
la maconnerie, le moulage (Fig. 3a). La seconde, soustractive, consiste a enlever de la matiere
a l'objet initial par découpe, usinage, pergage (Fig. 3b). Enfin la derniere, formative, consiste
a déformer 'objet initial sans ajout ni retrait de matiere. Des procédés comme I'emboutissage,
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I'extrusion, le pliage, le roulage ou le cintrage font partie de cette derniere catégorie (Fig. 3c).
L’objet de notre étude, les surfaces développables, s’inscrivent dans cette logique formative,
car elles peuvent étre obtenues par déformation isométrique du plan, ou, formulé d’'un point
de vue mécanique, c’est la forme que prennent naturellement les plaques minces soumises a de
grands déplacements en flexion. Méme si cette cinématique de déformation contraint le domaine
des morphologies possibles, elle offre aux produits bidimensionnels du commerce, généralement
vendus en plaques ou en bobines, la capacité d’accéder a la liberté formelle recherchée.

(a) Fabrication additive (b) Fabrication soustractive (c) Fabrication formative
Dépot de briques de bois [15]  Découpe a la lame chaude [16] Pliage de tole [17, 18]

FIGURE 3 — Mises en forme robotisées

Le travail de recherche mené ici est réalisé dans le cadre d’'une Convention Industrielle de
Formation par la REcherche (CIFRE) impliquant trois partenaires : ’équipe MSA (Matériaux
et Structures Architecturés) du laboratoire Navier, 'atelier d'ingénierie T/E/S/S et I'entreprise
de construction métallique Viry. Ces trois entités, qui ont déja collaboré par le passé [19-21]
sont impliquées dans leur production, dans I’élaboration de structures innovantes et apportent
des contributions complémentaires dans les domaines de la recherche, de la conception et de la
construction.

Ce contexte est propice a questionner les processus de projet traditionnels reposant sur une
séparation assumée depuis Alberti [22,23] entre concepteur et constructeur. La vision descen-
dante (Top-Down) classique, ou les principes de conception généraux sont déclinés vers la ma-
térialisation dans les détails, pourra avantageusement étre complétée par une vision ascendante
(Bottom-Up) o les principes d’assemblage de composants issus de 1’exploration technique des
moyens de fabrication prennent part a la formulation du projet. L’implication d’une entreprise,
de son savoir-faire et de ses outils de production permet d’accorder une place centrale a 'ex-
périmentation constructive dans le processus de réflexion ; a contre-courant de son utilisation
habituelle comme preuve de concept, le prototype a échelle 1 interviendra de fagon inductive, en
amont des développements théoriques. Nous verrons plus tard qu’Euler a découvert les surfaces
développables apres avoir manipulé une bande de papier pliée et non le contraire !

L’objectif de la these est le développement de principes et de systémes constructifs tirant
parti des propriétés géométriques, mécaniques et constructives des surfaces développables. Afin
de tendre vers ce but, plusieurs développements intermédiaires sont nécessaires et structurent
ce manuscript.

Le premier chapitre, consacré a 1’état de l'art, s’attache a déterminer les caractéristiques
des surfaces développables mobilisables pour des applications constructives et identifie les ver-
rous théoriques ou pratiques qui s’opposent a une utilisation plus large dans le domaine de
la construction. Pour cela, les notions fondamentales de géométrie différentielle des courbes et
surfaces sont rappelées afin de définir précisément les propriétés des surfaces développables.
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Ces propriétés, en particulier celle de pouvoir générer des formes complexes a partir de formes
planes, intéressent de nombreux champs d’études; une attention particuliere est accordée au
domaine de la construction par une analyse morpho-structurelle et un examen des processus
de conception. Un prototype a échelle 1 complete et confirme les pistes envisagées par 1'étude
bibliographique : un défaut de connaissance apparait sur la question du rapiécage courbe, rac-
cordement de deux surfaces développables selon des bords quelconques.

Le second chapitre aborde le rapiécage courbe selon un point de vue géométrique. Les
théories relatives a la géométrie différentielle lisse et discrete sont bien définies alors que celle des
surfaces semi-discretes est lacunaire. Dans un premier temps, la question est traitée localement
avec la définition des courbures moyenne et gaussienne situées dans les coutures entre deux
surfaces. Puis le probléme est abordé par la géométrie différentielle globale : le corpus théorique
développé est mobilisé pour la génération de formes fermées, développables par morceaux et
pourvues de propriétés géométriques remarquables.

Le troisieme chapitre examine le rapiécage courbe du point de vue mécanique par 1’étude
d’un systeme constructif mettant en situation des surfaces rapiécées fermées. La structure spa-
tiale proposée s’appuie tout d’abord sur une approche expérimentale par la conception et la
fabrication d’un prototype a échelle 1. I’étude de cette structure est approfondie par la for-
mulation d’'un modele de plaque équivalent via des techniques d’homogénéisation. Enfin, un
outillage de prédimensionnement couplé a des techniques d’optimisation est développé pour
permettre la transposition de la démarche a des structures de plus grande complexité.

Le dernier chapitre rappelle les principaux résultats et conclut sur le potentiel des surfaces
développables au sein de systemes constructifs. Quelques pistes d’amélioration des modeles et
algorithmes sont proposées ainsi que plusieurs développements exploratoires.



CHAPITRE 1

Géométrie constructive et structurale : Etat de I'art

Le manuscript que vous tenez entre les mains (si vous disposez de la version papier) comporte
environ 380 pages, soit 190 surfaces développables, 210 x 297 mm. Peut-étre I'avez vous emporté
dans votre sac pour le consulter dans les transports en commun et profiter des 23 m? de surface
de lecture qu’il offre. Ensuite, il est possible que vous le conserviez; il n'occupera alors que
1.9cm du linéaire de votre étagere. Ou vous lui donnerez une seconde vie en transformant ses
pages en ceuvre d’art d’origami si vous étes Akira Yoshizawa, en maquette pour votre prochain
musée si vous étes Frank O. Gehry (Fig. 1.1) ou en simple cornet de frites si vous avez des
projets plus pragmatiques. . .

e

(a) Akira Yoshizawa, (b) Frank O. Gehry manipulant la maquette
autoportrait du Walt Disney Hall

FIGURE 1.1 — Surfaces développables : de I'origami a ’architecture

Ces quelques considérations donnent un apercu des potentialités des surfaces développables :
grandes surfaces développées malgré un stockage et un transport tres compacts, univers formel
riche, usages variés, mise en forme avec une grande économie de moyens.



1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

Mais cette illustration de papier est transposable a d’autres matériaux, d’autres échelles,
d’autres applications. Regarder du c6té de la construction navale et aéronautique est édifiant.
On remarque qu'une part tres significative de la coque d’un bateau ou du fuselage d’un avion
est constituée de surfaces développables, alors que les contraintes hydro/aérodynamiques et
la résistance mécanique requise indiqueraient plus naturellement 1'usage des surfaces a double
courbure. Pourtant, celles-ci sont utilisées avec beaucoup de parcimonie, témoignant ainsi de
I'avantage constructif (et économique) des surfaces développables. La voiture, véhicule aux
courbures plus prononcées et produites en plus grandes séries, semble aujourd’hui échapper
a cette regle; mais il suffit de remontrer un peu dans le temps pour retrouver les premiers
véhicules fabriqués en petit nombre et voir réapparaitre les surfaces développables (Fig. 1.2).

\\‘ .;'\.’,\\w ).~ S

LN A | # ‘ 8 i - N
(a) Paquebot Harmony of the Seas (b) Avion A321 LR (c) Voiture 24h du Mans
STX Airbus Chenard & Walcker 1923

FI1GURE 1.2 — Surfaces développables : construction navale, aéronautique et automobile

A fortiori, la production architecturale, par essence unique dans les artefacts qu’elle fabrique
ne semble-t-elle pas un terreau fertile pour 1'utilisation de ce type de surfaces? C’est a cette
question que nous allons essayer de répondre dans ce premier chapitre en établissant un état
de I'art général sur les surfaces développables qui sera complété dans les chapitres qui suivront
par un état de I'art plus spécifique selon les questions abordées.

La partie 1.1 rappelle les notions fondamentales de géométrie différentielle des courbes
et des surfaces qui seront utilisées tout au long de ce travail de recherche. Cela permet de
définir précisément les surfaces développables et d’en souligner les propriétés géométriques les
plus importantes. Nous recenserons, dans la partie 1.2, les différents champs d’études liés aux
surfaces développables, tout d’abord par une rapide incursion historique, puis par une approche
thématique des développements contemporains. Le cas d’étude des pavillons du premier étage de
la Tour Eiffel illustrera 1'usage de ce type de surfaces dans un projet de fagade. Nous cadrerons
plus particulierement le domaine de la construction des structures et d’enveloppes dans la partie
1.3 par une analyse morpho-structurelle ot chaque parametre de conception sera considéré
individuellement. Une approche plus synthétique des processus de conception est proposée en
partie 1.4 par I’étude de la question de la rationalisation et des couplages entre les différents
parametres de conception identifiés dans la partie précédente. Le prototype Metal Fuplectella
Folie, congu a partir des connaissances bibliographiques acquises, complete ces sources dans une
réflexion par le projet ; la conception et fabrication de cette structure a échelle 1 sont décrites
dans la partie 1.5. Enfin, la partie 1.6 conclut sur les pistes dégagées conjointement par I’étude
de la littérature et celles suscitées par le prototype ainsi que sur les directions a prendre pour
la suite de nos recherches.



1.1. Petit précis illustré de géométrie différentielle

1.1 Petit précis illustré de géométrie différentielle

Une technique traditionnelle de mise en forme de main courante tubulaire d’escalier hélicoi-
dal fait usage d’une simple cintreuse a trois galets. Une fois le profilé engagé dans la machine
qui lui imprimera son rayon de courbure, 'opérateur, a ’aide d’une poignée située en extrémité,
va faire tourner le tube autour de son axe a vitesse constante, créant ainsi le « débillardage » de
la main courante (Fig. 1.3). Cette technique de fabrication traduit directement les propriétés
géométriques de I'hélice circulaire qui est la seule courbe présentant des rayons de courbure
et de torsion constants, en un processus de fabrication adapté. De facon plus générale, pour
les enveloppes et structures a formes complexes, la compréhension fine des propriétés géomé-
triques des différents composants permet d’y associer les procédés industriels qui rendront leur
construction techniquement et financierement viable.

FI1GURE 1.3 — Processus de débillardage a la cintreuse

Cette description des propriétés locales des courbes et des surfaces releve du domaine de la
géométrie différentielle, dont les bases ont été posées par les pionniers Euler, Monge et Gauss.
Les ouvrages plus récents de Do Carmo [24], Pressley [25], Farin [26], Pottmann et Wallner [27]
et Brossard [28] ont servi de support a ce mémento de géométrie qui a également pour ambition
de poser un systeme de notations et de conventions de signes qui ne fait pas consensus dans la
littérature.



1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

1.1.1 Géométrie différentielle des courbes

1.1.1.1 Equation paramétrique

On définit une courbe paramétrée dans R* comme I’application
vt ,t7] - R? (1.1)

avec t~ et t1 tels que —o0 <t~ < t* < +oo et Uintervalle [t7,¢7] représente un intervalle fermé
tel que [t7,tT] ={teR |t~ <t <ttt}

Dans le repere orthonormé R(O, @, 7, Z), les coordonnées du point p appartenant a vy sont
définies par trois fonctions :

Op=| y(t) (1.2)

Une méme courbe peut posséder plusieurs paramétrisations. Si le parametre représente la
longueur de la courbe, on parle alors de paramétrisation normale par abscisse curviligne ou
par longueur d’arc; il est généralement noté s et la dérivée de la courbe 7 est notée ' = dv/as
(Fig. 1.4). Pour un paramétrage quelconque (comme le temps), le parameétre est noté ¢ et la
dérivée de la courbe v est notée 4 = dV/ar.

(a) Les bornes kilométriques marquent (b) La chronophotographie crée des
un paramétrage par abscisse curviligne courbes paramétrées par le temps
Course de I'homme, Etienne-Jules Marey (1886)

FI1GURE 1.4 — Paramétrages de courbes

Par la suite, on se restreint aux courbes régulieres, soit :

dy
L0 1.3
e (1.3)

Soit ds un petit élément de longueur de la courbe vy entre les points y(t) et (¢ + dt). Quand
dt — 0, on a dans le repere orthonormé R :

ds® = dr* + dy* + dz* (1.4)

L’abscisse curviligne de la courbe «, dont le point de départ est p~ = v(¢7), vaut :

s(t) — J: ds — f VTP + Pt (15)



1.1. Petit précis illustré de géométrie différentielle

1.1.1.2 Repere de Frenet
1.1.1.2.1 Courbes spatiales

L’introduction du repere de Frenet permet I’étude du comportement local des courbes planes
et spatiales. Il est associé au point p décrivant la courbe 7.

Pour une courbe spatiale, il est constitué des vecteurs Ty (vecteur tangent), N7 (vecteur
normal) et By (vecteur binormal), base orthonormée de R? obtenue par le procédé d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt des vecteurs (t), ¥(t) et 4(t) A (), dans cet ordre. Pour un
paramétrage quelconque, les vecteurs de la base valent :

Ty =L Ny = By ATy Bp =127 (1.6)
kel 1 A A

Les plans suivants sont définis par la combinaison de deux vecteurs parmi trois :

— (’_ZTF),N—)F) : plan osculateur
— (N7, Bp) : plan normal

— (ﬁ,gp)) : plan rectifiant

On suppose maintenant que la courbe est bi-réguliere, c’est-a-dire que les vecteurs et ¥
sont linéairement indépendants. Le vecteur T étant de norme con_)stante, sa dérivée par rapport
a ’abscisse curviligne s est un vecteur non-unitaire, normal a Tr. Sa norme, par convention
toujours positive, est appelée courbure, notée k, et son inverse est appelé rayon de courbure,
noté R :

ds

=[5

= kNp = (1.7)

De méme, FF) est un vecteur de norme constante et sa dérivée par rapport a l'abscisse
curviligne s est un vecteur non-unitaire, normal a N—)F Sa norme est appelée torsion, notée 7.
La littérature n’est pas unanime sur la convention de signe de la torsion. Nous choisissons celle
qui donrﬁ) une torsion positive quand le triedre tourne dans le sens trigonométrique autour du
vecteur T dans le sens de 'abscisse curviligne croissante :

dB; N
— =—7N, 1.8
ds TAE (18)
En dérivant le vecteur N_)F = B_F) A TTF) par rapport a ’abscisse curviligne, on obtient :
ANy
y P — KTy + 7Bp (1.9)
s

Les résultats précédents sont résumés sous forme matricielle :

TF) 0 k 0 TF)

d -_—> —_—

T JE = - 0 7 E (1.10)
Br 0O —7 0 Br
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Les expressions de la courbure et de la torsion sont alors déduites des expressions précédentes
dans le cas d'un paramétrage par I'abscisse curviligne :

o YAY)-H
K=y A T = (I<J2) (1.11)
et dans le cas d’un paramétrage quelconque :
L 537| o (V.A 7?. i (112)
il el

Sur la figure 1.5 est représentée une courbe spatiale munie d’un repere de Frenet a I'endroit
de courbure maximale (rayon de courbure minimal). Cette représentation est accompagnée du
diagramme de courbure, tracé en fonction de I’abscisse curviligne.

(a) Courbe spatiale (b) Diagramme de courbure

FIGURE 1.5 — Description d’une courbe spatiale par le triedre de Frenet

_ Soient dov et df, angles entre les vecteurs T}:(S) et 7_};(5 + ds) d’une part et FF)(S)EE
Brp(s + ds) d’autre part. Alors la courbure et la torsion qualifient les vitesses angulaires de Tp
et Br quand le repére de Frenet parcourt la courbe 7 selon son abscisse curviligne s : k = 4%/ds,
T = db/ds. Si on exprime le vecteur rotation du repére de Frenet Q_)F par rapport a lui-méme, on
obtient :

N T
Qr=1|0 (1.13)
K

La courbure est donc la tendance de la courbe a quitter la ligne droite et la torsion celle a
s’éloigner du plan. Une courbe a torsion nulle est une courbe plane.

C’est bien comme cela qu’agit le métallier quand il forme la main courante de 'escalier : la
poignée est la binormale a laquelle il impose une vitesse de rotation (torsion) constante pendant
que la cintreuse se charge de modifier la direction de la tangente (courbure).

10



1.1. Petit précis illustré de géométrie différentielle

1.1.1.2.2 Courbes planes

Pour une courbe plane deux @)is différentiable, la construction du repere de Frenet est
légerement différente. Le vecteur Tr est introduit comme pour le cas spatial,_\)/ecteur unitaire
porté par la tangente dans le sens du paramétrage croissant. Le vecteur Np est le vecteur
unitaire porté par la normale principale, défini par la rotation de +7/2 du vecteur YTF)

Il existe alors un scalaire k4 tel que :

Ty

— 1, |5 N 1.14
dt K |7| F ( )

avec kg, courbure signée de v au point p(t). La courbure signée est positive si N—)F pointe vers
le centre de courbure et négative dans le cas contraire.

La figure 1.6 montre une courbe plane accompagnée de son diagramme de courbure exprimé
en fonction de l'abscisse curviligne. La partie noire de la courbe est une ligne droite (courbure
nulle), puis la partie rouge est un raccord clothoidal (variation de courbure linéaire), souvent
utilisé pour le tracé routier et ferroviaire ; elle opére une transition avec la partie verte, en arc
de cercle (courbure constante). Enfin, le tracé de la partie bleue est plus libre et présente trois
points d’inflexions (changement de signe de la courbure).

Rs

N~

\J

FIGURE 1.6 — Courbe plane et diagramme de courbure signée

oY

11
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1.1.2 Géométrie différentielle des surfaces
1.1.2.1 Equation paramétrique
On définit une surface paramétrée dans R? comme I’application
o:[u,ut]xv,v"] >R (1.15)

avec u—, ut et v, vt tels que —o < u” <ut < 4w et —oo < v < vt < 400, Les intervalles
[u=,ut] et [v7,v"] représentent des intervalles fermés : [u™,ut] = {ue R|u~™ <u<u'} et
[v7, 0] ={veR|v- <v<vt}

Dans le repére orthonormé R(O, 7,7, Z), les coordonnées du point p appartenant a o sont
définies par trois fonctions :

)
Op = y(u,vg (1.16)

Cette partie est illustrée par une surface d’Enneper dont ’équation paramétrique est :

_ 3 -

u—u——i—qu
3
s !
Op=| v, (1.17)
3
U2 — 2

Une courbe peut étre définie implicitement sur la surface en liant les deux parametres u et
v (Fig. 1.7).

FI1GURE 1.7 — Surface d’Enneper, courbes isoparamétriques
et courbe quelconque définie sur la surface

. \ _) V4 N
Si nous fixons un des deux parametres, alors le vecteur Op ne dépend que d’un parametre et
décrit une courbe sur la surface appelée courbe isoparamétrique. La surface est décrite par deux

12



1.1. Petit précis illustré de géométrie différentielle

réseaux de courbes a un parametre (u,v = cste) et (v,u = cste) et les dérivées partielles par
rapport aux deux parametres %9/au et 99/6v définissent les tangentes des courbes isoparamétriques
dans la direction du parametre variable. Un déplacement élémentaire sur la surface est alors
donné par :

dp = do(u,v) = a—du + —dv (1.18)
u

Pour alléger 1’écriture, on adopte les notations suivantes pour les vecteurs de dérivées par-
tielles de o :

oo e . N
A o,  dérivée partielle de o par rapport a u;
U
oo L, . N
a3 0, : dérivée partielle de o par rapport a v;
v
0’0 . : .
vl Ouu : dérivée partielle seconde de o par rapport a u;
o L . X
o 0w : dérivée partielle seconde de o par rapport a v;
o oy . . .
~ Zuin Ow : dérivée partielle croisée de o par rapport a u et v.

On suppose que la surface est dépourvue de point singulier, soit o, A g, # 0, ou encore que
u et v sont indépendants. Comme nous le verrons par la suite, cette hypothese nous garantit
que la normale a la surface est toujours bien définie.

1.1.2.2 Premiére forme fondamentale

La premiere forme fondamentale est une caractéristique locale de la surface o et traduit
la métrique de la surface. Elle peut étre interprétée comme le produit scalaire euclidien en
restriction au plan tangent [29]. Elle est notée par le chiffre romain I et intervient dans le calcul
des longueurs et des aires sur les surfaces. Soit ds une longueur d’arc élémentaire. La grandeur
ds? est appelée premiere forme fondamentale :

I = ds® = (o4du + 0,dv)” = Edu® + 2Fdudv + Gdv® (1.19)

avec £ = 0%, F = 0,0,, G = 02, les coefficients de la premi¢re forme fondamentale, que ’on
peut écrire sous forme matricielle :

E F
Fr = l F oG ] (1.20)
Dans le cas de la surface d’Enneper, la premiere forme fondamentale est égale a :
Ign = (1+u* + 02)2 (du® + dv?) (1.21)
Soit, sous forme matricielle :
21 1 0
Fro, = (L+u* +07) l 01 ] (1.22)

Le coefficient F' = 0 signifie que les courbes isoparamétriques se croisent a angle droit
puisque o, - g, = 0. L’égalité des coefficients F = G signifie que le point p évolue a la méme
vitesse pour les deux parametres. Le tenseur métrique est conforme a la métrique euclidienne,
cette paramétrisation de la surface d’Enneper est dite isothermale.

13



1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

1.1.2.3 Repere de Darboux

Nous avons vu précédemment que les dérivées partielles o, et o, définissent les tangentes
au point p des deux courbes isoparamétriques qui y passent. Ces deux vecteurs, non unitaires
et non orthogonaux dans les cas général, mais non colinéaires selon nos hypotheses, engendrent
le plan tangent a ¢ en p. La normale, non unitaire, est donnée par :

N =0, Aoy (1.23)

Nous introduisons un autre repére mobile, complémentaire a celui de Frenet, cette fois-ci
pour étudier le comportement des courbes tracées sur une surface. Supposons maintenant que
la courbe v appartient a la surface o.

Le premier vecteur de ce repere est identique a celui du repere de Frenet, car ils sont tous
deux tangents a la courbe v au point p. Le vecteur tangent n’est donc plus indicé par la suite :

— —> —>
T =Tp =Tp (1.24)
Le troisieme vecteur adopte la normale a la surface o et est noté N_)D apres normalisation :
— ﬁ Oy N Oy

TR T VEG-P

Enfin, le second vecteur est un vecteur unltalre du plan tangent appelé normale géodésique
qui, par analogie au repere de Frenet, est noté BD :

(1.25)

BD = ND AN TD (126)

Le repere de Darboux est en général différent de celui de Frenet, mais ces deux reperes
partagent le vecteur tangent Il est donjos&ble de définir la position relative des deux reperes
par un unique angle ¢ = (Np, ND) (BF,BD) ;

T 1 0 0 Tr
Ny | =| 0 cosf siné Ny (1.27)
B—z; 0 sinf —cosf B_F>

A Taide des équations de Frenet et en procédant aux changements de reperes adéquats, on
peut exprimer les dérivées des vecteurs du repere de Darboux sous la forme :

dT ., .,
— = +ksinf Bp +kcost Np
ds
dBp, d9 —
=P — _ksin® T —+71) Np (1.28)
ds ds
AN df .
D _keosd T — (2 +7) B D
ds ds
Les résultats précédents sont résumés sous forme matricielle :
T 0 Kg  Kn T
d e —
df BD = —Ryg 0 Tg BD (129)
s
N—)D —Rn _Tg O ]TD)

14



1.1. Petit précis illustré de géométrie différentielle

avec k, = ksin#, courbure géodésique, k, = kcosf, courbure normale et 7, = (%/das + 7),
torsion géodésique.

Selon ces formules, les courbures géodésique et normale sont respectivement les courbures
au point p des projections de la courbe v sur les plans (T), B_D)) et (N—>D, T)) Comme pour le
repére de Frenet, si on exprime le vecteur rotation du repere de Darboux Q—>D par rapport a
lui-méme, on obtient :

Qp = | (1.30)

Kg

Cela signifie que la torsion géodésique a tendance a faire tourner le repere autour de la
tangente, la courbure normale autour de la normale géodésique et la courbure géodésique autour
de la normale. En termes d’aviation ou de marine, la torsion géodésique correspond a la notion

de roulis, la courbure normale a celle de tangage et la courbure géodésique correspond au lacet
(Fig. 1.8).

F1GURE 1.8 — Courbures de Darboux illustrées par les rotations d’un avion

1.1.2.4 Seconde forme fondamentale et application de Gauss

Alors que la premiere forme fondamentale décrit la géométrie intrinseque de la surface qui
peut étre déterminée depuis la surface elle-méme, la seconde forme fondamentale dépend du
plongement de la surface dans R3. Elle intervient en particulier dans le calcul des courbures et
est notée par le chiffre romain 77 [30].

L’expression de la courbure norgale est obtenue par la projection de la troisieme formule
de Darboux sur le vecteur tangent 1" et fait apparaitre la premiere forme fondamentale :

AN, i + 20 dudv + oppdv? >
Kn:_dD_T;ZU u+0[uv+a U N (1'31)
S
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1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

Le numérateur est appelé seconde forme fondamentale :
II = Ldu® + 2Mdudv + Ndv® (1.32)

—> —> —> i
avec L = 0y,-Np, M = 0,,-Np, N = 0,,-Np les coefficients de la seconde forme fondamentale,
que l'on peut écrire sous forme matricielle :

L M
Dans le cas de la surface d’Enneper, la seconde forme fondamentale est égale a :
IIg, = 2(du® — dv?) (1.34)
Soit, sous forme matricielle :
2 0
Frig, = [ 0 —9 ] (1.35)

L’application de Gauss est une application différentiable sur une surface o de R? & valeurs
dans la sphére unité S? :

G:o— S? (1.36)

Elle associe a chaque point de la surface la valeur de son vecteur normal unitaire ]VD)
(Fig. 1.9). Il existe alors une identification naturelle entre le plan tangent a o en p et le plan
tangent a S? au point correspondant :

Tyo = Tg(p)S> (1.37)

Tg(p)S :

F1GURE 1.9 — Application de Gauss

La différentielle de 'application de Gauss mesure la variation du vecteur normal N—>D quand
p se déplace sur la surface. C’est une application linéaire du plan tangent vers lui-méme :

d,G : Tyo - T,o (1.38)
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1.1. Petit précis illustré de géométrie différentielle

On appelle endomorphisme de Weingarten de la surface o au point p 'application définie
par :

Wyo = —d,G (1.39)
Il s’écrit sous forme matricielle en fonction des deux formes fondamentales :
Fw = f;lf][ (1‘40)

Dans le cas de la surface d’Enneper, 'expression matricielle de 'application de Weingarten
est :

2 1 0
Foe = e [0 40

Les valeurs propres de 'endomorphisme de Weingarten sont appelées courbures principales
et sont notées kg et k1 avec comme convention kg < k1. A ces valeurs propres sont associés
deux vecteurs propres appelés directions principales, notés o et t_f; ces derniers constituent
alors une base orthogonale du plan tangent.

Imaginons un plan N,o, défini au point p par la normale a la surface ]VD) et un vecteur 7_1;
appartenant au plan tangent 7,0 et effectuant une rotation d’angle ¢ € [0,27[. La courbe
d’intersection 7, entre N,o et o présente une courbure r,, au point p égale a la courbure
normale de toutes les courbes appartenant a ¢ et ayant pour vecteur tangent f; (Fig. 1.10a).
Les courbures principales kg et k1 sont alors les deux valeurs extrémes que peut prendre f; et
les vecteurs o et f; sont les positions correspondantes du vecteur f; (Fig. 1.10Db).

(a) Courbure normale (b) Courbures principales

FIGURE 1.10 — Définition des courbures principales par un plan normal mobile
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1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

Si 'angle ¢ est choisi tel que ¢ = (t_o), 7_1;), alors le théoréeme d’Euler donne I'expression de
la courbure normale en fonction des courbures principales :

Kn = Ko COS” @ + Ky sin® (1.42)

Nous en profitons pour fournir une formule alternative (formule d’Ossian-Bonnet) de la
torsion géodésique en fonction des courbures principales et de 'angle ¢ :

T, = (K1 — Ko) cos @ sin ¢ (1.43)

Le déterminant et la demi-trace de 'application de Weingarten sont appelés respectivement
courbures gaussienne et moyenne de la surface o au point p et s’expriment en fonction des
courbures principales et des coefficients des premiere et seconde formes fondamentales :

LN — M?

K = det(./T"W) = Rok1 m
(1.44)
LG —-2MF + NE

2EG — F?)

1 1
H = itr(FW) = 5(/10 + Iil)

Les courbures gaussienne K et moyenne H sont indépendantes du paramétrage de la surface.

Pour la surface d’Enneper, la matrice de I'application de Weingarten présente une forme
diagonale selon le paramétrage choisi, ce qui signifie que les lignes isoparamétriques suivent les
directions principales de courbure et que les courbures principales peuvent étre lues directement
sur les termes diagonaux. Elles sont égales et opposées :

2

ATw o7 (1.45)

Rg = —R1 = —

Les courbures gaussienne et moyenne valent :

4
K=— H=0 (1.46)
(14 u?+v?)

Une des découvertes les plus importantes de Gauss a propos des propriétés des surfaces est
que la courbure gaussienne reste inchangée quand la surface se courbe sans changer d’aire (dé-
formation isométrique). Nous verrons plus tard que cet énoncé, connu sous le nom de Theorema
Egregium, sera d’'importance fondamentale pour les surfaces développables.

1.1.2.5 Classification des surfaces

Les points d’une surface peuvent étre classés selon le signe de la courbure gaussienne en ce
point.

K > 0 : point elliptique. Si tous les points de la surface sont de cette nature, la surface est a
double courbure positive ou synclastique. C’est le cas par exemple de la sphere, de I'ellipsoide
ou d'un hyperboloide a deux nappes. Cette morphologie correspond aux structures travaillant
principalement en compression comme les coques, domes, gridshells. L’image de Gauss de la
surface (ensemble des points images de I'application de Gauss d’une surface) est une portion
de spheére dont le contour posseéde la méme orientation que la surface antécédente (Fig. 1.11a).
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K < 0 : point hyperbolique. S’il en est ainsi pour tous les points de la surface, elle est
dite a double courbure inverse ou anticlastique. C’est le cas par exemple d'un hyperboloide
a une nappe ou un paraboloide hyperbolique. Cette morphologie correspond aux structures
travaillant principalement en traction comme les architectures textiles. L’image de Gauss de la
surface est une portion de sphére dont le contour posseéde une orientation opposée a celle de la
surface antécédent (Fig. 1.11b).

K = 0 : point parabolique. Si c’est le cas de tous les points de la surface, elle est dite a
simple courbure ou développable. Des exemples bien connus sont le cylindre ou le cone. L’image
de Gauss se réduit a une courbe sur la sphere unité : le cylindre est représenté par un grand
cercle, le cone par un petit cercle et une surface développable par une courbe quelconque.
L’orientation du contour ne peut étre définie puisque deux bords de I'image de Gauss, de sens
opposés fusionnent en cette courbe (Fig. 1.11c).

Il est également courant d’identifier des surfaces particulieres selon leur courbure moyenne.
Les surfaces a courbure moyenne constante (CMC) possedent de nombreuses propriétés dont
celle d’étre funiculaire sous un chargement de pression normale, avec des contraintes mem-
branaires uniformes isotropes ; elle sont souvent utilisées pour les architectures gonflables. Les
surfaces a courbure moyenne nulle sont une sous-classe des CMC ; ce sont des surfaces minimales
utilisées dans le cas de structures tendues.

RO
RN
MRS
e

(a) Surface synclastique (b) Surface anticlastique (c) Surface développable

FiGURE 1.11 - Classification des surfaces selon leur courbure gaussienne

Une surface est dite de Weingarten s’il existe une relation indépendante des parametres
entre la courbure moyenne et la courbure gaussienne. De récents travaux ont été publiés sur les
surfaces de Weingarten linéaire [31] qui sont caractérisées par la constance de la combinaison
linéaire entre courbures moyenne et gaussienne :

aH +bK =c| {a,b,c} e R® (1.47)
Les courbures principales de la surface d’Enneper étant égales et opposées en tous points, la
courbure gaussienne est toujours négative et la courbure moyenne nulle; il s’agit d’une surface

anticlastique minimale.
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1.1.2.6 Classification des courbes sur les surfaces

Parmi les nombreuses courbes aux propriétés remarquables tracées sur une surface, nous
identifions celles qui présentent une des courbures de Darboux (g, £y, 7,) nulle sur toute sa
longueur.

Les lignes a courbure géodésique nulle sont appelées lignes géodésiques. Elles ont la propriété
de relier deux points de la surface par le chemin le plus court sur la surface (& quelques exceptions
prés, comme sur le cylindre). Ces courbes ne « tournent » ni a gauche, ni a droite et peuvent
étre représentées comme la trajectoire d’observateurs se déplagant droit devant eux [32].

Les lignes a courbure normale nulle sont appelées lignes asymptotiques. En chaque point
hyperbolique d’une surface, passent deux lignes asymptotiques et une seule par un point pa-
rabolique. Il n’en passe pas par un point elliptique, car la courbure normale ne s’y annule
jamais [33].

Enfin, les lignes a torsion géodésique nulle sont appelées lignes de courbure, car elles suivent
en tous points les directions de courbure principale. Etant donné les résultats rappelés précé-
demment, les lignes de courbure se développent sur la surface en un double réseau de lignes
orthogonales [34].

Ces trois types de lignes présentent des aptitudes différentes a générer des bandes dévelop-
pables a partir de leur tracé [35]. Tang et al. établissent I’équation du vecteur r de la regle
d’une bande développable générée a partir de la courbe ~ tracée sur la surface o. La regle est
comprise dans le plan (T), E;) du repere (p, T, E;, Va , lui-méme tourné d’un angle o autour
de T par rapport au repere de Darboux (p, T, Bp, Np) de la courbe 7, tel que o = (B—D>, E:)
(Fig. 1.12). La formule générale, exprimée en fonction du triedre et des courbures de Darboux,
ainsi que de 'angle «, donne 'expression du vecteur de la regle :

re = TQT) + (kg sin a + K, cos a)(sin oaNp — cos ozB_D)) (1.48)

FIGURE 1.12 — Reperes de définition d’'une bande développable
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Les auteurs concluent sur le conditionnement de la bande développable selon 'angle « et
le type de ligne support. Un mauvais conditionnem_e)nt signifie que les deux vecteurs de dérivée
partielle o, et o, de la bande développable, ici T et r®, deviennent colinéaires et rendent
imprécise la définition de la normale & la surface (Eq. 1.23 et voir plus loin Eq. 1.51). Au
contraire, des vecteurs o, et o, proches de 'orthogonalité générent une bonne distribution des
regles.

Par exemple, une bande développable suivant une ligne de courbure (7, = 0) sera toujours
bien conditionnée, quel que soit 'angle o. En effet, dans ce cas :

r® = (Kgsin o + K, cos ) (sin aNp — cos ozB—D)) (1.49)

La regle sera toujours positionnée dans le plan (B—[;, N—>D), normal a la courbe v ; T et 7 sont
orthogonaux. En revanche, la qualité de la bande développable suivant une ligne géodésique
ou asymptotique dépend fortement de l'angle a. A titre d’exemple, une bande développable
tangente (o = 0) suivant une ligne asymptotique est mal conditionnée, car la régle est colinéaire
a la tangente : 1% = TgT. Les résultats croisant type de courbe et angle a sont résumés dans le
tableau 1.1

TABLE 1.1 — Conditionnement de la bande développable en fonction
du type de courbe suivie et de I'angle «

a=0 a=7)

Ligne géodésique Kg =0 + —
Ligne asymptotique Kp = — +
Ligne de courbure Ty = + +

La figure 1.13 montre les régles de la bande développable normale (o = 7/2) s’appuyant sur
la courbe quelconque . On observe bien le mauvais conditionnement des regles a ’endroit de
courbure géodésique nulle.

(a) Distribuition des régles (b) Diagramme de courbure géodésique

FI1GURE 1.13 — Bande développable normale
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1.1.2.7 Propriétés et paramétrisation des surfaces développables

Les surfaces développables sont caractérisées par une courbure gaussienne nulle en tous
points de la surface. Cela signifie qu’au moins une des deux courbures principales est nulle :
K = Rok1 = 0.

Si les deux courbures s’annulent simultanément en un point, nous sommes en présence d’un
méplat ; si elles s’annulent simultanément en tous points, nous sommes en présence du plan
euclidien.

Si une et une seule courbure s’annule, la direction de courbure principale correspondante
est représentée par une droite (reégle). Il est alors courant de classer les surfaces développables
selon la distribution de ces regles :

— régles paralléles : surface cylindrique (Fig. 1.14a);
— regles concourantes en un point : surface conique (Fig. 1.14b);

— régles tangentes & une courbe spatiale : surface développable des tangentes (Fig. 1.14c).

o e

(a) Surface cylindrique (b) Surface conique (c) Surface tangente

F1GURE 1.14 — Classification des surfaces développables selon la distribution des regles

Par le Theorema Egregium, nous notons que les surfaces développables sont isométriques
au plan euclidien, car tous deux possedent une courbure gaussienne nulle. C’est cette propriété
de déformation sans changement métrique qui confere aux surfaces développables ’essentiel de
leurs qualités constructives : toute surface développable peut étre générée a partir d'un patron
de découpe plan et, a I'inverse, toute surface développable peut étre remise a plat sans pli ni
déchirure.

En contrepartie, cela a pour conséquence 'impossibilité de former des surfaces a double
courbure avec une unique surface développable, sujet bien connu des cartographes qui doivent
représenter la géographie terrestre (proche de la spheére) sur un support développable : cy-
lindre (projection de Mercator, Peters...), conique (projection de Lambert, d’Albers...), plan
ou azimutale (projection stéréographique, gnomonique. . .).

Konakovié et al. [36,37] proposent d’inciser une plaque de fagon périodique pour permettre
la déformation métrique (auxétique) de la surface et atteindre des formes a double courbure
a partir d’éléments plans. Le sculpteur et designer Haresh Lalvani fait usage d'un procédé
similaire dans ses ceuvres : la double courbure variable de ses surfaces en acier est révélée
par 'ouverture variable des incisions qui dénotent du changement de métrique nécessaire pour
atteindre ces géométries (Fig. 1.15).
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FIGURE 1.15 — Eros, Haresh Lalvani (2007)

Les surfaces développables sont des surfaces régulieres et peuvent étre décrites par deux
paramétrisations équivalentes [38].

La premiere, appelée paramétrisation directe, s’appuie sur le fait que 'une des deux direc-
tions de courbure principale se trouve le long d’une droite. D’aprés Pottmann et Wallner [27],
cela est satisfait si la double condition suivante est remplie :

— en tous points passe une droite incluse dans la surface;

— le plan tangent a la surface est identique le long de cette droite.

La premiere condition implique que les surfaces développables appartiennent a la famille
des surfaces réglées, surfaces générées par le déplacement d'une droite dans I'espace. La para-
métrisation d’une surface réglée o(u,v) s’écrit :

o(u,v) = y(u) + vr(u) (1.50)

avec y(u), courbe gauche et r(u) un champ de vecteurs le long de v(u).

Pour une valeur donnée du parametre u, cette paramétrisation représente les lignes droites
sur 0. Le vecteur normal N(u,v) est calculé a partir du produit vectoriel des dérivées par-
tielles o, et o, :

N(u,v) =3(u) A r(u) +vr(u) A r(u) (1.51)

Or, d’apres la seconde condition, le plan tangent (le vecteur N(u,v)) est constant le long
d’une regle, donc les vecteurs §(u) A r(u) et vr(u) A r(u) sont linéairement dépendants, ce qui
peut étre exprimé par la condition équivalente :

det(y,r,7) =0 (1.52)

Cette seconde condition distingue les surfaces développables en les définissant comme un
sous-ensemble des surfaces réglées.

La seconde paramétrisation est appelée paramétrisation duale. L’expression du vecteur nor-
mal (Eq. 1.51) montre qu’il ne dépend que du parameétre u. L’ensemble des plans d’une surface
développable est donc une famille de plans a un parametre qui peut s’écrire sous la forme :

a(u)r + b(u)y + c(u)z + d(u) =0 (1.53)
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Nous avons défini précédemment les lignes géodésiques comme les courbes de courbure
géodésique nulle. Les surfaces développables étant isométriques au plan, elles entretiennent avec
les lignes géodésiques une relation identique a celle du plan euclidien avec les droites. En effet, les
surfaces développables sont les seules surfaces sur lesquelles la distance entre deux géodésiques
peut rester constante. Sur une surface synclastique, les courbes seront nécessairement amenées
a se croiser alors qu’on peut trouver une infinité de géodésiques sans intersection sur une surface
anticlastique.

La représentation discréete d’une surface développable la plus couramment utilisée [27], ap-
pelée D-strip pour Developable strip, se base sur la génération des développables des tangentes.
La méthode de génération part de l'observation qu'une bande de quadrangles plans peut étre
développée sur le plan. Un raffinement de la géométrie, tout en conservant la planéité des qua-
drangles, génere a la limite, une bande développable. Les arétes partagées par deux quadrangles
successifs deviennent les régles et sont tangentes a une courbe de régression polygonale [39]
(Fig. 1.16)

FIGURE 1.16 — Raffinement de quadrangles plans vers une bande développable

Rabinovitch et al. [40] proposent une nouvelle représentation discréte des surfaces déve-
loppables en se basant sur un double réseau orthogonal de lignes géodésiques contraint par
des relations d’angles & chaque sommet (Fig. 1.17). Notons que ce type de paramétrisation
peut étre relié a celui des surfaces de Voss, définies par un réseau conjugué de lignes géodé-
siques, mais dont ’absence de contraintes sur les angles permet de générer des surfaces a double
courbure [41].
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FIGURE 1.17 — Paramétrage par un double réseau orthogonal de lignes géodésiques
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1.2 Champs d’études des surfaces développables

1.2.1 Eclairages historiques

L’histoire des origines des surfaces développables est instructive dans le contexte de notre
recherche, car elle raconte la découverte de ces surfaces par ’expérimentation, en réponse a des
problémes concrets, un savant dosage entre théorie et applications [42].

Aristote affirme dans De Anima (I,4) qu'une ligne, par son déplacement, géneére une sur-
face. Sans définir la notion de surface réglée (et a fortiori développable), cette vision influencera
durablement la fagon de concevoir une surface par la cinématique d’'une courbe [43-45]. Les
premieres propriétés remarquables de surfaces développables particulieres ont été identifiées par
William Hawney en 1717 et Amédée-Francois Frézier en 1737. Tous deux, auteurs respective-
ment d’ouvrages sur 'arpentage et la taille de pierre, observerent la capacité du cylindre et du
cone a rouler sur un plan et a étre en contact avec celui-ci sur toute sa longueur.

L’étude mathématique des surfaces développables débute environ cinquante ans plus tard
avec des contributions presque contemporaines de Léonard Euler et Gaspard Monge [46]. Euler
devanca légerement Monge par la publication en 1772 de De solidis quorum superficiem in
planum explicare licet que 'on peut traduire par Des solides dont la surface peut se déployer
sur le plan, une réflexion qu’il a développée dans le cadre de son travail sur la cartographie.
Pour répondre a cette question, Euler fait ’expérience suivante. Sur une feuille de papier, il
trace trois lignes non-sécantes, non paralléles et non-concourantes, puis plie la feuille selon ces
lignes; il se place donc dans le cas général des surfaces développables, excluant ainsi le cylindre
et le cone (Fig. 1.18). Euler vient de fabriquer une surface développable discréte !

FIGURE 1.18 — Premieéres intuitions de Léonard Euler

Dans un processus similaire a celui décrit dans la partie précédente, il propose de densi-
fier les lignes pour donner forme & une surface développable continue (traduction de 'auteur
d’apres [46]) :

« Augmentons maintenant a l'infini le nombre de ces lignes Aa, Bb, Cc etc. de
telle fagon a ce que la surface de notre solide devienne courbe en tous points [...].
Alors, il apparait que de chaque point constituant la surface de tels corps, on peut
dessiner au moins une ligne droite totalement contenue dans sa surface ; cependant,
cette condition ne suffit pas a satisfaire les données de notre probléme, pour le-
quel il est nécessaire que deux droites proches appartiennent au méme plan et par
conséquent elles se rencontrent sans quoi elles seraient paralleles. »
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Ainsi cette définition correspond-elle parfaitement aux deux conditions de la paramétrisation
directe des surfaces développables décrite précédemment.

A la méme époque et apres avoir lu les travaux d’Euler, Gaspard Monge est confronté a
quatre sujets qui occupent une partie du cursus de I’Ecole du génie de Mézieres ou il travaille en
tant que dessinateur : le défilement, la coupe de pierre, les ombres, les déblais et remblais [42].
La résolution de ces quatre problémes le mene vers le concept de surface développables et il
publie ses travaux en 1780 et 1785.

1.2.2 Développements contemporains

En écho aux problémes concrets et de leurs tracés auxquels a été confronté Monge, les
problématiques actuelles autour des surfaces développables se situent souvent autour de leur
matérialité et de leur représentation, avec une intensité accrue par 'avenement de 1’outil infor-
matique.

Le modele mathématique des NURBS et les modeles qui ont précédé (courbes de Béziers,
B-Splines) ont émergé dans le domaine automobile pour simplifier la description de formes
courbes complexes, puis se sont répandus dans tout le domaine de I'industrie. Une partie impor-
tante de la recherche a été consacrée a définir les jeux de contraintes a imposer au paramétrage
NURBS pour qu’il représente une surface développable. En 1991, Aumann publie Interpola-
tion with developable Bézier patches [47], article fondateur qui aura une riche filiation dans ce
domaine [48-54].

Pour l'infographie, une représentation discrete des surfaces développables est souvent pré-
férée au modele NURBS. Plus rapide en temps de calcul et moins contrainte dans la topologie
du paramétrage, certains formats de maillages présentent ’avantage d’accueillir nativement le
texturage pour le rendu des images. Ainsi, les objets aux caractéristiques mécaniques pouvant
étre représentées par des surfaces développables (feuilles, tissus, toles...) ont été le sujet de re-
cherches dans le domaine des images de synthese [55,56]. La simulation de vétements, dans leur
forme ou leurs mouvements, est étudiée sous 'angle de la contrainte géométrique (conservation
des angles et/ou des arétes du maillage) [57-60] ou de la contrainte mécanique (minimisation
de 'énergie de flexion du maillage) [61-64] (Fig. 1.19).

i ¥

FIGURE 1.19 — Simulation d'un drapeau flottant au vent basée
sur un modele de surface inextensible [63]

Un pan de la recherche sur les surfaces développables est dédié a la reconstruction 3d d’objets
dont la surface est théoriquement développable grace a I'approximation de nuages de points [65]
acquis par laserométrie ou photogrammétrie [38,66,67]. L’objectif est souvent la remise a plat
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virtuelle de I'objet considéré afin de reconstituer 'image sans déformation, par exemple celle
d’un parchemin qui ne supporte plus d’étre déplié.

De nombreux domaines de I'industrie s’intéressent aux surfaces développables pour leur pro-
priétés constructives, c¢’est-a-dire leur relative facilité a étre mises en forme a partir d’éléments
plans.

La construction navale, artisanale ou industrielle, posséde un savoir-faire et un outillage
pour la mise en forme des toles de la coque des navires. Cette mise en forme est grandement
facilitée si la forme objectif est la plus proche possible d'une surface développable [68-70].
S’appuyant largement sur le travail des NURBS développables, le processus de conception est
considéré en intégrant certaines caractéristiques mécaniques des matériaux utilisés [71] ou des
propriétés hydrodynamiques des surfaces [72].

Dans la construction aéronautique, de nombreux dispositifs mobiles (volets de bords de fuite,
becs de bord d’attaque, gouvernes) ont un role essentiel dans le décollage et 'atterrissage ainsi
que dans le pilotage des avions. Afin d’impacter au minimum ’aérodynamisme, ces dispositifs
sont congus comme des mécanismes compatibles avec la géométrie développable de I'aile dans
laquelle ils prennent place [73,74].

La conception et la construction de batiments a géométrie complexe suivent souvent le pro-
cédé suivant [75] : la forme globale du batiment, possiblement & double courbure, désignée par le
terme surface de référence, est subdivisée par un double réseau de courbes appartenant a cette
surface. La portion de la surface comprise entre quatre courbes est approchée par un élément
d’enveloppe simplifié, d’une géométrie compatible avec les contraintes de fabrication [76-78]
(Fig. 1.20). La structure support de 'enveloppe se place généralement selon 1'une ou les deux
directions du réseau de courbes [35].

FIGURE 1.20 — Discrétisation d’une forme a double courbure selon le type de
panneaux (plan ou développable) et la densité de maillage [39]

L’article de revue Architectural Geometry [8] identifie justement ces deux pistes (enve-
loppe et structure) comme thématiques de recherche. Cependant, alors que le couplage géo-
métrie/mécanique est évoqué par les auteurs pour les structures en compression, les surfaces
développables sont uniquement convoquées pour leurs avantages constructifs sans évoquer de
recherches sur la dimension structurelle. Nous verrons d’ailleurs dans le paragraphe suivant,
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consacré a un état de I'art plus détaillé dans le domaine du batiment, que les systémes construc-
tifs sollicitant la collaboration structurelle des surfaces développables sont assez rares.

Les ceuvres d’Antoine Pevsner (1861-1962), sculpteur constructiviste d’origine russe reven-
diquant ses inspirations scientifiques, offrent une transition entre le domaine que nous venons de
traiter et I'utilisation des surfaces développables dans le domaine de I’art et du design. Plusieurs
de ses sculptures montrent des surfaces a double nappe formées par les tangentes a une courbe
tridimensionnelle [79] (Fig. 1.21a). La beauté plastique de ces surfaces a été également explorée
par des artistes comme Ilhan Koman [80,81] (Fig. 1.21b) ou Matthieu Dagorn (Fig. 1.21c) qui
organisent de fagon rigoureuse ou chaotique des spirales de bandes de papier (Fig. 1.21). Les
ceuvres monumentales de Carlo Borer et de Richard Serra structurent ’espace par des surfaces
développables réfléchissantes ou mates, minces ou épaisses (Fig. 1.22).

(a) Surface développable (b) Shell (c) Dédale-level 0
Antoine Pevsner (1939) IThan Koman (2006 Posthume) Matthieu Dagorn (2018)

FIGURE 1.21 — L’art des surfaces développables

(a) Torqued Ellipses (b) 424 (Loop)
Richard Serra (1998) Carlo Borer (2012)

FIGURE 1.22 — (Euvres monumentales développables
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Les designers se sont aussi emparés de ces surfaces pour concevoir des objets du quotidien,
comme cette chaise de conception danoise en contreplaqué moulé de Grete Jalk ou encore la
série The Big Easy de Ron Arad en acier poli (Fig. 1.23).

(a) Chaise GJ Bow (b) Chaise de la série The Big Easy
Grete Jalk (1963) Ron Arad (2010)

FIGURE 1.23 — Surfaces développables dans le design

1.2.3 Cas d’étude : les pavillons de la Tour Eiffel

Pour illustrer notre propos sur les propriétés géométriques et constructives des surfaces
développables, nous rentrons plus en détail dans la conception et fabrication des facades des
pavillons du premier étage de la Tour Eiffel (Fig. 1.24). Ce projet a fait I'objet de plusieurs
publications [82-84].

FIGURE 1.24 — Vue générale sur le premier étage de la Tour Eiffel
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Il s’agit de la rénovation globale du premier étage du monument. Elle consiste en le rem-
placement complet des pavillons Gustave Eiffel et Ferrié, de la facade du restaurant 58, de la
construction de nouveaux édicules pour les ascenseurs ainsi que la mise en place d’un grand
garde-corps vitré et d'un plancher de verre. Le projet a été mené par ’agence Moatti-Riviere,
en collaboration des la phase concours avec le bureau d’études RFR pour les réflexions tech-
niques et géométriques, puis avec le cabinet d’expert Evolute pour 'optimisation géométrique
des facades des pavillons.

Toutes les structures font écho a la morphologie de la Tour Eiffel en suivant la direction
inclinée des piliers. Cette déformation est exacerbée dans les fagades vitrées des pavillons dont
la géométrie est a double courbure. Tres en amont du projet, il a été décidé de profiter des
nombreuses propriétés constructives offertes par la subdivision d’une surface par le double
réseau de lignes de courbures principales. Une telle subdivision est toujours possible, mais la
distribution de ces lignes est totalement déterminée par la géométrie de la surface et échappe
en partie au concepteur. De plus, il est impossible de modifier ces lignes indépendamment de la
surface sans perdre les propriétés constructives recherchées. Le processus de projet engagé a donc
été de modifier la surface de référence (Fig. 1.25) et les lignes de courbure associées (Tab. 1.2)
jusqu’a ce que celles-ci satisfassent les criteres architecturaux, structurels et techniques.

FIGURE 1.25 — Paramétrisation de la surface de la fagade en fonction de deux variables :
fleche centrale (f) et angle de tangence («)

TABLE 1.2 — Lignes de courbure et distribution des courbures maximales
évoluant en fonction de la forme de la surface [82]

a = 10°
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Le systeme de facade développé sur la base des lignes de courbure a su profiter des pro-
priétés des surfaces dévelopapbles qui s’appuient sur un tel réseau. Rappelons que, quel que
soit I'angle o formé entre le repére de construction de la bande développable et le repere de
Darboux de la ligne de courbure (§1.1.2.6), la bande développable sera bien conditionnée avec
des regles incluses dans le plan normal a la courbe.

Les panneaux de la fagade en verre s’approchent d’une surface développable tangente a la
surface de référence (o = 0), ce qui facilitera, dans un second temps, leur discrétisation en
portions de cylindre pour des raisons de fabrication (Fig. 1.26 et 1.27a). Quant a la structure,
les montants « verticaux » qui reprennent les charges de poids propre et de vent, ont un axe
géométrique qui suit une des directions de courbure principale et une section rectangulaire en
caisson (Fig. 1.27b).

FIGURE 1.26 — Calepinage final et discrétisation de la fagade en bandes développables

(a) Panneaux en double vitrage (b) Montants & section
rectangulaire reconstituée

FIGURE 1.27 — Eléments constructifs de la facade

Leur fabrication est grandement facilitée par la disposition selon les lignes de courbures prin-
cipales puisque les deux semelles sont constituées de surfaces développables tangentes (o = 0)
et les deux ames de surfaces développables normales (o = 7/2). Sur la figure 1.28, on voit la
séquence d’assemblage d’une maquette en polyéthyléne suivant ces principes, mais avec une
courbure amplifiée. A noter qu’aucun gabarit de formage n’est nécessaire pour atteindre la géo-
métrie voulue, 'inertie forte des semelles étant disposée perpendiculairement a l'inertie faible
des dmes (et vice versa), agissant ainsi comme un gabarit mutuel. Un simple dispositif pour
maintenir les toles en contact lors du soudage est mis en place pour I'assemblage des montants.
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FIGURE 1.28 — Principe de géométrie et d’assemblage pour un montant de facade
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1.3 Morphologie structurale des surfaces développables

En 1991, lors du colloque de I'TASS (International Association for Shell and Space Struc-
tures) a Copenhague, un nouveau groupe de travail mené par Ture Wester, Pieter Huybers,
Jean-Francois Gabriel et René Motro se constitue autour de la question de la morphologie struc-
turale, dans l'objectif de positionner la démarche de conception structurelle face aux nouveaux
enjeux des outils numériques [85]. Le terme Morphologie Structurale désigne le processus de
conception des systémes constructifs en interrogeant 'interaction entre les cinq parametres :
Forme, Force, Structure, Matériau et Technologie [86]

Malgré les quelques lacunes que peut représenter cette classification [87,88], nous nous
appuyons sur celle-ci pour présenter I’état de ’art sur les surfaces développables pour le domaine
du batiment, dans leur usage actuel pour la pratique de projet et dans la recherche. Les différents
parametres répondent aux définitions suivantes [87-89] (Fig. 1.29).

Forme : terme désignant la géométrie de chaque composant ou de I’ensemble du systéme.
Force : notion générale regroupant les caractéristiques mécaniques de chargements, contraintes,
précontraintes, déplacements, déformations.

Structure : terme décrivant la distribution spatiale et relationnelle des différents éléments consti-
tutifs de I'édifice.

Matériau : ensemble des données caractérisant le comportement mécanique des différents ma-
tériaux employés : rigidité, fragilité, rhéologie. . .

Technologie : terme désignant les processus de fabrication et de construction.

Technologie

Matériau Structure

FI1GURE 1.29 — Diagramme des parametres morpho-structurels
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1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

1.3.1 Forme

Dans le cadre de nos recherches, le parametre de Forme est évidemment focalisé autour des
surfaces développables dont on inventorie certaines propriétés remarquables et modes génératifs.

Un cylindre est une surface développable définie par une droite, appelée génératrice (en
bleu), décrivant une courbe appelée directrice (en rouge) tout en restant parallele a elle-méme.
Si cette courbe est un cercle situé dans un plan perpendiculaire aux génératrices, il s’agit d’'un
cylindre circulaire droit (Fig. 1.30a). C’est la seule surface développable & courbures gaussienne
et moyenne constantes.

(a) Cylindre circulaire droit (b) Cylindre quelconque

F1GURE 1.30 — Surfaces cylindriques

Ce type de surface est couramment utilisé pour sa facilité de représentation, mais égale-
ment pour les propriétés de répétitivité qu’elle confere aux éléments constructifs qui lui sont
relatifs. C’est particulierement le cas pour les enveloppes vitrées dont les moules représentent
une part significative du cotit de fabrication [78]. Du domaine industriel comme les réservoirs a
hydrocarbure aux ouvrages les plus sophistiqués comme les magasins d’exposition Apple Store
(Fig. 1.31), il existe de nombreux exemples batis.

(a) La forme cylindrique des réservoirs répond (b) Apple Store Shanghai
a la pression hydrostatique Bohlin Cywinski Jackson (Chine)

FIGURE 1.31 — Réalisations a géométries cylindriques circulaires
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1.3. Morphologie structurale des surfaces développables

Si la génératrice est une courbe quelconque et/ou que la direction d’extrusion n’est pas
perpendiculaire au plan de la directrice, la surface demeure cylindrique, mais perd en répétition
(Fig. 1.30b). Seuls les panneaux situés le long d’'une méme génératrice sont identiques, a moins
que ne soit trouvée une période dans la direction de la directrice, comme c’est le cas pour la
fagade vitrée du nouveau batiment de la Samaritaine (Fig. 1.32).

F1GURE 1.32 — Fagade vitrée de la Samaritaine
SANAA (France)

Un cone est une surface développable définie par une droite, appelée génératrice passant par
un point fixe (sommet) et un point variable décrivant une courbe appelée directrice. Si cette
courbe est un cercle situé dans un plan perpendiculaire a une droite issue du sommet, il s’agit
d’un cone de révolution (Fig. 1.33a).

(a) Coéne de révolution (b) Coéne quelconque

FIGURE 1.33 — Surfaces coniques
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1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

Ce dernier présente donc des sections circulaires dans un plan perpendiculaire a 'axe et les
panneaux situés le long de ces sections ont des courbures identiques. Les figures 1.34a et 1.34b
montrent quelques réalisations architecturales réalisées avec une géométrie de cone circulaire.
Si la directrice est une courbe quelconque, alors il n’existe pas de répétition particuliere sur
la surface (Fig. 1.33b). Cette remarque concerne peu l'artiste Antony McCall, connu pour ses
installations aux parois coniques de lumiere (Fig. 1.34c).

— |
(a) 65 Croisette (b) L’Axe de la Terre (c) Vertical Works
Moatti-Riviere (France) Piotr Kowalski (1992) Anthony McCall (2017)

FI1GURE 1.34 — Réalisations a géométries coniques

Les surfaces de translation, homothétiques et de rotation sont des surfaces a double cour-
bure, mais dont la discrétisation présente des propriétés constructives remarquables [90]. Le
tableau 1.3 montre ces trois types de surfaces selon leur géométrie lisse ou leur discrétisation
par des bandes développables ou des facettes planes.

Les surfaces de translation sont définies par la translation d'une courbe (génératrice) le long
d’une autre courbe (directrice). Si la génératrice et la directrice sont des lignes polygonales,
alors la surface de translation devient un maillage de parallélogrammes plans, car chaque face
possede des arétes opposées paralleles. Le bureau d’ingénieurs Schlaich Bergermann & Partners

a été pionnier dans I'usage de telles surfaces pour la réalisation de couvertures vitrées de grande
portée [91] (Fig. 1.35).

generatrix 1

directrix

generatrix 2

(a) Vue intérieure (b) Principe géométrique d’apres [91]

FIGURE 1.35 — Surfaces de translation : 'enclos des Hippopotames, zoo de Berlin [91]
J. Gribl & Schlaich Bergermann & Partners (Allemagne)

36



1.3. Morphologie structurale des surfaces développables

TABLE 1.3 — Discrétisation des surfaces de translation, homothétiques et de rotation

Surface de translation Surface homothétique Surface de révolution

Simple courbure Double courbure

LR -R
V¥

Facettes planes

Si la génératrice subit, en plus de sa translation le long de la directrice, une homothétie,
alors on génere une surface homothétique qui, dans sa représentation discrete, possede cette
fois des faces trapézoidales planes. Le batiment de la Sage Gatehead (Fig. 1.36a) de I'architecte
Norman Foster [92] s’appuie sur ce type de surface pour unifier les parties opaques et vitrées
de I’enveloppe.

Les surfaces de rotation, générées par la révolution d’une courbe autour d’un axe, peuvent
étre également considérées comme des surfaces homothétiques particulieres, constituées de gé-
nératrices circulaires centrées sur une directrice rectiligne, géométrie couramment utilisée pour
la construction de démes vitrés (Fig. 1.36b).

(a) The Sage Gateshead (b) Coupole du Bundestag de Berlin
Foster + Partners (Royaume-Uni) Foster + Partners (Allemagne)

FIGURE 1.36 — Réalisations a géométries homothétiques et de rotation
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1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

Si maintenant la discrétisation de la génératrice est raffinée jusqu’a converger vers une courbe
lisse, le maillage de quadrangles se transforme en un assemblage de bandes développables qui
s’appuient sur deux génératrices consécutives. Dans le cas de surfaces de translation, les bandes
développables sont des cylindres quelconques et dans celui des surfaces homothétiques, il s’agit
de cones quelconques. On peut citer, pour les surfaces de translation a section cerclée, la fagade
vitrée de la gare de Belfort (Fig. 1.37a), dont la génératrice des cylindres peut étre lue dans
la direction des traverses de vitrage ou encore la fagade mobile du pavillon One Ocean de
I'exposition internationale de Yeosu en Corée du Sud (Fig. 1.37b).

(a) Gare TGV de Belfort (b) One Ocean Thematic Pavilion
Jean-Marie Duthilleul, AREP et Jean-Francois SOMA (2012)
Blassel (France)

FI1GURE 1.37 — Surfaces de translation développables
La gare TGV de Strasbourg qui sera décrite plus en détail dans la partie suivante et le
siege social du groupe Cesbron sont des réalisations basées sur les surfaces de rotation et

homothétiques semi-discretes (Fig. 1.38a). Le batiment de la soufflerie BMW & Munich montre
un assemblage des surfaces développables planes, cylindriques et coniques (Fig. 1.38b).

rrrrrrrr

(a) Salle polyvalente, siége social Cesbron (b) Soufflerie BMW
Agence Bodreau (France) Ackermann und Partner (Allemagne)

FIGURE 1.38 — Surfaces homothétiques et de rotation développables
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1.3. Morphologie structurale des surfaces développables

Le lien que nous venons d’illustrer pour les surfaces de translation et homothétiques entre
maillage quadrangulaire plan et surfaces développables est généralisable a des familles beaucoup
plus larges tant que la planéité des faces est maintenue a mesure du raffinement dans la direction
souhaitée : Liu et al. [93] examinent le cas des maillages coniques et Mesnil [94] établit les
maillages en quadrangles plan sur les surfaces moulure et de Monge.

Afin d’élargir le panel de génération des surfaces développables, on peut aussi identifier
quelles transformations conservent la propriété de développabilité [88,95]. Par exemple, la
transformation de Mébius, qui conserve la cocyclicité, transforme un maillage circulaire (tous
les points d’une face appartiennent au méme cercle) en un autre maillage circulaire ; ce qui est
équivalent a dire qu’elle conserve la propriété de développabilité pour un maillage circulaire
raffiné.

Une surface d’égale pente est une surface dont la pente par rapport a un plan de référence
reste en tout point constante [96]. Elle peut étre générée par le balayage, le long d’une courbe
plane (directrice), d’une droite (génératrice) contenue dans un plan normal a la directrice et
avec un angle constant avec le plan de la directrice (Fig. 1.39).

FI1GURE 1.39 — Surface d’égale pente

Elle peut également étre obtenue par le dépot de sable sec sur un support polygonal ou
courbe. L’angle au repos, caractéristique propre du matériau utilisé, déterminera la pente du
tas [97]. Les lignes de pente sont rectilignes et le plan tangent est constant. Ce sont donc des
surfaces développables [98] (Fig. 1.40b). Ces surfaces trouvent naturellement leur place dans
les formes de toiture, garantissant la pente minimale en tous points pour le bon écoulement
de l'eau, l'inclinaison dépendant du matériau de couverture choisi. On en trouve une parfaite
intégration dans le projet de la chapelle Saint-Benoit de Peter Zumthor. Sur un plan basé sur
la géométrie d’'une demi-lemniscate, il pose une toiture a égale pente ou les poutres rectilignes
s’alignent sur les directions de courbure nulle et les feuilles de zinc de la couverture profitent
de la développabilité de la surface (Fig. 1.40a).

Tous les exemples de projets cités précédemment présentent une surface de référence déve-
loppable et les panneaux de la peau du batiment sont de la méme nature. Pour les enveloppes
a double courbure, il se pose deux questions, éminemment couplées : quelle est la nature géo-
métrique des panneaux matérialisant cette surface et quelles sont les directions de subdivision
de la surface a choisir ?
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1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

(a) Chapelle de Saint-Benoit (b) Bio-Dune Pavilion
Peter Zumthor (Suisse) Université de Séville (Espagne)
& de Bio-Bio (Chili) [98]

FIGURE 1.40 — Réalisations a géométrie d’égale pente

Pour répondre tout d’abord a la premiere question, pour des raisons techniques et fi-
nancieres, les panneaux pouvant étre confectionnés facilement a partir de produits du com-
merce, généralement sous forme de plaques ou de bobines, sont de bons candidats. Plusieurs
articles traitent du type de géométrie de panneau a mettre en ceuvre selon différents cri-
teéres [76-78,99,100], du plus simple au plus complexe : panneau plan (triangulaire ou qua-
drangulaire), cylindrique, conique, développable. . .

A Texception des panneaux triangulaires, les autres géométries de panneaux nécessitent de
traiter la seconde question simultanément. Pottmann et al. [8] mettent en évidence que la qua-
lité de 'approximation par des quadrangles plans et a fortiori par des surfaces développables,
cylindres et cones sera d’autant meilleure que le réseau de courbes de subdivision s’approche
d’un réseau conjugué. Ceci est équivalent a dire que la seconde forme fondamentale pour les
deux vecteurs suivant les deux directions du réseau s’annule [93,101,102]. Nous avons vu que
le double réseau de lignes de courbure est une des configurations possibles de réseaux conju-
gués orthogonaux (§1.2.3). Pour son installation Minima/Mazima & 1'exposition internationale
d’Astana en 2017, Marc Fornes s’appuie sur les lignes de courbure pour créer une surface
constituée de trois épaisseurs de bandes d’aluminium croisées et rivetées (Fig. 1.41).

Cependant, cette approche n’est pas toujours possible et produit des patrons de découpe
courbes; le taux de chute des plaques a partir desquelles sont découpées les bandes peut étre
important. Wallner et al. se sont donc interrogés sur la possibilité de paver des formes libres a
partir de bandes développables géodésiques [103]. Le cas d’étude du plafond du lobby de la tour
Burj Khalifa [104] donne une illustration des problématiques constructives du sujet (Fig. 1.42a).

Toujours dans 'optique de construire avec de simples bandes droites, suivre les lignes asymp-
totiques permet d’obtenir, si le plan tangent de la bande développable est normal a la surface
de référence (o = 7/2), des patrons de découpe rectilignes. Ainsi est constituée la structure de
gridshell asymptotique d’Eike Schling et al. [105] (Fig. 1.42b).

Pour I'approximation de surfaces discréetes a double courbure, la technique de la segmenta-
tion de maillage décompose une surface en partitions optimales de portions développables, soit
sans présupposé sur la forme des patrons de découpe [106-108], soit en guidant 1'algorithme
vers une forme en bande des développés [109].

Les études que nous venons d’évoquer considerent généralement la surface développable
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1.3. Morphologie structurale des surfaces développables

FIGURE 1.41 — Pavillon Minima|Maxima de I’exposition internationale d’Astana
Marc Fornes (2017)

comme un objet dont la géométrie est déterminée isolément ou en relation avec une surface de
référence a approximer. Au contraire, les études consacrées au pli courbe s’interrogent sur le
lien particulier qu’entretiennent deux surfaces développables couplées par une charniere curvi-
ligne. Ces études prennent pour hypothese que, par déformation isométrique, les deux surfaces
peuvent, tout en restant connectées, se développer sur le plan [110,111]. Une bibliographie
détaillée sur le pli courbe est fournie dans le chapitre 2. En revanche, a notre connaissance, le
traitement du rapiégage courbe, connection quelconque entre deux surfaces développables ne
faisant pas 'hypothese du développement sur le plan, n’est pas traité dans la littérature.

(a) Plafond, lobby de la tour Burj Khalifa (b) The Asymptotic Gridshell
SOM, IWA, ICON & GT (E.A.U.) Eike Schling (2017)

FI1GURE 1.42 — Réalisations a partir de bandes développables rectilignes
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1.3.2 Force

Deux questions principales se posent lorsqu’un systeéme structurel sollicite des coques déve-
loppables.

La premiere est celle de la caractérisation du comportement mécanique linéaire (déforma-
tions et contraintes en petits déplacements) ou non-linéaire (ffambement) d’une coque dévelop-
pable présentant un état de contrainte initial nul. La littérature est assez riche pour les primi-
tives géométriques simples telles que le cylindre circulaire ou a rayon variable et les surfaces
coniques [112-114]. L’analyse mécanique de surfaces développables plus complexes (dévelop-
pable des tangentes) est le plus souvent abordée numériquement par une analyse aux éléments
finis, quoique quelques approches analytiques aient été formulées [115,116].

La seconde question est relative a la prédiction de la forme et de ’état de contrainte pour un
chargement occasionnant de grands déplacements. Pour cela, suivons le raisonnement énergé-
tique de Cerda et Mahadevan [117] et Boudaoud [118] qui explique pourquoi les plaques minces
prennent naturellement la forme de surfaces développables en grands déplacements.

Ce qui rend complexe I’étude du comportement des solides en grande déformation tient des
effets combinés des non-linéarités géométriques et matérielles, et la possibilité de considérer
séparément les deux effets simplifie souvent grandement le probleme. Le découplage se produit
naturellement dans le cas de plaques minces élastiques qui, malgré de grands déplacements,
restent dans le régime linéaire élastique des petites déformations. Il est bien connu que la
flexion circulaire d’une plaque rectangulaire génere, en petits déplacements, une déformation
en double courbure inverse due a l'effet Poisson occasionné par le raccourcissement de la fibre
inférieure et ’allongement de la fibre supérieure. Or ce type de déformation n’est pas celui que
nous observons lorsque nous fléchissons de fagon plus prononcée une plaque mince (Fig. 1.43).

FIGURE 1.43 — Flexion en grand déplacement d’une carte magnétique

Pour une plaque mince, homogene, isotrope, il existe deux modes principaux de déformation :
la déformation membranaire (dans le plan) et la déformation flexionnelle (hors plan). Dans le cas
d’un cintrage cylindrique d’une plaque rectangulaire (Fig. 1.44a), les énergies membranaire Wy,
et flexionnelle Wy suivent respectivement les ordres de grandeur :

& 52
Wi ~ EeL—ZZ Wr ~ Eé”L—Z2 (1.54)

avec L et e, longueur et épaisseur de la plaque, F, module d’Young et 9., déplacement au centre.
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1.3. Morphologie structurale des surfaces développables

Soit un rapport entre 1’énergie de membrane et celle de flexion :

2
War (5) (1.55)

WF e
La formule 1.55 et la figure 1.44b mettent en évidence la prédominance de 1’énergie mem-
branaire & partir du moment ou le déplacement (la courbure) devient grand devant 1’épaisseur
de la plaque. Etant donné que les déformations membranaires sont énergétiquement trés péna-
lisantes, la plaque, soumise a un chargement en force ou en déplacement, essaiera de répondre

aux conditions imposées sans modifier 'aire de son feuillet moyen, mais en se courbant dans
une seule direction dans la géométrie d'une surface développable.

(a) Parametres de la plaque rectangulaire (b) Graphe du rapport des énergies

F1GURE 1.44 — Considérations énergétiques pour une plaque rectangulaire

Si les bandes développables sont suffisamment étroites et la courbure suffisamment modérée,
alors l'effet Poisson peut étre négligé et I’évaluation des contraintes induites par la mise en forme
est approchée par un modele de poutre de type Euler-Bernoulli [119] :

eEx
2

avec k courbure principale non-nulle de la surface développable au point considéré.

Un modele plus riche, basé sur I’hypothese que le feuillet moyen reste une surface dévelop-
pable lors de la déformation de la plaque, est proposé par la théorie inextensionnelle formulée
pour la premiére fois en 1955 par Mansfield et Kleeman [120], Ashwell [121] deux ans plus
tard, puis complétée en 1979 par Simmonds et Libai [122]. Selon les conditions d’appui, il peut
apparaitre une couche limite sur le bord de la plaque afin de concilier les efforts internes (en
particulier générés par 'effet Poisson contrarié) et les conditions limites. Elle est perceptible sur
la figure 1.43 par la déviation du reflet & proximité des bords (double courbure locale). Cette
question de la couche limite, déja identifiée par Mansfield et Ashley lors de ’établissement de
la théorie a été complétée par la suite par Fung et Wittrick [123]. De Véricourt s’appuie sur la
théorie inextensionnelle pour I'appliquer au calcul des contraintes lors du cintrage a froid du
verre [124] et confronte les résultats théoriques a un banc d’essais numérique par une analyse
aux éléments finis. Seereeram et Seffen [125] confirment la théorie inextensionnelle par un volet
expérimental.

g =

(1.56)
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1.3.3 Structure

La propension des plaques minces a prendre naturellement la forme de surfaces dévelop-
pables par pure flexion informe, en négatif, sur leur faible capacité structurelle quand elles sont
soumises a ce type d’effort. Il n’est donc pas étonnant que les systemes structurels impliquant
des surfaces développables distribuent la matiere de telle fagon a ce qu’elles soient sollicitées en
effort axial.

Une premiére réponse consiste a modifier le profil de la tole dans une direction afin d’écarter
la matiere du feuillet moyen de la plaque. Selon la forme, la hauteur et la largeur de 1'onde,
ce dispositif peut prendre plusieurs appellations : téles ondulées et bacs nervurés pour une
utilisation essentiellement en bardage ou en toiture, ou encore palplanches pour la constitution
de murs de souténement. Norman et al. [126] proposent une étude paramétrique concernant la
géomeétrie et la mécanique des toles a profils ondulés et dégagent des potentiels morphologiques
de la déformation isométrique de telles géométries. Robert Le Ricolais s’intéresse également
aux toles ondulées pour leur grande efficacité structurelle dans son article Les toles composées
et leurs applications auz constructions légéres [127]. Pour porter dans deux directions perpen-
diculaires, il invente le systeme Isoflex composé de deux feuilles de toles ondulées rivetées et
croisées qu'il applique a des panneaux plans ou a des tubes [128](Fig. 1.45).

B g

) —

(a) Principe d’assemblage plan (b) Disposition en tube

FIGURE 1.45 — Systeme Isoflex [128]

Les structures a parois contraintes constituent une autre approche pour augmenter la raideur
en flexion des plaques minces. Cela consiste a faire collaborer deux parois minces (planes ou
courbes) constituées d'un matériaux a haute résistance écartées I'une de l'autre par une ame
de moindre performance. Encore une fois, selon ’échelle et les matériaux utilisés, ce principe
peut recouvrir différentes appellations : carton ondulé, panneau composite constitué de deux
feuilles métalliques et d’'un noyau en polymere, panneau sandwich en nid d’abeille si I’ame prend
la forme d’un réseau de cellules creuses [129]. A une échelle encore supérieure, les structures
a parois contraintes peuvent remplir la fonction d’éléments structurels de grande portée en
faisant collaborer deux toles d’acier écartées par un bac nervuré [130]. Dans son brevet déposé
en 1983, Amde M. Wolde-Tinsae propose une méthode pour la mise en forme de structures a
parois contraintes courbes [131] : la peau inférieure et le noyau sont solidarisés en atelier, mais
ne possedent pas de rigidité flexionnelle tant que la peau supérieure peut glisser librement.
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1.3. Morphologie structurale des surfaces développables

Apres cintrage de I'ensemble, le tout est liaisonné par fixation mécanique pour acquérir son
intégrité structurelle (Fig. 1.46).
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FIGURE 1.46 — Extraits du brevet de Amde M. Wolde-Tinsae [131]
Method of forming a skeletal dome structure in situ

Une autre approche consiste a recomposer des éléments de structure dont les différents
composants ont une géométrie de surface développable. La faible raideur de chaque composant
pris individuellement facilite sa mise en forme et ce n’est qu’aprés assemblage de 1’ensemble
que la pleine capacité structurelle est atteinte. Les éléments de structure linéaires prennent
souvent la forme de PRS (Profilé Reconstitué Soudé) de section rectangulaire. Nous avons
déja vu l'exemple des pavillons de la Tour Eiffel (§1.2.3), citons également les poutres du
« nid d’oiseau » du stade de Pékin des architectes Herzog et de Meuron [132] et la sculpture
monumentale Band Shell de Frank Stella (Fig. 1.47).

Les éléments de structure surfaciques reconstitués prennent la forme de caissons ou de
surfaces raidies et se rapprochent du fonctionnement des structures a parois contraintes décrites
précédemment. La figure 1.48 montre les caissons développables en aluminium, support de la
véture en BFUP de la Fondation Louis Vuitton de Frank O. Gehry.

Les systeémes constructifs mis en forme élastiquement sont également des configurations
structurelles pouvant tirer parti des propriétés géométriques et mécaniques des surfaces dé-
veloppables. Le principe consiste a cintrer les plaques dans leur domaine élastique, puis a les
verrouiller dans une configuration donnée par auto-contrainte ou par des appuis extérieurs.
Le Plydome [133,134] de Richard Buckminster Fuller est souvent considéré comme un exemple
précurseur en la matiere. Une bibliographie plus approfondie est fournie dans la partie suivante.

1.3.4 Matériau

Dans une certaine mesure, tous les matériaux se présentant sous forme de plaques ou de
bobines sont susceptibles de prendre la forme de surfaces développables.

Douthe [135,136], La Magna [137] et Lienhard [138] identifient les enjeux principaux quant
au choix des matériaux ¢éligibles pour une structure, en particulier aux composants de géométrie
développable.

Evacuons tout d’abord le cas d’une structure dont le processus de mise en forme des com-
posants laisse un état de contrainte initial faible dans le matériau (cintrage a chaud du verre,
piece métallique recuite, bois étuvé. . .). Cette structure devrait alors remplir les mémes criteéres
de résistance et de service qu'un systeme traditionnel.
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(a) Vue d’ensemble (b) Assemblage par soudure bouchon

FIGURE 1.47 — Band Shell
Frank Stella (2001)

FIGURE 1.48 — Caissons raidis en aluminium de la Fondation Louis Vuitton
Frank O. Gehry (France)

Dans une structure dont tout ou partie des éléments est cintré élastiquement, le matériau est
le lieu de contraintes permanentes dues a la mise en forme élastique de la plaque en méme temps
que de contraintes induites par les chargements extérieurs. Les éléments structurels semblent
alors devoir répondre a deux objectifs contradictoires. A géométrie fixée (épaisseur et rayon de
courbure), ’équation 1.56 nous indique en premiére approximation que la contrainte de cintrage
dépend linéairement du module d’élasticité E. Le matériau doit donc étre suffisamment souple
(Module de Young modéré) d’une part pour permettre une mise en forme aisée, mais surtout
pour éviter de générer un état de contrainte trop important. Cela mobiliserait excessivement la
réserve mécanique du matériau et diminuerait d’autant sa capacité a répondre aux sollicitations

46



1.3. Morphologie structurale des surfaces développables

extérieures pendant la vie de I'ouvrage. La contrepartie du choix d’un matériau relativement
souple pour des raisons de mise en forme est la réduction des performances en raideur, quelles
soient locales dans le cas d’un panneau de fagade, voire globales si ’ensemble du systeme repose
sur le principe de cintrage élastique.

Pour répondre a cette contradiction intrinseque, La Magna évoque deux pistes. La premiere
envisage un choix adéquat du matériau en fonction de I'analyse de ses caractéristiques méca-
niques. La qualité essentielle recherchée est sans doute une haute résistance a la flexion qui
permet de concilier les sollicitations internes dues a la mise en forme et celles induites par les
actions extérieures. Les diagrammes d’Ashby [139] cartographient les matériaux en fonction
de leurs caractéristiques mécaniques. Le diagramme de la figure 1.49, exprimé en fonction du
module d’élasticité (en abscisse) et de la contrainte maximale admissible (en ordonnée) est
recentré autour des matériaux de construction utilisés dans ce type d’application : métaux en
gris (acier, aluminium, zinc, titane), bois de divers essences et contreplaqué en marron ainsi
que les polymeres renforcés, en fibre de verre ou de carbone en vert et produits verriers en bleu.
Notons que pour ce dernier, la contrainte de rupture théorique a été réduite aux contraintes de
travail habituellement retenues pour tenir compte de la nature fragile du matériau.
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FIGURE 1.49 — Diagramme d’Ashby autour des matériaux
utilisés pour le cintrage élastique
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Les matériaux les plus adaptés a une mise en forme élastique, c’est-a-dire présentant si-
multanément une bonne capacité de déformabilité et une haute résistance, se rapprochent de
la partie supérieure gauche du diagramme d’Ashby. Rares sont les matériaux qui remplissent
cette double exigence, car la propriété de haute résistance va souvent de pair avec celle d’une
forte rigidité (partie diagonale du diagramme). On peut cependant observer que la famille des
polymeres renforcés, qui se scinde en deux groupes selon qu’ils sont renforcés en fibre de verre
ou de carbone, est celle qui se rapproche le plus de nos exigences; le premier groupe favorise
davantage la déformabilité au dépens de la résistance, a I'opposé du second. Une observation
similaire, avec des performances légerement inférieures, peut étre formulée pour les familles
des bois et des métaux : le bois est relativement souple a défaut d’étre résistant alors que les
métaux possedent les caractéristiques inverses. Enfin le verre, pénalisé par les coefficients de
sécurité imposés par sa nature fragile, possede un module d’élasticité relativement important
et reste un matériau d’exception pour une application de mise en forme élastique.

Le choix du matériau se situe donc dans un juste équilibre entre résistance et rigidité, mais
aussi selon les caractéristiques géométriques (courbure) et les conditions de chargements de
la structure. Ainsi une installation artistique en intérieur pourra consacrer l'essentiel de la
résistance mécanique de ses matériaux a leur mise en forme (Fig. 1.50a), alors qu’une facade
vitrée devra limiter sa courbure pour dédier une part importante de sa résistance mécanique
en réponse aux charges de vent (Fig. 1.50b).
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(a) Sculpture en verre ultra fin 2x2mm (b) Siege social IAC
Arup (Glasstec 2012) Frank O. Gehry (Etats-Unis)

FIGURE 1.50 — Réalisations en verre cintré a froid

La seconde piste remet en question ce raisonnement purement matériel en faisant intervenir
la résistance de forme ou certains dispositifs constructifs comme réponse a la contradiction
relevée précédemment. Les contraintes internes peuvent alors étre significativement diminuées
en méme temps que l’épaisseur de la plaque et la raideur reconstituée par ’assemblage de
plusieurs éléments au sein de PRS ou de caissons décrits précédemment.

Enfin, d’autres problématiques matérielles sont a considérer comme le fluage, en particulier
pour le bois et les polymeres renforcés étant donné la charge permanente due au cintrage ou

encore la fatigue des matériaux qui intervient plus spécifiquement dans le cadre de dispositifs
cinétiques [140,141] (Fig. 1.51).
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FIGURE 1.51 — One Ocean Thematic Pavilion
SOMA (Corée du Sud)

1.3.5 Technologie

Dans sa these Repetitive Structure, Schling [75] recherche les dispositions & mettre en ceuvre
pour concevoir et construire des formes a géométrie complexe en ayant recours a un maximum de
répétition. Il identifie trois stratégies constructives pour éviter la piece unique : les déformations,
les tolérances, les rotations. Nous nous appuyons sur cette classification pour aborder la question
technologique des surfaces développables.

1.3.5.1 Variabilité

Lorsqu’aucune des trois stratégies n’est possible ou souhaitée, les pieces constitutives du
systéme sont uniques, ¢’est-a-dire que leur patron de découpe et /ou leur forme tridimensionnelle
(voir paragraphe suivant) ne présentent pas de répétition. Ceci advient nécessairement si on
approxime une surface a double courbure sans symétrie particuliere.

Les pieces sont découpées a plat a I'aide de machines a commande numérique apres mise
en tole (nesting) par un algorithme d’optimisation de chutes. Le choix de la technologie de
découpe dépend essentiellement du matériau et de son épaisseur. On trouve principalement le
découpage laser [142], plasma et oxycoupage [143], & jet d’eau [144] et le fraisage. La géométrie
des bords de la piece détermine le nombre d’axes de la machine : une machine trois axes pourra
découper une piece de forme libre en plan, mais les champs resteront perpendiculaires au plan
de la plaque (Fig. 1.52a). En revanche, les machines cinq axes et robots six axes donnent plus
de liberté dans la géométrie de la découpe (Fig. 1.52b).

Les systemes industriels de couverture en bac aluminium ou acier a joints debouts de type
Kalzip® ou Bemo® ont développé des outils de fagonnage afin de pouvoir couvrir des géométries
complexes de toiture [145] (Fig. 1.53).
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(a) Oxycoupage trois axes des noeuds  (b) Usinage cinq axes des assemblages & queue
d’assemblage de la coupole droite du pavillon ICD/ITKE 2011
du British Museum
Foster + Partners (Royaume-Uni)

FIGURE 1.52 — Découpe de pieces uniques

(a) Forme des bacs en plan  (b) Faconnage des rives et (¢) Zénith de Chateauroux
mise en forme Blond et Roux (France)

FIGURE 1.53 — Systeme de couverture Bemo®

1.3.5.2 Déformations

Nous nous limitons ici aux déformations développables, qui peuvent étre effectuées a moindre
énergie, sans déformation métrique et a partir d'un patron de découpe plan. Cette mise en ceuvre
économe s’oppose a celle en double courbure qui nécessite un outillage important et donc de plus
grandes séries pour en amortir le cofit [146]. Des pieces développables possédant un méme plan
de découpe sont toutes identiques a une déformation isométrique pres, ce qui peut présenter
des économies d’échelle au niveau de la fabrication, de la logistique et du transport.

On distingue deux types de mise en forme. Le premier est élastique, réversible et nous I’avons
déja évoqué dans les parties concernant les parametres de conception Structure et Matériau.

Le second type de mise en forme est irréversible et prend diverses modalités selon le matériau
considéré.

Le verre est chauffé au-dela de la température de transition vitreuse soit environ 620°C.
Il peut étre mis en forme sur un moule métallique fixe puis refroidi lentement et de facon
contrélée pour donner un verre recuit ou refroidi rapidement dans une machine de cintrage a
rayon variable pour donner un verre trempé [82,99].

Le bois cintré fait souvent I'objet d’un laminage/collage/étuvage sous presse en forme pour

20



1.3. Morphologie structurale des surfaces développables

lui donner sa géométrie définitive [147]. Pour éviter I'usage du moule, les consultants en fa-
brication digitale Design-to-Production inventent un principe de cintrage du bois appelé Zip
Shape [148-150]. Ils programment la forme de la surface dans les dentelures a géométrie variable
de deux plaques assemblées sous vide (Fig. 1.54).

FIGURE 1.54 — Systeme Zip Shape [148]
Design-to-Production (2007)

Pour l'acier, les toles sont entrainées dans une rouleuse a trois ou quatre rouleaux qui
appliquent un effort continu de flexion au-dela de la limite élastique du matériau. Selon le type
de rouleau dont est équipée la machine, il est possible de former des portions de cylindres et des
troncs de cones lisses (Fig. 1.55a). Une autre technique consiste a former la téle par croquage,
c’est-a-dire par plis successifs le long des regles de la surface. On obtient alors une géométrie
d’aspect facetté (Fig. 1.55Db).

(a) Roulage (b) Croquage

FIGURE 1.55 — Mise en forme de cones métalliques [151]

Les panneaux composites se mettent en forme de fagon relativement similaire, soit par
roulage, soit par pliage. Dans la deuxiéme hypothese, le pli est facilité par 'usinage d’une des
deux peaux et de 'dme du panneau (Fig. 1.56)

Enfin, les surfaces développables peuvent avantageusement étre employées comme moules
variables. C’est le cas pour les panneaux de béton haute performance de la Fondation Louis
Vuitton [153]. La surface de référence étant développable et le calepinage constitué d'un double
réseau de lignes géodésiques paralleles, tous les panneaux, a l'exception de ceux de rive, ont
pour forme développée un rectangle d’environ 1500 x 400 mm. La conception tire parti de cette
régularité afin de limiter le nombre de moules en les réutilisant dans différentes configurations

o1



1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

(a) Usinage du (b) Technoid Tower M-CDC Workshop
panneau [152] Université de sciences appliquées TH OWL (Allemagne)

FIGURE 1.56 — Mise en forme par pliage de panneaux composites type Alucobond®

de courbure. Les panneaux en Ductal® sont formés dans des moules flexibles en silicone sous
vide et sont déposés sur un support en polystyrene usiné qui leur donne leur géométrie. Le
support, qui reste propre pendant le processus de moulage, est ensuite recyclé et réinjecté dans
le processus (Fig. 1.57).

(a) Coulage (b) Mise sous vide, (c) Véture mise en ceuvre
dépot sur la forme

FIGURE 1.57 — Mise en forme des panneaux en BFUP de la Fondation Louis Vuitton [153]
Frank O. Gehry (France)

1.3.5.3 Tolérances

La stratégie constructive des tolérances consiste a accepter et a intégrer dans le systéme
certaines discontinuités géométriques afin de permettre la répétition des composants. Ces dis-
continuités peuvent étre de deux types.

Le premier type de discontinuité se situe dans le plan de la surface et peut engendrer des
espacements variables [154] (Fig. 1.58a) ou des superpositions au niveau de la jonction entre
deux panneaux. Cette disposition offre une alternative a une découpe variable des panneaux,
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1.3. Morphologie structurale des surfaces développables

cette variabilité étant absorbée dans la largeur du joint ou dans la zone de superposition. La
couverture du stade Olympique a Munich de Frei Otto et celle du batiment Weatherhead School
de Frank O. Gehry s’appuient sur ce principe pour un format unique des tuiles en acrylique
pour le premier et en acier inoxydable pour le deuxieme (Fig. 1.58b).

] w.l { | { [
(a) Musée Soumaya (b) Weatherhead School of Management
Fernando Romero (Mexique) Frank O. Gehry (Royaume-Uni)

FIGURE 1.58 — Discontinuité des panneaux dans le plan

Le second type de discontinuité se situe perpendiculairement a la surface de référence. Ce
type de tolérance apparait typiquement lors de 'approximation de surfaces complexes par des
panneaux a géométrie plus contrainte. Les divergences hors-plan doivent alors étre suffisamment
faibles pour étre absorbées dans le systeme d’accroche des facades, comme c’est le cas pour les
fagades vitrées des pavillons de la Tour Eiffel [82] ou les voiles de la Fondation Louis Vuitton
[99], toutes deux approchées par des cylindres circulaires de différents rayons. Au contraire,
cette divergence peut étre assumée d'un point de vue architectural et I’enveloppe prendra
l'aspect d’écailles (Fig. 1.59), a la maniére de poses traditionnelles de couverture en ardoise par
recouvrement.

(a) Vanke Pavilion (b) Vue de détail
Studio Libeskind (Italie)

FIGURE 1.59 — Discontinuité des panneaux hors plan
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1.3.5.4 Rotations

Alors que la stratégie constructive des tolérances supposait une discontinuité en position
(dans le plan ou hors-plan), celle des rotations suppose plutot une discontinuité en tangence
entre deux éléments adjacents. Mécaniquement, ces deux éléments sont libres de tourner I'un
par rapport a l'autre autour d’un point fixe. Ce concept est plutot observé sur des éléments de
structure linéaire : la variabilité angulaire entre deux membrures est reprise dans ce degré de
liberté de la structure.

On peut tenter une extrapolation de ce principe aux éléments surfaciques en supposant une
articulation linéaire le long de la jonction entre deux surfaces développables. Le pli courbe, déja
évoqué dans le paragraphe dédié au parametre de conception Forme, répond a cette définition
et ses potentialités morphologiques ont suscité beaucoup d’intéréts, en particulier dans le cadre
de structures déployables [155,156] (Fig. 1.60). Cependant, comme déja souligné, le pli courbe
n’est qu’un cas particulier de la configuration d’articulation linéaire et ’étude du cas général
du rapiécage courbe fait actuellement défaut.

FIGURE 1.60 — Plusieurs formes atteignables par la cinématique du pli courbe [155]
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1.4 Processus de conception

1.4.1 Rationalisation géométrique

Selon Mitrovié¢ [157], avec Alberti (1404-1472) vient la différenciation entre 1'acte de conce-
voir et l'acte de construire (traduction de I'auteur) :

« Alberti suppose [...] une forte séparation entre I’architecte en tant qu’auteur,
qui détermine les linéaments ou formes immatérielles de 1’édifice, un travail qui
s’effectue dans 'esprit, et la main de I'artisan qui impose ces formes a la matiere. »

Loin d’affirmer que 'architecte congoit sans considérations constructives, ce découplage po-
larise cependant le temps du projet [158]. Pour un projet conventionnel, la matérialité de ’édifice
peut étre considérée relativement indépendamment de la morphologie et intervenir plus tardi-
vement. En revanche, la rationalisation, c’est-a-dire le processus visant a rendre une intention
architecturale faisable aussi bien d’un point de vue économique, technique ou méme norma-
tif en adoptant sa morphologie, est un moment crucial de la conception pour une enveloppe
a géométrie complexe et doit prendre part au processus des les phases amont. La littérature
s’accorde pour identifier trois catégories selon le moment ou intervient ce processus au cours
du projet [82,159-161].

Le principe de pré-rationalisation consiste a restreindre volontairement 'espace de concep-
tion a certaines classes de surfaces dont les propriétés constructives sont bien connues, ce qui
suppose de figer le systeme constructif tres en amont du projet. L’avantage de cette méthode
est la possibilité d’explorer, en temps réel, de multiples solutions [31] étant donné la nature
bien définie de la géométrie. En contrepartie, les latitudes laissées par cet espace de concep-
tion peuvent étre trop restreintes pour satisfaire les contraintes du projet, comme 1’a constaté
le bureau d’ingénierie Schlaich Bergermann & Partners en essayant de générer des surfaces
homothétiques pour couvrir la cour du Palacio Comunicaciones [162].

A Topposé, le principe de post-rationalisation laisse libre cours a la définition d’une surface
répondant au mieux aux contraintes et aux intentions architecturales. Ce n’est que dans un
second temps que la surface et le calepinage sont ajustés afin de les rendre compatibles avec
une faisabilité technique et financiere. Cette approche a bénéficié d'une recherche assez active
récemment [8,76,77].

A mi-chemin entre les deux approches précédentes, la co-rationalisation s’appuie largement
sur la définition paramétrique des projets avec des logiciels tels que Grasshopper ou Digital
Projet/CATIA. Ceccato [163] décrit la possibilité d’adapter la conception a mesure que les dif-
férentes contraintes de fabrication sont identifiées grace a la flexibilité propre aux outils paramé-
triques. Cette approche est souvent une combinaison ad hoc d’hypotheses de pré-rationalisation
et d’optimisation relevant plutét de la post-rationalisation. La littérature a cet égard décrit da-
vantage les stratégies mises en place pour un projet spécifique que des méthodes génériques.

Austern et al. [22], dans leur article Rationalization methods in computer aided fabrica-
tion : A critical review, couvrant plus de 500 articles, relevent des biais assez marqués selon
le contexte ou sont menés les projets : académique, pratique professionnelle ou collaboration
des deux (Fig. 1.61). Le contexte académique favorise largement la pré-rationalisation, alors
que les co et post-rationalisations prennent une part plus importante dans le contexte de la
pratique professionnelle. Les auteurs expliquent cette tendance par un contexte académique
dans lequel le concepteur est également souvent le constructeur, maitrisant ainsi a la fois un
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domaine d’étude ciblé et I’ensemble du processus, alors que le contexte professionnel fait inter-
venir plus tardivement les décisions concernant la matérialité du projet et en conséquence sa
rationalisation.

100%
80%
60% Non mentionné
W Post-rationatisation
40%  Co-rationatisation

M Pré-rationatisation

20%

0%

Académique Collaboration Pratique professionnelle

F1GURE 1.61 — Type de rationalisation pratiquée selon le contexte de projet
Graphique établi a partir des données de [22]

1.4.2 Morphogenese

Bagnéris et al. [86] analysent les couplages entre les parametres de conception de la morpho-
logie structurale pour dégager des familles de formes possédant des dénominateurs communs
dans leur démarche de conception. Trois classes de formes sont proposées : les formes analy-
tiques, les formes mécaniques et les formes flexibles. Williams [164] parvient a des catégories
similaires : les formes géométriques, les formes physiques et les formes sculpturales. Cette grille
de lecture, qui se superpose partiellement avec celle de la stratégie de rationalisation exposée
précédemment, nous servira de support pour compléter notre état de I’art, plus orienté sur les
exemples construits.

1.4.2.1 Formes analytiques

Les formes analytiques sont générées par une définition géométrique qui possede des pro-
priétés remarquables (symétrie, régularité de la courbure...). Elles sont souvent basées sur les
figures élémentaires du plan : la droite, les polygones réguliers, le cercle. Selon la fagon de
mouvoir ces figures dans ’espace, on peut générer nombre de surfaces bien connues comme
le cylindre, le tore, le cone, la sphere, les surfaces réglées et développables. Les quadriques
completent le vocabulaire formel des surfaces analytiques employées en architecture.

Les formes analytiques témoignent d’un fort couplage entre les parametres de conception
Forme et Technologie, car leur description rigoureuse et la régularité géométrique dont elles font
preuve, sont exploitables a des fins constructives. Ce type de forme correspond généralement a
une approche de pré-rationalisation, éventuellement co-rationalisation.

Certaines de ces géométries sont nativement développables et nous les avons déja rencon-
trées dans le parametre de conception Forme de la partie précédente. Il s’agit du plan, du
cylindre, du cone et de surfaces développables particulieres comme les surfaces d’égale pente
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FIGURE 1.62 — La Grande Coupole de ’Observatoire de Meudon
Contant Noyaux (France)

ou celles obtenues a partir de surfaces de translation ou homothétique. Pour les surfaces a
double-courbure comme la sphere (Fig. 1.62) ou le tore, il s’agit de surfaces de révolution qui,
discrétisées respectivement selon une paramétrisation polaire ou torique, génerent naturelle-
ment des panneaux développables dans les deux directions de paramétrisation. Le musée de
la préhistoire & Jeongok en Corée du Sud (architecte XTU) présente un intéressant exemple
de rationalisation géométrique par un panachage de surfaces analytiques. La coupe, comme la
ligne équatoriale de la peau extérieure en acier inoxydable poli sont composés d’arcs de cercles
tangents (§ 2.4.3.1). La surface de référence de la peau est ainsi constituée de trongons de
surfaces de translation, rotation et homothétique, a ’exception de la fagade principale qui est
d’une classe plus générale.

B Surface de rotation
B Surface de translation
[ Surface homothétique
[ Surface développable générale

FIGURE 1.63 — Musée de la Préhistoire de Jeonjok
XTU (Corée du Sud)
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Pour les formes analytiques, nous détaillons davantage le cas d’étude de la verriere de la gare
TGV de Strasbourg [165] (Fig. 1.64) qui présente une géométrie toroidale composée de cing
surfaces toriques tangentes avec des rayons de courbure minima allant de 36 & 12m (Fig. 1.65)
et un axe de révolution incliné de 17° par rapport a la verticale. L’enveloppe a été réalisée grace
a une technique de fabrication innovante basée sur le cintrage a froid du verre [78,166].

FiGURE 1.64 — Gare TGV de Strasbourg
Jean-Marie Duthilleul (France)

FIGURE 1.65 — Géométrie de la verriere

Le vitrage est composé de deux feuilles de verre trempé de 6mm chacune, laminées par
deux films de PVB. L’innovation tient en ce que, pour éviter des contraintes trop importantes
lors du cintrage, chaque feuille de verre est courbée indépendamment 1'une de 'autre, mais
en superposition sur un méme cintre. Celui-ci est constitué d’éléments linéaires (Fig. 1.66a),
contrairement au verre cintré a chaud qui a besoin d’un support surfacique. Ce systéeme de mise
en forme est trés économique, en particulier grace a I'extréme répétitivité de la géométrie qui
ne demande en théorie que cinq cintres différents. Préalablement au cintrage (Fig. 1.66b), les
deux films de PVB sont intercalés entre les panneaux vitrés, ce qui permet, apres mise sous sac
a vide (Fig. 1.66¢) de placer 'ensemble dans un autoclave (Fig. 1.66d) sous haute pression a
130°C pour le feuilletage. A court terme, le PVB retient le verre en forme par sa résistance au
cisaillement (Fig. 1.66e et 1.66f), mais le fluage a long terme de ce type d’intercalaire implique
de maintenir en forme le verre sur I'ouvrage par des fixations mécaniques.
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FIGURE 1.66 — Processus de fabrication du verre cintré
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1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

1.4.2.2 Formes mécaniques

Les formes mécaniques sont générées par un processus physique, comme celui des bulles
de savon ou des chaines pendantes. Des exemples bien connus de conception architecturale
usant de ce type d’approche peuvent étre trouvés, entre autres références chez Gaudi pour la
crypte de la Colonie Giell (Fig. 1.67a) ou chez Frei Otto pour le terminal 1 de I'aéroport de
Stuttgart [167] (Fig. 1.67b). Le processus physique est ici simulé au moyen de maquettes, mais
d’autres approches favorisent les modeéles mathématiques (analytiques ou numériques) [168].
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(a) Maquette pour la crypte (b) Maquette pour le Terminal 1,
de la Colonie Giiell aéroport de Stuttgart
Antoni Gaudi (1898-1906) Frei Otto (2005 réalisée a posteriori)

FIGURE 1.67 — Maquettes pendantes de formes funiculaires [167]

Les formes mécaniques font preuve d’un fort couplage entre les parametres de conception
Forme et Force, mais également implicitement avec les parametres Technologie et Matériau [88],
car le cheminement des forces au sein de la structure est fortement dépendant de sa matiere
et de son mode d’assemblage. Ainsi les arches funiculaires en maconnerie traduisent-elles aussi
bien la moindre capacité des pierres a résister aux efforts de traction que celle du jointoiement.
Ce type de forme correspond donc généralement a l'approche de pré-rationalisation, car les
typologies formelles, ainsi que les principes constructifs sont connus d’avance.

Le mode de déformation des surfaces développables en flexion faconnent les formes méca-
niques soumises a ce type d’efforts. La question de la forme prise a 1’équilibre par des structures
élastiques soumises a de grandes déformations est connue depuis les travaux de Bernoulli et
Euler qui lui donna le nom d’elastica [169]. Bernoulli et Euler déterminérent, entre autres contri-
butions, la forme d’équilibre post-flambé d’une poutre sur appuis simples, qui est I'une des rares
solutions analytiques exactes d'une poutre en grandes transformations [170]. Cependant, le re-
gistre de formes alors généré est relativement limité et plusieurs stratégies se sont développées
afin d’enrichir I'univers morphologique de ce type de structures. Lienhard et al. [171] recensent,
dans leur article de revue, plusieurs approches concernant les structures cintrées élastiquement
(active bending) formées a partir de réseaux de poutres [172,173] ou d’assemblages de plaques
minces.

Dans cette seconde configuration, le principe généralement retenu est un systéme d’auto-
contrainte entre les surfaces afin d’une part, de contrarier le retour élastique des plaques (di a
la minimisation de I’énergie élastique emmagasinée) et d’autre part, de constituer une structure
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1.4. Processus de conception

capable de résister aux charges extérieures durant la vie de 'ouvrage [137,138,174]. Les pavillons
congus conjointement par les écoles ICD /ITKE de Stuttgart en 2010 [175,176] et 2015-2016 [177]
constituent deux cas d’études intéressants de ce principe constructif.

(a) Pavillon 2010 (b) Pavillon 2015-2016

F1GURE 1.68 — Pavillons réalisés par cintrage élastique
Collaboration des départements ICD et ITKE de I'université de Stuttgart (Allemagne)

La forme de 'elastica est pilotée par les conditions aux limites de la plaque et par sa raideur.
Briitting et al. [178] jouent sur le second parameétre afin de programmer la forme de la bande
développable en se donnant un module de Young variable. La piste envisagée pour mettre en
ceuvre le principe est de profiter des propriétés anisotropes du bois ou des matériaux composites
grace a un laminage a orientation variable.

Enfin, un dernier cas de forme prise par un processus physique est celle du bilame. Il s’agit
d’un dispositif mécanique constitué de deux plaques minces laminées, de matériaux différents.
Cette différence le rend sensible aux variations thermique ou hygrométrique du fait de leur
dilatation différentielle. On trouve quelques exemples d’applications architecturales dans des
principes de régulation passive des ambiances [179-181] (Fig. 1.69)

FIGURE 1.69 — Détail du pavillon Hygroskin [180]
Université de Stuttgart - ICD (2012)

61



1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

1.4.2.3 Formes flexibles

La derniere catégorie identifiée est nommée forme flexible, car souvent caractérisée par une
grande liberté morphologique. La forme générale de I'édifice est développée a priori et relati-
vement indépendamment des quatre autres parametres de conception. On assiste plutot alors
a un découplage au sein des parametres de morphologie structurale. Les principes constructifs
et géométriques arrivent logiquement en aval du processus de définition formelle et les formes
flexibles correspondent souvent a une approche de post-rationalisation. Modelées initialement
grace a des maquettes physiques puis numérisées [182, 183] ou directement générées par des
outils infographiques et/ou algorithmiques, ces morphologies se fondent sur des questions fonc-
tionnelles, plastiques ou symboliques [184] (Fig. 1.70).
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(a) Fondation Louis Vuitton, vaisseau de verre flottant sur le bois de Boulogne
Frank O. Gehry (France)

(b) China Wood Sculpture Museum
MAD Architects (Chine)

F1GURE 1.70 — Inspirations formelles de batiments a formes complexes

Dans cette démarche, les surfaces développables sont mobilisées pour approcher au mieux
la surface a double courbure de l'intention architecturale. Un choix adéquat du calepinage
ainsi que de la direction de la discrétisation permettra de retranscrire fidélement la continuité
de la forme. Sur la figure 1.71, on voit le projet du musée Oct Design pour lequel le studio
d’architecture Pei-Zhu choisit de cintrer les panneaux métalliques selon leur grande dimension
dans la direction de courbure maximale. La discontinuité en tangence se trouve alors sur le grand
bord et alignée dans la direction de courbure minimale, ce qui diminue son impact visuel.

FI1GURE 1.71 — Oct Design Museum
Studio Pei-Zhu (Chine)
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1.4. Processus de conception

Pour les formes flexibles, nous nous attardons sur le cas d’étude du projet de la Cité du Vin
a Bordeaux dont le concours est remporté sur esquisse par 'agence XTU [185] (Fig. 1.72).

FIGURE 1.72 — Cité du Vin
XTU (France)

La forme générale du batiment est figée des le début du projet et la réflexion sur les problé-
matiques structurelles et constructives émerge avec I'arrivée des bureaux d’études en phase APS.
D’autre part, pour des questions environnementales, le choix de la structure principale se porte
sur des poutres courbes, mais planes, en bois lamélé-collé. Ces décisions concernant les para-
metres de conception, prises indépendamment, doivent malgré tout donner lieu a une enve-
loppe conciliant les différentes contraintes. Les lignes de courbure principale (Fig. 1.73a), qui
présentent de bonnes propriétés pour une approximation par bandes développables, sont appro-
chées par des faisceaux de plans (Fig. 1.73b) dont 'intersection avec la surface de référence sont
des courbes planes qui donnent la géométrie des panneaux de véture et des poutres en lamélé-
collé (Fig. 1.73c). Selon la localisation et le matériau utilisé, le calepinage ainsi dessiné servira
de base a une approximation en surfaces développables (partie tore métallique), en cylindre
circulaire (partie tore vitrée) ou en facettes planes (partie tour).

o
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(a) Lignes de courbure (b) Approximation planaire (c) Calepinage final
principale

FIGURE 1.73 — Démarche de rationalisation géométrique
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1. Géométrie constructive et structurale : Etat de 'art

1.4.3 Outils de conception

Afin d’intégrer pleinement les surfaces développables dans une démarche morpho-
structurelle, I’équipe de conception doit étre équipée d’outils infographiques, de recherche de
forme et d’analyse structurelle pouvant intégrer les spécificités de telles géométries.

Alors qu’il existe de nombreux articles proposant des méthodes génératives de surfaces
développables, on constate que les implémentations dans les logiciels grand public sont rares
et relativement récentes. Digital Project, logiciel orienté batiment développé a partir de la
plateforme CATIA, possede un module assez rudimentaire de modélisation de ces surfaces et
il faut attendre la version 7 pour que le logiciel Rhinoceros integre cette fonctionnalité de
fagon native. Enfin, les consultants en géométrie Evolute [186] proposent 'outil D.LOFT, un
module payant sur le logiciel Rhinoceros qui constitue a ce jour la meilleure offre commerciale
pour la modélisation des surfaces développables. A noter que, quel que soit 'outil, les données
d’entrées sont deux courbes tridimensionnelles ; les autres modes génératifs, tels que nuages de
points ou courbes multiples, ne sont pas implémentés. Aucune des solutions proposées ne peut
actuellement étre intégrée dans un processus paramétrique, 'interface n’étant pas prévue a cet
effet.

D’un point de vue mécanique, la principale problématique liée aux surfaces développables
est la recherche de forme et I'analyse non-linéaire en grande déformation des structures. Les
deux méthodes les plus utilisées sont décrites par Douthe [170] et Lienhard [138]. La premiere
est la méthode de la relaxation dynamique qui procede a la résolution d’un systeme d’équations
non-linéaires par un processus dynamique d’amortissement [187]. Pour les objets bidimension-
nels, cette méthode repose souvent sur un systeme masse-ressort disposés dans un maillage
triangulaire et sur des hypotheses simplifiées qui ne permettent pas I'acces a la description
mécanique complete du systeme. En revanche, la seconde méthode, basée sur 'analyse aux
éléments finis, le permet grace a la méthode de chargement incrémental. Lienhard releve ce-
pendant que les logiciels sur le marché sont peu adaptés a une utilisation intuitive pour ce type
d’analyse et qu'une programmation poussée de l'interface est souvent nécessaire. Pour les cas
les plus complexes, par exemple pour les géométries auto-contraintes, le principe du charge-
ment incrémental montre ses limites ; il est alors nécessaire de recourir a des modélisations plus
sophistiquées comme celle de cables virtuels élastiques reliant les surfaces & mettre en contact,
progressivement rétractés au cours des étapes de simulation [188].
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1.5. Prototype Metal Euplectella Folie

1.5 Prototype Metal Euplectella Folie

1.5.1 Contexte et objectifs

Du 17 au 20 septembre 2017, 'Ecole Nationale Supérieure d’Architecture de Versailles ac-
cueille la conférence internationale Design Modeling Symposium. Ce colloque, tourné vers la
question de la modélisation et de ses récents développements dans le domaine académique ou
de la pratique professionnelle (Architecture/Ingénierie/Art) offre des espaces d’exposition pour
des travaux réalisés par des étudiants ou des doctorants.

C’est dans ce cadre que le laboratoire Navier, le bureau d’ingénierie T/E/S/S et le construc-
teur métallique Viry, les trois partenaires de cette these, ont décidé de lancer la fabrication d’un
prototype a échelle architecturale. Congu et fabriqué en début de these avec les connaissances
acquises de I’état de 'art, cette structure expérimentale rassemble les différents acteurs autour
d’un exemple construit et sert de matiere a réflexion pour dégager les pistes de recherche a
venir. Ce prototype a fait I’objet de la publication An innovative fabrication process from rolled
helicoidal strips [189].

La fabrication a échelle 1 convoque nécessairement les cing parametres de conception
morpho-structurelle. Nous nous concentrons dans I'exposé qui suit sur le rapport entre les
parametres Forme, Structure et Technologie. L’acier pour le parametre Matériau a été choisi
a priori, étant donné les moyens de production mis a disposition par ’entreprise Viry, et le
parametre Force n’a fait 'objet que d’une vérification a posteriori par les moyens traditionnels
d’analyse aux éléments finis.

Le délai imparti pour concevoir et mettre en oceuvre le prototype (quatre mois dont le
mois d’aoiit!) est en lui-méme un défi qui met a I’épreuve l'objectif de construire rapidement
une forme complexe, exclusivement constituée de surfaces développables, dans une économie de
matiere et de moyens. Pour cela, nous expérimentons la mise en forme élastique auto-contrainte
dans un processus de mise en ceuvre continu de géométries tubulaires (Fig. 1.74).

FIGURE 1.74 — Elévation
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1.5.2 Etat de lart

La méthode de fabrication du prototype est basée sur le procédé industriel de production
de tubes hélicoidaux qui consiste a enrouler sur elle-méme une unique bande continue rectiligne
et de largeur constante. Apres un tour, le premier bord est raccordé au second pour former une
hélice circulaire (Fig. 1.75). Pour ces tubes, le diameétre peut étre trés variable, mais 1'épaisseur
est souvent faible devant le rayon (tubes a paroi mince).

FIGURE 1.75 — Maquette illustrant le principe du tube hélicoidal

On retrouve les tubes hélicoidaux dans principalement trois domaines d’application. Le
premier se trouve dans les tubes en carton encollés pour ’emballage ou ’enroulage. En plus
forts diametres, il existe des utilisations de ces tubes en carton dans le domaine du batiment
pour le coffrage de poteaux en béton (Fig. 1.76a) ou méme pour des applications architecturales
avec les célebres structures de carton de Shigeru Ban [190] (Fig. 1.76b).

T
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(a) Systeme de coffrage Sonotube® (b) Cardboard cathedral de Christchurch
Shigeru Ban (Nouvelle-Zélande)

FIGURE 1.76 — Applications architecturales de tubes spiralés en carton

La seconde application se manifeste dans les tubes en toles fines serties en aluminium ou en
acier, utilisés couramment en conduite de ventilation. Enfin, la derniére application se trouve
dans les tubes de trés grands diametres (jusque 2m) avec des toles d’acier soudées d’épaisseur
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1.5. Prototype Metal Euplectella Folie

modérée (environ 10mm) [191] pour des conduites de fluide ou des utilisation en génie civil, en

particulier pour les fondations.

Le mode de fabrication industriel est caractérisé par une ligne de production continue et
permet d’atteindre une grande production de tubes de longueur importante. Le processus de

(a) Petit diametre en tole sertie (b) Fort diametre en tole soudée

FIGURE 1.77 — Tubes métalliques spiralés

fabrication se compose des étapes suivantes (Fig. 1.78) :

1.

débobinage de la tole (et raccord en extrémité de bobine);

2. Préparation des rives (chanfreinage, faconnage. ..);

3. Cintrage de la bande au diametre voulu / cintrage élastique;
4.

5. Découpe du tube.

Liaison des bandes (collage, sertissage, soudage. . .);

FIGURE 1.78 — Processus de fabrication d’un tube hélicoidal
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Sous forme réversible, le principe devient un tube hélicoidal télescopique utilisé comme
dispositif de levage pour tables élévatrices, systéme breveté [192] et commercialisé sous le nom
de Spiralift® [193].

Schiiller et al. proposent une méthode de discrétisation de formes complexes en une unique
bande développable [194]. Apres segmentation du maillage en parties a topologie cylindrique
et subdivision grace & une paramétrisation en spirale [195], la bande développable qui s’appuie
sur cette courbe est assemblée par une fermeture éclair. Le prototype construit n’a cependant
pas pu bénéficier des développements de cet article, car sa publication en est postérieure.

L’observation de la nature, dans une inspiration davantage conceptuelle que formelle [89],
nous offre quelques exemples intéressants de formes tubulaires raidies. Le bambou dispose de
diaphragmes régulierement espacés pour garantir I'indéformabilité de sa section [196], alors que
I'os du fémur passe d'une structure tubulaire a paroi épaisse (partie centrale) & une structure
spongieuse (téte de I'os) pour répondre au mieux au type d’effort appliqué [89,197,198]. Le
modele qui nous intéresse particulierement ici et qui préte son nom au prototype, est celui
de 1"Euplectella Aspergillum, éponge de mer de grande profondeur du Pacifique Ouest dont
le squelette siliceux est formé par I'agrégation ordonnée de spicules de verre biologique. L’or-
ganisation structurelle hiérarchisée a six niveaux [199] lui confére des propriétés mécaniques
remarquables, en particulier en raideur flexionnelle [200]. C’est essentiellement les deux ni-
veaux macroscopiques constitués d’une coque a paroi mince (triple réseau vertical, horizontal
et diagonal de spicules) renforcé par des raidisseurs hélicoidaux qui seront réinterprétés dans le
prototype avec un matériau métallique.

]

(a) Hlustration de Max Schulze, (b) Photographie d’ensemble (c) Détail sur la structure
1887 en grille

FIGURE 1.79 — Euplectella Aspergillum [199]
Echelle graphique : (a) 5cm, (b) 5cm, (¢) 5 mm
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1.5.3 Morphogenese

1.5.3.1 Principe géométrique

En autorisant une plus grande liberté dans le dessin de la bande qui constitue le tube,
la forme tridimensionnelle enroulée ne s’assemble plus dans une géométrie cylindrique a base
circulaire et un nouveau champ de possibilités morphologiques est a explorer (Fig. 1.80).

F1GURE 1.80 — Principe du tube hélicoidal a forme libre

Dans une démarche inverse, comme le feront par la suite Schiiller et al. [194], il est possible
de partir d’une forme tridimensionnelle, d’y inscrire une hélice qui partitionne sa surface, puis
de générer une surface développable s’appuyant sur cette hélice. Une fois développée, cette
bande devient le patron de découpe de la forme semi-discrétisée.

Plusieurs essais empiriques ont été menés a ce stade pour tenter de comprendre le lien entre
la forme tridimensionnelle et celle du patron de découpe. Les tests réalisés sur des formes a
simple et double courbure ont permis de formuler de premieres hypotheses.

Les formes a double courbure, une fois semi-discrétisées, sont constituées de surfaces dé-
veloppables sans courbure gaussienne alors qu’apparaissent des discontinuités de tangence au
niveau des hélices de raccord entre deux spires. La courbure gaussienne est donc « concentrée »
dans les coutures de la surface. L’observation de la forme des bords développés est riche d’en-
seignement. Pour les surfaces tridimensionnelles initialement développables, les deux bords en
regard le long de I’hélice sont identiques, tandis qu’ils sont différents pour les surfaces a double
courbure (Fig. 1.81).
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(a) Surface de référence développable (b) Surface de référence a double courbure

FIGURE 1.81 — Comparaison des formes tridimensionnelles et de leur développé

1.5.3.2 Contraintes

Des le début de la conception, trois contraintes principales ont été identifiées et ont largement
contribué a la morphogenese du projet.

Un objectif architectural de ce prototype est de pouvoir le parcourir dans toute sa longueur;
on retient une ergonomie minimum de passage de 1.8 m de haut et de 0.5m de large mesuré a
1.5m de hauteur.

La seconde contrainte est mécanique. Pour tester la capacité de mise en forme élastique par
auto-contrainte et limiter le recours a une machinerie lourde, les contraintes de cintrage doivent
rester en dega de la limite élastique de D'acier employé. Selon I'approche simplifiée d’Euler-
Bernoulli (Eq. 1.56) pour les bandes développables de faible largeur, on obtient les rayons de
cintrage limites, tabulés (Tab. 1.4) selon la gamme d’épaisseur et la nuance de acier.

TABLE 1.4 — Rayon minimum selon 1’épaisseur et la nuance de ’acier avant plastification

5235 S355
ep 1.0mm 0.45m 0.30m
ep 1.5 mm 0.67m 0.44m
ep 2.0mm 0.89m 0.59m
ep 2.5mm 1.34m 0.89m

Dans notre cas, les panneaux on été réalisés en acier S235 d’épaisseur 1.5 mm, soit un rayon
de 0.67m avant plastification.

Enfin, les délais a tenir et la difficulté d’intervenir de facon prolongée sur le site d’accueil
orientent fortement vers un prototype entierement assemblé dans les ateliers de 'entreprise
Viry, puis transporté et installé tel quel. Cette forte contrainte de transport impose un pa-
rallélogramme englobant au prototype correspondant a une remorque classique de camion a
triple-essieux, soit 13.70m de long, 2.48 m de large et 2.76 m de haut.
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1.5.3.3 Etapes de construction géométrique

La démarche de projet releve clairement de ’approche de co-rationalisation, puisque 1’éla-
boration de la géométrie repose sur un modele paramétrique global dont le role s’étend de la
définition de la surface de référence jusqu’aux plans d’exécution des patrons de découpe des
toles. Ce modele permet d’exploiter les potentialités formelles du principe de structure tubulaire
spiralée a géométrie libre tout en s’assurant du respect des contraintes identifiées.

Etape 1 : Surface de référence
La surface de référence est décrite par une surface NURBS, interpolation de six sections suc-
cessives. Ces sections sont disposées le long d'un axe horizontal de 12m, longueur maximale
du prototype. Les quatre sections intermédiaires se situent dans un plan vertical alors que les
sections d’extrémités sont définies sur un plan de rotation libre. Chaque section est une courbe

de Bézier fermée dont les points de controle sont les sommets de quadrangles quelconques
(Fig. 1.82).

FIGURE 1.82 — Surface de référence

Etape 2 : Double réseau d’hélices
La surface de référence est le support de deux réseaux d’hélices qui serviront de guide pour la
modélisation des différents éléments constructifs : quatre hélices dextres (en rouge) et vingt-
quatre hélices senestres (en vert). Pour des raisons principalement architecturales, le tube est
parcouru dans la premiere direction par quatre hélices plutét qu'une seule pour rendre le pas de
celles-ci plus important et la nature hélicoidale de la géométrie plus lisible (Fig. 1.83 et 1.100).

li’illl'{"; %
SRt
s

."' 7

FIGURE 1.83 — Double réseau d’hélices
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La génération des deux réseaux d’hélices repose sur la subdivision du domaine de paramé-
trage de la surface de référence selon ses deux parametres u et v : les hélices sont tracées selon
la diagonale des sous-domaines. Pour les quatre hélices dextres (en rouge), l’'espacement entre
deux hélices consécutives se traduira en largeur de panneau et pilote le nombre de subdivisions
longitudinales et transversales. L’espacement maximum doit étre inférieur a 500 mm pour des
questions de manutention et de raideur lors de la mise en forme. Pour les vingt-quatre hélices
senestres (en vert), I'espacement entre deux hélices consécutives, mais également les angles
entre les deux réseaux, déterminent le nombre d’hélices ainsi que le nombre de subdivisions
longitudinales et transversales. Cet espacement se traduira en distance entre fixations et en
longueur de panneau.

(a) Hélices dextres

(b) Hélices senestres
FIGURE 1.84 — Subdivision du domaine pour la définition des hélices
Pour la conception technique des détails, 'idéal est de se rapprocher au maximum d’in-

tersections a angle droit. La figure 1.85 montre sous forme d’histogramme la distribution des
angles par classes de 5°.

FIGURE 1.85 — Etude des angles entre les deux réseaux
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Etape 3 : Quatre bandes développables
La semi-discrétisation de la surface de référence est réalisée a partir des quatre hélices dextres
(Fig. 1.86). Les quatre bandes, d’environ 40 m de long chacune, sont générées par paramétrisa-
tion directe, c’est-a-dire en recherchant un plan tangent constant le long des régles. Plusieurs
articles [70,201,202] traduisent cette condition lorsque la surface développable s’appuie sur
deux courbes.

FIGURE 1.86 — Quatre bandes développables

Soient C4 et Cp deux courbes spatiales et A un point de C4 d’ou est issue une régle a
définir de la surface développable. On cherche a déterminer le point B de la courbe Cg ot passe
cette regle. Pour cela, il suffit de trouver la plan simultanément tangent aux courbes C4 et Cp,
respectivement aux points A et B. Cette condition se traduit par la coplanéité des vecteurs .,
tangent a C4 en A et ih, tangent a Cg en B, soit :

det(fy,ip, AB) =0 (1.57)

La figure 1.87 trace la forme du déterminant pour un point A fixé et un point B parcourant
Cp (domaine normalisé).

FIGURE 1.87 — Forme du déterminant pour deux courbes simples
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Dans le cas de deux courbes spatiales hélicoidales, les principes expliqués ci-dessus s’ap-
pliquent également, mais pour un point A fixé, le déterminant s’annule a plusieurs reprises
quand B parcours Cp (a chaque spire). Le point cherché est sélectionné par détection de proxi-
mité (Fig. 1.88).

F1GURE 1.88 — Forme du déterminant pour deux hélices

Etape 4 : Quatre normalies quasi-développables

Les quatre hélices dextres génerent également quatre normalies, surfaces réglées dont les géné-
ratrices sont perpendiculaires a la surface de référence (Fig. 1.89).

FIGURE 1.89 — Quatre normalies quasi-développables

Les hélices n’étant pas situées selon les directions de courbures principales, les surfaces
ne sont pas strictement développables [35]. Schling et al. [105] sont confrontés a une situation
similaire lors de la génération de surfaces développables selon les lignes asymptotiques et doivent
appliquer une torsion au profil pour obtenir la géométrie souhaitée. Dans notre cas, nous nous
autorisons aussi cette liberté, car d’une part les hélices sont relativement proches des directions
orthoradiales des lignes de courbure et d’autre part la section du raidisseur (plat de 65 x 4 mm)
présente peu de raideur en torsion.
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Etape 5 : Eléments constructifs
Les vingt-quatre hélices senestres sont utilisées pour subdiviser bandes et raidisseurs en éléments
constructifs compatibles avec les produits du commerce (dimensions standard des tdles) et
permettre une manutention aisée (Fig. 1.90 et 1.96).

Chaque composant trouve ainsi sa place au sein du calepinage dessiné par le double réseau
de courbes :

— un panneau occupe neuf divisions ;

— les panneaux sont décalés de trois divisions entre deux spires consécutives ;
— un raidisseur courant occupe neuf divisions;

— un raidisseur d’extrémité occupe 7.5 divisions;

— les raidisseurs sont décalés de trois divisions entre deux spires consécutives;

— les fixations mécaniques sont présentes toutes les divisions.

FIGURE 1.90 — Eléments constructifs

Cette référence systématique au double réseau d’hélices garantit la bonne répartition des
aboutages et dessine de nouvelles hélices, comme celle, en escalier, des petits bords ds panneaux.

1.5.4 Mise au point technologique

Pour tester la cinématique de montage et les détails d’assemblages, deux prototypes inter-
médiaires ont été réalisés. Nous exposons rapidement les éléments testés, les résultats et les
enseignements pour chacun d’eux.

1.5.4.1 Prototype n°l : portion torique

Etant donné les délais trés serrés, un premier prototype testant les principales hypothéses
est lancé en parallele de la conception du prototype final. Ce prototype, a échelle 1 mais de
dimensions réduites, est réalisé sur une géométrie simplifiée, mais représentative des courbures
de I'objet final.

La géométrie du prototype correspond a celle d'une tore ayant pour section une ellipse
définie par un grand axe égal a 2m et un petit axe égal a 1.5m. Cette forme est décomposée
en quatre anneaux développables, chacun constitué de deux toles (en rouge et en bleu). Aux
extrémités sont positionnés deux raidisseurs éclissés (Fig. 1.91).
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Raidisseur

Anneau
développable

Linéaire 3
Linéaire 2

Linéaire 1

FIGURE 1.91 — Prototype n°1 : modélisation et réalisation, ateliers de I’entreprise Viry

Sur ce prototype sont testés principalement le maintien de la forme par cintrage et assem-
blage des toles ainsi que les différents parametres des détails de fixation. Pour cela, nous avons
mis au point un banc d’essai, profitant des trois linéaires intermédiaires de liaison (Fig. 1.92).

TABLE 1.5 — Banc d’essais des détails de fixation : prototype n°1l

Localisation des

. E
pattes de fixation spacement
Linéaire 1 2 cOtés 200 mm
Linéaire 2 1 coté alterné 300 mm
Linéaire 3 1 c6té uniquement 400 mm

Chaque troncon étant constitué de deux toles, on teste également une disposition de
connexion différente sur chaque tole. La premiere disposition superpose toutes les pattes de
la premiere tole sur celle de la seconde alors que la seconde disposition alterne les pattes dans
une séquence dessus/dessous comme représenté en figure 1.92.

Le prototype est réalisé en six heures a deux personnes et les enseignements suivants en ont
été tirés.

Le montage a été tres aisé pour les deux premiers anneaux et la difficulté a été croissante
par la suite jusqu’a ne plus étre en mesure de mettre en place le dernier raidisseur. Il est bien
connu que les structures a double courbure tirent leur raideur du couplage membrane-flexion.
C’est d’ailleurs I’hypothese que nous faisons pour maintenir la géométrie par auto-contrainte :
la forte raideur membranaire des toles s’oppose au retour élastique provoqué par le cintrage. Or
la difficulté d’assemblage grandissante témoigne d’une dérive de la géométrie a mesure que nous
nous éloignons de la géométrie nominale imposée par le raidisseur inférieur. Les déformations
membranaires cumulées proviennent probablement de 1’élasticité de la matiere, sans doute dans
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(a) Linéaire 1 : (b) Linéaire 2 : (c) Linéaire 3 :
2 cOtés 1 coté alterné 1 c6té uniquement

FIGURE 1.92 — Banc d’essai des fixations dans la disposition alternée dessus/dessous

une moindre mesure, mais surtout des jeux d’assemblages indispensables pour toute fixation
mécanique. Il a donc été décidé de placer un raidisseur a chaque jonction entre deux surfaces. Sa
premiere utilité sera de faciliter 'assemblage en controlant la géométrie au cours du montage,
mais il prendra également part au comportement structurel d’ensemble.

(a) Découpe au plasma (b) Meulage des rives (¢) Vue de détail du linéaire 1

FIGURE 1.93 — Etapes de fabrication du prototype n°1l

Concernant les pattes de fixation, on constate de légeres plastifications dues a des concen-
trations de contraintes pour les espacements supérieurs a 300 mm. L’espacement visé sera alors
inférieur a cette valeur. La localisation des pattes de fixation testées sur le linéaire n°3 a été
jugé le plus satisfaisant, essentiellement pour des raisons d’aspect ; il est plus discret que le
premier qui est localisé dans la lumiére du joint ouvert (Fig. 1.93) et plus compact que le se-
cond qui se trouve de part et d’autre du joint. Enfin, la disposition en superposition n’a pas
pu étre mise en ceuvre sur le premier prototype, car I’épaisseur de la tole a été négligée dans la
modélisation géométrique. Or la superposition des deux toles génere un décalage longitudinal
d’environ 10 mm sur un anneau complet : la valeur de I’épaisseur de la tole devra étre intégrée
dans la modélisation de la géométrie des panneaux développables.
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1.5.4.2 Prototype n°2 : portion du prototype final

Il s’agit également d’un prototype a échelle 1, mais de taille trés réduite et correspond a la
portion la plus courbe du prototype final dont la géométrie a été fixée (Fig. 1.94a).

Raidisseur
Panneau

—~ —
u\ /ﬂ

(a) Assemblé en atelier (b) Incompatibilité cinématique

FI1GURE 1.94 — Prototype n°2

Il est essentiellement destiné a tester le nouveau détail de fixation congu pour accueillir un
raidisseur, positionné a I’axe de chaque joint ouvert et en liaison avec les panneaux par insertion
de la patte de fixation par une boutonniére pratiquée dans le raidisseur (voir plus loin pour la
description détaillée du principe de fixation final).

Tous les choix technologiques sont validés. Un dernier ajustement est pratiqué suite a la
difficulté d’insertion du panneau dans le raidisseur. Dans les zones de courbure géodésique
importante de I’hélice, qui se traduit par la courbure en plan des rives du panneau, la forme des
pattes de fixation est incompatible avec la cinématique de montage (Fig. 1.94b). Pour palier ce
probleme, on introduit un biseau qui guide et facilite 'insertion.

1.5.4.3 Détalil final

Le principe final retenu est proche d’un assemblage tenon-mortaise traversant avec clé. Le
panneau n°l (en rouge) avec un tenon est inséré dans la mortaise du raidisseur (en vert).
Le panneau n°2 (en bleu) se superpose au tenon. Enfin, 'assemblage est verrouillé par la clé
(boulon hexagonal M8, écrou borgne et rondelles) (Fig. 1.95).

Les bords des panneaux ne sont mis en contact que ponctuellement par les épaulements qui
moisent le raidisseur. Ces joints ouverts permettent a la lumiere de rentrer et mettent en avant
la géométrie hélicoidale de la structure (Fig. 1.100).

Dans une configuration traditionnelle, les raidisseurs sont souvent encastrés en pied sur la
surface a raidir afin d’éviter leur déversement. Ce n’est pas le cas ici puisque le raidisseur a
localement la possibilité de tourner autour de la tangente de 1’hélice. Cependant, la courbure de
I’axe du raidisseur donne la stabilité en torsion nécessaire. Il a tout de méme été observé, lors
de chargements importants de la structure, une amorce de déversement de certains raidisseurs.
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(a) Insertion tenon-mortaise

(b) Positionnement du second panneau

(c) Verrouillage de ’assemblage

F1GURE 1.95 — Cinématique d’assemblage
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1.5.5 Fabrication et montage

L’ensemble du prototype, a I’exception des deux berceaux support et de la quincaillerie, n’est
composé que de deux types de pieces : les panneaux et les raidisseurs. Les 72 panneaux sont
découpés au laser dans des toles d’acier galvanisé d’épaisseur 1.5 mm, alors que les 76 raidisseurs,
de plus forte épaisseur (4 mm) sont découpés au plasma dans des tdles d’acier brut par manque
de disponibilité de la finition galvanisée dans les délais imposés. Sur la figure 1.96, on remarque
bien que les bandes développables des panneaux, tangentes a la surface de référence et proches
des lignes géodésiques, donnent lieu a des développés relativement rectilignes alors que les
raidisseurs, qui suivent les mémes lignes mais dans une configuration orthogonale, possedent
des développés courbes (§ 1.1.2.6).

= N\ 270NNy a

T ¢

FIGURE 1.96 — Patrons de découpe montrant une des quatre bandes de dix-huit panneaux et
une des quatre bandes de dix-neuf raidisseurs

[’assemblage en atelier a suivi les étapes suivantes. Tout d’abord, un travail de classement
des pieces, mises en désordre par l'opération d’optimisation des chutes, est nécessaire. L’en-
semble des pieces du pavillon, suffisamment compact pour étre contenu sur deux palettes, est or-
donné selon une nomenclature établie : chaque piece est gravée de son numéro de bande (00-03)
et de sa position sur la bande (00-17 pour les panneaux et 00-18 pour les raidisseurs). En plus de
leur numéro gravé au centre, les numéros des deux panneaux latéraux et de ceux qui précédent
et suivent au sein de la bande, sont également indiqués (Fig. 1.96). Ainsi il n’est nul besoin
de plans de montage, l'intégralité de I'information étant contenue sur les pieces a assembler.
L’étape suivante, sans doute la plus « musclée », consiste a fermer le premier anneau, constitué
des quatre premieres toles et de leurs raidisseurs, et ainsi y enfermer I’énergie élastique générée
par le cintrage. Ensuite, la structure est montée a la verticale jusqu’au premier berceau support,
puis installée horizontalement. Il ne reste plus qu’a ajouter les panneaux et les raidisseurs un a
un a la structure (Fig. 1.97). Le temps nécessaire a I’assemblage complet est d’environ quatre
jours a deux personnes.

La structure a été transportée de nuit par camion, puis grutée en plusieurs fois jusqu’a
destination, dans la cour de la Maréchalerie de 'Ecole d’Architecture de Versailles (Fig. 1.98).
Apres la fin de I'exposition, la structure a été déplacée a son emplacement actuel, sur le campus
de 'Ecole des Ponts (Fig. 1.99 et 1.100)
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FIGURE 1.97 — Séquence de montage du prototype
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FiGURE 1.98 — Installation dans la cour de la Maréchalerie de
I'Ecole d’Architecture de Versailles
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-

Metal Fuplectella Folie sur le campus de ’Ecole des Ponts

FIGURE 1.99
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FIGURE 1.100 — Vues intérieures




1.5. Prototype Metal Euplectella Folie

1.5.6 Prolongements

Le prototype Metal Euplectella Folie a montré, par le projet, la pertinence des surfaces déve-
loppables pour la conception et la fabrication d’enveloppes structurelles a géométrie complexe.
Il a été concu afin d’accorder les cinq parametres de conception morpho-structurelle dans une
proposition synthétique et cohérente. Néanmoins, plusieurs pistes d’approfondissement sont a
envisager pour prolonger la réflexion autour de ce sujet.

La complexité du parametre de Forme a été délibérément limitée pour des questions de ca-
lendrier et de transport. Il serait intéressant de comprendre le spectre de variabilité géométrique
que le systeme, une fois libéré de ces contraintes, est en mesure de couvrir avant d’atteindre
ses limites technologiques ou mécaniques. Au dela de la géométrie, c’est la topologie que 1’'on
peut également interroger avec les tubes a embranchements multiples. Des premiers essais ont
été réalisés dans ce sens : une surface de trinoide dont le découpage en deux bandes a trois
branches a été inspiré par les dessins de Francis [203] (Fig. 1.101) et une topologie intégrant
une structure de boucle .

Le parametre Matériau pourrait faire 'objet d’investigations en s’accompagnant d’une in-
terrogation sur 1’échelle et la technologie associée. Par exemple, I'architecture textile gonflable
pourrait étre une application tirant parti du processus d’assemblage continu, basée sur de
grandes longueurs de laizes.

Concernant le parametre Technologie, le prototype a été réalisé sans réglage, sans plan et
sans gabarit. Méme si ’objet construit semble correspondre fidélement au modele tridimension-
nel, une étude métrologique nous éclairerait sur d’éventuelles divergences dues a 1'élasticité des
matériaux sous charges extérieures, au retour élastique dii a la précontrainte par cintrage ou
encore a cause des jeux dans les fixations mécaniques.

Enfin, le prototype semble présenter de bonnes performances mécaniques : il porte sur une
dizaine de métres avec une masse surfacique de coque d’environ 22kg/m?. Les paramétres de
Force et Structure pourraient étre avantageusement renseignés par une étude paramétrique plus
poussée du comportement mécanique des tubes spiralés raidis pour déduire des principes de
recherche de forme et de distribution des raidisseurs.

(a) Spinning a Pair of Pants [203]  (b) Patrons de découpe et trinoide en bande développables
Francis (1987)

FIGURE 1.101 — Structure spiralée a trois branches
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1.6 Conclusion

Les outils de géométrie différentielle introduits en début de chapitre permettent de posi-
tionner les surfaces développables dans la classification des surfaces et d’identifier les propriétés
géométriques pouvant se traduire en avantages constructifs. En particulier, la propriété d’iso-
métrie au plan euclidien, c’est-a-dire la capacité de former la surface a partir de son patron
de découpe plan par simple flexion sans déformation métrique, implique de nombreux champs
d’applications. Formulées par Euler et Monge a la fin du XVIII® siecle pour répondre a des pro-
blemes de génie civil, les surfaces développables sont 1'objet de développements mathématiques
ou algorithmiques pour mieux trouver de nouvelles applications concretes, particulierement
dans les domaines industriels de la construction navale, aéronautique ou le BTP.

Dans ce dernier champ, une analyse morpho-structurelle indique la présence des surfaces
développables dans tous les parametres de conception, mais souvent dans un usage confiné
a un seul parametre, et met en évidence leur faible implication dans le processus global de
conception. Les projets a cintrage élastique auto-contraints (active bending) font exception
a cette remarque, mais restent essentiellement l'apanage de travaux de recherche, avec des
exemples construits de dimension limitée et impliquant un nombre réduit d’éléments.

On peut expliquer ce manque de transversalité entre les différents parametres de conception
tout d’abord par la faible intégration des outils de modélisation géométrique des surfaces dé-
velopapbles dans les logiciels commerciaux et en particulier dans leurs modules paramétriques.

La fabrication du prototype Metal Fuplectella Folie est 'occasion de placer les surfaces
développables au coeur d'un processus de co-rationalisation grace a ’élaboration d’outils para-
métriques et personnalisés de génération qui permettent de controler 'intégration de différentes
contraintes (usage, technologie, mécanique, transport. . .) pendant la formulation de la morpho-
logie. Les réflexions autour du prototype ont amené a s’interroger sur la relation entre la forme
tridimensionnelle et celle de son patron de découpe. Alors que le chemin de la 3d a la 2d (dé-
veloppement des surfaces) est bien couvert par la littérature, le sens inverse laisse beaucoup de
problémes ouverts et pose la question de la nature géométrique de I’assemblage de deux bords
de deux surfaces développables. Les études bibliographiques montrent que le cas particulier
du pli courbe est bien référencé, mais que le cas général du rapiécage courbe est peu traité.
Le chapitre 2 en propose une description par les outils de géométrie différentielle ainsi que la
formulation de processus génératifs de formes basées sur cette théorie.

On peut évoquer une seconde raison au manque de transversalité entre les différents para-
metres de conception morpho-structurel. Les outils d’analyse mécanique mobilisés par 1’étude
de structures comportant des surfaces développables sont peu agiles dans les phases amont du
projet : le concepteur doit choisir entre une modélisation simplifiée pour la recherche de forme,
qui permet une approche itérative mais donne un acces limité a la description mécanique du
systeme, et une modélisation complete, cette fois-ci plus précise, mais cotiteuse en temps de
calcul et plutot utilisée a titre de vérification. Le chapitre 3 traite la question mécanique du
rapiécage courbe a travers I’étude d’une structure spatiale et propose d’accorder une fois encore
une place centrale aux surfaces développables dans le processus de conception. Pour cela, nous
aurons recours a diverses techniques d’optimisation sous contraintes et a la formulation d’un
modele équivalent de plaque épaisse permettant de s’affranchir d’une modélisation détaillée de
la structure dans les phases préliminaires du projet.
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CHAPITRE 2

Géométrie du rapiécage courbe

La géométrie différentielle est un outil utilisé depuis pres de deux siecles (Carl Friedrich
Gauss formule le Theorema Egregium en 1827) pour décrire localement les courbes et surfaces
lisses [24]. Plus récemment, de nombreuses recherches ont été menées pour définir des notions
équivalentes pour les maillages en s’appuyant sur la géométrie différentielle discrete [204].

A mi-chemin entre ces deux théories, nous avons vu dans le chapitre précédent que la
géométrie semi-discrete, qui consiste en I'assemblage de portions de surfaces développables, a
fait ’objet de développements importants dans le domaine de la construction. Méme si quelques
précédents architecturaux peuvent étre identifiés [205] (Fig. 2.1), ces recherches interviennent
essentiellement depuis la publication en 2008 de I'article fondateur Freeform surfaces from single
curved panels [39].

(a) Centre International des Foires et des Congres (b) Neueur Zollhof
Santiago Calatrava (Tenerife) Frank Gehry (Allemagne)

FIGURE 2.1 — Architectures pionnieres dans l'utilisation des surfaces développables
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Une approche répandue de rationalisation d’enveloppes a géométrie complexe (post-
rationalisation décrite en partie 1.4.1) consiste a subdiviser une surface de référence a double
courbure par un double-réseau de courbes, puis a déterminer la meilleure approximation locale
de chaque portion de surface par un panneau de géométrie plus simple (plan, cylindre...). Dans
cette démarche, la nature de la relation entre deux panneaux adjacents (position, angle) est
davantage considérée comme une conséquence du processus plutot qu’un moteur de génération
géométrique.

Les recherches autour du pli courbe font exception a cette approche puisqu’elles envisagent le
probléme du point de vue de la jonction particuliere entre deux surfaces développables. Prendre
comme point de départ deux surfaces planes partageant un bord commun courbe engendre des
propriétés de couplage cinématique qui ont donné lieu a des thématiques de recherches riches
et des applications concretes.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au rapiégage courbe, type d’assemblage de surfaces
développables plus général que le pli courbe. Il se distingue de ce dernier (Fig. 2.2a) par le fait
que les bords raccordés possedent des géométries (courbures) développées différentes tout en
conservant des longueurs identiques (Fig. 2.2b). Malgré des propriétés relativement comparables
a celles du pli courbe, la géométrie du rapiécage n’a pas fait 'objet d’une description spécifique
et les processus de morphogenéese qui s’appuie sur ce type d’assemblage sont rares.

A

(a) Pli courbe

(b) Rapiégage courbe

FIGURE 2.2 — Réflexions d’un cylindre général par rapport a un plan générant,
selon les cas, pli ou rapiécage courbe

Dans la partie 2.1, la proximité des questions du pli et du rapiécage nous invite a établir un
état de I'art sur les deux sujets. Puis, dans la partie 2.2, la formulation de la géométrie diffé-
rentielle du rapiécage courbe sera traitée par une démarche similaire a celle, déja établie, du pli
courbe; elle permettra de prédire la forme que prendra une surface développable connectée a une
surface de géométrie connue. Ensuite, en s’appuyant sur la formule de Steiner, les définitions
des courbures gaussienne et moyenne localisées dans les coutures des surfaces développables
rapiécées seront données dans la partie 2.3. Enfin nous étudierons, dans la partie 2.4, la géné-
ration morphologique de surfaces développables par morceaux fermées (dForms) en imposant
des contraintes particulieres sur la nature géométrique du rapiégage.
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2.1 Etat de l’art

Le pli courbe est évoqué en premier lieu dans cet état de I'art, car il est a la fois un cas
particulier du rapiégage courbe mais également le point de départ de la réflexion que nous
menerons par la suite.

Le pli courbe peut étre considéré comme la généralisation du pli classique en substituant
une ligne de pli droite reliant deux surfaces planes par une ligne de pli courbe reliant deux
surfaces développables. Les articles de revue de Demaine et al. [206] et Lebée [207] ainsi que le
livre de vulgarisation de Mitani [208] donnent un panorama assez complet sur le sujet.

Pionnier dans le domaine, David Huffman [209] explore par I'expérimentation les potentia-
lités du pli courbe (Fig. 2.3). Demaine et al. [210] revisitent ces explorations en inventoriant
de nombreux patrons de pliage et Koschitz [211] relate les premiers principes géométriques
développés par Huffman en 1977.

FIGURE 2.3 — David Huffman et son pliage courbe [210]
Hexagonal column with cusps

Cinq ans plus tard, Duncan et Duncan [110] donnent une description compléte de la géo-
métrie différentielle du pli courbe; ces résultats sont repris et complétés par Pottmann et
Wallner [27], puis mis en application dans les structures plus complexes par Jiang et al. [212].
Seffen [213,214] illustre et confirme les résultats de Duncan et Duncan au moyen de la repré-
sentation du pliage courbe sur la sphere de Gauss.

Koschitz [211] dénombre plusieurs méthodes de générations directes/analogiques dont la
plus connue est la méthode de réflexion [215] (Fig. 2.2a) : elle consiste a considérer une surface
développable et son image par réflexion par rapport a un plan. Les deux surfaces coincident le
long d’une courbe plane, intersection de la surface et du plan de réflexion [216]. Les principales
méthodes de générations numériques sont décrites par Kilian et al. [111] et Tachi et Epps
[156] ; elles procedent par optimisation sous la contrainte géométrique identifiée par Duncan et
Duncan.

L’utilisation du pliage courbe trouve toute sa pertinence lorsqu’une piece unique plane est
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mise en forme par un processus continu. Cette remarque explique son usage extensif dans
le domaine de l'art et du design (Fig. 2.4 et 2.5) ou de l'industrie [110,217], mais limite la
dimension des composants architecturaux dans le domaine de la construction. On peut recenser
plusieurs applications comme celle d’éléments architecturaux mobiles [218], déployables [155],
voire structurels [207,219,220]. Les panneaux de facades sont également de bons candidats pour
la mise en ceuvre du pli courbe [221,222].

(a) Computational Origami (b) Icosahedron II
Erik & Martin Demaine (2008) Richard Sweeney (2006)

FI1GURE 2.4 — (Euvres d’art faisant usage du pli courbe

La description du rapiécage courbe, c’est-a-dire le couplage géométrique liant deux surfaces
développables le long d’un bord commun dans une configuration quelconque, a bénéficié de
moins de développements que celle du pli.

D’un point de vue géométrique, Carl [223] et Miiller [224] explorent les familles de surfaces
semi-discrétes a courbure moyenne constante en construisant une théorie de la courbure dans
les coutures du rapiécage grace a une approche discrete de maillage quadrangulaire. Stein [225]
propose une nouvelle caractérisation de la courbure gaussienne au niveau des courbes de ra-
piécage pour des maillages triangulaires ; cette caractérisation est mise a contribution dans une
méthode de flot pour localiser les courbes de rapiécage sur une surface a double courbure afin
de segmenter celle-ci en portions développables.

D’un point de vue mécanique, Norman et al. [126] simule le comportement de toles ondulées
a double courbure en simplifiant le profil d’ondes sinusoidal par un assemblage de bandes
développables rapiécées.

La seconde partie de ce chapitre est consacrée a la mise en ceuvre du rapiégage courbe
au sein de surfaces semi-discretes fermées. Les dForms offrent un cas d’étude pertinent, car ils
permettent d’aborder la question dans une configuration minimale de rapiécage de deux portions
développables reliées par une unique courbe de couture. Introduites pour la premiere fois par
le designer Wills [226] (Fig. 2.6), il s’agit tout d’abord d’un processus ludique : deux disques
(au sens topologique) de méme périmetre et possiblement de formes différentes sont découpés
dans une feuille de matériau rigide en plan, mais flexible. Un point sur le périmetre de chaque
patron est choisi, puis les deux formes sont assemblées a ’avancement. L’incompatibilité en plan
des patrons de découpe fait émerger par auto-contrainte une forme tridimensionnelle fermée.
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2.1. Etat de Dart

(a) Lampe Le Klint 172 (b) Algo Columns
Poul Christiansen (1971) Lalvani Studio (1999-2002)

FIGURE 2.5 — Design et pli courbe

La figure 2.7 montre une simulation numérique de l'assemblage de deux patrons elliptiques
réalisée a 1’aide de I'extension de simulation physique Kangaroo2 intégré dans 1’environnement
de programmation Grasshopper 3D au sein du logiciel Rhinoceros 3D.

FIGURE 2.6 — Tony Wills présentant plusieurs modeles de dForms [226]

L’existence et unicité de cette forme tridimensionnelle fermée convexe, obtenue a partir de
deux formes planes, également convexes, est démontrée par Alexandrov et Pogorelov [227] sur
des modeles polygonaux avant méme l'invention des dForms.
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2. Géométrie du rapiécage courbe

La nature inconnue de la forme émergente a suscité de nombreuses approches empiriques de
génération, relayées dans la littérature scientifique [228-230] ou grand public [231]. Différentes
méthodes de fabrication sont aussi proposées, du béton coulé [232] au crochet [233]!

Les dForms deviennent un objet de recherche quand Pottmann et Wallner [27] identifient
comme un probleme ouvert la prédiction de la forme tridimensionnelle par d’autres moyens que
sa fabrication physique ; selon les auteurs, cette question est rendue difficile par la nature globale
du probleme. Erik Demaine [234] théorise plusieurs propriétés des dForms et dédie a ce sujet
trois séances de son cours Geometric Folding algorithms : linkage, origami, polyhedra [235].
Actuellement, deux approches différentes peuvent étre identifiées dans la littérature pour la
prédiction de la forme tridimensionnelle. La premiere est basée sur un algorithme d’optimisation
qui minimise I’énergie au sein d’un maillage triangulaire, comme le logiciel Surface Evolver [236]
utilisé par Paul Bourke [237] pour modéliser les dForms. La seconde approche est un algorithme
géométrique basé sur le théoreme d’Alexandrov développé par Bobenko et Izmestiev [238] ainsi
que par Kane et al. [239]. En marge de ces approches, Mayerhofer [240] propose une méthode
approchée dans le cas particulier de patrons de découpe elliptiques.

FIGURE 2.7 — Assemblage numérique de deux ellipses orientées a 45°

Avant de proposer nous-mémes de nouvelles méthodes génératives de dForms, il est néces-
saire de revenir sur les définitions et propriétés locales d’assemblage de deux surfaces déve-
loppables selon leurs bords, tout d’abord par la compréhension du pli courbe, puis par son
extension au cas général du rapiécage courbe. Ces éléments permettront alors d’appréhender,
en complément de considérations topologiques, les conditions de fermeture des dForms.
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2.2. Couplage géométrique du rapiégage courbe

2.2 Couplage géométrique du rapiécage courbe

Duncan et Duncan posent les bases de la géométrie différentielle du pli en 1982 avec leur
article Folded developables [110]. Dans cette publication, les auteurs identifient les contraintes
cinématiques entre deux surfaces développables reliées par un pli courbe; plus précisément, il
s’agit de déterminer la géométrie de la seconde surface, connaissant la géométrie tridimension-
nelle de la premiere surface et du bord a relier.

Dans cette partie, nous proposons de reprendre la démarche proposée dans I'article et de
I'étendre a la notion plus large de rapiégage courbe. Ainsi, dans un premier temps (§ 2.2.1) nous
rappelons 'approche des auteurs sur la question et 'illustrons par une figure classique du pliage
courbe : I’ensacheuse a col de cygne. Nous reprenons dans un second temps la trame développée
dans l'article (§ 2.2.2) pour I'appliquer au cas du rapiégage qui sera également illustré par une
étude de cas.

2.2.1 Géométrie différentielle du pli courbe

Dans un souci de cohérence concernant les notations et les conventions de signe dans ce
manuscrit, nous nous permettons d’adapter certaines formules de I’article de Duncan et Duncan.
Les rappels faits ci-dessous sont l'occasion de procéder a cette mise a jour.

2.2.1.1 Rappel sur la théorie

Les auteurs procedent en trois étapes principales auxquelles nous ajoutons une derniere pour
une description compléte du processus. Dans une premiere étape, ils décrivent la géométrie en
plan de la surface a plier. Dans une seconde étape, ils explicitent la géométrie tridimensionnelle
de la premiere surface (o) via les formules analytiques classiques de la géométrie différentielle
et un diagramme liant les différentes courbures. Dans une troisieme étape, la géométrie de la
seconde surface (03) est décrite par la mise en évidence d’'un couplage géométrique entre les
deux surfaces sur le diagramme des courbures. Enfin, dans une quatrieme étape, nous donnons
deux méthodes pour calculer les regles de la seconde surface. Par la suite, les différents éléments
géométriques recevront un indice 1 ou 2 selon leur rapport aux surfaces o, et g,. L’absence
d’indice signifie que 1’élément est indépendant ou commun aux deux surfaces.

Etape 1 : Description de la géométrie en plan
On considere deux surfaces o et oy appartenant au plan xy et partageant un bord courbe
noté vo4. Cette courbe est ici paramétrée par longueur d’arc afin de simplifier les formules.
Dans 'exemple de I'ensacheuse qui suivra, nous traiterons le cas plus général d’une courbe
définie par un paramétrage quelconque.

Associés au point p(s) de la courbe de rapiécage, nous identifions les entités géométriques
suivantes (Fig. 2.8) :

— le vecteur tangent T), orienté dans le sens positif du paramétrage ;

— le vecteur normal ]_V), obtenu par la rotation de 7/2 du vecteur T dans le sens trigonomé-
trique;
— le centre de courbure O de 7q4 tel que Op = VYjra4l, 01 Koq est la courbure signée de o4 ;

— la direction G de la génératrice le long de laquelle la surface développable o; sera courbée ;

— l’angle entre la génératrice et la tangente T), noté a.
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2. Géométrie du rapiécage courbe

FI1GURE 2.8 — Description de la géométrie en plan

Etape 2 : Description de la géométrie tridimensionnelle de o4

Lors de la mise en forme de la surface o; selon une surface développable, la courbe 94 quitte
le plan zy pour devemr la courbe tridimensionnelle 34 amuelle on attache le repere de
Frenet Rr(p, T, Ny, Bp) et le repere de Darboux Rp, (p, T', Bp,, Npigans sa relation avec la
surface 1. On note 3, ’angle entre le plan zy et la normale principale Ng (Fig. 2.9). Les auteurs
rappellent les propriétés bien connues et déja décrites dans le chapitre précédent (§ 1.1.2.3) sur
les courbures relatives au repere de Darboux. Notons que la convention de signe de la torsion
géodésique dans l'article de Duncan et Duncan est opposée a celle prise dans ce manuscrit.
L’équation 2 de l'article devient selon nos conventions :

T 0 Ko Fm T

d | —
% BD1 —hg 0 Tg BD1 (2'1)
N—)Dl —Kn, —Tg 0 N—)Dl

avec Kgq,, kn, et 74, courbure géodésique, courbure normale et torsion géodésique de 34 par
rapport a o;.

La figure 2.10 montre le diagramme des courbures défini par les auteurs. Attaché au point p,
ce diagramme lie la courbure x de la courbe tridimensionnelle 734 avec les courbures géodésique
et normale par rapport a ;. Situé dans le plan normal a la courbe 734 engendré par le couple
de vecteurs (B—D:, N—>D1), ce diagramme des courbures s’appuie sur le théoréeme de Meusnier dont
une expression est k% = k2 + /@3. Il montre 'alignement de trois centres de courbure : O, centre
de courbure de la courbe tridimensionnelle 34, Oy, centre de courbure géodésique et O,
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2.2. Couplage géométrique du rapiégage courbe

FIGURE 2.9 — Description de la géométrie tridimensionnelle de o,

centre de courbure norma_le). Ces trois points se situent sur une droite D perpendiculaire a la
direction de la normale Np. L’angle entre les reperes de Frenet Rp et de Darboux Rp, est

complémentaire de angle 3 et est noté § = (N, Np,).

Il est alors possible, a partir du diagramme des courbures et des relations classiques de
géométrie différentielle, d’établir les expressions suivantes pour les courbures du repére de Dar-

boux R p,. Selon nos conventions :

Kg, = Kad
Kn, = K1 sin? o

Tgy = R1 COSSIN &

avec k1, courbure principale non-nulle de la surface o7 au point p.

La courbure et la torsion de la courbe sont de la forme :

Kgy
K= —
sin 0
Ko K. — K, K
g1''n ni
T = L L+,
12

(2.5)

(2.6)

avec Ky, et ki, , dérivées des courbures géodésique et normale par rapport a I'abscisse curvi-

ligne s.
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2. Géométrie du rapiécage courbe

(a) Vue dans le plan normal a 734 (b) Vue axonométrique

FI1GURE 2.10 — Diagramme des courbures par rapport a oy

Etape 3 : Description de la géométrie tridimensionnelle de o9
Lors de la mise en forme de la surface oy et du pliage selon la courbe 34, la surface oy prend la
forme d’une surface développable. Etant donné que la courbe 34 €st commune aux surfaces oy
et 0o, en s’appuyant d’une part sur les relations identifiées a ’étape 2 et d’autre part sur le
diagramme des courbures, il est possible de déterminer entierement les relations régissant le
pliage courbe et donc la géométrie de la surface .

Tout d’abord, la courbure géodésique étant un invariant intrinseque, elle est conservée par
déformation isométrique et est égale a la courbure de la courbe plane ko4 :

Rgy = Kgy = Rad (2.7)

La figure 2.11 reprend le diagramme de la figure précédente et le complete avec les données
relatives a la surface oy. La courbe tridimensionnelle 34 étant commune aux ﬂ)lrfaces o1 et o9,
la droite D passant par le centre de courbure O, perpendiculaire a la normale Nz et qui contient
Oy, et O,,, contient également O, et O,,. Le point O, se trouve donc a l'intersection du cercle
C de centre p et de rayon Vs, | avec la droite D, étant donné 1’égalité des courbures géodésiques
(Eq. 2.7).

Par cette construction, on constate que le plan osculateur de 734 engendré par les vec-
teurs (T), ]V)F) est bissecteur des deux plans tangents a oy et oy, respectivement définis par les
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\\m

(a) Vue dans le plan normal a 734 (b) Vue axonométrique

FIGURE 2.11 — Diagramme des courbures par rapport a oy et oo

couples de vecteurs (T, Bp,) et (T, Bp,).

En choisissanwmme_le)s auteurs, un vecteur tangent T identique pour les deux surfaces
et des normales Np, et Np, orientées sur les mémes faces, on peut alors placer le repere de
Darboux R p,(p, 7, B—D;, Np,) sur le di_zu%ramme des courbures et identifier le point O,,, comme
I'intersection de la droite support de Np, passant par p et la droite D. On observe alors que les
courbures normales de la courbe de pli y34 relatives aux surfaces o et o5 sont systématiquement
égales et opposées, car les centres de courbure normale O,,, et O,,, sont symétriques par rapport
a la droite (pO) :

Ky = —Fn, (2.8)

!/

- et d’apres ’équation 2.6, on déduit que :

: !
Enfin, puisque £, = —kp, , Ky, = —ky,

Tgo = —Tg + 27 (2.9)
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2. Géométrie du rapiécage courbe

Pour le pliage courbe, on note que certaines valeurs de /3, correspondant a des cas dégénérés,
sont exclues de I’étude :

— [ ={0,7} implique que K,, = k,, = 0 : les surfaces o, et oy restent planes;
— B = {—m/2,7/2} implique que la ligne de pli est une géodésique. Dans ce cas, la surface se
superpose localement a elle-méme apres avoir effectué un pli a 180°.

Etape 4 : Calcul des regles de la surface développable o
Selon Pottmann et Wallner [27], la direction 7 (s) d’une régle d’une surface développable peut
étre calculée a partir de la normale de la famille & un parametre des plans tangents (paramé-
trisation indirecte) :

7(s) = N A Npy, (2.10)

avec N_)bz, dérivée du vecteur normal par rapport a ’abscisse curviligne de la surface dévelop-
pable a calculer.

A cette méthode, nous lui préférons celle de Tang et al. [35] qui formule la direction des
regles d’'une surface développable a partir des courbures de Darboux d’une courbe dont elle est
issue. Dans notre cas :

7 (5) = 70T, — #in, B, (2.11)

2.2.1.2 Application : Pliage de ’ensacheuse a col de cygne

Pour illustrer I’article de Duncan et Duncan nous choisissons I’exemple de ’ensacheuse a col
de cygne. Les ensacheuses verticales sont des machines industrielles qui permettent le condi-
tionnement de produits dans des sacs thermo-soudés dans un processus continu (Fig. 2.12). La
feuille en plastique de ’emballage, disposée en rouleau, est guidée par une piece de géométrie
développable appelée « col de cygne » autour d’'un cylindre qui assure ’acheminement du pro-
duit a ensacher. Finalement, le sac est soudé et découpé a la sortie du cylindre. Des géométries
relativement proches ont été décrites par Boersma et Molenaar [217] et Robert Ferréol [241].

Etape 1 : Description de la géométrie en plan
Nous proposons d’étudier la cinématique de pliage d'une surface plane scindée en deux parties
o1 et o9 par une courbe munie d’'un paramétrage quelconque. La forme de la surface oy et
celle de la courbe paramétrée sont prescrites; la forme de la seconde partie oo est 'inconnue
du probleme. La partie o; est déformée selon un cylindre de rayon variable R, et la courbe
paramétrée est une arche sinusoidale.

On définit un repere cartésien R(O, 7, ¥, Z) et un point de la surface plane a plier est
paramétré par :

u

ooq(u,v) = | (2.12)

0

. A A e B B

aveC u€E |——,— | etve|——,—
272 272

La surface plane de dimension A x B est donc centrée sur le repere R (Fig. 2.13). Pour définir

la courbe paramétrée selon laquelle le pli sera pratiqué, on définit trois fonctions dépendant

d’un seul parametre ¢t. Pour I'arche sinusoidale étudiée :

t
v2a(t) = | acos(bt) (2.13)
0
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Entonnoir
Col
Rouleau

(b) Soudure et découpe du sachet

FIGURE 2.12 — Procédé industriel d’ensachage vertical

Si on pose a = 2R, et b = ﬁ avec R, = %, alors 'arche sinusoidale 7,4 est constituée
d’une demi-période centrée sur le domaine de la variable v. Quand la surface o, se transforme
en un cylindre fermé, c’est-a-dire quand R. = R, = %, alors 'arche sinusoidale devient une
courbe tridimensionnelle appelée fenétre de Viviani (Fig. 2.14). Cette courbe est habituellement
construite comme l’intersection d’une spheére de rayon R, et d'un cylindre de révolution de
diametre R, dont une génératrice passe par le centre de la sphére [242]. Dans la suite de

I'illustration, nous conservons ces valeurs de a et b.
t

t
Yad(t) = | 2R, cos (2R ) (2.14)
0

La courbure signée rkoq de 794, utile dans les étapes ultérieures, est un scalaire tel que
(§1.1.1.2) :

= Kog|F2d| N (2.15)
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FIGURE 2.13 — Description de la géométrie en plan

i i
1

'N,il

5 I

(a) Construction géométrique [242] (b) Floating sculpture
Marta Pan (1973)

FIGURE 2.14 — Courbe de Viviani [242]
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D’apres 1’équation de I'arche sinusoidale on établit les éléments suivants :

1

. . t
= | —sin

Yod 2R,

0

t
. — 1 . 2
|¥24] \/ + sin (QRU>
1
1 t

E Yad _sin < )

B |;y2d’ N . 9 t 2Rv
1+ sin SR, 0 (2.16)

1
t
\/1 + Sin2 (2&)) 0

On déduit la valeur de la courbure signée d’apres les équations 2.15 et 2.16 :

t
()
2Rv L, + 3/2

(1+Sln (QRU))

Etape 2 : Description de la géométrie tridimensionnelle de oy

(2.17)

Rog = —

La paramétrisation du cylindre est choisie de telle fagon a ce qu'un point parcourant la courbe
Y24 dans le plan xy, parcoure a la méme vitesse la courbe 734 positionnée sur un cylindre vertical
de rayon R. et d’axe Z (Fig. 2.15).

o3a(u, v) = <t) (2.18)
e
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2. Géométrie du rapiécage courbe

o1

FI1GURE 2.15 — La surface oy, définie en plan, s’enroule autour d’'un cylindre d’axe vertical

La surface o; peut prendre les deux configurations extrémes suivantes :

— la surface est un cylindre fermé, R, =

— la surface est plane, R, = +00;

A
2

Afin d’enrouler la courbe 94 autour du cylindre, on injecte les fonctions de la courbe dans

le paramétrage du cylindre :

Yaa(t) =

R.sin (
R, cos (

t
2R, cos <

t
)
t
)

2R,

)

(2.19)

Nous déterminons a présent les différentes caractéristiques géométriques de la surface oy et
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de sa courbe de rive y34. Les dérivées successives de 34 jusqu’a l'ordre 3 valent :

_ . N
R, sin (Rc> cos (Rc)
t . . t
V3at) = | Rccos ( ) Yaa(t) = | —sin (R )
2R, cos —s t
2R (2.20)
1t [ L ()] '
R sin R Iz cos 7
. 1 t 1 . t
F3q(t) = R cos R) Hag(t) = R—g sin (Rc)
1 1 . t
°R, 2Rv | 2R, ""\2R, )
Il est alors possible de déterminer les vecteurs du repere de Frenet Rr(p, T: —F), —F)) :
T= 0L ppo B0 N B AT = AT (2.21)
Y34l [Y3d A Yadl Y3 A Yadl Y34l
1
1
T = —sin (2; > (2.22)
\/1—i-silr12 (2;1]) 0 °
— 1
Br =
1t 1, ¢ 1
(2R.)? cos R, —i-ﬁsm R, —i——g
[ 1 t t _ i t n t ]
or, "\ R, ) “"\2R, R\ R. )™\ 2R,
1 1
E sin (éc> sin <2;v) + SR, Ccos <I;C) Ccos <2;U) (2.23)
6
i R, |
N 1
Ny =
! cos? t + i sin? t + i 1 + sin? t
(2R,)? 2R, R? 2R, 2 2R,
| —i sin i 1 + sin? t — ! Cos i cos t sin t
R, R, 2R, 2R, R, 2R, 2R,
1 t t 1 t t t
— g, €08 (R ) (1 + sin? (QRU>) + 2R sin (Rc) oS (231)) sin <2Rv) (2.24)
- cos t
| 2R, 2R,
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La courbure et la torsion de 34 se calculent également a partir des dérivées successives :

! cos? t + = sin? ! + =

V30 A Yadl (2R,)? 2R, RZ 2R, R?
K= Y = ( . B (2.25)

1 + sin? ( ))
2R,
1 1 i t
: .y — — ——— ] sin
= (73d A 736!) “V3d _ (Rz (2Rv)2) (QRU) (2 26)
Y34 A Y3al? R, t 1, 1 '
———— cos? + —sin + —
(2R,)? °R,) " R, °R,) " R.

Ensuite, on détermine les courbures de Darboux de la courbe <33 grace au re-
pere Rp,(p, T, Bp,, Np,). De facon cohérente avec le paramétrage du plan, l'orientation de
la normale est choisie vers l'intérieur du cylindre.

Tp =T (2.27)
| —sin i |
R.
Vo= | ([t 229
COS (RC)
L 0 —

_ Iy . .
1 cos R sin R,
sin ! sin ! (2:29)
.9 t B E 2R,
\/1 + sin (2Rv

1

— — —>
BD1 = ND1 /\CTD1 =

La courbure géodésique est égale a la courbure de la courbe plane 7y, :
Kg, = Kod (2.30)

Avec les conventions choisies, les courbures et directions de courbures principales sur le
cylindre sont :

0
ko=0 To=10 (2.31)
1 I
_ RN
— COS | —
1 fe
- 1 = t
=g t “in (R) (2.32)
L 1 I

La courbure normale se calcule a partir de I’équation 2.3 :
2
Kn, = Ky sin? a = Kk (1 —COSQOé) = K (1 — (t_o)7“)> )
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1

Ky, = ; (2.33)
R, <1 + sin? (QRE>>
Enfin, nous obtenons la torsion géodésique a partir de ’équation 2.4 :
Tg, = K1cCosasina = Ky (t_(; . 7) (t_o) A 7) . N—D:
sin ( L )
= 28, (2.34)

Tgp = 55
t
Rcl + sin? (2R )

Etape 3 : Description de la géométrie tridimensionnelle de o9

Le triedre de Darboux Rp,(p, T—D;, B—D;, N—)DQ) de la courbe 734 en relation a oy se détermine
par la propriété de bissection du plan osculateur de la courbe 734 par rapport aux _dgux_p}ans
ta&ent_s) aux surfaces oy et oy, respectivement définis par les couples de vecteurs (Tp,, Bp,) et
(Tp,, Bp,). Le vecteur tangent est commun aux deux reperes de Darboux et & celui de Frenet :

To,=Tp, =T (2.35)

La binormale du triedre de Darboux est calculée a partir des vecteurs des reperes établis a
I’étape 2 :

By, = Bp, - 2N;- (N7 By, ) (2.36)
Enfin, la normale est définie de fagon a ce que le triedre de Darboux R p, soit direct :

Np, =T A Bp, (2.37)

Les courbures de Darboux de 734 en relation a o, sont calculées a partir des équations 2.7,
2.8 et 2.9 :

Kny = — NE (2.38)
1 :
R, ( + sin (QRU>>
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2. Géométrie du rapiécage courbe

Etape 4 : Calcul des regles de la surface développable o
Sans détailler le calcul, les regles sont obtenues a partir de I’équation 2.10 et la surface obtenue
est représentée en figure 2.16. Plus précisément, nous montrons la cinématique de pliage quand
la surface o1 passe d'une configuration plane (k,, = 0) a celle d'un cylindre fermé (x,, = RLC)
La surface o4 est représentée par des regles de longueurs constantes issues de la courbe s34 et ne
modélise donc pas les bords de la feuille rectangulaire présentée a I’étape 1, comme le souligne
Ferréol [241].

En guise de vérification, nous comparons la géométrie du bord de la surface oy consécutive-
ment a son développement sur le plan zy et la courbe de pliage prescrite 794 initialement. Les

deux courbes correspondent parfaitement.

FI1GURE 2.16 — Cinématique de pliage selon une courbe de Viviani
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2.2. Couplage géométrique du rapiégage courbe

2.2.2 Géométrie différentielle du rapiécage courbe

Dans une démarche proche de celle menée pour le pli courbe, nous décrivons la géométrie
du rapiégage courbe en quatre temps. La premiere et la troisieme étapes, quoique basées sur les
mémes principes, en different par le caractere plus général des résultats auxquels elles menent ;
la deuxieéme et la quatrieme étapes, tres proches de celles décrites précédemment, feront I'objet
de quelques précisions.

2.2.2.1 Théorie

Il s’agit d’identifier les contraintes cinématiques entre deux surfaces développables reliées par
une courbe spatiale quelconque; plus exactement, connaissant la géométrie tridimensionnelle
de la premiére surface (distribution de sa courbure et de la courbure de son bord a relier), ainsi
que la courbure en plan du bord a relier de la seconde surface, nous déterminons la géométrie
complete de cette derniere.

Etape 1 : Description de la géométrie en plan
On considere deux surfaces o1 et o5 appartenant au plan zy. Contrairement au pli courbe pour
lequel les surfaces oy et oy partageaient une courbe commune en plan, la courbe de raccord
dans le cas du rapiégcage courbe n’est partagée qu'une fois les surfaces raccordées dans ’espace
tridimensionnel (Fig. 2.2). Dans le plan xy, les bords en contact des surfaces o7 et o9 sont
décrits par deux courbes yo4, €t 724,, de géométries distinctes, mais de longueurs égales pour
permettre le raccordement. Un point situé a I’abscisse curviligne s; (resp. s2) sur la courbe 74,
(resp. 724,) €st repéré par le point p;(sy) (resp. pa(s2)). Alors, pour un rapiégage correct des
deux surfaces, les deux points en regard possedent la méme abscisse curviligne (s; = sy = s) et
sont appliqués dans le méme sens, c’est-a-dire celui des abscisses curvilignes croissantes.

Pour la surface o1, nous identifions les éléments suivants pour un point p;(s;) appartenant
a V2d; -

— le vecteur tangent TI, orienté dans le sens positif du paramétrage ;

— le vecteur normal NI, obtenu par la rotation de 7/2 du vecteur J_ﬂ) dans le sens trigonomé-
trique;

— le centre de courbure O; de a4, tel que O1p1 = Yjraq, |, OU Kog, est la courbure signée de
Yady

— la direction de la génératrice le long de laquelle la surface développable o; sera courbée;

— l'angle entre la génératrice et la tangente 7_11), noté a;.

Pour la surface o3, nous identifions uniquement les éléments en rapport avec la courbure en
plan de 754,, les autres éléments étant les inconnues du probleme :

— le vecteur tangent Y_)’g, orienté dans le sens positif du paramétrage ;

— le vecteur normal FQ, obtenu par la rotation de 7/2 du vecteur T; dans le sens trigonomé-
trique;

— le centre de courbure Oy de a4, tel que Oaps = Vikog,|;

La figure 2.17 représente quatre configurations de rapiécages en fonction du signe des cour-
bures a raccorder. Dans cette illustration, les bords a rapiécer sont montrés avec une valeur de
courbure signée constante (arcs de cercles). Ceci est un cas particulier de notre étude qui traite
le probleme dans sa généralité dans la suite.
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2. Géométrie du rapiécage courbe

DM (]

Kgdl < 0, Rady < 0 Iigdl > 0, Rody < 0

(c) Kagy, <0, kK24, >0 (d) K2g, > 0, K24, >0

F1GURE 2.17 — Configurations de rapiécages selon le signe de la courbure

Etape 2 : Description de la géométrie tridimensionnelle de o4
Cette étape est presque en tout point similaire a celle du pli courbe, car, dans un cas comme
dans l'autre, la géométrie de la surface oy et de son bord fait partie des données initiales du
probleme. De la méme fagon, la courbe 74, devient la courbe 73, apres mise en forme de
la surface oy, puis les reperes de Frenet RF et de Darboux RD1 sont attachés a la courbe
tridimensionnelle. On note (31, 'angle (BDI,NF) 01, 'angle (NF,NDl) et B1 + 6, = 7/a.

Le diagramme des courbures représente, par une unique droite D, la géométrie locale de
la surface oy, au niveau du point p;(s). La courbure géodésique k,, est connue grace a la
position du point O, a l'intersection de la droite D et de 'axe des abscisses (direction de la
normale géodésique B—D:. La courbure normale «,, est renseignée par la position du point O,,,
intersection de la droite D et de I'axe des ordonnées (direction de la normale). Le diagramme
des courbures, rappelé en figure 2.18, permet d’établir les relations trigonométriques suivantes
pour la surface oy, en considérant les différents triangles :

1 R K

Triangle(pO,, Oy, ) - tanf = tan o = Lo _ fim

riangle(pO,, Oy, ) an 3 an 5 B

: : R Kn,
Triangle(pOO,,) : sinf; = cosf; = = (2.39)

n1 K

: . R kg1

Triangle(pOy, Oy, ) : cosf; = sinf, = —=-2

Ry, K

Nous avions exclu de 1’étude du pli courbe les valeurs 8 = {—7/2,0,7/2, 7}, car elles représen-
taient des cas dégénérés du probleme. Elles sont réintroduites dans notre étude, car pertinentes
dans le cas général du rapiégage courbe. On dénombre alors huit cas possibles selon que les
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2.2. Couplage géométrique du rapiégage courbe

Onl

P Bo, O

FIGURE 2.18 — Diagramme des courbures par rapport a o,

courbures géodésiques et normales sont positives, négatives ou nulles et chacun de ces cas peut
étre caractérisé par une valeur de 31 €] — m, 7].

Le tableau 2.1 représente de facon synthétique ces huit types de géométries pour la sur-
face o1. Nous insistons sur le fait que le diagramme des courbures est une représentation locale
des courbures. La visualisation en axonométrie est donc donnée afin de représenter qualitative-
ment la typologie de surface impliquée, mais ne saurait étre réduite a I'unique diagramme des
courbures en regard.

Etape 3 : Description de la géométrie tridimensionnelle de o5
Lors du rapiécage et de la mise en forme de la surface oy, la surface o5 prend la forme d’une
surface développable et les points p; et po, respectivement sur les courbes 7,4, €t Y24,, viennent
se confondre en un unique point p sur la courbe 4.

Contrairement au pliage courbe, les courbures géodésiques kg, et kg, de 34 par rapport
aux surfaces o, et o9 sont différentes et sont respectivement égales a roq, et kaoq,. De plus,
la courbe 734 est commune aux deux surfaces et la droite D, a qui appartiennent Oy, et O,
contient également O,, et O,,. Or la courbure géodésique x4, est connue puisque 7y,4,, courbe
de rive de la surface o9, est prescrite. On recherche donc le(s) centre(s) de courbure géodésique
Oy, en tant qu’ensemble I des points d’intersection entre la droite D et le cercle C de centre p
et de rayon |Ysg,| :

1

I=DmC<p,

) (2.40)

’igz
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2. Géométrie du rapiécage courbe

TABLE 2.1 — Configuration de la surface o; selon la valeur de 1'angle 3,

Diagramme Surface o

Configuration 1 :
pr el —m, =/

R

Configuration 2 :
B =—7/2

Configuration 3 :
61 E] - 71'/2’ 0[

Configuration 4 :
=0

Configuration 5 :

61 E]Oaﬂ/Q[ 7\

Configuration 6 :
B ="/2

Configuration 7 :

P elrfe, 7] N

Configuration 8 :
pr=m

©16/0/9/%99|¢
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2.2. Couplage géométrique du rapiégage courbe

On dénombre trois ensembles de solutions possibles selon les valeurs respectives de la cour-
bure de 734 et de la courbure géodésique kg, = Kag,-

1k <|kgl: =0 Pas de rapiécage possible
ii k= |kg,|: I =1{0,)} Un seul rapiécage possible
iii k> |Kg,| 1 I = {OgQ, 022} Deux rapiécages possibles

La figure 2.19 montre en parallele le diagramme des courbures et le rapiégage correspondant
pour les différentes configurations identifiées ci-dessus.

0
ﬁ
Np
A
(a) Pas de rapiégage possible
0-0,
Noo| Ao
Ng
A

(b) Un seul rapiécage possible

Nr 0,,

Bo,

/ﬂ
|

(c¢) Deux rapiécages possibles

FI1GURE 2.19 — Nature des solutions possibles selon les valeurs de courbures prescrites
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2. Géométrie du rapiécage courbe

Le repere de Darboux Rp,(p, T_D;, Bp,, Np,) de la surface o9 peut étre entierement déter-
miné a partir des données d’entrées prescrites et du diagramme des courbures en suivant les
étapes ci-dessous (Fig. 2.20).

i Détermination de(s) centre(s) de courbure géodésique O,. Ils sont situés a l'intersection
de la droite D et du cercle C (Fig. 2.20a). En cas de double point, choix d’une solution
de rapiécage.

ii Détermination de la normale géodésique Bp, en fonction du signe de x,,. Le vecteur Bp,
pointe vers Oy, si k4, > 0 et pointe dans le sens opposé si k4, < 0 (Fig. 2.20b).

iii Détermination de la normale Np,. Le vecteur Np, est un vecteur unitaire tel que le repere
de Darboux R p, soit direct (Fig. 2.20c).

iv Détermination du centre de courbure normal O,,,. Il est situé a 'intersection de la droite
support de Np, et de la droite D (Fig. 2.20d).

7z . . . ~ . .
v Détermination du signe de la courbure normale k,,. Le vecteur Np, pointe vers O,, si
Kn, > 0 et pointe dans le sens opposé si k,, < 0.

N0
Now S
N Nr
0] E; Ol/z
Bp, D Bo; D
Z /. 7 7 . ——
(a) Centres de courbure géodésique Oy, (b) Normale géodésique Bp,

Np, />
N7
EQ’ Oy, Oy
Bo, D D
—
(c¢) Normale Np, (d) Centre de courbure normale O,,

F1GURE 2.20 — Détermination des caractéristiques géométriques de oy
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2.2. Couplage géométrique du rapiégage courbe

On note (5, 'angle (B—D;,N—;), s, 'angle (N_)F,NDQ) et [y + 0 = /2. Le diagramme des
courbures permet alors d’établir des relations trigonométriques analogues a celles de la surface
o1 pour la surface o9 (Fig. 2.21) :

1 R K

T i 1 O On . t = t —_— = 92 e n2

riangle(pO,,Oy,) an 3y an s R

: . R Ky
Triangle(pOO,,) : sinfBy = cosby = —— = (2.41)

R,, K

. . R Kgs

Triangle(pOy,Op, ) : cosfy = sinfy = — =2

R, K

Les angles (31 et (3, déterminant la position angulaire des plans tangents de o; et oy par
rapport au plan osculateur de la courbe 734 sont donc liés par la relation suivante :

cos 1 _ cos Py (2.42)

Kg, Kga

Onl
—_ O
No,
Ny
5%  Bp, &

FIGURE 2.21 — Diagramme des courbures de oy et o9
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2. Géométrie du rapiécage courbe

On peut alors simplement exprimer k,, en fonction des données connues du probleme :

K Kgy \ 2
Kny = Kg, tan fy = kg, tan (arccos %) = try/1— (%) (2.43)

2
Ky = 862(3:39161\/1 — (cos 51:92) (2.44)
g1

ou sg, = {—1,0,1} est un coefficient qui dépend de la valeur de 35 et qui qualifie les configura-
tions de rapiécages possibles.
Dans le cas particulier ou ; = £7/2, on recourt a la formule :

Koo\ 2 K . K 2
by = i [1= (2) = o \/1 - <s1n51/f> (2.45)

g1

Kny = Spyr/ K2, — K2, (2.46)

Si k < |Kg,|, le radicande de 'expression de la courbure normale (Eq. 2.43 et 2.45) prend
une valeur négative. Cela confirme 'absence de solution de rapiégage courbe dans cette confi-
guration, précédemment mis en évidence par ’absence d’intersection entre la droite D et le
cercle C.

Si k = |Kg,|, le radicande de 'expression de la courbure normale s’annule et x,, = 0 (surface
localement plane). Nous avons affaire a un unique rapiécage possible, précédemment mis en évi-
dence par la tangence de la droite D et du cercle C. D’apres les relations trigonométriques 2.41,
sin By = 0, soit f2 = {0, 7}. Dans ce cas, la valeur de sg, n’a pas d’influence sur la valeur de la
courbure normale, aussi posons-nous sg, = 0.

Sik > |kg,|, le radicande de 'expression de la courbure normale est positif et le coefficient sg,
peut prendre la valeur +1 si 35 €]0, 7| ou la valeur —1 si 55 €] — 7, 0[, désignant le choix entre
les deux rapiégages possibles, précédemment mis en évidence par la double intersection de la
droite D avec le cercle C.

Le tableau 2.1 de I’étape 2 recense les huit configurations possibles de la surfaces o1 selon la
valeur de I'angle 8; qui traduit la combinaison de signes de k,, et x,,. Si nous croisons main-
tenant ces configurations avec le signe de rgy,, derniere donnée du probleme, nous dénombrons
seize configurations, qui sont présentées en intégralité en annexe A selon les trois cas identifiés
précédemment. Le tableau 2.2 montre ici 'exemple de la configuration 3; €]0,7/2 et kg4, = 0.
La premiere ligne (cas 1) illustre le cas du rapiécage impossible, la seconde (cas 2), celle du
rapiécage unique et les quatre suivantes (cas 3a, 3b, 4a, 4b) celles des rapiégages doubles. Dans
cette derniere configuration, les cas 3a et 3b montrent le cas courant ou le cercle C, de rayon
fini, possede deux intersections avec la droite D, donnant lieu a deux rapiécages possibles. Les
cas 4a et 4b montrent un rapiégage avec une surface oy de bord droit (k,, =0, R,, = +0) : les
intersections entre le cercle C et la droite D sont alors rejetées a 'infini, mais la construction
géométrique reste valable pour autant.
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TABLE 2.2 — Configuration des surfaces oy et o9 pour 5y €]0,7/2[ et k4 =0

Diagramme Surface o et oy

Cas 1 - _

(1)
\

Cas 2 5,= 0

7

Cas 3a 5g,= +1 ?

Cas 3b Sp,= -1 \
=

Cas 4b 5g,= -1 N

=
=
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2. Géométrie du rapiécage courbe

Enfin, d’apres Duncan et Duncan et avec les conventions de signes choisies, la torsion géo-
désique est donnée par :

! /
Rgy Ry, = Rng /192

+ Tyo

/! !
7'92 — n2 92 _|_ T (2.47)

Nous vérifions par la suite que les relations que nous venons d’établir sont bien compatibles
avec celles du pli courbe, cas particulier de rapiécage ol kg, = Kg,.

Sous cette condition, k = |k, |, qui est toujours vérifié pour une courbe spatiale, implique
également k > |k, |. Le pli est donc une configuration a double rapiécage. Le premier rapiécage
est celui identifié par Duncan et Duncan ot le plan osculateur est bissecteur des deux surfaces
pliées. Le second est le rapiécage trivial ou les deux surfaces sont raccordées en continuité :
Rp, et Rp, sont confondus selon un pli a 0°.

Les équations de la courbure normale sont bien cohérentes avec le pli courbe. Si kg, = Kg,,
I’équation 2.43 devient :

Fny = S3 &\/1 — cos? 1 = $p,ky, tan By (2.48)

*cos 31
Kny = S8yKn, (2.49)
Si sg, = —1, les courbures normales sont égales et opposées, résultat classique établi par

Duncan et Duncan. Si sg, = +1, les courbures normales sont identiques; c’est le cas trivial des
deux surfaces raccordées en continuité.

Dans le cas particulier ou ; = £7/2, nous sommes en présence d’'un pli géodésique et
Kg = kg, = 0. L’équation 2.45 se réduit également sous une forme identique a I’équation 2.49.
Si sg, = —1, la surface est repliée sur elle-méme (pli & 180°) et si sg, = +1, on retrouve une

fois de plus le cas trivial des deux surfaces raccordées en continuité.
Etape 4 : Calcul des regles de la surface développable o
Etape similaire a celle du pli courbe (§ 2.2.1.1)
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2.2.2.2 Cas particulier des rapiégages circulaires

Les conditions de couplage cinématique du rapiécage courbe établies précédemment sont des
conditions locales et se trouvent modifiées des que la géométrie de la surface oy varie le long
de la courbe de raccord ou que le rapport entre les courbures géodésiques kg, et k4, change.

Afin de vérifier et d’illustrer notre étude, nous nous intéressons au cas particulier des ra-
piégages circulaires (kg,, kg, = cste). Si, de plus, la surface oy est déformée de telle sorte que
la courbe 734 présente des courbures de Darboux constantes, alors 'intégralité du rapiécage
courbe peut se réduire a un unique diagramme des courbures.

Nous construisons deux séries d’exemples et, pour chacune d’elles, sept configurations sont
testées. Chaque série prend pour point de départ une surface o; identique, aux caractéristiques
suivantes.

1

7 . . _ —_ _ _1
— Série 1, surface plane : K, = 40mm™, k,, = Omm

_ 1
, T = 0mm™",

— Série 2, surface conique : £, = 120mm™', k,, = 120mm™", 7, = Omm™!

La courbe 734 est caractérisée par les valeurs de courbure et torsion :

1 1

— Série 1 : k =40mm™", 7 = 0mm™

1 1

— Série 2 : k=35mm ", 7 =0mm~™

En revanche, quoique constante au sein de chaque configuration, la courbure géodésique g,
varie d'une configuration a l'autre pour couvrir l'intervalle maximal des rapiécages possibles
—K < Kg, < K.

Dans les deux séries d’exemples, les hypotheses sur la géométrie de la surface o; et des bords
a raccorder apportent les simplifications suivantes :

kg, = CSte = Ky, =0 (2.50)
2
kg, Kgy /
Kn, = Sg,———4 |1 — | cosf;—= ] = cste =k, =0 2.51
2 B2 coS 61 ( 61 Rgl) na ( )
Ko, Kl — Ko K.
Tgy = —2 12 5 2% 47 =7, =0 (2.52)

Les conclusions que nous pouvons tirer sont similaires, que le rapiécage soit effectué sur une
surface plane ou sur une surface conique.

Les équations 2.50 a 2.52 nous indiquent que la surface oy est un cone circulaire droit
formant un angle diédral constant avec la surface oy. Les configurations extrémes pour lesquelles
|k = Kg,|, le rapiégage est unique et la surface oy est plane, comme prédit par 'équation 2.44.
Pour les configurations intermédiaires (k > |kg,|), deux rapiécages sont possibles : il s’agit de
deux cones symétriques par rapport au plan de la courbe 734 dont la géométrie varie continiment
d’un cas extréme a 'autre.

La figures 2.22 et 2.23 comparent les maquettes physiques aux prédictions numériques des
rapiécages circulaires sur des surfaces planes et coniques. Dans le cas des rapiécages doubles,
seul le cone se situant au-dessus du plan de rapiécage est représenté.
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(b) Maquette physique

FIGURE 2.22 — Rapiégages circulaires plans
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(b) Maquette physique

FIGURE 2.23 — Rapiécages circulaires coniques
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2. Géométrie du rapiécage courbe

2.2.2.3 Application : Rapiégage selon la fenétre de Viviani

En illustration du rapiécage courbe, nous proposons de considérer deux surfaces o; et o
dont les bords a raccorder sont définis par une premiere courbe 74, correspondant a l’arche
sinusoidale décrite au § 2.2.1.2 et par une famille de courbes quelconques -4, modélisées par des
NURBS pour la seconde surface. Par quelconque, on entend que les courbes 724, ne possedent
pas de propriété géométrique remarquable autre que le fait d’étre raccordable, ¢’est-a-dire qu’en
tout point p décrivant I'aréte de raccordement, la relation x > |k,,| est vérifiée. Comme dans
le cas illustratif de 1’ensacheuse, la surface o; est déformée selon un cylindre circulaire de
rayon R.. Cependant, le rayon demeure fixe et est choisi de telle facon a générer un cylindre
fermé : R. = %, avec A, largeur de la feuille. La courbe 734 est donc en configuration de la
fenétre de Viviani.

Contrairement au cas d’application du pli courbe ot une approche analytique a été favorisée,
les calculs relatifs a la surface oy (repére de Darboux et valeurs des différentes courbures) sont
menés de facon numérique et ne sont donc pas détaillés ici.

Afin de mieux visualiser les effets du rapiécage courbe par rapport au pli courbe, nous
considérons la rive de la surface o9 comme une famille de courbes 724, se déformant contintiment
d’une courbe initiale 74,, identique a celle définissant la rive de oy (arche sinusoidale, cas du
pli courbe) jusqu’a une courbe finale y54,, de forme arbitraire (cas du rapiégage courbe). La
figure 2.24 illustre le principe de « morphing » de la courbe 7a4,.

e

Y2ds; Vdyy
Y2d,

FIGURE 2.24 — Morphing de la courbe 7,4,

La figure 2.25 montre les deux rapiégages possibles pour la courbe de rive 724,,. Comme dans
I'exemple de 'ensacheuse, la surface oy est représentée par des regles de longueurs constantes
issues de la courbe 734 et ne modélise donc pas les bords de la feuille rectangulaire présentée a
la figure 2.24. La surface oy du premier rapiécage se situe entierement a ’extérieur du cylindre
alors que celle du second montre une intersection avec la surface 1. Pour la suite de I'illustration
nous sélectionnons donc le premier rapiécage.

Ce rapiécage est modélisé numériquement pour six représentants de la famille de
courbes Yaq,, de Yaa,; & Yad, ; (Fig. 2.26). On reconnait bien, dans le premier cas, le pliage courbe
de ’ensacheuse verticale, puis on le voit se déformer progressivement sur la partie gauche es-
sentiellement. En effet, c’est dans cette zone que les plus grandes différences de courbure entre
les courbes 724, et Yo4,, apparaissent. En vérification, nous comparons a nouveau la géométrie
de la rive de la surface oy suite a son développement sur le plan xy et la courbe 74, prescrite
initialement. Les deux courbes se superposent parfaitement.
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(a) Premier rapiégage (b) Second rapiégage
s, = +1 58, = —1

FIGURE 2.25 — Les deux rapiécages possibles pour la courbe de rive 7oq,,

FIGURE 2.26 — Du pliage au rapiécage courbe
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2.3 Courbures gaussienne et moyenne du rapiécage courbe

Nous venons de montrer qu’il est possible de déterminer completement la géométrie d'une
surface rapiécée a une premiere a condition de connaitre la géométrie tridimensionnelle de la
premiere surface et du bord a relier. Ce couplage cinématique a été établi en s’appuyant sur la
courbure x de la courbe de rapiécage ainsi que des courbures de Darboux &g, k,, et 7, en regard
aux deux surfaces a assembler.

Nous allons montrer, grace a la formule de Steiner, que la courbe de rapiécage est également
le lieu de courbures propres aux surfaces, ici semi-discetes : les courbures gaussienne et moyenne.

La suite de ce chapitre a fait ’objet de la publication dForms with Constant Discrete Gaus-
stan Curvature [243].

2.3.1 Formule de Steiner

La formule de Steiner quantifie la variation de la mesure du décalage orthogonal d'un com-
pact dans 'espace euclidien sous la forme d’un polynéme exprimé en fonction de la valeur du
décalage et de la courbure du compact considéré. Appliquée aux surfaces semi-discretes, nous
allons nous appuyer sur cette formule pour définir la notion de courbure au sein du rapiécage
courbe. Nous examinerons tout d’abord les implications de la formule de Steiner en dimension
un, avant de passer a la dimension supérieure.

2.3.1.1 Dimension 1

Soit v une courbe plane, deux fois dérivable et paramétrée par longueur d’arc. Elle est
dotée d’un repere mobile R(p, T, N)) ou T désigne un vecteur unitaire porté par la tangente
dans le sens de l'abscisse curviligne croissante et N le vecteur porté par la normale tel que
(7, ﬁ) = 7/2. On peut alors définir un scalaire ~ tel que :

dT

22 kN 2.
il (2.53)

Le scalaire k est la courbure signée de 7. Elle est positive si N pointe vers le centre de
courbure et négative dans le cas contraire.

Soit s, le décalage orthogonal de v selon le vecteur normal 5N (Fig. 2.27a). Alors, la
longueur de 75 est une fonction linéaire en ¢ (formule de Steiner) :

U(vs) = €(v) — 0K(V) (2.54)

avec k() = Sw kdl, courbure totale de .
Dans le cas d'un cercle (Fig. 2.27b ot k > 0 et 6 < 0), on vérifie bien que :

U(vs) = 2(R+ 0)m = 2Rm + 26m = £(y) — 5J kdl (2.55)

o

Cette formule aide a résoudre la célebre devinette dont I'énoncé est le suivant. On assimile
le globe terrestre a une sphere parfaite et on enroule une corde autour de I’équateur. Puis on
ajoute un metre a la corde et on dispose encore la corde allongée autour de I’équateur avec une
distance constante avec la surface terrestre. Quelle est cette distance ?
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2.3. Courbures gaussienne et moyenne du rapiégage courbe

)
2l ~
Vs I
N g
15 AN

(a) Appliquée a une courbe (b) Appliquée a une cercle

FIGURE 2.27 — Formule de Steiner

La courbure totale de I’équateur est x(eq) = 27 et on cherche § dans la formule de Steiner
0(y) + 1 = {(y) — 2m6. On trouve alors que la valeur de ¢ est indépendante du rayon de la terre
et vaut |§| = L2z ~ 16 cm! En réalité, 'hypothése de sphéricité de la Terre n’est pas nécessaire
puisque la courbure totale de toute courbe plane fermée d’indice 1 est égal a 27. On peut donc

choisir d’enrouler la corde autour de n’importe quelle astéroide, voire de la planete Shadok
(Fig. 2.28) !

FIGURE 2.28 — Steiner chez les Shadok
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2. Géométrie du rapiécage courbe

La figure 2.29 montre I'ceuvre monumentale d’Eric Manhes-Malmon et Yvan Mathis et sa
mise en ceuvre peut étre vue comme une manifestation de la formule de Steiner. Les artistes
entaillent le profilé métallique d’un c6té avec une densité variable selon la courbure a donner
afin d’imposer une longueur différente sur les deux courbes de rive.

F1GURE 2.29 - M Le Mammouth - Le Fabuleux Voyage
Eric Manhes-Malmon et Yvan Mathis (2013)

2.3.1.2 Dimension 2 : géométries lisse et discrete

La formule de Steiner s’applique aussi aux surfaces et implique les courbures gaussienne
et moyenne. Soit o4, le décalage orthogonal d'une surface lisse o selon le vecteur normal 5N.
Alors, l'aire de o4 est une fonction polynomiale quadratique en ¢ :

A(os) = A(o) — 20H (o) + 6K (0) (2.56)

avec K(0) = § KdA et H(o) = {_ HdA, courbures totales gaussienne et moyenne de la sur-
face o.

Bobenko et al. [204] se sont appuyés sur cette définition pour définir les notions de courbures
gaussienne et moyenne pour la géométrie différentielle discrete. A un sommet p d’une surface
polyédrique fermée o, la courbure gaussienne est définie comme le défaut angulaire :

K(p) =2m— Y o (2.57)

avec «;, angles entre les arétes adjacentes et concourantes au point p.
Pour une aréte e d’une surface polyédrique fermée o, la courbure moyenne est définie par :

H(p) = 50(e)l(e) (2.58)

avec ((e), la longueur de 'aréte e et 6(e), 'angle entre les normales des faces adjacentes et
partageant 'aréte e (6(e) > 0 dans le cas convexe et 6(e) < 0 dans le cas contraire).

Les courbures gaussienne et moyenne sont contenues dans des entités géométriques dif-
férentes pour les surfaces polyédriques : la courbure gaussienne est située dans les sommets
du maillage alors que la courbure moyenne se trouve dans les arétes. Les faces n’ont pas de
courbure.
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2.3. Courbures gaussienne et moyenne du rapiégage courbe

2.3.1.3 Dimension 2 : géométrie semi-discrete

Dans le cas de surfaces développables par morceaux, nous recherchons la nature des cour-
bures gaussienne et moyenne localisées dans les sommets, les arétes et les faces (Fig. 2.31) qui
sont définies par analogie aux surfaces discretes (Fig. 2.30a) comme suit :

— une face est constituée d’une unique surface développable ;
— une aréte est définie comme 'intersection de deux faces (a 'exception des bords);

— un sommet est défini comme l'intersection d’au moins trois arétes (a I’exception des coins).

. / ',/

Faces
(a) Terminologie (b) Nomenclature et
conventions d’orientation

F1GURE 2.30 — Définition géométrique des surfaces développables par morceaux

(a) Surfaces lisses (b) Surfaces semi-discrétes (c) Maillages

F1GURE 2.31 — Formule de Steiner :
contribution des faces (bleu), arétes (rouge) et sommets (vert)

Aux sommets, la courbure gaussienne peut étre définie comme le défaut angulaire par une
approche similaire & celle menée par Bobenko et al. [204] sur les surfaces polyédriques.

Les faces étant développables, elle ne contiennent pas de courbure gaussienne, mais seule-
ment de la courbure moyenne et la courbure moyenne totale vaut :

1

H(o) = LHdA =3 L K1dA (2.59)

avec k1, courbure principale non nulle de o.
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2. Géométrie du rapiécage courbe

La question des arétes est plus délicate, mais une approche qualitative donne de premieres
indications. En considérant la surface développable rapiécée comme le cas limite d'un maillage
quadrangulaire plan raffiné dans une direction [93], les sommets et les arétes situés dans cette
direction fusionnent dans la courbe de couture (Fig. 2.32). Cette courbe doit donc contenir
les courbures qui étaient localisées dans les éléments la constituant, a savoir de la courbure
gaussienne et de la courbure moyenne.

FIGURE 2.32 — Fusion des sommets et des arétes dans la courbe de rapiégage lors du
raffinement dans une direction du maillage

Pour quantifier la valeur de chacune de ces courbures, on peut faire appel a la formule de
Steiner en évaluant 'aire de la surface issue du décalage orthogonal de la surface rapiécée et
plus précisément celle correspondant aux arétes courbes. Elle est définie comme une portion de
surface tubulaire dont le cercle générateur est centré sur la courbe de couture (Fig. 2.33).

Soit p, un point situé sur le bord courbe e partagé par les faces oy et og,. Cette couture
commune ¢ est appelée €1 quand on la considere du point de vue de o et €5 du point de vue
de a3 Les orientations de £ et £5 correspondent au sens trigonométrique selon les normales Ny
et Ny et on choisit la méme orientation pour € et ;. Les orientations des courbes 1 et €5 sont
donc opposées (Fig. 2.30b).

On définit les reperes de Darboux Rp, (p,T—Dl),B—Dl), N—)Dl) et Rp, (p,T—D;, B—D;, W) relatifs
aux courbes £ et g9 attachées respectivement aux surfaces o; et os. Rp(p,JTF),N F,B_F)) est
le repere de Fre_)net de la courbe e. Les angles 0, et —0, sorLa)lors @inis comme les angles
orientés entre Np d'une part et respectivement les normales Np, et Np, d’autre part. L’angle
d’ouverture de la surface tubulaire de rayon ¢ est variable et égal a 0(p) = 0, — 60, (Fig. 2.33).

La surface tubulaire peut étre approchée localement par un tore de rayon mineur ¢ et dont
I’ame est le cercle osculateur de rayon R de la courbe de couture. L’aire partielle d’un tore est
donnée par la formule :

w2 b2
Ajore = J J ((5R + 62 cos 9) dfdy (2.60)
w1 JO1

avec §, rayon mineur du tore et valeur du décalage orthogonal, R, rayon majeur du tore et
rayon de courbure de € en p. 0 décrit I’angle d’ouverture de la portion de surface du tore selon
le cercle mineur et ¢ selon le cercle majeur.

La surface élémentaire dA;,.. correspondant a la longueur d’arc élémentaire ds = Rdp est
déduite de la formule précédente :

02
dAspre = .[ (5R + 6% cos 0) do CZS (2.61)
01

128



2.3. Courbures gaussienne et moyenne du rapiégage courbe

tore

FIGURE 2.33 — Définition des reperes de Darboux et Frenet au point p de la courbe de
rapiécage

Puis en intégrant, on obtient :

dAtore = <5[92 — 6,1+ &2 [Smel - 92]) ds (2.62)

R R

Avec I'introduction de x4, et kg4,, courbures géodésiques de €; and 2 en p :
dAtore = (5[92 - 61] + (52[l‘igl + 592]) ds (263)

Enfin, en identifiant les termes linéaire et quadratique de la formule de Steiner, les courbures
gaussienne et moyenne sont déduites des équations 2.56 et 2.63 :

K(p) = Kgq (p) t Kg, (p) (2'64)
H(p) = ;9(19) (2.65)

2.3.2 Interprétation des résultats

L’équation 2.64 permet d’évaluer quantitativement la valeur de la courbure gaussienne a un
point donné du rapiégage courbe. Graphiquement et qualitativement, la localisation de 'aire
élémentaire dA;,.. sur le tore osculateur renseigne sur la nature de la courbure gaussienne
(Fig. 2.34) : selon que la portion d’aire est située « a l'extérieur » ou « a l'intérieur » du tore,
celle-ci se trouve dans une zone a double courbure positive ou négative et la courbure gaussienne
du rapiécage sera de méme nature. Si la portion d’aire est située équitablement « a cheval »
sur les deux zones, alors le plan du cercle majeur du tore est bissecteur des plans tangents des
faces et nous sommes en présence d’'une surface localement pliée.
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2. Géométrie du rapiécage courbe

(a) K(p) >0 (b) K(p) =0 (c) K(p) <0

FIGURE 2.34 — Lecture de la nature de la courbure gaussienne du rapiécage par sa
localisation sur le tore osculateur

L’équation 2.65 s’interprete assez intuitivement comme une courbure discrete représentée
par un angle d’ouverture situé dans le plan normal a la courbe de rapiégage ; plus 'angle entre
les normales est important, plus la courbure moyenne est forte.

Ces définitions de la courbure gaussienne et moyenne pour les surfaces semi-discretes sont
compatibles avec celles établies par la géométrie différentielle discrete. Pour les arétes rec-
tilignes d’une surfaces polyédriques, la courbure géodésique est nulle, ce qui entraine, selon
I’équation 2.64 la nullité de la courbure gaussienne pour tout point p appartenant a l'aréte.
D’autre part, pour les faces planes d’un maillage, les normales présentent un angle constant de
part et d’autre de I'aréte commune ; ’équation 2.65 est alors identique a 1’équation 2.58.

Ces définitions sont aussi compatibles avec les propriétés du pliage courbe que nous avons
vues en partie 2.2. Les plis courbes, comme les plis simples, possedent la propriété d’étre
applicables au plan euclidien, ce qui implique une courbure gaussienne nulle en tout point des
faces et de la courbe de pli. Ceci est bien vérifié par 1’équation 2.64 puisque dans le cas du
pli courbe, les courbures géodésiques kg4, et kg4, sont égales et opposées : elles sont relatives
a la méme courbe avec des orientations contraires. Enfin, nous vérifions la compatibilité des
résultats avec ceux décrits dans Duncan et Duncan [110] et énongant que le plan osculateur de
la courbe de pli est le plan bissecteur des deux plans locaux tangents aux surfaces oy et os.
Pour vérifier cela, nous observons que les deux plans tangents sont engendrés par les couples
de vecteurs (T_Dl), B—Dl))7 (T_D;, @ et que les angles qu’ils décrivent avec le plan osculateur
(YTF),]V)F) sont f; = 0y — /2 = (Np, B—D:) et fo = —fy — T2 = (N_)F, —E;). En supposant qu'’il
s’agit d’un pli courbe et en observant I’équation 2.62, on déduit que sin #; = sin 6, car le terme
représentant la courbure gaussienne est nul (terme quadratique). Les angles 31 et (55 sont bien
égaux et opposés, et les formulations du rapiécage courbe sont bien compatibles avec les celles
du cas particulier du pli courbe.
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2.4 dForms a courbure gaussienne constante

Les notions développées jusqu’alors traitent des propriétés locales du rapiécage courbe des
surfaces développables par morceaux. La derniere partie de ce chapitre est I'occasion de mobi-
liser ce corpus théorique et de le relier a des aspects de géométrie différentielle globale.

La sphere, pour la géométrie lisse, et les polyedres platoniciens, pour la géométrie discrete,
sont des formes géométriques a courbure gaussienne constante. Il est légitime de s’interroger
sur l'existence de figures équivalentes pour la géométrie semi-discréte. Sans prétention d’ex-
haustivité, nous identifions, aprés un rapide préliminaire topologique des familles de formes
répondant a cette propriété.

2.4.1 Considérations topologiques

La géométrie différentielle globale traite des relations entre les propriétés locales et globales
(en général topologiques) des courbes et des surfaces [24]. En particulier, la formule de Gauss-
Bonnet établit un lien entre la géométrie d’une surface (au sens de la courbure gaussienne K)
et sa topologie (au sens de la caractéristique d’Euler y).

Dans le cas simple d'une surface compacte (sans bord), la formule de Gauss-Bonnet s’ex-
prime par :

2y = f KdA (2.66)

Dans le cas d’'une surface lisse par morceaux dont les arétes des faces peuvent elles-mémes
étre constituées de courbes lisses par morceaux, alors la contribution des arétes et des som-
mets de chaque face doit étre considérée. Selon Raffaelli et al. [244], pour une surface rapiécée
constituée de Ny faces nommées o;, IV, arétes par faces o; nommées ¢;;, N, sommets avec N,
angles nommés «y, entre arétes adjacentes, la formule de Gauss-Bonnet devient :

2y = Ky + K. + K,

Ny Ny Ne, Ny Nay, (267)
D KdA + ZZJ kgds + Z<27T_Zakm>

i=1vY0; €ij k=1

i=1j=1 m=1

2mx

avec Ky, K., K, les courbures totales localisées respectivement dans les faces, les arétes et les
sommets. Saij kgds est la courbure géodésique totale de I'aréte ¢;; relativement a la face o;.

Dans le cas des surfaces développables par morceaux, la courbure gaussienne est nulle en
tout point des faces et I’équation 2.67 se simplifie en supprimant le premier terme (K = 0).

La formule de Gauss-Bonnet appliquée aux surfaces développables par morceaux est illustrée
par la surface obtenue par le pliage du symbole géométrique Vesica Piscis, utilisé ici pour son
tracé et non ses significations mystiques (Fig. 2.35)! Cette forme a 'avantage de présenter
plusieurs des configurations évoquées dans ce chapitre : deux sommets, deux arétes courbes
pliées et une aréte courbe rapiécée (Fig. 2.36a). Le patron de découpe est constitué de deux
cercles sécants de méme rayon. La figure originale indique que le centre de chacun des cercles fait
partie de la circonférence de l'autre [245]. Mundilova et Wills [246] introduisent un parametre
supplémentaire en modifiant la distance entre les deux centres afin d’en étudier I'influence sur
la forme tridimensionnelle.
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2. Géométrie du rapiécage courbe

En considérant cette paramétrisation plus générale et en excluant déplacements et homo-
théties, il s’agit d'une figure géométrique a un degré de liberté. Avec les variables liées définies
en figures 2.36a et 2.36b, on trouve :

0=~
Li=L;=(2r—0)R (2.68)
El 2621 2623=€3=0R

F1GURE 2.35 — dForm basé sur la figure du Vesica Piscis : maquette physique

En prenant soin de considérer le signe de la courbure géodésique indiqué par I'orientation des
courbes sur le patron de découpe de la figure, les trois termes de la formule de Gauss-Bonnet,
définie par ’équation 2.67, s’écrivent :

K;=0

! ! ! 2.69
K, = E(L1+L3)+§(£21 +f23)—§(€1+£3) 22(271'—0) ( . )
K, =20

L’addition des contributions respectives des faces, des arétes et des sommets, aboutit a une
valeur indépendante de la paramétrisation de la géométrie : Ky + K. + K, = 4m. Cette courbure
totale correspond a une caractéristique d’Euler y = 2, qualifiant les surfaces homéomorphes a
la sphere.

Ghys [247] analyse la morphologie du Brazuca, ballon officiel de la coupe du monde de
football 2014, et assimile cette sphere constituée de plusieurs pieces a un cube dont on aurait
fait disparaitre la courbure gaussienne des sommets (> a; = 2m) pour la redistribuer le long
des arétes (Fig. 2.37a). Dans une approche comparable, Delp et Thurston [248] proposent une
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(a) Patron de découpe montrant la nature des (b) Nomenclature et
raccords (point, pli (vert), rapiécage (rouge)) conventions d’orientation

FIGURE 2.36 — Définition paramétrique du dForm basé sur la figure du Vesica Piscis

méthode de génération de formes en prenant la relation de Gauss-Bonnet comme point de
départ : la courbure gaussienne contenue localement dans les sommets de formes polyédriques
est répartie le plus uniformément possible le long des arétes grace a des courbes remplissantes
(Fig. 2.37b). Sharp et Crane [249] utilisent également, par une méthode de flot, les courbes
remplissantes pour segmenter les surfaces a double courbure afin de minimiser la déformation
métrique lors du développement sur le plan (Fig. 2.37c).

(a) Sphere cubique (b) Spheére octaédrique (c) Sphere icosaédrique
Brazuca [247] Delp et Thurston [248] Sharp et Crane [249]

F1GURE 2.37 — Découpage de la sphere selon des polyedres a bords courbes

Nous étudions plus loin les surfaces développables par morceaux dont la courbure gaussienne
est constante. Excluant a priori les formes possédant des sommets de notre étude, cette courbure
est donc contenue exclusivement dans les courbes de rapiécage, comme dans les trois références
décrites précédemment. Pour cette raison, nous focalisons notre recherche sur le cas des dForms
homéomorphes a la sphere et composés de deux disques topologiques bordés par une courbe
d’indice 1. Pour les dForms et en considérant ’équation 2.64, la formule de Gauss-Bonnet prend
la forme simplifiée suivante :

4 = J (Kgy + Ky, )ds (2.70)
15
avec g, unique courbe de rapiécage reliant les deux disques topologiques.
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2.4.2 dForms a patrons de découpe symétriques

Nous avons implicitement considéré dans 1’équation 2.69 que le rayon d'un arc, en tant
qu’inverse de la courbure signée, pouvait prendre une valeur négative. Par la suite, nous serons
amenés a considérer, selon les cas, les valeurs algébriques ou absolues de certaines valeurs
scalaires.

Ainsi, a partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce chapitre, le rayon de courbure d’un arc
est une valeur algébrique dont le signe dépend du sens de parcours de I’arc par rapport au sens
trigonométrique; il est noté, comme précédemment R. En revanche, les longueurs (d’arc ou de
segment de droite) sont par défaut des valeurs absolues notées ¢. Nous serons cependant amené
a définir la notion de longueur signée ou algébrique dans le paragraphe suivant; dans ce cas,
cette longueur est notée .

2.4.2.1 Famille de patrons de découpe a deux parametres

Commencons par un cas trivial qui satisfait directement la contrainte de courbure gaussienne
constante que nous nous sommes donnés. Il s’agit d’'un dForm composé de deux patrons de
découpe identiques, une sorte de balle de tennis développable [250] (Fig. 2.38). Chaque patron
de découpe est composé de deux demi-cercles de rayon R et de deux segments de droite, tous
de longueur égale ¢ = mR. L’arc de cercle étant mis en regard du segment de droite, la courbure
gaussienne kg, + kg, = 1/R est constante. La forme résultant de l'assemblage des patrons de
découpe est composée de deux demi-cylindres d’axes perpendiculaires et de deux demi-disques.
La formule de Gauss-Bonnet est vérifiée et la courbure gaussienne totale vaut :

K(o) = 4l(ky, + Ky,) = 4TR (;i + O) =4r (2.71)

&
./

FIGURE 2.38 — dForm et patrons de découpe constitués de deux arcs de
cercles et deux segments de droites

Ce type de patron de découpe est généralisable a une famille & deux parametres.
Deux patrons de découpe identiques sont définis par un premier parametre discret N, qui
caractérise le groupe de symétrie auquel ils appartiennent : le groupe diédral Dy . Chaque patron
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de découpe est donc constitué de N branches symétriques, soit 2N arcs de cercle raccordés en
tangence et qui alternent deux rayons de courbures différents. Les deux patrons sont raccordés
de fagon a mettre en correspondance le premier rayon de courbure du premier patron avec
le second rayon de courbure du second patron. De cette maniere, la courbure gaussienne est
constante tout au long de la courbe de rapiégage (Fig. 2.40).

Un second parametre continu « définit I’angle d’ouverture de 'arc situé en extrémité de la
branche. Une valeur particuliere de «, pour laquelle le second arc a une courbure nulle, délimite
les deux domaines de convexité des patrons de découpe (Tab. 2.3).

TABLE 2.3 — Famille de dForms a deux parametres

Patron convexe Cas limite : @ = 27/y  Patron non-convexe

OO0 O O\®C
0 O0 OO e[
£ - ®--@ e |
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2.4.2.2 Paramétrisation

Soit C34, la courbe de rapiécage du dForm et Coy, la méme courbe développée sur le plan xy.
Cette derniere définit le patron de découpe a N branches des deux parties a assembler. Chaque
courbe est composée de 2N arcs : N arcs identiques notés A,, alternant avec N autres arcs,
également identiques, notés Ag, avec i€ {0... N — 1}.

La géométrie des arcs (A,,, Ag,) est définie par les trois parametres couplés : angle d’ouver-
ture («, 8), rayon de courbure (R,, Rg) et longueur (¢, = aR,, {3 = fRp). La courbe Cyy étant
orientée dans le sens trigonométrique, les angles et les rayons de courbure peuvent prendre un
signe positif ou négatif selon leur propre orientation comparée a celle de Cy4 ; les longueurs sont
toujours positives. La figure 2.39 montre un exemple ot les arcs A,, sont définis par un angle «
et un rayon de courbure R, positifs puisque les arcs et la courbe Cyy sont tous deux orientés
dans le sens direct. En revanche 3 et Rg sont négatifs dans cette configuration.

052
Oa,
A?
Pag
Pay
e} do
L g »
a an - OD T’ Oﬁl
Q
Ppo
p ;ro = Pg,
A@’
50 p+ Oo‘l
B Bo

alv

FIGURE 2.39 — Nomenclature des angles et des distances
pour le patron de découpe N = 3 et av = /s
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2.4. dForms a courbure gaussienne constante

Les parametres des arcs Ag, sont completement définis par ceux des arcs A,,. Pour des
raisons d’assemblage, les longueurs des arcs {3 et ¢, sont égales. De plus, la condition sur
la courbure (condition nécessaire) de la fermeture d’une courbe lisse, plane, d’indice 1 et de
longueur L s’énonce par [251] :

j Koads = 21 (2.72)
L

avec Kog courbure signée de la courbe.
Cette relation se traduit dans notre cas par :

1 1
Nly— 4+ Nlg— =N =2 2.7
gt Nlog = Nlat )= 2n (273

Le rayon Rjp est alors obtenu via la relation g = SRp :

2
-
Rngagz 2Raoz (2.74)
BT -a
lg =1,

La valeur particuliere de « introduite dans le précédent paragraphe et définissant la convexité
du patron de découpe est donnée pour Rg = o ou § = 0, soit o = 27/n.

La figure 2.39 montre le patron de découpe repéré dans le repere (O,,, @, ¥ ) dont l'origine
et 'axe = sont le centre et 'axe de symétrie du premier arc A,,. Les positions des centres O,,,
Og, des arcs A,,, Ag, et Op, centre de la symétrie de groupe diédral Dy de la courbe Cyy sont
déterminées par des relations trigonométriques simples au sein de la figure. Les coordonnées
des centres des arcs A,, et Ag, sont données ici, les autres centres sont déduits des premiers
par rotation de O,, et Op, d’un angle 2in/N autour du point Op :

Our) 0
o= on) - ()

On - Oppz) _ ((Rs— Ra)cosg
% Opoy (Rs — Ra)sin §

2

(2.75)

Dans le cas général (Rg # oo, § # 0), les coordonnées du centre de symétrie valent :

_ OD;v . Ogom - Oﬂoy cot %
oo = (@) - (7

Dans le cas particulier (Rg = oo, § = 0), les arcs de cercle Ag, deviennent des segments
de droite raccordés tangentiellement aux arcs A,, et les centres de courbure Op, sont rejetés
a l'infini. En s’appuyant sur les relations trigonométriques de la figure ou un développement
limité a 'ordre 1 de I'expression 2.76, on obtient :

R, m
. Opas . N i T
Op = (ODy) = ngn ¥ (2.77)
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2. Géométrie du rapiécage courbe

Nous vérifions que la formule de Gauss-Bonnet est bien vérifiée :

11 1 R,
K(o) = 2N, (R + Rﬁ) — 2NY, (R + o _‘2) — 4 (2.78)

N

Lors de 'assemblage des deux patrons (Fig. 2.40), les longueurs et les extrémités des arcs A,
et Ag, coincident. De cette facon, malgré le changement de courbure au sein de chaque patron,
la somme de celles-ci, c’est-a-dire la courbure gaussienne, demeure constante. L’arc A,, est
paramétré en coordonnées polaires dans le repere (O,,, @, 7) et le point ps, (Ra, &;) appartient
a larc A,,; &; désigne la valeur de 'angle (7,0, pa,). A ce point, situé sur arc A,, du

premier patron de découpe est associé un point pBi(Rg, Bi) situé sur I'arc Ag, du second patron
de découpe avec f; désignant la valeur de ’angle (@, O, pBZ_). Les angles @; et 3; appartiennent
respectivement aux Uintervalles [a; , o | et [, ;] de longueur a et 3.

Le point p appartenant a la courbe de rapiécage du dForm est le résultat de 'identification
des points pgs, et pz. Par I'égalité des longueurs d’arc au point p = ps, = pg,, la relation
R.(&; — o) = Rg(B; — p;7) implique que :

Bi= o (& —ai) + 57 (2.79)

_ Sion se place dans le cas particulier ou Rg = oo, § = 0, alors f3; prend la valeur unique

Bi =B =0

2.4.2.3 Du patron de découpe a la forme tridimentionnelle

Comme souligné dans 1’état de I'art, la prédiction de la forme tridimensionnelle a partir du
patron de découpe plan est un probleme non trivial en raison de sa nature globale. Cependant,
dans notre cas, les conditions de symétries du patron de découpe nous permettent de donner
une description compleéte de la forme dans 1’espace.

Considérons tout d’abord la cinématique de déformation du patron de découpe plan vers
la forme spatiale du dForm (Fig. 2.40). On note (Op,, 77,51, 21) et (Op,, T3, Y3, Z2) les deux
reperes attachés aux deux patrons de découpe a assembler. Ces deux reperes, liés par un
déplacement de type vissage, sont positionnés dans un repere global (O, 7,7, 7Z) tels que
Op,(0,0,—h), z1 =2, (7,21) = —55 et Op,(0,0,h), z3 =2, (T, 23) = 7/2n.

Chaque point d'une branche se déplace dans un plan parallele a son plan de symétrie. La
surface développable de cette branche prend alors la forme d’un cylindre quelconque dont les
regles restent paralleles au plan xy et perpendiculaire au plan de symétrie.

Considérons maintenant le dForm une fois assemblé (Fig. 2.41a). Etant donné que toutes
les regles sont paralleéles au plan xy, I'intersection d’un plan d’équation z =t avec le dForm est
un polygone a 2N cotés appartenant au groupe de symétrie Dy, centré sur axe (O, 7Z). Ce
polygone est régulier pour ¢ = 0 et dégénere en un polygone régulier a N cotés pour t = {—h, h}.
Décrire la géométrie du dForm est donc équivalent a déterminer la géométrie des polygones
formés des régles des faces développables ainsi que leur position dans ’espace. Les conditions
de symétrie nous indiquent la position et la rotation des polygones dans le plan (O, 7,7 ).
Les inconnues a déterminer sont les longueurs des cotés et la position des polygones le long de
l'axe (O, 7).

Les demi-longueurs Dy et Dj des cotés des polygones, c’est-a-dire les distances séparant le
point p des plans de symétrie des deux branches entre lesquelles se situe ce point, peuvent étre
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2.4. dForms a courbure gaussienne constante

F1GURE 2.40 — Cinématique d’assemblage

mesurées directement sur les patrons de découpe. Pour des raisons de symétrie, il est simplement
nécessaire de considérer les premiers arcs A,, and Ag,. Dans le cas général (Rz # o, 3 # 0),
les distances valent :

D& = Ra sin d’o
.= 2.80
Ds = —0Ogy — Rgsinfy ( )
Dans le cas particulier (Rz = o, = 0), en s’appuyant sur les relations trigonométriques
de la figure ou un développement limité a I'ordre 1 de 'expression 2.80 donnent :

Dd = Ra sin 65()
s s 2.81

D; =R, (sinﬁ—i—(do—aa)cosﬁ) (281)

Les distances Ds et Dj sont toujours positives selon les conventions de signes pour les rayons
et les angles. Par exemple, sur la figure 2.39, I'ordonnée du point Og,, est négative, ainsi que
le rayon Rpg.

Connaissant les plans de symétrie du polygone, il est possible de déterminer les coordon-
nées p, et p, du point p dans le plan (O, 7, ¥) (Fig. 2.41b). Pour cela, nous cherchons le point
d’intersection des droites Dy, et Dy qui représentent, en projection sur le plan, les décalages
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2. Géométrie du rapiécage courbe

A7
Ds
p Dj
Z
) D;,
h
0 7
0
_h D..
(a) Polygone régulier (vert), (b) Nomenclature d’une section horizontale

polygone symétrique Dy (bleu),
polygone dégénéré (rouge)

FIGURE 2.41 — dForm défini par ses sections horizontales polygonales

orthogonaux des plans de symétrie des deux branches entre lesquelles se situe le point p cherché
(Fig. 2.41b). Les décalages orthogonaux ont pour valeurs Dgs et Dz (Eq. 2.80 et 2.81). Pour
déterminer les équations des droites Dy, et Dy, on utilise la forme de Hesse :

ar +by+c=0 (2.82)

avec T p(a,b), vecteur normal unitaire de la droite D et ¢, distance a l'origine.
Les équations de Dy, et Dj, sont déduites des expressions précédentes :

Dy, : r = R, sin &g
2.83
Dy, : yz—cos(%)x—i—sin(%)y—DB ( )

Finalement, le point p a pour coordonnées dans le plan :

D4
P (py> Dj + cot ZDs (2.84)

in -~
SlnN

Pour déterminer la troisieme coordonnée p., la déformation isométrique de la courbe du
patron de découpe garantit la conservation de la paramétrisation par longueur d’arc s(dyp)
donnée par :

ao ao
s(qg) = J ds = J_ Vdaz? + dy? + d2? = Ro(do — ag) (2.85)

%o R0}
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2.4. dForms a courbure gaussienne constante

La symétrie de la forme permet de restreindre le domaine angulaire & &g € [o,, 7] €t :

D

1
7DIB + cot %Dd
P(Pespy,pe) = | PN (2.86)

Qo
J \ds? + dx? + dy?
oy

avec a comme variable d’intégration :

ds = R, do

dr = R, cosa do

" . (2.87)
dy = — (cos;\rfcosa—cos(R;(a—ao)—i—ﬁo)) da

sin

Si on considere le probleme d’un point de vue discret, la courbe de rapiécage devient une
courbe polygonale spatiale résultant de la déformation isométrique des patrons de découpe
discrétisés. Chaque arc A,, et Ag, est subdivisé en n arcs de méme longueur; les points de
subdivision sont notés p,, et pg, avec k = {0...n}. Apres assemblage, ces points fusionnent
par paires en un point unique noté p(p,, Dky Pk.) situé sur la courbe de rapiégage.

Dans une démarche comparable a I’approche continue, les valeurs py, et py, sont directement
définies a partir des patrons de découpe. La coordonnée py_ est calculée par intégration discrete
a partir du point initial py dont la position est connue sur le plan médian (z = 0) a partir de
I’équation 2.84 :

Ry sin §
1
tan

Po = R sin § (2.88)
2N

0

T

Pour une discrétisation suffisamment fine et pour une approximation de premier ordre, on
considere que la longueur d’arc peut étre assimilée a la celle de la corde : py_1pp = %. Le
point py, est alors & 'intersection d'une sphére S de centre p,_; et de rayon £22 avec les plans

Po(x = pr,) et Py(y = pr,) :

R, o

=S8 (pk_l, ) N Po(r = pr,) 0 Py(y = pr,) (2.89)

Des considérations précédentes, on peut déduire les coordonnées de p, comme la suite ré-
currente :

D,,
——Dg, + cot D,
Pk(Phay> Pryy Pr.) = SN (2.90)
Raa ’ 2 2
o — (Pr, — p(kq)z) - (pky - p(kq)y) + Pk—1).
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2. Géométrie du rapiécage courbe

2.4.2.4 Courbure et torsion des courbes de rapiécage

Nous avons vu au paragraphe précédent qu’il était nécessaire d’exprimer I’equation paramé-
trique de Csq4 sous la forme d’une intégrale de Riemann. En revanche, il est possible d’obtenir
une expression explicite de la courbure et de la torsion en calculant les dérivées successives a
partir de I’équation 2.86. Elles sont données ci-dessous en prenant les conventions de notations

suivantes :
. dp . d2p d3p
C3qg = —, C3q = —, C3g = —
3d = 3= 5 3= 13
T T
C=cos— S =sin—
N N
Dérivée premiere de la fonction Csy :
P -
Csq, = cos v
. 1 .
C3q, = = (C cos & — cos
) 3dy g ( 5)
N ~ 2\ /2
. 5 - (Ccosa—cosﬁ)
Csq, = | 1 —cos“a — 2
Dérivée seconde de la fonction Caq :
(- sin &
C3q, = —
3d, R
- 1 Csinad sinfs
Csa, = o | — +
S R, Rg
3 cos & sin & 1 ~ Csina sinf
————— — — (C'cosa — cos — +
A IR )
C3dz = ~\ 2 1/2
5 ~ (C’cos&—cosﬁ)
1 —cos*a — 2
Dérivée troisieme de la fonction Cs, :
COoS (v
Caq, = —
R? ]
1 Ccosa cosf3
C?’dy:S(_ R >
o B
o o AV ) 2
(7“)5%21110[ — é (CCOS&—COSB) (_70;2& + %))
$ Caq, = — 3
< (C’cos&fcosﬁ) )2
1—cos? & — B E—
__sin? & cos’a _ 1 (_ Csina sin 3 2_i N = __Ccosa
RZ + RZ 52 R + Ry 52 (Ccos a—cos B)
+
(C cos dfcos/})2 72
1—cos? & — T
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2.4. dForms a courbure gaussienne constante

Les courbes Coy et C3q étant paramétrées par longueur d’arc, la courbure et la torsion
prennent les expressions suivantes a partir des dérivées successives calculées précédemment [24] :

k= [Csl
(égd AN égd> . Ejgd (295)

2

T =
K

On illustre le cas de la courbure en tragant les graphiques de trois dForms différents (Fig.
2.42). Ces derniers appartiennent tous trois au groupe diédral D3, mais différent par leur para-
meétre o qui prend les valeurs a; = {7/2,27/3,47/3} avec j = 1,2, 3. Ces trois angles représentent
respectivement les cas convexe, limite et non-convexe.

Les graphiques sont exprimés en fonction de I’abscisse curviligne de la courbe de rapiécage
qui prend son origine au point py. Afin de pouvoir superposer les trois courbes dans le sens
des abscisses, la longueur des arcs A,; et Ag, est normalisée : {,;, = {3, = 1. Pour cela, nous

considérons dans les formules précédentes la valeur du rayon modifiée R, = foj/e,,. Dans le
sens des ordonnées, la valeur affichée de la courbure #; est normalisée par le rayon de 'arc A, :

v

lvij = Kj- Ra..

Ce grapliique nous permet de vérifier que la courbure de la courbe de rapiécage est toujours
supérieure a celle du patron de découpe et lui est égale en extrémité des branches (plans de
symétrie) : &£; = 1. On observe également que la discontinuité de courbure présente dans le
patron de découpe au niveau de la jonction entre les arcs Ay, et Ag, est reconduite dans la
courbe de rapiécage au méme endroit.

A (e

ILV{Q ((l’

1.05

F1GURE 2.42 — Courbure de la courbe de rapiécage en fonction de la longueur d’arc
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2. Géométrie du rapiécage courbe

2.4.3 dForms a patrons de découpe asymétriques

Sans prétendre a une description exhaustive, nous cherchons a identifier des dForms dont
la courbe de rapiécage présente une courbure gaussienne constante sans que ses patrons de
découpe ne possedent de propriétés de symétries particulieres. Comme dans la partie précédente,
les courbes des patrons sont constituées d’arcs raccordés en tangence, appelées habituellement
dans la littérature « Courbes Circulaires par Morceaux » et notées CCM par la suite.

La difficulté principale de cet exercice releve du probleme global de satisfaire simultanément
la fermeture des deux patrons de découpe et la contrainte de courbure gaussienne constante.
Pour cela, nous nous penchons plus avant sur les propriétés de I’évolute des CCM sur laquelle
nous allons imposer un certain nombre de contraintes afin d’atteindre le but recherché.

2.4.3.1 Courbes circulaires par morceaux
2.4.3.1.1 Discrétisation constructive

On peut trouver de nombreux exemples historiques de I'utilisation de CCM dans le domaine
de la construction [252], le plus célébre étant celui de approximation de ellipse par quatre
arcs de cercles [253] (Fig. 2.43).

(a) Tracés régulateurs du dome (b) Photographie cadrée sur
I'ovale central

FIGURE 2.43 — Eglise Saint-Charles-aux-Quatre-Fontaines [253]
Francesco Borromini (Italie)

144



2.4. dForms a courbure gaussienne constante

Puis, avec ’avenement de machines a commandes numériques, ce type de courbe a fait I'objet
d’une étude plus systématique a partir des années 70, car il permet de réduire la complexité
d’objets a courbure continue et de la représenter avec un nombre fini de parametres [254].
On comprend pourquoi ces courbes sont étudiées pour des raisons constructives puisque le
nombre de pieces différentes est réduit et leur fabrication grandement facilitée (taille de pierre
identique, cintrage a rayon constant...). Par exemple, les bi-arcs, familles de courbes constituées
de deux arcs raccordés en tangence, capables de satisfaire des conditions d’extrémités en position
et en tangence, ont été inventés pour la rationalisation géométrique des coques de bateaux
[255]. Architectes et designers se sont également emparés du principe des CCM aussi bien
pour des raisons théoriques [256] (Fig. 2.44a), formelles et ergonomiques (Fig. 2.44b) ou encore
constructives (Fig. 2.44c).

(a) Courbe « baraque » obtenue par géométrie (b) Lampe PizzaKobra
discrete (CCM) et continue (spline) Ron Arad (2007)
Greg Lynn [257]

(c) Musée de la Préhistoire de Jeonjok
XTU (Corée du Sud)

FIGURE 2.44 — Quelques courbes circulaires par morceaux en architecture et en design
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2. Géométrie du rapiécage courbe

2.4.3.1.2 Définitions

Les CCM sont définies par un nombre fini d’arc de cercles ou de segments de droite dont les
extrémités sont reliées deux a deux (raccord Cp). Les CCM sont dites « lisses » si la tangente
orientée a chaque point de raccord est partagée par les deux arcs ou segments qui s’y relient
(raccord CY).

Banchoff et Giblin [258] décrivent dans l'article intitulé « On the geometry of piecewise
circular curves » un grand nombre de propriétés caractérisant les CCM. Ils identifient plusieurs
typologies en s’appuyant sur le nombre d’arcs en jeu et les quatre types de raccords possibles
entre deux arcs consécutifs (Fig. 2.45). Dans le cas des dForms, nous nous intéressons exclu-
sivement aux courbes lisses et excluons a priori les raccords avec points de rebroussement de
type b et d.

el

) Point d’inflexion (b) Rebroussement de ) Localement (d) Rebroussement de
1%¢ espece convexe 2¢ espece

FIGURE 2.45 — Les quatre types de jonction entre deux arcs

Les auteurs étendent la définition de I’évolute aux CCM, notion habituellement consacrée
aux courbes deux fois dérivables. La courbe évolute est le lieu des centres de courbure d’une
courbe plane. Pour une CCM, I’évolute se réduit a une collection de points, séquence des centres
des arcs de cercles et définissant ’évolute polygonale de la courbe (Fig. 2.46).

QG

) Géométrie lisse ) Géométrie discrete
(16 arcs tangents)

FI1GURE 2.46 — Ellipses et évolutes
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2.4. dForms a courbure gaussienne constante

Définissons quelques notations qualifiant le cas général d'une CCM ouverte.

Soit C une CCM, constituée de n arcs A; numérotés i € {1...n} et de rayons R;. Les centres
des arcs A; sont nommés ¢; et forment I’évolute polygonale £ de la courbe C. Les arétes de
I’évolute sont appelées &; et relient le sommet ¢; au sommet ¢;, ;. Les points de raccord en
tangence entre les arcs A; et A;.; sont appelés p;.

Sur la figure 2.47a, nous représentons une CCM a n = 6 arcs et son évolute. Nous observons
les différentes configurations identifiées par Banchoff et Giblin : les points pi, ps, et ps sont
de type « points d’inflection » et les points p4, et ps sont de type « localement convexe ». On
remarquera alors que les points d’inflexion se situent a l'intérieur du segment [c;c; 1], alors que
les points localement convexes se situent bien sur la ligne support du segment [c;c;41], mais a
I'extérieur de celui-ci.

Ps A(i

Ci+1

A

(a) CCM ouverte et évolute associée (b) Relations angulaires

FIGURE 2.47 — Nomenclature des CCM

La condition de tangence entre deux arcs consécutifs implique une relation entre la longueur
de l'aréte de I’évolute &; et les rayons R; et R;,, des arcs A; et A;.;. Banchoff et Giblin
avaient déja identifié cette relation comme étant « la somme ou la différence des rayons ».
Cette indétermination est due a la définition en valeur absolue des longueurs des arétes de
I’évolute ainsi que des rayons des arcs de la CCM et limite la systématisation de I'approche.

Au lieu de cela, nous proposons une définition algébrique des rayons et des longueurs des

147



2. Géométrie du rapiécage courbe

arétes de I’évolute. Apres s’étre muni d'un sens de parcours de la courbe C (sens des i croissants),
les rayons sont considérés positifs si ’arc est parcouru dans le sens trigonométrique et négatif
dans le cas contraire. Alors, il est possible d’affecter une longueur algébrique aux arétes de
I’évolute :

le; = Rip1 — R, (2.96)

On peut donc déduire du signe de £, que I'on note s;_, le sens de variation du rayon de
courbure :

sp. = 1 < Ri1>R;
’ (2.97)
Sp,. = -1 = Ri+1 < R;
7
On définit également les vecteurs e; = ¢;¢;11 qui définissent les cotés orientés de I'évolute
et ont pour norme |¢;| = /,,. Le vecteur unitaire associé est noté é;. Sans perte de généralité,
c’est-a-dire en empéchant seulement les déplacements, on peut poser :

{g Z (;’ 0) (2.98)

Définissons maintenant les angles intervenant dans la construction de la CCM et de son
évolute autour du centre de l'arc A; (Fig. 2.47b).
L’angle a., de I'évolute £ définit ’angle tournant entre les arétes &1 et &; :

Oée- = (m7 a)) ) aei € ]_71—7 Tr] (299)

(3

L’angle a., décrit I'angle de 'arc A; de la courbe C et est défini sur 'intervalle |—2m, 27|,
les arcs de cercle pouvant adopter la configuration d’angles nuls & un cercle quasi-complet (les
valeurs extrémes sont exclues) en tournant dans un sens ou dans ’autre. La mesure principale &,
de l'arc A; est donnée par :

R s arccos(0;_1, 9; ), Qe € |—m, 7] (2.100)

O, = 8
“ Det(V;—1,0;,

-~ CiDi—1 - CiD; o e y .
avec U;_1 = W et v; = W, vecteurs unitaires dirigés du centre de I’arc ¢; vers respecti-
17—

11

vement les points de raccord en tangence p;_1, p;. s est le signe du déterminant

Det(D; 1.0;.7)
des vecteurs 17,—_1) , 5: et 7.

On obtient finalement la valeur de 'angle a,, en affectant la mesure principale au bon
intervalle selon le signe du rayon R; :

Ri>0 < «,=da&, mod 27 ag, € 10, 27| (2.101)
Ri<0 <= «a,=ad, mod —2m ag, € |—2m, 0] '

7
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2.4.3.1.3 Relations entre la courbe C et son évolute polygonale £

Essayons tout d’abord de construire la courbe a partir de I’évolute. Dans ce cas, la séquence
des centres ¢; est une donnée d’entrée : les longueurs des arétes /., et les angles a,, peuvent
étre aisément calculés a partir des coordonnées des centres ¢;. Nous avons vu précédemment
(Eq. 2.96) que les arétes de 1’évolute et les rayons étaient liés par la relation E_ez. = R;;1 — R;.
L’ensemble des rayons des arcs A; peut donc étre déterminé a condition de se donner un
rayon (par exemple R;) et le signe des longueurs de I’évolute (s;, ) qui peuvent étre choisis
arbitrairement. On notera que la variation du rayon choisi génere une famille de CCM obtenue
par décalage orthogonal (Fig. 2.48).

FIGURE 2.48 — Famille de CCM obtenue a partir de décalages orthogonaux

Une fois les rayons définis, il s’agit maintenant de localiser les points de raccord en tan-
gence p;.

Pour i € {1...n — 1}, c’est-a-dire a I'exception des deux points d’extrémité, nous avons
relevé précédemment que le point p; appartenait, par construction, a la droite support de
I’aréte &; de I’évolute et pouvait se situer, selon les cas, a 'intérieur du segment délimité par les
centres ¢; et ¢; .1 ou a l'extérieur. Cette localisation est directement liée aux valeurs relatives

de Rz et Ri+1 (Flg 249) .

RiR;i1 = 1 < pce Jei, civa|

2.102
RiRiy= -1 <= pe &\[a, cip] ( )

Dans le second cas, la localisation du point p; de part et d’autre du segment [c;, ;1]
dépend des signes de R;, R;.1 et {.,. Les différents cas sont synthétisés dans les deux formules
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2. Géométrie du rapiécage courbe

équivalentes suivantes, selon que 'on exprime la position du point p; en fonction de I'arc A;
ou ./47;+1 :

=
bi= G - S, R; €;
o (2.103)
bi = Gy — S, Riy &
C; gz Di Cit1 Ci gz DPi Cit1
I 4 hd - e 4 hd ==
| | | |
R1;>0 | R,‘,<0 | R1>0 | R1<0 |
| | | |
|
! Ri1 >0 ! i1 <0 ! Riz1 >0 i1 <0
1 1 1 1
(a) 7, =1 (b) 57, = -1

FIGURE 2.49 — Localisation du point p;

Pour ¢ = {0, n}, c’est-a-dire pour les extrémités de la CCM, les points pg et p, peuvent étre
librement disposés respectivement sur les cercles de centre ¢; et ¢, :

Po = Rcl,facl (pl)
Pn = ch,+acn (pnfl)

avec R, (p), image du point p par la rotation de centre ¢ et d’angle a.

Enfin, il nous reste a établir la relation liant 'angle «., de 'arc A; a 'angle ., de I’évolute.
Par une étude de cas systématique (Tab. 2.4), on constate que les deux angles sont égaux
modulo 7.

Cette relation est a préciser selon la position des points p;_; et p; sur les arétes &_; et &;.
En synthese, la relation s’écrit :

(2.104)

e, = Qi + 1T (2.105)
avec les valeurs de 7; selon les cas :
8, 5., = -1 8, 5., = 1
R, >0 R, <0 R, >0 R, <0
Qe [—m, 7| [—m, 7| [0, [ [—m,0[ [0, [ [—m,0[
Qe [0, 27| [—27, 0] [0, [ [7, 27| [—27, —7[ [—7,0
mo| -1 +1 0 —2 +2 0

A noter que la séquence des points ¢; peut étre reconstruite a partir de la connaissance
des longueurs des arétes /., et angles a., de I’évolute, avec la condition initiale sur le premier
vecteur décrite a I’équation 2.98 qui implique également que ’angle initial est nul a., = 0 :

i—1
le, cos Z Qe
=i+ GG =i+ - (2.106)
£, sin Z Qe;
j=1
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2.4. dForms a courbure gaussienne constante

TABLE 2.4 — Etude de cas de la relation entre les angles a, et o, : étude de cas

le, ;>0 le, <0 le, ;>0 le;, >0 le, ;<0 le, <0 le, , <0 le; >0
ae; €[0,7[ ae,; €[0,7[ ae; €0, [ ae,; €0, [
oy € [, 27 [ e, € [0, =[ oy € [0, [ e, € [7, 27
[en)
A Qe;, = O, — T Qe;, = Ol¢; Qe, = O, Qe;, = O, — T
~ ae; € [—m, 0 ae; € [—m,0[ ae; € [—m,0[ ae; € [—m,0[
oe; € [0, =] ae; € [7, 2x[ oe; € [m, 2x[ ae; € [0, [
Qe;, = O, — T Qe;, = Q¢, — 27 Qe;, = O, — 2T Qe;, = Q¢;, — T
ae. € [0, [ e, € [0, =[ ae; € [0, [ ae, € [0, [
ae, € [—m,0[ ae,; € [—2m, —n[ ae,; €[-2m, —n ae, € [—m,0[
(=)
% Qe;, = O, +T Qe;, = O, + 27 Qe; = Q¢;, + T
~ ae; € [—m, 0 ae; € [=m, 0] ae; € [—m, 0]
e, € [—27, —=[ oe; € [—=,0[ oe; € [—27, —7[
Qe, = Q¢; +T Qe, = Qg A, = Qg Qe, = Q¢;, + 7T

151




2. Géométrie du rapiécage courbe

2.4.3.1.4 Conditions de fermeture

Les patrons de découpe des dForms que nous étudions sont définis par des CCM fermées.
Nous avons vu que les conditions de symétries des formes explorées dans la partie précédente fa-
cilitait grandement la génération de courbes satisfaisant la condition de fermeture. Dans le cas de
formes asymétriques, la formulation est plus complexe du fait de la nature globale du probleme.
Cette question fait méme I'objet de casse-tétes célebres comme le jeu de Tantrix® [259-261] ou
le vainqueur est celui qui parvient a construire la plus longue courbe constituée de deux types
d’arcs et de segments droits (Fig. 2.50). Si la courbe est fermée, elle est gratifiée du double de
points. .. ce qui n’est pas cher payé étant donné la difficulté du probleme!

FIGURE 2.50 — Jeu de Tantrix®

Banchoff et Giblin traitent également de la question de la fermeture des CCM dans leur
article. Cependant, les auteurs se limitent a des courbes ne comportant que quatre arcs et les
conditions fournies ne sont pas univoques du fait de la définition en valeur absolue des rayons de
courbure de la CCM et des longueurs des arétes de ’évolute. Avec la définition algébrique que
nous proposons, nous sommes en mesure d’identifier des conditions nécessaires et suffisantes de
fermeture pour des CCM comportant un nombre quelconque d’arcs.

Nous reprenons la notation adoptée au paragraphe précédent. Cependant, la CCM étant
fermée, on considere une notation modulaire a n indices, si bien que ¢,,1 = ¢; (Fig. 2.51).

FI1GURE 2.51 — Nomenclature CCM fermée
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2.4. dForms a courbure gaussienne constante

La fermeture de la CCM implique que les points pg et p,, appartiennent au méme coté £, de
I’évolute : les extrémités des arcs A; et A,, possedent alors une direction de tangence identique.
Il s’agit de la premiere condition nécessaire, mais non suffisante de la fermeture d’'une CCM :
une CCM fermée possede une évolute fermée. Cet énoncé correspond, dans le cas d'une courbe
lisse d'indice NV & la condition de fermeture nécessaire, mais non suffisante : { kds = 27N, En
figure 2.52, sont représentées une courbe lisse et une CCM répondant a cette premiere condition
sans pour autant étre fermée.

(a) Courbe lisse (b) CCM

FIGURE 2.52 — Smds = 27N : condition nécessaire, mais non suffisante de fermeture

Pour que la CCM soit fermée, il est nécessaire que les points py et p, fusionnent en un
point unique. Alors, la longueur algébrique de 'aréte &£ de I'évolute est égale a la différence
des rayons algébriques des arcs A; et A, :

(., = R, — R, (2.107)

En combinant les équations 2.96 et 2.107, on obtient la somme télescopique nulle des lon-
gueurs algébriques de I’évolute, qui constitue la seconde condition de fermeture.
Les deux conditions de fermeture d’'une CCM sont résumées par la formulation suivante :

o =0 (2.108a)

)

=1

(2.108b)

INgb
o |
I
@)

@
Il
—

2.4.3.2 Génération de solutions par flot

Imaginons-nous dans un espace a n dimensions peuplé de dForms aux morphologies les plus
diverses, souvent méme invalides aux patrons de découpe ouverts. Comment trouver parmi
ceux-ci quelques (et non tous) dForms a courbure gaussienne constante ? Il nous faut d’abord
en trouver un, qui sera le point de départ de notre exploration dans ’espace a n dimensions.
Ensuite, par déformation continue, nous construirons un chemin parmi les possibles dont le tracé
est guidé, a chaque pas, par les conditions de fermeture et de courbure gaussienne constante
établies précédemment.
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2.4.3.2.1 Principes et hypotheses

Le processus de génération de familles de solutions de dForms asymétriques a courbure
gaussienne constante se réalise en deux étapes. Tout d’abord, une solution initiale est générée ;
elle doit répondre a la fois a la contrainte de courbure gaussienne constante et aux contraintes
de fermeture des courbes définissant les deux patrons de découpe. Nous verrons dans le pa-
ragraphe 2.4.3.2.2 deux stratégies différentes pour générer une telle solution. Ensuite, un flot
géométrique qui respecte toutes les contraintes énoncées est appliqué aux courbes des patrons
pour générer des familles de dForms a partir de la solution initiale. La formulation du flot
développé est détaillée au paragraphe 2.4.3.2.3.

La courbure gaussienne d’une surface développable par morceaux sans sommet s’exprime
directement en fonction de la courbure géodésique des bords de chaque face, c¢’est-a-dire de
la courbure signée des bords des patrons de découpe (Eq. 2.64). En revanche, la contrainte
de fermeture d'une CCM s’exprime sur son évolute associée. Il est donc nécessaire, dans la
démarche a venir, de décrire précisément les courbes et évolutes des deux patrons de découpe,
ainsi que les relations qui les lient.

On appelle courbe et évolute primales les éléments relatifs au premier patron de découpe
ainsi que courbe et évolute duales ceux relatifs au second patron de découpe. On peut dire en
effet qu’il existe une relation de dualité entre les deux patrons, car il est possible de déduire
I'un de I'autre et inversement de facon univoque grace a la contrainte de courbure gaussienne
constante.

Pour la courbe C et I'évolute £ primales, nous utilisons les mémes notations que celles
utilisées précédemment. Les courbe et évolute duales sont notées respectivement C’, £ et
larc Aj(al, Rj,£,) de la courbe duale correspond, aprés assemblage du dForm, a I'arc

Ai(ag,, R;, L.,) de la courbe primale. De méme, I’évolute duale adopte les notations de I’évolute
primale augmentées du symbole prime.

Nous rappelons qu’il est nécessaire, dans le cas des dForms qui nous intéresse ici, que les
deux patrons de découpe prennent la forme de deux disques topologiques. On se place donc
dans le cas ou les indices des courbes C et C’, ainsi que leurs évolutes associées € et £ sont
égaux a 1 :

Dlag, = io/q — Zn]a — ia; — 27 (2.109)

Examinons maintenant les contraintes a satisfaire et les relations entre courbes primales et
duales qui en résultent.

D’apres la formule de Gauss-Bonnet, la courbure gaussienne totale pour un dForm homéo-
morphe & la sphere (y = 2) est égale & K(0) = 4w. Or la courbure gaussienne est constante et
intégralement contenue dans l'unique courbe de rapiécage. En posant L = " | £.,, on définit
la courbure gaussienne par unité de longueur :

4
K=— 2.110
. (2.110)

154



2.4. dForms a courbure gaussienne constante

De plus, d’apres 'équation 2.64, la courbure gaussienne vaut K = k; + &}, avec k; et x,
la courbure des arcs A; et A. Alors l'arc A} est entierement défini a partir de A; et de la
contrainte de courbure gaussienne constante :

o=, (2.111)
1
R, = 2.112
L = @2.112)
K
a = < — 1) (2.113)
7 H/L

Regardons maintenant les conditions de fermeture a réaliser pour les deux courbes C et C'.
Pour la courbe primale C, nous avons établi (Eq. 2.108a et 2.108b) qu’il s’agit d’une double
condition portant sur I’évolute associée. Pour la courbe duale C’, seule la fermeture vectorielle
est a considérer (Eq. 2.108a). En effet, la seconde condition est réalisée a priori dans la relation
imposée par la contrainte de courbure gaussienne constante (Eq. 2.112) :

Mo =N (R, —R)=>] (K o KL{‘) M (R —R) =0 (2114)
i=1 i=1 i=1 t

— Kit1 i1

La figure 2.53 illustre la construction d’une courbe duale a partir d’une courbe primale quel-
conque. On observe bien le respect de la seconde condition (annulation des longueurs orientées
ou fermeture des angles) : les arcs d’extrémité possedent une direction de tangente commune.
En revanche, la premiere condition (fermeture vectorielle de I’évolute) reste a réaliser.

3 S

(a) Courbe et évolute primales (b) Courbe et évolute duales

FIGURE 2.53 — Conditions de fermeture duales non respectées
pour une courbe primale quelconque
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2.4.3.2.2 Initialisation

Nous proposons deux types d’initialisation comme préalable a la génération de familles de
dForms a courbure gaussienne constante. Les deux modalités seront mobilisées dans le para-
graphe suivant pour initier la procédure du flot géométrique.

Le premier type d’initialisation consiste a générer la courbe primale C du premier patron
de découpe a partir d'une courbe fermée approximée par une série de bi-arcs [254]. Cette
technique garantit un raccord en position et tangence entre les n arcs A;(a,, R, l.,). Les
arcs Aj(ay,, Rj,l,) de la courbe duale sont calculés a partir des parametres de A; et de la
contrainte de courbure gaussienne constante, comme exposé dans le paragraphe précédent.

Dans le cas général, la concaténation des arcs A} forme une courbe C’ ouverte (Fig. 2.54a). En
procédant & une optimisation portant sur les contraintes de fermeture (Eq. 2.108a et 2.108b),
il est possible de générer la solution initiale recherchée (Fig. 2.54b). Plus précisément, nous
choisissons les longueurs signées lli de I'évolute primale de telle facon que tous les rayons
soient connus et la condition 2.108b respectée. Le probleme est donc défini uniquement par
les n angles a., de I’évolute primale. D’autre part, nous avons vu que la condition 2.108b est
systématiquement respectée sous contrainte de courbure gaussienne constante. Le probleme
d’optimisation peut donc se formuler ainsi, en combinant dans un objectif unique les deux
normes des fermetures vectorielles des évolutes primales et duales :

n —
min | > €[+ > ] (2.115)
o i=1 i=1
(a) Configuration initiale b) Configuration finale

FIGURE 2.54 — Optimisation pour la fermeture des courbes primale et duale

Le second type d’initialisation proposé consiste a obtenir directement une solution présen-
tant des courbes primales et duales fermées. Cette proposition généralise les recherches menées
en partie 2.4.2 ou des courbes primales appartenant au groupe diédral Dy générait systémati-
quement des courbes duales fermées. Nous montrons ici que toute courbe primale appartenant
au groupe cyclique Cy est couplée avec une courbe duale fermée.

Soit C et £ une CCM et son évolute associée appartenant au groupe cyclique C'y. La courbe C
est constituée de Nk = n arcs A;. L’évolute primale est composée également de n points. Il
s’agit de montrer que la condition 2.108a est respectée, la seconde 'étant systématiquement
par construction.

156



2.4. dForms a courbure gaussienne constante

Selon les conditions locales décrites par les équations 2.111 a 2.113, il est clair que la courbe
duale C’ et son évolute associée £ héritent du groupe de symétrie de la courbe primale. Alors,
quelque soit i € {1...n} :

ap,., = a (2.116)
e = L, (2.117)

On définit la courbe polygonale &" dont chacun des N cotés résulte de la somme vectorielle

de k cotés de I'évolute duale &£ : g{ = Z;k:Hk(FU (?j (Fig. 2.55). Montrer que >, , Z -0

-

est alors équivalent a montrer que Zf\il g{ — 0. Pour cela, nous montrons que les vecteurs e
décrivent les cotés d’un polygone régulier de N cotés.

N
Des équations 2.116 et 2.117, on peut déduire que tous les vecteurs & ont méme norme. De

1 truction, Tangle (¢,0,7) = (¢, ef) = Xb, al,. Or X1, al, = I, N, =
plus, par construction, 1angle { €;,€;yq | = { €, Ciug | = Lij=1 Xe; VT Zuij=1 Ve; = Zui=1 1V Xe; =
—>
) =7 = _or
27 donc l'angle (ei,eiﬂ) = =,

Les vecteurs g{ décrivent bien les cotés d’un polygone régulier a N cotés; les conditions
de fermeture de la courbe duale C’' sont donc satisfaites pour toute courbe C appartenant au
groupe cyclique Cly.

F1GURE 2.55 — CCM et évolute fermées appartenant au groupe cyclique Cy
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2.4.3.2.3 Flot géométrique a courbure gaussienne constante

La formulation des conditions de fermeture des CCM indique qu’elle dépend uniquement de
la relation entre les longueurs signées de 1’évolute (Eq. 2.108b), c’est-a-dire de la différence des
rayons des arcs adjacents, a condition que I’évolute reste fermée (Eq. 2.108a). Ces conditions
sont donc indépendantes des angles tournants de 1’évolute. Cela signifie que la fermeture de
la courbe C demeure garantie, méme si ’évolute est déformée librement, du moment que les
longueurs signées des arétes de celle-ci sont conservées.

On peut se représenter le tandem constitué de la courbe circulaire par morceaux et son
évolute associée comme un systeme mécanique composé d'un ensemble de barres rigides arti-
culées ayant pour axes les cotés de 1’évolute et dont les points de jonction sont les centres des
arcs. Ces arcs appartiennent donc a des disques qui « roulent » les uns sur les autres, tels des
engrenages, lors de la déformation du systeme a barres. La courbe peut étre vue comme un
élastique s’enroulant autour des disques. Nous choisissons le mot élastique plutét que chaine,
car, bien que la longueur de I’évolute soit constante au cours du temps, celle de la courbe C
varie avec la déformation de I’évolute.

La figure 2.56 montre plusieurs configurations d’une évolute déformée, aux longueurs
d’arétes constantes, et de la courbe associée. La premiere image montre un cas singulier, déja
identifié par Banchoff et Giblin. Il s’agit de la CCM possédant une évolute dégénérée, c’est-a-
dire ayant tous les vecteurs €; colinéaires & 7. On souligne que toute évolute dégénérée possede
une CCM associée fermée. Pour cela, il suffit de poser Zei = ¢; - T et la premiere condition de
fermeture impliquera nécessairement la seconde.

FIGURE 2.56 — Flot isométrique de I’évolute préservant la fermeture de la CCM associée

Le type de déformation de I'évolute décrit ci-dessus est obtenu par I'application d’un flot
géométrique isométrique qui conserve, au cours du temps, la longueur de la courbe et sa fer-
meture, tout en modifiant sa géométrie.
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Pour les courbes planes, la notion de flot, et en particulier le flot par la courbure, ap-
paraissant dans de nombreux champs d’application (transition de phase, traitement d’image,
lissage. . .), a fait 'objet d’études approfondies au cours des derniéres décennie [262-264]. L’équa-
tion d’évolution est en général de la forme :

0y -
oo () = = f (s, £) 7 (u,t) (2.118)
Y(u,0) = (u)

avec 7o(u) = R? une courbe lisse fermée paramétrée par u € S' et v(u,t) : S* x [0,7) — R?
est une famille de courbes se déplagant en direction de la normale intérieure —77 (u, t) selon la
fonction vitesse f(k(u,t)), elle-méme dépendant de la courbure x(u,t) de y(u,t).

Les contraintes relatives a la conservation de la longueur et de la fermeture sont décrites
par Crane et al. [265] pour une courbe lisse :

(R Y = () = Ry 1) = 0 (2.119)

dk

9> dérivée de la courbure signée par rapport

avec (, ), produit scalaire de deux vecteurs, k =
au temps et v, 7y, coordonnées de la fonction 7.

Nous montrons par la suite que des relations équivalentes existent pour une courbe polygo-
nale £ fermée a laquelle on applique un flot isométrique.

De la méme facon que précédemment, la courbe & est définie par ses n sommets c;.

En découlent les arétes orientées €; = ¢;¢ii1, les longueurs ¢; = |€;| et les angles tour-
nants «; = (€;_1,¢;). On note @ = (ay,aa,...,q,), le vecteur ayant pour composantes les

vecteurs «; (Fig. 2.57).
La condition de fermeture est exprimée au moyen des deux expressions suivantes :

Yag = 27N (2.120a)
=1
e =T (2.120D)

@
Il
—

La premiére condition est nécessaire pour fixer I'indice N de la courbe. Par la suite, nous
nous placons dans la situation ot N/ = 1. La seconde exprime la fermeture vectorielle.

Le flot étant de nature isométrique, les longueurs ¢; sont invariables au cours du temps. Les
angles «; sont donc les variables du probléme et si nous fixons les angles «;, alors la courbe £
est donnée a une translation et une rotation pres. Comme précédemment, on pose :

{g, Z (70?’ 0 (2.121)
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2! 81 -62
g

FIGURE 2.57 — Nomenclature pour une courbe polygonale fermée
soumise au flot isométrique

Les vecteurs €; sont exprimés en fonction du vecteur €7 et des angles tournants «; :

el =¢el
12
€y = ﬁRage_l)
4
g-br.am-br,.@ 2122
3 62 agz ©2 61 ags+azC1 ( . )

€ = glRaerang +alel = ﬁlRZk et

cosa —sina
sin o COS (v

On procede mamtenant a la déformation de la ligne polygonale en préservant les longueurs ¢;
et la période. On note E la somme vectorielle des vecteurs €;. Celle-ci doit demeurer nulle au
cours du temps, ce qui 1mphque que sa dérivée est nulle également :

. > dE dg L
vt e [0,7), 262‘:0:>% d; ;

avec R, €, rotation d’angle v du vecteur € et R, =

(2.123)

Q.‘Q‘
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La dérivée par rapport au temps de chaque vecteur e; vaut :

de;

I _7

dt

de3 d (/s L\ bd Ay —sinay —cosas |\ —  fla2. N
o dt (6172a261) = G Rex) B = g ( cosay —sinay ) L g2 Rert5El
d? g - . H

7; = i(az + @3)Rastaz+x €1

de;  6;,. . . L[ IR
dt Z(O‘z s+t Q) Ra s 5 6 = ‘ PSS a+3 €1
k=2

(2.124)
En sommant I’ensemble des dérivées des vecteurs €;, on obtient :

— n .
dE 0 (< o
ar Zgl (Z O"f) Ryi_,aprzei =0 (2.125)
=2

=2
En introduisant dans la formule précédente 'expression de €; = %RZQQ o 61
L i
Z (Z ak> R:e =10 (2.126)
i=2 \F=2
Or: . .
YE=T=R:>&=0<=>»Rse1 =0 (2.127)
i—1 i-1 i—1

Donc I'expression 2.126 est équivalente a :
& i
Z <Z ak> =0 (2.128)
=2 \k=2

Le vecteur €; est décomposé en la différence de deux vecteurs positions : € = ¢ 41 — ¢;

n i n i
Z (Z ak> Ci1 — Z (Z ak> =20 (2.129)
i=2 \k=2 i=2 \k=2
Par un décalage d’indice de la premiere partie de ’expression on obtient :
/i n i
Z <Z ak> ¢ — Z <Z ak> =0 (2.130)
i=3 \F=2 =2 \F=2
Puis, en effectuant la différence, seuls les termes suivants restent :
Z dian — dQCQ - Z OQCZ = 6) (2131)
i=2 i=3
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Or > ,dq = —d; et ¢,41 = ¢1, donc on obtient 'expression suivante :
n
. —>
D ldic; =0 (2.132)
i1

D’autre part, la dérivation de la condition de fermeture de I’équation 2.120a donne :
Dld; =0 (2.133)
i=1

En décomposant I'expression 2.132 suivant les coordonnées du plan zy, on aboutit aux trois
conditions scalaires suivantes, équivalent discret de celles énoncées par Crane et al. :

Zdi% = 0 <6’,)_(1)> =0

izl

D = 0 — (@Y, = 0 (2.134)
i=1

zn:ozi = 0 (@1 =0
=1

avec Ti, Yi, abscisses et ordonnées des centres des arcs A;, concaténés respectivement dans les
vecteurs X et }_/)’1

L’espace des contraintes est donc de dimension trois.

Pour mettre en ceuvre le flot, il nous faut choisir une fonction qui va provoquer la déformation
de la courbe initiale. Nous choisissons ici la minimisation de 1’énergie de flexion, dite énergie
de Willmore, mais cette fonction peut étre librement choisie selon le probleme a résoudre. Par
exemple, cette fonction pourrait déformer la courbe initiale pour la faire tendre vers une forme
objectif. Dans le cas d'une courbe lisse [266], I'énergie de Willmore s’écrit :

W(y) = J K ds (2.135)

Dans le cas discret, I'intégrale devient somme et la courbure est concentrée aux sommets de
la courbe polygonale :

n
W(y) =)k} (2.136)
i=1
2(1/1‘ . N .
avec k; = YA courbure discrete du sommet .
i-1 1t 4
Dans le cas d’un flot isométrique, les longueurs sont préservées et 1’énergie de Willmore ne

dépend que des angles tournants de la courbe : W () = W(@).
Apres avoir discrétisé la géométrie, nous discrétisons et linéarisons le temps en se donnant

I’équation d’évolution suivante :
a(t)y=ap+tuw (2.137)

avec @ (t), configuration prise par les angles «; aprés un pas de temps ¢ a partir de la configu-
ration précédente @j. Le vecteur W représente le taux d’accroissement.

162



2.4. dForms a courbure gaussienne constante

La dérivée de I'énergie de Willmore par rapport au temps prend la forme :

d_ | d & 20v; &
dtW(oz(t))—dt;(&_lJr&) — ; 1+£ (2.138)

Afin de décroitre cette énergie, il suffit de choisir un taux d’accroissement @ (t) = @ () tel
que W4 < 0, soit, étant donné la forme de la dérivée de I'énergie, é;(t)a;(t) < 0 ou encore
(@ (t), @(t)) < 0. Pour ce faire, on choisit @ (t) = @ (t) = —@(t).

Cependant, dans le cas général, cette variation des angles ne respecte pas les contraintes de
fermeture identifiées (Eq. 2.134). Pour préserver la fermeture de la courbe, il est nécessaire de
projeter le vecteur @ (t) sur I'espace des configurations V qui conserve la courbe fermée, c¢’est-
a-dire un espace de dimension n — 3 orthogonal & 'espace des contraintes V. Le nombre n
représente le nombre de degrés de liberté du systéme (nombre d’angles pouvant varier), qui

est diminué de trois, dimension de I'espace des contraintes. La composante de  (t) = (),
tangente a 'espace des configurations V est notée arp(t) = —a7(t). La figure 2.58 propose une
représentation tridimensionnelle des espaces décrits ci-dessus.
FIGURE 2.58 — Représentation tridimensionnelle des espaces
des configurations et des contraintes
On obtient la projection du vecteur @ (t) par la formule :
—) —)
a7(t) = —a7(t) = — | @ — (@, IL>— (@ XL = < Yi)— (2.139)
b \7’\
Afin de procéder de facon systématique & la détermination du vecteur az(t) = —an (),

nous recherchons plutot une base orthonormée de 'espace des contraintes par 1’algorithme de
Gram-Schmidt.
Finalement, la configuration prise par I’ensemble des angles «; est calculée pour un pas de
temps suffisamment petit par :
a(t) = ap — tap(t) (2.140)

Sous cet éclairage, on comprend que la famille de CCM a quatre arcs, étudiée par Banchoff
et Giblin grace a la cinématique bien connue du systeme a quatre barres articulées, soit une
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2. Géométrie du rapiécage courbe

famille a un degré de liberté. Nous pouvons aussi confirmer l'intuition des auteurs quant au
degré de « flexibilité » offert par un nombre croissant d’arcs dans une CCM puisque le degré
de liberté du systeme est égal a n — 3.

La figure 2.59 montre la minimisation de I’énergie de Willmore sur la silhouette du lapin
de Stanford avec un pas de temps de ¢t = 0.1, ainsi que la diminution de I’énergie de Willmore
associée au cours du temps. Le flot converge en 26 itérations pour le critéere AW/w < 0.01.

(a) Du lapin au cercle (b) Décroissance de I'énergie de
Willmore
en fonction du temps

FIGURE 2.59 — Minimisation de I’énergie de Willmore par flot isométrique
appliqué au lapin de Stanford

Le flot isométrique appliqué a I’évolute de la courbe primale C garantit la fermeture du
premier patron de découpe, mais n’est pas suffisant pour assurer celle de la courbe duale C'.
Pour conserver la fermeture simultanée des deux courbes, il est donc nécessaire d’augmenter
les contraintes du flot précédent en intégrant les conditions de fermeture de la courbe C’ via les
relations établies par la contrainte de courbure gaussienne constante (Eq. 2.111 a 2.113). En
réalité, et comme nous l'avons montré au paragraphe précédent, seule la condition de ferme-
ture vectorielle de la courbe duale est nécessaire, la seconde condition étant systématiquement
remplie.

La courbe duale est entierement définie a partir de la courbe primale et de la contrainte
de courbure gaussienne constante, et les longueurs des arétes de 1’évolute primale doivent étre
conservées par le flot isométrique. Les seules variables du probleme sont encore les angles a,
de I’évolute primale.

Dans une démarche similaire & celle menée pour la détermination du flot isométrique, on
déforme toujours 1’évolute primale par la variation des angles a.,, mais nous exprimons main-

flave
tenant la conservation de la période de la courbe duale. On note E’, la somme vectorielle des
vecteurs Z et obtenons la condition suivante :

L dE d "l
vte0,7), Yd=T=""="Nd=-32d-7 (2.141)
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2.4. dForms a courbure gaussienne constante

La différentielle de la fermeture vectorielle de I’évolute duale s’exprime en fonction des
variables du probleme, c’est-a-dire des angles a.,, sous la forme :

OF
2.142
Z s g 1 (2.142)

doe,

7> on aboutit a I'expression vectorielle de la contrainte de fermeture de la

Avec a,, =
courbe duale C’ :

E & oE .

% = £ .Oéei =0 (2143)

i=1 €i

Nous obtenons alors une expression similaire a l’expression 2.132_)p0ur la fermeture de
I’évolute primale, le terme de dérivée partielle de la somme vectorielle E' ayant remplacé celui
des vecteurs position des sommets de I'évolute. En décomposant cette expression selon les
coordonnées du plan zy, on obtient deux conditions scalaires supplémentaires a ajouter a celles
des équations 2.134 pour garantir la fermeture simultanée des deux patrons de découpe :

n oF Lo
Ve, =0 a,, X =0

= (2.144)

n oF -
Ye; =0 _(;Y =0
Yy

OL' oL
avec ( p ) et (5> , abscisses et ordonnées de la dérivée partielle de la somme vectorielle
Qe Qe

E’, concaténés respectivement dans les vecteurs X, et }_/;
L’espace des contraintes de fermetures des courbes primale et duale est donc de dimension

cing.
i

Il s’agit maintenant de calculer a proprement parler les coefficients p
Qe

Le vecteur de somme vectorielle de 1’évolute duale ﬁ étant dérivé par rapport aux angles
de I’évolute primale, nous allons mobiliser les différentes relations géométriques établies précé-
demment entre une CCM et son évolute associée, ainsi qu’entre une courbe primale et duale.

L’expression 2.105 liant les angles de I'évolute et ceux de la CCM est une fonction non
continue et donc non dérivable a ’endroit des changements de valeurs des coefficients 7; et 7].
Dans la présente étude, nous considérons que les coefficients 7; et 7. sont constants pendant
toute la durée du flot, ce qui limite en pratique le domaine de variation des angles «a,.

Comme pour 'évolute primale, un coté orienté de la courbe polygonale est définie par :

l

ﬁ
€, f’

w € (2.145)
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2. Géométrie du rapiécage courbe

Et on pose :
= (0,0
- (0.0 (2.146)
La dérivée partielle du vecteur £’ vaut alors
0E 0 &o &
- = 2.147
Oce,  Oap, Z € Z oo, ( )

Chacun des termes de cette somme vaut :

—
6ej = d f’ AR i g)
oo, oo, K' 20 L

x 2 Lo (0 - L o
- (&aeif/el) R ?c 2a’ekel +Z (60562_7?/ k 20/%) 61 T f’ R ic za,ek (60461.61)

Chacun des termes représentés dans cette somme est développé par la suite.

En préliminaire, calculons la dérivée partielle de la courbure gaussienne aT présente dans

la courbe de rapiécage. Pour rappel, la courbure gaussienne est bien constante tout au long de
la courbe a t fixé et est égale a :
47

K=— 2.14
. (2.149)

En revanche, la courbure gaussienne est variable au cours du temps, c’est-a-dire quand les
angles varient, car la longueur L de la courbe de rapiécage varie au cours du temps. Pour un
dForm homéomorphe a la sphere (x = 2) on a :
oK 0 (47r> 0 1 _4 0 1

= T ] n = am n
L Oave, D37 4 le, Oae, D5y ey 1Y

j=1

oo, O,

0 1 A1 0 &
= dm Ocve, Z?Zl (Oéej — 77j7T) R; B Oave, Z (aej B 77]'7?) 1

7=1

Dans cette expression, tous les angles a., sont constants a I'exception de I'angle a.,. On a
également fait ’hypothese que les coefficients 7); était constants quel que soit ¢. Alors :

oK 41 R;
= — : (2.150)
oo, L?
o, .
Intéressons nous maintenant au rapport des longueurs T L et de sa dérivée partielle 5 é,” .

7

El
le signe de ce rapport. En utilisant les relations 2.96 et 2.112, le rapport des longueurs signées
vaut :

1 1

E/e] . R;H Ry K=k B K — K;
¢ Ry-Ry 1 1
K—K,Q K—Hl
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2.4. dForms a courbure gaussienne constante

Et apres développement, on trouve :

o ke—r1 (K — ki) (K — k)

Le rapport des longueurs est enfin calculé en prenant la valeur absolue de l’expression
précédente :

e
A== (2.152)
gel 661
e, C1s
Pour le calcul de la dérivée partielle du rapport des longueurs %E,—J, nous considérons
e; ‘e

également tout d’abord la dérivée partielle du rapport des longueurs signées :

6 Zl@j . 6 (lij—&-l — Ry (K—lig)(K— lil) )
Ky — k1 (K = ki) (K — k)

dae, U, Oa,

Dans cette expression, seule la courbure gaussienne varie avec l'angle a.,, les autres pa-
rametres étant invariants au cours du temps. Apres développement et en tenant compte du
signe s, du rapport des longueurs signées, on trouve :

I
6&_8/€j+1—m]~6[(x
Oa, 00 7 ke — Ky O«

e; “eqp 2 1 €;

K?(ky + ko — kj — Kj41) + 2K (—R1ko + Kjkjp1) + Kika(kj + Kjt1) — Kjkj1 (k1 + Ka2)

(K = k) (K = k)

(2.153)

Calculons maintenant les matrices de rotation sz . ainsi que sa dérivée par-
=2

ek
tielle %R i o - Pour cela, nous exprimons tout d’abord les angles oy de I'évolute duale

€4 k=2 "eg
&' en fonction des variables du probleme (angles a., de I’évolute primale &) et des parametres
constants via la courbe duale puis la courbe primale :

o o K 1 /
Qe = Qg T = Qg ;k_ + M

K
R G ) (@ - 1) + (2.154)

En combinaison avec I’expression précédente, la matrice de rotation est donnée en fonction
des angles a., par la relation :

/ : !/
cos el —sinYal,
k=2 k=2
: / !/
sin ) a, oS )}

2

Rej or, = (2.155)

J
J

i
[\V]
o
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2. Géométrie du rapiécage courbe

Nous obtenons la dérivée partielle a partir de I’expression que nous venons d’établir :

J J

: / /

— sin E Q, —COS g A,
k=2 k=2

0 I ool
R , = = 2.156
0, k=2 ey ];2 oo, J J ( )
N cos 2 ap,  —sin Z o,
k=2 k=2
N day, ..
Reste a calculer les termes aZ: pour lesquels nous distinguons deux cas.
oK a,, — K
Qoo ZIT L 2 1 sik=i
oo, oo, Kk Kk
p B = oK (2.157)
e, er . .
Qep — kT sik #1
oo, K

— —
Enfin, nous déterminons l’expression du vecteur e, = . 7 et de sa dérivée partielle =2—¢’ .
5 1 e1 oo 1

e

Dans un premier temps, nous considérons la longueur signée £; et le signe de cette longueur
notée sy .
€1
- 1 1
(! =R,—R|= —
e 2N K —ky K—ky

Et apres développement, on obtient :
Ko — R1

0, = 2.158
. (K — /ﬂ}g)(K — /il) ( )

Et nous obtenons l'expression du vecteur 6—,1) :
&=l |z (2.159)

Pour le calcul de la dérivée partielle du vecteur 671, nous considérons également tout d’abord
la dérivée partielle de la longueur signée £, :

6[7’61 . 5 Rog — K1
Oae, O, \ (K — ko) (K — K1)

Comme dans I'expression du rapport des longueurs, seule la courbure gaussienne varie avec

I'angle a.,. Apres développement et en tenant compte du signe sy ) de la longueur signée £, ,
on trouve :

N
oe} o (k1 — k2) 2K — K1 — Ka) — K; 8K7 (2.160)
Ocxe, “1 (K — Kk2)?(K — K1)? Oave,

Grace aux expressions précédemment détaillées, les deux contraintes supplémentaires re-
latives a la fermeture de 1’évolute duale (Eq. 2.144) peuvent étre calculées et ajoutées aux
trois précédentes (Eq. 2.134) pour mettre en ceuvre le flot isométrique a courbure gaussienne
constante.

La figure 2.60 montre une premiere implémentation de ce flot géométrique et prend pour
initialisation les deux patrons de découpe générés a partir d'une courbe primale constituée de
bi-arcs et d’'une courbe duale fermée par optimisation. Puis un flot isométrique par minimisation
de I'énergie de Willmore est appliqué avec un pas de temps tres fin de t=0.01 pour avoir une
meilleure précision dans les patrons de découpe. L’assemblage tridimensionnel est réalisé grace
a une maquette physique.
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2.4. dForms a courbure gaussienne constante

(a) Configuration initiale du flot (maquette physique)

(b) Famille de solutions générés par flot géométrique

FiGURE 2.60 — dForm asymétrique généré a partir d’une initialisation par optimisation
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2. Géométrie du rapiécage courbe

La figure 2.61 montre une seconde implémentation. Seules les CCM sont affichées, car cer-
tains arcs, présentant une tres faible courbure, rejettent les sommets de 1’évolute loin de la
figure. Elle prend pour initialisation les deux patrons de découpe issus d’une géométrie ap-
partenant au groupe cyclique C3. Or appliquer un flot de Willmore sur une forme symétrique
conserve cette propriété. Afin de générer un patron de découpe asymétrique a partir de courbes
initiales symétriques, il suffit d’appliquer un flot asymétrique tout en conservant les contraintes
de fermeture et de courbure gaussienne constante. Ici, nous conservons un flot de Willmore
classique pour les 7/3 premiers angles de I’évolute primale et appliquons un flot de Willmore
inversé (qui va avoir tendance & augmenter 1’énergie de flexion) pour les autres. I’assemblage
tridimensionnel est réalisé a l'aide de 'extension de simulation physique Kangaroo2 intégré
dans I’environnement de programmation Grasshopper 3D (version 1.0.0007) au sein du logiciel
Rhinoceros 3D (version 6 SR32). Pour cela, nous simulons I’assemblage des deux patrons de
découpe en maillant finement les deux disques topologiques et en définissant les propriétés de
raideurs des maillages pour que leur comportement soit conforme a celui d'une surface dévelop-
pable. On impose donc une forte raideur membranaire (faible déformation des triangles) ainsi
qu'une faible raideur flexionnelle (rotation des triangles autour de leurs c6tés). Ensuite, nous
lions les sommets des bords des deux maillages de telle fagon a ce que les arcs A; et A se
trouvent en regard, puis nous diminuons progressivement la longueur de ces liens, rapprochant
ainsi les deux surfaces jusqu’a leur contact.
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(c) Cinématique d’assemblage

FIGURE 2.61 — dForm asymétrique généré a partir d’une initialisation symétrique
groupe cyclique Cj
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2.5 Conclusion

Le présent chapitre offre un nouvel éclairage sur les surfaces développables par morceaux,
souvent considérées dans I'approche constructive comme le résultat de la semi-discrétisation
d’une surface a double courbure. Ici, les surfaces sont plutét observées du point de vue de leur
assemblage et des propriétés propres a la géométrie de leur courbe de rapiécage.

La premiére partie de ce chapitre s’appuie sur une étude menée par Duncan et Duncan [110]
sur le pli courbe pour la généraliser a une configuration quelconque liant deux surfaces dévelop-
pables. Grace a ces résultats, et en connaissant la géométrie de la premiere surface et celle des
deux bords a raccorder, il est dorénavant possible de prédire la géométrie de la seconde surface.

Les relations géométriques entre les deux surfaces et leurs bords étant maintenant claire-
ment énoncées, cela permet d’ouvrir la voie au développement d’applications architecturales,
en particulier pour des dispositifs mobiles. Un systéme de brise-soleil dynamique pourrait tirer
parti de cette étude en occultant au mieux la course solaire en intégrant les formes des patrons
de découpe comme parametres de conception.

Seffen [213], dans son article Spherical images and inextensible curved folding étudie les
résultats de I'article de Duncan et Duncan par I’approche géométrique de la sphere de Gauss
et en tire une méthode graphique permettant la prédiction géométrique de structures pliées,
mobiles et déployables. Dans une approche similaire, il serait intéressant de comprendre les
implications géométriques sur la sphere de Gauss des formulations établies ici pour le rapiécage
courbe.

Dans la seconde partie du chapitre, nous avons donné, en nous appuyant sur la formule
de Steiner, une définition de la courbure moyenne et gaussienne pour les géométries semi-
discretes. Par I'intermédiaire d’une intégration sur le tore osculateur, nous montrons que les
valeurs sont simplement liées aux courbures géodésiques pour la courbure gaussienne et a 'angle
d’ouverture pour la courbure moyenne. De plus, la compatibilité de ces formules avec les théories
préexistantes de la géométrie différentielle lisse et discrete, ainsi que celle du pli courbe a été
vérifiée.

La derniere partie a été 'occasion de mobiliser les résultats précédents pour les mettre
en ceuvre dans une démarche de génération de surfaces développables par morceaux fermées
sous contraintes : les dForms a courbure gaussienne constante. Ce probleme, de nature globale,
s’appuie sur des notions topologiques via le théoréeme de Gauss-Bonnet et identifie des familles
de solutions, les premieres a partir de patrons de découpe symétriques appartenant au groupe
diédral Dy, les secondes générées a partir de patrons de découpe asymétrique.

Dans le premier cas, apres avoir décrit la paramétrisation du probleme, nous avons proposé
une méthode pour prédire la forme tridimensionnelle a partir du développé des patrons. Basé
sur des considérations de symétrie, cette formulation donne acces a I'expression explicite de la
courbure et de la torsion de la courbe de rapiégage. Il serait intéressant de mener des études
plus approfondies sur les propriétés de cette courbe de rapiécage et en particulier sous quelles
conditions elle devient cosphérique, comme le sont les sommets des polyedres de Platon et la
sphere, figures a courbure gaussienne constante des géométries discretes et lisses.

Dans le cas des dForms a patrons de découpe asymétriques, la démarche de génération nous
a amenés a établir des résultats intermédiaires concernant les courbes circulaires par morceaux
fermées. Apres avoir décrit les relations liant une courbe circulaire par morceaux et son évolute
associée, nous avons établi des conditions de fermeture nécessaires et suffisantes grace a une
définition algébrique des rayons des arcs de cercle et des longueurs des cotés de ’évolute.

172



2.5. Conclusion

Ces résultats sont mobilisés pour la génération de solutions satisfaisant simultanément la
contrainte de courbure gaussienne constante et la double fermeture des patrons de découpe.
Deux types de solutions sont proposées, la premiere est générée par optimisation. La seconde
est créée par génération directe grace a la propriété démontrée ici selon laquelle toute courbe
primale appartenant au groupe cyclique C'y et définissant le premier patron possede une courbe
duale fermée définissant le second patron tout en respectant la contrainte de courbure gaussienne
constante.

A partir d’'une de ces solutions choisie comme initialisation, une famille de dForms asymé-
trique a été générée par la méthode du flot géométrique. Grace aux conditions de fermeture
identifiées plus haut, ce flot est conditionné par un espace de contraintes a cingq dimensions
appliqué sur 1’évolute primale : les trois premieres dimensions proviennent des contraintes du
flot isométrique nécessaire a la fermeture de la courbe primale, augmenté de deux autres pour
garantir la contrainte de courbure gaussienne constante et la fermeture de la courbe duale.

Lors de notre étude, et pour des raisons de simplicité d’implémentation numérique, nous
avons limité volontairement I’amplitude du flot afin de nous placer dans une configuration ou
la variation du cours du temps des variables du probléeme (angles de ’évolute primale) est
continue. Cette limitation pourrait étre levée par une étude complémentaire considérant les
bifurcations engendrées par ces discontinuités angulaires.

Comment se comportent ces formes lorsqu’elles deviennent structures, quand la surface de-
vient plaque et la courbe devient poutre 7 Comment se distribuent les efforts lorsqu’un charge-
ment est appliqué a ces modules ? La partie suivante tente d’apporter des éléments de réponses
a ces questionnements en plagant ces géométries dans un contexte mécanique.
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CHAPITRE 3

Mécanique du rapiécage courbe :
Etude d'une structure spatiale 3 modules de cisaillement développables

Ce chapitre présente une systeme constructif original qui tente de tirer partie de 'efficacité
structurelle des treillis spatiaux et de la facilité de mise en ceuvre des toles développables.

En effet, les structures spatiales a double nappe sont renommées pour leurs performances
mécaniques qui en font les systémes privilégiés pour supporter des couvertures de grandes
portées. De nombreux ouvrages d’ingénierie y sont consacrés, leur comportement structurel
bien connu et les outils de calcul performants et ergonomiques. Leur talon d’Achille est la
complexité d’assemblage des noeuds qui concentrent les enjeux mécaniques, d'une part, pour
la transmission des efforts et technologiques, d’autre part, pour I’épure de ces efforts selon les
relachements souhaités.

Les surfaces développables, quant a elles, semblent relativement absentes de la sphere des
structures a cause de la souplesse inhérente a leur nature, mais également a cause de la com-
plexité a modéliser leur géométrie et leur comportement mécanique.

Le concept proposé dans ce chapitre va profiter des développements menés sur le rapiécage
courbe pour révéler le potentiel structurel des surfaces développables au sein d’une structure
spatiale tout en en simplifiant les détails d’assemblage. A mi-chemin entre un systeme a barres
(structure spatiale réticulée) et un systeme en plaques (PRS, caisson), la mécanique du rapiécage
courbe est ainsi abordée par 1’étude d’une structure hybride, mariant membrures linéaires des
nappes et modules de cisaillement en surfaces développables.

Dans une approche inductive, un prototype a échelle 1 est d’abord construit dans les phases
préliminaires de la réflexion. La partie 3.1 pose les hypotheses de conception, expose les étapes
de fabrication et donne un retour critique de 'expérience, avec deux prolongements identifiés.
Le premier, décrit dans la partie 3.2, propose un modele équivalent de plaque épaisse pouvant se
substituer a la modélisation complete de la structure spatiale. Le second prolongement, décrit
dans la partie 3.3, consiste a mettre en place une stratégie d’optimisation et des outils de
prédimensionnement permettant de transposer la démarche a des structures de grande échelle.
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.1 Conception et fabrication du prototype SSDSC

3.1.1 Etat de l’art

L’TASS (International Association for Shell and Spatial Structures) donne la définition sui-
vante des structures spatiales [267] (traduction de l'auteur) :

« Une structure spatiale est un systeme structurel composé d’éléments linéaires
agencés de telle maniere que les forces transférées soient distribuées dans les trois
dimensions. Dans certains cas, les éléments constitutifs peuvent étre bidimension-
nels. Dun point de vue macroscopique, une structure spatiale prend généralement
la forme d’une surface plane ou courbe. »

Les domes antiques, fabriqués en bois ou en pierre, peuvent étre considérés comme les
précurseurs des structures spatiales [268], mais c¢’est réellement au milieu du XIX¢ siecle que
ces typologies structurelles prennent leur essor [269]. Deux facteurs principaux contribuent
a I’émergence des structures spatiales. Le premier facteur concerne 'utilisation du fer, puis
de T'acier de fagon plus systématique dans la construction. Ces matériaux métalliques, dont
la production augmente fortement avec la révolution industrielle, présentent I'avantage par
rapport a la pierre qui résiste essentiellement a des efforts de compression, de bien résister
également aux efforts de traction. Le fer et 'acier présentent aussi 'avantage, contrairement au
bois, de pouvoir étre fagonnées avec une grande variété de longueurs et de sections. Le second
facteur concerne le développement du chemin de fer et de la production de masse, impliquant
une demande croissante de structures de grandes portées pour les ponts, les gares et les usines.

FIGURE 3.1 — The Eden Project : The Biomes
Grimshaw Architects (Royaume-Uni)

Les principales qualités identifiées pour ce type de structure sont donc liées aux conditions
qui ont présidé a son émergence [267,270,271]. Les premiers avantages sont liés a leur grande
efficacité structurelle. Elles sont bien adaptées pour la couverture de grandes portées sans appuis
intermédiaires, sont 1égeres et potentiellement treés transparentes (Fig. 3.1). Elles sont donc tres
économes en matiere par rapport a d’autres structures a performance de raideur égale. Le
second type d’avantages est d’ordre technologique et est propre aux constructions de la filiere
seche. La préfabrication des pieces en atelier avec des machines industrielles facilite le montage
et réduit le temps de présence sur site. La préfabrication permet également plusieurs cycles
de montages/démontages grace a des assemblages mécaniques réversibles. Grace a la petite
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

taille des composants de la structure, le transport et la manutention des éléments peuvent
s’effectuer par des méthodes traditionnelles de construction. Enfin, il est possible, dans certains
cas, d’éviter 'usage d’un coffrage grace a un assemblage au sol puis un levage de I’ensemble.

Les premiers développements théoriques sur les structures spatiales ont été initiés en 1880
par I'ingénieur allemand August Foppl dans son ouvrage Theorie des Fachwerks (Théorie des
systeémes en treillis) [272]. Ces théories portant sur le calcul des surfaces réticulées ont rapide-
ment été appliquées pour deux batiments majeurs construits pour 1’exposition universelle de
Paris de 1889 : la Galerie des Machines et la Tour Eiffel. Malgré ces constructions démons-
tratrices des potentiels structurels, il faut attendre 1904 et les expérimentations constructives
d’Alexander Graham Bell, pour connaitre de nouveaux développement dans le domaine. 11 fit
la démonstration de l'efficacité de ces structures en mettant au point des machines volantes,
cerfs-volants [273] (Fig. 3.2a) et biplans motorisés, a partir de grilles & plusieurs nappes. En
1907, il construisit la tour d’observation de Baddeck [274] (Fig. 3.2b).

(a) Cerfs-volants tétraédriques (b) Tour tétraédrique de Baddeck

FIGURE 3.2 — Structures spatiales d’Alexander Graham Bell

Qualifié par André Malraux en 1963 de « peére des structures spatiales », Robert Le Ri-
colais est peu reconnu en France malgré la publication en 1940 de son article « Essai sur les
systémes réticulés & trois dimensions » [275]. Exilé aux Etats-Unis, il est connu, entre autres
travaux, pour son observation et analyse des structures spatiales naturelles comme celles des
radiolaires [128]. Enfin, la galerie des pionniers doit étre complétée par la figure de Richard
Buckminster Fuller. Auteur et inventeur prolifique (plus de trente livres, de nombreuses inven-
tions et de brevets), il est le concepteur du systéme « Octet Truss » [133], basé sur la géométrie
de la concaténation d’octaedres et de tétraedres (comme celle utilisée par Bell), mais est parmi
les premiers a appliquer ce principe a des géométries courbes. La structure en double nappe du
dome géodésique de I'exposition universelle de Montréal (Canada) marque la consécration et
symbolise le travail innovant de Fuller (Fig. 3.3).
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3. Mécanique du rapiécage courbe

FI1GURE 3.3 — Biosphere
Richard Buckminster Fuller (Canada)

Aujourd’hui, les investigations menées sur les structures spatiales sont fortement impactées,
du point de vue de la conception, par le développement des moyens de modélisation tridimen-
sionnels couplé & de nouvelles méthodes d’analyse ainsi que par la puissance de calcul [276].
Le concept de Formex Configuration Processing est une illustration des avancées faites dans le
domaine depuis les années 80 [277-279]. Précurseur de 1'étude paramétrique de la géométrie
et de la topologie appliquée aux structures spatiales, I'algebre Formezr permet de générer des
données aussi variées que la connectivité des éléments, les coordonnées des nceuds, les condi-
tions de chargement et la configuration des appuis. L’intégration d’outils d’analyse structurelle
au sein méme de logiciels graphiques, comme le plug-in Karamba3D fonctionnant avec Gras-
shopper et Rhinoceros, couplé a des algorithmes d’optimisation permet encore d’améliorer les
performances des structures [280].

(a) Centre culturel Heydar-Aliyev (b) Musée Guggenheim de Bilbao
Zaha Hadid (Azerbaidjan) Frank O. Gehry (Espagne)

FIGURE 3.4 — Structures spatiales a forme libre
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

Du point de vue de la fabrication, et rétroactivement de celui de la conception, I’avenement
des outils de fabrication numérique remet en question les notions de répétitivité et de la mo-
dularité qui caractérisent les structures spatiales jusqu’alors. Les structures spatiales trouvent
alors un nouveau champ d’application en devenant le support d’enveloppes a géométrie com-
plexe [281]. Ces structures peuvent étre cachées derriere des peaux opaques comme le centre
culturel de Heydar Aliyev de Zaha Hadid [282] (Fig. 3.4a), le musée Guggenheim de Bilbao
de Frank O. Gehry [283] (Fig. 3.4b) ou contribuer pleinement a la tectonique d’enveloppes
transparentes 78,105,162, 284].

Le rapide historique des structures spatiales que nous venons de parcourir trouve un écho
direct dans la chronologie des inventions et brevets des connexions permettant ’assemblage
des éléments constitutifs de ces structures [269] (Fig. 3.5). Identifié¢e comme un élément clef,
aussi bien au niveau mécanique pour la transmission des efforts, technologique pour la rapidité
d’assemblage, mais aussi du point de vue économique, la conception des nocuds d’assemblage
est considérée par de nombreux auteurs comme une difficulté majeure, voire un frein au dé-
veloppement des structures spatiales [270, 285-287]. Deux typologies principales peuvent étre
identifiées.

(a) MERO (b) Triodetic (c) Wachsmann

FIGURE 3.5 — Neeuds d’assemblage de systemes modulaires

La premiere typologie concerne les systemes modulaires a forte répétitivité dont une clas-
sification compléte est proposée par Gerrits [288]. Pour ne citer que les plus importants, men-
tionnons que, malgré les tentatives de Bell au début du siecle pour développer les structures
spatiales au moyen de nceuds moulés, celles-ci ne furent effectivement mises en ceuvre en ar-
chitecture qu’apres l'introduction du nceud MEROQO, brevet déposé en 1943. Probablement la
méthode la plus utilisée pour la construction de structures réticulées, le systeme est composé
de barres tubulaires vissées a un noeud polyédrique dont la géométrie est spécifique au projet.
Au contraire, Konrad Wachsmann congoit en 1959 un noeud « universel » a 1'occasion du déve-
loppement d’une structure de hangar de grande portée pour 'armée de 'air américaine [285],
cependant la complexité de cette assemblage limitera I'universalité a ce projet! En France, Sté-
phane du Chéteau développe les systémes Tridirectionelle S.D.C. (1957) et Pyramitec (1960),
mais la nécessité de soudure sur site ou en atelier en limitera I'usage. Enfin, citons le systeme
Triodetic qui surmonte ce probleme en proposant un kit utilisant exclusivement des fixations
mécaniques : les barres (généralement en aluminium) sont extrudées et embouties a leurs ex-
trémités, puis introduites dans un nceud extrudé a gorges. L’ensemble est finalement verrouillé
par un ensemble rondelles et boulon central.
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3. Mécanique du rapiécage courbe

FIGURE 3.6 — Piscine de Neckarsulm [289]
Kohlmeier und Bechler (Allemagne)

La seconde typologie concerne les systemes capables d’accommoder de fortes variations géo-
métriques [75,286]. La premiére stratégie consiste & maximiser le nombre de piéces identiques,
la variation géométrique étant reprise dans les degrés de liberté permise dans les assemblages.
Cette stratégie est mise en ceuvre par exemple dans le projet de déme en verre de la piscine de
Neckarsulm [289] (Fig. 3.6). La seconde stratégie, au contraire, consiste a fabriquer des pieces
uniques, souvent a l'aide d’outils a commande numérique, comme dans le projet de la couver-
ture vitrée du British Museum [284] ou la toiture du centre commercial Westfield Londres [290]
(Fig. 3.7). Enfin, le pavillon de recherche Caravel heX-Mesh releve d'une stratégie hybride en
répartissant la variabilité géométrique dans deux types de nceuds au sein de la méme struc-
ture [291]

y &

(a) WestFieldl (b) WestField2 (c) WestField3

FIGURE 3.7 — Centre commercial de Westfield Londres [290]
Studio Buchan (Royaume-Uni)

3.1.2 Objectifs du prototype

Les performances mécaniques des structures spatiales reposent sur un travail optimal des
éléments constitutifs, ceux-ci n’étant soumis, dans le cas de connexions articulées, qu’a des
efforts axiaux. Cette configuration implique également que les axes des barres soient épurés,
c’est-a-dire concourants en un seul point.

La contrepartie de ces hypotheses est double. Tout d’abord, comme souligné précédem-
ment [270], la complexité technologique d’assembler plusieurs membrures (en général huit pour
les structures a double nappe) convergeant sans excentricité avec différents angles dans I’espace
est un défi de conception pour 'ingénieur. Ensuite, les nceuds d’assemblages doivent étre en
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

capacité de transférer les efforts entre les différentes barres selon les degrés de liberté choisis et
sont donc le lieu d’importantes concentrations de contraintes.

Ces difficultés mises en avant pour les structures spatiales donnent des éléments d’explication
sur la faible utilisation du bois, particulierement sensible aux concentrations de contraintes dans
les assemblages. Des solutions alternatives ont été développées afin de mieux répartir les efforts
en transformant les diagonales linéaires, appuyées en deux points, en des nappes planes pour
les treillis de type Town, ou en nappes spatiales avec des paraboloides hyperboliques appuyés
sur leurs quatre cotés [292] (Fig. 3.8). Notre objet d’étude, I'intégration de toles minces en acier
dans une structure spatiale, partage cette sensibilité aux efforts concentrés et s’inspire de cette
stratégie de répartition pour les éléments diagonaux.

(a) Structure spatiale de 9 x 9m (b) Bamboo Stalactite
Collaboration des laboratoires Navier et GSA [292] VTN Architects (Italie)

FIGURE 3.8 — Structures en bois basées sur la figure du paraboloide hyperbolique

Parmi les nombreuses classifications proposées pour les structures spatiales [271], trois
grandes catégories peuvent étre identifiées : les structures réticulées (composées exclusivement
de barres articulées), les systémes a parois contraintes (contribution mécanique de la paroi ex-
térieure en plus de sa fonction classique de couverture) et les structures tendues (en cables ou
en toile). Le systeme structurel décrit ici releve des deux premieres catégories (Fig. 3.9). De la
premiere, il hérite les nappes supérieure et inférieure composées d'une grille bi-directionnelle.
De la seconde, il hérite les modules de cisaillement composés de polyedres a voiles minces et
courbes. Le prototype tire son nom, SSDSC, de la publication dont il a été I'objet : Spatial
Structure with Developable Shear Components [293].

La contribution visée dans la conception et fabrication de ce prototype est double. Tout
d’abord d'un point de vue technologique, la complexité des assemblages d’une structure spatiale
a double nappe est réduite en la décomposant en deux connexions simples : une connexion
ponctuelle & I'intersection des membrures continues qui se coupent perpendiculairement (nappes
supérieure et inférieure) et une connexion linéaire entre les barres et les arétes des tétraedres.
Au-dela des bénéfices technologiques, le sujet de la performance mécanique est aussi envisagé.
La question des instabilités est un sujet critique pour des barres élancées et des toles minces en
présence d’efforts axiaux importants. La courbure introduite dans les faces des modules apporte
de la résistance de forme et la connexion linéaire des modules stabilise les membrures contre le
flambement.

Cette approche est implémentée dans un prototype a échelle vraie grandeur dont les étapes
de conception sont utilisées pour structurer les parties qui suivent. La partie 3.1.3 présente
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3. Mécanique du rapiécage courbe

FI1GURE 3.9 — Vue perspective du prototype

I’agencement de la grille modulaire issu du pavage semi-régulier de ’espace. La partie 3.1.4 se
concentre sur 1’échelle d'un module tétraédrique pour en décrire la géométrie et le comportement
structurel. En s’appuyant sur ces études locales, une procédure d’optimisation par recherche de
forme est menée dans la partie 3.1.5 a 1’échelle de la structure complete. La partie 3.1.6 traite
de la question de la fabrication du prototype, puis la campagne de mesures effectuée sur cette
structure est analysée dans la partie 3.1.7. Enfin, la partie 3.1.8 conclut sur les enseignements a
tirer de cette approche expérimentale et envisage des pistes pour généraliser la démarche mise
en place a une méthodologie applicable a des structures de plus grande ampleur ou de typologie
différente.

3.1.3 Agencement spatial de la grille modulaire

Les structures spatiales a double nappe possedent généralement un caractére modulaire,
¢’est-a-dire une périodicité spatiale. Il est courant de baser la conception de ce type de structures
sur un pavage régulier de ’espace. Dans cette configuration, comme dans les machines volantes
d’Alexander Graham Bell ou le Gyrotron (Fig. 3.10a) de I'exposition universelle de 1967 a
Montréal, les sommets des polyedres correspondent aux noeuds d’assemblages et les arétes
correspondent aux barres. Il existe de nombreux pavages périodiques de l'espace (réguliers,
semi-régulier, prismatique. . .), mais quelques uns seulement possedent les propriétés de stabilité
nécessaires pour en faire une structure [294]. Le prototype développé ici est basé sur le seul
pavage semi-régulier, composé de la concaténation de tétraedres et d’octaedres (Fig. 3.11).

Contrairement aux structures montrées précédemment qui se déploient dans les trois dimen-
sions de I'espace, les structures spatiales a double nappe sont une troncature bidimensionnelle de
la concaténation des polyedres (Fig. 3.12a). Cette opération conserve une couche de tétraedres
et transforme les octaédres en pyramides & base carrée et triangles équilatéraux (Fig. 3.12b).
Les sommets des pyramides sont alternativement orientés vers le haut et vers le bas.

Dans la typologie structurelle que nous étudions, les sommets et les arétes appartenant
aux nappes supérieure et inférieure sont associés aux noeuds et aux membrures de la structure,
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b B0

(a) Gyrotron, Sean Kenny (b) Pavillon Toshiba-THI, Kisho Kurokawa

FIGURE 3.10 — Structures spatiales a ’'Exposition Universelle de 1967 a Montréal, Canada

conformément a ’approche classique. En revanche, les faces des tétraedres sont conservées pour
jouer le role des diagonales. Les pyramides a base carrée peuvent étre lues en négatif (Fig. 3.12c).
Le pavillon Toshiba-IHI de I'exposition universelle de 1970 a Osaka peut étre considéré comme
un précédent historique a ce principe puisqu’il s’appuie sur une trame tétraédrique dotée d’'un
remplissage surfacique (Fig. 3.10b). On note que, selon la localisation de ce remplissage, son
importance varie afin de répondre a des sollicitations différentes.

(a) Pavage complet (b) Octaedres (c) Tétraedres

FI1GURE 3.11 — Pavage semi-régulier composé d’octaedres et de tétraedres

Le prototype est inscrit dans un carré de 5.75m de coté, c’est-a-dire une grille inférieure
composée de cinq cellules de ¢ = 1.15m de c6té dans les deux directions. La grille supérieure
est décalée dans le plan d’une demi-trame dans les deux directions; elle est donc composée de
quatre cellules. La distance verticale entre les deux nappes (hauteur structurelle) est notée h et
n’est pas fixée a priori (Fig. 3.12¢). Elle est considérée comme une variable et sera déterminée
plus tard dans l'optimisation globale de la structure. Sur un principe similaire a celui décrit
précédemment pour le pavillon Toshiba-THI, nous verrons au paragraphe suivant que la taille et
la forme des tétraedres de notre prototype pourront s’adapter afin d’optimiser les performances
mécaniques de la structure (Fig. 3.12d).
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(b) Pavage tronqué

(c) Structure hybride : barres et

tétraddros (d) Variation des tétraedres

F1GURE 3.12 — Principes morphologiques de la double nappe

3.1.4 Etudes a I’échelle du module

Apres avoir décrit les principes d’agencement de la grille bi-directionnelle des nappes supé-
rieure et inférieure de la structure spatiale, nous nous focalisons maintenant sur les éléments
tétraédriques qui les relient et en particulier sur leur réponse morpho-structurelle.

3.1.4.1 Définition géométrique du module

La localisation des arétes supérieure et inférieure d’un tétraedre est fixée par la géométrie de
la grille. Cependant, la longueur de celles-ci, ainsi que la géométrie des quatre arétes latérales,
peuvent étre variables et décrites par des parametres supplémentaires.

Le module répond a trois symétries :

— une réflexion par rapport au plan yz
— une réflexion par rapport au plan xz

— une isométrie composée d'une réflexion par rapport au plan xy, puis une rotation de /2
atour de l'axe 2

En considérant ces symétries et la définition globale de la grille, quatre parametres sont
suffisants pour définir de fagon univoque la géométrie courbe du tétraedre. Ces parametres sont
ensuite intégrés dans 'optimisation de forme décrite plus loin.

Le premier parametre pu, coefficient de remplissage de la cellule, détermine la position des
sommets du tétracdre le long des membrures auxquelles il est connecté (Fig. 3.14a). Il est défini
comme une proportion de la longueur ¢ du coté de la cellule et pf est donc la longueur des arétes
inférieure et supérieure du tétraedre. Si p = 1, alors la structure est en configuration « triangu-
lée », les sommets du tétraedre étant confondus avec les intersections des membrures. Si p < 1,
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alors la structure adopte une configuration Vierendeel, comme dans le cas du Tétragrid, expé-
rimentation structurelle menée par Robert Le Ricolais avec des systémes a barres. A noter que,
contrairement a notre cas d’étude, les nappes supérieure et inférieure sont unidirectionnelles.

ST NS ]

,;ﬂ?’.%‘v:;ﬁ\:lﬁ‘ ‘

Y/

(a) Nappe Tétragrid (b) Nappe classique

FIGURE 3.13 — Expérimentations structurelles de systémes réticulés
Robert Le Ricolais [128]

Les trois autres parametres (6, ¢, p) déterminent la géométrie des faces des tétraedres. Plus
précisément, ces trois parametres décrivent la courbe d’intersection de deux faces adjacentes,
qui, par translation le long des arétes supérieure et inférieure, génere la géométrie cylindrique
des faces (généralement non circulaires). La courbe intersection est donnée par une courbe
tridimensionnelle de type Béziers cubique. Les courbes de Béziers de degré trois sont définies
par quatre points, ou encore par les deux tangentes d’extrémité. Dans notre cas, une seule
tangente est suffisante étant donné les symétries du module. L’origine de cette tangente se
trouve sur un sommet et son extrémité est définie en coordonnées polaires dans un repere
local centré sur le méme sommet du tétracdre et dont 'axe 7 est orienté par laréte située
sur la membrure. De cette maniere, 6 et ¢ déterminent la direction et p la norme du vecteur

(Fig. 3.14b).

(a) Position des sommets : h, p (b) Géométrie des arétes : 0, p, p

FIGURE 3.14 — Paramétrisation du tétraedre

Le tétraedre a faces planes peut étre obtenu a partir de plusieurs combinaisons de parametres
qui génerent une courbe de Béziers rectiligne : soit les tangentes sont de longueurs nulles, soit
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elles sont colinéaires. Dans le premier cas, p = 0, quelles que soient les valeurs de 8 et ¢. Dans
le second cas, par un calcul trigonométrique direct, on trouve § = 45° et ¢ = arctan [%}

quelle que soit la valeur de p.

Cette paramétrisation permet une grande richesse formelle & partir d’'un nombre tres limité
de parametres. La figure 3.15, représente quelques membres d’une famille a trois parametres
(0, ¢, p) dans l'espace tridimensionnel des parametres normalisés ; les autres parametres inter-
venant dans la définition de la cellule sont fixés aux valeurs suivantes : h = 0.6m, £ = 1.15m,
w=0.6.

Parmi la variété possible des morphologies, on peut identifier cinq types caractéristiques
(Fig. 3.15 et 3.16) :

— tétraedre a face planes (p = 0 ou 6 = 45°,p = arctan [%]) Dty

— tétraedre dont le centre de courbure des faces est toujours situé vers 'extérieur (par ex.
pour 0 =0°,0 =0°p=0.3m) : ty;

— tétraedre dont le centre de courbure des faces est toujours situé vers l'intérieur (par ex.
pour # = 90°,p =0° p =0.3m) : t3;

— tétraedre dont le centre de courbure des faces est situé vers l'extérieur a proximité de
la base triangulaire de la face et vers 'intérieur a proximité du sommet (par ex. pour
0 =45°p=90°p=0.3m) : ty;

— tétraedre dont le centre de courbure des faces est situé vers l'intérieur a proximité de

la base triangulaire de la face et vers l'extérieur a proximité du sommet (par ex. pour
0 =45°,0=0°p=0.3m) : ts.

ts D 4
YTy
| 7 ;

FIGURE 3.15 — Variation géométrique des tétraedres en fonction de 6, ¢ et p
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC
(e) tb

(a) (b) (c) t3

FIGURE 3.16 — Cing typologies de tétraedres

Enfin, nous profitons de cette définition géométrique pour définir deux mesures utilisées
plus tard, en particulier lors de la définition de contraintes d’optimisation. La premiere mesure
est la largeur des faces du tétracdre a mi-hauteur, notée £}, ,. La seconde mesure correspond
au rayon de courbure minimal de la face du tétraedre. Les faces étant cylindriques, il s’agit
également du rayon de courbure minimal de la directrice du cylindre, noté R,,in

3.1.4.2 Comportement structurel

Considérée d’un point de vue macroscopique comme une plaque plane horizontale, une struc-
ture spatiale a double nappe chargée verticalement présente des déformations principalement
dues aux moments fléchissants et aux efforts tranchants. Par analogie aux poutres prisma-
tiques en I fléchies, dont les semelles supérieure et inférieure sont respectivement comprimées
et tendues et I’ame cisaillée, les membrures des deux nappes horizontales de notre structure
sont majoritairement soumises a des efforts axiaux et les éléments intermédiaires (les modules
tétraédriques) sont soumis aux efforts tranchants.

Afin de mieux saisir 'optimisation globale menée dans la partie suivante, nous menons
une étude préliminaire sur un simple module tétraédrique soumis a un chargement typique
de cisaillement en observant particulierement la question de la raideur et du flambement des
parois. Nous nous concentrons sur les parametres propres a la forme du tétraedre (6, ¢, p).
Les autres parametres sont fixés a des valeurs cohérentes avec les dimensions du prototype
((=1.15m,h =0.6m, u = 0.6)

Une étude exhaustive de la réponse mécanique des modules sous les différentes sollicitations
possibles est menée en partie 3.2.

3.1.4.2.1 Définition du modele d’analyse aux éléments finis

L’étude de chargement en cisaillement d’'un module tétraédrique est réalisée grace a un
modele paramétrique aux éléments finis. Le logiciel utilisé est le module d’analyse structurelle
Karamba3D (version 1.3.3) [295] intégré a 'environnement de programmation visuel Grasshop-
per 3D (version 1.0.0007), lui-méme développé au sein du logiciel de conception graphique
Rhinoceros 3D (version 6 SR32).
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Le module est orienté dans 'espace de fagon a ce que les rives basse et haute soient alignées
respectivement selon les axes 7 et 7/.

Les conditions de sollicitation en cisaillement du module dans le prototype sont celles d'un
chargement réparti le long des rives supérieure et inférieure. Afin de reproduire des conditions
similaires a I’échelle du module, nous disposons deux poutres infiniment raides sur les parties
rectilignes du tétraedre ; cela nous permet de simplifier la modélisation en ayant recours a des
conditions d’appuis et de chargement ponctuels décrites ci-dessous.

Le module est ainsi appuyé de facon isostatique en quatre points et en respectant les symé-
tries du module. En ces points, les rotations sont laissées libres et les directions de translations
bloquées sont indiquées par des fleches (Fig. 3.17) et sont listées ci-dessous :

— points d’extrémités de la rive inférieure : directions 7/ et 7 ;
— point central de la rive inférieure : direction 7 ;

— point central de la rive supérieure : 7.

S

il
T 7

F1GURE 3.17 — Conditions d’appuis et chargement

N Le module est chargé ponctuellement par une force horizontale selon I'axe 7 d’une valeur
F' = 10kN sur le point central de la rive supérieure. Cette charge est répartie uniformément sur
la rive supérieure par la poutre infiniment raide. Le matériau utilisé est l'acier S235, caractérisé
par les propriété élastiques suivantes : module d’élasticité : E = 210 GPa, coefficient de Poisson :
v = 0.3, masse volumique : p,. = 7850 kg/m?.

Le logiciel Karamba3D ne possede que deux types d’éléments [296] : un élément poutre de
type Timoshenko, utilisé pour modéliser la poutre infiniment raide, et un élément plaque de type
TRIC [297,298], utilisé pour modéliser les faces des tétraedres. Les éléments de type TRIC sont
des éléments linéaires triangulaires. Etant donné les symétries du module, il suffit de mailler
une seule face du tétraedre puis d’appliquer les transformations adéquates pour compléter le
maillage.

Celui-ci est généré comme suit (Fig. 3.18) :

— division égale de la rive rectiligne selon la longueur objectif ¢4,, donnant la base de la
premiere rangée de triangles ;

— détermination de la hauteur des triangles pour un rapport d’aspect proche du triangle
équilatéral ;
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

— subdivision de la directrice du cylindre selon la hauteur déterminée précédemment ;

— tracé et subdivision de toutes les bases des triangles selon les regles de la surface déve-
loppable ;

— génération des triangles par une triangulation de Delaunay.

Jd 4

(a) Surface a (b) Division de la  (c¢) Division de la (d) Bases des (e) Triangulation
mailler rive inférieure directrice triangles de Delaunay
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FIGURE 3.18 - Etapes du maillage

La densité du maillage est donc pilotée par le seul parametre £4,. Le parametre ngy, lié au
parametre £4;,, indique le nombre d’éléments dans une face du tétraedre.

Afin de déterminer la densité nécessaire du maillage pour I'analyse aux éléments finis, deux
études de convergences sont menées. La premiere porte sur un tétraedre plat pour lequel le
parametre p = 0, les parametres 0 et ¢ n’ayant alors plus d’influence sur la forme. La seconde
porte sur un tétraedre courbe avec pour valeurs de parametres 6 = 20°, o = 30°, p = 0.35m. La
démarche consiste a diminuer progressivement la longueur de division /4, et a relever la valeur
de déplacement 0, selon 'axe 7 et la valeur du coefficient de charge critique de flambement
linéaire CF. Ces deux valeurs, normalisées par les valeurs convergées, sont tracées dans les
figures 3.19 et 3.20 en fonction de n.; pour les tétraedres plat et courbe.

On considere que la fonction converge lorsque 1’écart relatif entre I'incrément considéré et la
valeur de convergence est inférieur a 5%. Les valeurs minimales de £y, et n.; respectant cette
hypothese sont consignées dans le tableau 3.1, croisant type de tétraedre et grandeur observée.
On constate que la convergence intervient nettement plus rapidement pour le tétraedre plat que
pour le tétraedre courbe. Cela provient du type d’élément imposé par le logiciel de calcul, les
éléments triangulaires linéaires étant moins a méme de rendre compte des effets de la courbure
que les éléments quadratiques.

Afin d’utiliser un modele paramétrique avec une densité de maillage identique quel que soit
le type de tétraedre ou grandeur observée, on adopte la longueur de subdivision la plus petite,
soit £, = 0.03m.

TABLE 3.1 — Etude de convergence

O CF

Densité maillage
8 e M) mew 1] L [m]  nes [u]

Tétracdre Plat 0.10 66 0.14 31
Tétracdre Courbe 0.04 315 0.03 710
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FI1GURE 3.19 — Etude de convergence pour le tétraedre plat
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F1GURE 3.20 — Etude de convergence pour le tétraedre courbe

3.1.4.2.2 Etude paramétrique des performances mécaniques

Le nombre limité de variables intervenant dans cette étude nous permet, pour l'instant, I'ex-
ploration exhaustive des solutions générées par la variation des parametres dans leur domaine
de variation défini ainsi :

— 0 €[0°,90°];
— ¢ €[0°,90°];
— p€[0m,0.3m].

Le parametre p est limité a la valeur p = h/2 = 0.3 m afin d’éviter les cas dégénérés de tétra-
edres ot les faces s’auto-intersectent en partie centrale (£5,/,<0). Comme indiqué précédemment,
les autres variables sont fixées : £ = 1.15m, h = 0.6 m, u = 0.6.

Les performances mécaniques des différentes morphologies sont évaluées par la mesure du
déplacement ¢, en téte de module et du coefficient de charge critique de flambement linéaire C'F’,
pour des tétraedres de masse constante. Le tétraedre plat ¢, avec une épaisseur de tole de

ey = 1.5mm est choisi comme référence et la masse de ce dernier est donnée par la formule
suivante :

My = 24h pleypac (3.1)
avec hy = A/h? + (%6)2, hauteur d’une face triangulaire du tétraedre.
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

La géométrie du module est fixée par le jeu de parametres (¢, u, 8, p, p). Le choix d’effec-
tuer la comparaison a masse constante nous amene a faire I’hypotheése méthodologique, certes
contraire a la production industrielle de toles, que 1’épaisseur est une variable continue. Celle-ci
est donnée, pour un tétraedre courbe t., par I'expression suivante :

(3.2)

avec Ay = 2ulhy, aire du tétraedre plat et Ay, aire du tétraedre courbe, calculée numéri-
quement.

Trois fonctions sont exprimées au moyen de cartographies tridimensionnelles : A;. (aire du
tétraedre), 0, (déplacement en téte) et C'F (coefficient de flambement). L’espace tridimensionnel
des parametres est subdivisé en 20 sous-domaines dans chaque dimension, puis chacun des
20 x 20 x 20 = 8000 sous-domaines tridimensionnels est évalué en son centre. Les valeurs des
fonctions A;., 0, C'F sont alors colorées et placées dans un cube normalisé a I’emplacement du
triplet (6, ¢, p) correspondant. Afin d’accroitre la lisibilité des fonctions, des surfaces d’iso-valeur
choisies sont ajoutées ainsi que des coupes bidimensionnelles pour des valeurs de p = cste.

La fonction A, aire du tétraedre, peut étre caractérisée par trois zones principales
(Fig. 3.21) : une premiére zone, d’aire minimale, en bleu, autour des tétraedres de type to,
une seconde zone, d’aire maximale, en rouge, autour des tétraedres de type t3 et une troisieme
zone, d’aire intermédiaire, en vert, regroupant les types ti, t4 et t5. Si on prend comme réfé-
rence le tétraedre plat (¢1), on peut identifier par ordre d’importance croissante deux facteurs
liés modifiant laire des faces : la courbure et la découpe en plan des toles (Fig. 3.16). Ainsi
les tétraedres de type ty qui présentent un centre de courbure toujours situé vers 'extérieur
possedent des patrons de découpe de tole concaves sans point d’inflexion, ce qui aura pour effet
de minimiser son aire. Le raisonnement inverse peut étre tenu pour les tétraedres de type t3.
Les tétraedres de type t4 et t5, avec des positions de centre de courbure alternées, possedent
des patrons de découpe dont les bords sont en forme de S, ce qui explique que leur aire soit
proche du tétraedre plat de type ;.

Au-dela de 'analyse de la variation de laire, ces résultats indiquent en creux la variation de
I’épaisseur de la tole puisque nous considérons des tétraedres de masse constante. Les valeurs
pour le tétraedre de référence (type 1) ainsi que pour les tétraedres d’aire minimale (type t5)
et maximale (type t3) sont consignées dans le tableau 3.2

TABLE 3.2 — Comparaisons des aires et des épaisseurs

o[°] o[°] plm]  Ap[m? ey [mm]
Tétraedre t; — — 0.3 0.96 1.5
Tétraedre t, : aire min 00 00 0.3 0.41 3.5
Tétraedre t3 : aire max 90 00 0.3 1.66 0.9

La fonction §,, déplacement en téte, qui témoigne de la raideur en cisaillement du mo-
dule, peut également étre caractérisée par trois zones principales (Fig. 3.22). La premiere
zone, en bleu, de déplacement minimale (raideur maximale), regroupe principalement les té-
traedres plats (f1). Cette zone couvre donc la partie inférieure du cube (proche de p = 0)
ainsi qu'une créte dans la partie médiane (p ~ 45°) centrée sur le couple de valeur (6 = 45°,
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3. Mécanique du rapiécage courbe

12
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FIGURE 3.21 — Cartographies 3d et coupes a p = cste de la fonction A, aire du tétraedre

p = arctan [%] = 50.88°) qui définit également le tétraedre plat. Les tétraedres plats pré-

sentent une bonne réponse en cisaillement grace a une transmission efficace des efforts le long
des faces planes et des plis rectilignes des toles qui sont sollicitées en effort axial. On note aussi
que la ligne de créte est infléchie vers la zone de parameétres des tétraedres courbes t (6 ~ 0°,
© ~ 0°). Cela s’explique cette fois, non pas par sa morphologie, mais plutot par la forte épaisseur
dont ce type bénéficie en raison de son aire réduite. La seconde zone, en rouge, de déplacement
maximal (raideur minimale), regroupe les tétracdres de type ¢4 (¢ ~ 90°). A épaisseur de tole
comparable aux tétraedres plats, le type t4 est doublement pénalisé par sa forme; la courbure
de ses faces et la disposition de la matiere vis-a-vis de la sollicitation a proximité des appuis ne
permettent pas une transmission efficace des efforts. Enfin, la troisieme zone, en cyan/vert, de
déplacement intermédiaire, regroupe les tétraedres de type t3 et t5 (6 ~ 0°, ¢ ~ [45°,90°]). Ils
sont pénalisés par la courbure de leurs faces et pour le tétraedre t3 par la faible épaisseur de
ses toles a cause de son aire importante.

La fonction C'F, coefficient de flambement linéaire, présente une cartographie plus complexe
étant donnée la nature locale du phénomene (Fig. 3.24). Cependant, il est possible d’identifier
deux tendances principales. Une premiéere zone, en rouge/orange, montre une faible résistance
au flambement. Elle regroupe deux types de tétraedres : les tétraedres plats t; et les tétraedres
convexes t3 (6 ~ 90°, p ~ 0°). Ces deux types de tétraedres sont pénalisés par leur géométrie,
pour les tétraedres t; qui sont plats sur 'intégralité de leurs faces et pour des tétraedres t3 sur
de larges zones a proximité du sommet arrondi des faces. La figure 3.23 montre les premiers
modes de flambement pour ce type de tétraedre. On note pour la fonction C'F'; encore plus
clairement que dans le cas de la fonction ¢,, une « cheminée » verticale de faible résistance au
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2.0 mm
1.6 mm

1.1 mm
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FIGURE 3.22 — Cartographies 3d et coupes a p = cste de la fonction ¢,., déplacement en téte

flambement centrée sur le couple de valeur (# = 45°, ¢ = arctan % = 50.88°) caractérisant
le tétraedre plat. Une seconde zone, en bleu, montre une résistance importante au flambement.
Elle est concentrée sur les tétraedres de type t3 (0 ~ 0°, ¢ ~ [0°45°]) qui combinent plu-
sieurs caractéristiques favorables : courbure sur toute la face, faible longueur de flambement et
épaisseur importante de la tole.
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FIGURE 3.23 — Premiers modes de flambement pour le tétraedre t¢3

En guise de synthése, nous consignons les résultats de déplacements et de coefficients de
flambement de trois tétraedres dans le tableau 3.3 : le tétraedre t; de référence, qui se trouve

étre également le plus performant pour le déplacement en téte, le tétraedre o, qui est le plus
performant pour le coefficient de flambement. Pour information, nous ajoutons un troisieme
tétraedre t, de masse équivalente représentant une utilisation classique pour les structures
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3. Mécanique du rapiécage courbe

FIGURE 3.24 — Cartographies 3d & coupes a p = cste de la fonction C'F,
coefficient de flambement

spatiales : les arétes sont articulées entre elles et matérialisées par des barres rectilignes. Nous ne
rentrons pas plus en détail dans la comparaison avec cette solution, car elle doit étre considérée
avec les difficultés technologiques des connexions qui 1’accompagnent. Nous choisissons pour
section un tube circulaire creux d’une épaisseur de ey = 3mm dont le rayon Ry, est calculé
pour respecter la contrainte de masse constante. On obtient d’une part la masse my, du tétraedre
a barres :

Myp = LtbStb,Oac (3-3)

avec Ly, = 2ub + 44/h? + @, linéaire de tube et Sy, = mew(2Ry, — ey), aire de la section
du tube.
Or, par la contrainte d’égalité des masses, on sait également que :

My 2plegyhy
Ltbpac Ltb

Stb - (34)

On en déduit le rayon Ry, :

178,
Ry = = <—tb - etb) (3-5)

Pour les valeurs numériques énoncées plus haut, on trouve Ry = 15.5 mm.
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

TABLE 3.3 — Comparaison des performances mécaniques selon le type du tétraedre

Oz CF
absolulmm] relatif[%] absolu[-] relatif[%)]
Tétraedre t; : §, min 0.12 100 1.3 100
Tétraedre t, : CF max 0.79 652 14.2 1086
Tétraedre t, : a barres 0.21 171 20.9 1592

Les surfaces d’iso-valeurs nous informent sur la nature non convexe des trois fonctions
observées. Cette considération nous guidera dans le choix de 'algorithme a implémenter dans
les optimisations a venir.

Toujours dans le méme espace tridimensionnel de représentation, il est possible de mettre en
place des cartographies croisées du type illustré en figure 3.25. C’est un moyen efficace de visua-
liser quels modules répondent a plusieurs criteres simultanément. Pour chaque triplet (6, ¢, p),
le voxel correspondant est affiché si toutes les conditions spécifiées sont satisfaites.

FI1GURE 3.25 — Cartographie croisée montrant les tétraedres satisfaisant la triple contrainte :
0.75m? < Ay, < 1m?, 6, < 10mm, CF > 4

L’hypotheése méthodologique formulée dans cette étude comparative des modules est celle
de tétraedres a masse constante. La démarche mise en place pourrait étre appliquée a partir
d’autres d’hypotheses comme celle de tétraedres a toles d’épaisseur constante, plus en phase
avec la réalité constructive. C’est d’ailleurs cette hypothese que nous serons amenés a faire par
la suite pour la fabrication du prototype a échelle 1.
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.1.5 Optimisation de la structure

Les études précédentes montrent que les modules possedent des propriétés structurelles tres
contrastées selon leur morphologie. Inversement, selon la localisation au sein du prototype pré-
senté aux paragraphes 3.1.2 et 3.1.3 (Fig. 3.9), les forces s’exercant sur un module donné varient
fortement et la forme du tétraedre peut s’adapter afin d’améliorer son efficacité structurelle.
Ainsi, nous proposons de mener une optimisation par recherche de forme des tétraedres pour
augmenter les performances structurelles et diminuer la quantité de matériaux impliquée.

3.1.5.1 Définition du modele d’analyse

La taille relativement modeste du prototype d’étude par rapport a une structure réelle, ne
permet pas de laisser tous les parametres libres de variation pour une fabrication a échelle 1.
Quelques études préliminaires nous ont conduits a fixer une épaisseur unique de 1.5 mm pour
toutes les toles, ainsi qu’une section constituée d’'une double corniere 30x30x3mm pour les
membrures. La géométrie de chaque module étant décrite par quatre parametres (u, 6, @, p)
et en considérant le parametre global de hauteur structurelle A défini plus haut, le prototype
est entierement déterminé par 4n,,.q + 1 parametres, n,,,q définissant le nombre de modules
différents.

L’étude est menée, comme dans la partie précédente, sur le module d’analyse structurelle
Karamba3D via un modele paramétrique aux éléments finis. Le matériau utilisé est exclusi-
vement l'acier S235. Le maillage et les éléments sont similaires, a ’exception de la poutre
infiniment raide, remplacée par la section en double cornieres.

Le chargement choisi est un cas de charge unique, uniforme et vertical, dont 'intensité cor-
respond a la combinaison du poids propre estimé de la structure, d’une véture en double vitrage
et de charges climatiques (vent + neige). Ce chargement surfacique correspond & un chargement
ponctuel de 1.5kN appliqué a chaque nceud de la nappe inférieure, soit un chargement total
de 24 kN. Le modele est simplement appuyé verticalement sur les 16 nceuds périphériques.

L’optimisation que nous menons est assez exigeante en temps de calcul, car elle nécessite
de nombreuses itérations sur un modele comportant lui-méme un grand nombre d’éléments (40
tétraedres maillés finement). De plus, Karamba3D effectue des calculs au second ordre pour
déterminer le coefficient de charge critique de flambement linéaire. Afin de diminuer le temps
de calcul global, nous nous appuyons sur les symétries de la structure, du chargement et des
appuis. Ceux-ci comportent quatre plans de symétrie : x =0,y =0,z +y=1let z +y = —1.
Il est donc en théorie possible d’effectuer les calculs sur 1/8 du modele. Dans la pratique, nous
effectuons les calculs sur le quart de plan (z > 0, y > 0) pour éviter de tronquer des tétraedres
et ainsi faciliter la mise en ceuvre des conditions d’appuis traduisant les symétries du systeme
sur des barres uniquement (Fig. 3.26).

Selon les symétries identifiées, le nombre de module différents n,,,,q est réduit a 6 ; le modele
est alors entierement déterminé par 25 parametres.

3.1.5.2 Définition des parametres d’optimisation

L’objectif de l'optimisation est double. Tout d’abord, il s’agit de minimiser la masse du
prototype, ce qui est équivalent & minimiser 'aire (A) des tétraedres puisque nous travaillons
a épaisseur de toles et a section de membrures constantes. Ensuite, il s’agit de maximiser la
résistance mécanique de la structure. Dans notre cas, le critére critique de résistance est le
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

FIGURE 3.26 — Conditions d’appuis appliquées & un quart du modele (simple fleche bleue :
blocage en translation, double fleche orange : blocage en rotation)

flambement local des toles d’acier, caractérisé par le coefficient de charge critique de flam-
bement (C'F), et non le flambement des membrures qui présentent de faibles longueurs de
flambement, ni le taux d’utilisation en contrainte étant donné le matériau a haute résistance
employé.

Cette recherche d’optimum est réalisée sous contraintes de deux types. Le premier type
concerne le critére de raideur qui limite le déplacement vertical ¢, a 30 mm (~ L/200) ; cette
limite est notée §,. Le second type concerne les contraintes de fabrication. Le rayon de courbure
minimal des toles R,,;, doit étre supérieur a 1 m pour faciliter la mise en forme manuelle et
pour rester dans le domaine élastique du matériau; cette limite est notée Ry,;,. D’autre part,
la largeur du tétraedre a mi-hauteur £}, doit étre supérieure a 0.2m, valeur limite notée Eh/g,
pour des questions de faisabilité technique et d’ergonomie dans les assemblages. Le probleme
d’optimisation se formule donc ainsi :

min A & max CF
NTIN PR YN hoi,0i,04,0:
s.t. 0, < 30mm (3.6)
gh/g = 0.2m

Afin que les différentes fonctions & minimiser /maximiser possedent une pondération com-
parable lors du processus d’optimisation, les variables sont normalisées. Pour cela, on utilise
une configuration initiale de la structure constituée de tétraedres sans courbure, possédant une
hauteur structurelle h = 0.5 m et tous les coefficients de remplissage des cellules a p; = 0.6. On
obtient alors pour valeurs initiales de la fonction aire Ay = 33m? et C Py = 3 pour la fonction
coefficient de flambement.

197



3. Mécanique du rapiécage courbe

Nous choisissons de mener une optimisation mono-objectif : pour cela, nous combinons
linéairement au sein de la méme fonctionnelle les fonctions A et C'F' a pondérations égales ainsi
que les contraintes par une méthode de pénalisation. Les contraintes sont exprimées a 1’aide de
fonctions barrieéres exponentielles d’inégalités [299] du type :

A7

oz 1 _

p=150 o(z) == (e P — 1) (3.7)
p=>5 p

p=1

FI1GURE 3.27 — Fonction barriere
d’inégalité pour différentes valeurs de p

avec p, le parametre barriere de la fonction et z la valeur plancher de la contrainte.

La valeur de p définit la sévérité de la pénalisation, la contrainte étant parfaitement respectée
quand p — +oo (Fig. 3.27). Cependant, le choix d’un parametre p élevé, du fait de la nature
de la fonction, génere des valeurs numériques tres importantes en cas de non-respect de la
contrainte, mettant en péril la convergence de l'optimisation. Dans notre cas, nous fixons la
valeur a p = 250, émettant '’hypothese de la satisfaction de la contrainte et de la bonne
convergence de 'optimisation.

L’énergie totale a minimiser se formule ainsi :

E=ex—ecr—C. — CR,, — Ctyp (3.8)

avec pour fonctions a optimiser :

A CF
- = _— 3.9
et pour contraintes :
L (op3--5.) L ( g p(Ronin=Fomin) L (gpluo—ta2)
C(;Z — (6 z—0z) __ 1) , Clen — _ (6 min min) __ 1) , th/z — (e h/27%h/2) __ 1) (310)
p p D

Contrairement aux fonctions a optimiser, il n’est pas nécessaire de normaliser les entrées
des contraintes, celles-ci agissant toutes dans le méme sens et prenant des valeurs proche de 0
ou —oo.

Etant donné la non-convexité des fonctions a évaluer et des contraintes a appliquer, nous
choisissons une optimisation non-linéaire globale implémentée dans la bibliotheque NLopt [300]
basé sur I'algorithme DIRECT [301].
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

3.1.5.3 Résultats

L’optimisation a convergé vers une solution satisfaisant les contraintes prescrites en 5000
itérations, soit environ 11h et 41 min. Les valeurs des fonctions et contraintes, notées dans le
tableau 3.4, font état d’une aire totale de tole de ~40m? et d'un coefficient de flambement
de 13.2. Les résultats mettent en évidence que les contraintes de rayon minimal de tole Ryin €t
de largeur de module a mi-hauteur Zh/g sont déterminantes puisque ces valeurs sont atteintes
pour certains tétraedres. Cela montre également que les fonctions contraintes mises en place
fonctionnent avec la précision souhaitée et que la valeur du parametre barriere p est correcte-
ment choisie. En revanche, la contrainte de raideur (0, = 30 mm) n’est pas activée, couverte
par les autres contraintes de fabrication, plus exigeantes.

Les valeurs prises par les parametres suite a I’optimisation sont indiquées dans le tableau 3.5
pour les six tétraedres différents (7,7 € {1...6})

TABLE 3.4 — Valeurs des fonctions et des contraintes apreés optimisation

A[m2] CF-] dz[mm] Rpin[m] Chyo [mm]
40.08 13.2 3.8 1.02 0.21

TABLE 3.5 — Valeurs des parametres apres optimisation

h[m] ul-] 0[°] o[°] p[m]
Global 0.604 — - — —
T - 0.600 74.890 48.192 0.296
T - 0.597 70.574 45.119 0.270
T - 0.689 60.001 49.979 0.270
Ty - 0.640 15.020 41.150 0.306
Ts - 0.556 20.542 46.253 0.325
Ts - 0.556 14.634 45.123 0.302

La distribution de la morphologie des modules fait ressortir deux tendances principales :
I’augmentation de la taille des modules du centre vers la rive et un passage progressif du type ¢,
(faces concaves) au type t3 (faces convexes), encore une fois du centre vers la rive. Ces deux
tendances peuvent s’expliquer qualitativement en comparant la distribution de la valeur des
parametres avec la répartition des contraintes de cisaillement dans un modele continu analogue :
une plaque épaisse, homogene, appuyée sur ses quatre bords et soumise a un chargement vertical
uniforme.

Les membrures supérieures et inférieures constituées de double cornieres voient apparaitre
dans leur partie libre des efforts de flexion et de cisaillement (configuration Vierendeel), le
parametre u, de valeur plus importante proche des rives vient réduire ces longueurs libres afin
d’offrir une meilleure réponse structurelle (Fig. 3.28).

L’interprétation de la variation de la concavité est moins directe et les études précédentes me-
nées sur un module seul ne nous renseignent que partiellement, car réalisées a masse constante,
contrairement au prototype dont les tétraedres sont cette fois d’épaisseur constante.
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3. Mécanique du rapiécage courbe

(a) Distribution des modules apres optimisation (b) Distribution des efforts de cisaillement
dans une plaque continue

FI1GURE 3.28 — Comparaison entre modeles discret et continu

Pour mieux comprendre le phénomeéne, nous comparons les performances du tétraedre
convexe situé aux angles du prototype (77) avec celles d'un tétraedre concave de méme hauteur,
méme coefficient de remplissage 1, et méme épaisseur de tole. Le tétraedre concave sélectionné
est celui dont les faces sont symétriques, en élévation, a celles du tétraedre convexe par rapport
aux faces du tétraedre plat (Fig. 3.29). Cette symétrie n’est bien siir plus respectée dans 1'es-
pace tridimensionnel du fait de la forme développée des faces. Placé dans les mémes conditions
expérimentales que dans la partie 3.1.4, les résultats compilés dans le tableau 3.6 montrent une
réponse mécanique plus efficace pour le tétraedre convexe, aussi bien au niveau du déplace-
ment §, que du coefficient de flambement C'F. Ces performances sont suffisamment contrastées
pour que le tétraedre convexe prenne ’avantage sur le tétraedre concave sur les rives, bien que
moins favorable d’un point de vue de la masse impliquée.

\/

(a) Symétrie (b) Tétraedre (c) Tétraedre
des faces convexe concave

FI1GURE 3.29 — Définition géométrique des tétraedres convexe et concave

D’un point de vue plus quantitatif, le réle de la courbure introduite dans les tétraedres peut
étre évaluée en comparant d’'une part le modele résultant de I'optimisation et d’autre part un
modele identique (section des membrures, hauteur structurelle h, coefficients de remplissage ;)
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

TABLE 3.6 — Comparaison des performances mécaniques
des tétraedres convexe et concave a épaisseur constante

O CF A
abs[mm] rel[%] abs[-] rel[%] absm?| rel[%)]

Tétraedre convexe 0.65 100 6.89 100 1.20 100
Tétraedre concave 1.08 166 4.29 62 0.70 58

dont toutes les faces des tétraedres sont planes. On observe les valeurs absolues et relatives de
la fleche verticale ., du coefficient de lambement C'F', de l'aire des tétraedres A et la masse
totale my., reportées dans le tableau 3.7.

Les valeurs de fleche verticale, d’aire des tétraedres et de poids total sont tres comparables.
La différence relative du poids est moindre que celle des aires des tétraedres du fait que les
deux structures comparées partagent les mémes nappes supérieure et inférieure. En revanche,
la solution avec tétraedres courbes présente un net avantage, avec un coefficient de charge de
flambement quatre fois supérieur (Fig. 3.30).

100%

80% +

60% —+

0% +

20% + .
0%

Déplacement Coefficient de Masse

flambement

B Prototype courbe M Prototype plat

FIGURE 3.30 — Impact de la courbure sur les performances du modele (simple fleche bleue :
blocage en translation, double fleche orange : blocage en rotation)

TABLE 3.7 — Contribution de la courbure aux performances mécaniques du prototype

0, CF A Mot
absmm] rel[%)] abs[-] rel[%] absm?| rel|%| abslkg] rel[%]

Prot. courbe 3.8 100 13.2 100 40.08 100 761 100
Prot. plat 3.6 94 3.6 27 39.12 98 750 99
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.1.6 Fabrication et montage

Le prototype a fait 'objet de deux montages successifs.

Le premier a été réalisé en juin 2019 a Grenoble a l'occasion d’une collaboration avec
I’Université Grenoble-Alpes, département génie civil. Quatre étudiants ont choisi pour sujet de
leur diplome de fin d’étude la fabrication de la structure et la prise de mesures expérimentales.

La structure a été ensuite transportée puis remontée de facon plus pérenne sur un systéme
de piétement sur le campus de I’Ecole des Ponts en septembre 2021. Cette fois c’est une partie
de I’équipe des permanents et des doctorants du laboratoire Navier qui a prété main forte.

La limitation des moyens humains et matériels inhérents au contexte académique ont permis
d’éprouver les hypothéses émises a propos de la facilité de fabrication et de mise en ceuvre de
la structure spatiale développée.

3.1.6.1 Pré-fabrication des tétraedres

Chaque tétraedre est constitué de quatre panneaux de 1.5 mm d’épaisseur, mis en forme par
cintrage élastique et maintenu en place par un systeme de fixation décrit plus loin. Le matériau
utilisé est I'acier S235, traité contre la corrosion par galvanisation. Les dimensions moyennes
des panneaux (contenus dans un carré de 0.8 m de c6té) et la faible épaisseur ont dirigé le choix
vers une technologie de découpe laser (Fig. 3.31).

[o2 o o o o o o

(a) Panneau tenon (x2) (b) Panneau mortaise (x2) (c) Plats de fixation (x2)

FI1GURE 3.31 — Plans de découpe du module n°1

Le bord droit est faconné dans un premier temps avec un pli, dont ’angle est propre a chaque
type de tétraedre, afin de faciliter la fixation ultérieure aux double-cornieres des membrures
(Fig. 3.35).

Le long des bords courbes des modules, nous avons affaire a un assemblage de type « ra-
piécage » (Chap. 2). Il n’est donc pas envisageable de concevoir un patron de découpe unique
pour le module puis de le mettre en forme par pliage. Les quatre panneaux sont donc assemblés
le long des bords courbes selon un principe proche de celui mobilisé pour la fabrication du
prototype « Metal Euplectella Folie » et qui releve de I'assemblage tenon-mortaise avec clé de
blocage.

Le tenon du panneau n°l (en rouge) est inséré dans la mortaise du panneau n°2 (en vert).
Une étroite bande courbe (en bleu) vient couvrir le tenon et applique une pression uniforme
sur le panneau n°2 et en maintient la courbure. Enfin, I’ensemble est définitivement verrouillé
par un boulon & téte bombé (BHC M6x10) et écrou borgne qui font office de clé de blocage
(Fig. 3.32).

Le temps de fabrication d’un module est estimé environ a 30 min a deux personnes, soit 40 hh
(heures-homme) pour I’ensemble des modules.
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7~

Insert1on tenon-mortaise
(b) Positionnement du plat de fixation

(c) Verrouillage de ’assemblage

FIGURE 3.32 — Séquence de montage de la rive courbe
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.1.6.2 Montage(s)

Le premier montage a eu lieu dans la halle d’essais de I’Université-Grenoble Alpes, dépar-
tement génie civil, et disposait de moyens de levage. Pour cette raison, la stratégie choisie a été
celle d’un assemblage complet au sol puis d'un levage de la structure sur les seize étais périphé-
riques faisant office d’appuis. La séquence de montage, illustrée en figure 3.33 est récapitulée
ci-dessous.

(i) Réception et classement : 'intégralité des toles des modules est suffisamment compacte
pour étre contenue sur une seule palette (Fig. 3.33a). Cependant, il est nécessaire de
classer les différents composants par module (4 toles + 4 bandes), mis en désordre par
I'opération d’optimisation de mise en tole pour la découpe laser (minimisation des chutes
par imbrication des pieces).

(ii) Pré-fabrication et stockage des 40 modules (Fig. 3.33b).

(iii) Assemblage de la nappe basse au sol : les double-corniéres sont assemblées par les ailes
horizontales & chaque intersection par quatre boulons a téte bombée (BHC M6x12) et
écrou borgne (Fig. 3.35).

(iv) Assemblage des modules sur la nappe basse : le pli pratiqué sur les bords rectilignes des
modules est moisé entre les ailes verticales des double-cornieres (Fig. 3.33c¢ et 3.35).

(v) Assemblage de la nappe haute : les membrures sont d’abord fixées au bord rectiligne
supérieur des modules puis entre elles a chaque intersection (Fig. 3.33d).

(vi) Levage et appui sur les étais (Fig. 3.34).

(a) Réception en kit (b) Préfabrication (c) Assemblage de (d) Assemblage de
d’un module la nappe basse la nappe haute

FIGURE 3.33 — Séquence de montage du prototype

Aux 40 hh déja mentionnées pour la pré-fabrication des modules, il faut ajouter environ 50 hh
pour le montage complet de la structure, soit un total d’environ 90 hh. Le montage s’est déroulé
sans encombre et possédait le grand avantage du confort de travail a hauteur avec un acces
simple et direct a tous les assemblages.
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

FIGURE 3.34 — Prototype levé et appuyé sur seize étais périphériques.
L’élingage est conservé pour des questions de sécurité.

FIGURE 3.35 — Détail d’exécution de I'assemblage double-cornieres/tétracdres
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Etant donné la part significative du temps dédié a la fabrication des modules, la structure
n’a été démontée que partiellement afin d’en faciliter le remontage futur. Le prototype a donc
été transporté puis entreposé a I’Ecole des Ponts en trois lots principaux : tétraedres assemblés,
cornieres, quincaillerie.

Le second montage, relativement similaire au premier, differe cependant en trois points.

Tout d’abord, la structure en double-nappe est augmentée dun piétement constitué
(Fig. 3.36) :
— d’une ceinture de fondation en profilés métalliques posés a méme le sol;

— de seize poteaux cruciformes, composés de quatre cornieres 30x30x3mm, remplacant les
étais et offrant les appuis a la structure en double-nappe;

— de trois panneaux de contreventement de 3 mm d’épaisseur en acier galvanisé.

)

Fi1GURE 3.36 — Coupe sur l'installation du prototype sur le campus des Ponts et Chaussées

Ensuite, la structure a été montée a partir de modules pré-fabriqués, ce qui a réduit le temps
de montage total a environ 70 hh au lieu des 90 hh du premier montage et cela malgré I'ajout
du piétement. Cette pré-fabrication n’est pas la seule responsable du gain de temps réalisé,
I’expérience acquise a Grenoble a également été précieuse.

Enfin, le montage en extérieur et la difficulté d’acces au site ne nous a pas permis de profiter
de moyens de levage. Cela nous a conduits vers une technique de montage en hauteur, rendu
possible par 'utilisation de plateformes sécurisées de travail de type « Gazelle ».
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Les principales étapes sont illustrées figure 3.37 et résumées ci-dessous :

(i) Pose et nivellement des profilés de fondation : le cadre est constitué de huit parties,
quatre angles et quatre parties centrales. Les angles sont soudées en atelier pour garantir
une bonne précision de 1’équerrage. Chaque partie est un H reconstitué a partir de deux
profilés en U (UPE 100) assemblé par les &mes. Ce découpage permet la manutention des
éléments par deux personnes (masse maximale d'un élément : 35kg).

(ii) Pose des éléments verticaux : poteaux et contreventement. L’ensemble de la structure
n’est stable qu’une fois la structure en double-nappe posée. Une stabilisation temporaire
est apportée par quatre cornieres d’angle.

(iii) Pose de la nappe inférieure. Celle-ci n’étant pas soutenue par le sol comme a Grenoble,
une forte déformation apparait sous son poids propre.

(iv) Etayage de la nappe inférieure afin de retrouver un niveau horizontal.
(v) Assemblage des modules sur la nappe basse.
(vi) Assemblage de la nappe haute.

(vii) Dépose des éléments provisoires : étais et corniéres de contreventement.

Le montage en hauteur, bien que permettant 1’économie des moyens de levage, s’est révélé
bien plus éprouvant que le montage au sol. En effet, les hauteurs de travail limitées offertes par
les plateformes impliquaient un assemblage peu aisé. Un platelage complet juste en-dessous de la
nappe inférieure, reconstituant ainsi les conditions du montage de Grenoble, aurait grandement
facilité I'acces aux différentes parties de la structure. De plus, malgré la pré-fabrication des
modules, un grand nombre d’assemblage par boulonnage reste a réaliser sur site (918 pour la
nappe et 336 pour le piétement). Dans la partie 3.1.8 nous évoquons des pistes pour augmenter
la part de pré-fabrication dans la réalisation de ce type de structures.
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3. Mécanique du rapiécage courbe

(a) Pose des profilés de (b) Pose des éléments verticaux (c) Pose de la nappe inférieure
fondation

(d) Etayage de la nappe (e) Assemblage des modules sur  (f) Assemblage de la nappe
inférieure la nappe basse haute

(g) Dépose des éléments provisoires

FI1GURE 3.37 — Séquence du montage aux Ponts et Chaussées
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FI1GURE 3.38 — Montage du prototype avec les équipes
du Laboratoire Navier et de I’entreprise Viry
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FIGURE 3.39 — Vue intérieure et de détail
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3.1.7 Mesures expérimentales

Deux campagnes de mesures ont été menées par le laboratoire 3SR (UMR 5521) sur le proto-
type monté dans la halle d’essais de I’'Université-Grenoble Alpes. Ces mesures nous permettent
d’évaluer expérimentalement la réponse mécanique de la structure construite a échelle 1 et
d’établir des comparaisons quantitatives avec les modeles d’analyse numérique aux éléments
finis.

La premiere campagne concerne la mesure de déplacement sous chargement et a été réalisée
par Vincent Richefeu. La seconde campagne mesure les fréquences propres et a été réalisée par
Dominique Daudon.

3.1.7.1 Mesures de déplacements

La méthode utilisée pour évaluer les déplacements de la structure est celle de la corrélation
d’images numériques. Deux clichés, pris avant et apres chargement, sont comparés dans le plan
vertical xz afin d’évaluer le déplacement des membrures de la nappe inférieure. Une premiere
série de mesures donne l'allure globale, quoiqu’approximative, de la déformée sur la moitié de
la portée. La seconde série, plus précise, se focalise sur la déformée locale a mi-portée.

3.1.7.1.1 Série n°1

La premiere série reproduit les conditions dans lesquelles le prototype a été optimisé : chaque
nceud de la nappe inférieure regoit un chargement ponctuel de 1.5kN (sacs de sable).

Les symétries de la structure nous permettent de considérer les mesures effectuées sur deux
demi-membrures de la nappe inférieure comme représentatives de la déformation de I’ensemble
de la structure. La figure 3.40 illustre les points de chargement, la configuration de prise de vue
et les éléments captés. L’appareil photo est placé en légere contre-plongée, ce qui permet de
suivre les deux membrures sur un seul cliché, mais dégrade la qualité de prise de vue et offre
une précision relativement médiocre, sans doute due & un probleme de parallaxe. Des mouchetis
imprimés sont disposés le long des deux membrures au niveau des fixations des tétraedres.

SZINAN
NN
B 2NN
%ggébg%.x@lg

mm) Camera

Poutre intérieure
—— Poutre extérieure

® Charge ponctuelle : 1.5kN

N

A

FI1GURE 3.40 — Protocole d’acquisition : série n°1
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Les graphiques des figures 3.41a et 3.41b représentent en ordonnées le déplacement vertical
de la structure suite au chargement. Les valeurs relevées par corrélation d’images (d¢y) sont
représentées par des points bleus dont la taille est inversement proportionnelle au niveau de
confiance des mesures (coefficients de corrélation). Ces valeurs sont aux nombres de 17 et
de 15 pour respectivement les membrures intérieure et extérieure. Les courbes orange (poutre
intérieure) et verte (poutre extérieure) représentent la déformée prédite par le modele aux
¢léments finis (0gp). L’abscisse représente la coordonnée x sur la membrure; x = Omm est
I’appui au niveau de 1’étai et x = 2875 mm est 'axe de symétrie de la structure.

0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

0.5 \
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T — ~@
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3 . - S~— 3
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Coordonnée x [mm] Coordonnée x [mm]
® Mesures =——Modéle éléments finis ® Mesures =——Modele éléments finis
(a) Poutre intérieure (b) Poutre extérieure

FIGURE 3.41 — Série n°l : comparaison mesures / modele aux éléments finis

On remarque bien, dans les deux cas, que le déplacement aux appuis (x = Omm) est
quasiment nul. Pour la membrure intérieure, 'ordre de grandeur des déplacements est de 1
a 2 mm au niveau du premier tétracdre (z = 575 mm), de 2.5 a 3.5 mm au niveau du second
tétraedre (x = 1725 mm) et de 3 & 3.5 mm au niveau du troisieme tétraedre ou de la mi-portée
(x = 2875 mm). Pour la membrure extérieure, les déplacements sont d’environ 0.5 & 1.5 mm au
niveau du premier tétraedre et de 1.5 a 2.5 mm au niveau du second tétraedre ; les mesures a
mi-portée n’ont pas été effectuées pour la membrure extérieure.

Qualitativement, les analyses que nous formulons sont valables pour les deux membrures.
Nous remarquons que les mesures effectuées sont conformes a la forme de fleche prédite par
le modele aux éléments finis qui est globalement celle d’une structure en flexion soumise a un
chargement uniforme. Plus localement, on observe trois « paliers » (deux entiers et un demi au
centre) qui correspondent a la localisation des tétraedres. Cela témoigne de la discontinuité de
raideur en cisaillement d’une telle structure.

Afin d’estimer quantitativement la qualité de la prédiction du modele d’analyse numérique,
on s’appuie sur les écarts (As,) et écarts relatifs (%A;,) entre les valeurs de fleche du modele
au éléments finis (0gr) et les mesures expérimentales réalisées par corrélation d’images (d¢r)
ainsi que sur leurs moyennes (As. et %A;.)

Opr — 0
As, = 0pr — dor1 NAs, = W x 100
n 0 3.11)
| B | (
A =-YA A ==Y %A
5z n =~ 522' % 6z n P % 521'

avec n, le nombre de mesures.
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TABLE 3.8 — Ecarts absolus et relatifs entre mesures et modéle aux éléments finis

As, [mm] Y0, ]
Membrure intérieure 0.08 4.98
Membrure extérieure -0.08 -5.74

Les résultats, compilés dans le tableau 3.8 montrent une bonne correspondance entre mesures
et prédiction numérique avec, dans les deux cas, un écart moyen As. < 0.1 mm et un écart relatif
moyen %ng ~ 5%. Cependant la forte dispersion des mesures, ne permet pas de positionner
la prédiction numérique par rapport aux mesures expérimentales : la raideur de la membrure
intérieure semble surestimée, au contraire de la membrure extérieure. De plus, pour chacun des
cas, on peut trouver des écarts relatifs pouvant varier de %A;, = £30%.

3.1.7.1.2 Série n°2

Pour pallier 'imprécision des mesures due a la prise de vue, la seconde série se concentre
sur une seule membrure (intérieure), sur une longueur restreinte (~ 55cm) en partie centrale.

Malheureusement, les conditions expérimentales n’ont pas permis de procéder a nouveau a
un chargement complet trop cofliteux en temps (et trop éprouvant !). Seul un quart du prototype
a pu étre chargé par quatre charges ponctuelles de 1.5kN (Fig. 3.42). Cette configuration de
chargement ne respectant pas les conditions de symétries énoncées précédemment, un modele
d’analyse aux éléments finis complet est mis en place afin de comparer les résultats.

mm) Camera

Poutre intérieure

® Charge ponctuelle : 1.5kN

FIGURE 3.42 — Protocole d’acquisition : série n°2

Les conditions de prise de vue permettent d’atteindre une bien meilleure précision que
lors de la premiere série avec une précision annoncée de +0.02mm. Le graphique de la fi-
gure 3.43 représente en ordonnée, de fagon similaire a la premiere série, le déplacement vertical
suite au chargement dissymétrique de la structure. Les 153 valeurs relevées par corrélation
d’images (d¢cr), localisées a mi-portée sur une longueur d’environ 55 cm, sont représentées par
des points bleus. La courbe orange représente la déformée prédite par le modele aux éléments
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3. Mécanique du rapiécage courbe

finis (dgr) sur la portée complete (0mm < = < 5750 mm). On constate bien, en conséquence
du chargement dissymétrique, une forme de fleche également dissymétrique, constituée de dé-
placements plus importants au niveau des membrures libres et de cing paliers au niveau des
tétraedres.
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® Mesures Modele éléments finis

FIGURE 3.43 — Série n°2 : comparaison mesures / modele aux éléments finis

Les mesures indiquent un déplacement vertical compris entre —0.83 mm et —0.90 mm avec
un déplacement moyen de —0.87 mm, résultats cohérents avec la série n°1 pour un chargement
global réduit au quart. Nous observons que les mesures suivent fidelement la courbe de la fleche
prédite par le modele numérique avec un léger décalage vers les valeurs négatives. Selon les
définitions données au paragraphe précédent, ce décalage peut étre quantifié par une moyenne
des écarts absolus de As. = 0.06 mm et relatifs de %A;, = 6.8%.

Il n’est cependant pas a exclure que ces mesures, en raison de leurs tres faible valeurs,
soient entachées d’erreurs dues a la possible déformabilité des appuis lors du chargement. Or la
captation étant réalisée exclusivement en partie centrale de la membrure, il n’est pas possible
de procéder a une correction a posteriori des mesures. Cependant, pour une déplacement faible
des appuis, I'angle de déformation est peu sensible a cette erreur et constitue un indicateur
plus fiable de comparaison entre le modele numérique et les mesures expérimentales. Sur le
trongon de 55 cm considéré, les valeurs des mesures in situ ainsi que celles extraites du modele
aux éléments finis sont approchées par régression linéaire, puis I'angle entre les deux droites
est considéré. L’écart angulaire absolu est égal a T% = —0.00067° soit un écart relatif de
Ty, = —9.9%.

Suite a ces observations, on peut conclure que le modeéle numérique aux éléments finis estime
fidelement le comportement de la structure avec une légere tendance a sur-estimer la raideur si
on considere les mesures de déplacements. Les mesures angulaires, au contraire, indiquent plutét
une sous-estimation dans le trongon considéré. L’hypothese la plus probable pour expliquer ces
différences porte sur les connexions, considérées comme parfaites dans le modele numérique,
alors que les assemblages boulonnés (boulons BHC M6) dans le prototype ont été exécutés avec
un jeu de 1 mm.

3.1.7.2 Mesures de fréquences propres

Les mesures de fréquences propres de la structure sont réalisées par analyse de vibrations
ambiantes. Le principe consiste a mesurer, in situ, la réponse spectrale de I'objet d’étude a
une excitation ambiante, c’est-a-dire des excitateurs déja présents dans le milieu de mesure. En
milieu urbain, il peut s’agir de transports (trafic routier, métro...) ou de diverses machines en
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

fonctionnement. Cette méthode, initialement développée dans le cadre d’études géotechniques
et sismiques, s’est considérablement déployée dans le domaine du génie civil pour les analyses
modales de batiments et d’ouvrages d’art [302-304].

Le relevé est réalisé au moyen de vélocimetres ultra-sensibles qui mesurent la réponse spec-
trale de la structure dans les trois directions de l'espace. Il est courant d’appeler (V) et (E) les
deux directions dans le plan zy et la direction verticale est notée (7). Ces données brutes sont
traitées par décomposition en séries de Fourrier dans le logiciel GeoPsy [305], puis combinées
dans le rapport H/V (rapport de la moyenne des composantes horizontales (N et FE) sur la
composante verticale (Z) des amplitudes spectrales). Ce rapport donne une bonne estimation
des fréquences prédominantes du site ou de la construction a évaluer [306,307].

Dans le cas de mesures relatives a une structure, il est nécessaire de procéder a deux sé-
ries de relevés consécutives pour distinguer les vibrations propres au site (géotechnique, dalle
d’essai, machines en cours de fonctionnement) de celles relatives a la construction. Concernant
le spectre de fréquence de captation, il faut noter que les capteurs employés ne montrent des
performances fiables qu’au-dela de 1Hz et que le traitement des données réduit la fréquence
maximale d’acquisition de moitié. La captation est donc menée jusque 200 Hz pour une analyse
allant jusque 100 Hz.

3.1.7.2.1 Mesure des fréquences propres du site

Afin de déterminer les vibrations propres relatives au site, les vélocimetres sont disposés a
méme le sol de la dalle d’essais. Les trois réponses spectrales (Fig. 3.44a), compartimentées en
neuf fenétres de temps, présentent des amplitudes exploitables pour le calcul du rapport H/V,
excepté quelques zones de saturation dans la direction verticale (7). La figure 3.44b présente le
diagramme du rapport H/V par une ligne continue noire ; les lignes pointillées noires délimitent
I’écart type. Ces courbes synthétisent celles des différentes fenétres temporelles dessinées en
arriere-plan.
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(a) Réponses spectrales (b) Réponses fréquentielles

FIGURE 3.44 — Mesures de fréquences propres du site

La réponse fréquentielle de la dalle en H/V montre deux pics correspondant aux valeurs
de fréquences 0.3 Hz et 75 Hz (Fig. 3.44b). La premiere valeur (0.3 Hz), quoique peu fiable en
raison des capacités des capteurs utilisés, semble classique sur le site de la dalle d’essai de
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3. Mécanique du rapiécage courbe

I’Université-Grenoble Alpes ou ce type d’analyse fait couramment apparaitre des fréquences
de 0 & 5Hz dues au sol. La seconde valeur (75 Hz) est vraisemblablement due a une machine en
fonctionnement sur le site.

3.1.7.2.2 Mesure des fréquences propres de la structure

Les vibrations propres de la structure sont mesurées en disposant les vélocimetres directe-
ment sur la structure. Les trois réponses spectrales (Fig. 3.45a), également réparties en neuf
fenétres de temps, montrent des parties beaucoup plus saturées qui seront filtrées (parties en
vert sur le graphique) dans les analyses a venir.

La réponse fréquentielle (Fig. 3.45b) de la structure présente quatre éléments identifiables :

— un plateau de 0 a 0.4Hz;
— un pic tres net a 2.8 Hz;
— un pic vers 20 Hz;

— un ensemble de pics dont le plus important est situé vers 68 Hz.
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(a) Réponses spectrales (b) Réponses fréquentielles

FIGURE 3.45 — Mesures de fréquences propres de la structure

Le plateau de 0 a 0.4Hz, quoique peu précis (écart type treés important) en raison des
capacités des capteurs, correspond tres vraisemblablement a la valeur de 0.3 Hz identifiée dans
la premiere série de mesure et caractéristique du site. Son caractére plus diffus vient du fait
que la mesure a été réalisée par I'intermédiaire de la structure. A I'autre extrémité du spectre,
I’ensemble des pics autour de la valeur de 68 Hz peut étre attribué a la machine en cours de
fonctionnement sur le site.

I1 apparait donc deux nouvelles valeurs de fréquences (2.8 et 20Hz), non-identifiées dans
les mesures précédentes, qui semblent attachées au prototype. Pour confirmer cette hypothese,
nous comparons ces valeurs a celles données par le modele numérique aux éléments finis.

Pour reproduire les conditions expérimentales de la mesure, le modéle numérique est enrichi
de supports simulant les étais, stabilisés par trépieds. Ces derniers, de nature télescopiques, avec
un fat ¢56 mm, une coulisse $p48.3 mm, tous deux d’une épaisseur de 1.8 mm sont modélisés par
une poutre tubulaire, 56 mm et épaisseur 1.8 mm en acier 5235, encastrée en pied et articulée
en téte.
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

Les résultats d’analyse de modes de vibrations réalisés dans le logiciel Karamba3D met en
évidence quatre modes principaux au regard de la masse modale associée et sont reportés dans
le tableau 3.9. Les deux premiers modes se situent autour de la valeur de fréquence de 6.3 Hz
et les deux suivants vers 20.5 Hz. En fait, il s’agit de modes doubles qui correspondent a deux
configurations symétriques de la structure. On peut observer que ce phénomene de mode double
se poursuit pour les modes suivants.

Les deux modes situés aux alentours de 6.3 Hz sont des modes de flexion horizontale des
étais (Fig. 3.46a) et correspondent au pic observé & 2.8 Hz par les mesures expérimentales. La
valeur, certes deux fois supérieure, peut s’expliquer par la modélisation assez grossiere des étais
qui a tendance a surévaluer leur raideur :

— la poutre est modélisée par une section constante de 56 mm alors qu’elle possede une
section réduite a ¢48.3 mm sur une partie de sa longueur;

— le jeu entre le flit et la coulisse est négligé ;
— les conditions d’appuis en téte et en pied sont considérées comme parfaites.

Les deux modes situés aux alentours 20.5 Hz sont des modes de flexion verticale de la double
nappe (Fig. 3.46b) et correspondent parfaitement au pic de 20 Hz observé expérimentalement.

TABLE 3.9 — Fréquences propres et masses modales, modeéle aux éléments finis

Mode Fréquence propre[Hz] Masse modale[kg]

1 6.36 1050.33
2 6.45 1036.58
3 20.44 221.02
4 20.71 218.12
) 28.08 0.91
6 28.08 0.91
7 28.39 0.78
8 28.40 0.78

(a) Mode 1&2 : étais (b) Mode 3&4 : double nappe

FIGURE 3.46 — Déformations associées aux modes 1 a 4
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.1.8 Conclusion

Le prototype SSDSC initie la réflexion sur un systeme structurel hybride constitué de mem-
brures linéaires et de modules de cisaillement surfaciques. Selon une distribution optimale de
ces modules, cette structure spatiale peut adopter simultanément des configurations triangu-
lées ou Vierendeel. Ces hypotheses de conception ont été mises a I’épreuve de la fabrication a
I’échelle 1 par deux montages successifs, a Grenoble puis sur le campus des Ponts et Chaussées.
Une série de mesures expérimentales in situ montre une tres bonne prédictibilité des modeles
de simulation numérique.

Les études menées a 1’échelle d’'un module montrent que la paramétrisation proposée a partir
d’un nombre limité de variables permet d’atteindre une grande variété de formes qui engendrent
un éventail important de réponses structurelles. Malgré les premiers résultats obtenus, il s’agit
d’une compréhension partielle du comportement du module, puisque l’analyse ne comporte
qu'un cas de charge (cisaillement), exclut 'apport des membrures et n’integre la variation que
de trois parametres. L’étude exhaustive menée dans la partie 3.2 fournira une caractérisation
complete de la raideur du module en identifiant les contributions respectives des membrures
et des tétraedres sous les différents types de déformations. Puis, dans cette méme partie, nous
étudierons la possibilité d’intégrer cette caractérisation dans un modele équivalent de plaque
épaisse, permettant de faire I’économie de la modélisation géométrique et mécanique complete
de la structure.

La versatilité de forme des modules a été mise a profit dans une optimisation globale de la
structure qui a permis d’améliorer le fonctionnement structurel tout en réduisant la quantité
de matiere impliquée dans sa fabrication. Pour cela, I'introduction de la courbure au sein des
modules a augmenté les caractéristiques mécaniques (coefficient de charge critique de flambe-
ment) sans dégrader pour autant les autres performantes de la structure (masse, raideur). Il est
cependant nécessaire de s’interroger sur la possibilité d’appliquer les méthodes d’optimisation
développées pour la conception de ce prototype sur les structures de tailles plus importantes. En
effet, dans une structure comportant un nombre significativement plus important de modules
(pour des raisons de taille de la structure et/ou de conditions de symétries moins favorables),
I’augmentation du nombre de parametres, couplée a celle de la taille des modeles aux éléments
finis, remet en cause la possibilité d’employer des algorithmes d’optimisation globaux, du moins
dans des conditions similaires a celles du prototype. Une stratégie alternative et des outils opé-
rationnels seront étudiés dans la partie 3.3 afin de développer des solutions compatibles avec le
temps du projet d’architecture sur des structures aux dimensions plus ambitieuses.

Deux enseignements principaux sont a tirer des deux montages réalisés : préfabrication et
montage au sol. Les assemblages linéaires, situés sur les quatre bords des modules tétraédriques
sont chronophages étant donné le nombre important de connexions ; il est donc essentiel qu’elles
soient réalisées dans des conditions favorables et non en hauteur. Le second montage a pris le
parti de ne pas désassembler les modules et ainsi conserver les assemblages linéaires situés
sur les bords courbes des modules. Nous suggérons de prolonger cette piste en associant, des
I’étape de préfabrication, les portions de membrures inférieures et supérieures connectées a
un module. Les assemblages linéaires situés sur les bords rectilignes des modules seront ainsi
réalisés en atelier et a une hauteur appropriée. Les assemblages réalisés sur site sont alors
limités aux connexions ponctuelles entre unités constituées d’un tétraedre et de deux portions
de membrures (Fig. 3.47). La contrepartie a cette proposition est la perte de continuité des
membrures dont I'impact sur les performances mécaniques est évalué dans la partie 3.2.2.3.
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3.1. Conception et fabrication du prototype SSDSC

(b) Montage par modules complets : membrures et tétraedres

FIGURE 3.47 — Proposition de montage alternatif
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.2 Modele équivalent de plaque épaisse

3.2.1 Etat de l’art

Les structures spatiales trouvent toute leur pertinence lorsqu’elles couvrent de grandes por-
tées. Elles sont alors constituées d’un nombre important d’éléments et la question du niveau
de complexité de leurs modélisations géométrique et mécanique se pose. Cette question est
d’autant plus critique si, comme dans le cas qui nous intéresse, tout ou partie des éléments est
de nature surfacique. La génération géométrique plus complexe des éléments bi-dimensionnels,
leur maillage, ainsi que le temps de calcul supplémentaire lors d'une analyse aux éléments finis
peuvent constituer une barriere a 'utilisation de telles configurations dans un projet. La mise au
point de modeles équivalents, sans doute moins précis, mais plus agiles dans les phases amont
du projet, est donc un enjeu important pour permettre I'exploration de solutions structurelles
basées sur 'emploi des surfaces développables.

Une premiere stratégie, de nature locale, consiste a évaluer le comportement mécanique de
chaque surface participant a la structure globale et les substituer par des modeles simplifiés.
Tran [114], dresse un état de I'art détaillé sur la question du comportement mécanique des pan-
neaux courbes et constate que les références bibliographiques sur le sujet sont peu nombreuses
et lacunaires par rapport a celles dédiées aux plaques planes ou aux coques de révolution. Il
note également que I'approche normative des Eurocodes ne couvre pas directement la question
des tdles courbes et propose en conséquence plusieurs approches pour I’évaluation de la charge
ultime et de la charge critique de voilement de panneaux cylindres. Cependant, ces approches
ne sont valides que sous des conditions de chargement (compression axiale ou transverse, pres-
sion uniforme...) et de géométrie (t6le rectangulaire) restreintes. Les modules tétraédriques de
la structure spatiale que nous étudions semblent difficilement compatibles avec ces hypotheses :
les faces triangulaires du module dont la géométrie résulte de ’assemblage auto-contraint avec
les deux faces adjacentes, montrent une distribution de contraintes tres variable au bord et en
partie courante de la surface (Fig. 3.48).

T = 10kN

63.8 Mpa
12.5 Mpa
21.3 Mpa

0.0 Mpa
-21.3 Mpa
-42.5 Mpa
-63.8 Mpa

(a) Directions de contraintes (b) Contraintes de Von Mises
principales

FIGURE 3.48 — Réponse mécanique d’'un tétraedre sous chargement de cisaillement
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

Une autre stratégie, cette fois de nature globale, consiste a construire un méta-modele
par une méthode d’homogénéisation, afin d’approcher le comportement réel de la structure
tout en s’affranchissant de sa modélisation détaillée [89,308]. Cette approche macroscopique
considere alors ’ensemble de la structure spatiale a double nappe comme une plaque hétérogene
périodique.

L’homogénéisation est une méthode d’analyse mécanique qui peut étre appliquée a diffé-
rentes échelles selon 'objet d’étude : celle du matériau (matériaux architecturés, matériaux com-
posites, poreux, cellulaires...), du composant architectural (tole perforée, panneau sandwich),
de la structure (systéme réticulé). Quelle que soit I’échelle, I'objectif est d’obtenir les proprié-
tés mécaniques effectives du matériau (de la structure) a partir de 'observation d'une cellule
unitaire, région représentative de 'ensemble : le Volume Elémentaire Représentatif (VER). Le
matériau (la structure) est alors remplacé par son équivalent homogene avec les propriétés ef-
fectives déterminées a partir du VER. La distribution des champs au sein du matériau est alors
calculée sur la base du matériau homogene. Bien que les méthodes d’homogénéisation pour les
matériaux et les structures soient comparables dans leur approche, elles se distinguent cepen-
dant dans la nature des propriétés mécaniques effectives a déterminer, la premiere recherchant
les coefficients de la matrice de rigidité liant contraintes et déformations, la seconde cherchant a
déterminer les coefficients de la matrice de raideur liant cette fois les efforts et les déformations
généralisés.

Le champ d’application de 'homogénéisation est tres vaste, aussi nous focalisons-nous ici
sur celle concernant spécifiquement les structures réticulées. Les différentes méthodes d’homo-
généisation pour celles-ci, ainsi qu'une large bibliographie, ont été répertoriées dans les travaux
de Noor [309] qui les classe en quatre grandes familles :

— méthode d’identification des forces et déformations d'une petite partie du treillis (VER)
a celle d'une petite partie de la structure homogene ;

— méthode d’analyse de champ discret ;

— méthode d’identification d’énergie d'une petite partie du treillis (VER) a celle d'une petite
partie de la structure homogene par le développement en séries de Taylor des déplacements
nodaux du treillis;

— méthode des développements asymptotiques.

Il est souvent fait mention dans la littérature de la méthode utilisée par Gibson et Ashby
[310] pour illustrer la premiere méthode d’homogénéisation listée ci-dessus. Celle-ci consiste
a étudier les modes de déformation d’une cellule unitaire soumise a des charges données. Les
propriétés effectives du matériau sont déduites en supposant que les modeles de poutres sont
de type Euler-Bernoulli. Cette méthode fournit généralement des résultats satisfaisants dans le
cas de topologies de cellules relativement simples, mais montre ses limites en cas de plus grande
complexité dans la connectivité des barres [311].

La méthode la plus courante pour ’analyse de champs discrets est la formulation d’équations
aux différences appliquées au treillis. Ces équations sont alors résolues, soit directement, soit
par I'intermédiaire d’équations différentielles approchées. Cette méthode est décrite en détail
dans l'ouvrage de référence de Dean [312].

Les méthodes énergétiques ont plus spécifiquement été développées par Noor [309] qui consi-
dere un systeéme essentiellement dominé par les forces axiales constitué de barres bi-articulées
puis, plus récemment, par Kumar et McDowell [313] qui introduisent la notion de densité
d’énergie de déformation dans une cellule constituée de poutres en flexion.
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Enfin, la derniere méthode mentionnée ci-dessus s’appuie sur les développements asymp-
totiques dont le concept mathématique et ses applications sont exposés dans Bantous-
tan et al. [314] ainsi que dans Sab et Lebée [315]. Cette technique consideére deux échelles
simultanément : une échelle macroscopique, ot la structure hétérogene est supposée se compor-
ter de fagon homogene, et une échelle microscopique pilotée par le comportement de la cellule
unitaire.

Afin d’identifier les propriétés mécaniques effectives a déterminer, la méthode d’homogénéi-
sation doit s’appuyer sur un modele mécanique de la structure. La morphologie des structures
spatiales a double nappe, ou la hauteur structurelle est petite devant la portée dans les deux
directions du plan, nous oriente vers un modele de plaque. La littérature sur le sujet est extré-
mement vaste et nous nous contenterons ici de rappeler les principaux modeles ainsi que leur
domaine d’utilisation [315,316].

L’objectif principal de la théorie des plaques est de réduire la complexité d’un modele
tridimensionnel vers un modele bidimensionnel tout en gardant une description précise des
champs de contraintes et de déformations. Pour cela, deux approches principales existent. La
premiere approche, dite axiomatique, émet des hypotheses a priori sur le champ de déplacement
de la plaque et sépare les coordonnées en plan et hors plan de la plaque. La seconde approche,
dite asymptotique, part du probleme tridimensionnel avec un petit parametre £ et observe
son évolution quand ¢ tend vers zéro. Dans le cas des modeles de plaques, le petit parametre
s’exprime comme le rapport entre 1’épaisseur et la portée.

Le premier modele axiomatique de plaque largement utilisé est initié par Kirchhof puis
complété par Love en 1888 [317]. Connu sous le nom de théorie de Kirchhof-Love ou théorie
des plaques minces, ce modele repose sur les hypothéses suivantes :

— le déplacement de la plaque est uniforme dans I’épaisseur ;
— une ligne normale au feuillet moyen reste normale pendant la transformation.

Ces hypotheses impliquent que la déformation de cisaillement transverse ainsi que l'effet de
Poisson hors plan sont négligés et limite le domaine d’application de cette théorie a des plaques
dont 1'épaisseur est tres petite devant la portée.

La théorie de Reissner-Mindlin, considérée comme une extension de la précédente, corrige
cette lacune en assouplissant la deuxieme hypothese de la théorie de Kirchhof-Love. Formulée
par Reissner en 1945 [318] puis par Mindlin en 1951 [319], cette théorie permet une meilleure
évaluation des déformations et des contraintes de cisaillement. Une ligne normale au feuillet
moyen reste rectiligne pendant la transformation mais ne demeure pas nécessairement normale
au feuillet moyen déformé. Les hypotheses de la théorie de Reissner-Mindlin peuvent se formuler
ainsi :

— le déplacement transverse de la plaque est uniforme dans ’épaisseur;
— la variation de déplacement en plan est linéaire dans 1’épaisseur.

Enfin, la théorie du « Bending-Gradient », développé par Lebée et Sab [320,321], est un
prolongement du travail de Reissner [318]. L’ajout de degrés de liberté dans la formulation de
cette théorie permet de remplacer 'effort tranchant classique par un effort tranchant généralisé
lié au gradient du moment fléchissant. Cette approche axiomatique peut néanmoins étre justifiée
par une approche asymptotique [322].

Pour une compréhension plus détaillée des modeles asymptotiques pour les plaques homo-
genes et hétérogenes, nous renvoyons vers [316,323].
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3.2.2 Principes d’homogénéisation

Dans la pratique, comme dans la littérature [287,315], le rapport entre la hauteur structurelle
et la portée (inverse de 1'élancement) des structures a double nappe est souvent compris entre
1/10 et 1/30. De plus, la configuration Vierendeel que peut adopter la structure que nous étudions
implique une contribution accrue du cisaillement dans le comportement du treillis spatial. Pour
ces raisons, et pour les questions de symétries de la structure, nous choisissons un modele
homogene de plaque de Reissner-Mindlin.

Malgré la nature hybride de la cellule élémentaire, composée d’éléments linéiques et sur-
faciques, les conditions de liaison et de périodicité sur les faces de cette cellule sont simples
(§ 3.2.2.3). La méthode d’identification des forces et déformations décrite dans le section précé-
dente peut alors étre appliquée a notre probleme. Il s’agit donc de déterminer tous les coefficients
de la matrice de raideur de plaque [R] définie par la relation :

B .

-
Il

| N ] [ Ay A Az | B Bz Big Exa
Ny, Ay Agy Asz| Bia By Bag 0 Eyy
Ny Az Agz Asz | Bis Doz Basg 2e4y
M, _ Biy1 By Biz| Dy Dip Dis Xzx
M,, By By Baz | D1z Day Dos 0 Xyy
Ma:y B3 By Bsz | Dig Dy Dag 2Xay
Vi 0 0 Ey Eyp Vaz

| ‘/y | | B _E12 E22 | i Vyz J (312)
6$J?
A B 0 Eyy
2E 4y
i X{L‘CE
B D 0 Xyy
2Xay
0 0 E Yz

| i | Yy |

avec [F ] et [5], vecteurs des efforts et des déformations généralisées.
La matrice de raideur de plaque [R] (dite ABBDE) se décompose en quatre sous-matrices :

— la matrice (3 x 3) [A] : matrice des raideurs membranaires ;

— la matrice (3 x 3 ] : matrice des raideurs flexionnelles ;

(3x3) [D
— la matrice (3 x 3) [B] : matrice de couplage membrane-flexion ;
(2x2)[E

— la matrice (2 x 2) ] : matrice des raideurs des efforts tranchants.

La démarche consiste, suite a 'identification du volume représentatif élémentaire, a imposer
successivement a celui-ci les huit déformations généralisées et a observer les efforts généralisés
induits, eux-mémes calculés a partir des réactions d’appuis de la cellule. Par identification entre
les efforts et les déformations généralisés, on peut déterminer tous les termes de la matrice de
raideur.
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.2.2.1 Géométrie du Volume Elémentaire Représentatif
3.2.2.2 Description de la géométrie

Les nombreuses symétries présentes dans notre structure nous offrent plusieurs choix pour la
définition du Volume Elémentaire Représentatif (VER). Afin de simplifier les conditions d’ap-
puis et de périodicité, nous choisissons une cellule dont les faces sont en contact uniquement
avec les membrures supérieures et inférieures, évitant ainsi les éléments surfaciques. Cela sup-
pose d’orienter les faces des cellules a 45° par rapport a la direction des membrures. Dans cette
configuration, la périodicité dans les deux directions des faces apparait tous les deux modules
(Fig. 3.49). Nous entendons par module un ensemble composé d’'un tétraedre, d’'une membrure
supérieure et d’'une membrure inférieure délimitées dans leurs longueurs par les nceuds d’as-
semblage comme suggéré en conclusion de la partie précédente. Le VER est donc constitué de
quatre modules.

FIGURE 3.49 — Identification du VER au sein de la structure

On définit le systeme d’axes du VER Ry (Oy, Zv, yv, zy) tel que (Fig. 3.50a) :
— lorigine du repeére Oy soit situé au centre de gravité du VER ;

— Paxe Z soit vertical vers le haut (perpendiculairement a la surface moyenne de la struc-
ture) ;

— les axes T et I/ orientés a 45° par rapport aux membrures.

On peut alors nommer les six faces du VER selon 'orientation de leur normale par rapport
au systeme d’axes défini : x, /x_ vy, /y_, 2, /z_ (Fig. 3.50Db).

Selon les axes de ce repeére, la dimension en plan d’un module est b = ?ﬁ, ¢ étant la largeur
de trame des membrures inférieures et supérieures, définie dans la partie 3.1.3; le VER s’inscrit
donc dans un parallélépipede rectangle de c6té 2b et de hauteur h. Les quatre modules du VER,
numérotés de 0 a 3 (My...Mj3), possedent des géométries identiques, mais les modules M et
M, présentent une rotation de 90° par rapport aux modules M, et Mj3. Les points de références
correspondant aux connexions entre modules sont numérotés de 0 a 8 (Fig. 3.50a).

Le systeme d’axe des poutres du VER Rp(Op,T5,yp, Zp) est une rotation du repére Ry
de 45° autour de I'axe Zy. Il est donc aligné en plan avec les membrures inférieures et Op = Oy
(Fig. 3.51a).
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

(a) Ry : Repere du VER (b) Nomenclature des faces

FIGURE 3.50 — Définition du VER

Nous profitons de la définition du VER et de son systeme d’axes pour établir d’autres points
de référence et reperes qui seront utilisés par la suite, en particulier dans la partie 3.2.3.

A TVéchelle de chaque module ¢ (Fig. 3.51b), un systeme d’axe Ry, (Ows,, Tar,, Uni,, 2a1,) st
défini avant chargement tel que :

— l'origine du repere Oy, soit situé au centre de gravité du module 7 ;
—> —-— —> — —> —
— TM; =XV, Ym, = Yv, ZM; = RV

Aprés un mouvement de corps rigide du module (Partie 3.2.3), le repére R, devient

(a) Rp : Repere des poutres (b) Ry, : Repére du module

FIGURE 3.51 — Définition de reperes liés au VER
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Chaque point de référence 7 d’'un module ¢ est numéroté de 0 a 3 et est associé a six autres
points (Fig. 3.52) :

— S;; 1 Sommet du tétraedre avant mouvement de corps rigide;

— S, ; : Sommet du tétraedre apres mouvement de corps rigide ;

— E, ; : Extrémité de la membrure avant mouvement de corps rigide ;
— El’] : Extrémité de la membrure apres mouvement de corps rigide ;
— A;; : Appui avant déplacement imposé (=E; ;) ;

— A}, : Appui apres déplacement imposé.

A,

(a) Points dans la configuration (b) Points suite a un (c) Points suite au déplacement
initiale mouvement de corps rigide imposé des appuis

FI1GURE 3.52 — Définition des points de référence

, . N —_ —— — P
Enfin, on définit un repere local Rp, ,(Op, ;,Zp,,Yp,,, Zr,,) attaché a chaque poutre P ; du

module 7.
R
zp
T Ix_p’

Rp .

x

<)

&

z
Ese® Jo—e *Fy
71\ /17
71/ \f_._.
Eoc - O 7 = E3

T Y

zp

Tp

yp Ry
(a) Modules 0 & 3 (b) Modules 1 & 2

F1GURE 3.53 — Repere local des poutres
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

Le repere local de la poutre 7, Rp, ;, répond a la définition suivante :

— Torigine du repere Op, ; est en extrémité du tétracdre du module 7 et pointe vers 'extré-
mité de la poutre j;

—-—

Pi;

— l'axe xp, . est orienté selon I'axe de la poutre 7 ;

— les axes yp,, et Zp, sont disposés de fagon systématique afin de respecter les symétries
du module.

La figure 3.53 localise ces reperes locaux par rapport au repere global des poutres Rp selon
le type de module et le tableau 3.10 établit les formules de changement de reperes.

TABLE 3.10 — Repere local des poutres

M; (i =0,1,2,3)

— —>

. TP = —XpP

Poutre j=0 Up. = —p
2,

— —

Zp;, = TZp

—> —>

. Tp, = —Yp

Poutre j=1 Up., = —Tp
i,

— —

Zpiy1 = —Zp

— —>

. Tp,, = tYyp

Poutre j=2 Up. = +Ip
2,

— —

ZPg = TP

—> —>

) Trp, 5 = +xp

Poutre j=3 Up. = +yp
1y

—
Zp,4 = TZp

3.2.2.3 Conditions de liaison et de périodicité

Dans le prototype réalisé, les tétraedres sont moisés en partie haute et basse entre les
cornieres des membrures. Ils sont ensuite liaisonnés par une série de boulons traversant des
trous ajustés augmentés d’un jeu d’assemblage de 1 mm. L’ensemble est serré sans controle de
couple. Dans cette situation, il est difficile d’évaluer la nature de la transmission des efforts
entre membrures et tétraedres : se réalise-t-elle par friction ou par pression diamétrale dans
les trous ? Afin de mieux décomposer les efforts et faciliter I’assemblage, nous proposons une
évolution dans le systeme de fixation : un trou ajusté est disposé en partie centrale des arétes
inférieures et supérieures des tétraedres, les autres trous sont oblongs dans la direction parallele
a la membrure (Fig. 3.54a). Cela a pour effet de découpler le tétraedre des nappes inférieures et
supérieures pour les efforts membranaires tout en conservant une transmission des efforts hors
plan (flexion et cisaillement).

En conclusion de la partie précédente, nous avons suggéré d’augmenter la préfabrication de
la structure en constituant des unités d’assemblages composés d’un tétraedre et des portions de
membrures afférentes. La conséquence de cette hypothese est la brisure de continuité de flexion
des membrures au niveau de la connexion entre modules. Méme s’il est possible de reconstituer
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3. Mécanique du rapiécage courbe

p—O—><

>l
>l
>l
>l
>l

(a) Conditions de liaisons internes (b) Conditions de liaisons externes

FIGURE 3.54 — Conditions de liaisons du module

cette continuité lors de 'assemblage (double boulonnage, soudage. . .), la simplicité de montage
recherchée sur site nous incite a considérer un simple boulonnage (Fig. 3.54b).

L’assemblage de type ciseau (deux membrures continues liaisonnées par un axe vertical)
du prototype construit devient un assemblage articulé. Sans faire une étude approfondie, nous
évaluons I'impact de ce choix sur les performances mécaniques de la structure, en modifiant les
conditions de liaisons du modeéle numérique du prototype : la fleche passe de 3.8 mm a 4.3 mm
soit une augmentation de 13%. Ce chiffre, valable uniquement pour les sections et la géomé-
trie du prototype construit, donne un ordre de grandeur du cofit en raideur pour le systeme
structurel que 1'on envisage.

On note également que cette hypothese de liaison induit un mécanisme a un degré de liberté
au sein du VER (Fig. 3.55). Ceci est cependant peu pénalisant & 1’échelle globale puisque la
compatibilité cinématique des VER apres leur concaténation génere un systeme structurel a un
seul degré de liberté qu’il est aisé de reprendre grace a un systeme d’appuis adéquat (Fig. 3.56).

FIGURE 3.55 — Mécanisme a un degré de liberté au sein du VER
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

FIGURE 3.56 — Mécanisme a un degré de liberté au sein de la structure :
moment de torsion de plaque

Enfin, les conditions de périodicité sont simples a énoncer étant donné la nature des faces
des cellules et de leurs conditions de liaisons rotulées : les déplacements dans les trois directions
de l'espace des extrémités de membrures doivent étre identiques sur deux faces opposées.

3.2.2.3.1 Composition des raideurs

Le VER est composé d’objets de natures différentes (éléments linéaires/éléments surfaciques)
et il a été observé sur le prototype que ces composants jouent des roles différents au sein de
la structure (efforts normaux/efforts transverses). Les nouvelles conditions de liaisons entre les
membrures et les tétraedres exposées au paragraphe précédent renforcent l'autonomie des deux
objets de sorte que les tétraedres n’interviennent que pour deux types d’efforts : le moment
de torsion (Ds3) et les efforts tranchants (Fi;, Eea, Fi2); les membrures, en revanche, sont
impliquées dans le calcul de tous les coefficients de la matrice de raideur.

La méthodologie proposée pour déterminer les coefficients de la matrice de raideur du VER
consiste a identifier indépendamment les contributions respectives des membrures et des té-
traedres, puis de les combiner pour déterminer la raideur de I’ensemble. Cet assemblage n’est
nécessaire que pour les coefficients (Ds3, F11 = Eag, E2), les autres étant uniquement pilotés
par les membrures étant donné les conditions de liaison internes.

La configuration du VER dans le cas de chargements transverses releve du modele de deux
ressorts en série, le premier correspondant aux parties libres des membrures, le second corres-
pondant aux tétraedres. Cette hypothese suppose un découplage complet des ressorts, ce qui
revient a négliger la contribution des membrures dans le domaine des tétraedres pour ce qui
est des efforts transverses. Cette hypotheése semble a priori pertinente selon les observations
réalisées sur le prototype. Qualitativement, les paliers observés dans la déformée des membrures
(§ 3.1.7) correspondent aux parties connectées aux tétraedres et indiquent un rapport de rai-
deur en faveur des tétraedres. Quantitativement, cette observation est confirmée par la mesure
de I'énergie de déformation en flexion des membrures dans le prototype construit : la partie
libre des poutres concentre 88% de 1’énergie de totale déformation alors qu’elle ne représente
que 40% du linéaire total (Fig. 3.57).

Les deux parties suivantes détaillent les contributions respectives a la raideur d’ensemble
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3. Mécanique du rapiécage courbe

FIGURE 3.57 — L’essentiel de I'énergie de déformation en flexion des membrures
se trouve dans la partie libre des poutres (en vert)

des membrures et des tétraedres.

Pour I’évaluation de la contribution des membrures (§ 3.2.3), nous considérons les tétraedres
comme infiniment raides et animés uniquement de mouvements de corps rigide. Nous procédons
a un calcul analytique par la méthode des forces. Les matrices de raideur et de souplesse relatives
aux membrures sont notées [RM] et [S M] :

(B [F] = [u] [F] 1)

—
™
[ R E—
|

Pour I’évaluation de la contribution des tétraedres (§ 3.2.4), nous considérons les membrures
comme infiniment raides et animées uniquement de mouvement de corps rigide. Nous procédons
a un calcul par analyse aux éléments finis, intégrés dans un méta-modele s’appuyant sur la
méthode de surfaces de réponses. Les matrices de raideur et de souplesse relatives aux tétraedres
sont notées [RT] et [ST] :

(Rl [F] = [S1] [F] 40

—
™M

—
|

Enfin, la raideur de I’ensemble est donnée par 1’assemblage des matrices de raideur, plus
précisément par I'addition des matrices de souplesse (ressorts en série) :

[Fro] = [Real ). [Rea] = [Sra] ' = ([S] + [57]) (3.15)

La validité de ces hypotheses sera discutée a posteriori par comparaison a un modele complet
aux éléments finis (§ 3.2.6).
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

3.2.3 Contribution des membrures

3.2.3.1 Démarche

Nous décrivons ici les étapes a mettre en ceuvre pour la détermination des coefficients de la
matrice de raideur relative a la contribution des membrures. Comme indiqué précédemment,
les tétraedres sont considérés comme infiniment raides et les membrures déformables. Les huit
colonnes de la matrice de raideur [RM] sont déterminées en imposant successivement les huit
déformations volumiques associées aux déformations généralisées puis en les mettant en rapport
avec le vecteur colonne des efforts généralisés. Les coefficients de la matrice sont exprimés
en fonction des parametres géométriques du VER (la dimension en plan b, la hauteur h, le
coefficient de remplissage p) et des parametres géométriques de la section des membrures (I'aire
de sa section S, les moments quadratiques I, et I.). L’hypothese des tétraedres infiniment
rigides étant d’une part cinématiquement incompatible avec une déformation imposée pour
p =1 (absence de membrures) et d’autre part difficile & mettre en ceuvre technologiquement
pour des valeurs basses de p, nous limitons notre étude a p € [0.4,0.9].

Ce processus se déroule en huit étapes, illustrées a la figure 3.58 dans le cas de la déformation
de cisaillement 7,, qui sera détaillée au § 3.2.3.3.

T
r/
=1

(a) Définition de la (b) Equations de (c) Minimisation de  (d) Réactions d’appuis
cinématique compatibilité I’énergie de déformation de My
) Réactions d’appuis de tous les modules (f) Réactions d’appuis du VER

(g) Attribution des réactions aux faces (h) Efforts généralisés et matrice de raideur

FIGURE 3.58 — Etapes de détermination des coefficients de la
matrice de raideur relative aux membrures

231



3. Mécanique du rapiécage courbe

Etape 1 : Définition de la cinématique
Les tétraedres, supposés indéformables, sont mus par un mouvement de corps rigide a définir.
Dans cette premiere étape, il s’agit de déterminer quels sont les degrés de liberté envisageables
selon les symétries du VER et de son chargement. De plus, ces symétries permettent de réduire
les premieres étapes de 1’étude a une cellule composée d’un module au lieu de quatre.

Si 'on considere le module M, comme objet d’étude, celui-ci possede une cinématique
de corps rigide dans l'espace tridimensionnel a six degrés de liberté qui sont notés, dans le
repere Ry :

— Translations : Tg,,/r, = T = (tz,ty,t2)

— Rotations : RRM//RM = 7_3) = (Tmﬂ”yﬂ"z)

En pratique, les conditions de symétrie limitent le nombre de degrés de liberté a trois au
maximum.

Dans I’hypothese de petits déplacements dans laquelle on se place, on peut écrire le dépla-
cement de tout point P appartenant a un solide animé par un mouvement de corps rigide :

—

Sp=T +R AOyP (3.16)

Etape 2 : Equations de compatibilité
Le mouvement de corps rigide de I’ensemble du module selon la cinématique identifiée a 1’étape
précédente n’est pas compatible avec les conditions d’appuis définies par la déformation imposée.
Les déplacements (d,, d,, ,) & apporter en extrémité de membrures sont calculées afin de rendre
ce mouvement compatible avec les conditions limites.

Etape 3 : Minimisation de 1’énergie de déformation
Le systeme est hyperstatique et il est nécessaire de procéder a la minimisation de 1’énergie de
déformation des membrures afin de déterminer les parametres de la cinématique identifiée a
I’étape 2.

L’expression de cette énergie est formulée suite aux hypotheses et conditions suivantes :

— D’énergie de déformation des membrures liée au cisaillement est négligée : les poutres sont
de type Euler-Bernoulli étant donné leur élancement important ;

— I’énergie de torsion est nulle : les conditions d’appuis d’articulées en extrémité de mem-
brure ne transmettent pas les efforts de torsion;

— les membrures ont une section et un matériau unique.

Bien que le module soit constitué d’un tétraedre, d’une seule membrure inférieure et d'une
seule membrure supérieure, pour des commodités de calcul, on peut considérer qu’il s’agit
de quatre demi-membrures numérotées de 7 = 0 a 3, de maniere cohérente avec les points
de référence du module (§ 3.2.2.1). De plus, les conditions d’appui ménent a considérer des
longueurs de poutres différentes pour les efforts normaux et les efforts de flexion (Fig. 3.59). Pour
les premiers, on prend une longueur de poutre correspondant a une demi-diagonale de module
puisque les trous oblongs lui permettent d’étre sollicitée sur toute sa longueur, soit £y = gb.
Pour les efforts de flexion, et en cohérence avec les hypotheses de découplage des ressorts, on
considére que la membrure est encastrée en extrémité de tétraedre, soit £y, = § (1—p)b.

232



3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

I
F.
l/Fy
S o
]<7
i 4% F
__F,

FIGURE 3.59 — Longueurs et systeme d’appuis équivalent

Sous ces conditions, la formulation générale de ’énergie de déformation des membrures d’'un

module s’écrit :
KN N2 f]\/j M2 . M2 .
f o +J o (3.17)
0 2FES 0 2E1, 2FEI,

3 3
Waer = Z (WNj + WM]') = Z [
7=0 J=0

avec Wy, énergie de déformation liée aux efforts normaux, Wy, énergie de déformation liée
aux moments fléchissants, N;, effort normal, M, ; et M, ; moments fléchissants respectivement
autour des axes ¥ et 2, E, module d"Young, S, aire de la section, I, et I, moments quadratiques
selon respectivement les axes ¥ et 7.

Pour une force F, appliquée dans 'axe de la poutre et générant un déplacement axial d,,
'effort normal est constant : N(x) = F,. La raideur axiale vaut :

F, ES
Ky=—=— 3.18
NS T Iy (3.18)
En remplacant et en intégrant, on obtient ’énergie de déformation liée a I’effort normal :
52
Wy =K fo (3.19)

Pour une force F,, verticale et appliquée perpendiculairement a 1’axe de la poutre et générant
un déplacement transverse 0., le moment fléchissant est linéaire : M,(z) = F,z. La raideur
flexionnelle vaut :

F, 3EI
Ky = -2 = Y
Mo =5, B,
En remplacant et en intégrant, on obtient I’énergie de déformation liée au moment fléchissant
autour de l'axe 7 :

(3.20)

52
War, = K, (3.21)
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Par un raisonnement analogue, on obtient I’énergie de déformation liée au moment fiéchis-
sant autour de 'axe 72 :

52
W, = KMZEy (3.22)
Finalement, on obtient 'expression générale de 1'énergie de déformation d’un module :
3 2 2 2
4] 4] 0
Wier = Kn—2t 4+ Ky 2+ Ky, 2 3.23
def ;)lN2+ My2+ Mzz] (3.23)

Etape 4 : Calcul des réactions d’appuis du module M,
Une fois les raideurs et les déplacements en extrémité de poutres connus, il est aisé d’en déduire
les réactions d’appuis en extrémité des poutres dans le repere local des poutres Rp,; par la
relation :

Ro, =00, - K (3.24)
avec (E = (020> 0o+ 0z, ), vecteur des déplacements en extrémité de la membrure j et

K = (K Ny K, K My), vecteur des raideurs.

Etape 5 : Calcul des réactions d’appuis des autres modules
Les réactions des autres modules sont déduites de celles du module M, par des considérations
de symétries.

Etape 6 : Calcul des réactions d’appuis du VER
Les réactions d’appuis du VER sont déduites par combinaison des quatre modules.

Etape 7 : Attribution des réactions d’appuis aux faces du VER
Les réactions d’appuis calculées a 'étape précédente se situent, soit au milieu de I'aréte supé-
rieure d’une face (points 1, 3, 5, 7), soit aux sommets inférieurs (points 0, 2, 6, 8). Dans le
premier cas, cette force est localisée sur une seule face et son attribution se fait sans ambiguité.
Dans le second cas, la réaction se situe a l'intersection de deux faces et son attribution doit
étre déterminée. Par exemple, une réaction située au sommet 0 et dirigée selon 'axe 7 peut
étre considérée, selon son attribution, comme une force normale de la face x_ ou comme une
force tangentielle de la face y_.

Pour déterminer 'appartenance d’une réaction a une face de normale 7 ou 7/, nous intro-
duisons une cellule composée de 4 x 4 = 16 modules dont les points de référence sont numérotés
de 0 a 24 (Fig. 3.60). On peut alors considérer que le sommet 2 du VER, appartenant aux
faces z_ et y, devient le point intérieur 2 de la face z_ de la cellule (4 x 4). Si une réaction
d’appui apparait au point 2 de la cellule (4 x 4), alors il s’agit d’une force extérieure et elle est
une réaction d’appui appartenant a la face x_ du VER. Si aucune réaction d’appui n’apparait, il
s’agit alors d’une force intérieure et appartient a la face y, du VER. Un raisonnement identique
peut étre mené pour le sommet 6 du VER et le point 10 de la cellule (4 x 4). Les forces présentes
aux points 2 et 10 de la cellule (4 x 4) sont déterminées grace a un modele numérique aux élé-
ments finis intégrant le type de déformation imposée et les conditions d’appuis correspondantes
(§ 3.2.3.2). Ce modele nous donne un renseignement qualitatif sur les réactions d’appuis de la
cellule (4 x 4), I’évaluation quantitative étant réalisée analytiquement par la présente démarche
sur le VER.

Etape 8 : Calcul des efforts généralisés et des coefficients de la matrice de raideur.

Les efforts généralisés au sein du VER sont calculés de fagon analogue a ceux du cas homogene
de la théorie de Reissner-Mindlin. Dans notre cas, les réactions d’appuis jouent le rdle des
contraintes qu’il convient, dans un premier temps, de moyenner sur les deux faces opposées
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pour obtenir un effort généralisé moyen sur le VER. Dans un second temps, les réactions sont
intégrées puis normalisées par unité de longueur. On rappelle ici, pour les faces de normale 77,
le calcul classique des efforts généralisés de la théorie de Reissner-Mindlin (colonne de gauche)
et son équivalent utilisé ici (colonne de droite) :

h
E 1 Z Rm x Z Rx,x
Nxm = :m:d ~ Nzx = a1 -
Jon T 2 2
h
— 2 _ 1 Z R$+y - Z Rw,y
wa = J_% Ty dz ~ ny = % 9
h
"5 1 _
M,, = i 20,4, dz ~ M,, = —ZZRQ:M 2y . (3.25)
Jon 2b 2
h
(2 1 R, ,— R,
M,, = i 2Ty dz ~ M, = L2y = 22y
Jon 2b 2
h
5 (2 512Rx z_ZRx_z
Va: = = xzd ~ ‘/ac = 237 -
6 »7=% 6 20 2

v

Enfin, les coefficients de la matrice de raideur sont calculés en effectuant le rapport entre
les efforts généralisés calculés ci-dessus et la déformation imposée.

Apres une récapitulation des conditions d’appuis des cellules (§ 3.2.3.2), cette procédure en
huit étapes est détaillée pour la déformation en cisaillement ., (§ 3.2.3.3). Pour les autres défor-

mations, basées sur la méme approche, nous donnerons les résultats intermédiaires importants
(§ 3.2.3.4-3.2.3.7).

3.2.3.2 Conditions d’appuis des cellules

Les conditions d’appuis sont déterminées par le chargement en déformation du VER ainsi
que par les symétries de la structure. Elles nous indiquent les réactions d’appui a calculer puis
a intégrer dans l'estimation des raideurs. Elle sont compilées dans le tableau a double entrée
(Tab. 3.11).

Verticalement, sont consignées cinq déformations imposées : €44, €xys Xazr Xay, Yoz, l€s trois
déformations, €yy, Xyy, Vay, Pouvant étre déduites des précédentes. Horizontalement, sont in-
diquées les trois échelles de cellules considérées : cellule (4 x 4), cellule VER (2 x 2), cellule
module (1 x 1).

Dans un premier temps, nous déterminons le systeme d’appuis du VER (colonne centrale).
Les conditions d’appuis et de périodicité nous indiquent que tous les appuis sont articulés
(§ 3.2.2.3) et deux types de contraintes s’appliquent sur les bords du VER :

— les directions de déplacements imposés par la déformation considérée : fleches rouges;

— les directions d’appuis fixes imposées par les symétries (indiquées par le symbole (S) et
générant des réactions dans le plan) et les anti-symétries (indiquées par le symbole (AS)
et générant des réactions hors plan) : fleches bleues.

Dans un second temps, nous déterminons les conditions d’appuis du module M, (colonne de
droite). Celui-ci hérite celles du VER, augmentée des conditions de symétrie et d’anti-symétrie
des plans médians du VER : fleches vertes.
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Enfin, nous déterminons les conditions d’appuis de la cellule (4 x 4) qui répondent aux
mémes contraintes que le VER.

TABLE 3.11 — Conditions d’appuis des cellules

Cellule (4 x 4) VER Module
821‘ . N
Eay A
XCCCC ) [l
Xfy i )
+z :
Yz

— Direction de déplacement imposé par la déformation considérée
— Direction d’appui fixe imposée par symétrie (S) ou anti-symétrie (AS)
—= Direction d’appui fixe supplémentaire imposée par la symétrie pour le module
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.2.3.3 Cisaillement -,

Nous avons introduit, un double indigage pour définir les points de référence relatifs a un
sommet j d’'un module i. Par exemple, le point S}, désigne le sommet n°2 du tétracdre du
module M; apres mouvement de corps rigide. Cependant, s’il n’y a pas d’ambiguité sur le
module traité (étapes 1 a 4), nous omettons 'indice du module pour faciliter la lisibilité. Le
double indicage est réintroduit dans les étapes finales.

Etape 1 : Définition de la cinématique
A Déchelle du VER, les faces z,. et z_ sont respectivement translatées de A, et —A, selon Ty.
La déformation imposée correspondante est :

_ 2
Yoz = — (3.26)

A Téchelle du module M, les faces z, et z_ sont également translatées de A, et —A,
selon Ty . Pour des questions de facilité de calcul, nous modifions les conditions d’appuis établies
précédemment en considérant que les déplacements imposés dans la direction +Zy le sont aux
points 1 et 2 et que les déplacements imposés dans la direction —Zy; le sont aux points 0 et 3.
Les conditions d’appuis originales seront rétablies, et les réactions d’appuis en conséquence, a
I’étape 4 avant combinaison a 1’étape 6.

La cinématique du module M, comporte deux degrés de liberté compatibles avec les symé-
tries de la géométrie et du chargement dans le repére Ry, (Fig. 3.61) :

— Translations : T = (0,t,,0)
— Rotations : R = (0,7,,0)

F1GURE 3.61 — Cinématique du cisaillement ~,,
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

Etape 2 : Equations de compatibilité
Il s’agit maintenant de déterminer les déplacements a imposer aux extrémités des mem-
brures (£%) suite & un mouvement de corps rigide de I'ensemble du module selon la cinématique
identifiée. Ces déplacements doivent rendre compatible le mouvement de corps rigide avec le
systéme d’appuis de la déformation en cisaillement 7, (A}). On distingue donc les géométries
avant et apres application du mouvement de corps rigide.

Dans le repere Ry, du module, les extrémités des membrures ont pour coordonnées avant
mouvement de corps rigide :

o o
2 2
OME() - —12) OME1 - —[2)
h h

| 72 BN

-2 L2
OnEs = +[2) OnEs = +g
h h

BEN | 72 |

Les déplacements des extrémités des membrures selon le mouvement de corps rigide ont
pour expression I E; = T+R A OvE; :

_ o _ b
—Ty§ +Ty§
EoEy = | Tty E\E; = | Tty
n b b
Ty~ Ty
B Yo B Yo |
- b - o
+Ty§ Ty§
BB, = | +t BE = | +t,
N b b
Ty= e
B Yo | B Yo |

La position des extrémités des membrures suite au mouvement de corps rigide est déduite
des expressions précédentes :

b hol T b ho]l
T3 vy T3 Ty
P — b P — b
OME = —5 +ty OME1 = —5 —|—ty
hob Jhob
| T2 vy | | T3 vy |
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3. Mécanique du rapiécage courbe

[ b h ] [ b h ]
3 g D)
— b — b
OmEy = tg OnE; = tg
h b h b
| T3 g | 73 g |

On se place maintenant dans le repere global des poutres Rp et la position des extrémités
des membrures suite au mouvement de corps rigide devient :

h l [ V2

S (=t —ng ) -5 1y )
OuEy= | (il ) OnB = | L(p 2 4

L B

_\f( +ryg +,) i | \f(er —ryg +ty)
O El = %?(+b _%Z +1,) OnE} = Y?( +%Z +ty)

B T

La position des appuis pour la déformation de cisaillement ~,. est donnée par :

7(—b —A,) 7( +A,)
On Al = \f( +A,) On Al = @(—b —A,)
h h
2 2
V(0 a) (b -a)
OmAy = ?(er ~A,) OmA;z = \f( +A,)
I i) 1 ! ) 1
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On en déduit le vecteur entre les extrémités des membrures et les appuis dans le repére

global des poutres Rp :

&3
S

Enfin, ces valeurs de déplacements a imposer aux extrémités des membrures sont exprimées

h

h
+7°y§

b

o h
Ty§
h
_TyE

b

_Ty§

dans le repere local des poutres Rp, :

=g
I

&
I

h

EiAy =

5
[l

Etape 3 : Minimisation de 1’énergie de déformation

h
+7’y§

h
b
+7"y§
h
h
+Ty§

b
+7"y§

_Az)

+A,)

Etant donné 'expression des déformations gj), la formule de I’énergie de déformation des mem-
brures (Equation 3.23) se simplifie :

(52 52 62
Waes = 4 [KN;O + KMy? + KMZ;O] (3.27)

Le probleme de minimisation de I’énergie de déformation des membrures se formule alors :

min Wdef (328)

ty,Ty
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Grace a l'expression analytique de cette énergie, il est possible de déterminer ¢, et r, en
résolvant le systeme :

aWdef _ 0
ory
(3.29)
Waes  _ 0
o,

En remplagant avec ’expression de go)(ég;o7 4o+ 02,) Duis en dérivant, on obtient le systeme :

h h b2 h h
(3.30)

1 h 1 h

Q(ty_ry2+Am) Ky + Q(ty+ry2_Az)KMz =0

La résolution donne :
AN, hK Ky,
7” =
v 2h2KNKMZ+b2KMy (Ky + Kur)

(3.31)

h Ky — Ky
t, = [rye—A, ) 2N M
v (TyQ )KNJFKMZ

Si les membrures présentent une raideur axiale tres supérieure a la raideur flexionnelle
(Ky » K)yy,), alors les expressions précédentes se simplifient :

AN I ).
2h2 Ky, + UKy,

Ty =

(3.32)

h
ty = Ty§ — AJI

Etape 4 : Calcul des réactions d’appuis du module M,.
Les réactions d’appuis se calculent dans le repere local des poutres Rp, par la relation

Ri=K -5

+\é§(ty —ry;l —|—AI) Ky —|—\f(ty —ryg +Ax) Ky
E()) - +\f<ty +ry;L —Am> K, By = +\f<ty +ryg _Afc) K,
b b
i “Tyy K, | i D) B,
V2 h ] [ V2 h |
2l ) g Sl g )
f_i; = _@(ty +7“yﬁ _Aac) K, R_;’ - _@(ty +Tyﬁ _Am) K.
2 2 2 2
b b
| +7“y§ K]V[y ) | +7“y§ KMy |
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Soit, dans le repere du module R, :

- 4 h 1 - -
5[ (t, Ty +A,) Ky + (1 Ty —Ar) K R,
R, - ! - °
b +R

! iy o b

- h 1 - .
I T A R
R - ’ - P

—H“yé Ky, - s -

i 2 ' -

-1 h T _ -
it nd o) K - G 50 Kal| [ on
R, - ! - °
b +R

| Ty K, e

= h 1 - -
5[ —(ty —ryz +A;) Kn — (¢ Ty —As) K] +1,
R - ! -
b -R

+ry5 K, S

Etape 5 : Calcul des réactions d’appuis des autres modules
A Tétape 1, nous avons modifié les conditions d’appui du module Mj afin de faciliter le calcul
des réactions d’appuis sous déformation imposée. Afin de reconstituer le VER a partir des
modules M, a Ms, il est nécessaire de rétablir les conditions d’appuis identifiées initialement.
Les réactions d’appuis se redistribuent comme suit :

Module M,

. +2R,, . 0 N —2R,, N 0

Roop = +R, Rop=| —Rs. Ryo = +R, Rys=| —R,
+R, —R, +R, —R,

Module M;

. 0 . +2R,, . 0 . —2R,

Ripg=1 +R, Ry = —R, Ris=| +R, Rz = —R,

Module M,

. —2R,, . 0 N +2R,, N 0

Ry = —R, Ry = | +R, Ryo = —R, Roz = | +R,
+R, —R, +R, —R,
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Module M5

N 0 N —2R, N 0 N +2R,

Rsp=| —R,: Rs, = +R, Rso=| —R, Rs3 = +R,
+R, —R, +R, —R,

Etape 6 : Calcul des réactions d’appuis du VER
Apres avoir pris la précaution d’imposer des déformations équivalentes sur les modules et sur le
VER tout en respectant les conditions de symétries, les réactions d’appuis du VER sont déduites
par sommation des réactions des modules. Les réactions sont calculées pour les points 0 a 8 a
I’exception du point 4 qui est devenu un point intérieur. On vérifie cependant que les réactions
a ce point sont bien équilibrées.

N +2R,
Ry = Ry =| 4R,

| +R.
— e ——— | 0
Ry = Ry + Ry = 0

| O
o [ +2R, |
Ry = Ry, =| —R,
— —_— = | _4Rx |
Rg = R072 + RQ’O = 0

| +2R. |
. [ 0
Ry=Ro3+ Rio+ Ry11+R3g =] 0

| 0

C AR,
Rs = Ri3+ R3 = 0

| —2R. |
o [ 2R, |
Re = Ry =| —R,;

| +R.
. [ 0
R7; = Roz + Rao =0

| O
o [ +2R,
Rg = R373 = +Rx

Etape 7 : Attribution des réactions d’appuis aux faces du VER
On constate que le point 2, point central de la face y_ de la cellule (4 x 4) ne présente pas de
réaction d’appuis, ni selon 7/, ni selon 7, contrairement au point 10, point central de la face x_,
qui présente des réactions d’appuis selon les deux directions. On conclut que l'intégralité des
réactions d’appuis est supportée par les faces x_ et x.
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Ceci est résumé ci-dessous selon les faces et les composantes :

Face z_ Face x
T Ro, Rs, Re, @ Ry, Rs, Rs,
Y R, - R, Y Ry, - Ry,
Z Ry, Rs. R, Z Ry, Rs. Rs,

Face y_ Face y,

T - T -

v - v -

Z - Z -

Etape 8 : Calcul des efforts généralisés et des coefficients de la matrice de raideur
Les efforts généralisés sont déterminés par intégration des réactions d’appuis calculés a I’étape
précédente.

Pour les faces de normale 7 :

iz R:):+x - ZR:)S_CL‘ . iRQI + R5z + RBz — (Roz + R3z + R6z)

T2 2 2 2
Ny, =0
N _ iZRmy _ ZRﬂC—y _ iR2y + R8y — (Roy + RGy)
Y 2b 2 2b 2
Ny =0
o 2b 2 2b 2
M, =0
M _ iZZRIHJ — ZZRI—Z/ _ i [_% (RQy + RBy) — (_% (Roy + R6y))]
Y 2b 2 2b 2
M,, =0
v 212 Re -3 Re. 51 Ry +Rs + Ry —(Bo.+ R +Re.) 5,
* 6 2b 2 6 2b 2 3 -
5
Vx = *ryKMy

6
Tous les efforts généralisés sont nuls pour les faces de normale 7 :

Nyy:Nyw:Myy:Myw:%zo

Tous les coefficients de la septieme colonne de la matrice de raideur (Eq. 3.12) sont donc nuls
a l'exception du coefficient Ej;, déterminé par le rapport Ey; = V=/y,.. Pour plus de lisibilité,
nous exprimons ce coefficient en fonction des raideurs axiales et flexionnelles des membrures Ky,

KMy et KMZ :

Ell F, Nf ]2\/[2
2K = 4+ | = Ky+ K
NP,My <h) ( N Mz)
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Si (K » Kyy.), alors Uexpression précédente devient :

2
Ky h
Afin de visualiser I'influence des différents parametres sur le coefficient de raideur en ci-
saillement, nous tragons les courbes correspondant a la variation d’'un parametres parmi les six
identifiés (b, h, u1, S, I, I,) (Fig. 3.62, Eq. 3.18 et 3.20 pour les expressions analytiques de Ky,
K My et K Mz)‘
Par défaut, les autres valeurs sont fixées a des valeurs proches de celles du prototype :

— b=0.75m;
— h=0.6m;
— pu=04;

— S, I, I, définis par une section en double corniere 30x30x3mm.

Pour domaines de variations, on choisit b € [0.6m, Im] et h € [0.4m, 0.8m], ce qui correspond
environ a +1/3 de la valeur par défaut. Le parameétre u est tracé sur son intervalle de variation
complet 1 € [0.4,0.9] et les valeurs des parametres géométriques des membrures sont bornées
par celles correspondant a une double corniere 20x20x2mm et 60x60x6mm.

Pour les variables b, h, S, I, et I,, la condition (Ky » K, ) étant respectée sur tout le
domaine de variation, les courbes Ej; et Fy; sont superposées; seule la premiére est tracée.
Afin de comparer les ordres de grandeur et de variation, I’échelle des ordonnées est commune
pour ces parameétres. Au contraire, pour la variable g ou la condition (K » K);. ) n’est pas
respectée sur tout le domaine de variation, les deux courbes sont tracées sur le méme graphique.
L’échelle des ordonnées est différente des cing autres parametres.

On observe, conformément aux formules, que la raideur en cisaillement croit en méme temps
que h, u, I, et I, et qu’elle est peu sensible a la variation de section et décroit avec la dimension
en plan b du VER. Pour le graphique représentant la variation de p, on constate que les deux
courbes divergent dans la partie supérieure du domaine, car les raideurs axiale et flexionnelle
deviennent comparables. La formule simplifiée a tendance a surévaluer la raideur en cisaille-
ment de plaque pour des valeurs de p proche de 1 et il semble plus pertinent de conserver la
formulation compléte pour cette partie du domaine (hypothese sécuritaire).
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5000 -

4000

3000

N/m]

2000

1000

90000
75000
60000
45000

[N/m]

30000
15000

0

5000

4000

3000

[N/m

2000

1000

0

6.0E+03

0.4

Formulation simplifiée

0.6 0.7 0.8 0.9

Formulation compléte

(c) p

2.1E+05  3.1E+05  4.1E405

[mm]

(e) Iy

5000

4000

3000

N/m

2000

1000

5000

4000

3000

[N/m]

2000

1000

0

1.0E+04

600 700 800

[mm]|

t
550 750 950 1150

[mm?]

(d) S

2.1E+05

T T T
4.1E+405 6.1E+05 8.1E+05

[mm]

() L.

3.62 — Variation du coefficient £, en fonction d’'un parametre
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3.2.3.4 Déformation membranaire €,

Etape 1 : Définition de la cinématique

A Téchelle du VER, les faces z, et x_ sont respectivement translatées de A, et —A, selon Ty.
La déformation imposée correspondante est :

Epp = — (3.33)

A TDéchelle du module My, la face z, est immobile et la face x_ est translatée de —A,
selon Zy,. Pour des raisons de symétrie, nous préférons imposer les déplacements équivalents :
les faces x, et z_ sont translatées de 8«2 et —2«/2 selon Ty.

La cinématique du module My ne comporte pas de degré de liberté compatible avec les
symétries de la géométrie et du chargement dans le repere Ry, (Fig. 3.63) :

Selon les symétries du systeme, la cinématique du module M, ne possede aucun degré de
liberté (Fig. 3.63) :

— Translations : 7 = (0,0,0)

— Rotations : R = (0,0,0)

FIGURE 3.63 — Cinématique de la déformation membranaire €,

248



3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

Etape 2 : Equations de compatibilité
Les valeurs de déplacements a imposer aux extrémités des membrures, exprimées dans le repere
local des poutres Rp,; valent :

20, | [ 20, |
L V24, V24,
2 2 2 2
2 2 2 2
[ 20, | [ 20, |
LV2A, L V2A,
2 2 2 2
2 2 2 2
Etape 3 : Minimisation de 1’énergie de déformation
La cinématique du module étant nulle, cette étape est sans objet.
Etape 4 : Calcul des réactions d’appuis du module M,.
Les réactions d’appuis, dans le repere du module R, valent :
A 1 1 A 1 ¢ 1
Z(—KN—KMZ) +R, Z(+KN+KMZ) —R,
Fo n (—Kn + Kur) +hy i Z(—KN + Kyr,) +hy
I 0 | L 0 | I 0 | L 0 |
A 1 r 1 A 1 ¢ 1
Z(—KN—KMZ) +R, Z(+KN+KMZ) —R,
— _ A _ _ — _ A _ _
= - (FEv = K, y Rs - (FEn = Kar,) By
I 0 | L 0 | I 0 | L 0 |

Etape 5 : Calcul des réactions d’appuis des autres modules

Les réactions d’appuis des modules M; a Mj; sont déduites du module M, par symétrie. Elles
sont identiques au module M, :

Module M;

N +R, N —R, N +R, N —R,

Rio=1] +R, Rii=1] +R, Rio=1] —R, Ris=1] —R,
0 0 0 0
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Etape 6 : Calcul des réactions d’appuis du VER
Par combinaison des modules M, a M3, on déduit les réactions d’appuis du VER :

_ +R, _ 0 _ —R,
Ry= | +R, R = | +2R, R, = +R,

0 0 0
_ +2R, _ 0 _ —2R,
R3 = 0 Ry = 0 Rs = 0

0 0 0
— _RI — 0 e~ _RI
R6 == —Ry R7 == —2Ry Rg == —Ry

0 0 0

Etape 7 : Attribution des réactions d’appuis aux faces du VER
On constate que le point 2, point central de la face y_ de la cellule (4 x 4) présente une réaction
d’appui selon 7/ et le point 10, point central de la face z_ présente une réaction d’appui selon 7.
Les réactions d’appuis sont donc réparties ainsi, selon les faces et les composantes :

Face x_ Face x
T Ry, Rs, Re, @ Ry, Rs, Rg,
v - v -
Z - Z -

Face y_ Face y4
T - T -
Y Ry, R, Ry, Y Re, R;, R,
Z - Z -

Etape 8 : Calcul des efforts généralisés et des coefficients de la matrice de raideur
Les efforts généralisés sont déterminés par intégration des réactions d’appuis calculés a 1’étape
précédente.

Pour les faces de normale 7 :

Pour les faces de normale 7/ :

2 A,
Nyy = _gRy = % (KN - KMZ)
Nyg = Myy = My, =V, =0

Tous les coefficients de la premiere colonne de la matrice de raideur sont donc nuls a 'ex-
ception des coefficients Ay; et Ajp, déterminé par le rapport Ay = Nezfe,, et Ajg = Nu/e,,.
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Si (K » Kyy.), alors Uexpression précédente devient :

A=Y A = T

Les formules et les courbes tracées (Fig. 3.64 et 3.65) montrent que les raideurs membra-
naires Ay; et A;9 sont indépendantes de la hauteur h et de l'inertie I, ce qui est cohérent avec
la réponse mécanique du VER dont les membrures sont étirées et fléchies selon 'axe faible.
Cela explique également que le parametre dominant, lorsque la condition (Ky » Kj.. ) est
respectée, est I'aire de la section S : I'allure de la courbe relative a ce parametre est linéaire et
présente une forte variation de raideur. Le seul graphique présentant une différence notoire entre
la formulation complete et la formulation simplifiée est celui montrant la variation de p. La
formulation simplifiée néglige les effets de la raideur flexionnelle et prévoit des coefficients Ay
et Aq constants, car la raideur axiale est indépendante de ce parametre. Au contraire, en partie
supérieure du domaine ou raideurs axiale et flexionnelle deviennent comparables, la formula-
tion complete des coefficients integre une contribution positive de la raideur K, pour Aj; et
négative pour Aqs.

Enfin, lorsque la condition (Ky » K, ) est respectée, Ay = Ay, ce qui peut se traduire
par un coefficient de Poisson apparent égal a 1, valeur théoriquement inaccessible en élasticité
linéaire isotrope. Cependant, pour des matériaux architecturés, comme celui que nous étudions,
cette valeur peut étre interprétée comme un critere d’incompressibilité de plaque en déformation
plane [324].
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250000 T

200000 +

150000 +

[N/m]

100000 +

o —_\

600 700 800 900

[mm]

250000 T
200000 1+
—. 150000 +

Z
100000 +

.

50000

Formulation simplifiée Formulation compléete

(c) p
250000

200000

150000 +

[N/m

100000 +

50000

0 f } } }
6.0E+03 1.1E4+05 2.1E+05 3.1E+05 4.1E+05

[mm]

(e) Iy

250000 T

200000 +

150000 +

[N/m)]

100000 +

50000 +

400

250000

200000

150000 -+

N/m]
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FIGURE 3.64 — Variation du coefficient A;; en fonction d’un parametre
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.2.3.5 Déformation membranaire ¢,

Etape 1 : Définition de la cinématique

A T'échelle du VER, les faces z; et x_ sont respectivement translatées de A, et —A, selon yy.
La déformation imposée correspondante est :

A
oy = 2 (3.34)

A Téchelle du module My, la face x; est immobile et la face x_ est translatée de —A,
selon 7. Pour des raisons de symétrie, nous préférons imposer les déplacements équivalents :
les faces x, et x_ sont translatées de 8v/2 et —Av/2 selon gy .

La cinématique du module M, comporte un degré de liberté compatible avec les symétries
de la géométrie et du chargement dans le repere Ry, (Fig. 3.66) :

— Translations : T = (0,0,0)

— Rotations : R = (0,0,7,)

FIGURE 3.66 — Cinématique de la déformation membranaire e,
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

Etape 2 : Equations de compatibilité
Les valeurs de déplacements a imposer aux extrémités des membrures, exprimées dans le repere
local des poutres Rp,; valent :

e =3 [ V2 =5

g

|
SE

P

Etape 3 : Minimisation de 1’énergie de déformation
Etant donné l'expression des déformations Fj), la formule de I’énergie de déformation des mem-
brures (Equation 3.23) se simplifie :
52 52
Waep =4 [KNgo + KMZ;O] (3.35)
Grace a 'expression analytique de cette énergie, il est possible de déterminer r, en résolvant
I’équation :
MWey
or,

En remplacant avec I’expression de (5_0)(53;0, 0y, 02, ) DUis en dérivant, on obtient I’équation :

Yo»
2 A
*ZfbKMZ (sz - ;’) — 0 (3.37)

= 0 (3.36)

La résolution donne :

Ay

-y 3.38

o (3.38)
Etape 4 : Calcul des réactions d’appuis du module M,.

Les réactions d’appuis, dans le repére du module R,; valent :

r, =

AY T = - A 7] - =
K K
1 N +R 1 N +R
Ry = A - R, = A _| -
4 4
I 0 | L 0 | I 0 | | 0
AY T = - A 7] - =
YK — YK —
+4 N R +4 N R
Ry = A — R = A _| -
Ry _Svgy +R Rs VB R
4 4
o | L0 | o | L O]
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Etape 5 : Calcul des réactions d’appuis des autres modules
Les réactions d’appuis des modules M; a Mz sont déduites du module M, par symétrie. Elles
sont identiques au module M, :

Module M,

. +R . +R N —R . -R

Ri70 = +R Ri71 = —R Ri,? = +R Ri73 = —R
0 0 0 0

Etape 6 : Calcul des réactions d’appuis du VER
Par combinaison des modules M, a Ms, on déduit les réactions d’appuis du VER :

-~ +R
Ro= | +R
0
-~ 0
Ry= | +2R
0
- ~R
Re= | +R
0

N +2R
Ry = 0
0
N 0
R, = 0
0
R —2R
R; = 0
0

+R
—R
0

0
—2R
0

- ~R
Ry= | -R
0

Ry —

|
I

Etape 7 : Attribution des réactions d’appuis aux faces du VER
On constate que le point 2, point central de la face y_ de la cellule (4 x 4) présente une réaction
d’appui selon @ et le point 10, point central de la face x_, présente une réaction d’appui
selon 7. Les réactions d’appuis sont donc réparties ainsi, selon les faces et les composantes :

Face x_ Face x
T - T -
7 Roy R3y R6y 7 RQ?/ R5l/ RS?/
z - z -

Face y_ Face vy,
T Ry, Ri, Ry, T R, Ri, Rs,
4 - 4 -
z - Z -

Etape 8 : Calcul des efforts généralisés et des coefficients de la matrice de raideur
Les efforts généralisés sont déterminés par intégration des réactions d’appuis calculés a 1’étape
précédente.

Pour les faces de normale 7 :

2 A,
Noy=—3R = LKy
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

Pour les faces de normale 7/ :

2 A
N,=-"R="YK
v b op N

Nyy =My =My, =V, =0

Tous les coefficients de la troisiéme colonne de la matrice de raideur sont donc nuls a

I'exception du coefficient Ass, déterminé par le rapport Agz = Nev/oe,,.
Ky
Am =

La raideur membranaire de cisaillement As3 ne dépend que de la raideur axiale des mem-
brures. Elle est donc constante pour tous les parametres a 1’exception de la dimension en plan b
pour laquelle elle décroit en fonction inverse et l'aire de la section S pour laquelle elle croit
linéairement.
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.2.3.6 Courbure X,

Etape 1 : Définition de la cinématique
A T’échelle du VER, les faces x, et x_ sont respectivement pivotées d'un angle de p, et —p,
selon 7y'. Dans I'hypothese de petits déplacements et de petites rotations, on peut assimiler
cette rotation a un allongement /raccourcissement des fibres supérieures/inférieures. On impose
alors :

— les déplacements A, et —A, respectivement & la fibre supérieure des faces x, et x_;
— les déplacements —A, et A, respectivement a la fibre inférieure des faces x, et x_.
La déformation imposée correspondante est :

2A,
hb

Xoz = (3.39)

A D'échelle du module My, la face = est immobile et la face z_ est pivotée de —p, selon yy.
Pour des raisons de symétrie, nous préférons imposer les déplacements équivalents : les faces x .
et x_ sont pivotées de Pv et —rvf2 selon gy, soit des déplacements imposés de A=/ et —A=/
correctement distribués sur les fibres supérieure et inférieure des faces x, et x_.

Nous remarquons que les déplacements imposés sont les mémes que ceux de la déformation
membranaire e,,, les étapes 2 a 4 sont donc similaires (dupliquées ci-dessous pour permettre
une lecture autonome de cette partie). Cependant, la nature de la déformation et les conditions
d’appuis varient, les étapes 5 et suivantes sont donc différentes.

La cinématique du module M, comporte un degré de liberté compatible avec les symétries
de la géométrie et du chargement dans le repére Ry, (Fig. 3.67) :

— Translations : T = (0,0,0)
— Rotations : R = (0,0,7,)

FI1GURE 3.67 — Cinématique de la courbure x,.,
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

Etape 2 : Equations de compatibilité
Les valeurs de déplacements a imposer aux extrémités des membrures, exprimées dans le repere
local des poutres Rp,; valent :

20 5 Y

_i_i

2 2 2 2
P2 +5 e
0 0

Etape 3 : Minimisation de 1’énergie de déformation

Etant donné l'expression des déformations Fj), la formule de I’énergie de déformation des mem-
brures (Equation 3.23) se simplifie :
52 52
Wdef =4 [KN;O + KMZ;O] (340)

Grace a 'expression analytique de cette énergie, il est possible de déterminer r, en résolvant
I’équation :

MWey
= 0 3.41
or, ( )
En remplacant avec I’expression de (5_0)(53;0, dyo,0z,) puis en dérivant, on obtient I’équation :
2 A,
V2 (-2 o (3.42)
2 2
La résolution donne :
— & (3 43)
r, = 5% .

Etape 4 : Calcul des réactions d’appuis du module M,.
Les réactions d’appuis, dans le repére du module R,; valent :

T Ae . 1 - CA. . ] -
K 'K
1 N +R 1 N +R
Ry = A = R, = A = —
R, _Be g +R Ry LBe g R
4 4
I 0 | | 0 I 0 | | 0
- A 1 ¢ - - A 1 - -
K — K —
—|-4 N R +4 N R
Ro=| A - Ri=| A | -
R, _Bege +R R; LBe g R
4 4
| o ] L O o | L O]
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Etape 5 : Calcul des réactions d’appuis des autres modules
Les réactions d’appuis des modules M; a M3 sont déduites du module M, par symétrie :

0 0 0 0

Module M,

. +R . +R N —R . —R

Roo=1| +R Royp=| —R Ry, = | +R Rys=| —R
0 0 0 0

Module M;

. —R . —-R . +R N +R

Rio=| —R Rii=| +R Rio=| —R Ris=1| +R
0 0 0 0

Module M,

. —R . —-R . +R N +R

Ryp=| —R Ryy = | +R Roo=| —R Rys = | +R
0 0 0 0

Module Mj

. +R . +R . —R N —R

R370 == +R R371 - —R R372 == +R R373 - —R

Etape 6 : Calcul des réactions d’appuis du VER
Par combinaison des modules M, a M3, on déduit les réactions d’appuis du VER :

R +R _ 0 _ —R
Ry = +R Ry = —2R Ry = +R
0 0 0
_ —2R _ 0 _ +2R
R3 = 0 Ry = 0 Rs = 0
0 0 0
R +R _ 0 _ —R
Rs = —R R; = +2R Rg = —R
0 0 0

Etape 7 : Attribution des réactions d’appuis aux faces du VER
On constate que le point 2, point central de la face y_ de la cellule (4 x 4) présente une réaction
d’appui selon 7 et le point 10, point central de la face x_ présente une réaction d’appui selon 7.
Les réactions d’appuis sont donc réparties ainsi, selon les faces et les composantes :

Face x_ Face x

Ro, Rs, Re, Ry, Rs, Rs,

x T

T
v
>

SR
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

Face y_ Face y,
i - T -
Y Ry, R, R, Y Re, R:, Rs,
Z Z

Etape 8 : Calcul des efforts généralisés et des coefficients de la matrice de raideur
Les efforts généralisés sont déterminés par intégration des réactions d’appuis calculés a ’étape
précédente.
Pour les faces de normale 7 :
h hA,
N:m::Nmy:Mxy:‘/m:O

Pour les faces de normale 7/ :

h hA,

My = 1= v

Ny = Myp = My, =V, =0

Tous les coefficients de la quatrieme colonne de la matrice de raideur sont donc nuls a
'exception des coefficients Dyq et Doy, déterminés par le rapport Dyy = Mz )y, et Doy = Muy/y,,.

h2
Dll = D21 = gKN

Les raideurs flexionnelles de plaque Di; et Dy ne dépendent que de la raideur axiale des
membrures et de la hauteur du VER. Elle est donc constante pour tous les parametres a 'ex-
ception de la dimension en plan b pour laquelle elle décroit en fonction inverse, de la hauteur h
avec une croissance quadratique et de l'aire de la section S avec une croissance linéaire.
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.2.3.7 Courbure Xy,

Etape 1 : Définition de la cinématique
A Téchelle du VER, on opeére une torsion des faces x, et x_ d’un angle p, selon Ty, soit une
rotation respective des faces x; et z_ d’un angle P=/2 et —r=/2 selon Ty. Cette opération génere
également une torsion des faces y; et y_ selon yy d’une valeur p, = —p,.

Dans I'hypothese de petits déplacements et de petites rotations, on peut assimiler cette
rotation a une translation verticale des coins My, My, Mg et Mg du VER d’une valeur alternée
de A, et —A,.

La déformation imposée correspondante est :

A,

A T’échelle du module My, les points 1, 2 et 3 sont immobiles et le point 0 est translaté de A,
selon zy,. Pour des raisons de symétrie, nous préférons imposer les déplacements équivalents :
les points 1, 2 et 3 sont translatés de —2:/2 et le point 0 de 2:/2 selon Zy.

Contrairement aux autres déformations imposées et étant donné les symétries du systeme, il
est plus pertinent de décrire la cinématique du module M, dans le repere global des poutres Rp.
Elle comporte trois degrés de liberté compatibles avec les symétries de la géométrie et du
chargement dans ce repere (Fig. 3.68) :

— Translations : 7 = ({,,0,1,)
— Rotations : R = (0,7,,0)

FIGURE 3.68 — Cinématique de la courbure x4,
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

Etape 2 : Equations de compatibilité

Les valeurs de déplacements a imposer aux extrémités des membrures, exprimées dans le repere
local des poutres Rp,; valent :

_ I _ _ 0 _
+t, —r,=
ry2
0= 1= +t1~ +7‘y§
\/§ Az AZ
— - —= +t, +—
t. 5 ryb + 57 | 5
0 T [ h
_tx _
+ry2
- h -
0y = | tla vy 03 = 0
A, V2 A
t, — — - z
I + + 5 | | t, + 5 Tyb 5 |

Etape 3 : Minimisation de 1’énergie de déformation

Etant donné lexpression des déformations K; qui est différente pour chaque poutre, il est
nécessaire de considérer la formule compléte de I’énergie de déformation des membrures (Equa-
tion 3.23).

Grace a 'expression analytique de cette énergie, il est possible de déterminer ¢,, t, et r, en
résolvant le systéme :

aWdef — 0
ory
OWe
= 4
< 2. 0 (3.45)
Waey
ot, 0

En remplacant avec I'expression des E(&;i, dy:» 02, ) puis en dérivant, on obtient le systéme :

( 2
h (—tx + ryg) Ky + *be (ﬁryb - AZ) Ky, + h <+tx + Ty}2L> Ky, = 0
h h
3 (+tx — ry2) Ky + (+tm + ryz) Ky, = 0
p =B
\ !
(3.46)
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3. Mécanique du rapiécage courbe

La résolution donne :

V2bA,
Ty =
op 1 a2l Ky
K, Ky + K,
< Lo hKy— Ky, (3.47)
v 7 9Ky + Kon
, _ A
L7 4

Si les membrures présentent une raideur axiale trés supérieure a la raideur flexionnelle
(Ky » K)y.), alors les expressions précédentes se simplifient :

v,
y Ky
2b% + 4h2—"=%
+ Ko,
1 h (3.48)
ty = ry=
, - B
S

Etape 4 : Calcul des réactions d’appuis du module M,.
Les réactions d’appuis, dans le repere du module Rj; valent :

\f(_t‘” ”yizl ) Kv | [ 4R

Rg = \f(—tx —|—ry2 ) Ky =| +R
i (—@ —é%w +éﬂ Ky, | L
_\f(_tﬂ” vy ) K| Tk
BRI R R
(e ) ] T
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

V2 h
= 2 h
Rs = £ — = =| +R
3 5 ( ty 5 ) Ky
\/§ Az +RZ3
(e b —T) K

Etape 5 : Calcul des réactions d’appuis des autres modules

Les réactions d’appuis des modules M; a M3 sont déduites du module M, par symétrie :

Module M,

. +R N —-R . —-R N +R

Roo=| +R Royp =1 —R Ros=| —R Rys =1 +R
+R., +R,, +R., +R,,

Module M;

. —R . +R . +R N —R

RI,O = +R R1’1 = —R RLQ = —R R1’3 = +R
_Rz2 _Rzl _RZS _RZ2

Module M,

. +R N —R . —R N +R

Ryg=| —R Ryy =1 +R Roo = | +R Rys =1 —R
-R., —R,, —R., -R,,

Module M3

. —R N +R . +R N —R

Rg}o = —R R3’1 = +R R3,2 = +R R373 = —R
+R,, +R,, +R., +R.,

Etape 6 : Calcul des réactions d’appuis du VER
Par combinaison des modules My a M3, on déduit les réactions d’appuis du VER :

_) +R ] _) —2R _) +R ]
RO = +R Rl = 0 R2 = —R
+R., | 0 | —R.,

— [ 0 | — 0 — | 0 |
Rs = —2R R, = 0 Ry = +2R

| 0 ] 0 | 0 ]

_ —R ] _ +2R _ [ —R |
Rﬁ - +R R7 == 0 Rg == —R
—-R,, 0 | +R.,
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Etape 7 : Attribution des réactions d’appuis aux faces du VER
On constate que le point 2, point central de la face y_ de la cellule (4 x 4) présente une réaction
d’appui selon 7 et le point 10, point central de la face x_ présente une réaction d’appui
selon 7. Les composantes selon 7 des réactions sont donc attribuées aux faces de normales 7/,
alors que les composantes selon 7/ sont attribuées aux faces de normales 7. D’autre part,
aucun des points 2 et 10 ne présente de réaction verticale. Les composantes selon Z sont donc
équitablement réparties entre les faces de normales T et 7. En cohérence avec la symétrie du
VER et de son chargement, les composantes sont distribuées pour moitié entre deux faces de

normales 7 et I/ adjacentes.
Les réactions d’appuis sont donc réparties ainsi, selon les faces et les composantes :

Face z_ Face x
T - i -

v Ry, Rs, R, v Ry, Rs, R,
7 ROZ/Q - RGZ/Q 7 Rzz/2 _ Rgz/2
Face y_ Face vy,

? Rggc Rlx R% ? R6m R?;c R8w

v - 7 )
z R02/2 - 362/2 = 362/2 - Rsz/g

Etape 8 : Calcul des efforts généralisés et des coefficients de la matrice de raideur
Les efforts généralisés sont déterminés par intégration des réactions d’appuis calculés a I’étape
précédente.

Pour les faces de normale 7 :

h_ R. V2 h h 1 V2 A,
M, = —— L= - — — | K Y VN —“ZIK
oy bR+ 1 Qb(tx+ry2) N+4(tz 2ryb+2) M,

Pour les faces de normale 7/ :
h R, V2h h 1 V2 A,
My,=-R——=—— |-t —|Ky—=|—t,— —r,b+— | K
=y 2b< ”TyQ) N 4( : er+2) M,
M,

yr =

N My, =V, =0

vy

Tous les coefficients de la sixiéme colonne de la matrice de raideur sont donc nuls a I'excep-
tion du coefficient D33, déterminé par le rapport D3z = Mav/fay,, .

K, (Ky + Ki) — 202Ky Ky,

D33 = I (3.49)
32 (K K 64— K =
(K + Kir,) + 6445 N R,
Si (Ky » Kyy.), alors expression précédente devient :
- WKy, —2hPK
g3 = —— = KMMZ (3.50)
32 + 64— £
TR R
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

L’expression du coefficient de raideur en torsion du VER est plus complexe que les autres co-
efficients dans sa forme et dans son interprétation. Les intervalles de variation du coefficient D33
étant tres différents selon les parametres, chaque graphique possede une échelle des ordonnées
différente. Seul le graphique de u représente les deux formulations, complete et simplifiée, qui
se distinguent dans la partie supérieure du domaine de variation.

En observant la formule analytique, ainsi que les courbes de variation des parametres, on
peut constater que le coefficient D33, selon certains jeux de variables, est capable de prendre
des valeurs positives, nulle, ou négatives. Une raideur négative est une notion contre-intuitive
pour des matériaux conventionnels, mais peut se retrouver dans des matériaux architecturés
comme celui que nous étudions. Par exemple, les matériaux auxétiques [325] possedent un
coefficient de Poisson négatif, ce qui impliquerait, pour une plaque constituée de ce matériau, un
coefficient A5 négatif. Si 'on considere ’expression simplifiée, le comportement conventionnel
ou non du coefficient est piloté par le rapport entre les quatre variables b, h, I, et I, selon la

relation : )
K,

h2 Ky,
Cela explique aussi que, de facon contre-intuitive, la raideur en torsion augmente en méme
temps que b ou diminue en méme temps que h et I,.

D3y > 0 < > 2 (3.51)
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FIGURE 3.69 — Variation du coefficient D33 en fonction d'un parametre
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

3.2.3.8 Synthese

A partir des études menées précédemment, il est possible de déduire par symétrie I'intégralité

des coefficients de la matrice de raideur relative & la contribution des membrures :

[ A A O
A A 0 0
0 0 Ass
Dy Dy O
0 0 Dss
Ei; O
0 0 0 By |

gfﬁm
Eyy
2E 4y
Xzz
Xyy
2 Xy
fyl‘Z
Yyz

(3.52)

Les formulations compleétes et simplifiées ((Ky » Kj.)) sont rappelées ci-dessous, respec-
tivement en colonne de gauche et de droite :

Ky + Ky ~ Ky
A = z A = —
11 9 11 9
Ky — Ky ~ Ky
Ao = z A=t
12 9 12 9
K
A ==
h2
Dy, =§KN
VK, (Ky + Kun,) — 202 Kn Ky, - UKy, — 207Ky,
D = | h . Ky 587 R Ky
32 (K K 64— K z 32 + 64— z
( N * MZ) - b2 NKMy * 62 KMy
5 KyK - 5 K
Eyy =§ % A;) ]\242 Ell:g - M. ; .
Ky—L 4 (=) (Ky+ K oM 4 (2
N, (h) (K + Ko Ky, (h)

avec b et h, dimensions en plan et hors plan d'un module, Ky = By, Ky, = 3El/e, et
Ky, = 3EI:/3 | raideurs axiale et flexionnelles des membrures (§ 3.2.3.1).

On note 'absence de couplage membrane-flexion : la sous-matrice [B] est nulle. De plus,
on observe que les quatrieme et cinquieme colonnes sont identiques ; cela traduit la présence du

mécanisme identifié précédemment (§ 3.2.2.3).
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.2.4 Contribution des tétraedres

3.2.4.1 Meéthode des plans d’expériences numériques

Apres avoir déterminé la contribution des membrures au sein du modele équivalent de
plaque épaisse, nous décrivons maintenant la contribution des tétraedres avec laquelle il faudra
combiner la premiere pour obtenir un modele complet. On considere ici les membrures comme
infiniment raides et les tétraedres déformables.

Le principe général est le méme que pour les membrures : les coefficients de la matrice
de raideur [RT] sont déterminés en imposant les déformations volumiques associées aux dé-
formations généralisées, puis en les mettant en rapport avec les efforts généralisés. Selon les
hypotheses énoncées précédemment (§ 3.2.2), les tétraedres n’interviennent que pour la défor-
mée en torsion () et en cisaillement (v, et 7,.), les autres déformées sollicitant uniquement
les membrures. La présente étude se concentre donc sur la détermination des coefficients D33
et 11, puisque par symétrie, Fos = F1p et Fyp = 0.

La complexité de la géométrie des tétraedres et de leur chargement rend une formulation
analytique directe difficile. Nous avons donc recours a un modele numérique aux éléments finis
qui, contrairement aux fonctions continues établies pour les membrures, ne donnent qu’une
représentation discrete de la réponse mécanique des tétraedres. Cette approche souleve la ques-
tion des jeux de parametres a choisir pour les simulations et aussi de la méthode d’interpolation
afin de prédire la réponse pour un nouveau jeu de parametres.

La méthode développée par la suite s’appuie sur la notion de plans d’expériences numériques
et plus précisément celle mise en place par Tran [114], vers lequel nous renvoyons pour un état
de 'art complet et une description détaillée de la méthode. Toutefois, nous reprenons dans ce
qui suit les points principaux de la démarche que nous illustrons par un cas simple (§ 3.2.4.2)
avant de I'appliquer a la détermination des coefficients D33 et Eyy (§ 3.2.4.3)

Les plans d’expérience, classiques ou numériques, apportent un formalisme afin de systémati-
ser une série d’essais pour obtenir la meilleure compréhension (prédiction) du comportement de
I'objet d’étude avec un minimum d’expérimentation. Les plans d’expérimentation « classiques »
ont émergé afin de structurer la démarche traditionnelle dite « essai-erreur » qui consiste a faire
varier les différentes composantes du systeme a étudier sans stratégie prédéfinie. Cette démarche
d’essai-erreur montre en effet ses limites dans le cas d’'un nombre d’essais restraint par leur cotit
ou leur temps de mise en ceuvre. Ces contraintes expliquent bien le contexte d’émergence, dans
les années 30, de la méthode des plans d’expérience : le mathématicien Sir Fisher [326] a pour
mission de fournir une méthodologie scientifique afin d’augmenter les rendements agricoles en
faisant varier le type d’engrais, les variétés végétales. . .

Plus récemment, les progres scientifiques des modeles théoriques couplés a I'augmentation
de la puissance de calcul des ordinateurs permettent souvent de remplacer I'expérimentation
physique par des simulations numériques. Cependant, la complexité des modeles et la précision
des résultats requise impliquent des temps de calcul importants, limitant ainsi le nombre d’es-
sais envisageables. C’est pourquoi I'expérimentation numérique partage avec l'expérimentation
physique cette recherche d’économie de moyen et place les plans d’expérimentations au coeur
de sa démarche.
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3.2.4.2 Processus d’expérimentation numérique

Nous décrivons et illustrons par un cas simple les étapes a mettre en ceuvre pour mener a
bien le processus des plans d’expériences numériques. Le cas d’étude sélectionné est celui de la
définition des caractéristiques géométriques d'une section en double corniere a ailes égales. Ces
données seront utilisées dans la partie 3.3 ou les dimensions de la section sont laissées variables.

Considérons un modele numérique paramétrique dépendant d’'une combinaison de va-
riables X, appelées valeurs d’entrées ou inputs. Pour un jeu de parametres donné, le simulateur
évalue un ensemble de réponses Y, appelées valeurs de sorties ou outputs. Dans I’étude de cas
de la double corniere, nous avons deux valeurs d’entrée (épaisseur e de 'aile et sa longueur L) et
quatre valeurs de sorties (aire de la section S, moments quadratiques 1,,, 1., I,). Dans le cas gé-
néral, notons n, le nombre de variables dont dépend le modele numérique et qui appartiennent
chacune & un domaine de variation défini par 'utilisateur. Une simulation i € {1,...,p} est
alors représentée par un point dans un espace de dimension n : (X4, Xa,, ..., X,,) a laquelle
sont associées m réponses Y;; avec j € {1,...,m}. L’ensemble de tous les points du domaine
de variation associé a une réponse Y; génére une hypersurface de dimension n, appelée surface
de réponse, dans un espace de dimension n + 1. En réalité, plutoét qu’une surface, il s’agit d’un
nuage de points qui doit étre interpolé par un modele mathématique.

Les grandes étapes et les choix inhérents a la démarche sont similaires a ceux développés
par Tran [114] :

— étape 1 : identification du probleme;

— étape 2 : choix du modele mathématique des réponses;
— étape 3 : choix des expériences a réaliser ;

— étape 4 : construction du modele approché;

— étape 5 : validation de la précision du modele obtenu ;

— étape 6 : conclusions.

Sans reprendre I'argumentation détaillée, nous parcourons ces étapes en énoncant les diffé-
rents choix, en apportant les précisions spécifiques a notre étude et en les illustrant avec le cas
de la double corniere.

Etape 1 : Identification du probleme et méthodologie
Cette étape consiste essentiellement a identifier la nature du probleme, déterminer les para-
metres ayant une potentielle influence sur le résultat, ainsi que leurs domaines de variation.

Dans notre exemple, nous souhaitons déterminer les caractéristiques géométriques de la
section d'une double corniere a ailes égales S, I, I, I,,. Les trois premiers sont facilement cal-
culables analytiquement et seront comparés avec les résultats numériques obtenus. En revanche,
le calcul du moment quadratique polaire n’est pas trivial pour les sections complexes et justifie
ce type d’approche.

Nous identifions deux parametres d’influence : ’épaisseur de 'aile e et sa longueur L. Nous
considérons une géométrie légerement simplifiée de la double corniere ot les congés ne sont pas
pris en considération (Fig. 3.70). Il aurait été facile d’intégrer dans le calcul la notion d’inégalité
des ailes, mais pour des questions de représentation, restreinte a trois dimensions, nous nous
limitons a deux variables.
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Méme si dans la production industrielle des cornieres laminées, il existe un certain couplage
entre longueur et épaisseur d’ailes (e ~ L/10), nous considérons, pour l'exemple, que les deux
variables peuvent prendre toutes les valeurs des intervalles de variation suivants :

— e € [3mm, 20 mm]
— L € [30 mm, 200 mm]

x|

L L

(a) Modele avec congés (b) Modele simplifié

FIGURE 3.70 — Paramétrisation de la double corniére

Etape 2 : Choix du modele mathématique des réponses
Il existe de nombreux travaux portant sur les types de modeles mathématiques approchant
au mieux la réponse d'un probléme donné. Les principales méthodes identifiées [327] sont
la méthode de surfaces de réponses [328,329], le krigeage et les réseaux de neurones [330].
L’interpolation bilinéaire d'une grille réguliere d’échantillons peut étre considérée comme une
approximation par morceaux de la réponse [99].

En revanche, la méthode la plus adaptée dépend du probléme considéré et peu d’approches
comparatives existent dans la littérature. De formalisme simple et facile a mettre en place,
le choix polynomial semble convenir dans de nombreux cas [308]. De plus, celui-ci permet
d’effectuer facilement une étude de sensibilité, c¢’est-a-dire de comprendre I'importance relative
des divers facteurs sur la réponse. Dans le cas de notre illustration, le choix d’'un modele
polynomial semble particulierement pertinent étant donné la forme analytique de 'aire et des
moments quadratiques de sections constituées de formes rectangulaires.

La forme générale du modele basé sur les polyndémes s’écrit :

q
Yi = Z Brefie (i) + € (3.53)
k=1
avec x; = (X1, Xo4, ..., X,,), vecteur des valeurs d’entrée, S, vecteur des coefficients inconnus

A estimer, &', écart au modele et f; (z;), premieres fonctions d’une base de 'espace L2

Pour notre probleme a deux variables z = (X; = e, Xy = L), les premiéres fonctions de base
sont classées par degrés croissants dans le tableau 3.12.

Pour le calcul des caractéristiques géométriques de la section en double corniere, les formes
analytiques nous renseignent : nous choisissons une fonction polynomiale de degré 2 pour l'aire
de la section et de degré 4 pour les moments quadratiques.

Par exemple, pour l'aire de la section, la relation 3.53 devient :

S = 50 + 51[/ + 526 + 53[/2 + 5461/ + 5562 + 6(1’) (354)

272



3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

TABLE 3.12 — Premieres fonctions polynomiales a deux variables, degré 1 a 4

degré 0 degré 1 degré 2 degré 3 degré 4
fo(l’) = 1 fl (l‘) = L fg(.’l?) = L2 (LL‘) L3 flo(x) = L4
falx) = e | fulx) = eL| fi(x) = el? | fu(z)= el?
fs(x) = € | fs(x) = L' | fio(x) = €207
folz)= ¢ fiz(z) = L1
ful@)= ¢

Etape 3 : Choix des expériences a réaliser

L’objectif principal concernant le choix des points d’expériences pour 'expérimentation nu-
mérique est le remplissage le plus uniforme possible de 'espace des parametres (Space-Filling
Design). Il existe principalement deux types d’échantillonnage dans la littérature : les plans a
marges uniformes comme les hypercubes latins ou les suites de faible discrépance. On utilise
dans notre étude les suites de Sobol’ qui appartiennent a la seconde catégorie d’échantillonnage.
Celles-ci présentent le double avantage d’étre faciles a construire par leur nature binaire et de
préserver 'uniformité de la distribution alors que le nombre d’échantillons augmente. Il est
donc possible de mener une premiere campagne d’essais avec un petit nombre de points, puis
de compléter cette campagne en ajoutant de nouveaux points tout en conservant les résultats
des premiers calculs.

Il n’existe pas de regle préconisant le degré et le nombre de points a calculer pour atteindre
une précision suffisante dans 'interpolation polynomiale, la qualité de celle-ci dépendant for-
tement de la régularité de la fonction a approcher. En revanche, il est nécessaire de calculer
un nombre de point x; au moins égal au nombre de parametres inconnus ;. Dans ce cas,
'interpolation polynomiale sera parfaite pour ces points (résidus € = 0), mais présentera des
résultats globaux de moins bonne qualité (sous-apprentissage) que si cette interpolation est ba-
sée sur un plus grand nombre de points. Pour un phénomene physique bien identifié, la théorie
peut renseigner sur une forme a priori du polynéme. Ce n’est pas notre cas pour la définition
des coefficients de la matrice de raideur D33 et Fp;. C’est pourquoi nous proposons, dans la
partie suivante, une méthode empirique pour déterminer le degré du polynéme et le nombre
d’échantillons a choisir pour atteindre une corrélation satisfaisante.

Dans notre exemple, nous avons vu a l'étape précédente que 1'étude des caractéristiques
géométriques de la section en double corniere est basée, selon le cas, sur les polynomes de
degré 2 (6 coefficients inconnus) ou 4 (15 coefficients inconnus). Nous menons une campagne
de calculs numériques basés sur 100 points.

Le logiciel GNU Octave version 6.2.0 [331] est utilisé pour générer les 100 points de la suite
de Sobol’, basée sur l'algorithme de Bratley et Fox [332,333]. Puis on opére un changement
de variable pour faire correspondre le domaine de variation des points de la suite, initialement
générés entre 0 et 1 (Fig. 3.71), aux domaines de variation établis dans I’étape 1.

Ensuite, les quatre caractéristiques géométriques S, I, I. et I, sont évaluées numériquement
avec le logiciel Rhinoceros pour les 100 points d’échantillonnage.
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Y

FIGURE 3.71 — Echantillonnage de cent points de la suite de Sobol’ en dimension 2

Etape 4 : Construction du modele approché
Cette étape consiste a déterminer les coefficients inconnus S; des modeles polynomiaux choisis
a ’étape 2. Ils sont estimés par la méthode de régression des moindres carrés implémentée dans
la librairie Math. NET Numerics.

Dans notre exemple, les coefficients attachés aux fonctions décrites au tableau 3.12 sont
présentés de facon synthétique pour les quatre réponses sous une forme similaire dans le ta-
bleau 3.13 (polynome de degré 2) et dans les tableaux 3.14, 3.15 et 3.16 (polynomes de degré 4).

Les surfaces de réponse des quatre caractéristiques géométriques S, 1, I. et I, sont tracées,
en superposition des points d’échantillonnage en figure 3.72. Sur 'axe des 7, on trouve le
parametre d’épaisseur de laile e, et sur I'axe des 7/, on trouve le parametre de longueur de
laile L. La grandeur mesurée/prédite se trouve sur axe des 2. Toutes les valeurs des réponses
sont normalisées entre 0 et 1.

(a) Aire de la section § (b) Moment (c) Moment (d) Moment
quadratique I, quadratique I, quadratique I,

FIGURE 3.72 — Surfaces de réponse des caractéristiques de la section en double corniere
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TABLE 3.13 — Coefficients de régression : aire de la section S

degré 0 degré 1 degré 2

Bo= 00| 5= 00]ps= 0.0
By= 00| 8= 40
Bs —2.0

TABLE 3.14 — Coefficients de régression : moment quadratique I,

degré 0 degré 1 degré 2 degré 3 degré 4
Bo(x) = =311 | Bi(x) = 3.9 | B3(x) = —0.1| Bs(x) = 0.0 Bio(x) 0.0
Po(z) = =236 | fs(z)= 02| Br(x)= 00| Bu(z)= 04
Bo(x) = —0.3 | Bis(z) = 0.6
ﬂm(ﬂf) = —0.2

TABLE 3.15 — Coeflicients de régression : moment quadratique I,

degré 0 degré 1 degré 2 degré 3 degré 4
Bo(z) = 0.0 | fi(z) = 0.00 | B3(x) = 0.00 | Bg(z) = 0.00 | Bro()
Bo(x) = 0.00 | Ba(x) = 0.00 | Bz(x) = 0.00 | fy1(z)
Bs(z) = 0.00 | fs(z) = 0.00 | fra(x) =  0.00
Ao~ o

H

T 0.00 513

TABLE 3.16 — Coefficients de régression : moment quadratique I,

degré 0 degré 1 degré 2 degré 3 degré 4
Bo(r) = =236 | fu(x) = 02| Bz(x)= 00| Bu(z)= 1.1
Bs(z) = 3.0 Bs(x) = 01| f2(z)= —0.6
514(1') = —-0.9
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Etape 5 : Validation de la précision du modele obtenu

Parmi les différents criteres permettant d’évaluer la qualité du modele proposé, le coefficient
de détermination R? est celui habituellement utilisé pour la méthode de régression linéaire des
moindres carrés. Il mesure 'adéquation entre le modele et les données observées, ou calculées
dans le cas d’expérimentation numérique. Il est défini par :

(3.55)

avec n, nombre de mesures, y;, valeur de la mesure 7, ¥;, la valeur prédite correspondante et y;,
la moyenne des mesures.

Le coefficient de détermination R? varie entre 0 et 1. La qualité du modele est d’autant
meilleure que le coefficient R? se rapproche de 1.

Dans le tableau 3.17, on compare les valeurs du coefficient de détermination R? des diffé-
rents modeles en fonction du degré du polynome. Les coefficients inconnus (; sont identifiés
séparément pour chaque jeu de polynomes correspondant a un degré donné, alors que seuls
ceux de degré 2 sont indiqués dans le tableau 3.13 et ceux de degré 4 dans les tableaux 3.14,
3.15 et 3.16. Dans tous les cas, le modele est basé sur un échantillonnage de 100 points. On
observe que la corrélation devient parfaite a partir du degré 2 pour l'aire de la section S et a
partir du degré 4 pour les moments quadratiques I, 1., I,. Ces résultats viennent valider les
hypotheses faites dans les étapes 2 et 3 quant aux choix du modele et du nombre de points
expérimentaux.

TABLE 3.17 — Coefficients de détermination S, I, I, I, en fonction du degré du polynéome

degré 0 degré 1 degré 2 degré 3 degré 4
S R? =0.0000 | R? =0.9121 | R? = 1.0000 | R? = 1.0000 | R? = 1.0000
I, R? =0.0000 | R? =0.7895 | R? = 0.9849 | R? = 0.9998 | R? = 1.0000
I, R? =0.0000 | R? =0.7882 | R? = 0.9859 | R? = 0.9998 | R? = 1.0000
I, R?* =0.0000 | R? =0.7888 | R? = 0.9856 | R* = 0.9998 | R? = 1.0000

Afin de visualiser la qualité de la réponse en fonction du degré du polyndéme choisi, on
construit un graphique de corrélation ou la valeur observée y; est reportée en abscisse et la
valeur prédite ¢; en ordonnée (Tab. 3.18). Pour plus de lisibilité, nous normalisons les valeurs
par la plus grande valeur de y; ou de ;. La prédiction est d’autant meilleure que les points se
situent sur la diagonale.

Etape 6 : Conclusions

L’approche par les plans d’expériences numériques permet d’évaluer les caractéristiques géomé-
triques de la section en double corniére avec une corrélation parfaite (R* = 1), car les modeles
polynomiaux choisis conviennent particulierement a ce type de probleme.
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TABLE 3.18 — Graphiques de corrélation comparant valeurs expérimentales et valeurs prédites

degré 1 degré 2 degré 3 degré 4
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;3 s
¥ /
rd
A .//
g ’
N;h / 7 '_c' _/' s
PR ’ . 4 i /"
e Vi /
ot oa F 4 e
B \* s~ 7
g ’
'\?‘ . > e ’
L ..Ju 1 by /.‘ /
ot 7’ s
;.,‘.' i s 7/
2_ b', / 7’
N& e v
2 L
N J N A
R s
N v . v | , / |

I1 est également possible de vérifier la parfaite corrélation entre la prévision polynomiale et
les formules analytiques calculées pour 'aire de la section S et les moments quadratiques I,
et I, (théoreme de transport de Huygens) :

A=2e(2L —e)

I e(e* —5el +5L%) (e* — eL + L?)

v 6 (2L —e) (3.56)
e 2e (L? + €*L — €?)

o 3

Pour les expressions analytiques de A et I, qui ont des fonctions polynomiales, on constate
que les coefficients des mondmes sont identiques & ceux calculés par la régression linéaire (ta-
bleau 3.13 et 3.15). On construit également trois graphiques de comparaison en figure 3.73
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entre les valeurs des expressions analytiques en abscisses et les valeurs obtenues par regression
en ordonnées. On constate en particulier, pour I’expression I, qui est une fonction rationnelle et
pour qui la comparaison directe des coefficients des mondomes n’est pas possible, que les points
sont parfaitement alignés sur la diagonale.

s 1, I.

FI1GURE 3.73 — Graphiques comparant valeurs analytiques et celles obtenues par régression

3.2.4.3 Application aux coefficients de la matrice de raideur des tétraedres

Apres avoir décrit et illustré la démarche générale des plans d’expériences numériques, nous
les appliquons au sujet de notre étude : la détermination des coefficients de la matrice de
raideur D33 et Ey; dans le cadre de la contribution des tétra¢dres.

Etape 1 : Identification du probleme et méthodologie
La matrice de raideur des tétraedres est a combiner par la suite avec celle des membrures. Elle
répond donc aux mémes conditions de liaisons, de périodicité et d’appuis que celles définies
pour la contribution des membrures.

Les coefficients sont exprimés en fonction des parametres géométriques du VER (la di-
mension en plan b, la hauteur h, le coefficient de remplissage p), mais s’affranchissent des
parametres géométriques de la section, les membrures étant considérées comme indéformables.
Les tétraedres sont en acier S235.

A ces parametres s’ajoutent les parametres géométriques des tétraedres. Nous adoptons une
paramétrisation tres similaire a celle du prototype construit (§ 3.1.4.1) mais nous choisissons
de définir la géométrie des faces plutot que celle de leur intersection. Celles-ci sont générées
par translation d’une courbe plane de type Béziers cubique joignant le sommet du tétraedre et
le centre de 'aréte opposée (plan de symétrie de la face). Cette courbe est pilotée par quatre
points ou, de facon équivalente, par les deux tangentes d’extrémités, qui peuvent étre définies
par quatre parametres : a; et p, angle et longueur de la tangente au sommet du tétraedre ainsi
que s et po, angle et longueur de la tangente au centre de I’aréte opposée. La figure 3.74 montre
cette paramétrisation ainsi que quelques morphologies de tétraedres issues de la variation des
parametres. Enfin, I’épaisseur e de la tole compléete le jeu de parametres. Le probleme dépend
donc de huit variables : b, h, u, e, ay, p1, s, pso.

Les coefficients D33 et Ej; sont évalués, pour chaque jeu de parametre a partir d'un mo-
dele numérique aux éléments finis. Dans un processus similaire aux étapes 6-8 du calcul de la
contribution des membrures (§3.2.3), les réactions d’appuis sont extraites pour chacune des dé-
formations puis combinées pour calculer les efforts généralisés. Enfin, elles sont mises en rapport
avec la déformation considérée afin d’évaluer le coefficient correspondant.
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FIGURE 3.74 — Paramétrisation du tétraedre selon le plan de symétrie

Pour le moment de torsion, nous avons vu que (§ 3.2.3.7) :

h R,
M,, = bR + 41
A (3.57)
Xzy = bT

avec R, réactions horizontales au point 0, R,, réaction verticale au point 0, A,, déplacements
imposés aux points 0,2,6,8 du VER.
Le coefficient D33 se calcule donc par la relation suivante :

b
D33 = — (4hR + .
%~ 3A. (4hR + bR.,) (3.58)

Pour leffort tranchant, nous avons vu que (§ 3.2.3.3) :

5
oR (3.59)
Yoz = h

avec R, réaction verticale au point 0, A,, déplacements imposés aux points 0,2,6,8 du VER.
Le coefficient E7; se calcule donc par la relation suivante :

5 h

“5 .k (3.60)

1n =
Afin de donner une plus grande généralité a 1’étude, nous travaillons par la suite avec des

variables adimensionnelles, ce qui nous permet d’obtenir des résultats indépendants de la taille
de l'objet considéré. En appliquant le théoréme de Vaschy-Buckingham, qui permet d’établir
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combien de variables sans dimensions peuvent étre construites a partir des variables originales,
les coefficients D33 et Eq; peuvent étre exprimés en fonction de sept variables.

D’autre part, les coefficients D33 et Eq; sont rendus adimensionnels en les divisant par les
coefficients correspondants de la plaque homogene de méme hauteur qui a pour matrice de
raideur en flexion [D] et en cisaillement [F ] :

0

1 v
5h
[D]=D|v 1 0 [E] = =G Lo (3.61)
1w 6 |0 1
00 5
En? e :
avec D = ———— module de rigidité flexionnelle de plaque.
12(1—v?)
Les coefficients D33, et Ey;, = de la plaque homogene valent donc :
En? 5h
D =— E = — 62
33hom 24 (1 + l/) 11hom 6 G (3 6 )

Les coefficients adimensionnels Ds3 et Ejq, corrigés d’un facteur 103 pour des questions
d’ordre de grandeur valent :

D 24b (4hR + bR.,) (1 B .
s g o HOURREOR) (A v), 0 g Bu g B g6

Dox — _ e
P Dy, SALW3E En,,. AbG

En choisissant la hauteur h comme variable d’adimensionnalisation, les coefficients Ds3 et
L, s’écrivent sous la forme :

~ b e ~ N - -
D33 = f (h7uv Ea %7a27 phz> = f (bnuaea a17p17a2’p2)
~ (b e pi P

Ey = f E?ﬂa E? h y 2, h) = f (B,M,é, alaﬁb@%ﬁ?)

(3.64)

En posant h = 0.5m, il est maintenant possible de déterminer le domaine de variation
de chaque variable dimensionnelle et adimensionnelle correspondante. Le domaine doit étre
représentatif de la variabilité possible des parametres tout en étant le plus ajusté possible, car
sa taille influence directement la précision des résultats obtenus.

Le domaine de variation du parametre b est choisi pour générer un rapport d’aspect "%
compris entre 0.5 et 1, proportion couramment rencontrée dans les exemples construits et dans
la littérature [270]. La variation du parametre u est limitée entre 0.4 et 0.9, pour des raisons
de fabricabilité des modules et de conditionnement de modele, comme évoqué précédemment
(§ 3.2.3.1). L’épaisseur de la tole e est comprise entre 1 et 3mm afin de permettre une mise
en forme manuelle dans le domaine élastique. Enfin, les domaines de variation des quatre
parametres o, i, p1 et po sont choisis de facon a éviter des géométries aberrantes des tétraedres
(auto-intersection, courbures extrémes. . .). Ces informations sont compilées, pour les variables
dimensionnelles et adimensionnelles dans le tableau 3.19.

On rappelle également les valeurs des différents parametres fixes dans le tableau 3.20.

Les domaines de variation des sept variables adimensionnelles étant différents, nous opérons
un changement de variable afin de remplacer ces parametres naturels par des variables centrées
réduites (domaine de variation entre -1 et +1). Cette équivalence dans les domaines de variation
permettra d’effectuer une étude de sensibilité et de comparer 'effet des facteurs.
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

TABLE 3.19 — Domaine de variation des variables dimensionnelles et adimensionnelles

Unité Minimum Maximum
13 [m] 0.5 1
b ] 1 2
1 ] 0.4 0.9
e [m] 0.001 0.003
é -] 0.002 0.006
aq ] 0.157 0.457
p1 [m)] 0.05 0.25
o1 ] 0.1 0.5
Qg ] 0.157 0.45m
P2 [m] 0.05 0.25
P2 -] 0.1 0.5

TABLE 3.20 — Valeurs des parametres fixes

Unité Valeur
E [GPa] 210
G [GPa] 80.76
h [m] 0.5
A, [mm] 0.5
A, [mm| 0.5
v -] 0.300149

Si p € [A, B], variable adimensionnelle doit se transformer en p € [—1, +1], alors la trans-
formation linéaire est la suivante :

p=BiAﬁ+ﬁf§ (3.65)
Soit : ~ ~
(b= 2b— 3.0
= 4p—2.6
e 500é — 2.0
{ap = 6.67a; —2.0 (3.66)
pL = 5p1 — 1.5
as = 6.67a — 2.0
\ p_2 = 5P~2 - 15

Le maillage des faces des tétraedres est réalisé de fagon similaire a celle utilisée pour le
prototype (§ 3.1.4.2). Afin de déterminer la densité de ce maillage, nous menons une étude de
convergence pour les coefficients D33 et E7;. La convergence intervenant plus rapidement sur
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3. Mécanique du rapiécage courbe

les tétraedres plats, nous choisissons une géométrie de tétraedre avec une courbure significative
correspondant au jeu de parametres oy = 0.157, p; = 0.25m, as = 0.157m, p; = 0.10m. Les
parametres b = 0.75m et e = 2mm sont choisis au milieu du domaine de variation. Enfin, on
choisit d’étudier trois valeurs de remplissage ©=0.4/0.65/0.9, valeurs extrémes et moyenne de
I'intervalle de variation.

On considere que la fonction converge lorsque 1’écart relatif entre I'incrément considéré et la
valeur de convergence est inférieur a 5%. Les valeurs minimales de £y, et n.; pour atteindre cet
objectif sont consignées dans le tableau 3.21 et les courbes de convergence sont tracées dans le
tableau 3.22 pour les coefficients D33 et E7;, normalisés par les valeurs convergées, et les trois
valeurs de p. Nous choisissons une valeur de subdivision unique, minorant les valeurs relevées
pour les deux coefficients, quelle que soit la valeur de pu, soit £4, = 0.01 m.

TABLE 3.21 — Etude de convergence de D33 et Ej; : résolution du maillage

D3 Evy

Densité maillage
8 o [m] e 0] Lo [m] e [u]

pw=204 0.02 884 0.01 1156
1= 0.65 0.04 344 0.02 1182
w=0.9 0.02 1382 0.03 974

TABLE 3.22 — Etude de convergence de D33 et Fyp : courbes

D33 En

g

D33 normalisé

nali

D33
Ell

I,
D33 normalisé
Ell |

Nombre d'élément Nombre d'¢léments
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3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

Etapes 2/3 : Choix du modeéle mathématique des réponses et des expériences a réaliser
Faute de précédents dans la littérature, nous nous orientons par défaut vers le modele poly-
nomial présenté dans la partie précédente. En revanche, il est difficile de présager le degré du
polynome le mieux adapté pour refléter fidelement les résultats des expérimentations numé-
riques. Quelques essais préliminaires nous indiquent qu’il est nécessaire d’avoir recours a des
degrés relativement élevés. Nous nous laissons la possibilité de tester des modeles de degrés un
a sept.

Dans notre cas, ou le probleme est piloté par sept variables adimensionnelles, le nombre
de coefficients inconnus, et donc le nombre minimum de points d’expérimentations a calculer,
augmente tres rapidement avec le degré du polynéme (Tab. 3.23). Pour un polynoéme de degré
sept a sept variables, il est de 3432. Nous choisissons de calculer a priori 10000 points dont
seulement une partie pourra entrer en jeu dans la construction du polynéme de réponse final.

TABLE 3.23 — Nombre de parametres inconnus selon le degré du polynome

degré 0 degré 1  degré 2 degré 3 degré4 degré 5 degré 6  degré 7
1 8 36 120 330 792 1716 3432

Etapes 4/5 : Construction du modele approché et validation de la précision
Afin de construire la surface de réponse des coefficients D33 et E1; la plus adaptée, nous évaluons
la qualité du modele de régression dans une étude a deux parametres impliquant d’'une part
le degré du polynome et de 'autre le nombre de points d’expérience calculés. L’évaluation se
réalise au travers de deux critéres : le coefficient de détermination R? précédemment introduit
et le coefficient de sécurité tel que défini dans I'Eurocode NF EN 1990 [334].

Nous résumons succinctement le calcul du coefficient de sécurité dans le contexte particulier
de notre étude.

Dans le cadre du calcul des structures, le coefficient de sécurité est une approche semi-
probabiliste qui permet de combiner plusieurs aspects liés a la sécurité des structures :

— incertitude dans les valeurs représentatives des actions : 7 ;

— incertitude du modele dans les actions et les effets des actions : vgq;

— incertitude du modele dans la résistance structurale/aptitude au service : vgq;
— incertitude dans les propriétés des matériaux : ~,,.

Dans notre cas, nous nous focalisons sur le troisieme type d’incertitude, car c¢’est bien la
qualité du modele de réponse en raideur que nous cherchons a évaluer. La procédure complete
du calcul du coefficient de sécurité est détaillée dans I'annexe D de I’Eurocode NF EN 1990 et
résumée dans Johansson et al. [335]. Nous en reprenons ici les étapes principales et adoptons
temporairement les notations de I’Eurocode.

Il s’agit d’abord d’établir une fonction de résistance théorique appelée r; = g,.4+(X), ot X re-
présente les variables qui influent sur la résistance concernée : il s’agit de la fonction polynomiale
des coefficients D33 et Ey; a évaluer.

Puis on définit le modele probabiliste r = brid ou ¢ est le terme d’erreur et b le meilleur
ajustement de la pente selon la méthode des moindres carrés. Le modele polynomial que nous
proposons étant une régression linéaire par la méthode des moindres carrés, la valeur de b est
systématiquement égale a 1.
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Comme nous considérons uniquement 'incertitude liée au modele de résistance, le coefficient
de variation V, du modele de résistance est équivalent au coefficient de variation Vs qui peut
étre aisément calculé a partir des termes d’erreur 9;.

En cas d’un grand nombre d’essais (p > 100), les résistances caractéristique ry et de calcul ry
sont obtenues par :

ri = by (X, )e 00

Ta = bgrt (Xm)efkd,‘foO.ch

avec X ,,, valeurs moyennes des variables, Q = +/In (V.2 + 1), koo = 1.64 et kg0 = 3.04, valeurs
données par I’Eurocode.
Enfin, le coefficient partiel de sécurité est donné par le rapport des deux valeurs de résis-

tance : .
VR = fk — l4y/In(V2+1) (3.68)
d

(3.67)

Pour chaque degré de polyndéme, nous construisons systématiquement un modele polyno-
mial pour le nombre minimal de points nécessaires, puis par pas de 500 points jusqu’a 10000
points. Par exemple, pour les polynémes de degré 5, nous construisons 20 modeles : pour 792,
1000, 1500, ..., 10000 points. Ensuite, a chaque modele sont associées les deux valeurs des
coefficients de détermination R? et de sécurité vyr4. Les colonnes de gauche et du centre des
tableaux 3.25 (Ds3) et 3.26 (E7;) montrent, par degré de polyndme, les valeurs des coefficients
R? et yrq en ordonnées en fonction du nombre de points d’expériences engagés en abscisses.

Nous observons une tendance identique quel que soit le degré : les deux coefficients prennent
la valeur 1 pour le nombre minimum de points d’expérience, puis se dégradent rapidement pour
les degrés faibles, plus lentement pour les degrés élevés, pour converger vers une valeur limite.
Cette tendance s’explique par un sous-apprentissage dans le cas d'un faible nombre de points
engagés, puis par une limite caractérisée par la richesse du modele proposé. C’est précisément
la valeur de cette limite qui nous intéresse ici afin d’arbitrer sur le degré et le nombre de
points a sélectionner pour le modele final. Le tableau 3.24 et la figure 3.75 ol sont reportées les
valeurs limites des coefficients R? et g4 en fonction du degré du polyndéme, montrent un gain
significatif de qualité du modele a mesure que s’éleve le degré du polynéme. Ceci est confirmé
par la moindre dispersion des nuages de points sur les graphiques de corrélation présentés en
colonne de droite des tableaux 3.25 et 3.26 comparant en abscisse les valeurs expérimentales et
en ordonnées les valeurs prévues par le modele.

TABLE 3.24 — Valeurs limites des coefficients R? et g4 selon le degré du polynéme

Deord D33 En
egré

R® 4Ry R®* g4
1 0.60 1.99 0.62 2.12
2 0.82 1.71 0.84 1.74
3 0.85 1.69 0.89 1.61
4 091 1.69 0.93 1.55
5 0.93 1.60 0.95 1.46
6 0.96 1.53 0.97 1.33
7 0.97 1.42 0.98 1.28

284



3.2. Modele équivalent de plaque épaisse
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FIGURE 3.75 — Courbes des valeurs limites des coefficients R? et gy
selon le degré du polynéme

Méme si la corrélation semble s’améliorer entre les degrés 6 et 7, nous proposons de choisir
le polynome de degré 6 calculé a partir de 10000 points aussi bien pour D33 que pour Ej;. Nous
appelons par la suite ces fonctions polynomiales fp., et fg,,. Les coefficients de détermination
sont proches de 1 (R? = 0.96 pour D33 et R* = 0.97 pour Fy;) et les coefficients de sécurité
n’imposent pas une majoration trop excessive (yrq = 1.5 pour Dsz et yrg = 1.3 pour Ejy).
Deux raisons supplémentaires appuient ce choix. Tout d’abord, 1’évaluation d’'un polynome a
3432 termes (degré 7) est sensiblement plus cotiteuse que celle d’'un polynéme a 1716 termes
(degré 6). Ensuite, il semble que les 10000 points calculés aient été insuffisants pour une compléte
convergence des deux criteres pour le degré 7, réduisant hypothétiquement ’avantage de celui-ci
par rapport au degré 6.

Etape 6 : Conclusions
La mise en place de plans d’expériences numériques a permis d’aboutir a deux modeles fiables
pour représenter les coefficients D33 et E71 de la matrice de raideur des tétraedres. L’étude menée
a montré qu’il était nécessaire d’avoir recours a des polynomes de degrés élevés qui possedent
donc un grand nombre de termes (1716). La tres grande majorité de ces termes (1673), sont des
mondmes impliquant deux variables ou plus, et traduisent un fort couplage entre les parametres.

La comparaison des ordres de grandeur des coefficients [, rendue possible par I'introduc-
tion de variables centrées réduites, interroge sur la nécessité de conserver tous les termes des
polynomes. Les graphiques de la figure 3.76 superposent deux types de données : la courbe
montre la valeur relative [, = [8kl/max|8,| classée par ordre décroissant et en arriére plan,
I'histogramme montre le degré (somme des puissances) du mondme associé.

On remarque sur 1’histogramme que les différentes puissances des monomes sont relative-
ment bien distribuées, méme si on peut relever une tendance des puissances inférieures a étre
associées avec les coefficients f; a fortes valeurs. Ce constat va dans le sens de la nécessité
de recourir a des polynomes de degrés élevés. Ensuite, on constate une tres forte disparité des
valeurs des coefficients et donc de leur influence sur le résultat final. Afin d’évaluer I'impact de
I’exclusion d’un certain nombre de termes, on observe ’évolution des coefficients de détermi-
nation et de sécurité dans le cas de polyndémes tronqués. Le tableau 3.27 et le graphique de la
figure 3.77 montrent les coefficients R? et yry en fonction de By, valeur seuil en-dessous de
laquelle les termes correspondants sont exclus. Le tableau indique également le nombre n., de
termes exclus. On note que la qualité du modele souffrirait peu de négliger les termes inférieurs
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3. Mécanique du rapiécage courbe

TABLE 3.25 — D33 : Evaluation de la réponse polynomiale
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TABLE 3.26 — E}; : Evaluation de la réponse polynomiale
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auQuoul np 91Fa([

n° du coefficient B

0 Degré du monome e rel

awQuout np 9139(]

n° du coefficient B

0 Degré du monome e re]

(b) Ent

FI1GURE 3.76 — Classification des coefficients des polyndémes réponses

a Brm < 1% et ferait I’économie d’environ 600 termes. Néanmoins, méme avec le seuil de tron-

cature le plus important (5, = 5%), plus de 200 termes composent la fonction polynomiale,

témoignant d’un fort couplage entre les parameétres dans le modele tel que nous I'avons congu.

Probablement révélateur de la complexité du probleme traité, ce couplage pourrait possiblement

étre réduit en explorant d’autres modeles que celui polynomial choisi ici et en recherchant des

paramétrages alternatifs de la géométrie. Les résultats n’en demeurent pas moins exploitables,
car numériquement économes en temps de calcul, mais interdisent de dégager une interprétation

physique simple du comportement mécanique des tétraedres.
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TABLE 3.27 — Valeurs des indicateurs R? et yr4 en fonction de la

troncature de la fonction polynomiale (nombre total de termes : 1716)

T 200

Seuil D u
o Neg R2 YRd Neg R2 YRd
Brim = 0% 0 096 1.53 0 097 1.33
Biim = 1% 632 095 1.54 601 0.96 1.40
Blim = 2% 1052 0.92 1.66 1015 0.94 1.63
Biim = 3% 1296 0.89 1.94 1261 0.91 1.65
Biim = 4% 1414 0.87 2.08 1406 0.90 1.83
Biim = 5% 1497 0.85 2.13 1484 0.88 1.94
1.00 T T 2.2 1.00 T
005 T 18 0.96 '\\
& 0.92 -\\ 16 & & 094 T
0.87 + 12 0.90 + L
0.84 t t t t ' 1.0 0.88 t t t t 4
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(a) Ds3 (b) En

YRd

FIGURE 3.77 — Courbes d’évolution des indicateurs R? et ygq en fonction de la troncature de
la fonction polynomiale

3.2.5 Composition des raideurs

Dans les deux parties précédentes, nous avons proposé une formulation pour les matrices de
raideur relatives & la contribution des membrures [RM] et des tétracdres [RT] et le § 3.2.2.3.1
explicite la maniere dont s’assemble la matrice complete [RTot]. En réalité, étant donné la
composition des matrices respectives, seuls les coefficients D33 et F1; sont a combiner ; tous les
autres termes sont identiques a ceux de la matrice de raideur des membrures. Les coefficients D33
et F11, tous deux situés sur la diagonale de la matrice se calculent de la facon suivante :

D _ Ds3,, Dss,
3310t —
" Dss,, + D33,
E _ Eny By
1176t
’ En,, + By,

(3.69)
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3. Mécanique du rapiécage courbe

Les termes Ds3,, et Fy;,, se calculent directement a partir des variables dimensionnelles du
probleme a traiter (§ 3.2.3.8). Les termes Dss,. et Ejq,. doivent étre extraits de la formulation
adimensionnelle (Eq. 3.64) par le changement de variable inverse :

Dsg, = Dss,,,,. [y (b, 11, €, 01, p1, aa, po)

- _ _ (3.70)
EllT = Ellhomell (bvlua 67a1ap17a27p2)
avec :
b= 22 30
= . )
= 4 — 2.6
e
e= 500——2.0
¢ h
10, = 6.67Ta; —2.0 (3.71)
p= 5 % 15
dQ = 667 g — 20
(= 5 % 15
En synthese, la matrice de raideur totale s’écrit sous la forme :
[ Nx:c | [ All A12 0 [ Exx |
Ny, A Ay 0 0 Eyy
Nay 0 0  Ass 2E4y
M, Dy Dy 0 Xz
3.72
My, 0 Dy D 0O Xuy (3.72)
M$y 0 0 D33Tot 2X$y
V. En 0 V=
0 0 Tot
| Vy _ | O EllTot _ | W/yz .

avec Ajq, Aj2, Ass et Dy, coefficients de la matrice de raideur des membrures, Dss,., et Ei1,,,,
coefficients combinés des matrices de raideur des membrures et des tétraedres.

La comparaison des ordres de grandeur des coeflicients D33, et Ds3,, d'une part ainsi que
Eyy, et By, d’autre part, nous permet de comprendre quantitativement la pondération de
chacun au sein des coefficients D33, , et Fiy,,,. Sans prétendre a une comparaison exhaustive
qui ferait varier I’ensemble des parametres, nous sélectionnons ceux susceptibles d’avoir une
influence directe sur les raideurs relatives, dans des conditions proches de celles du prototype
construit pour les variables fixes. Nous remplacgons cependant le profil en double corniére par
une section rectangulaire pour éviter le cas particulier D3z < 0 (§ 3.2.3.7) :

— b=0.75m;
— h=0.6m;
— p variable;

— S, I, I, définis par une section rectangulaire 40x20x2mm ;
— e = 1.0bmm;

— a1, Qa, p1, P2 : variables.
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Plutét que de faire varier contintiment les variables aq, e, p1, p2, nous proposons deux com-
binaisons représentant deux cas typiques :

— tétraedre convexe : a; = 0.45m, ap = 0.157m, p; = 0.2m, ps = 0.2m;

— tétraedre concave : a; = 0.257, ay = 0.457, p; = 0.2m, py = 0.2m.

La comparaison se réalise en s’appuyant sur quatre graphiques (Tab. 3.28) : deux coefficients
(D33 et Fyq) croisés avec deux types de tétraedres (convexe et concave). Chaque graphique
comporte trois courbes qui représentent la raideur des membrures, la raideur du tétraedre et la
raideur totale en fonction du coefficient de remplissage .

Les quatre graphiques expriment la méme tendance. Dans la partie inférieure du domaine de
variation de p, la raideur totale est pilotée par la raideur des membrures, car celles-ci présentent
une longueur de poutre importante, peu disposée a reprendre les sollicitations transverses im-
posées par le moment de torsion et 'effort tranchant de plaque. En revanche, dans la partie
haute du domaine de variation de p, la raideur des membrures devient trés importante et la rai-
deur totale est alors pilotée par la raideur des tétraedres. Dans les configurations observées, les
raideurs des membrures et des tétraedres trouvent leur équivalence entre p = 0.65 et o = 0.8.

On note également que le type convexe est plus raide, a épaisseur constante, que le type
concave pour les efforts de cisaillements. Cela confirme les études préliminaires du comporte-
ment structurel réalisées pour le prototype (§ 3.1.4.2).

TABLE 3.28 — Comparaison des ordres de grandeurs des raideurs D33 et Eq; en fonction du
parametre p et de la concavité du tétraedre

Tétraedre convexe Tétraedre concave
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.2.6 Comparaison du modele équivalent et du modele complet

Pour évaluer la validité du modele équivalent proposé, nous confrontons celui-ci & un modele
détaillé comportant membrures et tétraedres appelé par la suite « modele complet ». Cette
comparaison se fait au sein de deux bancs d’essais. Le premier teste le modele équivalent relatif
aux seules membrures (§ 3.2.3.8). Le second s’intéresse au modele équivalent total, combinant
la raideur des membrures et des tétraedres (§ 3.2.5). Dans les deux cas, la comparaison repose
sur le relevé de la fleche maximale 9, de la structure, mesurée a mi-portée.

3.2.6.1 Définition des modéles

La configuration idéale pour comparer un modele complet et son équivalent homogénéisé
est de disposer de modeles les plus grands possibles pour se placer dans la situation ou la taille
du VER devient petite devant celle du modele. De cette fagon, le modele sera également moins
sensible aux conditions aux limites. Nous choisissons un modeéle constitué de 144 modules (soit
36 VER), qui semble étre un bon compromis entre taille suffisante du modele et temps de calcul.
Pour un essai donné, tous les modules (membrures et tétraedres) sont identiques : 'intégralité
du modele est définie par un unique jeu de parametres.

Comme pour le prototype construit, chaque module s’inscrit dans un parallélépipede rec-
tangle ayant pour base un carré de c6té b et de hauteur h dont les valeurs seront définies plus
loin ; les symétries de la structure, du chargement et des appuis permettent d’effectuer les cal-
culs sur un quart du modele. Pour membrures, on choisit une section rectangulaire qui nous
garantit de nous placer en dehors du cas particulier D33 < 0.

L’analyse structurelle du modele complet est réalisée sur le module d’analyse structurelle
Karamba3D et est conforme aux conditions de liaisons, de périodicité et d’appuis énoncées
précédemment (§ 3.2.2.3). On simule un chargement uniforme en appliquant un chargement
ponctuel de 1.5kN appliqué & chaque nceud, soit un chargement d’environ 2.27 kN/m?.

Le modele équivalent est implémenté dans le logiciel de calcul d’éléments finis Abaqus [336].
Contrairement a Karamba3D, Abaqus permet de créer des éléments finis de coques (General
Shell Stiffness) en renseignant directement les coefficients de la matrice de raideur calculés dans
les parties précédentes. A noter que nous n’appliquons pas ici les coeflicients de sécurité relatifs
aux coefficients D33 et Fy; des tétraedres (§ 3.2.4.3) puisque 'objectif poursuivi ici n’est pas le
dimensionnement d’une structure sous critere de fleche, mais la vérification de la précision de
celle-ci.

Le modele Abaqus est un modele plaque qui, comme le modele complet, représente un quart
du modele total. Il comporte 36 partitions carrées de coté b (équivalent & un module du modele
complet) complétées par 9 partitions triangulaires pour former un grand triangle rectangle iso-
cele (Fig. 3.79a). La densité de maillage nécessaire est déterminée par une étude de convergence
portant sur le critere de fleche. La figure 3.78 montre que le critéere de convergence a 5% est
atteint des que le modele comporte environ 20 éléments dans le maillage, mais que le palier de
convergence se dessine réellement a partir d’une centaine d’éléments. Afin de satisfaire ce critere
et de respecter également les partitions correspondant aux modules du modele complet, nous
optons pour un maillage du modele Abaqus réalisé au moyen de quatre éléments finis par par-
tition, soit 180 éléments de type S8R au total. Les éléments S8R sont de forme quadrangulaire
a 8 points (quadratique), basés sur une formulation de type plaque épaisse de Reissner-Mindlin
(Fig. 3.79Db).
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FIGURE 3.78 — Etude de convergence du modele Abaqus

Les appuis du modele équivalent sont de deux types et conformes au modele complet
(Fig. 3.79a) :
— les appuis de rive (selon le coté diagonal) sont simplement appuyés : les translations @,
7/ et Z sont bloquées ;

— les appuis de symétries (selon les directions 7 et ) s’assurent de la compatibilité du
modele partiel sur les bords tronqués : selon le plan de symétrie, deux rotations et une
translation sont bloquées.

Enfin, le modele équivalent est chargé de facon uniforme avec une densité identique a celle
du modele complet, soit 2.27 kN /m?.

A noter que le logiciel Abaqus accepte, au sein de la matrice de raideur renseignée, unique-
ment des coefficients positifs et des lignes et colonnes linéairement indépendantes. La premiere
exigence est atteinte par le choix de sections rectangulaires pour les membrures. Pour satisfaire
la seconde exigence, nous modifions légerement le coefficient D15,=0.99D;; et supprimons ainsi
le degré de liberté présent sans modifier sensiblement le rapport des raideurs.

3.2.6.2 Banc d’essai n°1

Pour le banc d’essai n°1, nous évaluons la qualité du modele équivalent pour les membrures.
Dans le modele complet, les tétraedres sont configurés de facon a étre infiniment raides et les
membrures déformables. Selon notre paramétrisation, six parametres sont susceptibles d’influer
sur la fleche : b, h, u, S, I, et L.

Afin de réduire le nombre d’essais, nous proposons de coupler les parameétres de la section et
de fixer b = §1.15 m, identique au prototype construit. Le nombre de parametres indépendants
est ainsi réduit a trois. On fait varier un parametre parmi trois, les autres étant fixés aux valeurs
par défaut suivantes :

— h=0.625m;
— n=20.6;
— 8, I, 1., définis par une section rectangulaire 40x20x2mm.

Les trois séries d’essais, en faisant varier h, u puis la section des membrures, sont synthétisés
par le tableau 3.29. Les domaines de variation des variables h et p sont choisis en conformité
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3. Mécanique du rapiécage courbe

(a) Partitions et appuis (b) Maillage

F1GURE 3.79 — Abaqus : configuration du modele

avec ceux de I'étude du Volume Elémentaire Représentatif et celui de la section est défini
pour correspondre a des élancements couramment rencontrés pour des poutres en flexion. Pour
chaque série, nous effectuons cinq mesures.

Les résultats sont compilés dans le tableau 3.30 et tracés sur les graphiques de la figure 3.80.
Ils consignent trois valeurs par essai : la flecche du modele complet (§,Cp), la fleche du modele
équivalent (0,Eq) et I'écart relatif (%A;,).

TABLE 3.29 — Banc d’essai n°1 : configuration des parametres
Section[mm], p[-], h[m)]

Section 1 h ‘ Section n h ‘ Section 1 h

40x20x2.0 0.6 0.5000 | 40x20x2.0 0.4 0.625 | 40x20x2.0 0.6 0.625
40x20x2.0 0.6 0.5625 | 40x20x2.0 0.5 0.625 | 50x25%x2.5 0.6 0.625
40x20x2.0 0.6 0.6250 | 40x20x2.0 0.6 0.625 | 60x30x3.0 0.6 0.625
40x20x2.0 0.6 0.6875 | 40x20x2.0 0.7 0.625 | 7T0x35%x3.5 0.6 0.625
40x20x2.0 0.6 0.7500 | 40x20x2.0 0.8 0.625 | 80x40x4.0 0.6 0.625

Gl W N~

Les trois courbes montrent une tres bonne corrélation entre les deux modeles avec un écart
relatif moyen de 12% et un écart relatif maximal d’environ 40% pour les valeurs hautes du
domaine de variation de p. Les courbes présentent une méme tendance qui, comme attendu,
voit la fleche diminuer en méme temps que la section, p et h augmentent.

L’essai n°3, commun aux trois séries de tests montre une légere surestimation de la raideur
du modele équivalent d’environ 10%. On peut raisonnablement avancer I’hypothése que cette
différence est due au modele de poutre d’Euler-Bernoulli utilisé dans le modele équivalent qui
néglige 'énergie de cisaillement. Cette méme hypothese explique pourquoi cette différence a
tendance a diminuer pour les valeurs basses de section et du coefficient de remplissage p : le
rapport longueur/hauteur (élancement) des membrures respecte plus rigoureusement le modele
de poutre d’Euler-Bernoulli. Au contraire, pour les valeurs hautes de section et de u, les deux
courbes divergent, car ’élancement est moins favorable au modele de poutre choisi.
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Enfin, les courbes de variation de h, ou la section et u sont constants, présentent un écart
relatif constant d’environ 10% sur I’ensemble du domaine, expliqué par un élancement constant.

TABLE 3.30 — Banc d’essai n°1 : résultats
Fleches 0,Eq et §,Cp [mm)], écarts relatifs %As, [%]

h W Section
9.Cp 6,Eq %NA;, 0.Cp 6.Eq %As, 0.Cp 6.Eq %A,

1 185 16.5 10.7 28.0 288 3.0 422 433 24

2 149 133 103 180 184 26 204 20.1 1.6

3 123 11.1 9.8 123 11.1 9.8 123 11.1 9.8

4 10.3 94 9.4 9.7 76 220 96 7.9 18.1

5 8.9 8.1 8.9 8.4 5.1 388 88 6.5 26.3
50.0 " 50.0

40.0 F 40.0 +
= 30.0 -\ = 30.0 +
< 20.0 + x g 20.0 —\

100 4 100 + \

0.0 t t t { 0.0 t
40x20x2 50x25x2.5 60x30x3 70x35x3.5 80x40x4 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Section [-] n [
Modeéle complet Modele équivalent —— Modeéle complet Modeéle équivalent
(a) Section des membrures (b) Coefficient de remplissage p
50,0 T
40,0 1
T 30,0 +
£
X 200 £
o \
0,0 + + + {
0,5 0,5625 0,625 0,6875 0,75
h[m]
Modele complet Modeéle équivalent

(c) Hauteur structurelle h

FIGURE 3.80 — Résultats du banc d’essais n°1
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3. Mécanique du rapiécage courbe

3.2.6.3 Banc d’essai n°2

Pour le banc d’essai n°2, nous évaluons la qualité du modele équivalent dans son ensemble.
Dans le modele complet, les tétraedres ainsi que les membrures sont déformables. Nous nous
focalisons sur les parametres propres au tétraedre, a savoir : e, aq, p1, as, et po. La section des
membrures est identique pour tous les essais (section rectangulaire 60x30x3mm).

Afin de réduire le nombre d’essais, nous proposons de coupler les quatre parametres de
forme du tétraedre ay, p1, as, et ps en les faisant varier simultanément d’une configuration
convexe a concave. Pour la variation d’épaisseur, on conserve la forme concave inchangée. Pour
la variation de concavité, on garde une épaisseur constante e = 2 mm.

Les deux séries d’essais, en faisant varier e puis la concavité des tétraedres sont synthétisés
par le tableau 3.31. Les résultats sont compilés dans le tableau 3.32 et tracés sur les graphiques
de la figure 3.81.

TABLE 3.31 — Banc d’essai n°2 : configuration des parametres
e[mm], ()51[—]7 P1 [m], 062[—], P2[m]

e o p m  p|oe a;  p1 o pr

1.0 0.250r 0.2 04507 0.2 |20 0.450w 0.2 0.150mw 0.2
2.5 0250mr 0.2 04507 0.2]20 0.400m 0.2 0.2257w 0.2
2.0 02507 0.2 04507 0.2]20 0.350m 0.2 0.300w 0.2
2.5 0.250r 0.2 04507 0.2]20 0.300mw 0.2 0.375w 0.2
3.0 0.2507 0.2 0.4507 0.2]20 0.250mw 0.2 0.450w 0.2

O W DN =

Les deux courbes montrent une assez bonne corrélation entre les deux modeles avec un écart
relatif moyen de 16% et un écart relatif maximal de 23%.

L’observation des courbes en relation avec la variation de concavité montre une meilleure
correspondance pour le type convexe que pour le type concave. Nous avons par ailleurs déja
constaté que, pour une épaisseur donnée, le type convexe est plus raide que le type concave
(§ 3.2.5 et 3.1.4.2). La morphologie convexe est donc mieux disposée a respecter I’hypothese
formulée pour le modele équivalent et qui consiste a supposer que les membrures sont parfai-
tement encastrées et possedent une tangente horizontale en extrémité du tétraedre. En cas de
non respect de cette hypothese, les membrures présentent un angle initial au niveau de leur
ancrage dans le tétraedre, augmentant d’autant la souplesse globale du module. Malgré 1’écart
de la valeur maximale de la fleche a mi-portée, 'allure globale de sa distribution sur I’ensemble
de la structure est tres similaire dans les modeles équivalents et complets (Fig. 3.82)

L’écart observé dans l’essai n°5 sur la variation de concavité se retrouve a l'identique a
I'essai n°3 sur la variation d’épaisseur (méme jeu de parametres). Cet écart d’environ 22% se
maintient sur I’ensemble du domaine de variation de ’épaisseur.

Nous rappelons que les coefficients de sécurité relatifs aux coefficients D33 (yrq = 1.53)
et By (Yra = 1.33) des tétraedres n’ont pas été appliqués dans le calcul de la fleche, mais qu’ils
permettraient de couvrir les divergences observées dans le banc d’essais n°2.

Enfin, en rapprochant les bancs d’essais n°1 et 2 et dans les domaines testés, il semble que la
fleche globale soit le plus sensible a la section des membrures,; a la hauteur h de la structure et
au coefficient de remplissage p ; les parameétres du tétraedre (e, aq, p1, g, et pa) semblent étre
de moindre influence. Cette remarque est d’importance, car elle sera mobilisée dans la partie
suivante afin d’établir une stratégie de conception pour des structures de plus grande échelle.

296



3.2. Modele équivalent de plaque épaisse

TABLE 3.32 — Banc d’essai n°2 : résultats
Fleches 0,Eq et §,Cp [mm)], écarts relatifs %As_[%]

e Concavité

5.Eq 0.Cp %As. 6.Eq 0.Cp %A

1 246 314 276 16.7 17.2 2.9
2 203 270 329 16.7 175 4.5
3 18.7 245 306 166 18.1 8.9
4 18.0 228 26.8 16.8 20.0 19.0
) 175 217 237 187 245 30.6
50.0 T 50.0 T
40.0 40.0
g 800 F 300
gzoo NM“““‘“»W ézoo =
10.0 10.0
0.0 } 0.0 } t }
1 15 2 25 3 1 2 3 4
¢ [mm] Cas de concavité [

Modele complet Modele équivalent Modele complet Modele équivalent

(a) Epaisseur de tole e (b) Concavité des tétraedres

FI1GURE 3.81 — Résultats du banc d’essais n°2

22.0 mm
18.3 mm

(a) Modele équivalent (b) Modele complet

FI1GURE 3.82 — Allure de la déformée : Banc d’essai n°2, test de concavité n°5
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3.2.7 Conclusion

L’objet de cette partie a été le développement d’un modele équivalent de plaque épaisse
orthotrope de type Reissner-Mindlin pouvant se substituer, pour son comportement en raideur,
au systeme structurel a double nappe imaginé pour le prototype SSDSC| grace a I'identification
d’un volume élémentaire représentatif aux conditions limites simples.

En s’appuyant sur '’hypothése que les deux entités constituant le module (les membrures
et le tétraedre) apportent deux contributions distinctes et découplées a la raideur d’ensemble,
nous avons proposé une approche hybride. La premiere partie consiste a calculer la part de la
raideur due aux membrures par la méthode des forces en procédant par calcul analytique. La
seconde partie consiste a calculer la part de la raideur due aux tétraedres, également par la
méthode des forces, mais en s’appuyant cette fois sur une série de calculs aux éléments finis
qui sont ensuite approchés par la méthode des surfaces de réponses. Les deux parties sont enfin
combinées au sein d’une matrice de raideur globale.

Grace a la comparaison des ordres de grandeur des contributions respectives et de leur
évolution lors de la variation des parametres, il a été possible de mieux identifier I'implica-
tion des différentes variables dans la performance en raideur de la structure. En particulier,
les parametres de la section des membrures (S, I, et I,), de la hauteur structurelle (h) et le
coefficient de remplissage (p) jouent un role significatif alors que les parameétres propres aux
tétraedres semblent avoir un impact plus limité. Cette observation servira de base a la propo-
sition faite dans la partie suivante pour une stratégie d’optimisation adaptée a des structures
de plus grande ampleur.

Enfin, la formulation du modeéle équivalent a été implémentée au sein d’un modele aux
éléments finis sur Abaqus et confrontée & un modele complet (avec membrures et tétraedres)
par deux bancs d’essais. Les résultats montrent globalement une tres bonne corrélation entre
les deux modeles. Cependant, deux limites dans le domaine de validité du modele ont été mises
en évidence et leurs origines identifiées.

La premiere limite, relative aux membrures, provient de ’hypothése du modele d’Euler-
Bernoulli choisi pour représenter les nappes inférieure et supérieure, qui n’est pas rigoureuse-
ment respectée pour les valeurs hautes de p ou pour les sections importantes. Le non-respect
de cette hypothese, qui entraine une surestimation de la raideur par le modele équivalent,
ne se situe pas du coté de la sécurité et doit étre corrigé. Deux pistes sont a envisager. La
premiére consiste & traiter la question en amont en enrichissant le modeéle de poutre (modéle
de Timoshenko) et en intégrant ainsi le terme relatif au cisaillement dans le calcul de 1’éner-
gie de déformation des membrures. La seconde piste consiste a traiter la question en aval en
attribuant un coefficient majorateur a la valeur de fleche obtenue pour compenser l'effet du
cisaillement négligé. Cette correction pourrait s’inspirer d’approches similaires décrites dans les
Eurocodes [337,338] pour les calculs simplifiés de treillis et barres composées.

La seconde limite, relative aux tétraedres, résulte du non-respect de 'hypothese de décou-
plage de la raideur des membrures et des tétraedres. Le modele équivalent surestime la raideur
de la structure pour les tétraedres de morphologie concave. L’introduction d’un coefficient de
correction, rendant compte du couplage des raideurs dans les coefficients D33 et Fy; des tétra-
edres, permettrait d’affiner la correspondance entre les deux modeles.
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3.3 Optimisation et pré-dimensionnement pour
une structure a grande échelle

Les conclusions tirées suite a la fabrication du prototype ont conduit a identifier deux
barrieres majeures a l'extrapolation de la méthode d’optimisation mise en place pour 'ouvrage
construit vers des structures de plus grandes dimensions.

La premiere provient de la complexité de la modélisation géométrique et mécanique ainsi que
du temps de calcul nécessaires dans une approche de modélisation complete aux éléments finis.
Des éléments de réponses ont été apportés sur cette question dans la partie 3.2 en proposant la
formulation d’'un modele équivalent. La seconde barriere résulte de 'augmentation importante
du nombre de parameétres avec la dimension de la structure envisagée. Nous proposons de traiter
ici cette question en décomposant 1’optimisation globale et unique utilisée pour le prototype en
une série d’optimisations locales et multiples, plus économes en temps de calcul, car impliquant
un nombre réduit de parametres sur des modélisations simplifiées.

3.3.1 Stratégie d’optimisation

Les parametres du systeme structurel a double nappe que nous étudions agissent diffé-
remment sur le comportement mécanique de la structure. Nous avons montré dans la partie
précédente que les parametres de section des membrures, le coefficient de remplissage et la hau-
teur structurelle impactent sensiblement la fleche globale alors que I'influence de la morphologie
des tétraedres est plus limitée. Au contraire, nous avons mis en évidence ’apport de la courbure
(morphologie des tétraedres) dans la résistance au flambement, sans dégrader pour autant les
performances de raideur lors de la conception du prototype.

Sans rentrer dans le détail de la procédure d’optimisation qui est ’objet de la suite, nous
proposons d’esquisser ici les grandes lignes d’une méthodologie en deux séquences.

Dans une premiere séquence, nous traitons de la raideur de la structure : la quantité de ma-
tiere engagée est minimisée sous contrainte de fleche, déterminée par les conditions du projet
(portée, fonctions de la dalle, etc.). La fleche étant une grandeur intégrale, cette optimisation
engage la totalité de la structure, mais implique un nombre considérablement réduit de variables
en excluant la contribution des parametres des tétraedres. Cette approche, qui omet une partie
du cisaillement dans le calcul de la fleche, est une pratique de projet courante pour le dimen-
sionnement des structures réticulées. Pour compenser cette approximation, soit un coefficient
majorateur est appliqué a la déformation, soit la raideur de la structure est artificiellement
réduite. Par exemple, le code de calcul CM66 [339], regles de calcul des constructions en acier
qui précédaient I'Eurocode NF EN 1993-1 [337], recommande de prendre un module de défor-
mation longitudinale fictif de 160 000 N/mm? au lieu de 210000 N/mm?, soit une majoration
d’environ 30% de la déformation.

Cette premiere séquence d’optimisation implique donc les variables globales s’appliquant a
I'ensemble de la structure : la hauteur structurelle h, les caractéristiques de la section S, I,
1., ainsi que les variables locales p; définissant le coefficient de remplissage de chaque module.
Cette phase d’optimisation peut aussi bien étre menée a partir d’'un modele complet que de
son modele équivalent. Cependant, il est intéressant de noter que l'effet des tétraedres étant
négligé, ces derniers peuvent étre remplacés par des éléments infiniment raides. Le modele a
optimiser est alors un modele a barres, ce qui diminue considérablement le temps de calcul. Par
la suite, nous choisissons de nous appuyer sur un modeéle complet a barres pour pouvoir profiter
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de Penvironnement d’optimisation intégré Rhinoceros/Grasshopper/Karamba3D/NLopt déja
utilisé pour le prototype.

La deuxieme séquence d’optimisation concerne la résistance de la structure, ou nous nous
focalisons sur la question du flambement des toles des tétraedres. La vérification en contrainte
est exclue a priori de la procédure d’optimisation, car trés rarement dimensionnante pour ce
type de structure en acier. Elle fera I’object d’une vérification a posteriori.

Il résulte de la premiere séquence d’optimisation un état de déformation pour chaque mo-
dule. Cet état de déformation devient le chargement de la deuxieme séquence d’optimisation
qui consiste a définir, pour chaque module, la forme et 1’épaisseur du tétraedre optimal en
minimisant la quantité de matiere sous contrainte d’un coefficient de charge critique de flam-
bement donné. Nous verrons par la suite que d’autres contraintes peuvent étre ajoutées. Cette
séquence implique donc les variables e;, ay,, p1,, aa,, pa, alors que les parametres de la section
des membrures (5, I, I,), la hauteur structurelle (h) et les coefficients de remplissage (p;) sont
fixés par la premiere séquence. Cette optimisation en résistance nécessite certes une modélisa-
tion complete des membrures et tétraedre, mais s’applique sur un modele local de la structure
(un module) avec un nombre limité de variables (cinq) garantissant une convergence rapide du
processus.

3.3.2 Comparaison des approches globales et séquentielle

Pour tester la pertinence de 'approche par optimisation séquentielle proposée dans cette
partie, on compare ses performances avec 'approche globale du prototype. Pour cela, nous
mettons en parallele les deux techniques sur un objet commun constitué de 40 tétraedres (dont
6 différents) et de membrures inférieure et supérieure en double cornieres a ailes égales. Nous
utilisons la paramétrisation des tétraedres a 6 parametres (e;, i, ai,, p1,, Qo,, p2,) définie
au § 3.2.4.3 et la longueur des ailes des cornieres, notée L., est laissée libre. L’épaisseur des
corniéres est fixé a Le/10. Le probléme d’optimisation est donc piloté par 38 parameétres, contre
25 pour le prototype : h, Le, pi, €;, a1, p1,, Qa,, pa, avec i € {1...6}.

La comparaison des performances des deux types d’optimisation s’opére a contrainte de
fleche (6,<10mm), contrainte de coefficient de flambement (C'F < 10) et nombre d’itérations
égales. Le nombre d’itérations est fixé a 10500, chiffre qui correspond pour 'optimisation sé-
quentielle & 1500 itérations pour la séquence 1 (raideur) et 6 x 1500 itérations pour les six
tétraedres différents de la séquence 2 (résistance). L’optimisation globale sera donc arrétée
apres 10500 itérations. Pour éviter toute redondance avec la partie suivante, nous nous conten-
tons de donner les résultats principaux de I’étude en comparant le temps de calcul, la masse
totale (membrures et tétraedres) et la forme des tétraedres obtenus. Les résultats des optimi-
sations globale et séquentielle sont consignés dans le tableau 3.33. Pour rappel, I'optimisation
globale menée pour la prototype SSDSC' y est également indiquée.

TABLE 3.33 — Comparaison des optimisations globales et séquentielle

Optimisation Nbre itérations [u] Tps de calcul [h] Masse totale [kg]
Globale (SSDSC) 5000 11.7 761
Globale 10500 24.4 876
Séquentielle 10500 5.9 686
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Nous constatons que la qualité de 'optimisation globale a souffert de I'augmentation du
nombre de parametres puisque la minimisation de la masse du prototype a été moins perfor-
mante que pour le prototype initial alors que le temps de calcul et le nombre d’itération sont
supérieurs : le temps de calcul a été insuffisant pour converger correctement. Au contraire,
I'optimisation séquentielle a su tirer profit des nouveaux degrés de libertés introduits (caracté-
ristiques de section des membrures et épaisseur des toles) pour améliorer ses performances.

Au-dela de la qualité des résultats obtenus, le temps de calcul est nettement a 'avantage de
I'optimisation séquentielle qui, malgré un nombre plus important d’opérations d’optimisation
(une optimisation de raideur, six optimisations de résistance) opeére sur des modeles plus légers
avec un nombre tres limité de parametres.

Enfin, la comparaison de la morphologie des tétraedres confirme les hypotheses avancées
précédemment sur leur fonctionnement structurel (Fig. 3.83). Comme pour le prototype, 'opti-
misation globale montre des tétraedres convexes sur les rives et concaves en partie centrale alors
que l'optimisation séquentielle ne présente que des tétraedres concaves. Comme évoqué déja
plusieurs fois auparavant, la concavité intervient pour des questions de raideur : les tétraedres
deviennent tous concaves dans 'optimisation séquentielle, des que leur forme est uniquement
pilotée par le lambement.

(a) Optimisation (b) Optimisation (¢) Optimisation
globale (SSDSC) globale séquentielle

F1GURE 3.83 — Comparaison de la morphologie des tétraedres selon le type d’optimisation
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3.3.3 Application a une structure en porte-a-faux

En guise d’illustration, nous proposons d’appliquer la technique de I'optimisation séquen-
tielle a une structure en porte-a-faux. Il s’agit d’une dalle carrée de 10.35 m de c6té, appuyée au
1/3 et 2/3 de sa longueur dans les deux directions. Les parties en porte-a-faux, comme la partie
entre appuis, a donc une longueur de 3.45m (Fig. 3.84b).

(a) Repérage sur un quart de plan

(b) Coupe A-A
FI1GURE 3.84 — Repérage des modules et des appuis
La structure est constituée de 144 modules dont 20 sont différents (Fig. 3.84a et 3.85). Le
probleme d’optimisation est donc piloté par 122 parametres : h, L., p;, €;, a1, p1,, Qa,, P2,

avec i € {1...20}. A lexception de la localisation des appuis et du nombre de modules, les
conditions de liaisons, de périodicité et d’appuis sont toujours identiques.
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F1GURE 3.85 — Vue perspective de la structure en porte-a-faux

3.3.3.1 Séquence n°l : Optimisation en raideur

L’objectif de la premiere séquence d’optimisation est la détermination du premier jeu de 22
parametres (h, L. et y;) par minimisation de la masse (M) de la structure sous contrainte de
fleche. Le déplacement vertical de la structure J, est limité & 12mm. Cette valeur, notée 4., est
calculée & partir de 'Eurocode NF EN 1990 [334] qui définit une fleche maximale de 2 x L/200 =
18 mm pour le cas général des toitures en porte-a-faux. Puis, nous appliquons a cette valeur
une correction afin de compenser I’absence de contribution des tétraedres dans le calcul de la
fleche. Cette correction, qui diminue des 2/3 le module de Young est un peu plus sévere que celui
du code CM66 pour tenir compte du fait que le dispositif en tétragdre est moins performant
qu'un systeéme classique a barres (§ 3.1.4.2). Cette contrainte de fleche est exprimée au moyen
d’une fonction barriere exponentielle d’inégalité (§ 3.1.5.2, p = 250) puis elle est combinée
linéairement avec la fonction de masse qu’il est inutile de normaliser, étant 'unique fonction a
minimiser.

L’optimisation mono-objectif a 22 variables se formule ainsi :

min M
hyLe,jus (3.73)
s.t. 0, < 12mm

Pour alléger cette phase d’optimisation, il est possible de reconsidérer la maniere dont
sont définis les coefficients de remplissage ;. Nous avons remarqué lors de 'optimisation du
prototype et dans la comparaison des optimisations globale et séquentielle que la valeur de p
varie de fagon relativement continue en fonction de la position du module dans la structure. Il
est donc possible de définir les parametres p; comme les valeurs d’une fonction continue a deux
dimensions spatiales p; = u(x;,y;), avec (x;,y;) les coordonnées en plan du centre du module.

De nombreuses fonctions peuvent convenir pour définir p(z, y) : fonction spline, interpolation
bilinéaire. .. Nous choisissons une fonction polynomiale de degré deux a deux inconnues de
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la forme p(x,y) = By + fix + Pay + Bsx? + Bawy + Bsy®. Les six coefficients inconnus sont
calculés par régression linéaire aux moindres carrés a partir d’'un nombre restraint de points
d’échantillonnage de pu, répartis uniformément sur le domaine plan de la structure. Dans notre
cas, nous choisissons neuf points, réductibles a six valeurs non-symétriques notés fi; (Fig. 3.86a).
Au lieu de manipuler directement vingt valeurs p;, I'optimisation traite seulement six valeurs fi;
a partir desquelles est calculée la fonction p(z,y) (Fig. 3.86b) dont sont extraites les vingt
valeurs des coefficients p; (Fig. 3.86¢).

(a) Neuf points (b) Calcul de la surface de (c) Extraction de la valeur p;
d’échantillonnage fi; réponse pu(z,y) des tétracdres

FiGURE 3.86 — Calcul des coefficients p; par une fonction polynomiale

Le probleme d’optimisation a huit variables se reformule ainsi :

min M
hyLe,jus (3.74)
st. 0, < 12mm

Comme pour le prototype, la premiere partie de 'optimisation (2000 itérations) est menée
avec 'algorithme non-linéaire global DIRECT [301], puis est affinée par une seconde partie (1000
itérations) menée avec 'algorithme local COBYLA [340,341] qui prend les valeurs déterminées
par 'algorithme DIRECT comme valeurs d’initialisation.

Ces algorithmes sont complémentaires. Le premier, grace a I'exploration systématique de
I'espace des parametres par division du domaine en hypercubes de plus en plus petits, est une
méthode efficace pour trouver la « vallée » dans laquelle est située le minimum (Fig. 3.87a) ; il est
en revanche moins performant pour trouver le « fond » de cette vallée. L’algorithme COBYLA,
par sa méthode de descente de gradient, prend avantageusement le relais pour converger vers le
minimum local (Fig. 3.87b). Les algorithmes DIRECT et COBYLA sont tous deux implémentés
dans la bibliotheque d’optimisation non-linéaire NLopt [300].

La convergence de 'optimisation est tracée sur la figure 3.88a avec en abscisse le numéro de
I'itération et en ordonnée la valeur de I’énergie normalisée a minimiser. En gris est représentée
la partie correspondant a l’algorithme DIRECT et en noir celle correspondant a COBYLA.
On observe la dispersion des valeurs obtenues a partir de 1'algorithme DIRECT au-dessus d’un
front clairement dessiné. Cette dispersion provient de ’exploration systématique de 1’espace
des parametres. Au contraire, les valeurs sont plus compactes pour l'algorithme COBYLA qui
parvient a une convergence franche a 2700 itérations. Pour plus de lisibilité, en particulier pour
les algorithme globaux, nous classerons a partir de maintenant le résultat des optimisations par
ordre décroissant (Fig. 3.88b).

Les algorithmes utilisés exigent des variables continues, ce qui est le cas de toutes a I'excep-
tion de la largeur d’aile L. qui doit correspondre aux gammes de production standard. C’est
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FIGURE 3.88 — Séquence n°l : convergence de 'optimisation

pourquoi, a l'issue de ce cycle d’optimisation DIRECT + COBYLA, nous augmentons la valeur
de L. a la valeur supérieure disponible sur catalogue (corniere 60x60x6mm).

Ensuite nous renouvelons 'opération d’optimisation DIRECT + COBYLA a sept variables
et a dimension de corniere fixée :

min M

h‘hai

st. 6, < 12mm (3.75)
L. = 60mm

3.3.3.2 Séquence n°2 : Optimisation en résistance

L’objectif de la deuxieme séquence d’optimisation est la détermination des parametres res-
tants (e;, ay,, p1,, Qa,, P2,), les autres parametres (h, L., p1;) ayant été fixés par la séquence n°1.
Cette optimisation est menée pour chaque module en minimisant la masse du tétraedre (M)
sous contrainte de flambement.

Le module est chargé en déplacement en appliquant 1’état de déformation hérité de 1'op-
timisation de la séquence n°l. Pour connaitre la déformation & imposer, le déplacement des
quatre extrémités des membrures est extrait du modele global optimisé de la séquence n°1, puis
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lui est soustrait le mouvement de corps rigide dii au déplacement d’ensemble du module. Le
mouvement de corps rigide est déterminé par I’algorithme de Kabsch [342-344] qui donne les
matrices de translation et de rotation optimales entre deux ensembles de points couplés deux
a deux.

La recherche d’optimum est réalisée, lors de cette séquence d’optimisation, sous trois
contraintes.

Tout d’abord, le coefficient de charge critique de flambement (CF) doit étre supérieur a 15.
Cette valeur est choisie sur la base de ’'Eurocode NF EN 1993-1 [337] qui considere la structure
réputée sensible aux effets de second ordre si le facteur de charge critique est inférieur a 10.
Ensuite, on applique une majoration de 50% a ce critére par anticipation de I'augmentation
de la déformation imposée qui apparaitra lorsque la contribution des tétraedres sera prise en
considération, c’est-a-dire quand les tétraedres infiniment rigides de la séquence n°l seront
replacés par les tétraedres optimisés de la séquence n°2.

La seconde contrainte vient de la volonté de conserver le cintrage des parois du tétraedre
dans le domaine élastique sans consommer toute la résistance mécanique de la téle. On calcule
la contrainte maximale au sein de la tole en utilisant la formule simplifiée des poutres de type
Euler-Bernoulli : 0,4, = EE’“‘% Ol Kpmaz st la courbure maximale de la tole et e son épaisseur.
Nous limitons cette valeur & 60% de la limite élastique de 'acier S235.

Enfin, nous imposons une troisieme contrainte pour éviter de perdre le bénéfice de ’optimi-
sation en raideur de la séquence n°1. Pour cela, nous nous assurons d'une dégradation limitée
des coefficients de la matrice de raideur ou intervient le tétraedre (Dss, E11, FEoz) en imposant
a ces coefficients une valeur au moins égale a 80% de leur valeur initiale.

Le probleme d’optimisation a cinq variables se reformule ainsi :

min M;
€4,Q01;,P1;,002;,02;

s.t. CF = 15
amaw
< 0.6
Ty
D
Dsg)sear g (3.76)
(D33)seq1
(E11)5€q2 Z 08
(E11)seq
(E22)S€¢I2 2 08
(E22)seqr

L’optimisation de la séquence n°2 s’organise de fagon similaire a celle de la premiere sé-
quence. Le premier cycle d’optimisation & cing variables continues se compose d’une premiere
partie (1000 itérations) calculée avec 'algorithme DIRECT, suivie d’une seconde partie (500
itérations) avec l'algorithme COBYLA.

Ensuite, nous menons un second cycle d’optimisation a quatre variables continues (ay,,
p1,, Q2,, p2,) en fixant la variable d’épaisseur de la tole e a la valeur disponible en catalogue
immédiatement supérieure a celle déterminée dans le premier cycle d’optimisation.

Les convergences des optimisations a cinq variables pour les vingt tétraedres T; sont tracées
en figure 3.89.
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3.3.3.3 Vérifications et résultats

Les résultats des séquences n°1 et 2 sont assemblées au sein d’un unique modele pour générer
la morphologie finale.

La séquence totale de I'optimisation a convergé vers une solution satisfaisant les contraintes
prescrites (tableau 3.34) en 66000 itérations, soit environ 15h et 47 minutes. La masse totale
de la structure est de 5.4t soit un ratio d’environ 50 kg/m?.

Les résultats montrent que la contrainte sur le ratio de raideur des coefficients Ds3, Fqq et
Ey9, est déterminante, car tous les tétraedres atteignent cette valeur. On peut interpréter cette
tendance, dans notre application de structure en porte-a-faux, comme une contrainte de raideur
plus exigeante que celle de résistance. Pour représenter cette contrainte, une valeur unique est

reportée dans le tableau : %(D33E11 o) = min (Eg;i;;i, Egigszz, gz;;ﬁ )

On remarque aussi naturellement que la contrainte portant sur le cintrage devient prépon-
dérante pour les tétraedres présentant des épaisseurs de tole les plus importantes, par exemple
pour les tétraedres Tqg et Tio - Tig

Le critere de fleche est bien respecté et proche de la contraire imposée avec une valeur
maximale mesurée en extrémité de porte-a-faux de 16.6 mm en tenant compte de la contribution
de la forme et de I’épaisseur des tétraedres. Au terme de la premiere séquence d’optimisation,
la fleche mesurée était de 11.8 mm, soit une augmentation d’environ 40%, valeur comprise entre
la recommandation CM66 et celle adoptée ici.

Enfin, méme si elles sont toutes respectées, il est plus difficile de conclure sur la question
des contraintes de facteurs de flambement, car d'une part ces valeurs n’évoluent pas de maniere
continue en fonction des parameétres (changement de mode de flambement) et d’autre part,
elles ont été sensiblement modifiées suite a 'intégration de la contribution des tétraedres dans
le calcul de la déformée.

Les valeurs prises par les parametres suite a ’optimisation sont indiquées dans le tableau 3.35
pour les vingt tétraedres différents (T;,7 € {1...20}) et tracées dans les histogrammes de la
figure 3.90. La distribution de la morphologie fait ressortir deux tendances cohérentes : a mesure
que les tétraedres s’approchent des appuis, le coefficient de remplissage p et ’épaisseur e des
toles augmentent pour répondre a une sollicitation en cisaillement croissante. La figure 3.91
montre les cartographies des parametres p et e; les appuis sont représentés par des spheres
noires.

Par ailleurs, il semble que la morphologie concave des tétraedres soit assez constante avec
a; ~ 0.177 et ay ~ 0.367. La courbure est sans doute limitée par la contrainte de cintrage
élastique et le ratio de raideur. Les valeurs assez dispersées de p; et py sont plus difficiles a
interpréter; la fonction a optimiser et les contraintes sont vraisemblablement peu sensibles a
ces parametres dans la gamme de variation des autres parametres.

Enfin, on procede a la vérification de la résistance des sections transversales des membrures
telle que définie dans 'Eurocode NF EN 1993 et trouvons une utilisation maximale de 42%.
Pour les toles des tétraedres, nous utilisons le rapport entre les contraintes de Von Mises et la
limite d’élasticité et trouvons une utilisation maximale de 73%.

308



3.3. Optimisation et pré-dimensionnement pour une structure a grande échelle

TABLE 3.34 — Valeurs des fonctions et des contraintes apres optimisation

Mkg] CF[] g}lam -] J0( D33 11 Eas) -]
)

Global 5402 - - -

T, - 37.7 0.388 0.803
Ty — 12.5 0.589 0.803
T; — 17.7 0.308 0.802
T, — 21.1 0.477 0.802
T - 32.3 0.230 0.802
Ts - 20.9 0.579 0.801
T, — 23.6 0.449 0.802
Ty — 32.9 0.214 0.802
Ty — 28.5 0.474 0.802
Tio — 25.5 0.519 0.801
T — 31.2 0.213 0.801
T — 37.9 0.538 0.801
T3 — 24.0 0.536 0.802
Ty - 19.9 0.588 0.801
Tis - 30.5 0.501 0.801
Tis — 21.9 0.553 0.801
Ty - 19.5 0.501 0.801
Tig — 27.1 0.550 0.801
Ty — 30.1 0.144 0.802
Too — 48.2 0.242 0.802
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TABLE 3.35 — Valeurs des parameétres apres optimisation

hlm]  Lemm|  pl-]  emm] o [-]  py[m] ag[]  po[m]
Global 0.604 — - — -
Global - 60 — — —
T — - 0.42 1.5 0.157 0.08 0.397 0.19
Ts — — 0.42 1.5 0.197 0.10 0.387 0.29
T3 — — 0.50 1.5 0.157 0.10 0.357 0.05
Ty — — 0.43 1.5 0.177 0.15 0.367 0.08
Ts - - 0.51 1.5 0.177 0.08 0.387 0.04
Ts - - 0.58 2.0 0.197 0.29 0.337 0.09
T — — 0.44 1.5 0.177w 0.13 0.367 0.13
Ty — — 0.53 1.5 0.187 0.08 0.37m 0.05
Ty - - 0.60 2.0 0.16m 0.19 0.347 0.04
Tio - - 0.65 2.5 0.197 0.26 0.387 0.09
Ti1 - - 0.55 1.5 0.177 0.08 0.377 0.03
T — - 0.64 2.5 0.177 0.13 0.367 0.25
Tis — — 0.69 2.5 0.167 0.22 0.37m 0.05
Tia - - 0.70 3.0 0.167 0.17 0.387 0.17
Tis - - 0.72 2.5 0.177 0.02 0.37m 0.25
T - - 0.75 2.5 0.207 0.30 0.337 0.30
Ti7 — - 0.72 2.5 0.177 0.02 0.37m 0.25
Tig — — 0.75 2.5 0.197 0.30 0.337 0.30
Tio — — 0.69 1.5 0.177 0.05 0.307 0.28
Tho - - 0.60 1.5 0.207 0.19 0.317 0.02
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3.3.4 Conclusion

Les structures spatiales, qui sont composées d'un nombre important d’éléments, peuvent
tirer parti de la variation morphologique de leurs composants pour augmenter leurs capaci-
tés structurelles. De nombreux parametres sont donc nécessaires pour décrire et optimiser la
géométrie de I'ouvrage.

Cette partie propose une méthode d’optimisation alternative a celle développée pour le pro-
totype, car inopérante quand le nombre de parametres en jeu devient trop important. Cette
méthode, basée sur 'observation du role des différents parametres dans le comportement mé-
canique de la structure, propose de séquencer plusieurs optimisations avec un nombre réduit
de parametres en s’appuyant sur des modeles plus légers ou locaux. La stratégie développée est
appliquée a une structure en porte-a-faux avec 144 modules dépendant de 122 parametres.

La premiere séquence de la méthode optimise la masse de la structure sous contrainte de
raideur en agissant sur les parametres des membrures (h, u; et la section des membrures).
Le modele utilisé est un modele global a barres. Pour alléger encore le modele, il est proposé
de remplacer 'optimisation individuelle des parametres pu; par celle d'une fonction scalaire a
deux variables. La seconde séquence de la méthode optimise la masse de chaque tétraedre sous
contrainte de résistance en agissant sur les parametres des tétraedres (e;, au,, p1,, Q2,, p2,).

La forme de la structure optimisée montre une distribution des modules en cohérence avec
le chargement et le systeme d’appuis.

Deux pistes d’améliorations sont envisagées pour parfaire la démarche proposée ici.

Dans le travail proposé, la séquence n°l s’appuie sur un modele a barres a cause des li-
mitations imposées par 'environnement d’analyse mécanique utilisé. Cette séquence pourrait
avantageusement profiter des résultats du modele a plaque équivalent développé en partie 3.2
en faisant I’économie de la modélisation détaillée et d'une partie du temps de calcul. Cela
implique de mettre en place une plateforme dotée d’algorithmes d’optimisation couplés a un lo-
giciel de calcul aux éléments finis avancé, comme Abaqus, permettant de renseigner les données
de raideur de plaque.

Pour la séquence n°2, il serait intéressant d’explorer la piste des expérimentations numé-
riques pour la détermination du facteur de flambement d’un module pour un jeu de parametres
donné. Cela représente, certes, un investissement initial important en temps de calcul pour
réaliser les expérimentations nécessaires a 1’établissement de la surface de réponse, mais une
fois le modele établi, I'optimisation sur une fonction (polynomiale) sera bien plus économe que
sur un modele aux éléments finis.

Le systéme proposé pourrait encore gagner en généralité en questionnant certaines hypo-
theses initiales.

L’optimisation de la structure est actuellement conduite sous un chargement unique, verti-
cal. Souvent cas de charge dominant pour le type de structure envisagée, celle-ci peut néanmoins
se montrer sensible aux chargements asymétriques. Il serait donc utile d’introduire la possibi-
lité de définir plusieurs chargements ou des combinaisons de charges au sein de la procédure
d’optimisation.

La géométrie, en dalle plane aux membrures orthogonales, développée ici n’est pas un im-
pératif. Les modules tétraédriques peuvent s’accommoder de nappes courbes, éventuellement
de hauteur structurelle variable. Dans ce cas, la distribution des membrures sur les surfaces
courbes est cruciale afin de conserver de bonnes propriétés constructives pour une couverture
composée, par exemple, de panneaux quadrangulaires plans ou de bandes développables.

Enfin, le systéme hybride barres/surfaces, basé ici sur la concaténation de pyramides et
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de tétraedres, pourrait faire ’objet de recherches sur des topologies de cellules et des pavages
spatiaux alternatifs.
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Les propriétés géométriques des surfaces développables leur conferent de nombreux avan-
tages constructifs : grande surface déployée malgré un stockage et un transport trés compacts,
large spectre morphologique, malgré une mise en ceuvre faisant preuve d’une grande économie
de moyen.

Ces caractéristiques ont orienté naturellement I’emploi des surfaces développables vers une
fonction d’enveloppe, car la souplesse appréciée pour leur mise en forme semble les compro-
mettre pour des usages structurels. Cependant, une analyse morpho-structurelle atteste de
réelles contributions des surfaces développables pour les cinq parametres de conception identi-
fiés : Forme, Force, Structure, Matériau et Technologie. Mais cette analyse constate également
que les surfaces développables peinent a trouver une place centrale dans le processus de projet,
pénalisées par leur manque d’intégration dans l'outillage du concepteur, aussi bien pour les
modélisations géométriques que mécaniques.

Le potentiel structurel des surfaces développables est cependant mis en évidence par la fa-
brication du prototype Metal Fuplectella Folie ou celles-ci tiennent une place a part entiere
grace a la mise en place d’outils de modélisation paramétriques intégrant a la fois contraintes
géométriques et mécaniques. Cette structure expérimentale propose d’explorer la mise en forme
auto-contrainte de bandes développables aux formes libres sur le principe du tube hélicoidal.
Les principaux résultats obtenus sont la possibilité de générer des formes tubulaires tridimen-
sionnelles complexes aux capacités structurelles avérées et cela, au moyen d’'une mise en forme
a faible énergie, sans gabarit, ni plan de montage et dans un temps d’assemblage réduit.

Conjointement aux études bibliographiques, les réflexions autour du prototype ont amené
a se pencher sur la question de la nature géométrique de la jonction entre deux surfaces déve-
loppables a bords quelconques : le rapiégage courbe.

Il est tout d’abord traité d’un point de vue géométrique en s’appuyant sur ’étude de 'article
de Duncan & Duncan [110] sur le pli courbe, sous-cas du rapiégage courbe ou deux surfaces
développables partagent un bord courbe commun dans leur configuration développée. Les tra-
vaux sur le pli sont illustrés puis généralisés a une configuration quelconque : en utilisant les
résultats classiques de géométrie différentielle, les équations completes sont établies pour pré-
voir la géométrie d'une surface si la géométrie de I'autre surface et des deux bords a raccorder
sont connus.

L’étude de la géométrie du rapiécage courbe est approfondie en proposant une définition
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de la courbure moyenne et gaussienne localisées dans les courbes de jonction des géométries
semi-discretes. Ces formulations s’expriment simplement en fonction des courbures géodésiques
pour la courbure gaussienne et de ’angle entre les plans tangents pour la courbure moyenne. La
cohérence avec les théories déja établies de la géométrie différentielle lisse et discrete est vérifiée
et les relations du pli courbe s’interpretent bien comme un cas particulier de celles nouvellement
établies.

Enfin, I’étude géométrique du rapiégage courbe se conclut par la recherche de formes déve-
loppables fermées présentant certaines régularités géométriques : les dForms a courbure gaus-
sienne constante. Pour cela, le matériel théorique développé précédemment est réinvesti dans
ce probléme de nature géométrique globale. Par des considérations topologiques basées sur le
théoreme de Gauss-Bonnet, nous identifions deux familles de solutions, la premiere a partir de
patrons de découpe symétriques (groupe diédral Dy ), la seconde a partir de patrons de découpe
asymétriques.

Dans le premier cas, les symétries du probléeme permettent d’accéder a la description com-
plete de la forme tridimensionnelle et & ’expression explicite de la courbure et de la torsion de
la courbe de rapiécage.

Dans le second cas, la contribution se focalise essentiellement sur la génération des patrons
de découpe a assembler, les formes tridimensionnelles étant obtenues par maquette physique
ou simulation numérique. Afin de produire les patrons de découpe asymétriques répondant
a la contrainte de courbure gaussienne constante, les courbes circulaires par morceaux sont
étudiées et les conditions nécessaires et suffisantes de fermeture établies en généralisant les
travaux de Banchoff et Giblin [258]. Grace a ces résultats, il est possible de générer par exemple
par optimisation, une premiere solution respectant simultanément la contrainte de courbure
gaussienne constante et la double condition de fermeture des deux patrons de découpe. Puis,
a partir de cette solution choisie comme initialisation, une famille de dForms asymétriques est
générée par la méthode du flot géométrique animé par la minimisation du flot de Willmore.

La mécanique du rapiégage courbe bénéficie des développements sur les formes fermées dé-
veloppables menés précédemment et est abordée a travers 1’étude d’un systéme structurel a
double nappe hybride constitué de membrures linéaires et de modules de cisaillement surfa-
ciques. Au sein de cette structure spatiale, les modules de cisaillement prennent la forme de
tétraedres a faces développables qui, selon leur position, peuvent optimiser leur taille et leur
forme pour améliorer le comportement structurel du systeme tout en minimisant la quantité de
matiere engagée. Un objectif technologique visant a simplifier les connexions a branches mul-
tiples habituellement rencontrées dans les structures a double nappe motive également cette
recherche.

Un prototype a échelle 1, nommé SSDSC pour Space Structure with Developable Shear Com-
ponents est congu et fabriqué pour tester ces hypotheéses. La connexion linéaire des modules
tétraédriques sur les membrures est une alternative crédible aux assemblages ponctuels épu-
rés des structures réticulées tant du point de vue technologique que structurel. En particulier,
la courbure des faces des tétraedres permet de multiplier par quatre le coefficient de charge
critique de flambement par rapport a une structure similaire sans courbure, et cela sans dé-
grader les autres performances de la structure (masse, raideur). Deux campagnes de mesures
(déplacements et fréquences propres) sont réalisées in situ et montrent une tres bonne prédic-
tibilité des modeles aux éléments finis, ce qui permet de conduire les approfondissements de
I’étude en se basant exclusivement sur des simulations numériques. En revanche, les méthodes
d’optimisations développées pour la conception du prototype interrogent quant a sa capacité
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a étre transposée a des structures de plus grande ampleur en raison du temps de convergence
nécessaire pour les algorithmes d’optimisation globale appliqués sur des modeles aux éléments
finis complets.

Une premiére proposition tient dans la possibilité de s’affranchir de la modélisation détaillée
par la formulation d’un modele équivalent. Un modele de plaque épaisse orthotrope de type
Reissner-Mindlin est proposé pour simuler le comportement en raideur de la structure spa-
tiale. En s’appuyant sur ’hypothese que les deux éléments constitutifs (membrures/tétraedre)
d’un volume élémentaire représentatif apportent deux contributions distinctes et découplées,
les principes d’homogénéisation sont appliqués dans une approche combinée : la contribution
des membrures est donnée par un calcul analytique alors que celle des tétraedres s’appuie sur
un calcul aux éléments finis approchés par la méthode des surfaces de réponses. Puis les deux
parties sont assemblées dans une matrice de raideur globale. La qualité du modele équivalent
a été testée en I'implémentant au sein d’'un modele aux éléments finis et en confrontant les
résultats a ceux d’'un modele complet. Les résultats sont globalement tres satisfaisants, en dé-
pit d’hypotheses simplificatrices de modélisation qui limitent cependant le domaine de validité
du modele équivalent. Des mesures correctives consistant a enrichir le modele équivalent ou a
augmenter les coefficients de sécurité ont été proposées en conséquence.

Une seconde proposition tient dans la possibilité de s’affranchir de I'optimisation globale
appliquée a l'’ensemble du modele et a 'ensemble des parametres. Grace a 'observation de
I'implication des différents parametres dans le comportement mécanique de la structure, il est
possible de scinder I'optimisation globale en deux séquences, chacune basée sur un nombre plus
réduit de parametres et des modeles plus légers ou locaux. La premiere séquence optimise la
masse de la structure sous contrainte de raideur en utilisant un modele complet a barres alors
que la seconde optimise individuellement la masse des tétraedres sous contrainte de résistance.

Ainsi, les travaux sur le rapiécage courbe menés au cours de cette these commencent-ils a
compléter le diagramme morpho-structurel de René Motro et nous convoquons une derniere
fois les cinq parametres, individuellement ou en couplage, afin de dégager de nouvelles pistes
de réflexion.

Tout d’abord, le parametre Matériau, qui a montré toute sa pertinence dans sa déclinaison
en acier pour la réalisation de formes tubulaires raidies ou de structures spatiales, pourrait
faire 'objet d’investigations informées, notamment, par la question environnementale. Quel est
I'impact de telles constructions? Est-il possible d’en améliorer le bilan carbone par le choix
du matériau et de sa mise en ceuvre ? Quid de I'intégration, des la conception, de principes de
déconstruction et de réemploi de parties de la structure?

Cette derniere hypothese suppose sans doute de s’éloigner du paradigme de la piece unique
pour tenter de trouver des principes de modularité des composants. En prolongeant les re-
cherches sur les parametres Forme et Technologie, des pistes allant dans ce sens sont envi-
sageables. Comme le proposent Duncan & Duncan pour le pli courbe, il serait intéressant
d’identifier des configurations particulieres de distribution des regles, au sein des surfaces as-
semblées, occasionnant des régularités dans la géométrie du rapiégage courbe; une courbe de
rapiécage plane permettrait la mise en place d’un profil de connexion continu de géométrie
simple, ou encore un angle de rapiécage constant donnerait lieu a des pieces de connexion répé-
titives. D’autre part, sous quelles conditions peut-on approcher une surface complexe a double
courbure avec un nombre fini et recombinable de bandes développables ?

Contrairement a la géométrie du rapiécage qui a été abordée dans sa généralité, 1'aspect
mécanique est approché par I’étude de cas d'une structure spatiale et le probleme est traité par la
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mise en place d'un méta-modele. Cette vision macroscopique des parametres Force et Structure
pourrait étre complétée par une étude entrant davantage dans 'intimité de la matiere et des
phénomenes physiques en présence. Cela permettrait de mieux comprendre le réle éventuel de
rigidification que pourrait jouer le rapiécage courbe au sein du systeme structurel.

L’ensemble des outils et méthodes développées ici permet d’ouvrir la voie au développement
d’applications architecturales en tirant profit des propriétés géométriques et mécaniques des
surfaces développables et du rapiécage courbe. L’outil de génération par flot des dForms integre
actuellement deux surfaces reliées par une couture a courbure gaussienne constante, mais le
modele pourrait s’enrichir afin d’intégrer des dispositions architecturales et techniques variées.
Il serait intéressant d’augmenter le nombre de surfaces a rapiécer et d’étendre ces principes a des
contours ouverts pour les appliquer, par exemple, a des configurations de couvertures. De plus,
I'introduction d’une courbure gaussienne variable, définie par optimisation, devrait profiter
du couplage morpho-structurel et permettre d’influencer significativement le comportement
mécanique des surfaces rapiécées.
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ANNEXE A

Tableaux de cas du rapiécage courbe

L’annexe A compile de fagon exhaustive tous les cas de figures pouvant étre rencontrés lors
du rapiégage courbe de deux surfaces développables.

Les huit configurations géométriques possibles de la surface oy, exprimées par la valeur de
I'angle 31, traduisent la combinaison des signes des courbures géodésique x4, et normale k,, .
Elles sont consignées dans le tableau 2.1. Le signe de la courbure géodésique ry, génere deux cas
supplémentaires qui, croisés avec les huit précédents, donnent au total les seize combinaisons
qui sont présentées dans les pages suivantes.

Pour une question de lisibilité, les diagrammes de courbure ne sont pas légendés, mais
reprennent le code couleur du diagramme des courbures (Fig. 2.21) rappelé ci-dessous :

On.
— 0
Np,
Nr
0, F o
0 3 E: 92
51
?&) ()Hl

FIGURE A.1 — Diagramme des courbures de oy et o9
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A. Tableaux de cas du rapiécage courbe

TABLE A.1 - Configuration des surfaces o et oy pour 8y €] — 7w, —7/2| et kg, = 0

Diagramme Surface o et oq

Cas 1 - _
K

L

Cas 2 5,= 0

~
N

Cas 3a Sg,= +1 f

| AL

/
g bjd | 0|¢

Cas 3b Sp,= -1 /

Cas 4a sg,= +1

Cas 4b 5g,= -1
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TABLE A.2 — Configuration des surfaces o et oy pour 8y €] — 7w, —7/2| et Ky, <0

Diagramme Surface o et oq

Cas 1 - _
K

L

~

Cas 2 5,= 0

~
N

Cas 3a Sg,= +1 f

| AL

/
IR

Cas 3b Sp,= -1 /

Cas 4a sg,= +1

Cas 4b 5g,= -1
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A. Tableaux de cas du rapiécage courbe
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TABLE A.3 — Configuration des surfaces oy et g9 pour 51 = =72 et Ky, =0

Diagramme

Surface o et oq

Cas 1 - N -
N
Cas 2 58,= 0 \
2 <
Cas 3a 5g,= +1 f\
) @
Cas 3b Sp,= -1 /\
X <
Cas 4a Sg,= +1
Cas 4b 5g,= -1




TABLE A.4 — Configuration des surfaces oy et g9 pour 51 = —7/2 et Ky, <0

Diagramme Surface o et oq
Cas 1 - N -
L/
Cas 2 5,= 0
oE
Cas 3a Sg,= +1
B o
Cas 3b Sp,= -1
( \
Cas 4a Sg,= +1 |
| <
Cas 4b 5g,= -1
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A. Tableaux de cas du rapiécage courbe

TABLE A.5 — Configuration des surfaces o1 et o9 pour 5y €] —7/2,0[ et K, =0

Diagramme Surface o et oq

Cas 1 - -

i

N
Cas 2 5,= 0

- <é

K
Cas 3a 5g,= +1 /\
Cas 3b Sp,= -1 /\
Cas 4a sg,= +1

<>
g
Cas 4b 5g,= -1
q
L=
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TABLE A.6 — Configuration des surfaces o1 et o9 pour 5y €] —7/2,0[ et K, <0

Diagramme Surface o et oq

Cas 1 - .

ah

\d
Cas 2 5,= 0 ‘

&S
Cas 3a Sg,= +1 Il
Cas 3b Sp,= -1 g
Cas 4a sg,= +1

D N

Cas 4b 5g,= -1
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A. Tableaux de cas du rapiécage courbe

TABLE A.7 — Configuration des surfaces oy et oy pour 51 =0 et Ky, =0

Diagramme Surface o et oq
Cas 1 - .
1
N
Cas 2 5,= 0
\
Cas 3a 5g,= +1
(-
B
Cas 3b Sp,= -1 /\
Cas 4a Sg,= +1 ﬂ
- |
Cas 4b 5g,= -1
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TABLE A.8 — Configuration des surfaces oy et oy pour 51 =0 et Ky, <0

Diagramme Surface o et oq
Cas 1 - _
1
N
Cas 2 5,= 0
C =
Cas 3a Sg,= +1 /
N %2
Cas 3b Sgy,= -1 ™
<
Cas 4a Sg,= +1
Cas 4b sg,= -1
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A. Tableaux de cas du rapiécage courbe

TABLE A.9 — Configuration des surfaces o et o3 pour 3 €]0,7/2[ et kg, =0

Diagramme Surface o et oq

Cas 1 - _

1)
\

Cas 2 5,= 0

i

Cas 3a 5g,= +1

oY

Cas 3b Sp,= -1 \
=

Cas 4b 5g,= -1 N

=
-
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TABLE A.10 - Configuration des surfaces oy et oy pour f; €]0,7/2[ et Ky, <0

Diagramme

Surface o et oq

Cas 1 - _
a
N
Cas 2 s,= 0 /
L
Cas 3a Sg,= +1 ? -’
NI
Cas 3b Sp,= -1 \
¢~
Cas 4a sg,= +1 S
X\
Cas 4b 5g,= -1 > ;
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A. Tableaux de cas du rapiécage courbe

TABLE A.11 - Configuration des surfaces oy et oy pour 31 = 72 et Ky, =0

Diagramme Surface o et oq
Cas 1 - _
an
N
Cas 2 5,= 0 -
o 1
\
Cas 3a 5g,= +1
(- —=
Cas 3b Sp,= -1
co T
Cas 4a Sg,= +1 /;
H
Cas 4b 5g,= -1 | 2
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TABLE A.12 - Configuration des surfaces oy et oy pour 81 = 72 et Ky, <0

Diagramme

Surface o et oq

Cas 1 - .
b
N
Cas 2 5,= 0 () E
Cas 3a Sg,= +1 /
1 =
Cas 3b Sp,= -1 \
B
Cas 4a sg,= +1 | 2
Cas 4b 5g,= -1 ;
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A. Tableaux de cas du rapiécage courbe

TABLE A.13 - Configuration des surfaces oy et oy pour fy €|72, 7| et Ky, =0

Diagramme Surface o et oq

Cas 1 - _

A
L

Cas 2 5,= 0

N

(6] & 6|8

Cas 3a 5g,= +1 <

Cas 3b Sp,= -1 f

Cas 4a sg,= +1

Cas 4b 5g,= -1
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TABLE A.14 - Configuration des surfaces oy et oy pour fy €|72, 7| et £y, <0

Diagramme

Surface o et oq

Cas 1 - .
)
N
Cas 2 5,= 0 x
NI
Cas 3a 5g,= +1 <
NI <
Cas 3b Sp,= -1 f .
NG b
Cas 4a sg,= +1 /5 7
Cas 4b 5g,= -1 .
‘
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A. Tableaux de cas du rapiécage courbe

TABLE A.15 — Configuration des surfaces oy et o9 pour 1 = 7 et K4, = 0

Diagramme Surface o et oq
Cas 1 - -
an
N
Cas 2 5,= 0
R ——>
N
Cas 3a sg,= +1 /\
- =
Cas 3b Sp,= -1 \ ‘
<
\/
Cas 4a Sg,= +1
Cas 4b 5g,= -1 ‘
. |
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TABLE A.16 — Configuration des surfaces oy et o9 pour 1 = 7 et Ky, <0

Diagramme Surface o et oq

Cas 1 - -

an

N
Cas 2 5,= 0

R < >

N
Cas 3a Sg,= +1 /\ J
Cas 3b Sp,= -1 \
Cas 4a sg,= +1

. <]
Cas 4b 5g,= -1
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Abstract :

A piece of paper, a steel sheet, a plywood panel or glass pane naturally takes the shape of a
developable surface when deformed. This property of isometry to the plane confers to this type
of surface a wide range of applications, from clothing design to shipbuilding. In architecture,
developable surfaces are mainly used to rationalise the construction of freeform envelopes.
This thesis explores the structural capabilities of developable surfaces through constructive
systems based on curved patching. Although it is the most general type of connection between
two developable surfaces, it has been little described with respect to the particular case of
curved folding.

Curved patching is first considered from a geometrical point of view by proposing a definition
of the Gaussian and mean curvatures located in the connection curve, in coherence with the
pre-existing theories of smooth and discrete differential geometries. Then this theoretical corpus
is applied to the generation of closed, piecewise developable surfaces with constant Gaussian
curvature by a geometric flow method.

In a second step, the curved patching is addressed from a mechanical point of view by the study
of a hybrid spatial structure consisting of two layers of two-way lattice grid and shear modules
with developable faces. The equivalent stiffness of this structure is evaluated by the principles
of homogenisation using a Reissner-Mindlin orthotropic thick plate model. Finally, design and
optimisation tools are proposed in order to implement the results for large-scale structures.
The studies are supplied and illustrated by the manufacture of two full-scale research pavilions.

Résumé :

Une feuille de papier, une tole d’acier, un panneau de contreplaqué ou encore une plaque de
verre prennent naturellement la forme d’une surface développable lorsqu’ils se déforment. Cette
propriété d’isométrie au plan confere a ce type de surface un large spectre d’applications, de
la confection de vétements a I'industrie de la construction navale. En architecture, les surfaces
développables sont essentiellement employées pour rationaliser la fabrication d’enveloppes a
géométrie complexe.

Cette these explore les capacités structurelles des surfaces développables au travers de systémes
constructifs basés sur le rapiégage courbe; bien qu’étant le type de raccord le plus général entre
deux surfaces développables, il a été peu décrit par rapport au cas particulier du pli courbe.
Le rapiécage courbe est abordé, dans un premier temps, du point de vue géométrique en propo-
sant une définition des courbures gaussienne et moyenne localisées dans la courbe de raccord,
en cohérence avec les théories préexistantes des géométries différentielles lisse et discrete. Puis
ce corpus théorique est mobilisé pour la génération de surfaces fermées, développables par
morceaux et a courbure gaussienne constante par une méthode de flot géométrique.

Dans un second temps, le rapiégcage courbe est traité du point de vue mécanique par 1’étude
d’une structure spatiale hybride constituée de deux nappes a barres et de modules de cisaille-
ment a faces développables. La raideur équivalente de cette structure est évaluée par les prin-
cipes de 'homogénéisation grace a un modele de plaque épaisse orthotrope de Reissner-Mindlin.
Enfin des outils de prédimensionnement et d’optimisation sont élaborés afin de mettre en ccuvre
les recherches développées au sein de structures de grandes dimensions.

Les études sont nourries et illustrées par la fabrication de deux pavillons démonstrateurs a
échelle 1.
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