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Résumé : Le contrôle des propriétés de l’émission de
lumière (taux d’émission spontanée, spectre, directi-
vité, polarisation. . .) est au cœur de nombreuses ap-
plications actuelles. Une approche remarquablement
efficace est l’utilisation d’un résonateur, tel qu’une ca-
vité ou une nanoantenne, pour modifier le processus
d’émission par un/des émetteur(s). En particulier, de
nombreux dispositifs résonants basés sur des émet-
teurs à l’état solide ont été étudiés. Cependant, la mo-
délisation théorique de ces dispositifs est plus com-
plexe que pour ceux reposant sur un émetteur unique,
et a été peu explorée. Dans cette thèse, nous dévelop-
pons et testons de nouvelles théories pour l’étude de
l’émission de lumière par des d’émetteurs à l’état so-
lide via un résonateur, dans le cas particulier où les
émetteurs sont localement thermalisés. Dans cette hy-
pothèse, les grandeurs caractérisant l’émission sont
simplement l’absorptivité du système, la température
des porteurs et leurs quasi-niveaux de Fermi. Il a été
ainsi récemment avancé qu’une extension de la loi de
Kirchhoff aux systèmes localement thermalisés per-
met de prédire quantitativement les propriétés de
l’émission. Cet outil de modélisation est central dans

cette thèse. Quatre problèmes sont abordés : (i) Le
contrôle par unemétasurface de l’émission spontanée
par un ensemble de boîtes quantiques colloïdales est
étudié. Un excellent accord entre des simulations avec
la loi de Kirchhoff généralisée et des données expéri-
mentales existantes est exposé, démontrant la validité
de ce nouvel outil théorique. (ii) Une étude approfon-
die de la loi de Kirchhoff généralisée est menée, met-
tant en évidence sa validité dans le régime laser. (iii)
Le phénomène de photoluminescence par un métal
pompé par un laser est étudié. Sous pompage continu,
des approximations permettent d’établir une loi de Kir-
chhoff généralisée, bien que les émetteurs ne soient
pas thermalisés. Un bon accord entre ce modèle et
des données expérimentales est trouvé. (iv) Le phéno-
mène de condensation de Bose-Einstein de photons
est étudié, et en particulier son lien avec le régime laser
d’émetteurs thermalisés dans un résonateur. Une gé-
néralisation hors-équilibre de la distribution de Bose-
Einstein est introduite, permettant de relier ces deux
régimes et de repenser le régime laser d’un résonateur
multimode.

Title : Theoretical study of light emission by an ensemble of thermalized emitters in a resonator
Keywords : Nanoantennas, Theory, Nanophotonics, Kirchhoff’s law, Bose-Einstein condensate of photons

Abstract : The control of the light emission properties
(spontaneous emission rate, spectrum, directivity, po-
larization, etc) is at the heart of many present appli-
cations. A remarkably successful approach consists in
using a resonator, such as a cavity or a nanoantenna,
to modify the emission process of one or several emit-
ter(s). In particular, numerous resonant devices based
on solid-state emitters have been studied. However,
theoretical modeling of these devices is more challen-
ging than that of devices featuring a two-level emitter,
and few possibilities have been explored. In this the-
sis, we develop and test new theories for the study of
light emission by solid-state emitters through a reso-
nator, in the particular case of locally thermalized emit-
ters. In this hypothesis, the variables quantifying the
emission are simply the system absorptivity, the car-
riers temperature, and their quasi-Fermi levels. In this
context, it has been argued recently that an extension
of the Kirchhoff law of thermal radiation to systems lo-
cally thermalized enables a quantitative prediction of
the emission properties. This modeling tool is central

to this thesis. Four problems are addressed : (i) The
control by ametasurface of the spontaneous emission
by an assembly of colloidal quantum dots is studied.
An excellent agreement between simulations with the
Kirchhoff law and existing experimental data is found,
showing the validity of this new modeling tool. (ii) A
comprehensive study of the generalization of the Kir-
chhoff’s law ismade, that reveals its validity in the laser
regime. (iii) The phenomenon of photoluminescence
by a metal pumped by a laser is studied. Under conti-
nuous wave pumping, approximations enable the wri-
ting of a generalized Kirchhoff’s law, although the emit-
ters are not thermalized. A good agreement between
this model and experimental data is found. (iv) The
phenomenon of photons Bose-Einstein condensation
is studied, and in particular its link with the laser re-
gime of thermalized emitters in a resonator. An out-of-
equilibrium generalization of the Bose-Einstein distri-
bution is introduced, that enables linking these two re-
gimes and rethinking the laser regime of a multimode
resonator.
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Introduction

Cette thèse a pour fil conducteur l’étude théorique et numérique de plusieurs
problèmes actuels en nanophotonique concernant le contrôle de l’émission de lu-
mière par une assemblée d’émetteurs thermalisés dans un résonateur. Les pro-
chains paragraphes seront consacrés à une présentation du contexte. Ainsi, nous
commencerons par décrire l’origine, les enjeux et quelques résultats historiques
concernant le contrôle par un résonateur de l’émission de lumière en nanophoto-
nique. Les enjeux plus spécifiques liés à une approche théorique seront ensuite dis-
cutés. Enfin, en introduisant l’aspect de thermalisation des émetteurs, les questions
sur lesquelles nous nous pencherons au cours de ce manuscrit seront présentées,
ainsi qu’un outil théorique qui nous permettra de les aborder.

L’émission de lumière par un émetteur placé dans une cavité peut être consi-
dérablement modifiée par rapport à l’émission dans le vide. Bien que ce constat
soit notoire de nos jours, il était communément admis pendant la première partie
du 20ème siècle que l’émission de lumière était une caractéristique intrinsèque de
l’émetteur. Le premier à avoir mis en évidence l’influence de l’environnement élec-
tromagnétique sur l’émission est Purcell en 1946 [1]. Son article fondateur montre
l’augmentation du taux d’émission spontanée d’un émetteur placé dans un environ-
nement résonant. Sa découverte se comprend simplement par l’exemple d’un sys-
tème à deux niveaux placé dans une cavité. L’effet de la cavité est de modifier le
nombre de modes électromagnétiques accessibles à la position spatiale et à la fré-
quence de l’émetteur, ou autrement dit, la densité locale de modes. Les modes de
cavités, en raison de leur fort confinement spectral (c’est-à-dire leur grand facteur
de qualité) et spatial, permettent en particulier d’atteindre des densités locales su-
périeures à la densité des modes du vide. Sachant que le taux d’émission spontanée
est proportionnel à la densité de modes, l’émetteur se désexcite donc préférentiel-
lement dans les modes de cavités, à un taux plus élevé que dans le vide. Au-delà
de cet exemple historique, soulignons que quand le couplage du ou des émetteurs
aux modes du vide se fait par l’intermédiaire d’un mode résonant, ce dernier im-
pose sa marque sur la directivité, le spectre ou encore la polarisation de l’émission.
L’ingénierie des modes accessibles aux émetteurs ouvre ainsi la voie à un contrôle
potentiellement total des propriétés de la lumière émise.

Expérimentalement, les premières études détaillées de cette physique ont eu lieu
dans le domaine de l’électrodynamique quantique en cavité dans les années 1980,
avec pour résultats fondateurs l’observation de l’accélération [2] ou de l’inhibition
[3, 4] de l’émission spontanée, et l’observation du régime de couplage fort [5, 6].
Ces concepts, démontrés initialement avec des atomes en cavités, ont par la suite
trouvé un terreau fertile dans le domaine de la nanophotonique, dont ils sont de-
venus de nos jours un axe de recherche majeur. En effet, dans les années 2000, la
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notion de nanoantenne a fait son apparition [7, 8, 9]. Il est vite apparu que le lan-
gage des antennes (résistance de rayonnement, impédance, gain) est équivalent à
celui des cavités (facteur de Purcell, mode de cavité) [10, 11], et que ces objets font
partie de la classe des résonateurs qui peuvent être couplés à la fois à l’émetteur et
aux modes du vide. Nous parlerons donc indistinctement de cavité ou de nanoan-
tenne en utilisant le terme général de résonateur. Avantageusement, le domaine
de la nanophotonique offre une grande panoplie de types de résonateurs et éga-
lement d’émetteurs utilisables, sur une large gamme spectrale allant de l’ultraviolet
au proche infrarouge. Ainsi, les expériences sur la dynamique de l’émission spon-
tanée ont pu être répétées, par exemple, avec une molécule [12, 13] ou une boîte
quantique [14] unique dans le voisinage d’une nanoantenne, ou encore avec des
boîtes [15] ou puits [16] quantiques dans un cristal photonique. Au-delà de l’effet
Purcell, le contrôle de la directivité de l’émission a été montré, par exemple, avec
une molécule [17] ou une boîte quantique [18] unique dans le voisinage d’une na-
noantenne. Un certain degré de contrôle du spectre a également été établi pour la
première fois avec des molécules fluorescentes en interaction avec un résonateur
plasmonique [19]. Sur la base de ces résultats fondateurs, ces concepts sont aujour-
d’hui bien maîtrisés avec un grand nombre de plateformes différentes, ce qui a déjà
permis un certain nombre d’applications concrètes.

Penchons-nous à présent sur la possibilité de modéliser théoriquement cette
physique de l’interaction entre des émetteurs et un résonateur. Le cas le plus simple
est celui d’un émetteur unique pouvant être assimilé à un système à deux niveaux
placé dans un résonateur. L’émetteur peut alors être décrit comme un dipôle de
moment dipolaire électrique connu, que ce soit à un niveau classique ou quantique.
Le principal défi à relever pour la modélisation de l’émission consiste alors à ré-
soudre les équations de Maxwell incluant l’environnement électromagnétique créé
par le résonateur, avec le dipôle comme terme source. Pour la plupart des réso-
nateurs de taille inférieure au micromètre, ce type de calcul est généralement pos-
sible de manière rapide (∼ jours) et précise (écart relatif≲ 10%). Ce traitement peut
être généralisé à un nombre arbitraire d’émetteurs à deux niveaux tant que ceux-
ci ne sont pas en interaction. En pratique, cela permet la modélisation d’une large
classe d’émetteurs pouvant être assimilés à des systèmes à deux niveaux, comme
les boîtes quantiques, les centres NV du diamant ou encore les défauts dans des
matériaux (nitrure de Bore, silicium, etc). Un niveau de complexité est en revanche
franchi quand les émetteurs peuvent interagir entre eux. Prenons par exemple un
nombre limité d’émetteurs à deux niveaux identiques et en interaction. Dans ce cas,
les états électroniques peuvent s’hybrider, donnant lieu à l’apparition d’états super-
radiants et sous-radiants [20]. Le calcul de ces états devient alors le principal défi
pour la modélisation de l’émission. Le cas le plus répandu d’émetteurs en interac-
tion reste toutefois celui où ceux-ci sont les excitations d’un matériau massif. Cette
grande classe d’émetteurs comprend, par exemple, les électrons de conduction dans
les métaux, les molécules de colorant ou les semiconducteurs, ou encore les exci-
tons dans lesmolécules organiques ou les semiconducteurs. Dans ce cas de figure, il
est bien entendu illusoire de chercher à prendre en compte chaque émetteur, étant
donné leur nombre et leurs interactions. La description de l’ensemble des émetteurs
relève alors plutôt de la physique statistique. L’enjeu pour la modélisation de l’émis-
sion est de déterminer les propriétés statistiques des émetteurs et de les connecter
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à l’aspect électromagnétique du problème.
Dans le contexte théorique décrit dans le paragraphe précédent, nous nous fo-

caliserons dans cette thèse sur un cas particulier de la classe des matériaux actifs
massifs : le cas où les excitations du matériau sont en équilibre thermodynamique
(global ou local 1), ou autrement dit, "thermalisés". D’un point de vue expérimen-
tal, cette hypothèse, bien que restrictive, est susceptible de s’appliquer à un grand
nombre de dispositifs au coeur d’intenses recherches actuelles. Penchons-nous sur
quelques exemples, sur lesquels nous reviendrons dans les chapitres suivants :

(i) L’accélération du taux d’émission spontanée par un résonateur permet le cou-
plage préférentiel d’une assemblée d’émetteurs à un mode donné. Dans le régime
d’émission spontanée, cette idée a reçu un intérêt particulier ces dernières années
pour son potentiel d’amélioration de l’extraction de la lumière dans les LEDs [21]. En
particulier, l’utilisation d’arrangements périodiques de résonateurs, i.e. de métasur-
faces, a beaucoup été étudiée. Les milieux actifs utilisés dans ces dispositifs pouvant
généralement être décrits comme thermalisés, nous aborderons ici le cas de ces dis-
positifs dans le but d’apporter des moyens de comprendre les processus mis en jeu
et de continuer à optimiser leur efficacité.

(ii) L’effet d’accélération de l’émission spontanée par un résonateur a également
été beaucoup utilisé ces 10 dernières années pour la conception de nouveaux lasers.
En effet, la canalisation de l’émission spontanée dans le mode laser plutôt que dans
les modes du vide permet de réduire le seuil laser. L’utilisation de résonateurs na-
nométriques (ou de métasurfaces de résonateurs) pour la maximisation de cet effet
caractérise ainsi le domaine des nanolasers [22, 23]. Dans ce domaine, les milieux à
gain utilisés sont également généralement thermalisés, ce qui nous permettra d’étu-
dier des outils de modélisations de ces dispositifs.

(iii) Le phénomène de condensation de Bose-Einstein de photons a été démontré
en 2010, avec desmolécules de colorants pompées dans une cavité optique [24]. Sur
cette base, la condensation de plasmons-polaritons a été observée en 2018 avec des
molécules de colorants dans une métasurface de résonateurs plasmoniques [25].
Remarquablement, ce dispositif est similaire à ceux décrits dans les points (i) et (ii).
Cependant, le lien entre le régime de condensation de Bose-Einstein de photons (ou
plasmons-polaritons) et le régime laser ainsi que le régime d’émission spontanée
des LEDs reste mal compris. Nous nous pencherons sur cette question dans la suite
de cette thèse.

(iv) Il est connu depuis Mooradian en 1969 [26] qu’une surface métallique illumi-
née par un laser émet une photoluminescence à spectre large dans le visible. Long-
temps cantonnée au rang de curiosité, la possibilité de fabriquer et de caractériser
des nanoparticules métalliques uniques a placé cette photoluminescence au coeur
de nouvelles applications ces dernières années, par exemple pour la mesure précise
de la température à l’échelle nanométrique [27]. L’origine de la luminescence est due
aux électrons de la particule. Un modèle précis de cette émission reste à établir.

Pour aborder l’analyse théorique des dispositifs évoqués dans le paragraphe pré-
cédent, nous utiliserons et développerons à plusieurs reprises au cours de ce ma-

1. Comme cela sera discuté plus en détails dans le chapitre 1, dans cette thèse, "local" sera utilisé
dans le sens de populations électroniques dans des bandes différentes ayant chacune leurs variables
intensives propres, et non dans le sens de variables intensives pouvant présenter des variations spa-
tiales ou temporelles.
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nuscrit diverses généralisations de la loi de Kirchhoff. Cette loi, portant le nom de
son découvreur en 1860 [28], permet d’écrire l’émission par une assemblée d’émet-
teurs thermalisés comme le produit de leur section efficace d’absorption et de la loi
de Planck (éventuellement généralisée pour inclure tous les paramètres intensifs de
l’équilibre des émetteurs). La loi de Kirchhoff permet ainsi de prendre en compte
d’une manière remarquablement simple les enjeux décrits plus haut de modélisa-
tion des propriétés statistiques des émetteurs, via les paramètres intensifs de l’équi-
libre dans la loi de Planck, ainsi que de connexion à l’aspect électromagnétique du
problème, via la section efficace d’absorption. Notons cependant que la forme origi-
nelle de cette loi, bien que largement connue, est plutôt généralement associée au
domaine du transfert thermique, dont elle est un outil de base. Ainsi, l’évocation de
la loi de Kirchhoff dans le contexte du contrôle par un résonateur de l’émission de
lumière peut paraître étonnante. Cela cache en fait un long chemin qu’il est instructif
de rappeler. L’introduction de la loi de Kirchhoff pour la modélisation de problèmes
dérivés de l’électrodynamique quantique en cavité date ainsi du tournant des an-
nées 2000. Dans ces années-là, il a été compris que l’émission thermique, a priori
isotrope et large bande, peut être elle aussi contrôlée par l’interaction avec un réso-
nateur. Dans un article fondateur, Greffet et al. [29] ont ainsi montré que la média-
tion de l’émission par des ondes de surface permet d’obtenir de l’émission thermique
à la fois fortement directionnelle et très fine spectralement. Conjointement, il a été
montré que la loi de Kirchhoff, initialement démontrée dans le cadre de l’optique
géométrique, reste valide pour décrire l’émission d’une interface quelconque [30]
ou d’une particule quelconque [31, 32]. Dans le domaine de l’émission thermique, la
loi de Kirchhoff est depuis devenue un outil de base pour la conception de nouvelles
sources thermiques aux propriétés d’émission contrôlées. Cependant, la loi de Kir-
chhoff utilisée dans ces cas-là se base sur la loi de Planck, et ne couvre donc que
le cas d’émetteurs en équilibre thermodynamique global. La généralisation de la loi
de Kirchhoff au cas où les émetteurs sont en équilibre thermodynamique local est
plus récente. Celle-ci se base sur des travaux par Würfel [33] dans les années 1980,
qui a montré que la loi de Kirchhoff peut être étendue au cas de l’électrolumines-
cence ou de la photoluminescence par un semiconducteur pompé. Par rapport à la
forme historique de la loi, cette généralisation inclut la différence des quasi-niveaux
de Fermi caractérisant les équilibres locaux. Cependant, la forme établie par Würfel,
dans la lignée de la forme historique de Kirchhoff, n’est valable que pour des inter-
faces planes. Ainsi, cette avancée n’a été que peu utilisée depuis lors, principalement
dans le domaine du photovoltaïque [34, 35]. Le second pas franchi en 2018 par le
groupe de recherche dans lequel cette thèse est effectuée a été de généraliser le
résultat de Würfel à tout type de résonateur [32]. Cela a ainsi ouvert la voie à l’uti-
lisation de la loi de Kirchhoff pour la modélisation et la conception d’une plus large
classe de dispositifs permettant le contrôle de l’émission de lumière par un résona-
teur, ce qui sera poursuivi dans cette thèse.

L’organisation de ce manuscrit est la suivante :

1. Dans le premier chapitre, nous introduirons en détails les concepts théoriques
évoqués dans cette introduction et qui seront utilisés au cours de cemanuscrit.
Nous commencerons par présenter la notion d’équilibre thermodynamique lo-
cal. Nous établirons ensuite une démonstration de la loi de Kirchhoff généra-
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lisée à l’équilibre thermodynamique local et à un résonateur arbitraire. Cela
nous permettra de mettre en évidence les hypothèses sous-jacentes ainsi que
les avantages que procurent l’utilisation de cette loi.

2. Dans le second chapitre, nous étudierons le contrôle par une métasurface de
l’émission de lumière d’un ensemble de boîtes quantiques colloïdales. Une réa-
lisation expérimentale de ce dispositif ainsi que des mesures de l’émission
existent. En nous basant sur cesmesures, nous analyserons comment le spectre,
la directivité et la polarisation de l’émission sont contrôlés par la métasurface.
Nous comparerons ensuite de manière quantitative les résultats expérimen-
taux à des simulations établies avec la loi de Kirchhoff généralisée.

3. Dans le troisième chapitre, nous nous focaliserons sur le contrôle par un réso-
nateur de l’émission par une assemblée d’émetteurs thermalisés en présence
de gain. En particulier, nous nous demanderons si l’outil demodélisation qu’est
la loi de Kirchhoff généralisée peut être utilisé pour décrire le régime laser.
Nous montrerons que la condition laser est incluse dans la loi de Kirchhoff
d’une manière contre-intuitive. Nous discuterons également la capacité de la
loi de Kirchhoff généralisée à modéliser la largeur de raie en régime laser.

4. Le quatrième chapitre sera consacré à une étude détaillée du lien entre le ré-
gime laser et le régime de condensation de Bose-Einstein de photons. En effet,
nous avons soulevé plus haut la similarité entre certains nanolasers et certains
dispositifs utilisés pour l’étude de ce phénomène de condensation. Nous com-
mencerons par montrer que le régime de condensation est un cas particulier
du régime laser. Nousmontrerons ensuite que le formalisme basé sur la distri-
bution de Bose-Einstein pour décrire le régime d’équilibre thermodynamique
peut être généralisé hors équilibre. Son équivalence avec le formalisme laser
habituel seramise en évidence. Nous chercherons également à déterminer des
observables pertinentes pour distinguer le régime de condensation du régime
laser.

5. Dans le cinquième et dernier chapitre, nous étudierons le phénomène de pho-
toluminescence par un corps métallique excité par un laser. Nous commen-
cerons par établir un modèle général permettant de décrire le contrôle de
cette photoluminescence par un résonateur, en particulier par une résonance
plasmon localisée, valable quelle que soit la thermalisation des émetteurs du
métal. Nous procéderons ensuite à des approximations qui nous permettront
d’établir une loi de Kirchhoff généralisée pour cette photoluminescence, à nou-
veauquelle que soit la thermalisationdes émetteurs. Dans undeuxième temps,
nous établirons une forme analytique de la loi de Kirchhoff généralisée dans le
cas d’une excitation monochromatique et continue. Nous montrerons que ce
cas de figure est en fait similaire à celui de l’émission par un système d’émet-
teurs thermalisés. Finalement, nous testerons la précision de cette loi de Kir-
chhoff généralisée sous pompage continu en comparant des simulations à des
données expérimentales de la littérature.





Chapitre 1

Éléments de théorie : équilibre
thermodynamique local et loi de
Kirchhoff généralisée

Le but de ce chapitre est de revenir sur les notions théoriques évoquées dans
l’introduction et de les présenter en détails. Ainsi, nous commencerons par détailler
en quoi consiste la notion d’équilibre thermodynamique local. Ensuite, nous pré-
senterons une démonstration de la loi de Kirchhoff généralisée, dont nous avons
dit qu’elle permet de modéliser simplement l’émission via un résonateur d’un en-
semble d’émetteurs en régime d’équilibre thermodynamique local. Cela permettra
de mettre en exergue les hypothèses sur lesquelles cette loi est construite, ainsi que
les avantages à l’utiliser.

1.1 . Équilibre thermodynamique local

Pour présenter la notion d’équilibre thermodynamique local, prenons l’exemple
d’unmatériau semiconducteur initialement en équilibre thermodynamiquepuis sou-
dainement éclairé par une impulsion laser d’une dizaine de femtosecondes typique-
ment. Pour simplifier, nous considérerons que le semiconducteur consiste unique-
ment en une bande de valence et une bande de conduction séparées par un gap.
De plus, nous ferons l’hypothèse que la fréquence de l’impulsion monochromatique
correspond à une énergie supérieure au gap.

Avant l’impulsion, en raison de nombreux mécanismes microscopiques d’inter-
action, les électrons du semiconducteur sont à l’équilibre thermodynamique. Cet
état d’équilibre permet d’ignorer les mécanismes microscopiques sous-jacents, et
de décrire l’ensemble des électrons avec seulement deux variables intensives. Ces
variables sont leur température T et leur potentiel chimiqueµF , ce dernier étant plus
communément appelé niveau de Fermi en physique du solide 1 [36]. Les électrons
étant des Fermions, à l’équilibre thermodynamique l’occupation moyenne d’un ni-

1. En toute rigueur, l’énergie de Fermi est le potentiel chimique à 0 K. Il est toutefois habituel en
physique des semiconducteurs d’appeler niveau de Fermi le potentiel chimique.
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Figure 1.1 – Évolution temporelle de la distribution électronique (ligne bleue) lors de l’absorption
d’une impulsion laser. Les zones grisées indiquent la bande de conduction (BC), d’énergie minimale
E0
c , et celle de valence (BV), d’énergie maximaleE0

v . Panneau (a) : distribution électronique avant l’im-
pulsion, correspondant à la distribution de Fermi-Dirac à une température T0 et un niveau de Fermi
µF , situé approximativement au milieu du gap. Panneau (b) : distribution électronique juste après
l’absorption de l’impulsion de fréquence ℏω > E0

c −E0
v . Panneau (c) : distribution électronique∼ 100

femtosecondes après l’absorption de l’impulsion. Chaque bande est alors en équilibre thermodyna-
mique local à une température Tc > Tv ≫ T0 et des quasi-niveaux de Fermi µc > µF > µv. Panneau
(d) : distribution électronique ∼ 1 picosecondes après l’absorption de l’impulsion. Les bandes sont
thermalisées avec le réseau, soit Tc = Tv = T0, et sont en équilibre thermodynamique local avec des
quasi-niveaux de Fermi µc > µF > µv.

veau électronique du semiconducteur d’énergie E est donnée par la distribution de
Fermi-Dirac :

fFD(E, T, µ) =
1

exp
(
E−µF

kBT

)
+ 1

, (1.1)

où kB est la constante de Boltzmann. La forme de cette distribution est mon-
trée sur la figure 1.1 (a) (ligne bleue). En particulier, le niveau de Fermi correspond
à l’énergie pour laquelle l’occupation moyenne d’un niveau est 1/2. La température
régule quant à elle la largeur de la zone de transition entre 1 et 0 de la distribution.

L’absorption de l’énergie de l’impulsion par le semiconducteur a pour effet de
promouvoir des électrons de la bande de valence vers la bande de conduction. La
figure 1.1 (b) montre la forme qualitative de la distribution des électrons dans le
semiconducteur juste après l’absorption de l’énergie. Cette forme est maintenant
très différente de celle de la distribution de Fermi-Dirac, ou autrement dit, c’est une
distribution athermale.

A partir de là, plusieurs mécanismes d’interactions vont concourir au retour à
l’équilibre. Les principales interactions inélastiques, à l’origine de la redistribution de
l’énergie entre les électrons, sont [37] : (i) les interactions électron-électron au sein
d’une même bande, (ii) l’interaction entre un électron et une vibration du réseau (i.e.
phonon), et (iii) l’interaction entre un électron de la bande de conduction et un trou
dans la bande de valence, donnant lieu à une recombinaison radiative (émission) ou
non-radiative (principalement effet Auger). On note leurs temps caractéristiques res-
pectifs τee, τepn et τrec. Remarquablement, pour les semiconducteurs une hiérarchie
claire est respectée [37] :

τee ∼ 0.1 ps ≪ τepn ∼ 1 ps ≪ τrec ∼ 100-1000 ps. (1.2)
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Par conséquent, pendant la première picoseconde après l’impulsion, seuls les
électrons au sein d’une même bande interagissent significativement. Chaque bande
est ainsi un système isolé. Au bout d’environ 100 femtosecondes, les interactions
font relaxer les électrons de chaque bande vers un état d’équilibre thermodyna-
mique. Dans la mesure où l’ensemble des électrons dans chaque bande est isolé
de celui de l’autre bande, cet équilibre thermodynamique a ses propres variables in-
tensives, respectivement (Tc,µc) pour la bande de conduction et (Tv,µv) pour la bande
de valence. C’est ce qu’on appelle un équilibre thermodynamique local [32]. Notons
que le niveau de Fermi correspondant à l’équilibre thermodynamique local d’une
bande est plus couramment appelé le quasi-niveau de Fermi de la bande [36].

Précisons maintenant ce qui détermine les valeurs des variables intensives de
l’équilibre thermodynamique local. Ces variables sont reliées au nombre d’électrons
et à l’énergie dans chaque bande. En particulier, le nombre total d’électronsN i

e dans
une bande i = c, v est relié aux variables (Ti, µi) par :

N i
e(Ti, µi) =

∫
ρi(E)

1

exp
(
E−µi

kBTi

)
+ 1

dE, (1.3)

où l’intégration a lieu sur les niveaux électroniques de la bande i et où ρi est la
densité d’états électronique de la bande. L’énergie totaleEi

tot des électrons dans une
bande est quant à elle reliée aux variables (Ti, µi) par :

Ei
tot(Ti, µi) =

∫
Eρi(E)

1

exp
(
E−µi

kBTi

)
+ 1

dE. (1.4)

Notons qu’une augmentation de l’énergie par rapport à l’équilibre thermodyna-
mique global des électrons résulte en une température plus élevée. De manière si-
milaire, une augmentation du nombre d’électrons dans une bande résulte en une
augmentation du quasi-niveau de Fermi par rapport au niveau de Fermi d’équilibre.
Cette configuration correspond à celle montrée sur la figure 1.1 (c). En résumé, au
bout de ∼ 100 femtosecondes après l’impulsion, les électrons dans chaque bande
sont en équilibre thermodynamique local avec une température plus élevée et avec
un quasi-niveau de Fermi plus élevé (resp. plus petit) pour les électrons de conduc-
tion (resp. de valence) comparé à l’équilibre thermodynamique global.

Au bout de quelques centaines de femtosecondes après l’impulsion, l’interaction
électron-phonon entre en jeu et met en contact de manière notable l’ensemble sta-
tistique formé par les électrons de chaque bande et l’ensemble statistique formé par
les phonons du réseau. A ce stade, les phonons sont restés à température ambiante.
Cette différence de température va conduire à un transfert de l’excès d’énergie des
électrons vers les phonons. Dans la mesure où la capacité calorifique des électrons
est beaucoup plus petite que celle des phonons, l’augmentation de la température
des phonons est généralement négligeable [38], tout du moins dans tous les cas
que nous étudierons. En quelques picosecondes, l’ensemble des électrons et l’en-
semble des phonons se mettent ainsi en équilibre thermique, de sorte que la tem-
pérature des électrons dans chaque bande est ramenée à la température ambiante.
Soulignons qu’à ce stade, seule de l’énergie a été échangée entre les ensembles.
Par conséquent, les quasi-niveaux de Fermi de chaque bande restent approximati-
vement les mêmes, comme illustré sur la figure 1.1 (d). En particulier, l’équilibre de
la bande de valence et de conduction est toujours local.
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Sur l’échelle de temps correspondant à τrec, les recombinaisons électron-trou
deviennent significatives. La bande de conduction perd des électrons pendant que
celle de valence en gagne, et les populations convergent peu à peu vers l’occupation
d’équilibre thermodynamique global de départ. Autrement dit, le quasi-niveau de
Fermi de la bande de conduction (resp. valence) baisse (resp. augmente) demanière
à converger vers le niveau de Fermi d’équilibre global.

Au-delà de l’exemple décrit ici, le concept d’équilibre thermodynamique local des
bandes de conduction et de valence reste valide pour un semiconducteur pompé de
manière continue. En effet, si le temps entre l’absorption de deux photons consé-
cutifs est grand devant le temps d’interaction électron-électron, alors les électrons
de chaque bande ont le temps de se thermaliser. En régime stationnaire, les ab-
sorptions sont compensées par les recombinaisons. Cela génère des fluctuations du
nombre d’électrons dans chaque bande, mais qui restent faibles devant le nombre
total d’électrons. De cettemanière, la descriptiondes électrons d’unebande en terme
d’équilibre thermodynamique local est une bonne approximation. Le quasi-niveau
de Fermi à utiliser correspond alors au nombremoyen d’électrons dans la bande (de
même pour la température et l’énergie moyenne). Une justification théorique rigou-
reuse de ces arguments qualitatifs a par ailleurs été apportée dans la référence [38].
Enfin, notons qu’en général le temps entre l’absorption de deux photons consécu-
tifs est beaucoup plus grand que le temps d’interaction électron-phonon. Par consé-
quent, la température des électrons dans chaque bande et celle du réseau sont gé-
néralement égales.

Pour finir, il est intéressant de noter deux derniers points sur la mise en équilibre
thermodynamique du système. D’une part, notons que l’information sur la méthode
d’excitation du semiconducteur est effacée ∼ 100 fs après l’excitation. Dans la me-
sure où ce temps est beaucoup plus rapide que celui de recombinaison radiative, du
point de vue de l’émission l’électroluminescence et la photoluminescence sont les
mêmes phénomènes dans l’hypothèse d’équilibre thermodynamique local. D’autre
part, notons que l’analyse en terme de temps de thermalisation se transpose en
terme de longueur de thermalisation. En effet, sur des distances typiques plus pe-
tites que le libre parcours moyen d’un électron, un électron n’interagit pas avec le
reste du gaz, de sorte qu’il ne se thermalise pas. De cettemanière, il n’est possible de
définir l’équilibre thermodynamique local que sur des longueurs plus grandes que
le libre parcours moyen, soit en pratique quelques dizaines de nanomètres [39].

1.2 . Loi deKirchhoffgénéraliséeà l’équilibre thermodynamique
local

Comme évoqué dans l’introduction, nous ferons dans cette thèse un usage ré-
pété de la loi de Kirchhoff généralisée pour aborder des problèmes d’émission hors
équilibre en cavité. Le but de cette section est d’en donner une démonstration, afin
demieux appréhender quelles sont les hypothèses sur lesquelles cette loi est construite,
ainsi que les avantages à l’utiliser pour calculer la puissance émise. A cette fin, nous
suivrons la démonstration donnée dans la référence [32]. Cette démonstration s’ins-
crit dans le cadre de l’électrodynamique fluctuationnelle. Nous commencerons par
décrire le lien général entre la puissance émise en champ lointain par un corps et
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Figure 1.2 – Panneau (a) : schéma d’un corps (parallélépipède bleuté) émettant dans l’angle solide élé-
mentaire dΩr autour du point r⃗. Le point r⃗ définit la direction u⃗r et l’angle solide la surface élémentaire
dAr. L’angle entre le vecteur u⃗r et l’axe z est noté θ. Panneau (b) : illustration de deux situations ré-
ciproques, où le panneau (2) est obtenu en échangeant la source à la position r⃗ ′ et le détecteur à la
position r⃗ dans le panneau (1). p⃗1,2 correspond à unmoment dipolaire et E⃗1,2 à l’amplitude du champ
crée par ce dipôle au niveau du détecteur. Le dipôle est placé dans une cavité (zone bleue encadrée
de miroirs jaunes). La cavité est un exemple de système optique composé de matériaux réciproques.
Figures reproduites à partir de la référence [32] (sous licence Creative Commons Attribution 3.0).

la corrélation de ses courants fluctuants. Nous appliquerons ensuite deux relations
remarquables, à savoir le théorème de Fluctuation-Dissipation et la réciprocité de
Lorentz, qui permettront de retrouver la loi de Kirchhoff.

1.2.1 . Puissance émise par un corps et corrélation des densités de cou-
rants

Soit un point situé en r⃗ dans le champ lointain d’un corps émettant un flux de
lumière. Le centre du repère est choisi dans le corps, comme illustré sur la figure 1.2
(a). Ce point définit la direction unitaire d’émission en champ lointain u⃗r = r⃗/|r⃗ |. La
puissance moyenne émise par le corps et mesurée par un détecteur de surface dAr

centré sur le point r⃗ s’écrit [40] :

dPe = 2ϵ0c⟨E⃗ (−)(r⃗, t).E⃗ (+)(r⃗, t)⟩ dAr, (1.5)

où ⟨...⟩ désigne la moyenne statistique et E⃗ (+/−) est la partie de fréquence posi-
tive/négative de l’opérateur champ électrique (avec E⃗ (−) = E⃗ (+) †), l’opérateur champ
électrique total étant la sommede ces deux derniers termes, soit E⃗(r⃗, t) = E⃗ (+)(r⃗, t)+

E⃗ (−)(r⃗, t). Soulignons que les champs ainsi définis sont des opérateurs quantiques,
dont le "chapeau" a été omis pour simplifier les notations. Notons également que
l’ordre (−), (+) des opérateurs champ électrique dans l’équation (1.5) est appelé
ordre normal. Cet ordre est imposé par le fait que le processus de détection d’un
photon correspond à l’absorption de celui-ci par un porteur dans le détecteur.

Par définition, la partie de fréquence positive du champ est reliée à la transfor-
mée de Fourier 2 du champ total, notée E⃗(r⃗, ω) =

∫ +∞
−∞ E⃗(r⃗, t)eiωtdt, par la relation

E⃗ (+)(r⃗, t) =
∫ +∞
0

E⃗(r⃗, ω)e−iωtdω/2π . Par conséquent, la puissance émise s’écrit en

2. La définition de la transformée de Fourier utilisée ici implique que la transformée de Fourier
inverse s’écrit E⃗(r⃗, t) =

∫ +∞
−∞ E⃗(r⃗, ω)e−iωtdω/2π. Cette convention sera utilisée dans tout le reste de

ce manuscrit.
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fonction de la transformée de Fourier de l’opérateur champ électrique :

dPe = 2ϵ0c dAr

∫ +∞

0

dω

2π

∫ +∞

0

dω′

2π
⟨E⃗ †(r⃗, ω).E⃗(r⃗, ω′)⟩e−i(ω′−ω)t (1.6)

Par linéarité des équations de Maxwell, le champ électrique au point r⃗ est relié à
l’opérateur densité de courant j⃗ d’une source située au point r⃗ ′ etmonochromatique
de fréquence ω par le tenseur de Green G⃗

⃗

prenant en compte tout l’environnement
électromagnétique :

Em(r⃗, ω) = iµ0ω

∫
d3r⃗ ′Gmn(r⃗, r⃗

′, ω)jn(r⃗
′, ω), (1.7)

où µ0 est la perméabilité du vide et où m,n sont les composantes des vecteurs,
une répétition indiquant une sommation implicite. Notons également qu’à ce stade
nous avons écrit l’émission de lumière sans préciser une polarisation particulière.
Par la suite, nous écrirons l’émission de lumière dans une polarisation spécifique p
portée par le vecteur e⃗ (p) dans une base donnée. Ainsi, en insérant le tenseur de
Green (1.7) dans l’équation (1.6), la puissance émise dans la polarisation p s’exprime
en fonction de la corrélation des densités de courants à l’intérieur du corps de vo-
lume V :

dPe =
2

ϵ0c3
dAr

∫ +∞

0

dω

2π

∫ +∞

0

dω′

2π

∫
V

d3r⃗ ′
∫
V

d3r⃗ ′′ωω′

× e (p)m G∗
mn(r⃗, r⃗

′, ω)e (p)q Gql(r⃗, r⃗
′, ω′)⟨j†n(r⃗ ′, ω)jl(r⃗

′′, ω′)⟩e−i(ω′−ω)t

(1.8)

Certaines simplifications de cette dernière équation peuvent être faites de ma-
nière générique. Pour commencer, notons que pour un processus d’émission sta-
tionnaire, seuls les courants de même fréquence sont corrélés. De la même façon,
pour les matériaux isotropes, la corrélation entre les différentes composantes est
nulle. Enfin, pour des corps de taille excédant la dizaine de nanomètres, les effets
non-locaux sur les électrons sont généralement négligeables [39]. Au final, la corré-
lation des densités de courant peut se réécrire plus simplement en fonction de la
densité spectrale de puissanceW n

jj :

⟨j†n(r⃗ ′, ω)jl(r⃗
′′, ω′)⟩ = 2πδ(ω − ω′)δ(r⃗ ′ − r⃗ ′′)δn,lW

n
j†j(r⃗

′, ω), (1.9)

où δ est la fonction de Dirac 3.
Au final, ces résultats permettent de simplifier l’équation (1.8) en :

dPe(ω, r⃗, p) =
dAr

ϵ0c3

∫ +∞

0

dω

π

∫
V

d3r⃗ ′ω2|e (p)m Gmn(r⃗, r⃗
′, ω)|2W n

j†j(r⃗
′, ω). (1.10)

Cette dernière équationmontre enquoi un calcul direct de la puissance émise par
un corps est complexe. En effet, cela demande la résolution de deux problèmes : (i) le

3. Notons qu’ici la notation δn,l réfère à un Dirac égal à 1 si n = l. C’est une fonction sans unité.
Au contraire la notation δ(x− y) réfère à un Dirac→ ∞ quand x = y. Son unité est l’inverse de l’unité
de x et y.
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calcul de la puissance émise dans une direction revient à calculer le tenseur deGreen
entre chaque point de la source et un point en champ lointain. Ceci est un problème
classique en électromagnétisme qui peut être traité avec différents logiciels permet-
tant de résoudre les équations de Maxwell ; toutefois, nous verrons plus bas que la
formulation de ce problème sous la forme de la loi de Kirchhoff est potentiellement
plus avantageuse ; (ii) le calcul de la puissance émise revient à calculer la corrélation
des densités de courants du matériau émetteur. Si les émetteurs consistent en une
assemblée de dipôles sans interactions, d’amplitude et de fréquence bien définies,
alors ce problème est simple. C’est le cas, par exemple, d’une assemblée d’atomes
à 2 niveaux suffisamment espacés. Cependant, dans tous les matériaux à l’état so-
lide, les électrons sont soumis à l’agitation thermique, c’est-à dire à des collisions
entre eux ou avec d’autres particules. D’un point de vue de la physique classique,
cela se manifeste par le fait que les densités de courants responsables de l’émission
ne sont pas des fonctions bien définies mais des variables aléatoires. Un traitement
ab initio de ce problème est complexe. Il faut tout d’abord passer d’un problème
formulé en terme de physique statistique (la corrélation des densités de courants) à
un problème à la formulation adaptée à la physique du solide (permettant un trai-
tement de chaque processus microscopique). Ce chemin qui requiert le calcul d’une
fonction de corrélation hors équilibre sera suivi dans le chapitre 5 dans un cas par-
ticulier. La seconde étape est de calculer la contribution des processus dominant
l’agitation thermique, ce qui demande des connaissances précises sur le matériau
émetteur (par exemple sa structure de bande) et sur les mécanismes d’interaction
(par exemples les interactions électron-phonons ou électron-électron) .

1.2.2 . Théorème de Fluctuation-Dissipation
Dans la section précédente, un aperçu des difficultés associées au calcul général

de la corrélation des densités de courants a été donné. Nous allonsmaintenant faire
un premier pas vers la loi de Kirchhoff en introduisant le théorème de Fluctuation-
Dissipation [41, 42, 43]. Ce théorème établit un lien entre les fluctuations à l’équi-
libre thermodynamique (local) et la réponse linéaire du système lorsqu’il est soumis
à une excitation. Pour un matériau pouvant être décrit par une bande de valence
et une bande de conduction en équilibre thermodynamique local, le théorème de
Fluctuation-Dissipation permet d’exprimer la densité spectrale de puissance dans
l’ordre normal des densités de courant (i.e. ordre j†j) comme [43] :

W n
j†j(r⃗

′, ω) = 2ωϵ0Im[ϵn(r⃗
′, ω, T, µ)]

ℏω
exp

(ℏω−µ
kBT

)
− 1

(1.11)

où ϵ est la permittivité relative dumatériau actif (supposé local) etµ = µc − µv est
la différence entre les quasi-niveaux de Fermi de la bande de valence et de conduc-
tion en équilibre thermodynamique local. Remarquablement, dans ce théorème,
toute l’information sur les processus impliqués dans l’émission ou sur la structure
du matériau émetteur se trouve synthétisée dans la partie imaginaire de la permit-
tivité. C’est la conséquence de l’hypothèse de réponse linéaire du matériau à une
perturbation extérieure. Cela est particulièrement avantageux dans la mesure où
la permittivité est une quantité standard en optique, tabulée pour la plupart des
matériaux. Par ailleurs, on retrouve dans cette équation le fait qu’en équilibre ther-
modynamique local, toute l’information sur l’ensemble des électrons est contenue
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dans les deux paramètres (T, µc − µv). Ce théorème fait donc, d’une part, le lien
entre l’aspect statistique et l’aspect matière condensée du problème, et d’autre part
rend la partie "physique du solide" triviale.

Injectons à présent le théorème de Fluctuation-Dissipation (1.11) dans l’équation
(1.10). La puissance émise dans la direction r⃗ dans l’angle solide dΩr, reliée à la sur-
face dAr par dΩr = dAr/r

2 (voir figure 1.2 (a)), à la fréquence ω et la polarisation p
s’écrit alors :

dPe(ω, r⃗, p) =dΩrσem(ω, r⃗, p, T, µ)LBB(ω, T, µ), (1.12)

où on a identifié la loi de Planck généralisée [33] :

LBB(ω, T, µ) =
ω2

8π3c2
ℏω

exp
(ℏω−µ

kBT

)
− 1

, (1.13)

et où on a posé la section efficace d’émission σem (homogène à une surface) :

σem(ω, r⃗, p, T, µ) =

∫
V

16π2r2
ω

c
|e (p)m Gmn(r⃗, r⃗

′, ω)|2Im[ϵn(ω, r⃗
′, T, µ)]d3r⃗ ′. (1.14)

En résumé, l’utilisation du théorème de Fluctuation-Dissipation permet de sim-
plifier le problème du calcul de la corrélation des densités de courant. Plus préci-
sément, cette relation permet d’écrire la puissance émise par un corps en équilibre
thermodynamique local comme le produit de la loi de Planck et de sa section efficace
d’émission.

1.2.3 . Réciprocité de Lorentz
La seconde relation de réciprocité qui permet d’aboutir à la loi de Kirchhoff est la

réciprocité de Lorentz 4. Pour comprendre où celle-ci intervient, examinons plus en
détails le lien entre l’émissivité et l’absorption d’un matériau.

La section efficace d’absorption σabs d’un corps de volume V illuminé par une
onde plane incidente de champ E⃗ inc à la fréquence ω correspond au ratio entre la
puissance absorbée par ce corps et l’intensité de l’onde plane incidente. Par consé-
quent, l’expression de la section efficace d’absorption s’écrit [39] :

σabs(ω) =
ω

c

∫
V

Im[ϵ(ω, r⃗ ′, T, µ)]
|E⃗(ω, r⃗ ′)|2

|E⃗ inc(ω)|2
d3r⃗ ′, (1.15)

où E⃗ est le champ induit dans le corps par le champ incident. En supposant que
l’onde plane incidente est générée par un dipôle situé à un point r⃗ loin du corps, le
lien entre le champ dans le corps et l’onde plane incidente s’écrit [39] :

Em(ω, r⃗
′) = 4πre−iωr/cGmn(r⃗

′, r⃗, ω)Einc
n . (1.16)

4. Aussi parfois appelée réciprocité de Helmholtz, qui en a découvert une forme plus faible anté-
rieurement à Lorentz.
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En utilisant la relation (1.16), la section efficace d’absorption pour une polarisa-
tion p caractérisée par un vecteur unitaire e(p)m du champ incident se réécrit :

σabs(ω, r⃗, p) =

∫
V

16π2r2
ω

c
|e (p)m Gmn(r⃗

′, r⃗, ω)|2Im[ϵn(r⃗
′, ω, T, µ)]d3r⃗ ′. (1.17)

Dans cette dernière équation, il est remarquable que l’expression de la section
efficace d’absorption est similaire à celle de la section efficace d’émission définie
dans l’équation (1.14). Une différence importante est toutefois notable : l’ordre des
positions r⃗ et r⃗ ′ dans le tenseur de Green. En effet, le tenseur de Green de l’émission
reflète le trajet d’une onde générée dans le corps vers le champ lointain, et le chemin
contraire pour l’absorption.

Cette différence est résolue quand lematériau est réciproque au sens de Lorentz.
En effet, pour une source ponctuelle et un détecteur placés à deux endroits diffé-
rents de l’espace, cette réciprocité implique que l’amplitude du champ produit par
le dipôle sur le détecteur est inchangée lors de l’échange de la position de la source
et du détecteur (voir figure 1.2 (b)). Quantitativement, cette réciprocité implique la
relation entre les tenseurs de Green [44] :

Gmn(r⃗, r⃗
′, ω) = Gnm(r⃗

′, r⃗, ω). (1.18)
En pratique, cette réciprocité reste valable en présence de tout type de résona-

teur tant que le tenseur de permittivité de tous les matériaux sont symétriques.

1.2.4 . Loi de Kirchhoff généralisée
En utilisant la réciprocité de Lorentz (1.18), il résulte que la section efficace d’ab-

sorption (1.17) et la section efficace d’émission (1.14) d’un corps sont égales :

σabs(ω, r⃗, p, T, µ) = σem(ω, r⃗, p, T, µ), (1.19)
Ceci est une généralisation à toute forme de corps et à l’équilibre thermodyna-

mique local de la loi découverte par Kirchhoff en 1860 [28], stipulant l’égalité entre
l’émissivité et l’absorptivité 5 d’un matériau en équilibre thermodynamique délimité
par une surface semi-infinie.

Finalement, en prenant en compte le fait que la section efficace d’émission est
définie comme le ratio entre la puissance émise par unité d’angle solide dPe/dΩr et
la loi de Planck (équation (1.12)), une forme alternative de la loi de Kirchhoff per-
met d’exprimer la puissance émise (et détectée par un détecteur) en champ lointain
par unité d’angle solide dans une onde plane de fréquence ω, de direction u⃗r et de
polarisation p :

dPe

dΩr

(ω, u⃗r, p) = σabs(ω,−u⃗r, p, T, µ)
ω2

8π3c2
ℏω

exp
(ℏω−µ

kBT

)
− 1

. (1.20)

Dans cette équation, notons que la variable r⃗ a été remplacée par u⃗r pour mettre
l’accent sur la direction de l’émission. En particulier, le calcul de la section efficace
d’absorption doit être fait avec une onde plane incidente de direction opposée à la
direction d’observation.

5. C’est-à-dire le pourcentage de la puissance incidente qui est absorbée par le corps.
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Figure 1.3 – Absorption d’un matériau absorbant placé dans différents environnements électroma-
gnétiques. Panneau (a) : absorption directe d’une onde plane par un matériau absorbant de forme
arbitraire (orange). Panneau (b) : absorption par le même matériau absorbant qu’en (a), mais placé
dans une cavité Fabry-Pérot. Le processus d’absorption implique maintenant un mode de cavité an-
tisymétrique (ligne en tirets bleus) intermédiaire, excité par l’onde plane. Panneau (c) : absorption
par une nanosphère métallique (zone jaune) posée sur un substrat (zone grisée). L’onde plane excite
d’abord une résonance plasmon localisée (dégradé bleu), c’est-à-dire une oscillation cohérente des
électrons du métal. Le plasmon est ensuite absorbé par le métal. Panneau (d) : absorption par une
couche de semiconducteur (zone orange) placée entre deux couches d’un matériau non absorbant
d’indice optique plus faible (zone grisée). L’onde plane arrivant par la tranche du dispositif excite un
mode guidé, dont l’amplitude est schématisée par la courbe en tirets bleus. L’amplitude décroît au
cours de la propagation en raison de l’absorption par le semiconducteur.

Notons également que si le corps qui rayonne présente une surface S de grande
taille par rapport à la longueur d’onde, il convient plutôt d’utiliser la luminance Le du
corps et son absorptivité Aabs

6, soit :

Le(ω, u⃗r, p) = Aabs(ω,−u⃗r, p, T, µ)
ω2

8π3c2
ℏω

exp
(ℏω−µ

kBT

)
− 1

, (1.21)

Au final, cette loi de Kirchhoff permet de calculer tous les aspects "classiques"
de la lumière émise, à savoir son spectre, sa directionnalité, et sa polarisation. Pour
le spectre, insistons sur le fait que son amplitude est connue de manière absolue.
Par ailleurs, l’utilisation du théorème de Fluctuation-Dissipation et de la réciprocité
de Lorentz a permis de reformuler le problème de l’émission par une assemblée
d’émetteurs thermalisés en cavité sous une forme simple à mettre en oeuvre. En
effet, le calcul de la puissance émise se résume à celui de la section efficace d’ab-
sorption (ou absorptivité) du matériau émetteur et des deux paramètres que sont
la température et la différence des quasi-niveaux de Fermi. En particulier, insistons

6. Où l’absorptivité est reliée à la section efficace d’absorption par la relation σabs = Aabs cos(θ)S ,
où θ est l’angle d’émission par rapport à la normale à la surface (voir figure 1.2 (a)). La même relation
relie la luminance et la puissance émise par unité d’angle solide.
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sur le fait que la section efficace d’absorption prend en compte tout l’environne-
ment électromagnétique du corps, et ainsi la possibilité pour celui-ci de rayonner
par l’intermédiaire d’un résonateur. En effet, la section efficace d’absorption n’est
pas l’absorption par unité de volume d’un matériau mais l’absorption d’un système.
Commemontré sur la figure 1.3, cela peut donc être, par exemple, l’absorption d’un
bout de matériau absorbant (panneau (a)) ou bien l’absorption du même bout placé
dans une cavité de Fabry-Pérot (panneau (b) et chapitre 3). Le matériau absorbant
et le résonateur peuvent même être le même corps, comme c’est le cas par exemple
pour un bâtonnet métallique supportant des résonances plasmon localisées (pan-
neau (c) et chapitre 5), ou pour une couche de semiconducteur d’indice élevé sup-
portant des modes guidés (panneau (d) et chapitre 2). En pratique, le calcul de l’ab-
sorption peut être fait simplement d’un point de vue numérique avec la plupart des
logiciels permettant de résoudre les équations de Maxwell. Bien que cela ne soit pas
prouvé quantitativement dans cette thèse, ce type de calcul est en général plus ef-
ficace que celui du tenseur de Green à chaque point d’un corps, comme l’équation
(1.10) suggère de le faire. En outre, la température et la différence des quasi-niveaux
de Fermi peuvent être imposées ou être prises comme des paramètres libres lors
de la comparaison avec des données expérimentales. Nous reviendrons sur ces dif-
férents aspects dans les chapitres suivants.





Chapitre 2

Contrôle par une métasurface de
l’émission de lumière d’un ensemble
de boîtes quantiques colloïdales
thermalisées

2.1 . Introduction

Le contrôle de la lumière émise par des émetteurs grâce à un résonateur est un
sujet de recherche majeur depuis plus de 70 ans. A son origine, on trouve le tra-
vail théorique de Purcell sur la modification du taux d’émission spontanée aux fré-
quences radio [1]. Expérimentalement, les premières études détaillées ont eu lieu
dans le domaine de l’électrodynamique quantique en cavité. Les principaux résultats
sont l’observation de l’accélération [2] ou de l’inhibition [3, 4] de l’émission sponta-
née, et l’observation du régime de couplage fort [5, 6]. Ces expériences, menées avec
des atomes en cavités, ont ensuite été généralisées à d’autres types d’émetteurs et
de résonateurs, donnant accès au domaine visible. Par exemple, les expériences sur
la dynamique de l’émission spontanée ont été répétées avec une molécule [12] ou
une boîte quantique [14] unique dans le voisinage d’une nanoantenne, ou encore
avec des boîtes [15] ou des puits [16] quantiques dans un cristal photonique. Pour
le couplage fort, la première observation avec un dispositif à l’état solide a été faite
avec des puits quantiques dans une cavité Fabry-Pérot [45], puis s’est répandue à de
nombreux autres systèmes [46]. Le contrôle d’autres degrés de libertés s’est aussi
répandu, comme la directivité de l’émission [47, 18, 48, 49], le spectre [19, 50] et la
polarisation [18, 51].

Le contrôle des propriétés évoquées ci-dessus peut être encore amélioré en créant
des agencements périodiques de nano-antennes dans un plan, ou autrement dit une
métasurface. En effet, en plus d’hériter des propriétés des antennes individuelles, la
géométrie et l’écartement des antennes offrent de nouveaux degrés de libertés. Par
exemple, les résonances à la surface d’un réseau de nano-antennes plasmoniques
("Surface Lattice Resonances") sont des modes de surface collectifs dont le facteur de
qualité atteint jusqu’à ∼ 100 fois celui d’une antenne unique [52]. En plaçant des
émetteurs dans le champ proche de ces modes collectifs, une métasurface émet-
trice est créée. En effet, les émetteurs se couplent de façon préférentielle auxmodes
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de surface. Le rayonnement dans l’espace libre est alors dû aux pertes radiatives
de ces modes. Ainsi, les modes de la métasurface forment un intermédiaire entre
les émetteurs et les modes du vide. Un autre avantage de ces métasurfaces est le
grand volume actif atteignable comparé à une nanoantenne unique, ce qui permet
d’accéder à des puissances émises plus importantes. Enfin l’agencement périodique
des antennes crée un réseau de diffraction permettant de contrôler la directivité de
l’émission. Une revue sur l’émission par des fluorophores via une métasurface est
présentée dans la référence [53], et une autre sur l’utilisation de métasurfaces pour
améliorer l’extraction de lumière d’une LED dans la référence [21].

Au niveau théorique/numérique, l’optimisation d’une métasurface émettrice est
difficile. La méthode standard consiste à discrétiser le milieu actif en une assemblée
de dipôles [53]. L’émission totale dans une direction est alors calculée en addition-
nant la contribution de chaque dipôle, et en faisant la moyenne sur leur orientation.
Dans le champ proche des antennes, les variations spatiales du champ peuvent être
importantes. La position et la densité des dipôles doit donc être ajustée avec soin. Si
les émetteurs ont un spectre d’émission large, cette opération doit être répétée pour
chaque longueur d’onde. Cela résulte en uneméthode complexe àmettre en oeuvre.
A la fin, un tel calcul donne accès à la directionnalité et à la polarisation de l’émission.
Il inclut l’effet Purcell ressenti par chaque émetteur. Le spectre est aussi calculé mais
pas de manière absolue. En effet, l’amplitude du moment dipolaire n’est en général
pas connue. Il faudrait pour cela écrire des équations de population et prendre en
compte le couplage des émetteurs à un bain thermique environnant [54]. Pour cette
même raison, cette méthode ne donne pas de dépendance par rapport à la tempé-
rature, et ne prend pas non plus en compte l’intensité du pompage. Enfin, elle ne
prédit pas quantitativement la puissance émise et surtout ne donne pas de borne
supérieure à la puissance émise pour une puissance de pompe donnée, ce qui ne
permet pas d’optimiser la métasurface en termes de rendement. Ce dernier point
est pourtant un enjeu majeur pour réaliser des sources ayant un bon rendement
énergétique.

Dans ce chapitre, nous allons étudier le cas d’une métasurface correspondant
à un réseau unidimensionnel dont le milieu actif est un ensemble de boîtes quan-
tiques (BQs) colloïdales. L’assemblée de boîtes quantiques permet de créer de la
lumière ayant un spectre bien défini et une puissance importante. En revanche, il
est difficile de contrôler la polarisation et la directivité de la lumière émise par cette
assemblée de particules isotropes et incohérentes. De plus, une telle assemblée se
comporte comme un milieu d’indice effectif élevé ce qui favorise la réflexion totale
interne et crée un problème d’extraction de lumière. Pour résoudre ces difficultés,
un réseau est ici réalisé directement par micro-structuration de la couche de BQs,
créant une métasurface. En nous basant sur une réalisation expérimentale de ce
dispositif, nous analyserons comment le spectre, la directivité et la polarisation de
l’émission sont contrôlés par cette métasurface. En supposant que les BQs sont en
équilibre thermodynamique local, nous comparerons les résultats expérimentaux à
des simulations établies avec la loi de Kirchhoff généralisée. Le bon accord trouvé
pour toutes les caractéristiques étudiées positionne notre modèle comme un mo-
dèle alternatif intéressant par rapport à celui évoqué ci-dessus quand les émetteurs
sont en équilibre thermodynamique local. Il résout de plus la limitation concernant
le calcul absolu du spectre et se démarque par sa simplicité de mise en oeuvre.
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Dans la prochaine section le système d’étude et de mesure expérimentale sera
présenté. La 3ème section est dédiée à la présentation des mesures expérimentales
du spectre, de la directivité et de la polarisation. La 4ème section est consacrée à
une modélisation des données, d’abord qualitative puis avec la loi de Kirchhoff gé-
néralisée.

2.2 . Système d’étude et dispositif de mesure

Un schéma de la nanostructure étudiée est montré sur la figure 2.1 (a). Cette
structure a été conçue et fabriquée par Eva de Leo avec l’aide d’Aurelio Rossinelli
et de Ferry Prins dans l’équipe de David Norris à l’ETH Zürich. Elle se compose de
plusieurs couches dans le plan (xy). Selon l’axe -z, on a de bas en haut :
— un substrat de verre (SiO2, zone jaune sur la figure).
— une couche d’époxy (zone bleue) d’épaisseur 1 mm.
— une couche de boîtes quantiques (zone orange, les BQs sont schématisées par

les disques oranges foncés). Cette couche est composée de 2 sous-couches :
au-dessous, une couche continuede 110nmd’épaisseur ; au dessus, une couche
discontinue dans la direction x d’épaisseur 50 nm. Elle consiste en un réseau de
périodicité notée a. Dans la suite, les réseaux étudiés auront la valeur a = 400nm.
Le facteur de remplissage du réseau est 50%, i.e. une période est remplie à 50%
de BQs et à 50% d’air.

— l’espace au-dessus de la structure est de l’air.
La couche d’époxy permet de coller le substrat sur la couche de BQs préalable-

ment fabriquée (une description détaillée du procédé de fabrication est faite dans
les références [55, 56]). Elle est transparente sur la plage de longueurs d’onde qui
sera étudiée. Le substrat est également transparent.

Le milieu actif est la couche de boîtes quantiques entourées de ligands. Ce sont
des boîtes quantiques colloïdales, avec un coeur en séléniure de cadmium (CdSe),
encapsulé dans une coquille composée de 2 couches monoatomiques de sulfure de
cadmium (CdS) et de 2 couches monoatomiques de sulfure de zinc (ZnS). La distri-
bution des diamètres des BQs est centrée sur environ 10 nm et la longueur d’onde
du pic de d’absorption de plus basse énergie est d’environ 615 nm [57].

Afin de pomper le milieu actif et d’enmesurer la photoluminescence, le dispositif
expérimental montré sur la figure 2.1 (b) est utilisé. Pour le pompage des BQs, une
LED UV avec un pic d’émission à 385 nm est utilisée. Le faisceau est ensuite focalisé
sur la face inférieure (le substrat) de l’échantillon avec un objectif de miscroscope de
faible ouverture numérique afind’assurer un pompage homogène de la structure. La
collecte du signal de photoluminescence est assurée par un objectif de microscope
de grande ouverture numérique NA= 0.8. Un ensemble de lames d’ondes et de po-
lariseurs permet ensuite des mesures de la polarisation. L’étage d’imagerie dans le
plan de Fourier permet d’une part de contrôler la taille de la zone de l’échantillon qui
est observée (filtre spatial), et d’autre part d’imager le plan focal image de l’échan-
tillon (lentille de Fourier + lentille de tube). Comme montré sur la figure 2.1 (c),(d),
cette imagerie consiste à faire converger tous les rayons émis dans unemême direc-
tion en champ lointain sur un même pointM(x, y) de la surface du détecteur. Dans
la suite, la direction d’émission sera repérée par les angles θ et ϕ définis sur la figure.
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Figure 2.1 – Panneau (a) : schéma de la structure étudiée. Voir la description dans les corps du texte.
Panneau (b) : Schéma du montage expérimental. PF est l’abréviation de Plan de Fourier. Panneaux
(c) et (d) : Schéma de l’imagerie du plan de Fourier, avec vue en coupe (c) et vue en 3D (d). L’angle θ
(resp. ϕ) est l’angle entre l’axe z (resp. l’axe x) et le vecteur d’onde k⃗ associé au rayon lumineux. Les
rayons définis par les mêmes angles θ et ϕ convergent vers le même pointM(x, y) dans le plan de
Fourier. Les intervalles de variation des angles sont θ ∈ [0◦, 90◦] et ϕ ∈ [0◦, 360◦]. f ′ est la distance
entre l’objectif et le plan de Fourier, et correspond à la distance focale de la lentille de Fourier.
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Dans le cas où le détecteur est un spectromètre, on obtient des cartes d’intensité
I(θ, λ) en fonction de l’angle θ et de la longueur d’onde λ. En effet, la fente du spectro-
mètre est alors parallèle à l’axe x, et sélectionne les directions (θ, ϕ ≈ 0◦, 180◦) dans
le plan de Fourier. Dans le cas où c’est une caméra, on obtient des cartes d’intensité
I(θ, ϕ). L’intensité est alors intégrée sur toutes les longueurs d’ondes d’émission.

En résumé, ce dispositif expérimental permet de caractériser le spectre, la direc-
tivité et la polarisation de l’émission par la structure. Notons également qu’un tel
dispositif permet en principe des mesures quantitatives de l’intensité émise. Cepen-
dant, seulement des données en unité arbitraire nous ont été communiquées, de
sorte que l’aspect de modélisation de la puissance émise en valeur absolue par la loi
de Kirchhoff ne pourra pas être testé.

2.3 . Résultats expérimentaux

Les mesures expérimentales présentées dans cette section ont été effectuées
par Eva De Leo sous la direction de David Norris et de Ferry Prins. Une partie de ces
mesures a par ailleurs été publiée dans la référence [56].

2.3.1 . Mesures d’intensité I(θ, λ)
Des mesures typiques de l’intensité de l’émission en fonction du sinus de l’angle

θ et de la longueur d’onde sont montrées sur la figure 2.2, pour la polarisation selon
l’axe y (a) et selon l’axe x (b). Sur le panneau (a), 3 motifs notables se distinguent.
D’abord l’émission est dominée par un motif en forme de croix. Le centre de celle-ci
est situé à λ ≈ 640 nm et sin(θ) ≈ 0 (on note cependant un léger décentrage vers
θ > 0). Le centre correspond aussi au maximum d’émission, qui a donc lieu dans
la direction normale à la métasurface. La croix est symétrique par rapport à l’axe
sin(θ) ≈ 0. Par rapport à l’axe λ ≈ 640 nm, elle est plus étendue vers le rouge que
vers le bleu. Un autre motif, moins facilement discernable, est une seconde croix
décalée de quelques nanomètres vers le bleu par rapport à la première. Enfin il est
possible de distinguer une bande d’émission isotrope qui s’étend d’environ 620 nm
à 660 nm, avec un maximum mesuré à 642 nm. D’après des mesures d’émission
des BQs en solution [57], cette bande peut directement être attribuée à l’émission
spontanée des BQs dans les modes du vide. Le décalage de Stokes correspondant
entre l’absorption (voir figure 2.7 (b)) et l’émission est d’environ 26 nm.

Sur le panneau (b), qui représente l’intensité de l’émission en polarisation linéaire
parallèle à l’axe x, unmotif en croix et une bande d’émission isotrope sont également
visibles. Le centre de la croix est à environ 630 nm. Cela correspond également au
centre de la croix secondaire observée sur le panneau (a). Ces motifs sont a priori
les mêmes. Enfin, notons que l’émission par cette croix secondaire est assez faible,
juste un peu plus élevée que l’émission isotrope. Notons également que le niveau
de la bande isotrope est similaire pour la polarisation selon x et y, autrement dit le
couplage aux modes du vide est isotrope et non polarisé.
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Figure 2.2 – Intensité en fonction de la longueur d’onde et du vecteur d’onde selon x normalisé,
kx/|⃗k| = sin(θ). Panneau (a) : mesure avec polariseur selon l’axe y. Panneau (b) : mesure avec polari-
seur selon l’axe x. Panneau (c) : simulation avec la loi de Kirchhoff et polariseur selon l’axe y. Panneau
(d) : simulation avec la loi de Kirchhoff et polariseur selon l’axe x. Sur les panneaux (a) et (b) le bruit
de fond moyen a été retranché. Pour les deux polarisations, la normalisation est faite par rapport au
maximum de l’émission avec polariseur selon l’axe y. Le pas du réseau est a = 400 nm.

2.3.2 . Mesures d’intensité I(θ, ϕ)
Les cartes I(θ, ϕ) permettent de caractériser la directivité et la polarisation de

l’émission. En particulier, en jouant sur la polarisation mesurée en sortie du mon-
tage, il est possible d’accéder aux 4 paramètres de Stokes 1 :

S0 = Ix + Iy

S1 = Iy − Ix

S2 = I−45◦ − I+45◦

S3 = ICD − ICG

où Ix/y/+45◦/−45◦ sont les intensités émises, respectivement, avec l’axe passant du
polariseur selon l’axex, y, à±45◦ de l’axex.CD/CGdésignent "circulaire droite/gauche".

1. Pour S1, S2 et S3, l’ordre dans la différence est arbitraire. Ici il a été imposé par les données
procurées.
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Ces dernières quantités sont obtenues en plaçant une lamequart d’onde avant le po-
lariseur. ICG est obtenue en tournant le polariseur de 90◦ par rapport à la mesure de
ICD. Le paramètre S0 donne l’intensité totale émise dans une direction, intégrée sur
toutes les longueurs d’ondes. Les autres paramètres quantifient la prédominance
de l’intensité émise dans une polarisation plutôt qu’une autre.

Les paramètres de Stokes mesurés pour notre structure d’étude sont montrés
sur la colonne de gauche de la figure 2.3. Du point de vue de la directionnalité, le
panneau (a) montre que le maximum d’émission suit deux arcs de cercles, tangents
à l’incidence normale θ = ϕ = 0. Ces arcs sont étroits, montrant que ce canal d’émis-
sion est fortement directionnel. La présence d’un fond d’émission isotrope est éga-
lement retrouvée. Du point de vue de la polarisation, le panneau (b) montre que la
composante selon x de la polarisation domine nettement celle selon y sur tout le
motif. Sur le panneau (c), on voit que l’émission à 45◦ ou −45◦ est du même ordre
en émission normale, et alors qu’une composante domine nettement à des angles
plus élevés. Le panneau (d), montre que ces structures sont capables d’émettre de
manière significative une polarisation circulaire donnée aux grand angles. Cette ob-
servation peut paraître surprenante dans la mesure où la structure de l’échantillon
n’est pas chirale. Toutefois une observation similaire a été faite dans la référence [58]
pour une métasurface non-chirale : le dichroïsme est constaté en incidence oblique,
changeant de signe selon la direction, et disparaît en incidence normale.

2.4 . Modélisation

Dans cette section, nous procéderons tout d’abord à une modélisation qualita-
tive des résultats expérimentaux. Nous verrons que toutes les caractéristiques de
l’émission peuvent être expliquées simplement. Dans une seconde partie, nous pro-
céderons à une modélisation quantitative des résultats expérimentaux en utilisant
la loi de Kirchhoff.

2.4.1 . Modélisation qualitative
Une caractéristique majeure des données montrées sur la figure 2.2 (a) est la

finesse de chaque branche de la croix. La figure 2.9 (b) montre une coupe à une lon-
gueur d’onde donnée de ce motif. On voit que la largeur de chaque pic est faible,
de l’ordre de ∆θ ≈ 2◦ (largeur totale à mi-hauteur). C’est la signature que la source
est cohérente spatialement. Dans le cas présent, les émetteurs sont des BQs indé-
pendantes, donc des émetteurs incohérents. L’observation de la cohérence spatiale
se fait donc nécessairement par le couplage des BQs à un mode intermédiaire lui-
même spatialement cohérent (c’est-à-dire délocalisé), qui va ensuite se coupler aux
modes du vide.

Modes guidés et cartes I(θ, λ)

Pour comprendre quels sont cesmodes intermédiaires, concentrons-nous à pré-
sent sur les diverses couches de notre système. En dépit de sa granularité, il est
possible de considérer la sous-couche continue de BQs comme homogène avec un
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Figure 2.3 – Paramètres de Stokes : (a) S0, (b) S1/S0, (c) S2/S0 et (d) S3/S0 en fonction des vecteurs
d’onde normalisés kx/|⃗k| = sin(θ) cos(ϕ) et ky/|⃗k| = sin(θ) sin(ϕ). La colonne de gauche correspond
aux mesures expérimentales, celle de droites aux simulations numériques avec la loi de Kirchhoff
discutée dans la section 2.4.2. Le pas du réseau est a = 400 nm.
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Figure 2.4 –Relation de dispersion du guide d’onde : (a) sans réseau, (b) avec un réseau de pas a = 400
nm. La relation de dispersion est tracée pour un guide d’onde asymétrique avec un coeur d’épaisseur
160 nm (la structuration de la couche de BQ est négligée) et d’indice nBQ = 1.8, et deux couches
semi-infinies d’indice nair = 1 et nepoxy = 1.53. Sur le panneau (a), k� est la norme du vecteur d’onde
k⃗� = kx e⃗x + ky e⃗y. Sur le panneau (b), le cône de lumière correspond aux droites définies par
ω = c

nair
|kx|. Figures tracées avec le code de la référence [36] p. 404.

indice effectif 2. Des mesures par ellipsométrie (voir figure 2.7) faites sur une couche
non-structurée de BQs par le groupe de David Norris ont montré que nBQ ≈ 1.8. En
dessous, la couched’époxy a un indicenepoxy = 1.53. Enfin au-dessus il y a une couche
d’air. Nous négligerons dans ce paragraphe la structuration de la sous-couche dis-
continue de BQs, qui sera considérée continue pour simplifier. On voit que la couche
de BQs a un indice plus élevé que ses voisines. Elle peut donc supporter des modes
guidés. Compte tenu de sa faible épaisseur par rapport à la longueur d’onde (respec-
tivement 160 nmcontre∼ 600 nm), ce guide est a priorimonomode transverse et ses
modes sont polarisés TE (i.e. le champ électrique est dans le plan (x, y)). La dispersion
des modes transverses fondamentaux de l’empilement de couches planes (i.e. sans
structuration) est montrée sur la figure 2.4 (a). Dans la mesure où le coeur du guide
d’onde est formé par les BQs elle-mêmes (et que les modes transverses fondamen-
taux sont fortement localisés dans le coeur), le couplage entre les BQs et les modes
guidés est assez efficace. Cela devient un canal de désexcitation non-négligeable
pour les BQs, en compétition avec l’émission dans les modes du vide 3 et les canaux
non-radiatifs. Enfin, notons qu’à ce stade les modes guidés ne peuvent pas se cou-
pler aux modes du vide. En effet, comme le montre la relation de dispersion, les
modes guidés sont sous le cône de lumière (ligne en tirets noirs ω = (c/nair)k�).

Pour expliquer plus en détails les motifs des figures 2.2 et 2.3, il est nécessaire
de prendre en compte l’influence du réseau. Ses ordres de diffraction sont centrés
sur les vecteurs d’ondes k⃗mres = m × (2π/a)e⃗x, où m est le numéro de l’ordre. La
relation de dispersion correspondante est montrée sur la figure 2.4 (b). Les ordres
m ̸= 0 sont à présent repliés dans le cône de lumière. Ils peuvent donc se coupler aux
modes du vide. Par ailleurs, les dispersions qui se croisent en kx = 0 correspondent
à des ordres de numéro opposé par rapport à 0. Il est possible d’estimer la longueur
d’onde où ce croisement a lieu en utilisant l’approximation ω ≈ (c/nepoxy)|kx|, dont

2. Dans l’annexe A du chapitre 5 de la référence [59], il est montré avec le modèle de Maxwell-
Garnett [60] que l’homogénéisation est justifiée sur un cas très similaire au nôtre.

3. Sur la figure 2.2 (a), l’intégrale de l’intensité émise dans le motif en croix sur l’intégrale de l’in-
tensité totale émise (dans le motif et de manière isotrope) donne par exemple 8% à 645 nm ou 15%
à 660 nm.
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Figure 2.5 – Schéma des modes guidés dans le plan (kx, ky). Panneau (a) : modes guidés sans réseau
(cercle rouge). Dans cette représentation, le cône de lumière est un disque de rayon 2π/λ centré en
0 (disque jaune foncé délimité par la ligne en tiret noirs). La composante dans le plan (kx, ky) du
vecteur d’onde est notée k⃗� et son amplitude k�. Panneau (b) : modes guidés avec réseau. Les ordres
±1 sont représentés (cercles pleins rouges). Ils correspondent à la réplique de l’ordre 0 (cercle en tirets
rouges) centrés en k⃗±1

res = ±(2π/a)e⃗x. Les modes sont tracés pour la longueur d’onde λ particulière
où les cercles des ordres ±1 sont tangents en kx = ky = 0.

la précision peut être appréciée sur la figure 2.4 (a). On trouve que le croisement a
lieu pour λ ≈ 612/|m| nm. On en déduit que la croix principale sur la figure 2.2 (a)
correspond aux ordres diffractés m = ±1. Enfin, notons qu’à un croisement entre
deux ordres, il y a 2 modes se propageant en sens opposé dégénérés en énergie. Un
dernier effet du réseau est de lever cette dégénérescence. En effet, la modulation
périodique de l’indice de réfraction agit comme un potentiel de perturbation pour
les deux modes dégénérés. Il y a alors l’ouverture d’un gap au niveau du croisement
[39]. La coupe en kx = 0 sur la figure 2.9 (a) montre en effet un petit gap centré à
642 nm et de largeur ∼ 4 nm.

La discussion menée jusqu’ici explique bien la présence de la croix principale.
Nous n’avons pas trouvé d’explication théorique pour la croix secondaire. Les pos-
sibilités les plus simples sont écartées : (i) l’observation de lumière émise en in-
cidence normale ne permet pas d’invoquer des modes transverses magnétiques.
(ii) les modes transverses électriques d’ordres supérieurs ne sont pas polarisés se-
lon x pour kx ≈ 0. Enfin une recherche de modes sur la structure exacte du réseau
(non montré) n’a rien trouvé. Nous reviendrons plus loin sur l’origine de cette croix
secondaire, tout du moins dans la polarisation p = y.

Directivité des paramètres de Stokes

L’interprétation des motifs directionnels sur les paramètres de Stokes, montrés
sur la figure 2.3, se fait sur les mêmes bases que pour la croix principale. Comme
montré sur la figure 2.5 (a), les modes guidés d’une structure sans réseau décrivent
un cercle dans le plan (kx, ky), car l’indice des BQs est isotrope. Par ailleurs, ce cercle
est en dehors du cône de lumière, ce dernier formant un disque de rayon |⃗k| =
2πnair/λ dans cette représentation. Notons également que le rayon du cercle dé-
pend de la longueur d’onde. Comme montré sur la figure 2.5 (b), en présence du
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Figure 2.6 – Schéma de la polarisation du champ électrique associé à des modes guidés. Panneau
(a) : cas de l’émission perpendiculaire à la surface du réseau par les modes guidés. Le champ du
mode guidé k⃗mg� ≈ k⃗−1

res responsable de l’émission est selon l’axe ky. Panneau (b) : cas de l’émission
par les modes guidés dans une direction proche de l’ouverture numérique. Dans tous les panneaux,
les flèches bleues sont les vecteurs d’onde des modes, désignées par k⃗mg� pour les modes guidés.
Les flèches vertes sont les champs électriques associés au mode guidé. L’ouverture numérique du
système demesure est le trait noir cerclant le disque jaune. Les cercles rouges sont les modes guidés
d’ordre ±1.

réseau les ordres diffractés forment aussi des cercles, de même rayon, et centrés en
k⃗mres. Le panneau (b) montre la longueur d’onde particulière pour laquelle les ordres
m±1 sont tangents en kx = ky = 0. Remarquablement, dans le disque correspondant
à l’ouverture numérique du système de détection (N.A.=0.8, soit un disque de rayon
|⃗k�|/|⃗k| = 0.8, voir figure 2.6 (b)), le motif mesuré sur la figure 2.3 est retrouvé. Cela
s’explique d’une part par le fait que cette longueur d’onde particulière correspond au
centre de la croix sur la figure 2.2 (a), soit λ = 640 nm. D’autre part, cette longueur
d’onde étant proche du maximum du spectre d’émission des BQs, elle domine le
motif d’émission total en dépit de l’intégration sur toutes les longueurs d’ondes.

Polarisation des paramètres de Stokes

Analysons à présent les motifs en polarisation des paramètres de Stokes. Pour
commencer, focalisons-nous sur l’émission proche de l’incidence normale, ce qui
correspond à kx ≈ 0, ky ≈ 0. Dans ce cas, les modes guidés étant transverses élec-
triques, le champ émis issu d’un mode guidé est polarisé selon l’axe y, comme sché-
matisé sur la figure 2.6 (a). Cela explique que le paramètre de Stokes S1 soit similaire
au paramètre S0 dans cette zone (car Ix = 0). La projection du champ sur un axe à
45◦ de l’axe kx est quant à elle égale à la projection sur un axe à −45◦. Cela explique
que le paramètre de Stokes S2 soit nul au centre. Pour finir, notons qu’en kx = ky = 0
le champ total en champ lointain est en toute rigueur la somme du champ issu du
mode guidé k⃗mg = k−1

rese⃗x et du mode guidé k⃗mg = −k+1
rese⃗x. Cependant ces champs

sont incohérents 4 de sorte que leurs intensités s’additionnent et que l’argument dé-
veloppé dans ce paragraphe reste valide.

Focalisons-nous maintenant sur l’émission proche de la limite de l’ouverture nu-
mérique. Comme illustré sur la figure 2.6 (b), la projection du champ électrique d’un
mode guidé selon l’axe y reste dominante, bien qu’à présent la projection selon l’axe

4. Cela est dû au fait que les différentes boîtes quantiques à différentes positions sont incohé-
rentes entre elles.
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x soit non négligeable. Cela explique la diminution de l’amplitude sur le paramètre
de Stokes S1 dans cette zone-là comparé au centre (ceci est particulièrement visible
sur la simulation présentée sur le panneau de droite de la figure 2.3 (b)). Par ailleurs,
la projection sur un axe à ±45◦ est forte dans cette zone, ce qui explique le motif vu
sur le paramètre S2. En particulier, le mode guidé k⃗mg,(−)

� a une projection forte sur
l’axe à −45◦ de l’axe kx, alors que le mode k⃗mg,(+)

� a une projection forte sur l’axe à
+45◦. Cela explique le changement de signe du paramètre S2 observé expérimenta-
lement.

L’interprétation du paramètre S3 est quant à elle plus subtile. Elle ne sera pas
traitée ici.

2.4.2 . Modélisation quantitative avec la loi de Kirchhoff
Dans cette section, nous allons procéder à une modélisation quantitative des

données expérimentales avec la loi de Kirchhoff. Par quantitative, nous entendons
que nous allons retrouver le spectre, la directivité et la polarisation de l’émission. En
revanche, la valeur absolue de l’émission ne sera pas calculée car elle n’a pas été
mesurée expérimentalement.

Validité de la loi de Kirchhoff

Avant d’utiliser la loi de Kirchhoff, il convient de vérifier que les hypothèses sur
lesquelles elle repose sont vérifiées pour notre dispositif.

La métasurface utilisée ici satisfait le théorème de réciprocité, car les tenseurs
des indices de réfractions de tous les matériaux mis en jeu sont diagonaux. Il est
en revanche moins évident que les porteurs des BQs soient en équilibre thermo-
dynamique local. En effet, prise individuellement, une BQ est un système avec des
niveaux d’énergie électroniques discrets assez espacés en énergie. A première vue,
cela réduit le taux d’interaction électron-phonon [61, 62] et empêche le système de
se thermaliser 5. Une façon de justifier la validité de la loi de Kirchhoff est d’autoriser
la conduction des électrons d’une BQ à une autre. Cemécanisme est possible quand
la longueur des ligands entre les BQs est inférieure au nanomètre [63]. Il est alors
approximativement possible de considérer que les porteurs peuvent circuler entre
les boîtes demanière quasi-libre comme ils le feraient dans un semiconducteurmas-
sif. Ils peuvent dès lors se thermaliser comme dans un semiconducteur massif, leur
distribution suivant en conséquence une statistique de Fermi-Dirac avec des quasi-
niveaux de Fermi bien définis. Dans ce cas, seule la densité d’états électronique est
modifiée par rapport au matériau massif. Ce régime de thermalisation entre BQs
a été observé expérimentalement dans la référence [64] pour des BQs en Sulfure
de Plomb (PbS) et avec de très petits ligands. Il s’agit toutefois d’une hypothèse as-
sez forte qui n’est pas forcément vérifiée pour le système étudié (aucune mesure de
conduction n’a été réalisée). Néanmoins, pour des ligands plus longs, il a été mon-
tré [65] qu’un autre régime existe dans lequel il peut y avoir thermalisation des BQs
pour une transition particulière, différentes transitions n’étant pas en équilibre entre
elles. Ce cas de figure est étudié théoriquement dans l’annexe 2.A. Nous y montrons
qu’il est alors possible de continuer à utiliser la loi de Kirchhoff.

5. L’interaction électron-électron dans une bande étant impossible à faible pompage, un seul élec-
tron étant excité à la fois.
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Hypothèses simplificatrices

Rappelons l’expressionde la loi de Kirchhoffgénéralisée. D’après l’équation (1.21),
la luminance Le(λ, θ, p) à la longueur d’onde λ, dans la direction θ et la polarisation
p ∈ (x, y) est donnée par :

Le(λ, θ, p) = Aabs(λ, θ, p, T, µ)
hc2

λ5
1

exp
[

hc
kBTλ

− µ
kBT

]
− 1

, (2.1)

où le terme Aabs(λ, θ, p, T, µ) est l’absorptivité de la couche de BQs (supposée in-
finie) sous illumination par une onde plane de longueur d’onde λ, d’angle θ et de po-
larisation p. Rappelons que cette expression repose sur l’hypothèse que la tempéra-
ture et le potentiel chimique sont homogènes spatialement. Cette hypothèse se jus-
tifiera a posteriori par l’accord trouvé entre les simulations et l’expérience. De plus,
la structure opère ici dans un régime d’émission spontanée associée à un pompage
de faible intensité. Cela permet d’affirmer que µ≪ hc/λ sur toute la gamme de lon-
gueurs d’ondes expérimentale, avec deux conséquencesmajeures : (i) la distribution
de Bose-Einstein peut être remplacée par une distribution de Maxwell-Boltzmann 6.
(ii) l’absorptivité ne dépend plus de µ 7. Ces hypothèses permettent de simplifier en-
core l’expression de la luminance. A une constante de normalisation près, celle-ci
devient :

Le(λ, θ, p) ∝ Aabs(λ, θ, p, T )
hc2

λ5
exp

[
− hc

kBTλ

]
. (2.2)

De cette manière, le calcul de la luminance se réduit au calcul de l’absorption
d’une onde plane incidente, et à l’estimation du paramètre libre qu’est la tempéra-
ture.

Calcul de l’absorption

Le calcul numérique de l’absorption est fait en utilisant la méthode "Rigorous
coupled-wave analysis" (RCWA). La méthode retourne l’amplitude du champ trans-
mis et réfléchi par lamétasurface supposée infinie, pour une onde plane incidente TE
ou TM d’angle et de longueur d’onde arbitraire. L’énergie réfléchie et transmise est
donc connue. Dans la mesure où seules les BQs absorbent, leur absorption est dé-
duite par conservation de l’énergie. Le code utilisé pour ces calculs a été développé
et fourni par Jean-Paul Hugonin [66].

Pour mettre en oeuvre cette méthode, il faut renseigner la géométrie et l’indice
de réfraction de chaque couche. Ces paramètres sont connus relativement précisé-
ment, sauf pour l’indice de la couche de BQs. Cette dernière quantité a été mesurée
par ellipsométrie par le groupe de l’ETH Zürich. Les parties réelle ϵ′exp et imaginaire
ϵ′′exp de la permittivité correspondante sont montrées sur la figure 2.7 (points bleus) :

(i) La partie réelle de la permittivité mesurée (panneau (a)) a été reprise telle
quelle dans les simulations. Dans la mesure où la partie réelle est beaucoup plus

6. Sachant de plus que dans nos conditions d’observation hc/λ≫ kBT .
7. En effet, nous verrons dans le chapitre 4 que la conditionµ = hc/λ correspond à la transparence

de la transition impliquée dans l’émission. La condition µ≪ hc/λ implique donc de se placer loin en
dessous de la transparence, de sorte que les effets de remplissage de bande sur l’absorption sont
négligeables.
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Figure 2.7 – Partie réelle (a) et imaginaire (b) de la permittivité d’une couche de BQs mesurée par
ellipsométrie. Sur le panneau (b), la ligne rouge est un fit avec un fond continu et deux gaussiennes,
une pour chaque pic. La fonction utilisée pour le fit est : fFIT(λ) = a0 + a1λ

1 + a2λ
2 + a3λ

3 + a4λ
4 +

b1e
−c21( 1

λ− 1
d1

)2 + b2e
−c22( 1

λ− 1
d2

)2 . Les paramètres du fit sont : a0 = 12.2966, a1 = −0.0686299 nm−1,
a2 = 0.0001448329 nm−1, a3 = −1.366 235 × 10−7 nm−3, a4 = 4.853 10 × 10−11 nm−1, b1 = 0.0283,
b2 = 0.0227, c1 = 2.4705× 104 nm, c2 = 2.6109× 104 nm, d1 = 616.4792 nm, d2 = 586.6490 nm.

grande que la partie imaginaire, l’indice de réfraction s’approxime par n ≈
√
ϵ′ +

iϵ′′/2
√
ϵ′. Par conséquent, la racine de la partie réelle de la permittivité donne direc-

tement la partie réelle de l’indice de réfraction. Comme nous l’avons vu plus haut,
c’est la partie réelle de l’indice de réfraction qui est responsable de la dispersion des
modes guidés, et ainsi de la position desmotifs observés (ici la contribution de la par-
tie imaginaire est négligeable). Le bon accord entre les simulations et les mesures
pour la position de ces motifs montré dans la suite justifiera a posteriori cet usage.

(ii) La partie imaginaire de la permittivité (panneau (b)) reflète l’absorption dans
la couche de BQs. Le pic vers 615 nm est attribué aux transitions 1S − 1S et celui
vers 585 nm aux transitions 1P − 1P des BQs. Dans la mesure où l’assemblée de
BQs est relativement inhomogène, la largeur des pics est liée à la distribution des
tailles des BQs. La contribution de ces pics à la partie imaginaire de la permittivité
totale est notée ϵ′′BQ. Par ailleurs, ces pics émergent d’un fond régulier définissant la
contribution ϵ′′bg. Dans nos simulations, nous ne cherchons que l’absorption par les
BQs 8, car ce sont les émetteurs. A cette fin, les contributions ϵ′′BQ,exp et ϵ′′bg,exp sont
extraites de la mesure expérimentale en ajustant chaque pic par une gaussienne
et le fond par un polynôme d’ordre 4. L’ajustement total est la ligne rouge sur la
figure 2.7 (b) et ses paramètres sont compilés dans la description de la figure. Tou-
tefois, l’usage direct de cette mesure de ϵ′′BQ,exp dans nos simulations conduit à des
résultats erronés. Nous verrons plus bas pourquoi. Pour contourner ce problème,
la partie imaginaire de la permittivité des BQs a plutôt été déterminée à partir des
données d’émissions elles-mêmes, dans une démarche auto-cohérente décrite ci-
dessous. Cette démarche a été initialement mise au point par l’ancien doctorant du
groupe Hector Monin [67]. J’ai par la suite réalisé l’optimisation de la procédure qui
a abouti aux résultats présentés plus bas.

8. Pour cela, on ne garde que la partie liée à ϵ′′BQ dans le calcul de l’absorption totale
∫
V
(ϵ′′BQ +

ϵ′′bg)|E⃗ |2(r⃗)d3r⃗ où E⃗ est le champ électrique dans la structure. Cette procédure assure que le champ
électrique au niveau d’une BQ est bien calculé en présence de tout l’environnement.
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Figure 2.8 – Panneau (a) : comparaison de la partie imaginaire de la permittivité des boîtes quantiques
ϵ′′BQ mesurée par ellipsométrie (ligne noire en tirets) ou calculée avec la procédure auto-cohérente
(lignes pleines) pour différentes températures. Les courbes sont normalisées à 1 pour faciliter la
comparaison. Panneau (b) : comparaison entre la partie imaginaire de la permittivité totale mesurée
par ellipsométrie ϵ′′exp = ϵ′′BQ,exp + ϵ′′bg,exp (points bleus) et calculée par la procédure auto-cohérente
ϵ′′proc = ϵ′′BQ,proc + ϵ′′bg,exp(ligne rouge). L’écart relatif entre les deux courbes est montré dans l’inset.
Panneaux (c) et (d) : partie imaginaire de la permittivité de la couche de BQs obtenue avec la procé-
dure auto-cohérente en variant les paramètres de références. Panneau (c) : variations de la longueur
d’onde de référence λref , à sin(θref ) = −0.1768 et T = 300 K fixés. Panneau (d) : variations de l’angle
de référence θref , à λref = 641 nm et T = 300 K fixés. Les courbes des panneaux (c) et (d) sont nor-
malisées à leur maximum.

La partie du spectre d’émission aux grands angles θ sur la figure 2.2 est intéres-
sante car elle ne contient que l’information sur la partie isotrope de l’émission. Nous
l’avons utilisée pour déterminer la partie imaginaire de la permittivité à partir des
mesures spectrales de l’émission. L’idée est de trouver la valeur ϵ′′BQ(λ) qui permet
lemeilleur ajustement de l’émission à un angle de référence θref . Pour cela on définit
la fonction de coût :

CT,λ,λref ,θref ,ϵ
′′
BQ,ref ,p

(ϵ′′BQ)

=

∣∣∣∣∣ Iexpi (θref , λ, p)

Iexpi (θref , λref , p)
−

Aabs(λ, θref , p, ϵ
′′
BQ)

Aabs(λref , θref , p, ϵ′′BQ,ref )

(λref
λ

)5

exp

[
hc

kBT

( 1

λref
− 1

λ

)]∣∣∣∣∣
(2.3)

où λref et ϵ′′BQ,ref sont respectivement une longueur d’onde et une partie imagi-
naire de permittivité de référence. Iexp(θ, λ, p) est une carte d’émission expérimen-
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tale, de laquelle le bruit de fond a été soustrait pour permettre la comparaison avec
les simulations. Aabs est calculée numériquement avec la permittivité test ϵ′′BQ (à la-
quelle on ajoute la permittivité du fond régulier extraite du fit). La normalisation à la
fréquence λref permet d’éliminer l’unité arbitraire de détection expérimentale. Faute
de mieux, la partie imaginaire de la permittivité de référence est choisie à partir des
données d’ellipsométrie, ϵ′′BQ,ref = ϵ′′BQ,exp(λref ). Notons qu’avec cette procédure la
partie imaginaire de la permittivité trouvée est définie à un facteur d’échelle près.
Nous garderons l’amplitude du pic mesurée par ellipsométrie pour garder la cohé-
rence avec l’amplitude du fond. Enfin notons que la permittivité ainsi calculée dé-
pend de la température, que nous avons gardé comme paramètre libre.

Le résultat de cette procédure est montré sur la figure 2.8 (a) pour différentes
températures. On voit que le pic de la partie imaginaire de la permittivité ϵ′′proc calcu-
lée avec notre procédure auto-cohérente se décale vers le rouge quand la tempéra-
ture augmente. La température pour laquelle la longueur d’onde du pic simulé est
égale à celle du pic d’ellipsométrie est 300 K. Cela donne ainsi une mesure indirecte
de la température des porteurs dans l’ensemble de BQs, et fixe ce paramètre libre.
Cela signifie d’une part que la thermalisation des porteurs avec le réseau est efficace,
et d’autre part que le réseau chauffe peu sous l’illumination. Ce constat est raison-
nable étant donné le faible pompage. On observe par ailleurs que la largeur du pic
trouvé par notre méthode auto-cohérente est plus grande que celle déterminée par
ellipsométrie. La figure 2.8 (b) montre une comparaison entre la partie imaginaire de
la permittivité mesurée par ellipsométrie et la somme de la partie imaginaire de la
permittivité du fond régulier et de celle déterminée par la procédure auto-cohérente
pour les BQs. L’écart entre ces deux quantités reste faible, avec un écart relatif maxi-
mum de 15 % (voir inset). Cet écart peut ainsi être simplement dû à l’imprécision
de la mesure. Le fait qu’une faible imprécision sur la valeur de la partie imaginaire
de la permittivité puisse générer de grandes erreurs sur l’émission simulée est en
pratique une difficulté majeure du modèle de Kirchhoff généralisé. Comme étudié
en détails par d’autres membres du groupe [68], cette forte sensibilité est due à la
multiplication de l’absorptivité par le terme exponentiel dans l’équation (2.2) 9. Il est
possible de contourner cette difficulté en exploitant les mesures d’émission pour
obtenir une précision suffisante sur la permittivité. Pour finir, il est montré sur les
panneaux (c) et (d) de la figure 2.8 que ces résultats ne changent pas en fonction de
l’angle de référence et de la longueur d’onde de référence.

Résultats

Maintenant que la permittivité de la couche de BQs est connue, il est possible de
calculer l’absorption aux angles correspondants au motif en croix. L’intensité émise
par le système suit l’équation (2.2). Pour pouvoir effectuer une comparaison directe
avec lesmesures expérimentales, il est nécessaire de prendre en compte la contribu-
tion des instruments de mesures. En particulier, il y a un élargissement spectral et
spatial des données mesurées par rapport à l’émission réelle. Ces élargissements
sont pris en compte numériquement en remplaçant chaque point par une gaus-

9. A titre d’exemple, l’exponentielle varie d’un facteur e4 ∼ 50 sur un intervalle spectral de 100
meV (soit ∼ 30 nm pour une longueur d’onde centrale ∼ 650 nm et à température ambiante). Toute
imprécision sur la partie imaginaire de la permittivité est donc amplifiée de manière importante.
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Figure 2.9 – Coupes des cartes I(θ, λ) et comparaison entre les données expérimentales et les simu-
lations par la loi de Kirchhoff généralisée. Panneau (a) : coupe de l’intensité en fonction de la longueur
d’onde à θ = 0. Pour permettre une comparaison quantitative de l’expérience et de la simulation, le
léger décalage de l’axe de symétrie de la croix par rapport à θ = 0 sur la figure 2.2 (a) a été compensé.
Panneau (b) : coupe de l’intensité en fonction de kx/|⃗k| = sin(θ) à λ = 660 nm. Toutes les courbes
sont normalisées par leur maximum d’intensité.

sienne centrée sur le point initial et de largeur contrôlée 10.
Le panneau (c) de la figure 2.2montre une simulation de la carte I(θ, λ, p = y) cor-

respondant au panneau (a). La position du motif principal est très bien reproduite.
Cela légitime l’hypothèse faite au niveau de la partie réelle de la permittivité. L’ac-
cord est également bon au niveau de l’intensité émise dans le motif. En particulier, il
apparaît clairement en observant le centre de la croix que l’asymétrie d’intensité en
fonction de la longueur d’onde est bien reproduite. Plus quantitativement, la figure
2.9 montre une comparaison de coupes en fonction de la longueur d’onde (a) et de
l’angle (b). On observe que la largeur des pics d’émission est fidèlement reproduite.
Sur le panneau (a), le gap est également bien reproduit. Il en est de même pour
l’écartement entre les deux branches de la croix sur le panneau (b). Enfin, notons
qu’un épaulement est observé sur les courbes expérimentales, vers 630 nm sur le
panneau (a) et en sin(θ) ∼ ± 0.08 sur le panneau (b). Ces épaulements sont dus à
la présence de la croix secondaire. Celle-ci n’est pas reproduite par la simulation en
polarisation selon l’axe y, mais est trouvée dans la simulation en polarisation selon
l’axe x. Il est ainsi probable que sa présence sur les données expérimentales en po-
larisation selon l’axe y provienne d’un léger défaut d’alignement du polariseur lors
de la mesure.

Le panneau (d) de la figure 2.2 montre le résultat de la simulation de la carte
I(θ, λ, p = x) correspondant au panneau (b). On voit un motif correspondant à la
croix secondaire émerger faiblement de la bande d’émission isotrope. Notons qu’il
est remarquable que la loi de Kirchhoff puisse le reproduire, alors qu’une recherche
de mode n’avait pas permis d’identifier l’origine de ce motif. Enfin, les panneaux de
droites de la figure 2.3 montrent les simulations correspondant aux paramètres de
Stokes mesurés sur les panneaux de gauche. L’accord entre simulations et expé-
riences est excellent, ne laissant que quelques différences quantitatives au niveau
des maxima d’émission.

10. La variance est la même dans la direction verticale et horizontale pour les cartes I(θ, ϕ) et dif-
férente pour les cartes I(θ, λ).
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2.5 . Résumé

Une assemblée de boîtes quantiques permet de créer de la lumière ayant un
spectre bien défini. En revanche, il est difficile de contrôler la polarisation et la direc-
tivité de la lumière émise par une assemblée de particules isotropes et incohérentes.
De plus, une telle assemblée se comporte comme unmilieu d’indice effectif élevé ce
qui favorise la réflexion totale interne et crée un problème d’extraction de lumière.
Pour résoudre ces difficultés, il est possible de texturer la couche de BQs créant
ainsi une métasurface. Une optimisation des propriétés de cette métasurface re-
quiert alors unmodèle théorique. Le modèle prévalent à l’heure actuelle est celui de
l’émission par un dipôle. Ce modèle est assez lourd à mettre en oeuvre et présente
plusieurs limites : il ne prend pas en compte l’effet de la température et ne donne
pas accès à la puissance émise pour une puissance de pompe fixée. Dans ce cha-
pitre, nous utilisons des données expérimentales du groupe de David Norris à l’ETH
Zürich pour tester une méthode de modélisation originale basée sur la loi de Kir-
chhoff généralisée. La structure étudiée est un réseau unidimensionnel gravé dans
une couche de boîtes quantiques qui se comporte à la fois comme un guide d’ondes
structuré et comme un ensemble d’émetteurs. Les mesures expérimentales sont
présentées, et montrent un contrôle important de la directivité et du spectre d’émis-
sion. L’échantillon montre également des motifs de polarisation particulier, que ce
soit au niveau linéaire et de manière moins attendue au niveau circulaire. Une pre-
mière modélisation qualitative est proposée, en terme d’émission dans des modes
guidés qui sont eux-mêmes couplés auxmodes du vide par le réseau. Unemodélisa-
tion plus quantitative utilisant la loi de Kirchhoff généralisée est ensuite présentée.
En me basant sur des travaux de l’ancien doctorant du groupe Hector Monin, et sur
les codes fournis par Jean-Paul Hugonin, j’ai optimisé la partie imaginaire de l’indice
à utiliser dans les simulations. Cela m’a permis de simuler l’absorption par la struc-
ture et par suite son émission. Les résultats d’Hector Monin [67] ont été retrouvés
et optimisés. Ils montrent un bon accord entre les mesures et les simulations pour
toutes les quantités étudiées.
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Annexe

2.A . Loi de Kirchhoff pour une assemblée de boîtes quantiques
en présence de ligands longs

Dans cette annexe, nousmontrerons que le théorème de Fluctuation-Dissipation
est respecté sous certaines approximations pour une assemblée de BQs sans inter-
actions (ce qui est la situation rencontrée en présence de ligands longs) tant que l’on
ne s’intéresse qu’à la transition de plus basse énergie.

2.A.1 . Thermalisation d’une boîte quantique unique
Pour commencer, montrons que les porteurs d’une BQ unique peuvent être trai-

tés comme des systèmes en équilibre thermodynamique local dans l’ensemble ca-
nonique. La distribution des porteurs correspondante est établie.

Comme mentionné dans le corps du texte, quand l’écart entre les niveaux élec-
troniques dans une bande est supérieur à l’énergie thermique (∼ 25meV à tempéra-
ture ambiante), la relaxation électronique est à première vue compromise par l’inef-
ficacité des interactions électron-phonon (phonon bottleneck) [61, 62]. Tout d’abord,
cela ne tient que pour les électrons excités dans la bande de conduction. En effet, la
bande de valence d’une BQ est issue de la discrétisation de la bande de trous lourds.
Dans le matériau massif, cette bande a une dispersion très plate car la masse effec-
tive des trous est élevée. L’effet du confinement spatial dans une BQ est alors limité,
de sorte que les trous évoluent dans un quasi-continuum d’états [69]. La thermali-
sation usuelle via interaction trou-phonon a lieu. Dans la bande de conduction, un
phonon bottleneck est possible, car la masse effective des électrons est plus réduite.
Toutefois une relaxation très rapide (≲ 1 ps) est observée [70, 71]. Un mécanisme
proposé pour l’expliquer est l’effet Auger, i.e. une interaction électron-trou [69]. Un
électron à haute énergie relaxe en donnant son énergie à un trou, qui relaxe à son
tour par interaction trou-phonon. D’autres mécanismes ont été proposés, comme la
relaxation via les ligands [72]. La référence [73] présente une revue desmécanismes
possibles. En résumé, un électron dans la bande de conduction interagit de manière
rapide avec son environnement, de sorte que sa thermalisation est probable.

Dans l’hypothèse que les porteurs parviennent à un équilibre thermodynamique
local, cet équilibre thermodynamique doit être traité dans l’ensemble canonique.
En effet, les échanges trou-phonon et électron-trou sont purement énergétiques, de
sorte que le nombre de porteurs est conservé. La possibilité qu’un porteur soit piégé
dans un défaut sera négligée. Étant donné que le nombre moyen de porteur dans
chaque bande est vraisemblablement inférieur à 1 dans nos conditions de pompage,
nous sommes loin de la limite thermodynamique. Les quantités calculées dans l’en-
semble canonique et grand-canonique ne sont donc pas identiques. Dans l’ensemble
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canonique, la distribution de N ≥ 1 porteurs dans une bande s’écrit [74] :

fl,N =
1

exp[(El − µl,N)/(kBT )] + 1
, (2.4)

où µl,N = log
(

Zl,T [N−1]

Zl,T [N ]

)
avec Zl,T [N ] la fonction de partition de la bande dans

laquelle se trouve le niveau l, calculée en excluant ce niveau l.N est le nombre entier
d’électrons ou trous et T la température.

2.A.2 . Théorème de Fluctuation-Dissipation pour une boîte quantique
unique

En anticipant la démonstration donnée dans la section 2 du chapitre 5, la densité
spectrale de puissance et la partie imaginaire de la permittivité (supposée isotrope)
pour une BQ unique s’écrivent respectivement :

Wj†j(ω) =
e2

m2V

∑
l,s

|⟨ϕl|p̂|ϕs⟩|22πδ(ω − ωls)fl[1− fs], (2.5)

et

Im[ϵ](ω) = − e2

2ϵ0ω2m2V

∑
l,s

|⟨ϕl|p̂|ϕs⟩|22πδ(ω − ωls)[fs − fl], (2.6)

où e est la charge d’un électron,m sa masse, V le volume d’une BQ, ϕl la fonction
d’onde d’un électron dans l’état électronique l de la BQ, δ est la fonction de Dirac et
fl est la distribution électronique dans l’état l.

Ici, nous considérons une BQ unique. Les sommes
∑

l ont donc lieu sur les états
discrets de la bande de valence et de conduction. L’intégration dans le calcul de
⟨ϕl|p̂|ϕs⟩ a lieu sur le volume de la BQ. Dans l’intervalle spectral de notre étude, soit
600− 700 nm, il n’y a qu’une seule transition. Il s’agit de la transition 1S− 1S entre le
niveau le plus bas de la bande de conduction et le plus haut de la bande de valence,
notés respectivement 1Sc et 1Sv. Les sommes dans les équations ci-dessus dispa-
raissent et la validité du théorème de Fluctuation-Dissipation pour une BQ unique
est équivalente à celle de la relation :

f1Sc [1− f1Sv ]

f1Sv − f1Sc

=
1

exp[(ℏω1S−1S − µ)/(kBT )]− 1
. (2.7)

Un calcul simple montre que cette relation est en effet satisfaite avec la distribu-
tion (2.4) quels que soient les nombres Nc et Nv de porteurs dans chaque bande.
Le potentiel chimique s’écrit alors comme la différence des quasi-niveaux de Fermi
associés aux niveaux 1S, soit µ ≡ µ1S−1S,Nc,Nv = µ1Sc,Nc − µ1Sv ,Nv .

Pour finir, notons que le nombre de porteurs dans une BQ unique n’est pas
constant au cours du temps. Supposons que le nombre d’électrons dans la bande de
conduction soit égal à celui du nombre de trous dans la bande de valence. Dans le
régime stationnaire, il est possible de définir la probabilité PN qu’il y ait N porteurs
dans chaque bande de la BQ. Il faut alors faire la moyenne de la densité spectrale
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de puissance avec cette pondération. Toutefois, la probabilité qu’il y ait plus qu’un
électron excité est négligeable en pratique. La moyenne de la densité spectrale de
puissance est donc directement égale au produit de la densité spectrale de puis-
sance pour N = 1 et de la probabilité PN=1.

Le théorème de Fluctuation-Dissipation est donc approximativement respecté
pour une BQ unique.

2.A.3 . ThéorèmedeFluctuation-Dissipationpouruneassembléedeboîtes
quantiques sans interactions

Une dernière étape est de prendre en compte l’effet d’un ensemble inhomogène
de BQs.

Plaçons-nous dans l’hypothèse où la principale source d’inhomogénéité des BQs
est leur taille. Notons par PR la densité de probabilité qu’une BQ ait un rayon total
R. La densité spectrale de puissance moyenne W̄j†j s’écrit :

W̄j†j(ω) = PN=1

∫
|⟨ϕR

1Sv
|p̂|ϕR

1Sc
⟩|22πδ[ω − ωR

1S−1S]f
R
1Sc,N=1(1− fR

1Sv ,N=1)PR dR

=

∫ Im[ϵR](ω)

exp[(ℏω − µR
1S−1S,N=1)/(kBT )]− 1

PR dR

≈ exp[−ℏω/(kBT )]×
∫

Im[ϵR](ω) exp[µR
1S−1S,N=1/(kBT )]PR dR,

(2.8)

où la dernière égalité est obtenue dans l’approximation classique. La partie ima-
ginaire de la permittivité est liée à la section efficace d’absorption d’une BQ. On s’at-
tend à ce que son amplitude varie peu avec son rayon. A l’inverse, l’exponentielle
dans l’intégrale est susceptible de varier fortement avec le rayon. Il est donc possible
de remplacer la partie imaginaire de la permittivité par sa valeur moyenne Im[ϵ̄] et
la sortir de l’intégrale. On obtient ainsi la relation désirée entre les fluctuations et la
dissipation :

W̄j†j(ω) ∝ Im[ϵ̄](ω) exp[−ℏω/(kBT )]. (2.9)

Cette dernière relation permet d’écrire une loi de Kirchhoff généralisée pour une
assemblée de BQs. La loi est ici définie à une constante de proportionnalité près.
Cette démonstration est valide pour une assemblée de BQs sans interactions et dont
l’émission est faite par les transitions 1S − 1S uniquement. Dans notre cas, seule la
seconde condition est remplie avec certitude. Toutefois, le cas complémentaire étant
celui d’une assemblée de BQs avec interactions, l’utilisation de la loi de Kirchhoff
généralisée est justifiée. Enfin notons que le résultat de cette démonstration est en
accord avec l’observation expérimentale de la référence [65]. Dans cette référence,
il est observé que la loi de Kirchhoff est respectée seulement pour la transition 1S−
1S quand les ligands entre les BQs sont longs (la conduction électronique est alors
négligeable).





Chapitre 3

Loi de Kirchhoff et régime laser

3.1 . Introduction

En 1860, Gustav Kirchhoff a découvert que l’absorptivité et l’émissivité d’un corps
à la même température sont égales. Cette relation, connu depuis sous le nom de
loi de Kirchhoff, permet d’écrire simplement la luminance d’une surface comme le
produit de son absorptivité et de la luminance d’un corps noir. Au cours du temps, la
loi de Kirchhoff est devenue l’outil de base pour la modélisation de l’émission ther-
mique à toutes les échelles [75].

Alors qu’il est généralement considéré que l’émission thermique est large bande,
isotrope et non polarisée, il a étémontré au tournant des années 2000 que l’émission
thermique peut être rendue cohérente spatialement [76, 77] et/ou temporellement
[29]. Cette cohérence est obtenue par lamédiation de l’émission entre les émetteurs
et le champ lointain par des ondes de surfaces. Remarquablement, il a été montré
que la loi de Kirchhoff, initialement prouvée dans le cadre de l’optique géométrique,
reste valide dans ces cas de figures [31, 30]. Elle a ainsi largement été utilisée pour
analyser et concevoir de nouvelles sources thermiques micro- et nano-métriques,
permettant, par exemple, le contrôle du spectre [78, 79, 80, 81, 82], de la directivité
[83, 84, 85] et de la polarisation [86, 87, 88] de l’émission, ainsi que l’optimisation de
l’efficacité [89, 90, 91].

Dans sa forme initiale, la loi de Kirchhoff ne s’applique qu’à des corps en équilibre
thermodynamique isotherme. Cependant, plusieurs généralisations ont permis de
montrer sa validité dans différentes situations hors-équilibre. Ainsi, des formes lo-
cales de la loi de Kirchhoff ont été montrées, permettant de traiter le cas des corps
dont la température varie spatialement [31] et/ou temporellement [32]. Cette gé-
néralisation a par exemple été utilisée pour la conception d’une source thermique
modulée temporellement [92]. Il a également été démontré théoriquement [33] et
expérimentalement [93] que la loi de Kirchhoff se généralise au cas de l’émission
spontanée d’une couche de semiconducteurs ou de molécules sous pompage op-
tique (photoluminescence) ou électrique (électroluminescence). Dans ce cas, les por-
teurs de la bande de valence et de conduction n’ont pas à être en équilibre thermo-
dynamique global tant que les porteurs de chaque bande sont chacun en équilibre
thermodynamique local. Cette généralisation a permis de battre des records d’effica-
cité d’émission de diodes à base de silicium [34], ou encore d’évaluer la contribution
des porteurs chauds dans la performance d’un panneau photovoltaïque [35].
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Récemment, il a été prouvé théoriquement que la généralisationde la loi de Kirch-
hoff à l’émission spontanée d’émetteurs en équilibre thermodynamique local reste
valide quand les émetteurs sont placés dans un environnement résonant [32]. Cela
a depuis permis d’expliquer, par exemple, le spectre d’émission d’assemblées de na-
nocristaux de plomb [94, 65] ou de molécules [95] en interaction avec une des réso-
nances plasmoniques, ou encore d’analyser [96] (article correspondant au chapitre
précédent) et d’optimiser [97] la directivité et la polarisation de l’émission de méta-
surfaces émettrices. Remarquablement, les ingrédients utilisés dans ces dispositifs,
à savoir un milieu pompé et un résonateur, sont a priori les mêmes que ceux néces-
saires à l’obtention d’un laser. Cette remarque amène donc à se poser la question :
Est-il possible d’utiliser la loi de Kirchhoff généralisée dans le régime laser?

Afin de se faire une première idée sur cette possibilité, rappelons l’expression de
la loi de Kirchhoff généralisée aux émetteurs en équilibre thermodynamique local.
Celle-ci permet d’exprimer la puissance dP émise en champ lointain par un corps
à une fréquence ω, dans un angle solide dΩ associé à la direction u⃗, et avec une
polarisation p sous la forme :

dP

dΩ
= σabs(ω,−u⃗, p, T, µ)

ω2

8π3c2
ℏω

exp
(

ℏω−µ
kBT

)
− 1

, (3.1)

où σabs est la section efficace d’absorption du corps, c la célérité de la lumière, ℏ
la constante de Planck réduite, kB la constante de Boltzmann et T la température
du corps. Le paramètre µ est appelé "potentiel chimique de photons" [33]. Pour une
LED, µ correspond à la différence des quasi-niveaux de Fermi de la bande de conduc-
tion et de la bande de valence et est relié simplement à la tension U appliquée à la
diode par µ = e × U où e est la charge de l’électron. µ quantifie donc la force du
pompage. Notons qu’à pompage nul (µ = 0), les bandes sont à l’équilibre thermo-
dynamique et la loi de Kirchhoff habituelle pour l’émission thermique est retrouvée.
A présent, notons que la possibilité de mettre le milieu actif dans un résonateur est
incluse dans la section efficace d’absorption. En effet, la section efficace d’absorp-
tion n’est pas l’absorption par unité de volume d’un matériau mais l’absorption d’un
système. Cela peut donc être, par exemple, l’absorption d’un film dematériau absor-
bant ou bien l’absorption du même film placé dans une cavité de Fabry-Pérot. Dans
ce second cas, les modes de la cavité vont coïncider avec des résonances d’absorp-
tion.

Ce contexte posé, notons que l’équation (3.1) contient la distribution de Bose-
Einstein (BE) 1

exp( ℏω−µ
kBT

)−1
. Curieusement, quand la valeur du potentiel chimique de

photons atteint l’énergie correspondant au mode fondamental d’un résonateur, la
distribution de BE diverge, de sorte que la puissance émise via cemode explose pen-
dant que celle émise par les modes d’énergie supérieure sature. Comme cela a été
remarqué dans la référence [32], ce comportement suggère que la loi de Kirchhoff
généralisée pourrait être utilisée pour l’étude du phénomène de condensation de
Bose-Einstein de photons [24, 98, 25]. Cette proposition peut paraître surprenante
puisque l’émission thermique et l’émission d’une LED sont dominées par l’émission
spontanée. Pourtant, il faut noter que le terme "-1" au dénominateur de la distri-
bution de BE dans l’équation (3.1) correspond à l’émission stimulée 1, qui est en ef-

1. En effet, remarquons d’abord que le terme à droite de la section efficace d’absorption dans
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fet à l’origine du phénomène de condensation de Bosons. Au final, cette première
analyse de la loi de Kirchhoff généralisée pose deux questions qui viennent com-
pléter et complexifier notre première interrogation : (i) Est-il possible d’utiliser la loi
de Kirchhoff généralisée dans le régime de condensation de Bose-Einstein de pho-
tons? (ii) Quelle est la différence entre le régime de condensation de Bose-Einstein
de photons et le régime laser?

Dans ce chapitre, nous démontrons que la loi de Kirchhoff généralisée est ca-
pable de modéliser l’effet laser d’un résonateur arbitraire avec un milieu actif en
équilibre thermodynamique local. Pour cela, nous analyserons finement la dépen-
dancede la section efficaced’absorption en fonction dupompage. Contre-intuitivement,
cette analyse montre que la divergence de la distribution de Bose-Einstein n’est pas
à l’origine de l’effet laser. Par ailleurs, nous montrerons que l’augmentation de la co-
hérence temporelle lors de la transition laser est correctement décrite par la loi de
Kirchhoff généralisée. Remarquablement, la largeur de raie prédite par la loi de Kir-
chhoff retrouve la limite de Schawlow–Townes. La question de la différence entre le
régime de condensation de Bose-Einstein de photons et le régime laser sera quant
à elle laissée pour le chapitre suivant.

3.2 . Loi de Kirchhoff généralisée dans le point de vue de l’émis-
sion par un semiconducteur

Comme évoqué dans l’introduction, le rôle joué par le résonateur dans la loi de
Kirchhoff n’apparaît pas explicitement. Dans la suite, nous analyserons en détails la
section efficace d’absorption, et en particulier sa dépendance en fonction du pom-
page. Commençons par rappeler sa définition générale pour unmilieu absorbant de
volume fini V :

σabs(ω, u⃗, p) =
ω

c
Im[ϵ(ω)]

∫
V

|E⃗(r⃗ ′, ω, u⃗, p)|2

|E⃗inc(ω, u⃗, p)|2
dr⃗ ′, (3.2)

où ϵ est la permittivité dumatériau dont la partie imaginaire est à l’origine de l’ab-
sorption, E⃗inc(ω, u⃗, p) est le champ électrique associé à une onde plane de fréquence
ω, de direction u⃗ et de polarisation p. Le champ électrique induit par l’onde plane E⃗inc
dans le matériau absorbant est noté E⃗(r⃗ ′, ω, u⃗, p), et dépend de la position r⃗ ′ dans
la structure.

Dans cette section, nous nous concentrerons sur la contribution de la partie ima-
ginaire de la permittivité. Pour simplifier, adoptons un modèle de milieu actif à base
de semiconducteur, pour lesquels desmodèles simples et explicites de la partie ima-
ginaire de la permittivité existent. D’après la référence [36], la partie imaginaire de la
permittivité associée aux transitions interbandes d’un semiconducteur indifférem-

l’équation (3.1) correspond à la loi de Planck. Le fait que le terme "-1" correspond à l’émission stimulée
s’obtient alors en répétant le bilan fait par Einstein pour proposer l’existence et calculer la probabilité
des processus discrets d’absorption, d’émission spontanée et simulée (ce bilan est répété dans la
section 2.2.2 du chapitre 4). Notons qu’à faible pompage et à température ambiante, ce terme "-1" est
négligeable dans le visible de sorte à retrouver la distribution de Maxwell-Boltzmann, caractéristique
de l’émission spontanée.
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ment 1,2 ou 3D s’écrit :

Im[ϵ(ω)] ∝ |dvc(ω)|2ρJ(ω)
[
fv(Ev(ω))[1− fc(Ec(ω))]− fc(Ec(ω))[1− fv(Ev(ω))]

]
, (3.3)

où dcv est l’élément dematrice de transition entre la bande de conduction et celle
de valence, ρJ est la densité d’états jointe, fc/v est la distribution électronique dans
la bande de conduction/valence et Ec/v(ω) l’énergie d’un électron dans la bande de
conduction/valence associée à une transition verticale d’énergie ℏω (de sorte que
Ec(ω) − Ev(ω) = ℏω). Dans la partie droite de l’équation (3.3), le produit fv[1 − fc]
décrit la probabilité des processus d’absorption, et le produit fc[1 − fv] la probabi-
lité des processus d’émission stimulée. La différence de ces produits correspond à
l’absorption nette et se simplifie en [fv − fc].

L’hypothèse principale sur laquelle repose la généralisation de la loi de Kirchhoff
est que la bande de valence et celle de conduction sont chacune en équilibre thermo-
dynamique local. Cet équilibre local est caractérisé par une températureT , supposée
la même pour les deux bandes, et des quasi-niveaux de Fermi µc/v. Par conséquent,
la distribution des électrons dans chaque bande est une distribution de Fermi-Dirac
fc/v(Ec/v, T, µc/v) = 1/

[
exp[(Ec/v − µc/v)/(kBT )] + 1

]
. A partir de ces définitions, un

calcul simple permet de retrouver la relation de Van Roosbroeck-Shockley [99] :

fv(Ev(ω), T, µv)− fc(Ec(ω), T, µc)

exp
(

ℏω−µ
kBT

)
− 1

= fc(Ec(ω), T, µc)[1− fv(Ev(ω), T, µv)], (3.4)

où le potentiel chimique de photon défini par µ = µc − µv [33] a été introduit.
Au final, en injectant les équations (3.2),(3.3) dans l’équation (3.1), puis en utilisant

la relation (3.4), la loi de Kirchhoff généralisée se réécrit comme :

dP

dΩ
∝ |dvc(ω)|2ρJ(ω)fc(Ec(ω), T, µc)[1− fv(Ev(ω), T, µv)]. (3.5)

Le terme fc[1 − fv] dans cette équation est tracé en fonction du pompage µ sur
la figure 3.1 (a). Remarquablement, la divergence présente dans le point de vue de
l’équation (3.1) quand µ s’approche d’un mode d’énergie ℏω a disparu. En fait, la
relation de Van Roosbroeck-Shockley (3.4) montre que cette divergence est com-
pensée par l’annulation simultanée de l’absorption nette, ou, autrement dit, que la
divergence coïncide avec le point de transparence du semiconducteur. On a alors
µc/v → Ec/v(ω). Par ailleurs, au-dessus de la transparence, la distribution de Bose-
Einstein devient négative, ce qui est compensé par le fait que l’absorption nette le
devient également. Contre-intuitivement, cela implique qu’en régime de gain la sec-
tion efficace d’absorption du milieu actif est négative. Ainsi, la relation de Kirchhoff
reste parfaitement opérationnelle en régime de gain.

Pour finir, remarquons que le produit des probabilités d’occupation fc[1−fv]dans
l’équation (3.5) reflète l’image quantique d’une recombinaison électron-trou comme
origine du rayonnement. Rappelons que dans le chapitre 1, nous avons écrit la puis-
sance émise à partir de la corrélation des courants fluctuants. Ces courants fluctuant
temporellement reflètent au contraire l’image classique de dipôles électriques oscil-
lants comme origine du rayonnement. C’est l’utilisation conjointe du théorème de
Fluctuation-Dissipation et de la relation de Van Roosbroeck-Shockley qui permet de
relier ces deux images habituelles du rayonnement.
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Figure 3.1 – Panneau (a) : variations de la fonction fc(Ec(ω), T, µc)[1−fv(Ev(ω), T, µv)] en fonction du
pompage µ = µc−µv. L’approximation parabolique avec masses effectives égales a été utilisée pour
les bandes, soit Ec/v(ω) = ±(ℏω ±Eg)/2 où Eg est le gap du semiconducteur. Dans cette hypothèse
µc/v = (Eg ± µ)/2. La fréquence a été fixée de sorte que ℏω > Eg et la température a été fixée à
T = 300 K. Panneau (b) : schéma de la cavité Fabry-Pérot utilisée. La réflectivité des miroirs est notée
r. La longueur de la cavité est notéeL. La cavité est remplie d’unmatériau semiconducteur homogène
de permittivité ϵ (zone orange clair). Seul le cas de l’incidence normale est considéré.

En résumé, l’équation (3.5) montre que la prise en compte de l’absorption nette
dans la partie imaginaire de la permittivité du matériau actif fait disparaître la di-
vergence de la distribution de Bose-Einstein qui suggérait l’apparition de la conden-
sation de Bose-Einstein de photon. Par ailleurs, l’étude conduite dans cette section
met en évidence la possibilité d’utiliser la loi de Kirchhoff généralisée au-dessus de
la transparence dumatériau, i.e. en régime de gain. En revanche, il n’est pas possible
à ce stade de dire si la loi de Kirchhoff contient le régime laser.

3.3 . Régime laser d’une cavité Fabry-Pérot

Dans cette section, nous considérons le cas simple d’une cavité planaire conte-
nant un milieu à gain afin de chercher si la loi de Kirchhoff contient le régime laser.
L’idée est la suivante : dans une cavité Fabry-Pérot avec un milieu actif en régime
de gain, une onde plane incidente est amplifiée à chaque traversée de la cavité ; le
régime laser est atteint quand l’amplification compense les pertes desmiroirs. Quan-
titativement, l’information sur l’amplification de l’onde incidente est contenue dans
l’exaltation du champ E⃗ à l’intérieur du milieu actif par rapport au champ incident.
L’effet laser est donc a priori à chercher dans ce terme.

Pour évaluer l’influence du gain sur le champ dans la cavité, nous procéderons
à un calcul direct de l’absorption, ce qui est possible analytiquement et simplement
dans le cas de la cavité Fabry-Pérot schématisée sur la figure 3.1 (b). Les miroirs sont
modélisés par lemême coefficient de réflexion r qui sera supposé réel. Le coefficient
de transmission t correspondant satisfait donc r2 + t2 = 1. La distance entre les
miroirs est notée L. Le milieu actif est considéré comme homogène et couvrant tout
le volume de la cavité. Ce milieu actif est supposé être à base de semiconducteur
en équilibre thermodynamique local, dont la partie imaginaire de la permittivité ϵ
est donnée par l’équation (3.3). La dispersion du semiconducteur est négligée, i.e. la
partie réelle de la permittivité sera supposée indépendante de la fréquence. Enfin,
seul le cas de l’absorption d’une onde plane en incidence normale est considéré.
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Dans cet exemple, le fait que le milieu actif soit infini dans deux directions de l’es-
pace mène à calculer l’absorptivité de la couche active plutôt que la section efficace
d’absorption. Pour cela, il suffit de calculer la transmittance T = |Etrans|2/|Einc|2 et la
réflectance R = |Eref |2/|Einc|2 de la cavité, l’absorptivité s’écrivant Aabs = 1− R − T .
Les détails du calculs sont donnés dans l’annexe 3.A. On obtient :

Aabs(ω, µ) ≈
ω

c
Im[ϵ(ω, µ)]

2[1− r2]L/nR

|1− r2e−2ωnI(ω,µ)L/c e2iωnRL/c|2
, (3.6)

où nR/I est la partie réelle/imaginaire de l’indice de réfraction, définis comme n =√
ϵ = nR + i nI . Notons que pour obtenir cette expression nous avons utilisé le fait

que pour la plupart des semiconducteurs, Re[ϵ] ≫ Im[ϵ], de sorte que nR ≈
√
Re[ϵ]

et nI ≈ Im[ϵ]/(2nR).
A présent, introduisons deux quantités bien connues en physique des lasers [36],

le taux depertes d’unmiroirκ = −(vg/L) log(r) et le taux de gain g(ω, µ) = −ω(vg/c)×
nI(ω, µ), où vg = c/nR est la vitesse de groupe d’une onde plane dans la cavité. Par
ailleurs, il est connu que la fréquence des modes d’une cavité Fabry-Pérot s’écrit
ωl = l × πc/(nRL), où l est un nombre entier. En se plaçant au voisinage de la fré-
quence d’un mode l, soit |ω−ωl|/ωl ≪ 1, et en supposant que le gain est proche des
pertes, soit 2|g(ω, µ)− κ|L/c≪ 1, l’absorptivité (3.6) se développe comme :

Aabs(ω, µ) ≈
ω

c
Im[ϵ(ω, µ)]

[ vg
2L

]2 2[1− r2]L/nR

[ω − ωl]2 + [g(ωl, µ)− κ)]2
. (3.7)

Sous cette forme, il apparaît clairement que l’absorptivité et donc la puissance
émise divergent lorsque les deux conditions suivantes sont satisfaites : (i) ω = ωl, et
(ii) g(ωl, µ) = κ. En particulier, le deuxième point retrouve la condition usuelle
d’égalité entre le gain et les pertes pour déclencher l’effet laser. Ce calcul simple
démontre donc que le régime laser est inclus dans la loi de Kirchhoff généralisée. De
plus, la comparaison entre l’équation (3.2) et l’équation (3.7) montre explicitement
que c’est dans l’exaltation du champ dans la cavité avec gain que se cache le régime
laser.

3.4 . Généralisation à une cavité arbitraire

Dans la section précédente, nous avons montré que le régime laser est contenu
dans la loi de Kirchhoff généralisée sur un exemple simple de cavité Fabry-Pérot avec
un gain homogène réparti dans toute la cavité. Dans cette section, nous étendons
ce résultat à tout type de résonateur et toute forme de zone active.

Plaçons-nous dans le cas d’un résonateur arbitraire comprenant une zone active.
Une onde plane incidente peut s’écrire comme le champ lointain émis par un dipôle
d⃗inc(ω) à un point source r⃗ loin de la structure (voir équation (1.16)). Par linéarité des
équations de Maxwell, le champ électrique à un point arbitraire r⃗ ′ s’écrit à l’aide du
tenseur de Green du système G⃗

⃗

comme E⃗(r⃗ ′, ω) = µ0ω
2G⃗

⃗

(r⃗ ′, r⃗, ω)d⃗inc(ω). L’exalta-
tion du champ dans la cavité est donc proportionnelle au carré du tenseur de Green,
soit |E⃗(r⃗ ′, ω, u⃗r, p)|2/|E⃗inc(ω, u⃗r, p)|2 ∝ |G⃗

⃗

(r⃗ ′, r⃗, ω)|2. Par conséquent, l’équation (3.2)
donnant la section efficace d’absorption de la structure se développe en toute géné-
ralité comme (voir également l’équation (1.17)) :
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σabs(ω, u⃗r, p) ∝
ω

c
Im[ϵv(ω)]

∫
V

|e(p)q Gqv(r⃗, r⃗
′, ω)|2dr⃗ ′, (3.8)

où u⃗r = r⃗/|r⃗| est la direction définie par le point source (ou d’observation par
réciprocité) r⃗, e⃗ (p) le vecteur unitaire codant la polarisation p et q, v désignent les
composantes des vecteurs, une répétition indiquant une sommation implicite.

Pour aller plus loin, notons que le tenseur de Green peut être développé sur les
modes quasi-normaux de la structure [100] :

Gqv(r⃗
′, r⃗, ω) = −c2

∑
l

E l
q (r⃗

′)E l ∗
v (r⃗ )

[ω − ω̃l][ω + ω̃l]
, (3.9)

où E⃗ l est le champ électrique et ω̃l la fréquence complexe dumode quasi-normal
l. Cette fréquence complexe se décompose en ω̃l = ωl − iΓl/2, où la partie réelle ωl

donne la fréquence de résonance et la partie imaginaire Γl donne le taux de dé-
croissance du mode (i.e. l’inverse du temps de vie du mode). Notons que lorsque
le résonateur contient un milieu actif, le gain vient diminuer les pertes intrinsèques
du résonateur. Par conséquent, quand le milieu à gain est localement thermalisé, le
taux de décroissance est une fonction de la différence des quasi-niveaux de Fermi,
soit Γ(µ).

Comme dans la section précédente, plaçons-nous à présent au voisinage d’un
mode l, de sorte à pouvoir négliger l’influence des autres modes. Dans cette hypo-
thèse, en insérant la partie enω−ω̃l de l’équation (3.9) dans l’équation (3.8), la section
efficace d’absorption s’écrit :

σabs(ω, u⃗r, p, µ) ∝
ω

c
Im[ϵ(ω, µ)]

1

[ω − ωl]2 + [Γl(µ)/2]2
. (3.10)

Cette équation généralise l’équation (3.7) de la partie précédente à tout réso-
nateur. Remarquablement, il apparaît à nouveau dans ce cadre plus général que
la section efficace d’absorption diverge quand : (i) la fréquence ω correspond à la
fréquence de résonance ωl du mode l ; (ii) le taux de décroissance Γl(µ) du mode
s’annule. Le taux Γl(µ)/2 généralise donc la différence κl−g(ωl, µ) qui apparaît dans
le cas d’une cavité Fabry-Pérot à tout type de résonateur, et par conséquent à tout
type de pertes, radiatives ou non-radiatives. Au final, la divergence de la section effi-
cace d’absorption, et par suite de la puissance rayonnée quand le taux de pertes du
mode s’annule démontrent que le régime laser d’une assemblée d’émetteurs locale-
ment thermalisés dans un résonateur quelconque est inclus dans la loi de Kirchhoff
généralisée.

3.5 . Largeur de raie de l’émission en régime laser

Une des caractéristiques principales de la transition laser est la diminution dras-
tique de la largeur de la raie d’émission qui l’accompagne. Plus précisément, au-
dessus du seuil 2 la largeur totale à mi-hauteur de la raie d’un laser est limitée par la

2. Notons que le "seuil" d’un laser est un point de fonctionnement défini de manière arbitraire,
comme nous le verrons dans la section 4.2.6 du chapitre suivant. Il convient de le différencier de la
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célèbre largeur de raie de Schawlow–Townes [102] :

∆ωST =
Rem

N
, (3.11)

oùRem est le taux d’émission spontanée etN le nombre de photons dans lemode
qui lase. Dans cette section, notre but est de comparer la largeur de raie donnée par
la loi de Kirchhoff généralisée à la largeur de Schawlow–Townes.

Pour mener cette étude, focalisons-nous sur le mode l qui lase. L’équation (3.10)
montre que le spectre d’émission obtenu avec la loi de Kirchhoff a une variation
lorentzienne en fréquence, avec la largeur totale à mi-hauteur :

∆ωKir =
Γl(µ)

2
. (3.12)

Demanière similaire à la largeur de Schawlow–Townes, ce premier résultatmontre
que la largeur de raie calculée avec la loi de Kirchhoff généralisée diminue à mesure
que le pompage augmente (car le gain compense les pertes du mode), en conjonc-
tion avec la forte augmentation de la puissance émise dans lemode laser. En d’autres
termes, on retrouve que dans le régime laser l’émission devient cohérente tempo-
rellement.

Dans la zone bien au-dessus du seuil laser, il est possible d’aller un cran plus loin
en explicitant le taux de pertes nettes Γl. Pour simplifier, revenons à l’exemple d’une
cavité Fabry-Pérot. Le bilan des entrées et des sorties de photons dans lemode laser
l en régime stationnaire s’écrit :

(1 +N l)Rl
em = N l(κl +Rl

abs), (3.13)

oùRl
abs est le taux d’absorption d’un photon dumode l par lemilieu actif, etRl

em le
taux d’émission spontanée correspondant. Par définition, la différence de ces deux
taux correspond au taux de gain du mode l, soit gl = Rl

em − Rl
abs. En intégrant cette

identification dans l’équation (3.13), on obtient le nombre de photons dans le mode
l en régime stationnaire :

N l =
Rl

em

κl − gl
. (3.14)

Dans la mesure où pour une cavité Fabry-Pérot, le taux de décroissance d’un
mode l s’écrit Γl/2 = κl − gl, l’utilisation de l’expression (3.14) dans l’équation (3.12)
montre directement l’égalité entre la largeur de raie calculée avec la loi de Kirchhoff
généralisée et la largeur de raie de Schawlow–Townes :

∆ωKir =
Rl

em

N l
= ∆ωST . (3.15)

Soulignons qu’au delà de cet exemple basé sur une cavité Fabry-Pérot, ce résul-
tat se généralise simplement avec les mêmes arguments à tout résonateur incluant
des pertes non seulement radiatives mais également non-radiatives, et avec une ré-
partition spatiale arbitraire du gain. Pour finir, notons que le bilan stationnaire des

"condition" laser gain = pertes, point de fonctionnement asymptotique jamais atteint en pratique,
mais dont l’approche est la définition même d’un laser [101].
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entrées-sorties de photons dans le mode montre que l’origine de la largeur de raie
non-nulle est la contribution de l’émission spontanée, comme cela est habituelle-
ment reconnu. Toutefois, le calcul effectué dans cette partie, tout comme celui his-
torique de Schawlow et Townes [102], repose sur des arguments semi-classiques.
On peut remarquer qu’une approche basée sur l’étude des fluctuations de phase
dues à l’émission spontanée conduit à une largeur de raie donnée par∆ω = ∆ωST/2
[103, 104]. La comparaison des deux résultats est discutée dans la référence [105].

En résumé, la loi de Kirchhoff généralisée est capable de décrire la transition vers
la cohérence temporelle d’un laser. Au-dessus du seuil, la largeur de raie calculée par
la loi retrouve la limite de Schawlow-Townes.

3.6 . Résumé

Depuis sa découverte en 1860, la loi de Kirchhoff est devenue un outil de base
pour la modélisation du rayonnement thermique. Récemment, une loi de Kirchhoff
généralisée a permis d’en étendre le domaine d’utilisation à la fluorescence de semi-
conducteurs ou de molécules via un résonateur. Remarquablement, les dispositifs
utilisés dans ce dernier cas sont susceptibles d’entrer dans le régime laser au-delà
d’un certain niveau de pompage. Cela pose la question de savoir si la loi de Kirchhoff
généralisée peut être utilisée dans le régime laser. Cependant, à première vue, l’ex-
pression de la loi de Kirchhoff généralisée suggère que celle-ci est plutôt susceptible
de décrire le régime de condensation de Bose-Einstein de photons.

Dans ce chapitre, nous avons montré que le régime laser est contenu dans la loi
de Kirchhoff généralisée. Pour cela, nous avons procédé à une étude détaillée de la
section efficace d’absorption sous pompage, qui contient deux termes principaux : la
partie imaginaire de la permittivité du matériau actif et l’intégrale de l’exaltation du
champ incident sur le volume actif. Dans la seconde partie, nous avons montré que
la prise en compte de l’absorption nette dans la partie imaginaire de la permittivité
du matériau actif fait disparaître la divergence de la distribution de Bose-Einstein
qui suggérait l’apparition de la condensation de Bose-Einstein de photons. Dans la
troisième partie, en utilisant un modèle simple de cavité Fabry-Pérot, nous avons
montré que l’intégrale de l’exaltation du champ incident sur le volume actif contient
le régime laser. En effet, nous avons retrouvé dans le terme d’exaltation la diver-
gence du nombre de photons émis dans le mode laser quand le gain compense les
pertes dumode. Pour finir, nous avonsmontré dans la quatrième partie que la loi de
Kirchhoff généralisée est capable de décrire la transition vers la cohérence tempo-
relle d’un laser. Au-dessus du seuil, la largeur de raie calculée par la loi de Kirchhoff
retrouve la limite de Schawlow-Townes.

Enfin, nous avons soulevé dans ce chapitre la question de la différence entre le
régime de condensation de Bose-Einstein de photons et le régime laser. Cette ques-
tion est toutefois restée en suspens. Ce sera le sujet du chapitre suivant.

Diffusion :
Le travail présenté dans ce chapitre est l’objet d’un article en cours de rédaction :

Aurelian Loirette-Pelous and Jean-Jacques Greffet. On the validity of the Kirchhoff’s
law in the laser regime. In preparation, 2023



Annexe

3.A . Calcul de l’absorptivité

La transmittance et la réflectance d’une cavité Fabry-Pérot sont bien connues
dans la littérature [106]. En prenant en compte la présence d’un milieu actif avec
un indice optique complexe n = nR + inI , l’expression de la transmittance T se gé-
néralise en :

T ≡ |Etrans|2

|Einc|2
=

(1− r2)2|e2ikL|2

|1− r2e2ikL|2
=

(1− r2)2e−4kIL

1 + r4e−4kIL − 2r2e−2kIL cos(2kRL)
, (3.16)

et celle de la réflectance R se généralise en :

R ≡ |Eref |2

|Einc|2
=
r2|1− e2ikL|2

|1− r2e2ikL|2
= r2

1 + e−4kIL − 2e−2kIL cos(2kRL)

1 + r4e−4kIL − 2r2e−2kIL cos(2kRL)
, (3.17)

où on a défini les vecteurs d’ondes k = ωn/c, kR = ωnR/c et kI = ωnI/c.
Le calcul de l’absorptivité Aabs = 1−R− T donne :

Aabs =
(1− r2)(1− e−4kIL)

|1− r2e2ikL|2
. (3.18)

La fréquence des modes de la cavité s’écrit ωl = l×πc/(nRL) où l est un nombre
entier. Par conséquent, à la fréquence d’un mode l, le terme 4kIL dans l’exponen-
tielle au numérateur de la dernière équation se réécrit comme 4πl(nI/nR). Pour la
plupart des semiconducteurs, la partie réelle de l’indice (ou permittivité) est beau-
coup plus grande que la partie imaginaire, soit nI ≪ nR. Par conséquent, à des
fréquences correspondant à des modes d’indice l peu élevé, 4kIL ≪ 1. En utilisant
le fait que l’hypothèse nI ≪ nR implique également que nI ≈ Im[ϵ]/(2nR), et en
développant le dénominateur de la précédente équation, on obtient l’expression de
l’absorptivité reportée dans le corps du texte :

Aabs(ω, µ) ≈
ω

c
Im[ϵ(ω, µ)]

2(1− r2)L/nR

|1− r2e−2kIL e2ikRL|2
. (3.19)
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Chapitre 4

Condensation de Bose-Einstein de
photons et effet laser dans une
cavité avec gain à base de
semiconducteur

4.1 . Introduction

En 2010, des expériences menées par Klaers et al. [107, 24] ont permis d’iden-
tifier et d’observer un nouveau régime d’émission de lumière dans lequel les pho-
tons forment un condensat de Bose-Einstein. Alors que ce régime partage avec le
régime laser l’occupation macroscopique d’un unique mode, ici les photons dans la
cavité sont proches de l’équilibre thermodynamique. En conséquence, l’occupation
des modes de la cavité suit une distribution de Bose-Einstein (BE) et la condensation
se produit dans le mode fondamental de la cavité.

A première vue, il paraît impossible d’atteindre le régime de Condensation de
Bose-Einstein (CnBE) avec des photons. D’une part, il est souvent considéré que les
lasers fonctionnent loin de l’équilibre thermodynamique à cause de la présence de
pertes et de l’absence de mécanisme de thermalisation comme l’interaction entre
photons. D’autre part, dans le rayonnement du corps noir, l’équilibre thermodyna-
mique entre les photons est atteint grâce aux parois qui servent de thermostat, mais
le potentiel chimique est nul ce qui empêche la condensation. En fait, sous pom-
page, un matériau à gain adapté comme une solution de molécules de colorants ou
un semiconducteur peut agir comme un réservoir de photons avec un potentiel chi-
mique non nul [33]. La thermalisation d’un ensemble de photons avec ce réservoir
est alors rendue possible en utilisant une cavité avec un facteur de qualité élevé, de
sorte que le nombre de cycles d’absorption-émission fait par un photon avant qu’il
ne s’échappe de la cavité soit élevé. De plus, la cavité introduit une bande interdite
dans la relation de dispersion des photons, de sorte qu’un mode fondamental peut
être défini pour une bande donnée. Au bout du compte, ces ingrédients sont suffi-
sants pour permettre la CnBE de photons à température ambiante dans le régime
de couplage faible [24].

Dans la dernière décennie, les expériences précurseuses de Klaers et al. [107, 24]
dans une cavité remplie de molécules de colorant ont été à l’origine d’un grand
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nombre d’études dans des systèmes similaires afin de comprendre ce nouveau ré-
gime et ses propriétés. Une question importante a été de clarifier les similarités et les
différences avec le régime laser. Alors qu’il a été montré que la transition entre le ré-
gime laser hors-équilibre traditionnel et le régime de CnBE se fait de manière douce
[108], quelques différences claires semblent être apparues. A l’équilibre, le spectre
d’émission suit une distribution de BE, et la condensation se produit dans le mode
de la cavité de plus basse énergie. Quand la thermalisation se dégrade, des altéra-
tions du spectre sont observées, allant de sa déformation à l’émission laser dans des
modes d’énergie supérieure au fondamental de la cavité [107], voire à de la conden-
sation dans plusieurs modes [109, 98, 110]. En parallèle, parmi les premières expé-
riences il a été montré que le régime de CnBE est caractérisé par de grandes fluctua-
tions d’intensité associées à une fonction d’autocorrélation en intensité g(2)(0) = 2,
perdurant bien au-dessus du seuil de condensation [111]. Ce comportement typique
de la lumière thermique suggère qu’un condensat de Bose-Einstein ressemble plus à
un corps noir pompé qu’à un laser. Par conséquent, l’augmentation de la cohérence
temporelle caractéristique d’un laser est aussi reléguée à un pompage excédant net-
tement le seuil [112]. Ces dernières années, la question de la différence entre le ré-
gime de CnBE et le régime laser est revenue sur le devant de la scène en raison de
l’émergence de cavités à miroirs nanostructurés, permettant de réaliser des poten-
tiels sophistiqués pour la lumière [113, 114, 115, 116, 117]. En, effet, dans ces sys-
tèmes, le contrôle de la thermalisation permet, par exemple, d’étudier la formation
et l’annihilation de tourbillons [118, 119, 120], ou encore d’envisager de faire de la
simulation analogique avec des réseaux synchronisés de condensats hors-équilibre
[121, 122, 123]. Cependant, dans la quête de ces applications, il faut noter que plu-
sieurs aspects de ce problème ont été peu étudiés jusqu’ici. Plusieurs d’entre eux
sont listés dans les paragraphes suivants.

Premièrement, un constat est que la CnBE de photons a été observée dans des
microcavités [24, 124, 98] et des réseaux de nanoparticules plasmoniques [25] rem-
plis demolécules de colorant, et dans des cavités à fibre optique d’erbium-ytterbium
[125]. Une alternative, qui consiste à utiliser des semiconducteurs comme milieu à
gain, n’a été que peu étudiée. En particulier, la CnBE de photons dans des systèmes
à semiconducteur n’est pas encore totalement établie. Cette observation est surpre-
nante à plusieurs égards. D’un point de vue expérimental, les semiconducteurs sont
très bien maîtrisés et constituent le milieu à gain le plus répandu. De plus, des si-
gnatures spectrales suggérant la thermalisation et la condensation de photons ont
été observées très tôt avec un VCSEL construit pour l’étude de la condensation de
polaritons [126, 127]. Plus récemment, des observations spectrales similaires ont
été faites avec un VCSEL de large section [128]. Par ailleurs, dans un dispositif basé
sur des puits quantiques intégrés dans un cristal photonique, une estimation du
nombre de cycles d’absorption-émission fait par un photon avant de sortir du réso-
nateur s’est révélée assez élevée [129], bien que cela n’ait pas été interprété de la
sorte. Ces observations suggèrent que la CnBE dans des systèmes à semiconduc-
teur est possible, et mènent à se demander si celle-ci n’est pas plus répandue qu’il
n’est habituellement pensé. D’un point de vue théorique, la possibilité d’un potentiel
chimique de photons non nul a été démontrée pour les semiconducteurs [33]. De
plus, des modèles simples et explicites de gain et de laser sont disponibles pour les
semiconducteurs, permettant une étude précise de la physique de la condensation
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de Bose-Einstein de photons.
Deuxièmement, il n’est pas facile de trouver une signature claire de la thermali-

sation. Du côté expérimental, l’analyse du spectre d’émission consiste souvent à le
comparer à une distribution de BE voire à une distribution de Maxwell-Boltzmann.
Cette comparaison reste qualitative et ne permet pas de mesurer un degré de ther-
malisation. Du côté théorique, un nombre sans dimension quantifiant la thermali-
sation a été introduit par certains auteurs. Une connexion simple entre ces deux
approches reste à établir.

Troisièmement, la connexion entre le régime laser et le régime de CnBE n’est
pas totalement comprise. Tandis qu’un effet de seuil est observé dans les deux cas,
la position exacte du seuil varie selon l’approche utilisée, ce qui est susceptible de
modifier l’interprétation des phénomènes observés. Il apparaît donc nécessaire de
comparer la définition du seuil issue de la physique des lasers à celle qui est utilisée
pour les condensats de Bose-Einstein à l’équilibre thermodynamique.

Quatrièmement, les corrélations d’intensité sont souvent utilisées pour faire la
distinction entre la lumière cohérente et thermique. Il est donc naturel de se de-
mander si l’étude des fluctuations permet de distinguer le régime laser du régime
de condensat. Alors que plusieurs résultats ont été reportés, le rôle du degré de
thermalisation et du facteur β de la cavité n’ont pas été examinés en détail, ce qui
rend difficile l’obtention de conclusions fermes et définitives.

Dans ce chapitre, nous profitons du formalisme mature décrivant le gain des
matériaux semiconducteurs pour nous attaquer à ces questions. Dans la partie sui-
vante, nous présenterons une théorie simple et unifiée de la condensation de pho-
tons à l’équilibre et hors-équilibre thermodynamique dans un laser à semiconduc-
teur. Alors que le modèle développé est similaire au modèle précurseur de Kirton
et Killing [130, 131] pour des cavités remplies de molécules de colorant, nous mon-
trerons que notre modèle permet une interprétation simple du potentiel chimique
des photons, et des expressions analytiques des taux d’émission et d’absorption.
Nous établirons ensuite une distribution de BE généralisée contenant explicitement
le paramètre sans dimension quantifiant la thermalisation du système. Nous discu-
terons certaines de ses propriétés et clarifierons son lien avec d’autres nombres adi-
mensionnels tels que le nombre de Knudsen, la coopérativité et l’épaisseur optique.
Dans ce nouveau cadre, nous montrerons comment revisiter certaines caractéris-
tiques du régime laser comme le verrouillage du gain (gain clamping) et l’inversion
de population, et discuterons de la sélection du mode laser. Enfin, une extension
hors-équilibre de la définition du seuil de condensation sera introduite et comparée
avec la définition traditionnelle du seuil laser.

Dans la partie 3, nous discuterons la pertinence de plusieurs observables pour
évaluer la thermalisation. Grâce à la forme explicite du degré de thermalisation éta-
blie dans la partie précédente, nous revisiterons les situations expérimentales ty-
piques. En particulier, nousmontrerons que la pratique la plus commune, consistant
à étudier uniquement le spectre d’émission, doit être conduite avec précautions.

Finalement, nous nous concentrerons dans la partie 4 sur la cohérence tempo-
relle de second ordre. Nous aborderons la question de la thermalisation en procé-
dant à un calcul analytique de la fonction d’autocorrélation en intensité g(2)(0). Les
rôles respectifs de la thermalisation du système et du facteur β seront élucidés.
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Figure 4.1 – Schéma du système et notations. Panneau (a) : flux entre le milieu à gain, la cavité et l’en-
vironnement. Panneau (b) : structure de bandes du semiconducteur en fonction de la valeur absolue
du vecteur d’onde (gauche), et distribution des électrons dans chaque bande (droite). Voir le corps du
texte pour une description de chaque paramètre.

4.2 . Condensation équilibre et hors-équilibre d’un gaz de pho-
tons dans un laser à semiconducteur

Dans cette section, nous présenterons d’abord le modèle de semiconducteur uti-
lisé dans le reste du chapitre et en particulier la forme explicite des taux d’émission et
d’absorption. Nous utiliserons ensuite ce formalisme pour montrer que les photons
dans une cavité sans pertes sont à l’équilibre thermodynamique. Nous comparerons
finalement ce cas avec celui d’une cavité ouverte en régime forcé (driven-dissipative
regime). Cette approche nous permettra de discuter clairement (i) le régime de ther-
malisation en introduisant le degré de thermalisation de manière systématique, (ii)
la connexion entre le régime de condensation et laser et (iii) les définitions de leurs
seuils respectifs.

4.2.1 . Modèle demilieu à gain à base de semiconducteur dans une cavité
Tout au long de ce chapitre, nous nous concentrerons sur un semiconducteur

placé dans une cavité. La cavité est supposée de dimensions finies, de sorte que
ses modes sont discrétisés spectralement. Ceux-ci seront indexés par les nombres
l = 0, 1, 2, ...nc correspondants à des énergies El croissantes. Les divers canaux
d’échange entre le milieu à gain, les modes de cavité et l’environnement sont mon-
trés sur la figure 4.1 (a). Dans la cavité, les photons dans le mode l peuvent être
créés/détruits par le milieu à gain aux taux Rl

em pour l’émission spontanée, Rl
emN

l

pour l’émission stimulée et Rl
abs pour l’absorption, où N l est le nombre de photons

dans le mode l. Les pertes radiatives de la cavité sont quant à elles quantifiées par
le taux κlN l. Dans le semiconducteur, des électrons de conduction sont injectés par
pompage (indistinctement optique ou électrique) au taux Rin, et relaxent soit par
émission dans les modes de la cavité, soit par émission spontanée dans les modes
du vide au taux Rvac

em , ou encore par des canaux non-radiatifs (par exemple par effet
Auger) au taux Rnr.

A la différence des molécules de colorant, des expressions explicites de Rl
sp,Rl

st

etRl
abs peuvent être écrites pour un semiconducteur. Ici, nous nous concentrons sur

un semiconducteur intrinsèque à gap direct, indifféremment 2D ou 3D, et nous pro-
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céderons à des approximations usuelles [101]. Comme schématisé sur la figure 4.1
(b), la bande de conduction et la bande des trous lourds (les autres bandes de trous
sont négligées) sont décrites respectivement par les dispersions isotropes Ec(k) et
Ev(k), où k est le module du vecteur d’onde. En supposant que seules les transitions
verticales sont permises, une transition impliquant un photon dans le mode l néces-
site un électron et un trou avec le même vecteur d’onde k⃗l satisfaisant la condition
Ec(k

l)−Ev(k
l) = El. L’énergie dumode fondamental de la cavité sera supposée plus

grande que celle du gap E0 > Egap.
Les électrons et les trous proches du bord des bandes sont généralement bien

décrits comme des particules libres avec une masse effective m∗
c/v [101]. Cela per-

met d’utiliser le modèle simple des bandes paraboliques Ec/v(k) = E0
c/v ±

ℏ2k2
2m∗

c/v
où

E0
c/v est l’énergie du minimum/maximum de la bande de conduction/valence et ℏ

est la constante de Planck. Une expression analytique deEl(k⃗) peut ainsi être écrite,
de même que pour les densités d’états électroniques de chaque bande ρc/v(k) et la
densité d’états jointe ρJ(k) associée aux transitions verticales [101].

En pratique, pour les applications numériques et les figures, nous nous baserons
dans la suite de ce chapitre sur le VCSEL à base de puits quantiques en InGaAs utilisé
dans la référence [128]. Une estimation de la valeur des paramètres dans ce dispo-
sitif est E0 = 1.271 eV, Egap = 1.215 eV, m∗

c = 0.059 ×me, m∗
v = 0.37 ×me où me est

la masse de l’électron [101].
Ensuite, nous ferons l’hypothèse que les électrons dans chaque bande sont en

équilibre thermodynamique local, caractérisé par la température commune T = 300
K et les quasi-niveaux de Fermi respectifs µc et µv. Dans ce contexte, les taux d’émis-
sion spontanée, d’émission stimulée et d’absorption pour le mode l peuvent être
écrits respectivement comme [101] :

Rl
em = glfFD(Ec(k

l), T, µc)[1− fFD(Ev(k
l), T, µv)] (4.1)

et

Rl
abs = glfFD(Ev(k

l), T, µv)[1− fFD(Ec(k
l), T, µc)], (4.2)

où fFD(E, T, µ) = 1/[exp (E − µ)/(kBT )+1] est la distribution de Fermi-Dirac et gl
est un taux de transition indépendant du pompage. Une expression microscopique
de gl est donnée dans l’annexe 4.A. Dans l’équation (4.1), le produit impliquant les
distributions rend compte du fait que l’émission est proportionnelle à la probabilité
de trouver un électron dans la bande de conduction et conjointement un trou dans
la bande de valence (et inversement pour l’absorption dans l’équation (4.2)).

Finalement, le facteur β généralisé quantifiant la fraction de l’émission spontanée
allant dans le mode l est définit par :

βl =
Rl

em

Rvac
em +

∑
lR

l
em

. (4.3)

Pour une cavité avec un seul mode, ce nombre sans dimension caractérise le
régime d’émission. Un laser macroscopique correspond à β → 0 et un nanolaser à
β → 1. En effet, étant donné son grand volume modal, un laser macroscopique est
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caractérisé par un facteur de Purcell petit, de sorte que l’émission spontanée dans les
nombreux modes du vide domine (et à l’inverse, pour un nanolaser c’est l’émission
dans l’unique mode de la cavité qui domine). Dans une cavité multimode, réduire le
volume diminue également le nombre demodes. Toutefois l’écart d’énergie entre les
modes et leur nombre peuvent être ajustés, par exemple, en modifiant la courbure
des miroirs dans une cavité Fabry-Pérot. Ainsi les termes Rvac

em et
∑

lR
l
em peuvent

être ajustés au moins partiellement indépendamment.

4.2.2 . Condensat de Bose-Einstein de photons dans une cavité parfaite
dotée de gain

La CnBE est une propriété particulière d’un ensemble de Bosons à l’équilibre ther-
modynamique. Quantitativement, cet équilibre implique que l’occupation d’un ni-
veau d’énergieE suit une distribution de Bose-Einstein 1/[exp (E − µ)/(kBT )−1] où
µ est le potentiel chimique. Le phénomène de condensation a lieu lorsque le poten-
tiel chimique approche l’énergie du mode fondamental de la cavité, soit µ→ E0.

Dans le rayonnement du corps noir, les photons atteignent l’équilibre thermody-
namique grâce aux parois qui servent de réservoir. Cependant cet équilibre thermo-
dynamique est caractérisé par un potentiel chimique de photon nul. Remarquable-
ment, il a été montré par Würfel qu’il est possible d’introduire un potentiel chimique
pour les photons quand le réservoir est un milieu pompé [33]. Nous reproduisons
ici son raisonnement. La cavité utilisée est supposée parfaite, soit κl = 0. Dans l’état
stationnaire, l’équation-bilan entre les processus d’émission et l’absorption pour le
mode l s’écrit :

Rl
em +Rl

emN
l = Rl

absN
l, (4.4)

où N l est le nombre de photons dans le mode l. Il est alors clair que le nombre
de photons dépend seulement du ratio entre les taux d’absorption et d’émission
Rl

abs/R
l
em. En utilisant les équations (4.1),(4.2) qui supposent que le milieu à gain est

en équilibre thermodynamique local, la relation de Van Roosbroeck-Shockley [99]
est retrouvée :

Rl
abs

Rl
em

= exp

(
El − µ

kBT

)
, (4.5)

où µ = µc − µv. En combinant cette dernière équation avec l’équation (4.4), on
obtient l’expression du nombre de photons dans le mode l :

N l =
1

exp
(
El−µ
kBT

)
− 1

, (4.6)

c’est-à-dire une distribution de Bose-Einstein à la température du réseau T et
avec un potentiel chimique défini par la différence entre les quasi-niveaux de Fermi.
En l’absence de pompage, le potentiel chimique est nul de sorte à retrouver la distri-
bution apparaissant dans le rayonnement du corps noir avec la température d’équi-
libre du semiconducteur.

Finalement, au-delà dumodèle demilieu à gain à base de semiconducteur utilisé
ici, soulignons le rôle clé de l’équilibre thermodynamique local dans chaque bande
pour arriver à ce résultat. En effet, cette propriété apparaît comme une condition
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suffisante sur le milieu à gain pour atteindre la CnBE de photons. En particulier, cela
explique pourquoi l’équation (4.5) peut être écrite de manière similaire pour des
molécules de colorant (impliquant alors le ratio des sections efficaces d’absorption
et d’émission), une formule connue sous le nom de relation de Kennard-Stepanov
[132, 133, 134] (parfois aussi appelée relation de Neporent-McCumber [135]). En ré-
sumé, le nombre de photons dans une cavité sans pertes dotée d’un milieu à gain
en équilibre thermodynamique local suit une distribution de Bose-Einstein avec un
potentiel chimique de photons non nul.

4.2.3 . Cavité ouverte dotée de gain en régime forcé : Laser ou condensat
de Bose-Einstein?

Considérons à présent une cavité couplée à l’environnement via le taux de pertes
κl > 0. Un tel système formé d’un milieu à gain et d’une cavité avec des pertes radia-
tives est en général vu comme un laser. Il est donc naturel de se poser la question :
quelle est la différence entre un condensat de Bose-Einstein et un laser?

Répétons ici l’analyse de la section précédente en utilisant lesmêmes hypothèses
et notations, à part pour le taux de pertes radiativesmaintenant non nul. Le système
correspond ainsi à une cavité ouverte dotée de gain en régime forcé. L’équation-bilan
(4.4) devientRl

em+Rl
emN

l = (Rl
abs+κ

l)N l. Le nombre de photons dans le mode l en
régime stationnaire s’écrit alors comme [101] :

N l =
Rl

em

κl − (Rl
em −Rl

abs)
. (4.7)

Dans cette dernière équation, la quantité Rl
em − Rl

abs correspond au gain net du
mode l. Ce modèle simple retrouve donc le fait que le mode l lase quand le gain
net compense les pertes radiatives. En effet, le nombre de photons dans le mode l
diverge quand l’égalité est satisfaite.

Jusqu’ici, un mode a été isolé et son occupation a été calculée en écrivant le bilan
entre le gain et les pertes. C’est le modèle habituel du laser. Pour faire le lien avec
la vision condensat, nous allons réécrire l’équation laser sous une forme proche de
l’équation (4.6). En factorisant l’équation laser (4.7) parRl

em et en y insérant la relation
(4.5), on aboutit à l’expression alternative [136] :

N l =
1

exp
(

El−µ
kBT

)
[1 +K l

n(T, µ)]− 1
, (4.8)

où

K l
n(T, µ) =

κl

Rl
abs(T, µ)

(4.9)

est un nombre sans dimension appelé nombre de Knudsen dans le contexte des
phénomènes de transport et de l’équation de Boltzmann. Le nombre de Knudsen
correspond au ratio entre le temps typique d’absorption, 1/Rl

abs, et le temps de ré-
sidence d’un photon du mode l dans la cavité, 1/κl. Ainsi, dans le régime où un pho-
ton effectue de nombreux cycles d’absorption-réémission durant son temps de ré-
sidence, le nombre de Knudsen est petit et la distribution (4.8) tend vers celle de
Bose-Einstein, i.e. vers celle d’une cavité sans pertes. Autrement dit, le grand nombre
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de cycles d’absorption-réémission permet aux photons de se thermaliser avec le se-
miconducteur qui sert de réservoir. Le nombre de Knudsen apparaît donc comme
le paramètre naturel quantifiant la thermalisation de chaque mode. Sur ce point,
il est important de noter qu’un nombre de Knudsen est associé à chaque mode, ce
n’est pas une quantité globale. En particulier, certainsmodes sont susceptibles d’être
thermalisés pendant que d’autres ne le sont pas.

En conclusion de cette section, l’équation (4.8), qui n’est autre qu’une réécriture
de l’équation laser (4.7), montre clairement que la condensation de Bose-Einstein
de photons est un régime particulier du régime laser, dans lequel (i) l’équation (4.5)
est vérifiée pour le milieu à gain et (ii) le nombre de Knudsen est petit pour tous les
modes afin d’assurer qu’ils sont tous thermalisés. Dans la suite de ce chapitre, nous
utiliserons le terme "laser" pour désigner indistinctement un condensat de Bose-
Einstein ou un laser hors-équilibre. De plus, l’équation (4.8) donne un point de vue
alternatif pour interpréter le régime laser. En effet, alors que l’équation (4.7) donne
une bonne description d’un laser monomode avec des pertes, il est déjà possible
d’anticiper que l’équation (4.8) sera plus adaptée à l’étude de systèmes multimodes
proches du régime de thermalisation.

4.2.4 . Nombre de Knudsen, degré de thermalisation, épaisseur optique,
coopérativité et nombre de photons à la transparence

Dans la section précédente, nous avons introduit le nombre de KnudsenK l
n d’un

mode l, défini comme le temps d’absorption divisé par le temps de résidence dans
la cavité. Celui-ci prend des valeurs petites quand le système est thermalisé. Son in-
verse, qui sera notéDl, a été appelé le degré de thermalisation dans la référence [98]
ou le coefficient de thermalisation dans la référence [137]. Historiquement, son rôle
clé dans la CnBE a été rapidement suggéré [107] puis identifié [138]. Ici, nous avons
montré qu’il apparaît naturellement à partir d’équations-bilan pour un laser écrites
comme une distribution d’équilibre thermodynamique perturbée par des pertes de
la cavité. Discutons maintenant plusieurs autres interprétations du degré de ther-
malisation. Premièrement, ce dernier peut aussi être vu comme le rapport entre la
longueur effective de la cavité Ll = c/κl et le libre parcours moyen entre deux ab-
sorptions. Avec ce point de vue, qui est souvent utilisé pour faire la différence entre
le régime de diffusion et le régime balistique dans les phénomènes de transport,
le degré de thermalisation s’identifie à l’épaisseur optique Ll/llabs = Dl. Deuxième-
ment, rappelons que l’épaisseur optique est proportionnelle à la coopérativitéC(Na)
[139]. Cette quantité a été introduite initialement pour caractériser l’absorption d’un
photon par un ensemble de Na atomes dans une cavité, dans le contexte de l’op-
tique non-linéaire en cavité [140]. De nos jours, elle est souvent utilisée comme une
mesure de l’interaction lumière-matière en électrodynamique quantique en cavité
[139]. Finalement, le degré de thermalisation a été interprété historiquement dans
le contexte de la physique des lasers comme le nombre de photons dans un mode
au point de transparence des transitions du matériau à gain de même énergie que
le mode [141]. Ici, cela se voit sur l’équation (4.7) quand Rl

em = Rl
abs. Ce lien est in-

téressant, car il suggère que certaines expériences ayant mesuré un nombre élevé
de photons à la transparence dans un laser monomode puissent être réinterprétées
comme de la CnBE de photons, voir par exemple la référence [129] pour un laser à
semiconducteur dans une cavité à cristal photonique.
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4.2.5 . Mode laser dans le point de vuede la condensationdeBose-Einstein
Dans les sections précédentes, nous avonsmontré que l’équation laser (4.8) don-

nant le nombre de photons parmodepeut semettre sous la formed’une distribution
de Bose-Einstein augmentée de la correction 1+K l

n. Ainsi, il est possible de revisiter
la transition laser en terme de distribution de BE.

Pour commencer, partons du point de vue laser donné par l’équation (4.7). L’effet
laser se produit quand le taux de gain sature en s’approchant du taux de pertes, soit
(Rl

em −Rl
abs) → κl. On dit alors que le gain est verrouillé (gain clamping). Par ailleurs,

un taux fini de pertes nécessite un gain positif, c’est-à-dire l’inversion de population
de la transition correspondante 1.

Utilisons maintenant le point de vue de la distribution de BE généralisée. Pour
commencer, réécrivons l’équation (4.8) dans la forme légèrement différente [136] :

N l =
1

exp
(

El−µl
eff (T,µ)

kBT

)
− 1

, (4.10)

où le potentiel chimique effectif µl
eff (T, µ) = µ− kBT ln[1 +K l

n(T, µ)] a été intro-
duit. Soulignons le fait que cette dernière forme permet d’utiliser la distribution de
Bose-Einstein, qui est un concept d’équilibre thermodynamique, dans un contexte
hors-équilibre. Ici, le potentiel chimique effectif est composé d’un terme µ qui tient
compte du gain et d’un terme −kBT ln[1 + Kn] qui tient compte des pertes. Dans
ce contexte, la condition habituelle pour la condensation de Bose-Einstein dans un
mode l est directement généralisée comme :

µl
eff (T, µ) → El. (4.11)

Par conséquent, µ sature vers la borne supérieure µver définie comme la solution
de l’équation implicite :

µver − kBT ln[1 +K l
n(T, µver)] = El. (4.12)

Dans le point de vue de la distribution de BE généralisée, cette saturation cor-
respond au verrouillage du gain. Par ailleurs, dans cette dernière équation, le terme
de correction rendant compte de l’imperfection de la thermalisation est toujours né-
gatif. La différence des quasi-niveaux de Fermi doit donc être supérieure à l’énergie
de la transition El pour déclencher l’effet laser. Cela correspond à l’inversion de po-
pulation. De plus, cela illustre l’importance de faire la distinction entre la différence
des quasi-niveaux de Fermi et le potentiel chimique effectif, puisque hors équilibre
ce dernier est le seul qui puisse être interprété comme le potentiel chimique des
photons.

Passons à présent à un système multimode. Les livres sur les lasers dépeignent
généralement le scénario suivant [101, 142, 143] : la courbe de gain est concave en
fonction de la longueur d’onde, pendant que la dépendance en longueur d’onde des
pertes des miroirs de la cavité est négligée. Le mode de cavité qui lase est donc celui

1. Notons qu’à la différence d’un système à 2 niveaux, la somme de l’occupation du niveau de
la bande de conduction et de valence à un même vecteur d’onde n’est pas nécessairement égale
à 1, i.e. fFD(Ec(k), T, µc) + fFD(Ev(k), T, µv) ∈ [0, 2]. Cela vient du fait que les masses effectives
dans les deux bandes ne sont en général pas égales. A la transparence l’égalité fFD(Ec(k), T, µc) =
fFD(Ev(k), T, µv) = 1/2 n’est donc pas nécessairement satisfaite.
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au sommet de la courbe de gain. Cette description est en contradiction avec celle
de la condensation de Bose-Einstein à l’équilibre thermodynamique, pour laquelle
la condensation se produit dans le mode de cavité de plus basse fréquence.

Ce problème peut être revisité en utilisant le point de vue de CnBE généralisée
donné par l’équation (4.12). Dans un systèmemultimode, chaquemode l définit une
valeur de verrouillage de la différence des quasi-niveaux de Fermi différente, notée
µl
ver. L’effet laser a lieu dans le mode avec le plus petit µl

ver. Pour simplifier notre
analyse, supposons de plus que K l

n(µ
l
ver) ≈ K l

n(E
l). La valeur de chaque µl

ver est
alors simplement donnée par :

µl
ver ≈ El + kBT ln[1 +K l

n(T,E
l)]. (4.13)

Cette dernière expression est composée de deux termes en compétition : d’une
part, l’énergie dumode favorise l’effet laser dans lesmodes de faible énergie ; d’autre
part, le nombre de Knudsen favorise l’effet laser dans lesmodes hautement therma-
lisés. Ainsi, sans la contribution des pertes de la cavité, la condensation dans lemode
fondamental de la cavité serait retrouvée. En pratique, si le mode qui lase n’est pas
le mode fondamental, c’est la signature que les modes du système sont thermalisés
de manière fortement hétérogène, comme c’est le cas quand la courbe de gain est
concave et le taux de perte constant. Cette discussion illustre remarquablement le
fait que la thermalisation est d’abord une propriété de chaque mode et pas du sys-
tème en entier. C’est la conséquence de la thermalisation de chaque mode avec un
réservoir plutôt que directement entre les modes.

Finalement, notons que certains auteurs ont utilisé le fait de laser dans le mode
fondamental ou un mode d’énergie supérieure comme un critère pour faire la diffé-
rence entre la CnBE et le régime laser hors-équilibre [137, 144]. Nous venons en effet
de discuter que le fait de laser dans unmode d’énergie supérieure est une signature
d’un fonctionnement hors-équilibre. En revanche, le fait de laser dans le mode fon-
damental n’implique pas nécessairement d’être dans le régime de CnBE. En effet,
l’équation (4.13) montre que la CnBE dans le mode fondamental est seulement la
signature d’un nombre de Knudsen qui varie lentement d’un mode à l’autre, quelle
que soit son amplitude absolue.

4.2.6 . Comparaison du seuil laser et du seuil de condensation
Dans la section précédente, nous avonsmontré comment interpréter la sélection

du mode laser avec le point de vue d’une distribution de Bose-Einstein généralisée,
en insistant sur le fait que la condensation et l’effet laser sont les deux faces d’une
même pièce. L’étape suivante naturelle est de comparer les définitions utilisées pour
le seuil laser et pour celui de condensation.

Commençons par rappeler la définition du seuil laser. Plusieurs critères diffé-
rents peuvent être utilisés pour définir le seuil laser [145, 146]. Dans la suite, nous
nous pencherons sur la définition la plus répandue basée sur la courbe d’entrée-
sortie du laser. Sur la figure 4.2 (a), le nombre de photonsN j dans le mode laser est
tracé en fonction du taux d’injectionRin d’électrons dans la bande de conduction du
semiconducteur. En échelle linéaire, la courbe passe soudainement de sous-linéaire
à linéaire sur une petite plage de pompage. Le seuil est défini comme le taux d’injec-
tion Rin,LAS atteint quand l’évolution linéaire du nombre de photons est prolongée
vers N j = 0 (ligne en tirets bleus sur la figure). Le taux d’injection est alors égal à la
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valeur totale des pertes, évaluées au verrouillage du gain. En effet, proche du ver-
rouillage, l’émission stimulée dirige tous les photons créés dans le mode qui lase.
Les pertes sont causées par différents mécanismes : via les pertes des modes de
la cavité qui ne lasent pas, au taux

∑
l ̸=j κ

lN l(µj
ver), via l’émission spontanée dans

les modes du vide, au taux Rvac
em (µj

ver), et via d’autres processus de recombinaison
non-radiatifs, au taux Rnr(µj

ver). Au final, le seuil laser est défini par :

Rin,LAS = Rnr(µj
ver) +Rvac

em (µj
ver) +

∑
l ̸=j

κlN l(µj
ver). (4.14)

Étudions maintenant la définition du seuil de condensation. Dans la littérature
sur la CnBE à l’équilibre thermodynamique, le seuil de condensation est défini par
l’égalité entre le nombre total de particules et la somme du nombre de particules
dans les états d’énergie supérieure au fondamental dans la phase condensée [147].
Premièrement, notons que dans les expériences de CnBE de photons, le nombre
N l de photons dans un mode l ne peut pas être mesuré directement. Cependant,
l’utilisation d’une cavité ouverte en régime forcé permet d’y accéder à partir de la
mesure du flux κlN l et de la connaissance du taux de pertes κl. Deuxièmement, il
faut remarquer que cette définition repose sur la même idée que celle du seuil la-
ser : au-delà du seuil, tous les photons supplémentaires sont dirigés vers le mode
qui condense. Comme montré sur la figure 4.2 (b), le seuil de condensation peut
être déterminé graphiquement de la même manière que pour le seuil laser quand
le nombre de photons dans le mode qui condense est tracé en fonction du nombre
total de photons dans la cavité. Le nombre total de photons dans la cavité au seuil
est alors donné par la somme des occupations des modes qui ne condensent pas
au verrouillage du gain, soit

∑
l ̸=j N

l(µj
ver) = N tot

BEC . Cependant, cette procédure dif-
fère de la définition du seuil laser dans la mesure où elle se base sur le nombre de
photons dans la cavité et non pas sur une comparaison des flux entre électrons injec-
tés et photons émis. En particulier, les pertes non-radiatives et les pertes radiatives
dans les modes du vide ne sont pas prises en compte. Par conséquent, la définition
du seuil de condensation mène à une valeur plus petite du seuil en terme de diffé-
rence entre les quasi-niveaux de Fermi que le seuil laser. La différence n’est pas très
grande quand le facteur β est proche de 1, mais est susceptible de l’être beaucoup
plus quand l’émission dans les modes du vide domine. Ceci est illustré sur la figure
4.2 (c), qui montre que dans ce second cas la différence entre les seuils en terme
de nombre de photons dans le mode qui lase peut atteindre plusieurs ordres de
grandeur.

Pour conclure, le choix d’utiliser le seuil laser ou celui de condensation doit être
fait avec attention, puisqu’ils peuvent prendre des valeurs très différentes. Pour gui-
der ce choix, il convient de remarquer que pour déterminer le seuil laser, le taux
d’injection et le taux d’émission du mode qui lase doivent être mesurés, alors que
c’est le spectre d’émission qui est requis pour déterminer le seuil de condensation.
Cela rejoint un constat déjà rencontré dans les sections précédentes, suggérant la re-
présentation suivante : plutôt qu’une réelle différence entre condensation de Bose-
Einstein et effet laser, le point de vue "condensation" est un cadre de pensée adapté
à l’étude de l’aspect multimode d’un système, alors que le point de vue "laser" met
l’accent sur l’aspect ouvert de la cavité qui doit être compensépar un forçage continu.
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Figure 4.2 – Panneau (a) : courbe d’entrée-sortie schématique d’un laser (ligne rouge) en échelle li-
néaire. La ligne en tirets bleus est un ajustement linéaire de la courbe laser. Son intersection avec
l’axeN j = 0 définit le seuil laser, au taux d’injection Rin,LAS et au nombre de photons dans le mode
laserN j

LAS . Panneau (b) : courbe photon-photon schématique d’un condensat de Bose-Einstein dans
une cavité ouverte en régime forcé, condensant dans le mode j (ligne rouge), en échelle linéaire.
N tot =

∑
lN

l est le nombre total de photons dans la cavité. La ligne en tirets bleus est un ajus-
tement linéaire de la courbe photon-photon. Son intersection avec l’axe N j = 0 définit le seuil
de condensation, au nombre total de photons N tot

BEC et au nombre de photons dans le condensat
N j
BEC . Panneau (c) : comparaison du nombre de photons dans le mode laser au seuil laser et au

seuil de condensation, sur des courbes d’entrée-sortie correspondant à différents taux d’émission
dans les modes du vide. L’hypothèse que l’écart d’énergie entre les modes de cavité est constant a
été faite, soit El = E0(1 + 0.001 × l), avec E0 = 1.271 eV. Sont également supposés constants κl et
gl, avec comme ratio gl/κl = 10. Cela force le système à laser dans le mode de plus basse énergie.
Les pertes non-radiatives sont négligées, soit Rnr = 0. Afin d’aider l’interprétation de la valeur de
Rvacem (µjver)/

∑
l ̸=j κ

lN l(µjver), la valeur correspondante du facteur β est donnée dans la légende.
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4.3 . Évaluation expérimentale de la thermalisation

Dans la partie précédente, une distinction claire a été faite entre la CnBE et le
régime laser en utilisant le degré de thermalisation des modes. Cependant, le degré
de thermalisation ne peut pas êtremesuré directement. En effet, il est proportionnel
au taux d’absorption Rl

abs, alors qu’une mesure en transmission de la cavité donne
uniquement le taux d’absorption net Rl

abs −Rl
em . Dans cette partie, notre but est de

trouver des observables dépendant fortement du degré de thermalisation, de sorte
à pouvoir le mesurer. Nous analyserons d’abord le spectre d’émission sous pom-
page homogène, qui est la quantité expérimentale la plus souvent étudiée, et nous
montrerons que ce n’est pas toujours une pratique très fiable. Nous discuterons en-
suite la pertinence de mesures spectrales et spatiales sous pompage inhomogène.
Enfin, nous analyserons l’influence de l’effet de remplissage de bande sur le degré
de thermalisation.

4.3.1 . Analyse du spectre
Dans un système en équilibre thermodynamique, nous avons vu que l’occupation

des modes suit une distribution de Bose-Einstein N l = 1/[exp (El − µ)/(kBT ) − 1].
Lorsque l’occupation est faible, on retrouve le régime classique, i.e. la distribution
de BE se simplifie en une distribution de Maxwell-Boltzmann N l ≈ exp(−El−µ

kBT
). Par

conséquent, pour prouver la thermalisation du système, il est courant de chercher
une décroissance linéaire du spectre préalablement tracé en échelle semilogarith-
mique [126, 128, 148, 149]. Dans le prochain paragraphe, cette approche est com-
parée avec celle basée sur le nombre de Knudsen.

Dans le régime classique, la distribution de BE généralisée (4.8) devient :

N l ≈
exp(−El−µ

kBT
)

1 +K l
n

. (4.15)

On constate directement qu’une décroissance exponentielle du spectre est ob-
servée dans deux cas : (i) le nombre de Knudsen de tous lesmodes est petit devant 1,
et (ii) le nombre de Knudsen est constant pour tous les modes, quelle que soit sa va-
leur. Dans le second cas, en dépit d’une décroissance du nombre de photons avec
l’énergie, le nombre de Knudsen peut de prendre des valeurs élevées Kn ≳ 1 indi-
quant un système non thermalisé. Dans ce cas, la dépendance linéaire de ln(N l) en
fonction de l’énergie suggère à tort que le système est thermalisé.

Au-delà du régime classique, ce problème persiste dans le régime de dégéné-
rescence quantique. En effet, l’équation (4.10) montre que la distribution de BE gé-
néralisée avec un nombre de Knudsen constant se simplifie en une distribution de
BE d’équilibre avec un potentiel chimique effectif µeff = µ − kBT ln[1 + Kn] [136].
Au final, cela signifie que l’analyse du spectre sous pompage homogène pour quanti-
fier la thermalisation n’est probablement pas uneméthode très fiable. En particulier,
nousmontrons dans l’annexe 4.B que les dispositifs présentant une cavité large, pla-
naire et pompée de manière homogène sont particulièrement susceptibles d’avoir
un nombre de Knudsen constant. Cela pourrait expliquer les spectres ressemblant
à une distribution de BE observés avec des VCSELs pompés optiquement [126, 127]
ou électriquement [128]. Des études plus poussées de la thermalisation devraient
ainsi être menées afin de savoir si le régime de CnBE est atteint dans ces systèmes.
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4.3.2 . Pompage inhomogène
Une signature intéressante de la thermalisation peut être observée en utilisant

un pompage inhomogène, c’est-à-dire avec un faisceau ou une surface d’injection
nettement moins large que la cavité. En effet, la partie pompée du milieu à gain
émet des photons de manière isotrope par émission spontanée, qui peuvent être
réabsorbés efficacement en tout point de la cavité quand le système est thermalisé.
Par conséquent, le gain s’homogénéise dans la cavité en dépit du pompage localisé.
Pour décrire cet effet, il est nécessaire de définir les taux d’absorption et d’émission
demanière locale [138, 137, 150]. Alors qu’une étude détaillée de ce cas de figure dé-
passe largement le cadre de ce chapitre, le but de cette section est seulement de don-
ner un aperçu de sa complexité et des opportunités qu’il ouvre. Comme dans la se-
conde partie, cherchons à réécrire le nombre de photons dans les modes. Pour cela,
l’équation-bilan (4.4) (avec ajout des pertesκl) doit être intégrée sur tout le volumedu
milieu à gain (aussi appelé volume actif) Vact, ce qui donne [N l +1]

∫
Vact

d3r⃗ Rl
em(r⃗ ) =

N l
∫
Vact

d3r⃗
[
Rl

abs(r⃗ ) + κl/Vact
]
où les taux sont maintenant définis localement. En

particulier, le nombre de Knudsen local est K l
n(r⃗ ) = κl/[Rl

abs(r⃗ )Vact]. Le nombre de
photons dans le mode l devient :

N l = 1/

[
exp( El

kBT
)〈

exp(µ(r⃗ )
kBT

)
〉l [1 + 〈

K l
n(r⃗ )

〉l]− 1

]
, (4.16)

où ⟨A(r⃗ )⟩l =
∫
Vact

d3r⃗ Rl
abs(r⃗ )A(r⃗ )/

∫
Vact

d3r⃗ Rl
abs(r⃗ ) est unemoyenne spatiale pon-

dérée et normalisée par le taux d’absorption. Alors que globalement cette distribu-
tion a la forme d’une distribution de BE généralisée, une grande complexité naît de
la présence de la moyenne spatiale. En particulier, la pondération par le taux d’ab-
sorption local donne maintenant une dépendance modale à la généralisation de la
différence des quasi-niveaux de Fermi

〈
exp(µ(r⃗ )

kBT
)
〉l. Ainsi, une plus grande sensibi-

lité du spectre à une thermalisation imparfaite est attendue. Expérimentalement,
une distorsion (comparativement à une distribution de BE d’équilibre) de la partie
à haute énergie du spectre a été observée dans la référence [107] quand le degré
de thermalisation est abaissé. Étant donné le petit diamètre du faisceau du laser de
pompage comparé à la grande extension spatiale desmodes de haute énergie, cette
observation est en bon accord avec nos considérations. Une observation similaire a
été faite dans la référence [25] pour des plasmon-polaritons.

Au-delà de l’analyse spectrale, deuxmesures révélant demanière convaincante la
thermalisation du système et reposant sur un pompage inhomogèneméritent d’être
mentionnées. La première consiste à mesurer la taille du condensat en fonction du
diamètre du faisceau du laser de pompage (pour un pompage optique). Quand le
système est thermalisé, la taille du condensat devient invariante, alors qu’elle suit
la taille du faisceau dans le cas contraire. Ce type de mesure a été reporté dans la
référence [151]. De manière similaire, la position spatiale du centre d’un condensat
dans un puits de potentiel peut être comparée à la position du faisceau de pompage.
Quand le faisceau est décentré par rapport au centre du puits, le condensat reste au
centre du puits si le système est thermalisé, ou suit le faisceau dans le cas contraire.
Ce type de mesure a été reporté dans les références [107, 108].
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Figure 4.3 – Variation du degré de thermalisation Dl d’un mode l en fonction de la différence entre
les quasi-niveaux de Fermi µ, pour différentes valeurs du ratio gl/κl. Les points en bout de courbe
indiquent le verrouillage du gain à la différence des quasi-niveaux de Fermi µver et au degré de ther-
malisation Dl

ver = Dl(µver). La ligne verticale en tirets noirs indique la transparence, soit µ = El.
L’énergie du mode est El = 1.271 eV.

4.3.3 . Pompage et saturation de l’absorption
Dans les sections précédentes, la discussion a porté sur la possibilité de mesurer

la thermalisation d’un système. Il est notable que ces discussions ont été menées
comme si le degré de thermalisation d’un mode était une quantité invariante avec le
pompage. Dans cette section, notre but est de montrer comment la thermalisation
évolue quand le système est poussé vers le régime de dégénérescence quantique.
L’enjeu est simple : la thermalisation est assurée par l’absorption et la réémission
des photons de la cavité ; si le milieu à gain est fortement pompé et sature, alors
l’absorption est réduite et par suite la thermalisation.

En insérant l’équation (4.2) dans l’équation (4.9), la dépendance du degré de ther-
malisation en fonction de la différence entre les quasi-niveaux de Fermi (i.e. du pom-
page) s’écrit :

Dl =
gl

κl
fFD(Ev(k

l), T, µv)[1− fFD(Ec(k
l), T, µc)]. (4.17)

Sur la figure 4.3, l’évolution du degré de thermalisation d’un mode l est tracée
en fonction de la différence entre les quasi-niveaux de Fermi 2, pour différents ratios
gl/κl. A faible pompage (soit µ ≪ El), la saturation de la bande de conduction est
négligeable (et par conséquent la déplétion de la bande de valence), de sorte que
Dl = gl/κl. En augmentant la différence entre les quasi-niveaux de Fermi, le degré
de thermalisation décroît significativement. Au verrouillage du gain (représenté par
le point sur la figure), la chute correspond à un facteur multiplicatif d’environ 1/5
pour gl/κl grand, et de plus de 1/10 pour gl/κl petit. Dans le premier cas, corres-
pondant à un mode très bien thermalisé, la valeur trouvée est liée au fait que le

2. A noter que dans un semiconducteur intrinsèque, µc et µv sont reliés par le fait que le nombre
d’électrons excités et de trous sont égaux. Ainsi, µ peut directement être utilisé comme paramètre
de contrôle du pompage.
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verrouillage a lieu juste au-dessus de la transparence (représentée par la ligne en
pointillés noirs). En effet, pour un système à deux niveaux, la transparence corres-
pond à une probabilité d’occupation de chaque niveau égale à 1/2, de sorte que le
produit de l’occupation des niveaux est 1/4. Ici, la valeur est légèrement différente
à cause de l’asymétrie des dispersions des bandes, dont l’origine est la différence
des masses effectives utilisées. Dans le cas où la thermalisation du mode est faible,
l’effet laser a lieu bien au-dessus de la transparence. La probabilité d’occupation du
niveau de la bande de conduction est alors bien supérieure à 1/2 et inversement
pour la bande de valence. Le degré de thermalisation s’en trouve fortement dimi-
nué par rapport au cas d’équilibre.

En résumé, à cause de la dépendance du degré de thermalisation en fonction
du pompage, la mesure de la thermalisation du système devrait préférentiellement
être faite dans le régime de dégénérescence quantique pour être fiable.

4.4 . Les fluctuations d’intensité : donnent-elles une signature
du régime de condensation de Bose-Einstein?

Dans la partie précédente, nous avons montré que le spectre est une quantité
pouvant révéler la thermalisation du système, mais qu’il doit être mesuré et analysé
avec précaution. Dans cette partie, nous nous demandons si les fluctuations d’in-
tensité peuvent être un marqueur alternatif permettant de différencier le régime de
condensation du régime laser.

4.4.1 . Contexte
Pour un laser standard opérant hors équilibre thermodynamique, il est généra-

lement considéré que l’émission devient cohérente au seuil laser [101]. Au-dessus
du seuil, les fluctuations d’intensité sont caractérisées par une statistique Poisso-
nienne, ce qui résulte en une fonction d’autocorrélation à temps nul g(2)(0) = 1. Au
contraire, les premiers travaux sur les fluctuations d’intensité en régime de CnBE
ont prédit [152] puis montré [111] que la lumière émise au-dessus du seuil est ca-
ractérisée par une statistique super-Poissonnienne. Plus précisément, il a été prouvé
que ce régime de fluctuations, caractérisé par g(2)(0) = 2, se poursuit très loin dans
la phase laser avant que la transition habituelle vers une statistique Poissonnienne
se produise. Cela pose la question de savoir si la présence de grandes fluctuations
d’intensité est une signature de la CnBE.

Alors que la description du dernier paragraphe suggère d’étudier les fluctuations
en fonction du degré de thermalisation, d’autres paramètres doivent être pris en
compte. Les références [152, 111] ontmis en évidence que la taille du réservoir a une
influence importante sur les fluctuations. Quand le nombre d’électrons de conduc-
tion est grand par rapport au nombre de photons en cavité, le milieu à gain est vu
par ces derniers comme un réservoir infini. Les conditions typiques de l’ensemble
grand-canonique sont ainsi retrouvées. Les fluctuations d’intensité dont l’écart type
est comparable à la moyenne sont alors identifiées au phénomène dit de la "catas-
trophe des fluctuations grand-canonique" [153]. Au contraire, les fluctuations d’in-
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tensité sont limitées quand le nombre d’électrons excités est faible par rapport au
nombre de photons.

Au-delà du rôle joué par le volume, il a étémontré pour desmicro- et nano-lasers
que le facteur β a une influence majeure sur les fluctuations d’intensité [154, 155].
Alors qu’un laser macroscopique avec un petit facteur β présente, comme attendu,
une transition brutale entre lumière thermique et Poissonienne au seuil laser, pour
les lasers avec β → 1 la transition est lente et a lieu bien au-dessus du seuil. Dans
la mesure où dans l’approche d’équilibre thermodynamique de la référence [152]
une cavité avec β = 1 a aussi été supposée, les résultats observés pourraient en fait
être expliqués par ce même phénomène. Si cela s’avérait être le cas, alors les fluc-
tuations d’intensité pourraient être à l’inverse indépendantes de la thermalisation
du système, du moins dans la limite d’un nanolaser.

Au final, l’évaluation du rôle de la thermalisation sur les fluctuations nécessite
d’étudier conjointement le rôle du degré de thermalisation, de la taille du réservoir
et du facteur β. Avec autant de degrés de libertés, cette étude théorique est ardue
(même de manière uniquement numérique) avec les méthodes usuelles pour cal-
culer la distribution du nombre de photons émis, comme l’utilisation d’équations
maîtresses pour le nombre de photons dans le mode laser [156, 104, 152, 131] ou
d’équations de taux stochastiques (ce qui est équivalent à une simulation de trajec-
toire par une méthode de Monte-Carlo) [157, 158, 159, 160]. Ici, nous procéderons à
une étude plus simple, en ne cherchant à calculer que la fonction d’autocorrélation
en intensité à temps nul g(2)(0). Cette quantité est calculée en étudiant la dynamique
des petites déviations du nombre de photons autour de l’état stationnaire dans l’ap-
proche de Langevin. Au passage, il est intéressant de noter qu’il a été montré que
pour cette observable, cette approche donne des résultats en bon accord avec un
modèle plus rigoureux reposant sur des équations entièrement stochastiques [157].
Au final, cette approcheprésente le double avantage dedonner des expressions ana-
lytiques et précises pour une quantité relativement accessible expérimentalement.

4.4.2 . Fonction d’autocorrélation en intensité
Dans cette partie, notre étude sera basée sur l’équation d’évolution temporelle

du nombre de photons N j(t) dans le mode qui lase d’indice j. Pour simplifier, nous
négligerons l’influence des autres modes de la cavité et des pertes non-radiatives
sur la dynamique du système. Dans la suite, l’indexation par le mode j sera omise,
soit N j = N . En suivant les notations de la figure 4.1 pour les différents canaux
d’échange entre la cavité, le milieu à gain et l’environnement, l’équation d’évolution
temporelle de N j est donnée par :

dN

dt
= −κN + [Rem(Ne)−Rabs(Ne)]N +Rem(Ne), (4.18)

où Ne(t) est le nombre d’électrons de conduction dans le milieu à gain. Ici, nous
avons procédé au changement de variable µc, µv → Ne pour simplifier. Dans les
milieux à gain à base de semiconducteurs, la dynamique des électrons est en géné-
ral comparable avec celle des photons dans la cavité [101]. L’équation d’évolution
temporelle pour Ne(t) doit donc être prise en compte. En suivant la figure 4.1, cette
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équation s’écrit comme :

dNe

dt
= Rin − [Rem(Ne)−Rabs(Ne)]N − Rem(Ne)

β
, (4.19)

oùnous avons utilisé la relationRvac
em = (1/β−1)Rem issue de l’équation (4.3). Dans

la suite, nous ferons l’approximation que β est indépendant du pompage, comme
cela est habituel pour les lasers [101]. Au bout du compte, ce système de 2 équa-
tions couplées correspond à un modèle de laser de classe B, utilisé pour décrire la
dynamique de la plupart des lasers à semiconducteur [101].

Dans la suite, nous noterons les solutions stationnaires des équations (4.18),(4.19)
respectivement Nss, Ne,ss. Introduisons également les petites déviations autour de
cet état stationnaire δN(t), δNe(t), avec |δN| ≪ Nss et |δNe| ≪ Ne,ss. Ensuite, linéari-
sons les équations (4.18),(4.19) au premier ordre en fonction de ces déviations. Enfin,
ajoutons aux équations linéarisées le bruit généré par la quantification des proces-
sus d’émission, d’absorption, de pompage et de perte, via les termes stochastiques
respectifs Fp, Fe. Des équations de Langevin couplées sont ainsi obtenues :

dδN

dt
= −γppδN + γpeδNe + Fp (4.20)

et

dδNe

dt
= −γepδN − γeeδNe + Fe, (4.21)

oùonadéfini les abréviations γpp = −[Rem(Ne,ss)−Rabs(Ne,ss)]+κ, γpe = Nss∂Ne [Rem−
Rabs](Ne,ss) + ∂NeRem(Ne,ss), γep = [Rem(Ne,ss) − Rabs(Ne,ss)], γee = Nss∂Ne [Rem −
Rabs](Ne,ss) + (1/β)∂NeRem(Ne,ss). De plus, les termes stochastiques vérifient les cor-
rélations habituelles ⟨Fx(t1)Fy(t2)⟩ = 2Sxyδ(t1 − t2) où x, y ∈ (p, e) [101], avec 2See =
2Spp = 2Rem[Nss + 1] et 2Sep = −Rem[2Nss + 1] +Nss[Rem −Rabs].

Dans cette approche, la fonctiond’autocorrélation en intensité g(2)(0) ≡ ⟨N(0)[N(0)−
1]⟩/N2

ss est donnée par :

g(2)(0) = 1− 1

Nss

+
⟨δN(0)2⟩
N2

ss

. (4.22)

Une expression explicite en fonction des γxy et des Sxy est obtenue en faisant
la transformée de Fourier des équations (4.20),(4.21), de sorte à reformuler le pro-
blème dans une forme matricielle qu’il suffit alors d’inverser. Le résultat total, bien
connu dans la littérature [101, 157, 161], est donné dans l’annexe 4.C. Des expres-
sions asymptotiques simples peuvent être écrites dans les limites β → 0 et β → 1.
Ce sera l’objet de la section suivante.

4.4.3 . Résultats
Commençons par étudier la limite d’un laser macroscopique, caractérisée par

β → 0. Dans cette limite, l’expression complète de l’annexe 4.C se simplifie en :

g(2)(0) = 1 +
1

1 +
[

Nss

NLAS

]2 , (4.23)
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où NLAS est le nombre de photons au seuil laser, comme défini dans la sec-
tion 4.2.6. Le seuil de cohérence est défini par g(2)(0) = 1.5, ce qui correspond ici
à Nss = NLAS . La réponse à notre question initiale est simple : ici le fait que le seuil
de cohérence soit égal au seuil laser ne permet pas de différencier le régime laser
hors-équilibre et le régime de CnBE. En effet, la transition entre une statistique ther-
mique et une Poissonnienne a toujours lieu au seuil laser, quel que soit le degré de
thermalisation.

Analysons à présent la limite opposée, caractérisée par β → 1. La fonction d’au-
tocorrélation en intensité à temps nul se réduit alors en [152, 159, 154, 155, 161] :

g(2)(0) = 1 +
1

1 +
[

Nss

NCO

]2 , (4.24)

où le nombre de photons au seuil cohérence est maintenant donné par NCO ≈[
Rem(Nss=∞)

∂Ne [Rem−Rabs](Nss=∞)

]1/2
. A nouveau, ce seuil ne dépend pas du degré de thermalisa-

tion. La conclusion est donc que l’étude des fluctuations d’intensité via la fonction
d’autocorrélation en intensité ne donne aucun moyen de différencier la CnBE et le
régime laser standard.

Pour finir, discutons l’interprétation de ce résultat en terme de catastrophe des
fluctuations grand-canonique. Ici, à l’inverse de la limite macroscopique, le seuil de
cohérence n’est pas relié au seuil laser/condensation (on rappelle que dans cette
limite ils sont égaux). En particulier, il a été montré avec des paramètres expérimen-
taux réalistes que le seuil de cohérence est atteint pour un pompage nettement
supérieur au seuil laser [154, 155, 161], soit NCO ≫ NLAS . Ainsi, il y a un régime
laser/BEC présentant de grandes fluctuations d’intensité entre ces deux seuils. On
peut identifier ce régime à des fluctuations grand-canoniques. En effet, il a été mon-
tré que la quantité N2

CO correspond à un nombre effectif d’électrons excités dans le
milieu à gain [111]. Dans la région entre le seuil de condensation et celui de cohé-
rence, le milieu à gain est donc grand par rapport à l’ensemble des photons en cavité
et peut être considéré comme un réservoir infini. Remarquablement, ici nous avons
montré que ce concept n’est pas réservé à l’équilibre thermodynamique mais se gé-
néralise hors-équilibre. Ainsi, cela procure une explication alternative intéressante à
l’observation de cohérence retardée au-delà du seuil laser faite avec certains micro-
ou nano-lasers [154, 129, 162], et étend aussi le champ des dispositifs expérimen-
taux pour tester des phénomènes de physique hors-équilibre.

4.5 . Résumé

Le régimede condensation deBose-Einstein de photons est un régimed’émission
de lumière en cavité, caractérisé par l’occupation des modes de la cavité suivant une
distribution de Bose-Einstein et, au-dessus d’un certain seuil, l’occupationmacrosco-
pique du mode de plus basse énergie. Dans ce régime, les photons en cavité sont à
l’équilibre thermodynamique, à la différence d’un laser pour lequel l’ensemble des
photons en cavité est fortement hors-équilibre. Toutefois, en dépit de nombreuses
études, les implications de cette distinction entre un condensat de Bose-Einstein de
photons et un laser hors-équilibre ne sont pas encore clairement établies. Dans ce
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chapitre, nous avons utilisé un modèle simple de cavité équipée d’un milieu à gain
à base de semiconducteur en équilibre thermodynamique local pour revisiter cette
question.

Dans la seconde partie, une réécriture des équations de taux lasers a permis d’ex-
primer l’occupation desmodes de la cavité comme une distribution de Bose-Einstein
généralisée. Comparé à la distribution d’équilibre, un paramètre supplémentaire,
identifié comme le nombre de Knudsen, quantifie la thermalisation de chaquemode
avec le milieu à gain faisant office de réservoir. Les notions de verrouillage du gain
et d’inversion de population, ainsi que le processus de sélection du mode qui lase
ont été revisités avec cette distribution. La condition de seuil de condensation a éga-
lement été généralisée et comparée à la condition de seuil laser. Au cours de cette
partie, il est apparu que la distribution de Bose-Einstein généralisée est un cadre de
pensée particulièrement adaptée à l’étude de systèmes multimodes, que ce soit en
équilibre ou hors-équilibre.

Dans un troisième temps, la pertinence de l’étude du spectre pour juger de la
thermalisationdu systèmeaété discutée. Nous avonsmontré que l’analyse du spectre
sous pompage homogène doit être conduite demanière précautionneuse, et discuté
de l’utilisation d’un pompage inhomogène comme une meilleure alternative. Enfin
nous avons étudié le phénomène de diminution de la thermalisation en fonction du
pompage.

Dans la dernière partie, nous avons discuté la pertinence de l’étude de la cohé-
rence de second ordre pour évaluer la thermalisation. Nous avons procédé à un
calcul analytique de la fonction d’autocorrélation en intensité g(2)(0), et analysé les
résultats en fonction du degré de thermalisation et du facteur β. En particulier, nous
avonsmontré que la cohérence de second ordre est seulement pilotée par le facteur
β, et ne dépend donc pas de la thermalisation du système. Par conséquent le phé-
nomène de catastrophe des fluctuations grand-canonique apparaît également hors
de l’équilibre thermodynamique.

Diffusion :

Le travail présenté dans ce chapitre est l’objet d’un article en cours de publication :

Aurelian Loirette-Pelous and Jean-Jacques Greffet. Photon Bose-Einstein conden-
sation and lasing in semiconductor cavities. arXiv preprint arXiv :2301.13073, 2023

Il a également été présenté sous forme de poster en 2021 à la conférence WAVE-
COMPLEXITY organisée par l’Université Côte d’Azur et au Congrès OPTIQUE Dijon de
la SFO.



Annexes

4.A . Expression microscopique de gl

D’après la règle d’or de Fermi, gl s’exprime comme [101] :

gl =
2π

ℏ
[ℏΩl]2ρlJVactΓ

l, (4.25)

où ℏΩl est la projection de l’Hamiltonien de couplage lumière-matière entre une
transition verticale et une onde plane, Vact est le volume du milieu à gain (aussi ap-
pelé volume actif) et le nombre sans dimension Γl est l’intégrale de recouvrement
entre le mode et le milieu à gain. La structure spatiale du champ électrique dumode
est donc totalement contenue dans Γl.

4.B . Degréde thermalisationpourdesdispositifs à cavité large,
planaire et sous pompage homogène

D’après l’équation (4.26) le degré de thermalisation se développe comme :

Dl =
gl

κl
fFD(Ev(k

l), T, µv)[1− fFD(Ec(k
l), T, µc)], (4.26)

c’est-à-dire avec un terme indépendant dupompage, gl/κl, et un autre dépendant
du pompage, correspondant au produit de deux distributions de Fermi-Dirac.

En suivant l’annexe 4.A, le terme indépendant du pompage s’écrit
gl/κl = 2π

ℏ [ℏΩ]
2ρJVactΓ

l/κl. Pour des dispositifs à semiconducteur avec une cavité
large et planaire, le spectre mesurable s’étend typiquement sur ∼ 40 meV à cause
de l’angle de détection qui est limité par le grand indice de réfraction du matériau
composant la cavité [128]. Par ailleurs, la variation de l’élément de matrice de tran-
sition Ωl, de la densité d’états jointe ρlJ et des pertes des miroirs κl sont négligeables
sur cet intervalle [101]. Enfin, dans la mesure où la fonction d’onde d’un mode est
en bonne approximation une onde plane dans le plan de la cavité, l’intégrale de re-
couvrement Γl est constante.

Étudionsmaintenant le terme dépendant du pompage, qui décrit la saturation de
l’absorption en fonction dupompage (voir la section 4.3.3). En toute rigueur, ce terme
a toujours une certaine dépendance envers chaque mode, puisque la saturation de
l’absorption est plus forte pour les modes de basse énergie. Cependant, la figure
4.4 montre que l’impact de cette dépendance est quasiment imperceptible sur le
spectre d’émission pour des valeurs de g/κ aussi basses que ∼ 4. En tenant compte

71
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du fait que l’effet laser est impossible si g/κ < 1 3, la gamme sur laquelle la saturation
de l’absorption a une importance significative est assez étroite. En conclusion, il est
attendu que les dispositifs avec une cavité large, planaire et pompée de manière
homogène soient bien décrits par un nombre de Knudsen constant.
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Figure 4.4 –Meilleur ajustement d’une distribution de BE généralisée (équation (4.8) ; ligne rouge) par
une distribution de BE d’équilibre (ligne en tirets noirs). Le paramètre d’ajustement est la différence
entre les quasi-niveaux de Fermi µaj . Les paramètres gl et κl sont supposés constants pour tous les
modes avec g/κ = 4. Toutes les courbes sont normalisées à 1 à E = 1.50 eV.

4.C . Expression complète de la fonction d’autocorrélation en
intensité g(2)(0)

En reprenant les notations de la section 4.4.2, l’expression complète de la fonc-
tion d’autocorrélation en intensité s’écrit [101, 157, 161] :

g(2)(0) = 1− 1

Nss

+
γ2peSee + γpeγee(2Sp e) + (γpeγep + γppγee + γ2ee)Spp

(γpp + γee)(γpeγep + γppγee)N2
ss

, (4.27)

où rappelons que γpp = −[Rem(Ne,ss) − Rabs(Ne,ss)] + κ, γpe = Nss∂Ne [Rem −
Rabs](Ne,ss) + ∂NeRem(Ne,ss), γep = [Rem(Ne,ss) − Rabs(Ne,ss)], γee = Nss∂Ne [Rem −
Rabs](Ne,ss)+(1/β)∂NeRem(Ne,ss), et 2See = 2Spp = 2Rem[Nss+1] et 2Sep = −Rem[2Nss+
1] +Nss[Rem −Rabs].

3. Cela vient de la condition de verrouillage du gain [Rlem(µver)−Rlabs(µver)] = κl. La partie gauche
de cette expression est limitée par la valeur du gain à l’inversion totale [Rlem(µver → ∞)−Rlabs(µver →
∞)] = gl. Des pertes supérieures à cette borne empêchent le verrouillage du gain, et ainsi l’effet laser.
De ce fait, la condition pour que l’effet laser ait lieu se résume par gl/κl > 1.
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Cette expression peut être réécrite plus explicitement comme :

g(2)(0) = 1− 1

Nss

+

[
1

1 +Nss/Nβ +N2
ss/N

2
CO

]
×

[
1

1 +N2
ss/N

2
LAS

]

×

[
1 +

N2
ss

N2
LAS

+
Nss

Nβ

+
( Nss

NCO

)2( ∂NeRem

∂Ne [Rem −Rabs]
+

Nss

N2
LAS

+
Rem

Dns

)]
,

(4.28)

où Nβ =
[
1
β
− 1

]−1
Rem(Nss=∞)

∂NeRem(Nss=∞)
et NCO ≈

[
Rem(Nss=∞)

∂Ne [Rem−Rabs](Nss=∞)

]1/2
.

Dans la limite β → 1 (resp. β → 0), le premier (resp. second) terme entre crochets
domine alors le produit des autres termes ≈ 1. Comme montré sur la figure 4.2, le
terme en 1/Nss est toujours négligeable au-dessus du seuil.





Chapitre 5

Théorie de la photoluminescence par
un métal

5.1 . Introduction

La photoluminescence, c’est-à-dire le processus d’émission de lumière qui suit
l’absorption d’une radiation incidente par un matériau, est un des processus ma-
jeurs de génération de lumière en physique. Elle est facilement observable et alors
appelée fluorescence pour les matériaux ayant une bande interdite telle que les se-
miconducteurs ou des molécules de colorants. Dans les métaux, l’observation de
photoluminescence dans le spectre visible a été décrite pour la première fois par
Mooradian en 1969 [26], pour de fines couches d’or ou de cuivre excitées par un la-
ser demanière continue à des longueurs d’ondes entre 300 et 500 nm. Par la suite, ce
phénomène a essentiellement été cantonné au rang de curiosité, en partie à cause
de son très faible rendement de l’ordre de ∼ 10−10. Dans les années 1980, l’utilisa-
tion de surfaces métalliques rugueuses pour l’exaltation de la diffusion Raman de
molécules l’a quelque peu remis en lumière [163]. En effet, l’exaltation du champ
électrique par les rugosités améliore son rendement, ce qui en fait un bruit de fond
nuisible pour les mesures d’effet Raman. Cela a motivé quelques études plus dé-
taillées de ce phénomène [164, 165]. Au tournant des années 2000, des records de
rendement ont été atteint (∼ 10−4 − 10−5) en utilisant des amas ou des ensembles
de nanoparticules [166, 167, 168].

Un cap décisif a été franchi quand il est devenu possible de fabriquer et de ca-
ractériser des particules métalliques uniques de taille nanométrique. La photolumi-
nescence correspondante a été observée pour la première fois en 2003 pour une
nanosphère d’or excitée par une impulsion laser [169], et en 2011 pour une nano-
sphère [170] ou un nanobâtonnet [171] d’or excités par une laser continu. De la
même manière que les surfaces rugueuses ou les amas, elle bénéficie de rende-
ments élevés (∼ 10−5− 10−6) grâce à la présence de plasmons localisés. Depuis lors,
la photoluminescence des métaux dans le visible ou proche infrarouge s’est trouvée
au centre de nouvelles applications prometteuses, en particulier dans le régime de
pompage continu. Par exemple, les nanoparticules métalliques ont l’avantage de ne
pas blanchir et sont biocompatibles, leur photoluminescence pouvant être exploitée
pour imager et suivre le mouvement d’échantillons biologiques (cellules, vésicules...)
[172, 173]. Dans ces cas de figures, le faible rendement de la particule métallique est
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en partie compensé par sa grande section efficace d’absorption qui favorise l’émis-
sion sur une bande spectrale large, comme nous le verrons plus bas. La photolumi-
nescence sous pompage continu a aussi montré un potentiel pour évaluer le bilan
[174, 175] ou encore suivre l’évolution temporelle [176] d’une réaction chimique.
Enfin, il a été montré que la partie anti-Stokes du spectre d’émission permet d’accé-
der à la température du métal [177, 178, 27, 179, 180, 181, 182]. Cela permet une
estimation précise de la température d’une structure à l’échelle de la dizaine de na-
nomètres, une mesure réputée difficile [183].

Dans la quête de ces nouvelles applications, une compréhension théorique de
l’origine de cette photoluminescence et desmodèles prédictifs permettant la concep-
tion denanostructures apparaissent comme fortement nécessaires. Historiquement,
cette luminescence dans le visible a été attribuée à des processus de recombinaison
interbande entre la bande de conduction et la bande d dumétal. En effet, les proces-
sus de recombinaison intrabande radiatifs sont lents, et donc a priori court-circuités
par les processus de relaxation non-radiatifs comme la diffusion électron-phonon
ou électron-électron. En particulier, proche de la température ambiante, le rende-
ment de l’incandescence dans le visible est complètement négligeable devant celui
de cette photoluminescence. Cependant, dans les 20 dernières années, un grand
nombre d’études ont mis en évidence l’existence de photoluminescence à des lon-
gueurs d’ondes au-dessus du seuil de recombinaison interbande [169, 177, 184, 185,
186, 187, 188, 189]. Ces résultats montrent que d’autres processus doivent être pris
en compte pour expliquer cette photoluminescence. Sur ce point, une proposition
notable en termede diffusion Raman électronique, similaire à la diffusion Ramanpar
des molécules, a été avancée [185, 187], sans toutefois déboucher sur une théorie
utilisable.

Récemment, un mécanisme réhabilitant les transitions intrabandes a été avancé
[190]. Celui-ci se base sur l’existence d’une distribution des électrons de conduc-
tion maintenue hors-équilibre par l’illumination continue [191]. En particulier, cela
crée une forte population d’électrons "chauds" (c’est-à-dire au-dessus du niveau de
Fermi), de sorte que le taux d’émission par recombinaison intrabande est fortement
renforcé dans le visible comparé à l’équilibre thermodynamique. Remarquablement,
ce modèle permet de retrouver certaines caractéristiques majeures de l’émission
comme la dépendance en fonction du pompage ou de la température. Cependant,
ce modèle est encore loin de pouvoir expliquer de manière quantitative le spectre
d’émission. En particulier, la présence de résonances plasmoniques, dont la contri-
bution au spectre a été clairement démontrée [192, 193], n’est pas prise en compte.
De même, la dépendance en angle et en polarisation du spectre, ainsi que son am-
plitude absolue ne sont pas accessibles. Autrement dit, la connexion entre l’aspect
"matière condensée" et l’aspect électromagnétique du problème reste à établir.

Dans ce chapitre, nous effectuerons un premier pas vers la construction d’un
cadre théorique général permettant de décrire la photoluminescence de structures
métalliques demanière quantitative. Pour cela, nous utiliserons le cadre de l’électro-
dynamique fluctuationnelle. Celui-ci fait le lien entre une description statistique d’un
gaz d’électrons, incluant la distribution des électrons sur les niveaux électroniques,
et les densités de courant associés à ce gaz, décrites comme des variables aléatoires.
Ces courants fluctuants sont ensuite naturellement intégrés dans le formalisme de
l’électromagnétisme, en tant que termes sources des équations de Maxwell. Par
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ailleurs, nous avons vu dans les chapitres précédents que la condition d’équilibre
thermodynamique du gaz d’électrons permet une connexion remarquable entre la
corrélationdes densités du courant et l’absorptiondu gaz : le théorèmede Fluctuation-
Dissipation. Dans un contexte hors-équilibre, il apparaît naturel de se demander
sous quelles conditions une telle relation peut être établie. En effet, une telle rela-
tion permettrait une description de la photoluminescence desmétaux sous la forme
d’une loi de Kirchhoff, dont nous avons montré la précision et la simplicité de mise
en oeuvre dans le chapitre 2.

Dans la partie suivante, nous calculerons la fonction de corrélation des courants
associée aux transitions intrabandes d’un gaz d’électrons de conduction de distribu-
tion arbitraire. Cette fonction permet d’établir une expression générale de la puis-
sance absolue rayonnée à une fréquence donnée, dans une direction et une po-
larisation donnée. Nous procéderons ensuite à une simplification de la fonction de
corrélation des courants permettant d’établir une relation de Fluctuation-Dissipation
généralisée, et par suite une loi de Kirchhoff généralisée pour la puissance rayonnée.

Dans la 3ème partie, nous nous focaliserons sur le cas de la photoluminescence
de nanoparticules uniques sous pompage continu. En utilisant les résultats des réfé-
rences [191, 190] pour la distribution hors-équilibre, nous obtiendrons une expres-
sion analytique de la loi de Kirchhoff généralisée. Enfin, nous confronterons cette loi
à des données expérimentales de la littérature sur les principaux points caractéris-
tiques de cette photoluminescence, ce qui permettra de déterminer son domaine
de validité.

5.2 . Modèles théoriques pour la photoluminescence d’un mé-
tal par des transitions intrabande

Dans cette partie, nous utilisons la relation générale (1.10) établie dans le cha-
pitre 1 reliant la puissance émise à la densité spectrale de puissance des fluctua-
tions du courant. Nous établissons ensuite deux modèles théoriques reliant la den-
sité spectrale de puissance à la distribution des électrons. Le premier est général et
ne fait aucune approximation. Le second est une simplification du premier qui per-
met d’écrire une généralisation du théorème de fluctuation-dissipation et par suite,
une généralisation de la loi de Kirchhoff généralisée.

5.2.1 . Lien entre la densité spectrale de puissance et la distribution des
électrons

Fonction de corrélation des densités de courant

Le point de départ de notre calcul est l’expression de l’opérateur densité de cou-
rant électronique ⃗̂j(r⃗ ) à la position r⃗ dumétal dans la représentation de Schrödinger
[194] :

⃗̂j(r⃗ ) =
eℏ
2im

[
ψ̂†(r⃗ )∇⃗ψ̂(r⃗ )− ψ̂(r⃗ )∇⃗ψ̂†(r⃗ )

]
, (5.1)

où e est la charge et m la masse d’un électron, ℏ est la constante de Planck ré-
duite, ∇⃗ le gradient spatial et ψ̂ l’opérateur champ d’un électron, dont l’expression
est explicitée dans le paragraphe suivant.
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Les états électroniques de la bande de conduction sont indexés par l’indice n
et leur énergie est notée ℏωn. La fonction d’onde associée à chaque niveau, solu-
tion de l’équation de Schrödinger à un électron sur le volume du métal (dans un
potentiel moyen décrivant le réseau), est notée en toute généralité ϕn(r⃗ ). Considé-
rons maintenant le système contenant tous les électrons de conduction. Ces der-
niers sont traités en seconde quantification comme un gaz de Fermi hors-équilibre
thermodynamique [194]. Par conséquent, leur Hamiltonien est celui de particules
sans interactions Ĥ =

∑
n ℏωnN̂n, où N̂n = ĉ†nĉn est l’opérateur nombre d’électrons

dans l’état n, avec ĉ†n (resp. ĉn) l’opérateur création (resp. annihilation) d’un électron
dans l’état n. Les opérateurs ĉn, ĉ†n sont Fermioniques. Ils vérifient donc la relation
de commutation {ĉ†n, ĉn′} = δn,n′1 où {a, b} = ab + ba et 1 est l’opérateur identité.
Par ailleurs, la probabilité d’occupation d’un état n est donnée par la distribution
hors-équilibre f , soit ⟨N̂n⟩ = f(ℏωn)

1, 2. Dans ce contexte, l’opérateur champ pour
un nombre arbitraire d’électrons de conduction est construit comme [194] :

ψ̂(r⃗ ) =
∑
n

ϕn(r⃗ )ĉn. (5.2)

A partir de ces définitions, l’expression de l’opérateur densité de courant peut
être explicitée. Passons tout d’abord les opérateurs création/annihilation des élec-
trons en représentation de Heisenberg. Dans cette représentation, l’équation d’évo-
lution d’un opérateur ĉn est dĉn/dt = (i/ℏ)[Ĥ, ĉn] = −iωnĉn. Sa résolution donne
simplement ĉn(t) = ĉne

−iωnt. En injectant cette dépendance temporelle et en pas-
sant ensuite l’opérateur densité de courants dans le domaine fréquentiel par trans-
formée de Fourier, on obtient :

⃗̂j(r⃗, ω) =
∑
n,n′

j⃗ 1e(r⃗, n, n′)2πδ(ω − ωn′n)ĉ
†
nĉn′ , (5.3)

où j⃗ 1e(r⃗, n, n′) = eℏ
2im

[
ϕ∗
n(r⃗ )∇⃗ϕn′(r⃗ ) − ϕn′(r⃗ )∇⃗ϕ∗

n(r⃗ )
]
est l’opérateur densité de

courant à un électron et ωn′n = ωn′ − ωn.
Calculons à présent la corrélation des densités de courant dans l’ordre normal

(voir chapitre 1) ⟨ĵ†u(r⃗, ω)ĵv(r⃗ ′, ω′)⟩ (où u et v désignent des composantes du vecteur
j⃗ ). En s’appuyant sur la relation ⟨ĉ†n1

ĉn2 ĉ
†
n3
ĉn4⟩ = δn1,n2δn3,n4f(ℏωn1) + δn1,n4δn2,n3(1 −

δn1,n2)f(ℏωn1)[1− f(ℏωn2)] imposée par la relation de commutation , ainsi que sur la
relation ⃗̂j†(r⃗, ω) = ⃗̂j(r⃗,−ω), la corrélation des densités de courants s’écrit :

⟨ĵ†u(r⃗, ω)ĵv(r⃗ ′, ω′)⟩ = 2πδ(ω − ω′)
∑
n,n′

j1e ∗u (r⃗, n, n′)j1ev (r⃗ ′, n, n′)2πδ(ω − ωn′n)

× f(ℏωn′)[1− f(ℏωn)].

(5.4)

1. Ici ⟨...⟩ désigne la moyenne statistique, qui porte sur des états à plusieurs électrons. Plus pré-
cisément elle s’écrit ⟨...⟩ =

∑
|ψ⟩ P (|ψ⟩) × ..., où |ψ⟩ est un état de Fock décrivant une configuration

des électrons sur les états à 1 électron et P (|ψ⟩) la probabilité de cet état. Il ne faut pas la confondre
avec un opérateur à un électron entre bra-ket.

2. Notons qu’en définissant les opérateurs création et annihilation sur tout le volume du métal,
on impose implicitement que la distribution soit homogène sur ce volume. Cette hypothèse sera
toujours remplie dans les cas étudiés dans la suite de ce chapitre. Il est néanmoins possible d’écrire
une théorie locale, au prix d’une complication importante des notations.
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Enfin, cette dernière équation peut être simplifiée avec les hypothèses suivantes.
D’une part, notons que le tenseur de susceptibilité électrique de la plupart des mé-
taux est proportionnel à l’identité (en particulier cela signifie que cesmétaux sont iso-
tropes). A l’équilibre thermodynamique, cela signifie que les termes non-diagonaux
u ̸= v dans la corrélation des densités de courant sont négligeables, et que les termes
pour les différents u = v sont égaux. Nous ferons l’hypothèse que cette propriété
reste valable quelle que soit la situation hors-équilibre. D’autre part, pour des nano-
structures dont la taille excède typiquement la dizaine de nm, les effets non-locaux
sont négligeables dans le tenseur de susceptibilité [39]. A l’équilibre, cette propriété
se transfère à la corrélation des densités de courant. A nouveau, nous ferons l’hy-
pothèse que cela reste valable quelle que soit la situation hors-équilibre. En pra-
tique, forcer la localité de la réponse consiste à écrire ⟨ĵ†u(r⃗, ω)ĵv(r⃗ ′, ω′)⟩ = δ(r⃗ −
r⃗ ′)

∫
V
⟨ĵ†u(r⃗, ω)ĵv(r⃗ ′, ω′)⟩dr⃗ ′. Enfin, il est possible d’aller un cran plus loin que la loca-

lité en supposant le tenseur de susceptibilité homogène sur tout le volume dumétal,
commec’est généralement le cas enpratique. Cela revient à écrire ⟨ĵ†u(r⃗, ω)ĵv(r⃗ ′, ω′)⟩ =
(1/V )

∫
V
⟨ĵ†u(r⃗, ω)ĵv(r⃗ ′, ω′)⟩dr⃗. Par conséquent, la corrélation des densités de courant

se simplifie en :

⟨ĵ†u(r⃗, ω)ĵv(r⃗ ′, ω′)⟩ = 2πδ(ω − ω′)δ(r⃗ − r⃗ ′)δu,vWj†j(ω), (5.5)

oùWj†j est la densité spectrale de puissance s’écrivant comme :

Wj†j(ω) =
e2

m2V

∑
n,n′

|⟨ϕn|p̂|ϕn′⟩|2 2πδ(ω − ωn′n)f(ℏωn′)[1− f(ℏωn)], (5.6)

avec p̂ l’opérateur impulsion et ⟨ϕn|p̂|ϕn′⟩ = (ℏ/i)
∫
V
ϕ∗
n(r⃗ )u⃗.∇⃗ϕn′(r⃗ )dr⃗, ou plus

succinctement :

Wj†j(ω) = ϵ0ω
2
p,1

∑
n

gn(ω)

m
f(ℏωn + ℏω)[1− f(ℏωn)], (5.7)

où ϵ0 est la permittivité du vide, ωp,1 =
√

(e2 × (1/V ))/(ϵ0m) la fréquence plasma
à 1 électron et gn(ω) =

∑
n′ |⟨ϕn|p̂|ϕn′⟩|2 2πδ(ω − ωn′n) l’élément de matrice pondéré

par la densité d’états.
En résumé, à l’issue de ce calcul, nous disposons du lien recherché entre la den-

sité spectrale de puissance des courants et la distribution d’occupation des états
électroniques. Notons qu’à ce stade aucune hypothèse sur cette dernière n’a été
faite.

Remarque 1 : conservation du vecteur d’onde

Avant de poursuivre, il convient de clarifier un point important. Lors d’une tran-
sition associée à l’émission d’un photon, il faut que l’énergie et le vecteur d’onde
des particules mises en jeu soient conservés. Or, pour une énergie donnée, le vec-
teur d’onde d’un photon est négligeable devant la différence de ceux des électrons.
L’émission d’un photon par la simple recombinaison d’une paire électron-trou n’est
donc pas possible. Une interaction de la paire avec un troisième corps est nécessaire
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Figure 5.1 – Panneau (a) : point de vue de l’électron "habillé", où la TF de la fonction d’onde d’un
état électronique indexé par le vecteur d’onde ki est élargie par l’interaction avec une autre particule
(phonon, électron, surface). La zone vert clair montre les endroits où le recouvrement entre les TF
des fonctions d’ondes de l’état k0 et de l’état k1 est significatif. Ce recouvrement permet la transition
de l’état k1 vers k0 par émission d’un photon correspondant à la différence d’énergie entre ces ni-
veaux. Panneau (b) : point de vue d’une transition de l’état k1 vers l’état k0 assistée par phonon. Deux
processus séquentiels peuvent avoir lieu, soit l’émission d’un phonon puis d’un photon (processus
au-dessus de la dispersion), soit l’émission d’un photon puis d’un phonon (processus en dessous de
la dispersion). A noter que deux processus similaires impliquant l’absorption d’un phonon sont aussi
possibles. Sur les deux panneaux, l’hypothèse implicite a été faite que les états électroniques sont
des états de Bloch indexés par les vecteurs du réseau réciproque.

pour assurer la conservation du vecteur d’onde. En pratique, ce troisième corps peut
être un phonon, un autre électron ou une interface si le métal a une extension finie.

Dans notre calcul, les interactions dans le métal sont déjà en partie prises en
compte dans la distribution électronique, car les électrons atteignent l’équilibre ther-
modynamique précisément par interactions électron-électron et électron-phonon.
Cependant ce n’est pas suffisant, et il faut aussi prendre en compte ces interactions
dans l’élément de matrice de transition ⟨ϕn|p̂|ϕn′⟩. En effet, c’est ce terme qui assure
la conservation du vecteur d’onde lors de la transition, dans lamesure où l’opérateur
p̂ est diagonal dans la base des vecteurs d’onde. Autrement dit, le terme ⟨ϕn|p̂|ϕn′⟩
mesure le recouvrement des transformées de Fourier (TF) spatiales des fonctions
d’onde ϕn′ et ϕn. Dans le cas d’un électron libre, la TF de sa fonction d’onde est une
fonction de Dirac, de sorte que son recouvrement avec celle d’un autre électron libre
d’énergie différente est forcément nulle. En fait, comme illustré sur la figure 5.1 (a),
l’effet de l’interaction avec une autre particule est d’élargir la TF de la fonction d’onde
de l’électron, ce qui permet d’obtenir une intégrale de recouvrement non-nulle.

Le cas de l’interaction en présence d’une surface est simple à calculer car il suffit
de résoudre l’équation de Schrödinger stationnaire à un électron avec le potentiel
moyen du réseau dans lemétal et un potentiel infini autour. Par la nature de la TF, les
fonctions d’onde solutions ont alors une extension dans l’espace de Fourier ∼ 1/L,
où L est une longueur typique de la structure métallique. Par conséquent, plus la
structure métallique est petite plus le recouvrement entre les TF de deux fonctions
d’onde est susceptible d’être important.
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Le cas d’une transition impliquant un phonon est plus subtil. Dans une vision
classique, un phonon correspond à une onde de déplacement se propageant dans
le réseau des ions. La diffusion d’un électron par un phonon mène à l’élargissement
des fonctions d’ondes dans l’espace de Fourier. Qualitativement, la largeur de la TF
d’une fonction d’onde est ∼ 1/ℓ autour d’un vecteur du réseau réciproque donné,
où ℓ est le libre parcours moyen associé à la diffusion électron-phonon. Dans ce
point de vue, un électron est "habillé" par les phonons, ce qui correspond à une
quasi-particule appelée polaron [195]. La fonction d’onde à utiliser pour le calcul de
l’élément de matrice de transition est donc celle du polaron.

Le point de vue généralement adopté pour calculer les éléments de matrice est
cependant différent. Comme illustré sur la figure 5.1 (b), la base des états électro-
niques est conservée et la transition se produit via un processus d’interaction à trois
corps incluant la présence d’un phonon [196, 197]. On parle d’interaction électron-
photon assistée par un phonon. Ce point de vue est différent du point de vue décrit
plus haut qui consiste à utiliser des fonctions d’ondes de polarons. Une question na-
turelle qui se pose alors est celle de la validité de l’équivalence entre ces deux points
de vue. N’ayant pas trouvé de référence traitant cette question dans la littérature,
un calcul montrant la connexion entre ces deux points de vue est proposé dans l’an-
nexe 5.A. Par anticipation des sections suivantes, ce résultat est important dans la
perspective d’une résolution directe de l’équation (5.13). Notons également que le
cas d’une transition assistée par un autre électron est similaire à celui-ci, bien qu’il
nécessite des calculs plus complexes. Ce cas ne sera pas traité ici.

Remarque 2 : lien avec le théorème de Fluctuation-Dissipation

La densité spectrale de puissance a été calculée dans l’équation (5.7). Une ques-
tion importante qui se pose dès lors est : sous quelle condition le théorème de
Fluctuation-Dissipation peut-il être retrouvé?

Pour commencer, écrivons l’expression de la partie imaginaire de la permittivité.
Pour l’obtenir, il faut calculer le tenseur de susceptibilité du métal. Ceci est fait dans
l’annexe 5.B en utilisant la formule de Kubo, ce qui correspond à une approche de
réponse linéaire du métal à la perturbation d’un champ électromagnétique exté-
rieur. La partie imaginaire du tenseur donne directement la partie imaginaire de la
permittivité. On obtient :

Im[ϵ(ω)] =
1

2ℏ
ω2
p,1

ω2

∑
n

gn(ω)

m
[f(ℏωn)− f(ℏωn + ℏω)] (5.8)

D’après les équations (5.7) et (5.8), une connexion rigoureuse entre la densité
spectrale de puissance et la partie imaginaire de la permittivité est obtenue si et
seulement si le ratio :

f(ℏωn + ℏω)[1− f(ℏωn)]

f(ℏωn)− f(ℏωn + ℏω)
(5.9)

correspond à une quantité universelle, c’est-à-dire indépendante du niveau n. A
l’équilibre thermodynamique, les distributions sont des distributions de Fermi-Dirac
f(ℏω) = fFD(ℏω) ≡ 1/[exp(ℏω − µF )/(kBT ) + 1] où µF est le niveau de Fermi du
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métal, T sa température et kB la constante de Boltzmann. Un calcul simple montre
que le ratio (5.9) est alors égal à la distribution de Bose-Einstein 1/[exp(ℏω)/(kBT )−
1] 3, qui est en effet universelle. Cette relation permet de retrouver le théorème de
Fluctuation-Dissipation habituel à l’équilibre thermodynamique :

Wj†j(ω) = 2ωϵ0Im[ϵ(ω, T )]
ℏω

exp
( ℏω
kBT

)
− 1

. (5.10)

En revanche, la condition énoncée dans l’équation (5.9) n’est en général pas vé-
rifiée quand la distribution f est hors-équilibre. C’est la raison pour laquelle le théo-
rème de Fluctuation-Dissipation et par conséquent la loi de Kirchhoff ne sont pas
utilisables, tout du moins sans recourir à des approximations.

5.2.2 . Puissance rayonnée
Revenons au calcul de la puissance rayonnée. Pour rappel, l’équation (1.10) éta-

blie dans l’introduction reliant la densité spectrale de puissance à la puissance dPe

rayonnée (et mesurée) à travers la surface élémentaire dAr, à la fréquence ω, au
point r⃗, et dans la polarisation p s’écrit :

dPe

dAr

(ω, u⃗r, p) =
1

πϵ0c3

∫
d3r⃗ ′ω2|e(p)m Gmn(r⃗, r⃗

′, ω)|2W n
j†j(ω, r⃗

′), (5.11)

où u⃗r = r⃗/|r⃗| est la direction d’émission, c est la vitesse de la lumière dans le vide,
e
(p)
m la composantem du vecteur unitaire de la polarisation p dans une base donnée
et G est le tenseur de Green.

Pour unmatériau homogène, la densité spectrale de puissance ne dépend pas de
la position spatiale. En utilisant la définition de la section efficace d’absorption (1.17)
et en supposant que le milieu étudié est réciproque au sens de Lorentz 4, l’équation
(5.11) se met sous la forme :

dPe

dΩr

(ω, u⃗r, p) = σabs(ω,−u⃗r, p)
ω2

8π3c2
Wj†j(ω)

2ωϵ0Im[ϵ(ω)]
, (5.12)

où σabs est la section efficace d’absorption du métal émetteur de dimensions fi-
nies et ϵ sa permittivité. Enfin, en injectant l’expression de la densité spectrale de
puissance établie dans l’équation (5.7), on obtient :

dPe

dΩr

(ω, u⃗r, p) = σabs(ω,−u⃗r, p)
ω2

8π3c2
ω2
p,1

2ωIm[ϵ(ω)]

×
∑
n

gn(ω)

m
f(ℏωn + ℏω)[1− f(ℏωn)],

(5.13)

où on rappelle que f est une distribution des électrons de conduction arbitraire,
c’est-à-dire pas nécessairement d’équilibre thermodynamique. Par conséquent, sou-

3. La relation obtenue correspond en fait à la relation de Van Roosbroeck-Shockley discutée dans
le chapitre 3, ici adaptée à un contexte de transitions intrabande.

4. Ce sera en pratique toujours le cas dans la suite, tous les matériaux impliqués ayant un tenseur
de permittivité diagonal.
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lignons que la section efficace d’absorption et la permittivité contiennent implicite-
ment la distribution f (voir en particulier l’équation (5.8)). Si la distribution f est hors-
équilibre, alors ces quantités doivent également être évaluées dans cette situation
hors-équilibre.

Pour résumer, l’équation (5.13) est le premier résultat principal de ce chapitre.
En effet, elle fournit une expression de la puissance émise par une particule en fonc-
tion de la distribution électronique qui peut être hors-équilibre. Elle connecte ainsi
explicitement l’aspect électronique et celui photonique du problème. Le premier est
pris en compte dans la seconde ligne de l’équation, faisant apparaître les éléments
de matrices de transition dans le facteur gn ainsi que la distribution électronique. Le
second est pris en compte dans le calcul de la section efficace d’absorption. Remar-
quablement, la présence de la section efficace d’absorption permet de prendre en
compte la présence de résonances dans les structures observées. Notons à ce su-
jet que beaucoup d’études ont plutôt relié le spectre d’émission à la section efficace
de diffusion. Nous reviendrons sur cette question de manière plus détaillée dans
la troisième partie. Finalement, notons que la section efficace d’absorption permet
également de rendre compte de toute l’information sur la directivité et la polarisa-
tion de l’émission.

5.2.3 . Une approche simplifiée : loi de Kirchhoff généralisée
L’utilisation telle quelle de l’équation (5.13) nécessite le calcul de plusieurs termes

faisant chacun appel à des techniques différentes. Pour la partie photonique, nous
disposons de codes performants capables de résoudre les équations de Maxwell de
manière précise, ce qui donne accès à la section efficace d’absorption. Cependant,
notons que ce calcul nécessite de connaître la permittivité du métal. Celle-ci est ta-
bulée à l’équilibre thermodynamique, mais pas hors-équilibre. Dans ce second cas,
le calcul de la permittivité rejoint alors la partie électronique du problème, à savoir
la connaissance de la distribution hors-équilibre d’un côté, et la structure de bande
et les éléments de matrice de transition de l’autre. En ce qui concerne la distribu-
tion hors-équilibre, l’approche usuelle revient à résoudre l’équation de Boltzmann
pour les électrons de conduction. Remarquablement, nous verrons dans la suite
qu’il est possible d’en déterminer une expression analytique dans le cas de l’illumi-
nation continue de la structure. Enfin, pour le calcul de la structure de bande et des
éléments de matrice de transition, diverses méthodes existent. Les plus précises
utilisent la théorie de la fonctionnelle de la densité [198], mais sont aussi les plus
compliquées à mettre oeuvre. Des niveaux de théorie plus simples existent, tout en
restant relativement exigeants [199, 196, 197, 200]. Dans cette section, nous nous
placerons au niveau de théorie suffisamment bas pour pouvoir obtenir une généra-
lisation hors-équilibre du théorème de Fluctuation-Dissipation, et par suite de la loi
de Kirchhoff.

Pour la partie photonique du problème, le niveau de théorie adopté dans cette
section consiste à négliger l’aspect hors-équilibre des électrons de conduction dans
la permittivité du métal. Par conséquent, la partie imaginaire de la permittivité et la
section efficace d’absorption dans l’équation (5.13) sont évaluées à l’équilibre ther-
modynamique.

Pour la partie électronique du problème, le niveau de théorie adopté consiste
à supposer que la densité d’états et les éléments de matrice sont indépendants de
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la fréquence. Ils seront évalués à l’énergie de Fermi. Dorénavant, les éléments de
matrice seront simplement notés |⟨ϕn′ |p̂|ϕn⟩|2 = |p|2. Avec cette approximation, le
terme gn se simplifie en 2πℏ|p|2ρc(µF ), où ρc est la densité d’états électroniques de
la bande de conduction et µF le niveau de Fermi. En passant au continuum pour
les niveaux électroniques de la bande de conduction, puis en variable d’énergie, la
densité spectrale de puissance donnée dans l’équation (5.7) se simplifie en :

Wj†j(ω) = ϵ0ω
2
p,1

2πℏ|p|2ρc(µF )
2

m

∫
f(E + ℏω)[1− f(E)]dE. (5.14)

En appliquant la même procédure à l’équation (5.8), la partie imaginaire de la
permittivité se simplifie en :

Im[ϵ(ω)] =
1

2ℏ
ω2
p,1

ω2

2πℏ|p|2ρc(µF )
2

m

∫
[f(E)− f(E + ℏω)]dE. (5.15)

Pour continuer, rappelons que nous nous sommes limités à la permittivité d’équi-
libre thermodynamique pour le calcul de l’absorption. Dans ce niveau d’approxima-
tion, les distributions à considérer dans l’équation (5.15) sont donc celles à l’équilibre.
Remarquablement, la distribution de Fermi-Dirac à température ambiante s’approxime
bien par une fonction en marche d’escalier 5, soit fFD(E) ≈ 1−H(E − µF ) oùH est
la fonction de Heaviside. En utilisant cette simplification, on obtient trivialement :

Im[ϵeq(ω)] =
1

2ℏ
ω2
p,1

ω2

2πℏ|p|2ρc(µF )
2

m
ℏω, (5.16)

où la notation ϵeq souligne le fait qu’il s’agit de la permittivité à l’équilibre thermo-
dynamique.

En injectant cette dernière expression dans l’équation (5.14) de la densité spec-
trale de puissance, une généralisation hors-équilibre du théorème de Fluctuation-
Dissipation est obtenue :

Wj†j(ω) = 2ϵ0ωIm[ϵeq(ω)]Θ
gen(ω), (5.17)

où
Θgen(ω) =

∫
f(E + ℏω)[1− f(E)]dE. (5.18)

Cette généralisation est le premier résultat majeur de cette section. Remarqua-
blement, ce théorème de Fluctuation-Dissipation a la même forme que le théorème
habituel, sous réserve de généraliser le terme de PlanckΘ(ω) = ℏω/[exp(ℏω/kBT )−
1] par Θgen 6. Le terme Θgen s’interprète simplement comme l’intégrale de la proba-
bilité jointe de recombinaison électron-trou dans la bande de conduction.

5. A température ambiante, la distribution de Fermi-Dirac passe de 1 à 0 sur une gamme d’éner-
gie de l’ordre de kBT autour du niveau de Fermi. Cette d’énergie est bien plus faible que les autres
énergies mises en jeu, à savoir le niveau de Fermi et ℏω (dans le visible), de sorte que cette zone de
variation peut être négligée.

6. Un calcul simplemontre que le termede Planck est retrouvé en insérant la distribution de Fermi-
Dirac.
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Finalement, en injectant cette expression de la densité spectrale de puissance
dans l’équation (5.12), l’expression de la puissance rayonnée par unité d’angle solide
est obtenue sous la forme d’une loi de Kirchhoff généralisée :

dPe

dΩr

(ω, u⃗r, p) = σabs,eq(ω,−u⃗r, p)
ω2

8π3c2
Θgen(ω), (5.19)

où la notation σabs,eq souligne le fait qu’il s’agit de la section efficace calculée avec
la permittivité d’équilibre thermodynamique.

Cette loi de Kirchhoff généralisée est le second résultat majeur de cette section.
L’avantage de cette loi de Kirchhoff généralisée est que samise en oeuvre estmainte-
nant très simplifiée par rapport à l’équation (5.13). Elle est aussi très générale dans le
sens où toute distribution électronique hors-équilibre est a priori permise. Cepen-
dant les approximations faites pour y arriver sont potentiellement assez lourdes.
Nous évaluerons les limites de sa validité a posteriori en comparant les résultats
obtenus avec ce modèle aux données de la littérature dans la section 5.3.2.

5.3 . Applicationà laphotoluminescence souspompage continu

Dans cette partie, nous nous plaçons dans le cas particulier de nanoparticules
métalliques uniques pompées demanière continue par un laser monochromatique.
Notre but est de confronter les résultats issus du modèle de Kirchhoff généralisé à
des données expérimentales, afin d’en déterminer les limites de validité.

Dans un premier temps, nous établirons une expression analytique de la loi de
Kirchhoff généralisée dans ce cas de pompage continu. Nous passerons ensuite à
une comparaison avec des données de la littérature, en confrontant point par point
les différents aspects de la photoluminescence que sont sa dépendance en fonction
du pompage, de la température, ou encore la polarisation de l’émission, son spectre
et son rendement.

5.3.1 . Loi de Kirchhoff généralisée et pompage continu
Établir l’expression de la loi de Kirchhoff généralisée sous pompage continu né-

cessite de calculer la probabilité jointe de recombinaisonΘgen dans l’équation (5.19).
Comme le montre l’équation (5.18), il est pour cela nécessaire de déterminer la dis-
tribution des électrons.

Distribution électronique hors-équilibre

Dans la référence [191], le calcul de la distribution f hors-équilibre en présence
d’un pompage monochromatique continu est fait en résolvant l’équation de Boltz-
mann correspondante. Par souci de clarté, ce calcul est reproduit dans l’annexe 5.C.
Au final, f est obtenue sous la forme d’une distribution d’équilibre thermodyna-
mique corrigée d’une perturbation d’amplitudeKn :

f(E) = fFD(E) +Kn(E)
[
fFD(E − ℏωinc) + fFD(E + ℏωinc)− 2fFD(E)

]
, (5.20)



86 Théorie de la photoluminescence par un métal

Figure 5.2 – Panneau (a) : distribution hors-équilibre induite par un pompage monochromatique
continu (ligne rouge) et distribution de Fermi-Dirac (ligne bleue), en fonction de l’énergie par rapport
au niveau de Fermi. Panneau (b) : exemple de processus de recombinaison électron-trou à l’ordre
0 en Kn. Panneau (c) : exemples de processus de recombinaison électron-trou à l’ordre 1 en Kn. Le
processus en bas à droite implique un électron "chaud" (i.e. dans la correction de 1er ordre) et un trou
d’équilibre. Le trou est pris dans la zone où sa probabilité d’occupation tend vers 1. En haut à gauche
le rôle du trou et de l’électron sont inversés. Dans les panneaux, Kn a été supposé indépendant
de l’énergie pour simplifier l’illustration. De même, une valeur exagérément grande Kn = 0.2 a été
utilisée.

où ωinc est la pulsation du laser de pompe et où on a posé l’abréviation :

Kn(E, T ) =
4Iincσabs(ℏωinc, pinc)τee(E, T )

[ℏωinc]2ρc(E)
, (5.21)

où Iinc est l’intensité du laser de pompe incident sur la structure, pinc sa pola-
risation, et τee est le temps de relaxation d’un électron par collision avec d’autres
électrons.

La figure 5.2 (a) montre que la correction au premier ordre en fonction de Kn

(ligne rouge) consiste en deux épaulements de largeur ℏωinc et d’amplitude Kn. Ces
épaulements correspondent respectivement à une augmentation de la population
des électrons et des trous "chauds" par rapport à l’équilibre thermodynamique. Re-
marquablement, l’équation (5.20) montre que ces corrections sont exactement loca-
lement des distributions de Fermi-Dirac avec un niveau de Fermi décalé de ±ℏωinc.
Notons également que Kn a été supposé constant et égal à 0.2 sur la figure pour
simplifier l’illustration. En pratique, Kn peut varier sensiblement et une valeur ty-
pique est plutôt Kn ∼ 10−9 pour une sphère d’or de 80 nm avec un intensité in-
cidente de 1 kW.cm−2 à 532 nm 7. L’écart à l’équilibre thermodynamique est donc
assez faible, de sorte que la température d’équilibre des électrons reste relative-
ment pertinente pour décrire leur distribution. Enfin, notons que le nombre adimen-
sionné Kn est traditionnellement appelé le nombre de Knudsen dans le contexte
d’une résolution perturbative de l’équation de Boltzmann au voisinage de l’équilibre.
Comme dans le chapitre 4, ce nombre quantifie la distance à l’équilibre thermody-
namique du gaz (ici d’électrons, dans le chapitre 4 de photons), et s’écrit comme le
ratio d’un temps caractéristique du système et d’un temps de relaxation. Ici, ce qui
met les électrons hors-équilibre est l’absorption de photons. Le temps nécessaire

7. Notons que cette très petite valeur légitime l’approximation d’utiliser la permittivité d’équilibre
thermodynamique pour le calcul de la section efficace d’absorption dans la loi de Kirchhoff générali-
sée de l’équation (5.19).
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au remplissage des ∼ ρcℏωinc états électroniques d’un épaulement 8 est donné par
ℏωinc/(Iincσabs[ℏωinc, pinc)]. Le temps de relaxation vers l’équilibre thermodynamique
est quant à lui le temps de vie d’un électron sur un niveau électronique à cause des
collisions avec d’autres électrons, soit τee(E).

Loi de Kirchhoff généralisée

A partir de l’expression de la distribution électronique montrée dans le para-
graphe précédent, l’intégrale de la probabilité jointe de recombinaison sous pom-
page continu, notée Θcw, s’écrit au 1er ordre enKn (voir détails dans l’annexe 5.D) :

Θcw(ω, T ) =
ℏω

exp( ℏω
kBT

)− 1
+

2(ℏω − ℏωinc)

exp
(ℏω−ℏωinc

kBT

)
− 1

ℏωinc

ℏω
Keff

n , (5.22)

où on a défini le nombre de Knudsen effectif :

Keff
n =

4Iincσabs(ℏωinc, pinc)τee(µF )

[ℏωinc]2ρc(µF )
× (πkBT )

2

(ℏωinc)2
. (5.23)

Cette expression retrouve celle dérivée dans la référence [190], à l’exception du
terme ℏωinc/ℏω et d’une modification du nombre de Knudsen. Ces différences avec
la référence [190] viennent du fait queKn a été pris constant dans la référence, alors
qu’ici unmodèle a priori plus proche de la réalité est utilisé (voir détails dans l’annexe
5.D).

Le premier terme du membre de droite de l’équation (5.22) est à l’ordre 0 enKn.
Commemontré sur la figure 5.2 (b), ce terme implique des recombinaisons entre un
électron et un trou tous deux pris sur la distribution de Fermi-Dirac. Cela correspond
à la situation d’équilibre thermodynamique, ce qui est retrouvé analytiquement. La
référence [190] a montré que ce terme est toujours négligeable devant le second à
des températures proches de la température ambiante. Le second terme est d’ordre
1 en Kn, ce qui implique qu’un des porteurs d’une recombinaison soit un porteur
"chaud". Les deux types de processus possibles sont illustrés sur la figure 5.2 (c).
Analytiquement, le facteur 2 aunumérateur du termed’ordre 1 dans l’équation (5.22)
vient de l’égale contribution entre ces deux processus.

Finalement, en injectant l’équation (5.22) dans l’équation (5.19), une généralisa-
tion de la loi de Kirchhoff sous pompage continu est obtenue (en ne conservant que
l’ordre 1 enKeff

n ) :

dPe

dΩr

= σabs,eq(ω,−u⃗r, p)
ω2

8π3c2
2(ℏω − ℏωinc)

exp
(ℏω−ℏωinc

kBT

)
− 1

ℏωinc

ℏω
Keff

n . (5.24)

Pour finir, il est important de remarquer la présence du "potentiel chimique" ℏωinc

dans la distribution de Bose-Einstein dumembre de droite de l’équation (5.24). Ici, la
situation est en fait similaire à celle d’un semiconducteur pompé en équilibre ther-
modynamique local, où chaquebande est décrite par unedistribution de Fermi-Dirac
avec son propre quasi-niveau de Fermi. En effet, pour le processus en bas à droite de

8. Notons que ceci n’est vrai qu’approximativement, car cela revient à négliger la dépendance en
fréquence de la densité d’états électroniques entre µF et µF + ℏωinc.
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Figure 5.3 – Panneau (a) : mesures expérimentales (points colorés) de l’intensité d’émission en fonc-
tion de l’intensité de pompage à différentes longueurs d’ondes du spectre, pour un bâtonnet d’or
éclairé à 532 nm. Les lignes en tirets noirs sont des ajustements par des fonctions affines de l’in-
tensité de pompage. Un léger décalage à l’origine est observé, attribué au bruit de fond. Mesures
effectuées par Remigiusz Trojanovic dans le groupe de Simon Vassant au CEA et présentées avec leur
permission. Panneau (b) : intensité émise à 850 nm par une assemblée de pyramides inversées en
or et recouverte de molécules, pompée à 785 nm. Le signal provenant des molécules (carrés roses)
correspond à un pic d’émission bien distinct et donc facilement séparable d’un fond continu qui cor-
respond à l’émission par le métal (ronds bleus). Dans la zone grisée, la température affecte les molé-
cules et la rugosité de la surface, de sorte que les mesures ne sont plus fiables. Figure reproduite à
partir de la référence [185] (sous licence Creative Commons CC-BY agreement).

la figure 5.2 (c), le trou suit une distribution de Fermi-Dirac avec le niveau de Fermi
du métal µF , pendant que l’électron suit une distribution de Fermi-Dirac avec un ni-
veau de Fermi modifié en µF + ℏωinc, identifiable à un quasi-niveau de Fermi. Cette
analogie explique la présence du potentiel chimique égal à la différence des quasi-
niveaux de Fermi effectifs des électrons et des trous 9. Cette remarque est en fait le
maillon qui relie ce chapitre aux autres études entreprises dans cette thèse.

5.3.2 . Comparaison avec la littérature
Dépendance de la partie Stokes du spectre en fonction de la puissance de pompage et
de la température

La partie Stokes du spectre correspond à la partie du spectre à plus basse fré-
quence (resp. plus haute longueur d’onde) que la fréquence (resp. longueur d’onde)
du laser de pompe. La partie anti-Stokes est la partie opposée. Dans cette section,
nous nous concentrerons sur la dépendance de la partie Stokes du spectre en fonc-
tion de la puissance de pompage et de la température. Nous commencerons par
rappeler ce qui est observé expérimentalement.

Commemontré sur la figure 5.3 (a), l’intensité émise à une longueur d’onde don-
née du côté Stokes du spectre a une dépendance linéaire en fonction de la puissance
de pompage. Cette photoluminescence est donc a priori un processus d’émission
suivant l’absorption d’un photon, excluant les processus d’absorption à deux pho-

9. Il faut par ailleurs insister sur le fait qu’ici la population d’électrons chauds en équilibre thermo-
dynamique local "effectif" existe malgré l’absence d’un gap dans la densité d’états électroniques. Cela
est rendu possible par le pompage continu qui compense en permanence la thermalisation avec le
reste de la population électronique.
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Figure 5.4 – Spectres d’émissions pour (a) différentes polarisations d’émission, (b) différentes polari-
sations depompage. La structure est unnanobâtonnet d’or, éclairée par un laser à 785nm. 169◦ (resp.
79◦) correspond à la polarisation parallèle (resp. perpendiculaire) au bâtonnet. Reprinted (adapted)
with permission from [180]. Copyright 2019 American Chemical Society.

tons dans l’émission. Notons que sur cette figure, la longueur d’onde du laser de
pompe est 532 nm. Comme nous le verrons plus bas, dans ces conditions, l’émission
résulte de la contribution des recombinaisons intrabandes mais aussi interbandes.
Il est donc important de remarquer que des résultats similaires sont obtenus expéri-
mentalement en excluant toute contribution des transitions interbandes [186, 189].
Par ailleurs, lorsque le pompage augmente, la température d’une nanostructure 10

est susceptible d’augmenter. Le fait que la variation de l’émission soit linéaire avec
le pompage exclut également une dépendance du spectre Stokes avec la tempéra-
ture. Cet argument est confirmé sur la figure 5.3 (b), où l’intensité émise du côté
Stokes (points bleus) varie faiblement en changeant la température du substrat de
la particule (la zone grise étant exclue), toutes choses égales par ailleurs.

Remarquablement, la loi de Kirchhoff généralisée (équation (5.24)) modé-
lise parfaitement la dépendance linéaire en fonction du pompage [190] et l’in-
dépendance vis-à-vis de la température du spectre Stokes. En effet, l’intensité
de pompage apparaît uniquement dans le nombre de Knudsen effectif, soitKeff

n ∝
Iinc. Cette dépendance ne varie pas avec la fréquence, ce qui est en accord avec
ce qui est observé expérimentalement. Par ailleurs, du côté Stokes on a 2(ℏω −
ℏωinc)/[exp

(ℏω−ℏωinc

kBT

)
− 1] ≈ 2(ℏωinc − ℏω), qui est donc indépendant de la tempéra-

ture. De plus, d’après la théorie des liquides de Fermi, il est montré dans l’annexe 5.D
que Keff

n est indépendant de la température. La loi de Kirchhoff généralisée prédit
donc que la partie Stokes du spectre est indépendante de la température, en accord
avec les mesures expérimentales.

Dépendance en fonction de la polarisation

Passons à présent à la dépendance de l’émission en fonction de la polarisation.
La figure 5.4 (a) représente l’évolution expérimentale du spectre en fonction de la

10. Nous discuterons plus loin s’il faut parler de la température des électrons ou de celle du réseau.
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Figure 5.5 – Panneau (a) : spectre d’émission (lignes pleines) comparé à la section efficace de diffusion
(pointillés) correspondante, pour différentes nanoparticules. Les nanoparticules sont des nanobâton-
nets en argent de longueur allant de 80 à 100 nm et de 23 nm de diamètre. La longueur d’onde du
laser de pompe est 532 nm. Reprinted (adapted) with permission from [186]. Copyright 2016 Ameri-
can Chemical Society. Panneau (b) : spectre d’émission expérimental (ligne noire) d’une nanosphère
avec un coeur en silice d’environ 165 nm de diamètre et une coquille d’or d’environ 18 nm d’épais-
seur, pompée à 532 nm.Une simulation de la section efficace d’absorption (ligne bleue) et de diffusion
(ligne rouge) est tracée pour comparaison. Les mesures expérimentales ont été effectuées par Remi-
giusz Trojanovic dans le groupe de Simon Vassant au CEA et présentées avec leur permission.

polarisation d’émission pour un nanobâtonnet d’or éclairé à 785 nm. La fréquence
de résonance du mode longitudinal du bâtonnet est environ de 750 nm. Il est clair
que l’émission est maximale lorsque le polariseur est parallèle au bâtonnet, ce qui
indique que l’émission a lieu via le plasmon longitudinal. Sur le panneau (b), les
spectres sontmaintenant obtenus pour différentes polarisations du laser de pompe,
et sont similaires à ceux du panneau (a). Cela signifie que l’absorption du faisceau
du laser de pompe a également lieu via le plasmon longitudinal.

La loi de Kirchhoff généralisée est en accord avec le fait que la dépendance
en polarisation du spectre est celle des résonances plasmon. En effet, l’équa-
tion (5.24) montre que la polarisation de la lumière émise est entièrement contrôlée
par la section efficace d’absorption, c’est-à-dire par les résonances plasmons. Par
ailleurs, l’équation (5.23) montre que l’information sur la polarisation du laser de
pompe est contenue dans la section efficace d’absorption à la longueur d’onde du
faisceau incident. Encore une fois, cette absorption est directement dictée par les
résonances plasmon.

Spectre Stokes

1-Spectre Stokes et section efficace d’absorption :

Une caractéristique remarquable du spectre Stokes est sa grande similarité avec
la section efficace de diffusion 11, comme illustré sur la figure 5.5 (a). Il faut toute-

11. Expérimentalement, il s’agit plus exactement d’une mesure de la lumière diffusée par la struc-
ture sous illumination par une lampe blanche, dans une configuration de microscopie en champ
sombre. Si l’ouverture numérique du dispositif de collection de la lumière diffusée est grand, le si-
gnal mesuré correspond approximativement à la section efficace de diffusion.
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fois noter que pour des géométries élémentaires de particules (sphère, bâtonnet),
comme c’est le cas sur la figure, la section efficace de diffusion et celle d’absorption
ont une forme similaire. Or des géométries plus complexes ont très peu été explo-
rées dans la littérature 12. La question de savoir à quelle section efficace (diffusion,
absorption ou extinction) le spectre d’émission doit être relié est ainsi encore ouverte
[183].

La loi de Kirchhoff généralisée (5.24) montre que la section efficace à la-
quelle devraient être comparés les spectres expérimentaux est celle d’absorp-
tion. De plus, cette prédiction est en accord avec les données expérimentales mon-
trées sur la figure 5.5 (b). Ces donnéesmontrant le spectre d’émission d’une particule
sphérique avec un coeur en silice et une coquille d’or nous ont été communiquées
par Simon Vassant, chercheur au CEA. Pour cette géométrie, nous avons pu simu-
ler les sections efficaces d’absorption et de diffusion. La figure 5.5 (b) montrent que
les résonances de ces deux sections efficaces sont fortement différentes. Remarqua-
blement, le spectre d’émission suit la section efficace d’absorption alors qu’il s’écarte
nettement de celle de diffusion.

2-Comparaison quantitative

Passons maintenant à une comparaison quantitative entre la loi de Kirchhoff gé-
néralisée et des mesures expérimentales du spectre Stokes.

L’utilisation de la loi de Kirchhoff généralisée nécessite le calcul de la section ef-
ficace d’absorption. Pour cela, un code basé sur la méthode des éléments finis a été
utilisé, fourni par l’ingénieur de recherche du laboratoire Mondher Besbes. Ce code
permet le calcul de la section efficace d’absorption et de diffusion d’un objet nano-
métrique (typiquement entre 20 et 200 nm). La géométrie expérimentale est prise en
compte demanière précise, incluant notamment la présence d’un substrat sous une
particule. La procédure décrite dans l’annexe 5.E permet alors de calculer le spectre
dans des conditions comparables à l’expérience.

Le résultat d’une comparaison pour la partie Stokes du spectre entre des don-
nées expérimentales [189] et des simulations avec la loi de Kirchhoff généralisée
est montré sur la figure 5.6 (a). La particule est un bâtonnet d’or, dont la résonance
longitudinale se trouve vers 880 nm. Le panneau inférieur montre que la section ef-
ficace de diffusion simulée est en excellent accord avec la mesure par microscopie
en champ sombre. Cela justifie d’avoir identifié les deux quantités, et justifie égale-
ment la validité de la procédure de simulation décrite dans l’annexe 5.E. Le panneau
supérieur et le panneau dumilieu de la figure 5.6 (a) correspondent respective-
ment à une longueur d’onde du laser de pompe de 633 nm et 785 nm. Pour ces
deux comparaisons, l’accord entre la loi de Kirchhoff généralisée et la mesure
est convenable dans la plage 785-1000 nm.

Au-delà du bon accord global que montre cette comparaison, discutons mainte-
nant deux points où la loi de Kirchhoff est mise en défaut. Le premier concerne la
partie du spectre entre 633 et 785 nm sur le panneau supérieur. Lamesure présente
une bosse nette entre 650 et 750 nm qui n’est pas du tout reproduite par la loi de
Kirchhoff. Ce point est cependant à relativiser. En effet, la référence [189] attribue

12. A l’exception notable des références [201] et [202] qui ont étudié le cas de deux nanodisques
couplés, mais sans conclure sur cette question.
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Figure 5.6 – Comparaisons simulations/expériences en régime de pompage monochromatique
continu. Les simulations correspondent aux courbes en pointillés et les données expérimentales à
celles en lignes pleines. Les courbes en ligne pleine bleue sont desmesures parmicroscopie en champ
sombre de la lumière diffusée. Elles sont comparées à une simulation de la section efficace de diffu-
sion. Les courbes en ligne pleine rouge sombre (resp. jaune) sont desmesures de photoluminescence
sous pompage à 785 nm (resp. 633 nm). Les structures étudiées sont des bâtonnets d’or (longueur∼
85 nm, diamètre ∼ 19 nm pour les panneaux (a),(c). Longueur ∼ 75 nm, diamètre ∼ 25 nm pour les
panneaux (b),(d) ). Le modèle de Kirchhoff généralisé (resp. phénoménologique) de l’équation (5.24)
(resp. équation (5.27), avec g(ω) = C × arctan

(
(ℏω − ℏωinc/(kBT )

)
) est utilisé dans les panneaux (a)

et (b) (resp. (c) et (d) ). La température Tsim = 300 K (resp. Tsim = 530 K) est utilisée pour les panneaux
(a),(c) (resp. (c),(d)). Panneaux (a),(c) : Reprinted (adapted) with permission from [189]. Copyright 2018
American Chemical Society. Panneaux (b),(d) : Reprinted (adapted) with permission from [180]. Copy-
right 2019 American Chemical Society.
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ce pic additionnel à des recombinaisons interbandes entre la bande de conduction
et la bande d de l’or. Cet argument se base sur le fait que le seuil des transitions
interbande se situe à environ 650 nm [203]. Le pompage à 633 nm permet donc l’ex-
citation d’électrons chauds par ce canal. De plus, ce pic secondaire n’est pas observé
sous excitation à 785 nm. Sachant que la loi de Kirchhoff généralisée ne modé-
lise que l’émission par les transitions intrabandes, l’échec de la modélisation
de l’émission entre 650 et 750 nm sous excitation à 633 nm suggère que son
origine est une contribution des transitions interbandes.

Le second point de divergence entre la loi de Kirchhoff généralisée et la
mesure est un léger décalage vers le rouge de la simulation par rapport à la
mesure dans l’intervalle 785-1000 nm, observé dans les deux panneaux supé-
rieurs de la figure 5.6 (a). En fait, la loi de Kirchhoff généralisée va à l’inverse
de la tendance observée expérimentalement. En effet, d’une part, on distingue
sur la figure 5.5 (a) un petit décalage vers le bleu (d’environ 10 nm) du pic de l’émis-
sion par rapport au pic de la section efficace de diffusion. Ce décalage a été remar-
qué dans de nombreuses autres publications avec différents métaux et géométries
[171, 204, 184, 201, 186]. La référence [201] a aussi montré que ce décalage persiste
si la comparaison est faite par rapport au pic de la section efficace d’absorption. Ce
décalage semble donc physiquement significatif. D’autre part, dans l’équation (5.24),
la section efficace d’absorption est multipliée par le terme ω3(ℏω−ℏωinc)/[exp((ℏω−
ℏωinc)/(kBT ))− 1] 13, dont la variation avec la longueur d’onde est montrée sur la fi-
gure 5.8 (a). On voit que ce terme est croissant sur la plage 785-1000 nm. Par consé-
quent, il a tendance à décaler vers le rouge le pic du spectre d’émission par rapport
à celui de la section efficace d’absorption ou de diffusion.

Spectre anti-Stokes

1-Décroissance exponentielle du spectre anti-Stokes

Du côté anti-Stokes, les spectres d’émission expérimentaux sont caractérisés par
une décroissance rapide pour les longueurs d’onde plus basses que celle du laser et
du pic de la section efficace de diffusion, comme illustré sur la figure 5.7 (a). Remar-
quablement, la référence [177] a montré en 2014 que cette décroissance est bien
ajustée par la fonction exp(− ℏω

kBT0
) où ℏω est l’énergie du photon et T0 est un para-

mètre d’ajustement. Cette décroissance exponentielle (i.e. une décroissance linéaire
en échelle semilogarithmique) est illustrée sur la figure 5.7 (b) [185]. La figure 5.7 (c)
montre par ailleurs l’excellente corrélation entre le paramètre d’ajustement T0 ex-
trait avec les données du panneau (b) et la température de la nanostructure d’or,
contrôlée en la plaçant dans un cryostat. Cela démontre que le paramètre d’ajuste-
ment T0 est une température.

Remarquablement, dans la partie anti-Stokes, le terme 1/[exp(ℏω−ℏωinc

kBT
) − 1 ]

dans l’équation (5.24) se simplifie en exp(−ℏω−ℏωinc

kBT
). La loi de Kirchhoff géné-

ralisée retrouve ainsi la dépendance en fréquence de la partie anti-Stokes du
spectre [190] .

13. Le terme ω3 vient d’une part du terme en ω2/(8π3c2)× ℏωinc/ℏω de l’équation (5.24), et d’autre
part de la relation entre les densités d’états dω ∝ ω2dλ qu’il faut prendre en compte quand les don-
nées sont tracées en fonction de la longueur d’onde λ.
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Figure 5.7 – Panneau (a) : spectre d’émission d’un nanobâtonnet d’or pompé à 633 nm (ligne rouge).
La partie anti-Stokes décroît beaucoup plus vite que la partie Stokes quand on s’éloigne de la longueur
d’onde du laser. La courbe noire correspond à unemesure de la section efficace de diffusion. Reprin-
ted (adapted) with permission from [205]. Copyright 2015 Royal Society of Chemistry. Panneau (b) :
spectres anti-Stokes d’une surface couverte de pyramides inversées en or et recouverte demolécules,
pompée à 785 nm. Les spectres sont tracés en fonction de l’énergie, pour différentes températures
de l’or imposées par chauffage du substrat. La zone grise indique la ligne de diffusion Raman des
molécules. Le reste de l’émission provient du métal. La linéarité de la décroissance des spectres en
échelle semi-logarithmique montre qu’ils peuvent être ajustés par la fonction exp(−ℏω/kBT ), où ℏω
est l’énergie du photon et T le paramètre d’ajustement homogène à une température. Le panneau
(c) montre la corrélation entre les températures ajustées (ordonnée) sur le panneau (b) et les tempé-
ratures imposées à la structure. Panneaux (b),(c) : figures reproduites à partir de la référence [185]
(sous Creative Commons CC-BY agreement).

2-Température mesurée via le spectre anti-Stokes : électrons ou phonons?

Revenons maintenant sur la nature de la température. Il est connu que sous
pompage les électrons et les phonons dumétal peuvent avoir des températures dif-
férentes, i.e. ils peuvent être chacun en équilibre thermodynamique local. Dans le
cadre du domaine émergent de la thermométrie anti-Stokes [183], c’est-à-dire de la
mesure de la température à partir de l’ajustement du spectre d’émission anti-Stokes,
il est crucial de savoir quelle est la température qui est mesurée.

A ce jour, la plupart des expériences ont été menées avec un pompage faible,
de sorte que la différence entre la température des électrons et des phonons est
négligeable. Cet "avantage" du point de vue de la thermométrie a en revanche en-
travé l’émergence d’un consensus sur le fait que T soit la température des électrons
[177, 185] ou celle des phonons [27]. Les données expérimentales les plus récentes
utilisant des pompages plus élevés [180] suggèrent toutefois que T est la tempéra-
ture des électrons. En effet, les températures mesurées dans cette référence sont
élevées et incohérentes avec des estimations de la température des phonons. Au-
delà de ces mesures, le modèle basé sur les transitions intrabandes de la réfé-
rence [190] et que nous développons ici fournit un argument théorique en fa-
veur du fait que la température T est la température des électrons. En effet, les
calculs développés dans l’annexe 5.D montrent que la dépendance en température
du terme exponentiellement décroissant est un héritage direct de la température
incluse dans la distribution de Fermi-Dirac des électrons.
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Figure 5.8 – Variations de la fonction ω3(ℏω − ℏωinc)/[exp((ℏω − ℏωinc)/(kBT )) − 1] (ligne bleue),
en échelle linéaire (a), et semilogarithmique (b). La ligne rouge montre les variations de la fonction
ω3g(ℏω)/[exp((ℏω − ℏωinc)/(kBT )) − 1] dans le cas où g(ℏω) = arctan

(
(ℏω − ℏωinc)/(kBT )

)
. Les

courbes rouges et bleues sont normalisées de sorte à être égales à 600 nm, et le maximum de la
courbe bleue est normalisé à 1. Sur le panneau (b), la courbe en pointillés noire indique la fonction
exp(−ℏω/kBT ). Paramètres : λinc = 785 nm (ligne en tirets noirs), T = 300 K.

Comparaison simultanée du spectre Stokes et anti-Stokes

Dans les paragraphes précédents, nous avons vu que la comparaison de la loi de
Kirchhoff généralisée à des mesures expérimentales fonctionne relativement bien
du côté Stokes ainsi que du côté anti-Stokes. Cependant, une question qui reste en
suspens est la capacité de la loi de Kirchhoff à s’accorder simultanément du côté
Stokes et anti-Stokes avec les mesures expérimentales.

Sur la figure 5.6 (b), un spectre d’émission expérimental [180] est montré, dans
le cas où la résonance plasmon est légèrement décalée vers le bleu par rapport à
la longueur d’onde du laser de pompe. Cela permet de compenser partiellement la
décroissance rapide du spectre d’émission du côté anti-Stokes, et ainsi d’obtenir une
émission relativement forte simultanément du côté Stokes et anti-Stokes. De plus, le
pompage à 785 nm permet d’exclure toute contribution des transitions interbandes.

Sur la figure 5.6 (b), la comparaison globale entre la simulation par la loi
de Kirchhoff généralisée et la mesure donne un résultat mitigé, la partie anti-
Stokes étant bienmodéliséemais pas la partie Stokes. Analysons de plus près ce
résultat. Sur la plage de longueurs d’ondes λ < 720 nm, l’accord est très bon, confor-
mément à la section précédente. En effet, la figure 5.8 (b) montre que cet intervalle
correspond à la partie où la fonction ω3(ℏω−ℏωinc)/[exp((ℏω−ℏωinc)/(kBT ))−1] est
proche de la décroissance exponentielle en exp(−ℏω/kBT ). Notons que la normali-
sation de l’émission simulée a été choisie afin de favoriser cet accord. En revanche,
pour des longueurs d’ondes λ > 720 nm, il n’y a pas d’accord. Cet écart entre la simu-
lation et la mesure est imputable au terme en ℏω − ℏωinc dans l’équation (5.24). En
effet, dans la gamme de longueurs d’ondes 720-785 nm, la croissance de ce terme
est trop lente. Ainsi, la figure 5.6 (b)montre que dans cette gamme la résonance plas-
mon domine le spectre. Par ailleurs, commemontré sur la figure 5.8 (a), pour λ > 850
nm, cette croissance persiste, ce qui ralentit la convergence vers 0 de l’émission. Fi-
nalement, notons qu’un choix de normalisation différent permettrait d’améliorer un
peu l’accord entre la simulation et l’expérience dans la partie Stokes, mais ce serait
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Figure 5.9 – Rendements. Panneau (a) : rendement de bâtonnets d’or (diamètre ∼ 18 nm, longueur
70-100 nm) en fonction de la longueur d’onde de la résonance plasmon longitudinale (en abscisse)
mesurée par imagerie en champ sombre (Dark Field Scattering), pour différentes longueurs d’ondes
du laser de pompe (carré, rond, croix etc). Des spectres typiques des bâtonnets utilisés sont montrés
sur la figure 5.6 (a). Reprinted (adapted) with permission from [189]. Copyright 2018 American Che-
mical Society. Panneau (b) : rendement de bâtonnets d’argent (ronds gris sur la figure ; diamètre∼ 23
nm, longueur 80-100 nm) en fonction de la longueur d’onde de la résonance plasmon longitudinale
(en abscisse). Reprinted (adapted) with permission from [186]. Copyright 2016 American Chemical
Society.

alors au détriment de l’accord dans la partie anti-Stokes.

Rendement

Dans cette section, après avoir décrit les différentes mesures du rendement qui
existent dans la littérature, nous comparerons le rendement expérimental et simulé.

Le rendement considéré ici est le ratio entre le nombre de photons émis par une
structure et détectés par le dispositif demesure dans une certaine gamme spectrale
d’une part, et le nombre de photons absorbés par la structure à la longueur d’onde
de pompage d’autre part. Il en existe de nombreuses estimations dans la littérature.
La première à avoir été faite sur des particules uniques, des nanosphères d’or, a
montré un rendement d’environ∼ 3×10−7, approximativement invariant en fonction
du diamètre (allant de 5 à 80 nm) [170]. Il a par ailleurs étémontré que les bâtonnets
ont un rendement plus élevé que les sphères, toutes choses égales par ailleurs [204].
Pour des bâtonnets, le rendement est aussi trouvé relativement indépendant de leur
longueur. Ceci est montré sur la figure 5.9 (a), où l’abscisse correspond à la longueur
d’onde de la résonance de la section efficace de diffusion des bâtonnets, qui est elle-
même reliée à la longueur des bâtonnets (plus le bâtonnet est long, plus la résonance
est décalée vers le rouge) 14. La figure 5.9 (a) montre également que la valeur du
rendement de bâtonnets d’or varie de manière importante avec la longueur d’onde
de pompage [189]. Il est probable qu’une contribution des transitions interbandes
en soit à l’origine. Notons ainsi que dans le cas de l’excitation à 785 nm, qui exclut

14. Notons que la courbe jaune doit être mise à part du fait de la proximité de la résonance et de
la longueur d’onde de pompage.
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Figure 5.10 – Panneau (a) : Spectres d’émissions d’un nanobâtonnet d’or pour différentes longueurs
d’ondes du laser de pompe. La section efficace de diffusion est tracée en bleu (DFS dans la légende).
La taille du nanobâtonnet est d’environ 100 nm de long et 18 nm de diamètre. Reprinted (adapted)
with permission from [189]. Copyright 2018 American Chemical Society. Panneau (b) : Récapitulatif
de la valeur des paramètres utilisés dans le calcul du rendement. La valeur de A a été déterminée en
faisant un ajustement des données présentées dans la référence [206] par une lorentzienne, qui est
la forme prédite par la théorie des liquides de Fermi de Landau.

la contribution des transitions interbandes, le rendement est le plus faible. Pour un
nanobâtonnet d’or, le rendement des transitions interbandes est donc de l’ordre de
1×10−6. Pour un nanobâtonnet d’argent 15, la figure 5.9 (b)montre que ce rendement
est de l’ordre de 5 × 10−6 [186]. Enfin, soulignons le fait que ces valeurs doivent
être regardées en ordre de grandeur seulement. En effet, les figures montrent une
certaine dispersion des valeurs, probablement imputable à l’inhomogénénité des
formes et tailles des particules pour une même longueur d’onde de résonance. De
plus, la configuration de la détection de la photoluminescence (microscope inversé
ou non) peut mettre en jeu des effets d’exaltation de la densité d’états locale par le
substrat qui modifie substantiellement les résultats.

Comparons à présent le rendement expérimental à celui prédit par la loi de Kirch-
hoff généralisée, pour les donnéesmontrées sur la figure 5.10 (a) (ligne rouge) [189].
Le rendement expérimental correspondant à ces données est ηexp ∼ 1×10−6 [189]. A
priori, ces données sont particulièrement adaptées à une comparaison. D’une part,
l’excitation à 785 nm exclut la contribution des transitions interbandes. D’autre part,
la figure 5.6 (a)montre que ce type de spectre avec la résonance plasmon loin dans la
partie Stokes (ici vers 920 nm) est relativement bien reproduit par la loi de Kirchhoff
généralisée.

Du côté de la loi de Kirchhoff généralisée, les équations (5.24) et (5.23) permettent

15. Le seuil interbande de l’argent est vers 400 nm [198], donc seules les transitions intrabandes
contribuent ici.
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d’exprimer le rendement simulé ηsim comme :

ηsim =
4τee(µF , T )[kBT ]

2

[ℏωinc]4ρc(µF )

×
∫ ωmax

ωmin

[∑
p

∫
O.N.

σabs,eq(−u⃗r, ω, p)du⃗r
] ω2

8π3c2
2(ℏω − ℏωinc)

exp
(ℏω−ℏωinc

kBT

)
− 1

ℏωinc

ℏω
dω,

(5.25)

où ωmin/max est la fréquence inférieure/supérieure d’intégration du spectre et
O.N. désigne l’intégration sur toutes les directions correspondant à l’Ouverture Nu-
mérique du dispositif de détection. Dans cette équation tous les paramètres sont
bien connus, excepté la densité d’états électroniques et le temps de relaxation. Pour
simplifier, un modèle de bandes paraboliques est adopté pour les niveaux d’éner-
gie du métal proches du niveau de Fermi, ce qui donne ρc(E = µF ) = (V/2π2) ×
(2meff/ℏ2)3/2 ×

√
µF , avec meff la masse effective de l’électron. Pour le taux de re-

laxation par collisions électron-électron τee, l’expression donnée par la théorie des li-
quides de Fermi de Landau [207] est utilisée. Au niveau de Fermi, on obtient τee(E =
µF , T ) = 1/[A(πkBT )

2] où A est une constante. Un récapitulatif des valeurs des pa-
ramètres utilisés pour notre calcul est donné dans la figure 5.10 (b). Au final, le ren-
dement simulé est :

ηsim ∼ 8× 10−8. (5.26)

La valeur du rendement calculé avec la loi de Kirchhoff généralisée ηsim ∼
8 × 10−8 est ainsi inférieure à la valeur expérimentale ηexp ∼ 1 × 10−6. Cet écart
montre que l’amplitude absolue de l’émission n’est pas bien calculée avec la loi de
Kirchhoff généralisée. Cela rejoint la conclusion de la section précédente où nous
avions montré qu’il est nécessaire de faire un choix de normalisation pour obtenir
un bon accord avec soit la partie Stokes soit la partie anti-Stokes du spectre.

5.3.3 . Amélioration phénoménologique de la loi de Kirchhoff
Dans la section précédente, nous avons effectué une comparaison entre des si-

mulations faites avec la loi de Kirchhoff généralisée et des données expérimentales.
Nous avons vu que cette loi permet d’expliquer avec succès la plupart des motifs
d’émission. Cependant, trois limites de la loi de Kirchhoff généralisée ont été iden-
tifiés : (I) la loi de Kirchhoff généralisée introduit un léger décalage vers le rouge
du spectre d’émission dans la partie Stokes comparé à la section efficace d’absorp-
tion/de diffusion, qui va à l’encontre de la tendance observée expérimentalement ;
(II) la loi de Kirchhoff généralisée ne permet pas de modéliser la partie Stokes et
anti-Stokes du spectre simultanément ; (III) le rendement calculé avec la loi de Kir-
chhoff généralisée est plus de 10 fois inférieur à celui mesuré expérimentalement
dans les mêmes conditions. Selon toute vraisemblance, ces limites apparaissent en
raison des approximations drastiques sur la dépendance en fréquence de la densité
d’états et des éléments de matrice faites pour obtenir cette loi. Dans le paragraphe
"Comparaison simultanée du spectre Stokes et anti-Stokes", nous avons vu plus spé-
cifiquement que ce qui entrave un bon accord entre simulation et expérience est le
terme en ℏω − ℏωinc dans l’équation (5.24). Dans cette section, notre but est ainsi
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d’améliorer l’accord avec l’expérience en utilisant une loi de Kirchhoff corrigée phé-
noménologiquement sous la forme :

dPe

dΩr

= σabs,eq(ω,−u⃗r, p, T )
ω2

8π3c2
g(ω)

exp
(ℏω−ℏωinc

kBT

)
− 1

Keff
n , (5.27)

où g(ℏω) est une fonction phénoménologique à déterminer.
La fonction g doit répondre à plusieurs critères. D’une part, quand |ℏω− ℏωinc| ≲

kBT , il faut que g(ℏω) ≈ C(ℏω−ℏωinc), de sorte à compenser la divergence du terme
de Bose-Einstein. La fonction doit également changer de signe entre le côté Stokes
et anti-Stokes du spectre. Du côté anti-Stokes, sa variation doit être faible comparée
à la décroissance exponentielle du terme de Bose-Einstein. Dans la partie Stokes,
g(ℏω) ne doit pas être croissante quand la fréquence diminue. Raisonnablement, les
fonctions à tester en premier sont donc des fonctions antisymétriques et constantes
loin de ω = ωinc. De plus, la transition entre les valeurs asymptotiques en ω ≫ ωinc

et ω ≪ ωinc doit se faire sur une énergie de l’ordre de kBT autour de ℏωinc. Cela cor-
respond par exemple à la fonction arc tangente, tangente hyperbolique ou encore
la fonction erreur de Gauss.

Modélisation du spectre

Sur les figures 5.6 (c),(d), la comparaison quantitative du spectre des paragraphes
précédents est reproduite en utilisant la fonction :

g(ω) = C × arctan

(
ℏω − ℏωinc

kBT

)
, (5.28)

où C est une constante.
Sur la figure 5.6 (c), la comparaison est faite dans le cas où la résonance plasmo-

nique est nettement dans la partie Stokes du spectre. Dans le cas du pompage à 785
nm, l’accord est excellent. En particulier, le décalage vers le bleu du pic d’émission
par rapport au pic de la section efficace de diffusion est maintenant bien restitué.
Cela est dû au fait que la fonction arc tangente est constante sur cette partie du
spectre, de sorte que la fonction ω3g(ω)/[exp((ℏω− ℏωinc)/(kBT ))− 1] est purement
décroissante (voir la ligne rouge sur la figure 5.8). Pour le pompage à 633 nm, l’ac-
cord est bon dans la gamme 785-1000 nm, bien qu’un léger décalage vers le bleu
du pic d’émission simulé par rapport à celui expérimental persiste. Dans la gamme
633-785 nm, il n’y pas d’accord, encore une fois à cause de la contribution probable
des transitions interbandes.

Le cas où l’accord est le plus impressionnant est celui où la résonance plasmo-
nique est dans la partie anti-Stokes du spectre, montré sur la figure figure 5.6 (d).
En effet, l’accord pour λ <720 nm est une nouvelle fois bon, mais l’accord pour les
longueurs d’ondes plus élevées est à présent excellent également.

Notons pour finir que l’arc tangente n’est qu’une fonctionparmi d’autres dumême
type susceptible de fonctionner. En effet, dans l’annexe 5.F, la même comparaison
est effectuée avec la fonction erreur de Gauss et la fonction tangente hyperbolique,
avec des résultats comparables.

En résumé, cette section décrit une correction phénoménologique de la loi de
Kirchhoff généralisée qui permet d’obtenir unemodélisation excellente des spectres
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d’émission expérimentaux. Ce résultat est encourageant car il suggère que le pro-
blème de la photoluminescence par les métaux peut être traité dans le cadre d’une
loi de Kirchhoffgénéralisée, sans recourir à un traitement ab initiobasé sur l’équation
5.13. Notons toutefois que le rendement n’a pas pu être estimé avec cette fonction
phénoménologique car elle est définie à un facteur multiplicatif inconnu près.

5.4 . Résumé

La photoluminescencepar unmétal pompépar un laser est unphénomène connu
depuis plus de 50 ans, dont l’explication demeure un problème ouvert. De nos jours,
le cas particulier de la photoluminescencepar des nanoparticules uniques sous pom-
page continu est au coeur de nouvelles applications, créant un fort intérêt pour des
modèles théoriques permettant l’optimisation des propriétés de ces nanoparticules.
Dans la partie proche-infrarouge du spectre, une nouvelle théorie a été proposée ré-
cemment [190]. Celle-ci repose sur l’émission par des processus intrabande, et met-
tant en jeu une distribution hors-équilibre des électrons. Cependant, cette théorie ne
prend pas en compte l’aspect électromagnétique du problème, ce qui n’en fait pas un
outil de conception utilisable. Dans ce chapitre, j’ai utilisé le cadre de l’électrodyna-
mique fluctuationnelle pour exhiber le lien entre la puissance rayonnée, l’absorption
intrabande, et la distribution des électrons de conduction d’une structuremétallique
(équation (5.13)). Cette équation donne un cadre général pour calculer l’émission de
manière quantitative, pour toute condition d’équilibre ou hors-équilibre des élec-
trons. Une approximation de cette équation a ensuite permis d’établir une généra-
lisation du théorème de Fluctuation-Dissipation à toute distribution hors-équilibre
(équations (5.17), (5.18)). Ce théorème a permis de réécrire l’équation de la puis-
sance émise sous la forme d’une loi de Kirchhoff généralisée (équation (5.19)), et
ainsi d’en simplifier considérablement la mise en oeuvre.

Dans la troisième partie, le cas de la photoluminescence en régime de pompage
continu a été étudié en détail. D’abord, en utilisant l’expression de la distribution
électronique hors-équilibre calculée dans les références [191, 190], une expression
analytique de la loi de Kirchhoff généralisée a été établie. Une comparaison point
par point entre les données expérimentales de la littérature et les prédictions de
la loi de Kirchhoff généralisée a ensuite été menée. En particulier, la loi de Kirch-
hoff généralisée s’est révélée être un outil très puissant pour la compréhension et
la modélisation de la photoluminescence des métaux. En effet, en utilisant les codes
fournis par Mondher Besbes pour le calcul des sections efficaces d’absorption et
de diffusion, j’ai montré que : (i) la loi de Kirchhoff généralisée modélise parfaite-
ment la dépendance linéaire en fonction du pompage (l’antériorité de ce résultat
revient cependant à la référence [190]) et l’indépendance vis-à-vis de la température
du spectre Stokes ; (ii) la loi de Kirchhoff généralisée est en accord avec le fait que
la dépendance en polarisation du spectre soit celle des résonances plasmon; (iii) la
loi de Kirchhoff généralisée montre que la section efficace à laquelle devraient être
comparés les spectres expérimentaux est celle d’absorption ; (iv) l’accord entre la loi
de Kirchhoff généralisée et la mesure est convenable quand la résonance plasmon
est située dans la partie Stokes du spectre, à plus de∼ 50 nm vers le rouge de la lon-
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gueur d’onde du laser ; (v) une contribution importante au spectre d’émission pro-
venant des transitions interbandes est probable en-deçà de 650 nm; en effet, la loi
de Kirchhoff généralisée, qui ne modélise que les transitions intrabandes, se trouve
incapable d’expliquer certaines caractéristiques de l’émission dans cette gamme de
longueurs d’ondes ; (vi) la loi de Kirchhoff généralisée donne une justification théo-
rique à la décroissance exponentielle de la partie Stokes du spectre observée expé-
rimentalement (l’antériorité de ce résultat revient cependant à la référence [190]) ;
(vii) la loi de Kirchhoff suggère que la température extraite de la partie anti-Stokes
du spectre est celle des électrons et plutôt que celle des phonons (l’antériorité de ce
résultat revient cependant à la référence [190]). Au-delà de ces succès, certaines li-
mitations de la loi de Kirchhoff généralisée ont été identifiées. Ainsi, j’ai montré que :
(I) la loi de Kirchhoff généralisée introduit un léger décalage vers le rouge du spectre
d’émission dans la partie Stokes comparé à la section efficace d’absorption/de dif-
fusion, qui va à l’encontre de la tendance observée expérimentalement ; (II) la loi de
Kirchhoff généralisée ne permet pas de modéliser la partie Stokes et anti-Stokes du
spectre simultanément ; (III) le rendement calculé avec la loi de Kirchhoff générali-
sée est plus de 10 fois inférieur à celui mesuré expérimentalement dans les mêmes
conditions. Enfin, j’ai proposé une correction phénoménologique à la loi de Kirchhoff
généralisée permettant d’améliorer considérablement la modélisation du spectre,
et ainsi de remédier aux points (I) et (II). Cette correction simple suggère que le pro-
blème de la photoluminescence par les métaux peut être traité dans le cadre d’une
loi de Kirchhoff généralisée.
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Annexes

5.A . Interactionélectron-phonon-photonet interactionpolaron-
photon : équivalence des points de vue

Dans la section 5.2.1 "Remarque 1", nous avons montré que le calcul de la corré-
lation des densités de courant impose un point de vue d’interaction polaron-photon
quant à la transition d’un électron vers un état d’énergie plus faible par émission d’un
photon. Nous avons également discuté le fait qu’en pratique, le calcul du taux de ce
type de transition est plutôt fait via une approche quantique imposant un point de
vue électron-phonon-photon. Dans cette annexe, un calcul montrant l’équivalence
des deux points de vue est proposé. Pour cela, nous commençons par calculer les
fonctions d’ondes associées aux polarons. Ces fonctions d’ondes sont ensuite utili-
sées pour calculer la corrélation densités de courant. Le résultat du calculmontre ex-
plicitement l’équivalence avec le point de vue d’interaction électron-phonon-photon.

L’Hamiltonien prenant en compte les électrons, les phonons, ainsi que leurs in-
teractions s’écrit [208] :

H = H0 +He−pn, (5.29)

où

H0 =
∑
k

ℏωk c
†
kck +

∑
q

ℏΩq b
†
qbq, (5.30)

et

He−pn =
1√
N

∑
k,q

Fa(q)c
†
k−qck(bq − b†−q). (5.31)

Dans ces définitions, ℏΩq est la dispersion des phonons, b†q/bq l’opérateur créa-
tion/annihilation associé à un niveau q des phonons, N est le nombre de mailles
élémentaires du cristal, et Fa l’amplitude de l’interaction électron-phonon. Notons
que pour simplifier les notations les "chapeaux" des opérateurs quantiques et les
"flèches" des vecteurs k⃗ et q⃗ ont été omis. On s’est également placé implicitement
dans le cas d’unmétal infini pour lequel les vecteurs du réseau réciproque k et q sont
de bons nombres quantiques. Pour les électrons, la fonction d’onde correspondant
à un niveau d’énergie k est un état de Bloch. Les opérateurs création/annihilation
des phonons satisfont la relation de commutation [bq1 , b

†
q2
] = δq1,q21.
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Les états propres à 1 électron de l’Hamiltonien sans interactionH0, avec un élec-
tron dans l’état k et un nombre quelconque νq de phonons dans l’état q, s’écrivent :

|k, νq⟩0 = c†k
1√
νq!

(b†q)
νq |0⟩, (5.32)

où l’indice |...⟩0 indique que c’est un état propre de l’Hamiltonien H0. Ces états
ont l’énergie :

Ek,νq = ℏωk + (νq + 1/2)ℏΩq. (5.33)
Commençons avec le point de vue de l’interaction polaron-photon. Pour cela, il

faut prendre en compte l’influence des phonons dans les états d’énergie des élec-
trons. L’HamiltonienHe−pn est traité comme une perturbation. Au premier ordre, la
modification des états d’énergie à 1 électron et avec un nombre arbitraire de pho-
nons par mode s’écrit [195] :

|k,
⊗
p

νp⟩1 = |k,
⊗
p

νp⟩0 +
∑

|k′,
⊗

p ν′p⟩0

⟨k′,
⊗

p ν
′
p|He−pn|k,

⊗
p νp⟩0

Ek,{νp} − Ek′,{ν′p}
|k′,

⊗
p

ν ′p⟩0

= |k,
⊗
p

νp⟩0 +
1√
N

∑
q

Fa(q)
√
νq

ℏωk − ℏωk−q + ℏΩq

|k − q,
⊗
p ̸=q

νp ⊗ (νq − 1)⟩0

− 1√
N

∑
q

Fa(q)
√
νq + 1

ℏωk − ℏωk+q − ℏΩq

|k + q,
⊗
p̸=q

νp ⊗ (νq + 1)⟩0,

(5.34)
où ⊗ désigne le produit tensoriel et où la dispersion des phonons et l’amplitude

de l’interaction électron-phonon ont été présumées isotropes [208], soit Ω−q = Ωq

et Fa(−q) = Fa(q). Notons aussi qu’au premier ordre, l’énergie associée à ces états
perturbés n’est pas modifiée [195].

Dans cette dernière équation, on voit que les états propres d’énergie sont main-
tenant des paquets d’états de Bloch centrés sur l’état k. Cela correspond à un élar-
gissement des états électroniques dans l’espace des vecteurs d’ondes, de manière
similaire au cas d’unmétal fini. C’est ici qu’on voit explicitement l’aspect électron "ha-
billé" [208] par les phonons, ou autrement dit l’apparition du polaron. Dans la suite,
on utilise ces états de polaron pour calculer la corrélation des opérateurs densité
de courant, et connecter cette corrélation avec le taux d’émission calculé avec un
point de vue séquentiel d’interaction de l’électron avec un photon puis un phonon
(ou l’inverse).

Lamodification des états électroniques entraîne également unemodification des
opérateurs liés à ces états. Au premier ordre, les opérateurs annihilation sont redé-
finis par :

c
(1)
k,{νp} = ck

∏
p

1√
νp!

(bp)
νp +

∑
q

D(−)(k, q)
√
νqck−q

1√
(νq − 1)!

(bq)
νq−1

∏
p ̸=q

1√
νp!

(bp)
νp

−
∑
q

D(+)(k, q)
√
νq + 1ck+q

1√
(νq + 1)!

(bq)
νq+1

∏
p ̸=q

1√
νp!

(bp)
νp ,

(5.35)
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où on a défini les abréviations D(∓)(k, q) = (Fa(q)/
√
N)/[ℏωk − ℏωk∓q ± ℏΩq].

On passe maintenant ces opérateurs dans la représentation de Heisenberg (voir
section 5.2.1). Pour cela, on néglige la contribution d’ordre 1 venant de l’Hamiltonien
de couplage électron-phonon. On obtient simplement :

c
(1)
k,{νp} = cke

−iωkt
∏
p

e−iνpΩpt√
νp!

(bp)
νp

+
∑
q

D(−)(k, q)
√
νqck−qe

−iωk−qt
e−i(νq−1)Ωqt√
(νq − 1)!

(bq)
νq−1

∏
p ̸=q

e−iνpΩpt√
νp!

(bp)
νp

−
∑
q

D(+)(k, q)
√
νq + 1ck+qe

−iωk+qt
e−i(νq+1)Ωqt√
(νq + 1)!

(bq)
νq+1

∏
p ̸=q

e−iνpΩpt√
νp!

(bp)
νp ,

(5.36)

En prenant en compte cette perturbation dans l’opérateur champ électronique,
soit :

ψ̂(r⃗ , t) =
∑

k,{νp}⟨r⃗ |k,
⊗

p νp⟩1c
(1)
k,{νp}(t), l’opérateur courant s’écrit :

j(t) =
e

mV

∑
k,k′,{νp},{ν′p}

⟨k′,
⊗
p

ν ′p|p|k,
⊗
p

νp⟩1c(1) †k′,{ν′p}
(t)c

(1)
k,{νp}(t), (5.37)

où on a fait l’hypothèse que le système est homogène (ce qui revient à écrire
j(t) = (1/V )

∫
V
dr⃗j(r⃗, t) avec V le volume du métal) et isotrope (ce qui revient à

négliger la dépendance vectorielle de l’opérateur impulsion p). Voir la section 5.2.1
pour plus de détails sur ces approximations.

Dans l’équation (5.37), le produit ⟨k′,
⊗

p ν
′
p|p|k,

⊗
p νp⟩1c

(1) †
k′,{ν′p}

(t)c
(1)
k,{νp}(t) corres-

pond au produit de 4 termes présentant une partie d’ordre 0 et une d’ordre 1. A
l’ordre 1 de l’opérateur densité de courant, on a donc une somme de 4 termes, cha-
cun correspondant à la partie d’ordre 1 d’un des termes précédents. Il faut remar-
quer que pour les termes incluant la partie d’ordre 1 de |k,

⊗
p νp⟩1 ou |k′,

⊗
p ν

′
p⟩1,

la dépendance temporelle de l’opérateur densité de courant ne contient aucune
contribution de la dépendance temporelle des phonons. Ces termes ne satisfont
donc pas la conservation de l’énergie totale lors de l’interaction. On traitera donc les
fonctions d’ondes à l’ordre 0, la contribution d’ordre 1 venant des opérateurs créa-
tion/annihilation. On obtient alors :

j(t) =
e

mV

∑
k,{νp}

ℏkc(1) †k,{νp}(t)c
(1)
k,{νp}(t). (5.38)
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Après un calcul simple, on montre que l’opérateur courant habillé par des pho-
nons s’écrit dans l’espace de Fourier :

j(ω) =
2πe

mV

∑
k,{νp}

ℏk
∑
q[

D(−)(k, q)
√
νqc

†
kck−q

(b†q)
νq√

(νq)!

(bq)
νq−1√

(νq − 1)!

∏
p ̸=q

(b†p)
νp√
νp!

(bp)
νp√
νp!

δ(ωk−q − ωk − Ωq + ω)

−D(+)(k, q)
√
νq + 1c†kck+q

(b†q)
νq√

(νq)!

(bq)
νq+1√

(νq + 1)!

∏
p̸=q

(b†p)
νp√
νp!

(bp)
νp√
νp!

δ(ωk+q − ωk + Ωq + ω)

+D(−) ∗(k, q)
√
νqc

†
k−qck

(b†q)
νq−1√

(νq − 1)!

(bq)
νq√

(νq)!

∏
p ̸=q

(b†p)
νp√
νp!

(bp)
νp√
νp!

δ(−ωk−q + ωk + Ωq + ω)

−D(+) ∗(k, q)
√
νq + 1c†k+qck

(b†q)
νq+1√

(νq + 1)!

(bq)
νq√

(νq)!

∏
p ̸=q

(b†p)
νp√
νp!

(bp)
νp√
νp!

δ(−ωk+q + ωk − Ωq + ω)

]
.

(5.39)

A partir de cette définition, il devient possible de calculer la corrélation des opéra-
teurs densité de courant ⟨j†(ω)j(ω′)⟩. La densité de courant contient 4 termes. Dans
le produit des densités de courants, seul le produit de chaque terme 1 à 1 n’est pas
nul, de sorte que la corrélation des densités de courant contient aussi 4 termes. Par
exemple, le premier terme s’écrit :

∑
k,k′,{νp},{ν′p},q,q′

D(−) ∗(k, q)D(−)(k′, q′)
√
νqν ′q′⟨c

†
k−qckc

†
k′ck′−q′⟩⟨

(b†q)
νq−1√

(νq − 1)!

(bq)
νq√

(νq)!

×
(b†q′)

ν′
q′√

(ν ′q′)!

(bq′)
ν′
q′−1√

(ν ′q′ − 1)!

∏
p ̸=q

(b†p)
νp√
νp!

(bp)
νp√
νp!

∏
p′ ̸=q′

(b†p′)
ν′
p′√

ν ′p′ !

(bp′)
ν′
p′√

ν ′p′ !
⟩

× δ(ωk−q − ωk − Ωq + ω)δ(ωk′−q′ − ωk′ − Ωq′ + ω′).

(5.40)

En utilisant la relation ⟨ĉ†n1
ĉn2 ĉ

†
n3
ĉn4⟩ = δn1,n4δn2,n3(1− δn1,n2)f(ℏωn1)[1− f(ℏωn2)],

la condition k = k′ et q = q′ émerge de la moyenne des opérateurs électroniques
dans l’équation (5.40). L’équation (5.40) se simplifie ainsi en :

δ(ω′ − ω)
∑

k,{νp},{ν′p},q

|D(−)(k, q)|2
√
νqν ′qf(ℏωk−q)[1− f(ℏωk)]⟨

(b†q)
νq−1√

(νq − 1)!

(bq)
νq√

(νq)!

×
(b†q)

ν′q√
(ν ′q)!

(bq)
ν′q−1√

(ν ′q − 1)!

∏
p ̸=q

(b†p)
νp√
νp!

(bp)
νp√
νp!

(b†p)
ν′p√
ν ′p!

(bp)
ν′p√
ν ′p!

⟩ × δ(ωk−q − ωk − Ωq + ω).

(5.41)
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En utilisant la relation (b†q)
νq(bq)

νq =
∏νq

j=0(N̂q − j) où N̂q est l’opérateur nombre
de phonons dans l’état q, la moyenne statistique sur les phonons s’écrit :

⟨
(b†q)

νq−1√
(νq − 1)!

(bq)
νq√

(νq)!

(b†q)
ν′q√

(ν ′q)!

(bq)
ν′q−1√

(ν ′q − 1)!

∏
p ̸=q

(b†p)
νp√
νp!

(bp)
νp√
νp!

(b†p)
ν′p√
ν ′p!

(bp)
ν′p√
ν ′p!

⟩

=
∑
{ν′′p }

P ({ν ′′p})
√
νq
√
ν ′q

ν ′′q

∏
p

∏ν′′p
j=ν′′p−νp+1 j

(νp)!

∏ν′′p
l=ν′′p−ν′p+1 l

(ν ′p)!
,

(5.42)

où P ({ν ′′p}) est la probabilité de l’état de Fock |ν ′′1 , ...ν ′′p , ...⟩ décrivant les états des
phonons.

Dans cette dernière expression, et dans une description des phonons dans l’en-
semble canonique, le produit

∏
p

∏ν′′p
j=ν′′p−νp+1 j est nul à moins que tous les νp soient

égaux aux ν ′′p . En effet, dans l’ensemble canonique le nombre total de phonons est
fixé, de sorte que si pour un état p1, νp1 < ν ′′p1 , alors il existe nécessairement un état
p2 pour lequel νp2 > ν ′′p2 , de sorte que la somme

∏ν′′p2
j=ν′′p2−νp2+1 j contient la multipli-

cation par j = 0. Remarquablement, dans le cas où l’égalité {np} = {n′
p} = {n′′

p} est
vérifiée, l’équation (5.42) se simplifie en

∑
{ν′′p }

P ({ν ′′p}). En injectant ce résultat dans
l’équation (5.41), on obtient que le premier terme de la corrélation des densités de
courants s’écrit :

δ(ω′ − ω)
∑
k,q

|D(−)(k, q)|2
[∑

{n′′
p}

ν ′′qP ({ν ′′p})
]
f(ℏωk−q)[1− f(ℏωk)]δ(ωk−q − ωk − Ωq + ω)

= δ(ω′ − ω)
∑
k,q

|D(−)(k, q)|2Nqf(ℏωk−q)[1− f(ℏωk)]δ(ωk−q − ωk − Ωq + ω),

(5.43)

où Nq est le nombre moyen de phonons dans l’état q.
En regroupant les 4 termes, la corrélation des opérateurs densité de courant

s’écrit :

⟨j†(ω)j(ω′)⟩ = 2πδ(ω − ω′)
e2

m2V 2

∑
k,q

(ℏk)2

×
[
|D(−)(k, q)|2Nqf(ℏωk−q)[1− f(ℏωk)]2πδ(ωk−q − ωk − Ωq + ω)

+ |D(+)(k, q)|2[1 +Nq]f(ℏωk+q)[1− f(ℏωk)]2πδ(ωk+q − ωk + Ωq + ω)

+ |D(−)(k, q)|2[1 +Nq]f(ℏωk)[1− f(ℏωk−q)]2πδ(ωk−q − ωk − Ωq − ω)

+ |D(+)(k, q)|2Nqf(ℏωk)[1− f(ℏωk+q)]2πδ(ωk+q − ωk + Ωq − ω)

]
.

(5.44)
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Dans cette expression, la présence de la fonction de Dirac permet de simplifier
les termes en D(±)(k, q)|2 en |Fa(q)|2/(ℏω)2. En regroupant les termes d’émission et
d’absorption de phonons, on réécrit la dernière équation comme :

⟨j†(ω)j(ω′)⟩ = 2πδ(ω − ω′)
e2

m2V 2ω2

∑
k,q

|Mq|2

×
[
(k2 + (k − q)2)Nqf(ℏωk−q)[1− f(ℏωk)]2πδ(ωk−q − ωk − Ωq + ω)

+ (k2 + (k + q)2)[1 +Nq]f(ℏωk+q)[1− f(ℏωk)]2πδ(ωk+q − ωk + Ωq + ω)

]
,

(5.45)

où on a défini Mq = Fa(q)/
√
N . On remarque que cette expression de la cor-

rélation des densités de courants a une forme différente de celle obtenue dans la
section 5.2.1. En fait, le calcul de cette dernière a été fait dans un cadre simplifié où
un échange d’énergie avec un 3ème corps a été négligé. En particulier, on voit que
si on néglige l’énergie des phonons devant les autres énergies mises en jeu dans
l’équation (5.45), on retombe sur une expression similaire à l’équation (5.5) dans la
section 5.2.1.

Finalement, prenons en compte le fait que l’interaction électron-phonon dans
les métaux a lieu avec les phonons acoustiques. En première approximation, cette
interaction peut être décrite par un mécanisme de type potentiel de déformation
[209]. L’expression de Fa est alors donnée par Fa(q) = −iΣ

√
ℏ|q|/(2Mca) avec Σ le

potentiel de déformation, M est la somme des masses des atomes contenus dans
une maille élémentaire et ca est la vitesse des phonons acoustiques (en supposant
leur dispersion linéaire, soit Ωq = ca|q|) [210]. On obtient ainsi :

|Mq|2 =
ℏ2Σ2|q|2

2ρV Ωq

, (5.46)

où ρ =M ×N/V est la densité du métal.
Avec cette dernière expression, on retrouve l’expression des références [196,

197] obtenue en utilisant la règle d’or de Fermi au second ordre, et associée au point
de vue séquentiel de la figure 5.1 (b).

5.B . Partie imaginaire de la permittivité

Le point de départ pour le calcul de la partie imaginaire de la permittivité est
l’Hamiltonien de couplage Ĥint entre la densité de courant électronique dans le mé-
tal et le potentiel vecteur associé à un champ monochromatique externe A⃗(r⃗, t) =

A⃗(r⃗ )e−iωt :

Ĥint(t) = −
∫
⃗̂j(r⃗ ).A⃗(r⃗, t)dr⃗. (5.47)

A partir de cet Hamiltonien d’interaction, il est possible de calculer lamoyenne de
l’opérateur ĵind, qui correspond à l’opérateur densité de courant induit par le champ
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incident. Pour cela, on se restreint à la réponse linéaire du métal en fonction du
champ. Dans cette hypothèse, la formule de Kubo [211, 212] est applicable et donne :

⟨ĵindu (r⃗, t)⟩ = ⟨ĵu(r⃗, t)⟩ −
i

ℏ

∫
V

[ ∫ ∞

0

⟨[ĵv(r⃗ ′, t− τ), ĵu(r⃗, t)]⟩eiωτdτ
]
Av(r⃗

′, t)dr⃗ ′, (5.48)

où ⟨...⟩ désigne la moyenne statistique et où les opérateurs densité de courant
sont écrits dans la représentation de Heisenberg. D’après cette dernière équation,
le tenseur de susceptibilité non-local du métal en jauge j/A est défini par :

χuv(t, τ, r⃗, r⃗
′) = − i

ℏ
⟨[ĵv(r⃗ ′, t− τ), ĵu(r⃗, t)]⟩H(τ), (5.49)

où H est la fonction d’Heaviside, introduite pour assurer la causalité de la ré-
ponse.

En utilisant la définition de l’opérateur densité de courant de l’équation (5.3), ainsi
que la relation ⟨ĉ†n1

ĉn2 ĉ
†
n3
ĉn4⟩ = δn1,n2δn3,n4f(ℏωn1) + δn1,n4δn2,n3(1− δn1,n2)f(ℏωn1)[1−

f(ℏωn2)], la moyenne du commutateur des opérateurs densité de courant s’écrit :

⟨[ĵv(r⃗ ′, t− τ), ĵu(r⃗, t)]⟩ =
∑
n,n′

j1ev (r⃗ ′, n, n′)j1ev (r⃗, n, n′)e−iωn′nτ
[
f(ℏωn)− f(ℏωn′)

]
,

(5.50)
où ωn′n = ωn′ − ωn et où l’opérateur densité de courant à un électron s’écrit

j1eu (r⃗, n, n′) = eℏ
2im

[
ϕ∗
n(r⃗ )u⃗.∇⃗ϕn′(r⃗ )−ϕn′(r⃗ )u⃗.∇⃗ϕ∗

n(r⃗ )
]
. Il est notable que cette expres-

sion est indépendante du temps t, ou autrement dit, que le tenseur de susceptibilité
est stationnaire. Par conséquent, l’intégrale par rapport à τ dans l’équation (5.48) re-
vient simplement à évaluer la transformée de Fourier de la fonction de Heaviside en
ω−ωn′n. Plus précisément, sachant que l’on s’intéresse uniquement à la partie imagi-
naire de la susceptibilité, la partie réelle de la transformée de Fourier de la fonction
de Heaviside est suffisante (à cause du facteur imaginaire i/ℏ dans la définition du
tenseur de susceptibilité (5.49)). Celle-ci est donnée par Re[TF [H(τ)](ω)] = πδ(ω).
Au final, la partie imaginaire du tenseur de susceptibilité non-local s’écrit :

Im[χuv(ω, r⃗, r⃗
′)] = − 1

2ℏ
∑
n,n′

j1ev (r⃗ ′, n, n′)j1ev (r⃗, n, n′)2πδ(ω − ωn′n)
[
f(ℏωn)− f(ℏωn′)

]
.

(5.51)
Enfin, appliquons les mêmes approximations que dans la section 5.2.1 concer-

nant la diagonalité, l’isotropie, la localité et l’homogénéité du tenseur de suscepti-
bilité. Notons également que le tenseur de susceptibilité (5.49) relie un courant et
un potentiel vecteur. Son lien avec la partie imaginaire de la permittivité, définie
comme la connexion entre une polarisation et un champélectrique, s’écrit Im[ϵ(ω)] =
1/(ϵ0ω

2)Im[χ(ω)]. Finalement, on retrouve la formule de Green-Kubo [213] donnant
la partie imaginaire de la permittivité :

Im[ϵ(ω)] =
1

2ℏ
ω2
p,1

ω2

∑
n

gn
m
[f(ℏωn)− f(ℏωn + ℏω)], (5.52)

oùωp,1 =
√

(e2 × (1/V ))/(ϵ0m) et gn =
∑

n′ |⟨ϕn|p̂|ϕn′⟩|22πδ(ω−ωn′n) avec ⟨ϕn′ |p̂|ϕn⟩ =
(ℏ/i)

∫
V
ϕ∗
n′(r⃗)u⃗.∇⃗ϕn(r⃗)d

3r⃗.
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5.C . Distribution électronique d’un gaz d’électrons sous pom-
page continu

Dans cette annexe, on reproduit le calcul de la distribution électronique hors-
équilibre sous pompage monochromatique continu fait dans la référence [191]. Ce
calcul se base sur l’équation de Boltzmann décrivant l’évolution temporelle de la dis-
tribution f des électrons de conduction à l’énergie E 16 :

∂f

∂t
(E, t) =

(
∂f

∂t

)
collisions e-e

+

(
∂f

∂t

)
collisions e-pn

+

(
∂f

∂t

)
absorption

, (5.53)

où le premier terme dans la partie droite de l’équation décrit la relaxation des
électrons par collision avec d’autres électrons, le second la relaxation par collision
avec des phonons et le troisième l’excitation d’électrons de conduction par absorp-
tion de photons.

L’étape suivante consiste à expliciter l’expression de chacun de ces trois termes.
L’écriture du terme de collisions électron-électron est difficile à faire de manière
rigoureuse. Une simplification habituelle est de le traiter dans l’approximation du
temps de relaxation [74]. Cela consiste à supposer qu’il peut s’écrire comme :(

∂f

∂t

)
collisions e-e

(E) = −f(E)− fFD(E)

τee(E)
, (5.54)

où fFD est la distribution de Fermi-Dirac et τee(E) le temps de relaxation par
collisions électron-électron dépendant du niveau d’énergie.

D’autre part, dans la référence [191], un calcul explicite du terme de collisions
électron-phonon montre qu’il est négligeable devant le terme de collision électron-
électron dès que |E − µF | ≫ kBTD ∼ 15 meV (pour l’or et l’argent), où TD est la
température de Debye. En pratique, ce terme est donc négligeable.

En prenant en compte ces considérations, et en se plaçant en régime station-
naire, la distribution électronique sous pompage continu s’écrit simplement à partir
de l’équation (5.53) comme une distribution d’équilibre corrigée par un terme de
premier ordre proportionnel à τee :

f(E) = fFD(E) + τee(E)×
(
∂f

∂t

)
absorption

(E). (5.55)

Il ne reste donc plus qu’à expliciter le terme d’absorption pour obtenir la dis-
tribution hors-équilibre. Pour cela, on fait un bilan entre les temps t et t + dt de
la variation du nombre d’électrons de conduction N(E, t) dans une partie de l’es-
pace des phases correspondant au volume V centré sur la position r⃗ et à l’inter-
valle d’énergie [E,E + dE]. Dans le bilan, dE et dt sont des variations infinitési-
males par rapport aux échelles d’énergie et de temps en jeu. Étant donnée la relation
N(E, t) = f(E, t)ρc(E)dE (où ρc est la densité d’état électronique), on peut remonter

16. Ceci repose sur l’hypothèse implicite que les niveaux électroniques forment un continuum en
énergie. De plus, cette approche suppose que la relaxation du vecteur d’onde est beaucoup plus
rapide que celle de l’énergie, notamment sous l’effet de collisions élastiques très rapides dans les
métaux [214]. Cela conduit à l’isotropie de la distribution en fonction du vecteur d’onde et permet
ainsi d’utiliser directement l’énergie comme variable.
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à la variation de la distribution f dans cet intervalle de temps. Pour une fréquence
de pompage par le laser incident ωinc, et en négligeant les processus d’émission sti-
mulée, le bilan s’écrit :

N(E, t+ dt) = N(E, t) +

[
∂PE−ℏωinc,E

∂t

]
(t)dt−

[
∂PE,E+ℏωinc

∂t

]
(t)dt, (5.56)

où
[
∂PEi,Ef

∂t

]
est la probabilité de transition par unité de temps (i.e. le taux) d’un

électron d’un état initial d’énergie Ei vers un état final d’énergie Ef . A partir de la
règle d’or de Fermi, ce taux s’écrit comme :

[
∂PEi,Ef

∂t

]
=

e2|E⃗ |2

m(Ef − Ei)2
ρc(Ef )f(Ei)[1− f(Ef )]2πℏρc(Ei)

|⟨ϕEf
|p̂|ϕEi

⟩|2

m
dE, (5.57)

où E⃗ est le champ électrique du laser de pompe à la position r⃗ et ϕE est la fonc-
tion d’onde d’un état d’énergie E (implicitement on considère ici que les fonctions
d’ondes sont isotropes par rapport aux vecteurs du réseau réciproque).

En recourant aux mêmes approximations pour la densité d’états et pour l’élé-
ment de matrice de transition ⟨ϕEf

|p̂|ϕEi
⟩ que pour dériver la loi de Kirchhoff géné-

ralisée (voir section 5.2.3), on obtient plus simplement :

[
∂PEi,Ef

∂t

]
=

2ϵ0V |E⃗ |2

ℏ
Im[ϵ(Ef/ℏ− Ei/ℏ)]f(Ei)[1− f(Ef )]

dE

ℏ(ωf − ωi)
. (5.58)

Sachant que l’intensité incidente sur la particule correspondant à une onde plane
s’écrit Iinc = ϵ0c|E⃗inc|2/2, et que la section efficace d’absorption d’un matériau homo-
gène s’écrit :

σabs(ω, p) = (ω/c)Im[ϵ(ω)](|E⃗ .e(p)m |2/|E⃗inc.e(p)m |2)V, (5.59)

où E⃗ est le champ électrique au point r⃗ dans le métal et où p désigne une polari-
sation et e(p)m le vecteur unitaire correspondant, on obtient :

(
∂f

∂t

)
absorption

(E > ℏωinc) =
4Iincσabs(ℏωinc, pinc)

[ℏωinc]2ρc(E)

[
f(E − ℏωinc) + f(E + ℏωinc)− 2f(E)

]
.

(5.60)

On note que dans le cas E < ℏωinc, il faut supprimer dans le crochet le terme
f(E − ℏωinc)− f(E). De cette manière, on peut facilement vérifier qu’avec ce terme
d’absorption on satisfait à la conservation du nombre total d’électrons de conduction
entre t et t + dt, ainsi qu’à l’absorption de l’énergie Iincσabs(ℏωinc, pinc)dt par le gaz
d’électron. Ceci reste valide quelle que soit la distribution f .

Au final, il ne reste plus qu’à injecter cette dernière équation dans l’équation
(5.55). En anticipant que le terme en τ(ℏωk⃗)×

(
∂f
∂t

)
absorption n’est qu’une petite correc-

tion à la distribution de Fermi-Dirac, on peut directement remplacer dans le terme
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d’absorption la distribution hors-équilibre par la distribution de Fermi-Dirac. Ainsi,
on obtient la distribution électronique sous pompage continu comme :

f(E) = fFD(E) +Kn(E)
[
fFD(E − ℏωinc) + fFD(E + ℏωinc)− 2fFD(E)

]
, (5.61)

où on a posé l’abréviation :

Kn(E, T ) =
4Iincσabs(ℏωinc, pinc)τ(E, T )

[ℏωinc]2ρc(E)
. (5.62)

5.D . Calcul de l’intégrale de la probabilité jointe de recombi-
naison électron-trou sous pompage continu

En insérant la distributionhors-équilibre calculée dans l’annexe 5.C, f(E) = fFD(E)+
Kn(E)× [fFD(E−ℏωinc)+fFD(E+ℏωinc)−2fFD(E)], dans l’équation (5.18), un calcul
simple montre que seulement deux termes au 1er ordre en Kn ne sont pas négli-
geables, de sorte que l’intégrale de la probabilité jointe de recombinaison s’écrit :

Θcw(ω) =

∫
fFD(E + ℏω − ℏωinc)[1− fFD(E)]Kn(E + ℏω)dE

+

∫
fFD(E + ℏω)[1− fFD(E + ℏωinc)]Kn(E)dE.

(5.63)

Enutilisant la relation remarquable (connue sous le nomde relationdeVanRoosbroeck-
Shockley dans le contexte des semiconducteurs [99]) :

fFD(E + E1)[1− fFD(E + E2)]

fFD(E + E2)− fFD(E + E1)
=

1

exp(E1−E2

kBT
)− 1

, (5.64)

on obtient l’expression alternative :

Θcw(ω) =
1

exp
(ℏω−ℏωinc

kBT

)
− 1

[ ∫
[fFD(E)− fFD(E + ℏω − ℏωinc)]Kn(E + ℏω)dE

+

∫
[fFD(E + ℏωinc)− fFD(E + ℏω)]Kn(E)dE

]
.

(5.65)

A présent, on utilise l’approximation discutée dans la section 5.2.3 consistant à
approximer la distribution de Fermi-Dirac par une fonction enmarche d’escalier, soit
fFD(E) ≈ 1−H(E − µF ) où H est la fonction de Heaviside. On obtient :

Θcw(ω) =
1

exp
(ℏω−ℏωinc

kBT

)
− 1

[ ∫ µF+ℏω

µF+ℏωinc

Kn(E)dE +

∫ µF−ℏωinc

µF−ℏω
Kn(E)dE

]
. (5.66)

D’après l’équation (5.62), les termes qui dépendent de l’énergie dans le nombre
Knudsen sont la densité d’états électroniques ρc et le temps de relaxation d’un élec-
tron par collisions avec d’autres particules. Dans le même esprit que dans la section
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5.2.3, on approxime la densité d’états électroniques comme constante à sa valeur
au niveau de Fermi, soit ρc(E) = ρc(µF ). Par ailleurs, d’après la théorie des liquides
de Fermi de Landau, le temps de relaxation lié aux collisions électron-électron a une
forme lorentzienne [207] :

τee(E, T ) =
1

A(πkBT )2
1

1 + (E−µF

πkBT
)2
, (5.67)

où le paramètre A est constant en énergie et en température.
Après quelques calculs simples et en utilisant l’approximation ℏω, ℏωinc ≫ πkbT

(précise dans le visible et à température ambiante), on obtient :

Θcw(ω) =
2(ℏω − ℏωinc)

exp
(ℏω−ℏωinc

kBT

)
− 1

ℏωinc

ℏω
Keff

n , (5.68)

où on a défini le nombre de Knudsen effectif :

Keff
n = Kn(E = µF , T )×

[πkBT
ℏωinc

]2
= [4Iincσabs(ℏωinc)]/[A(ℏωinc)

4ρc(µF )], (5.69)

qui est un terme indépendant de l’énergie et de la température.

5.E . Procédure de simulation du spectre avec la loi de Kirchhoff
généralisée

La procédure pour comparer les spectres expérimentaux aux spectres simulés
est la suivante : dans un premier temps, pour une structure donnée, une simulation
de la section efficace de diffusion est faite et comparée à la mesure expérimentale.
Cela permet d’ajuster les dimensions de l’objet, dont l’incertitude sur les valeurs est
de l’ordre de 5-10 nm en raison d’une résolution limitée des instruments demesures
(microscope à force atomique pour la mesure de la hauteur et microscope électro-
nique à balayage pour les dimensions dans le plan du substrat). Par ailleurs la partie
imaginaire de la permittivité utilisée dans les simulations correspond au départ à
celle d’un matériau massif. Pour des nanoparticules de dimension minimale typique
20 nm, le libre parcours moyen d’un électron (typiquement 30-50 nm [39]) est sus-
ceptible d’être réduit par rapport à un matériau massif en raison de la présence de
bords et de défauts dans le réseau cristallin. Afin de reproduire les résultats expéri-
mentaux, la partie imaginaire de la permittivité est ajustée via un coefficient multi-
plicateur Cgam ≥ 1 uniforme en fréquence. Une fois ces ajustements faits, on peut
simuler la section efficace d’absorption. Il faut noter ici que ce que nous cherchons
est l’émission via les transitions intrabandes. Il faut donc calculer l’absorption corres-
pondant à ces transitions uniquement. Pour cela, onmultiplie la section efficace d’ab-
sorption calculée numériquement par ϵ′′intra(ω)/ϵ′′tot(ω) où ϵ′′tot est la partie imaginaire
de la permittivité du métal totale (avec la contribution intrabande et interbande) et
ϵ′′intra est la partie imaginaire de la permittivité associée aux transitions intrabande
uniquement. ϵ′′intra est déterminé en ajustant les données expérimentales de John-
son et Christy [215] par un modèle de Drude + 2 points critiques [216], dont on ne
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Figure 5.11 – Comparaisons simulations/expériences en régime de pompage monochromatique
continu. Les simulations correspondent aux courbes en pointillés et les données expérimentales
à celles en lignes pleines. Les courbes en ligne pleine bleue sont des mesures par microscopie en
champ sombre de la lumière diffusée. Elles sont comparées à la section efficace de diffusion simulée.
Les courbes en ligne pleine rouge sombre sont des mesures de photoluminescence sous pompage
à 785 nm. Les structures étudiées sont des bâtonnets d’or (longueur ∼ 75 nm, diamètre ∼ 25 nm).
Le modèle de Kirchhoff phénoménologique de l’équation (5.27) est utilisé, avec la fonction erreur de
Gauss et la température Tsim = 560 K pour le panneau (a), la fonction tangente hyperbolique et la
température Tsim = 540K pour le panneau (b). Panneaux (a),(b) : Reprinted (adapted) with permission
from [180]. Copyright 2019 American Chemical Society.

garde que la partie correspondant au modèle de Drude (les points critiques décri-
vant les transitions interbandes). Cette procédure permet de calculer l’absorption et
donc l’émission dans une direction et polarisation donnée. Expérimentalement, un
objectif de microscope vient collecter la lumière émise par l’échantillon dans toutes
les directions correspondant à son ouverture numérique. A une longueur d’onde
donnée, le spectre correspond donc à une intégrale sur toutes ces directions. Pour
calculer cette intégrale, le calcul de la section efficace d’absorption est répété pour
un grand nombre d’angles possibles. Enfin, cette opération est également répétée
pour les deux polarisations possibles.

5.F . Modèle phénoménologique : test d’autres fonctions

Dans cette annexe, nous testons les fonction erreur deGauss g(ω) = erf
(ℏω−ℏωinc

kBT

)
et tangente hyperbolique g(ω) = tanh

(ℏω−ℏωinc

kBT

)
comme alternative à la fonction arc

tangente pour l’amélioration de la comparaison entre les résultats des simulations
et ceux expérimentaux.

Le test de ces fonctions est fait sur les données expérimentales montrées sur la
figure 5.6 (b). On a vu dans le corps du texte que c’est ce type de spectre qui est le
plus sensible à la forme de la fonction g. Par ailleurs, il a été vérifié pour les données
de la figure 5.6 (a) qu’un accord comparable à celui de la fonction arc tangente est
obtenu (nonmontré). Les résultats de ces tests sont montrés sur la figure 5.11. Dans
les deux cas, l’accord entre la simulation et la mesure est très bon. Les températures
trouvées sont également proches de celle obtenue avec la fonction arc tangente.





Conclusions et perspectives

En conclusion, nous avons abordé dans cette thèse quatre problèmes concer-
nant le contrôle de l’émission de lumière par une assemblée d’émetteurs thermali-
sés dans un résonateur. Les résultats présentés procurent de nouveaux outils d’in-
terprétation et de conception pour la prochaine génération de dispositifs expéri-
mentaux repoussant les limites du contrôle de l’émission de lumière, ainsi que pour
la construction d’applications concrètes issues des technologies actuelles. Dans la
suite, les principaux résultats de cette thèse seront rappelés et quelques perspec-
tives pour l’avenir seront suggérées.

Contrôle parunemétasurfacede l’émissionde lumièred’unensembledeboîtes
quantiques colloïdales thermalisées :

Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéressés à la modélisation du contrôle par
une métasurface de l’émission de lumière d’un ensemble de boîtes quantiques col-
loïdales. Pour cela, nous nous sommes appuyés sur une réalisation expérimentale
existante d’un réseau unidimensionnel gravé dans une couche de boîtes quantiques
colloïdales. Les mesures expérimentales sur ce dispositif montrent un contrôle des
caractéristiques spectrales, de directivité et de polarisation très prononcées. Nous
avons d’abord mis en évidence la physique du résonateur canalisant l’émission des
boîtes quantiques. Nous avons ensuite mené des simulations numériques prenant
en compte la géométrie exacte de ce dispositif, et obtenu une modélisation très fi-
dèle des résultats expérimentaux sur chacun des aspects caractéristiques de l’émis-
sion.

D’un point de vue théorique, il convient d’insister sur le fait que l’étude menée
ici est la première à mettre en évidence la validité de l’outil de modélisation qu’est
la loi de Kirchhoff dans le cas où des émetteurs localement thermalisés sont placés
dans un résonateur modifiant substantiellement les caractéristiques de leur émis-
sion. Cette étude est ainsi la première démonstration sur des données expérimen-
tales des concepts proposés par Greffet et al. en 2018 [32]. Ce chapitre a également
été au-delà de cet article en proposant une généralisation de la loi de Kirchhoff pour
les boîtes quantiques à ligands longs.

Le travail effectué dans ce chapitre offre plusieurs directions de recherches fu-
tures. Ici la validité de la loi de Kirchhoff a été montrée sur une structure déjà exis-
tante et dont l’optimisation pour le contrôle de l’émission a été faite grossièrement.
Une première perspective naturelle est l’optimisation des propriétés d’émission par
l’utilisation de la loi de Kirchhoff durant la phase de conception de la structure. Ce
travail ayant été effectué en début de thèse, des démarches allant dans ce sens ont
depuis été entreprises. Ainsi, la loi de Kirchhoff a été utilisée dans notre groupe pour
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optimiser la directionnalité et la polarisation d’émission d’une métasurface basée
sur des nanoplaquettes. La métasurface correspondante a ensuite été fabriquée et
caractérisée, montrant un contrôle de la directivité record [97]. Notons au passage
que dans cette étude, l’indice optique des nanoplaquettes a pu être modélisé pré-
cisément à partir de données d’ellipsométrie, évitant ainsi le recours à la procédure
de détermination auto-consistante qui a été nécessaire dans ce chapitre. Au-delà
de l’aspect de directionnalité, ce type de métasurfaces émettrices est susceptible
d’atteindre des rendements supérieurs aux LEDs actuelles non structurées grâce à
une meilleure extraction de la lumière émise (par exemple, une augmentation de
l’efficacité quantique externe d’un facteur ∼ 6 − 9 par rapport à une couche de se-
miconducteur non structurée a été observée dans la référence [217]). Là encore la
loi de Kirchhoff pourrait aider l’optimisation de cet aspect dans de futurs dispositifs.

Par ailleurs, dans le cas particulier d’un milieu actif composé de boîtes quan-
tiques, il serait intéressant de tester plus en profondeur la généralisation de la loi
de Kirchhoff pour des ligands longs, en particulier sur un plus large spectre et sur
son aspect quantitatif. Il serait également intéressant de s’interroger sur la validité
de cette loi de Kirchhoff dans le cas des boîtes quantiques auto-organisées. En com-
binaison avec les résultats du chapitre suivant, cela ouvrirait la voie à lamodélisation
de nanolasers basés sur ce type de boîtes quantiques [218, 219].

Loi de Kirchhoff et régime laser :

Dans le chapitre 3, nous avons étudié le contrôle via un résonateur de l’émission
de lumière par une assemblée d’émetteurs localement thermalisés dans le régime
laser. En particulier, nous avons discuté la possibilité d’utiliser la loi de Kirchhoff
comme un outil de modélisation dans ce régime. A première vue, la présence d’un
potentiel chimique dans le terme de Bose-Einstein 1/[exp[(ℏω − µ)/(kBT )] − 1] de
la fonction de Planck généralisée suggère que le régime de condensation de Bose-
Einstein pourrait être atteint lorsque µ s’approche du niveau fondamental d’un réso-
nateur. En fait, nous avons montré que la validité de la loi de Kirchhoff est bien plus
large et concerne tout le régime laser d’un système d’émetteurs en équilibre ther-
modynamique local. De lamêmemanière que dans le régime d’émission spontanée,
nous avonsmontré que cette validité tient quel que soit le type de résonateur utilisé,
ce qui en fait un outil très général. Nous avons également montré que la largeur de
raie de l’émission simulée avec la loi de Kirchhoff en régime laser suit la largeur de
raie de Schawlow-Townes, ajoutant à la généralité de cet outil.

Le travail entrepris dans ce chapitre ouvre la voie à la conception de nouveaux
lasers à bas seuil, grâce à un contrôle accru du spectre, de la directivité et de la pola-
risation de l’émission. En particulier, la précision de la loi de Kirchhoff pour la modé-
lisation du spectre pourrait en faire un outil de choix pour la conception de lasers re-
posant sur des cavités non-triviales, par exemple les lasers à plasmons [22]. D’autre
part, dans le prolongement du chapitre précédent, la capacité de la loi de Kirchhoff à
modéliser la directivité et la polarisation de l’émission pourrait la rendre utile pour la
conception de lasers reposant sur des métasurfaces émettrices [221, 222, 223, 224].
Dans cette perspective, l’étape naturelle suivante serait de montrer sa validité sur
des données existantes, comme dans le chapitre précédent. Notons que pour cela,
il est nécessaire de disposer d’un modèle de permittivité du milieu à gain incluant la
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Figure 5.12 – Exemple de nanolaser à base de semiconducteur. Figure reproduite à partir de la réfé-
rence [220] (grâce à l’ Optica Open Access Publishing Agreement).

dépendance en fonction du pompage, ou demanière équivalente des quasi-niveaux
de Fermi. Nous avons vu dans ce chapitre et dans le chapitre 4 que de tels modèles
sont disponibles pour les semiconducteurs. Cela suggère d’effectuer cette première
étape de vérification avec unmilieu à gain à semiconducteur. Par exemple, cela pour-
rait concerner la modélisation d’un dispositif similaire à celui de la référence [220],
montré sur la figure 5.12. Pour d’autres types de milieux à gain, il serait nécessaire
de déterminer préalablement un modèle de dépendance de la partie imaginaire de
la permittivité en fonction du pompage.

Condensation de Bose-Einstein de photons et effet laser dans une cavité avec
gain à base de semiconducteur :

Dans le chapitre 4, nous avons étudié un régime très particulier de l’émission par une
assemblée d’émetteurs en équilibre thermodynamique local dans un résonateur : le
régime de condensation de Bose-Einstein de photons. En partant du constat que les
dispositifs expérimentaux pour mettre en évidence ce phénomène sont similaires à
certains nanolasers, nous nous sommes intéressés à la différence entre le régime de
condensation et le régime laser. Nous nous sommes focalisés en particulier sur le cas
où le milieu actif est un matériau semiconducteur, pour lequel des expressions ana-
lytiques pour décrire les mécanismes de création et d’absorption de photons sont
bien établies. Cela nous a permis d’obtenir un résultat central, qui est que l’occupa-
tion des modes d’une cavité ouverte en régime forcé peut s’écrire comme une dis-
tribution de Bose-Einstein généralisée par un nombre adimensionné, le nombre de
Knudsen, qui permet de caractériser quantitativement la thermalisation d’un mode.
Dans la limite où les nombres de Knudsen de tous les modes deviennent très petits
devant 1, les photons sont quasiment en équilibre thermodynamique. Cela montre
que le régime de condensation de Bose-Einstein de photons est un régime parti-
culier du régime laser. Cette distribution de Bose-Einstein généralisée a également
permis de revisiter avec un nouveau point de vue les notions de verrouillage du gain,
d’inversion de population ou de sélection dumode laser. Nous avons ensuite discuté
l’utilisation de plusieurs observables utilisées par le passé pourmettre en évidence le
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régime de condensation. Nous avons ainsi montré que l’utilisation du spectre devait
être faite avec précaution, l’utilisation d’un pompage localisé devant être privilégiée.
Nous avons également montré que les fluctuations d’intensité ne permettent pas de
différencier le régime de condensation et le régime laser.

Le travail effectué dans ce chapitre ouvre un certain nombre de perspectives.
Pour commencer, il pose les bases théoriques d’unedémonstration claire de la conden-
sation de Bose-Einstein de photons dans un dispositif à base de semiconducteur. A
partir d’une telle démonstration, il deviendrait envisageable de revisiter dans le ré-
gime de condensation un certain nombre de résultats obtenus avec des cavités à
base de semiconducteurs, comme l’effet laser dans un mode de bord topologique
[225, 226, 227] ou l’émission chirale [228]. Il est également possible d’étendre le tra-
vail effectué dans ce chapitre pour explorer l’aspect dynamique de la condensation
dans le cas des semiconducteurs, sur le modèle de la référence [229] pour les molé-
cules de colorant.

Le travail effectué dans ce chapitre donne également des clés dans la perspective
d’une quantification précise de la thermalisation des photons dans une cavité, quel
que soit le type de milieu à gain. Dans l’avenir, cette quantification pourrait être en-
core améliorée par l’utilisation de la loi de Kirchhoff lors de l’étape de conception. En
effet, la loi de Kirchhoff est valide dans le régime de condensation, ce régime étant
contenu dans le régime laser d’équilibre thermodynamique local des émetteurs. La
conception de dispositifs avec des degrés de thermalisation contrôlés ouvre la voie,
par exemple, à l’étude expérimentale de la formation et l’annihilation de tourbillons,
un phénomène dont l’existence a été prédite théoriquement dans des systèmes avec
un certain degré d’écart à l’équilibre thermodynamique [118, 119, 120]. La possibilité
de faire de la simulation analogique avec des réseaux synchronisés de condensats
légèrement hors-équilibres a également été explorée récemment [121, 122].

Théorie de la photoluminescence par un métal :

Dans le chapitre 5, nous avons étudié le phénomène de photoluminescence par un
corps métallique excité par un laser. La première partie du chapitre a été consacrée
à établir un modèle théorique permettant de modéliser cette photoluminescence,
dans l’hypothèse que des transitions intrabande en sont à l’origine. Nous avons
ainsi utilisé le cadre de l’électrodynamique fluctuationnelle pour établir une équa-
tion très générale faisant le lien entre la puissance rayonnée, l’absorption par les
transitions intrabandes, et une distribution quelconque des électrons de conduc-
tion d’une structure métallique. Une série d’approximations nous a ensuite permis
d’établir une généralisation du théorème de Fluctuation-Dissipation à toute distri-
bution hors-équilibre, et par suite d’arriver à une loi de Kirchhoff généralisée plus
simple à mettre en oeuvre que l’équation générale.

La seconde partie du chapitre a été consacrée à l’étude du cas particulier de la
photoluminescence sous pompage laser continu. Nous avons commencé par établir
une forme analytique de la loi de Kirchhoff généralisée dans ce cas. Nous avons en-
suite montré que ce cas de figure est en fait similaire à celui de l’émission par un
système d’émetteurs localement thermalisés. Nous avons enfin comparé point par
point les prédictions de la loi de Kirchhoff généralisée à des données expérimentales
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de la littérature. Le bon accord trouvé sur la majorité des points étudiés montre
que la loi de Kirchhoff généralisée est un outil puissant pour la compréhension et
la modélisation de la photoluminescence des métaux. En plus de procurer un outil
de modélisation du spectre, de la directivité et de la polarisation, cette loi permet
de résoudre plusieurs questions ouvertes dans la littérature, comme la section effi-
cace à laquelle doit être comparée l’émission ou encore la nature de la température
mesurée à partir du spectre anti-Stokes (température des électrons plutôt que des
phonons). Certaines limitations ont cependant été identifiées. Finalement, une cor-
rection phénoménologique à la loi de Kirchhoff généralisée permettant d’améliorer
les limitations de modélisation du spectre a été proposée.

Le travail effectué dans ce chapitre ouvre certaines perspectives. Pour commen-
cer, la simplicité de la correction phénoménologique de la loi de Kirchhoff généra-
lisée montrée à la fin du chapitre suggère qu’il est possible d’en trouver une justifi-
cation théorique rigoureuse tout en restant à des niveaux de théorie raisonnables.
Une autre perspective est d’utiliser la loi de Kirchhoff généralisée dans le régime
dynamique, pour modéliser la photoluminescence suivant l’absorption d’une impul-
sion laser. Cette émission est en effet encore mal comprise. A forte puissance crête,
un régime d’incandescence semble dominer [230]. Ceci s’expliquerait par le fait que
les électrons du métal peuvent atteindre des températures supérieures au millier
de Kelvin pendant quelques centaines de femtosecondes après l’impulsion, ce qui
place le pic d’incandescence dans le visible. En revanche, un autre régime domine
à plus basses puissances [231], dont l’identification est au centre de recherches ac-
tuelles [232]. Un calcul de l’évolution temporelle de la distribution électronique, par
exemple par résolution de l’équation de Boltzmann, permettrait de modéliser pré-
cisément cette émission par l’intermédiaire de la loi de Kirchhoff présentée ici. Pour
finir, il a été question à plusieurs reprises dans ce chapitre d’une probable contribu-
tion des transitions interbandes à la photoluminescence dans certaines conditions
d’excitation. Une direction naturelle dans le futur est ainsi de chercher une théorie
permettant d’étudier quantitativement cette contribution.
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