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Résumé

Depuis sa mise en service en 1993, le Tunnel sous la Manche est constitué d’une des
voies ferrées les plus chargées au niveau mondial. Ce chargement est la cause d’une
usure par fatigue observée sur certains supports de la voie. Pour éviter la propagation
des endommagements, il est nécessaire de traiter rapidement les zones endommagées.
Le remplacement des supports endommagés étant une opération délicate et coûteuse,
nous avons étudié le traitement des voies endommagées par une solution alternative
consistant à renforcer la voie au niveau des zones endommagées. Dans le cadre d’une
collaboration avec Getlink, l’objectif de la thèse était alors de démontrer l’intérêt de la
solution proposée par la simulation du comportement de la voie renforcée.

Cette simulation nécessite de connaître le chargement appliqué par les trains sur
la voie. Aussi, dans la première partie de la thèse, nous avons développé un système
permettant de mesurer ce chargement. Le système proposé repose sur des mesures de
la déformation longitudinale du rail au passage des trains. À partir de ces mesures,
le chargement est calculé par la résolution d’un problème inverse. Après validation
numérique de la méthode de calcul, un prototype a été installé en tunnel. Les essais
effectués ont permis de valider la méthode proposée pour la mesure de l’effort statique
appliqué par chaque roue.

Dans la seconde partie de la thèse, deux outils ont été proposés pour étudier le compor-
tement de voies endommagées ou renforcées. Dans le premier outil, baptisé Euroanalyse,
la réponse d’une voie représentée de manière simplifiée est calculée analytiquement. Cet
outil permet de calculer efficacement le chargement global perçu par chacun des supports
de la voie. Pour obtenir des résultats plus précis, nous avons proposé une méthode
numérique, baptisée méthode WFE zone de transition. Dans celle-ci, la structure étudiée
est divisée en trois zones : deux zones semi-infinies et périodique – zones saines – et
une zone centrale quelconque. En combinant des équations WFE et FEM, la méthode
proposée permet alors de calculer efficacement le comportement de structures infinies.
Dans la fin de cette partie, les deux outils développés ont été validés par comparaison
avec différents résultats analytiques et numériques.

Dans la dernière partie de la thèse, les comportements de voies saines, endommagées
et traitées par différentes stratégies ont été simulés à l’aide des outils développés. La
comparaison des résultats obtenus pour une voie saine avec des résultats expérimentaux
permet de valider la modélisation choisie. L’étude de voies endommagées a alors permis
de mieux comprendre l’endommagement de la voie et sa dynamique de propagation.
Enfin, les résultats obtenus pour les voies traitées ont démontré l’intérêt du renforcement
local de la voie pour le traitement des zones endommagées.
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Abstract

Since its opening in 1993, the Channel Tunnel has been of one of the most loaded
railway tracks in the world. As a result, wear has been observed in the track supports.
In order to avoid damage propagation, one as to treat damaged areas quickly. The
replacement of damaged track supports is a delicate and costly operation. Thus, we
were interested in treating the damaged track with an alternative solution consisting in
reinforcing the track in the damaged areas.

The knowledge of the load applied by the train to the rail is necessary to simulate the
track response. Therefore, in the first part of this thesis, a system has been proposed
to measure this load. This system is based on the measurement of the rail longitudinal
strain as the trains pass. From these measurements, the load is calculated by solving an
inverse problem. After a numerical validation of the calculation method, a prototype
was installed in a tunnel. The trials carried out allowed to validate the proposed method
for the measurement of the static load applied by each wheel of the train.

In the second part of the thesis, two tools have been developped to study the dynamic
behavior of damaged or reinforced tracks. The first tool, named Euroanalysis, is based
on the analytical resolution of the response of a track which is represented in a simplified
way. This tool allows an efficient calculation of the load supported by each support. To
obtain more refined results, we proposed a numerical method called transition zone WFE
method. In this method, the studied structure is divided into three zones : two semi-
infinite and periodic zones – healthy zones – and an arbitrary central zone. By combining
WFE and FEM equations, the proposed method allows an efficent computation of the
behavior of infinite structures. At the end of this part, the two developed tools have
been validated by comparison with different analytical and numerical results.

In the last part of the thesis, the developed tools were used to compute the behavior
of healthy tracks, damaged tracks and tracks treated using different strategies. The
chosen modeling was validated by comparing the results obtained for a healthy track
with experimental results. The study of damaged tracks allowed to better understand
the damage of the track and its propagation dynamics. Finally, the results obtained for
different treated tracks demonstrate the interest of local reinforcement of the track to
treat damaged zones.

ix





Notations

Abréviations

DDL Degrés De Liberté : ensemble des variables résolues par un calcul éléments finis.
FEM Finite Element Method : méthode aux éléments finis, méthode de calcul numé-

rique.
LVT Low Vibration Track : système de support développé par la société Sonneville et

utilisé dans le tunnel sous la manche.
SAFE Semi Analytic Finite Element : méthode de calcul semi-analytique des structures

homogènes.
TGV Train à Grande Vitesse
WFE Wave Finite Element : méthode de calcul numérique pour des structures

périodiques.

Modèle physique

x est la coordonnée dans la direction du rail (abscisse).
z est la coordonnée de la direction verticale (transverse au rail).
t est la variable correspondant au temps.
ω est la variable correspondant à la pulsation (exprimée en rad · s−1).
f est la variable correspondant à la fréquence (exprimée en Hz). On a f = ω

2π
.

w représente la flèche c’est à dire le déplacement du rail dans la direction transverse
verticale (exprimée en m ou mm).
εxx est la déformation longitudinale lorsque l’axe x est l’axe du rail.
I est le moment d’inertie du rail.
ρ est la masse volumique du matériau (acier) constituant le rail.
κ est le coefficient de Timoshenko.
G est le module de cisaillement pour une poutre de Timoshenko.
E est le module de Young du matériau constituant le rail.
ν est le module de Poisson.
S est la surface de la section du rail.
kLV T et ηLV T représentent respectivement la raideur équivalente et l’amortissement

équivalent du système LVT.
l est la distance entre deux supports successifs. Pour le cas du Tunnel sous la Manche,
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on a l = 0,6 m.
Ftrain représente le chargement dû au passage d’un train sur la voie.
−Dk est l’abscisse de la roue k à t = 0.
Nroues nombre d’essieux du train.

Mathématiques

δ(·) est la distribution delta de Dirac.
·̂ est la transformée de Fourier en temps en adoptant la convention :

∀f, f̂(ω) =
∫ ∞

t=−∞
f(t)e−iωtdt

a et b sont respectivement un vecteur (ou une matrice) et un scalaire.
Xl est le peigne de Dirac d’espacement l. Son expression mathématique est : Xl(x) =∑+∞
k=−∞ δ(x− kl).

Modélisation Wave Finite Element
q est un vecteur contenant les degrés de liberté à tous les nœuds du maillage. Les

degrés de liberté peuvent être des déplacements et/ou des rotations.
F est un vecteur contenant les efforts appliqués à tous les nœuds du maillage. Corres-

pondant aux degrés de liberté, les efforts peuvent être des forces ou des moments.
D̂ est la matrice de rigidité reliant les degrés de liberté du maillage aux efforts

appliqués sur celui-ci suivant la formule :

D̂ q = F

·(n) exposant signifiant que la quantité considérée se réfère au motif n.
·L, ·I et ·R sont les indices pour les quantité respectivement « à gauche » (c’est à dire

à la frontière gauche), « à l’intérieur » et « à droite » (c’est à dire à la frontière droite)
du motif considéré.
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Introduction

Un lien terrestre entre la Grande-Bretagne et le
continent Européen

Pendant de nombreux siècles, la Manche a constitué un rempart naturel permettant
de protéger la Grande-Bretagne des invasions. En contrepartie, cette barrière naturelle
a longtemps limité les échanges entre la Grande-Bretagne et le continent européen. Les
premières traces de la volonté de créer un lien terrestre entre l’Angleterre et le reste de
l’Europe datent du début du XIXe siècle. En 1802, Albert Mathieu-Favier proposa la
construction d’un tunnel sous la Manche (voir figure 1). Ce tunnel aurait été composé
de deux galeries superposées : la première était destinée à la circulation de malle-postes,
la seconde à l’écoulement des eaux d’infiltration. Ce premier projet fut rapidement
abandonné avec le début des guerres Napoléoniennes.

Figure 1. – Projet de tunnel sous la Manche par Albert Mathieu-Favier, 1802.

De nombreux projets visant à créer un lien terrestre entre la France et l’Angleterre
furent lancés puis abandonnés durant les deux siècles qui suivirent. Ce n’est qu’en
février 1986, suite à une consultation lancée deux ans plus tôt pour "la construction et
l’exploitation d’une liaison fixe transmanche par des sociétés privées concessionnaires",
que le projet prit la forme du tunnel que l’on connaît aujourd’hui.

La construction et l’exploitation furent alors confiées à la société privée franco-
britannique Eurotunnel, créée pour l’occasion. Après six ans et demi de travaux, le
chantier s’acheva le 10 décembre 1993 pour une ouverture à la circulation le 1er juin
1994.

Depuis sa création le 28 mars 1986, le Groupe Eurotunnel s’est développé en diversifiant
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ses activités. Le 20 novembre 2017, le groupe a changé de nom pour Getlink. Le nom
Eurotunnel est alors gardé pour sa filiale exploitant le Tunnel sous la Manche. Le groupe
Getlink est aujourd’hui composé de quatre filiales [1] :

— Eurotunnel, exploitant et gestionnaire du Tunnel sous la Manche ;
— Europorte, premier opérateur privé de fret ferroviaire en France ;
— ElecLink, société assurant une connexion électrique entre le Royaume-Uni et

l’Europe ;
— CIFFCO, centre de formation privé dédié aux métiers du ferroviaire.

Figure 2. – Logo du groupe GetLink (gauche) et de sa filiale Eurotunnel (droite).

Partenariat GETLINK - ENPC

Le 31 janvier 2013, le Groupe Eurotunnel et l’École des Ponts ParisTech – ENPC –
ont noué un partenariat sur le thème des "Sciences pour le transport ferroviaire". Ce
partenariat a pris la forme d’une chaire s’articulant sur un volet formation et un volet
recherche. Elle était dédiée à l’étude de l’activité ferroviaire dans son ensemble [2].

Dans le cadre de cette chaire, T. Hoang a réalisé une thèse intitulée "Comportement
mécanique et dégradation d’une voie ferrée en tunnel" [3]. Cette thèse portait sur la
compréhension du comportement mécanique de la voie du Tunnel sous la Manche et des
mécanismes de dégradation du système de support utilisé dans le tunnel.

Ouvert en 1994, le Tunnel sous la Manche a fêté ses 25 ans d’exploitation en 2019.
Pendant ces années, Eurotunnel a massivement investi dans le suivi et la maintenance
de la voie. Le 3 juillet 2018, la chaire "Sciences pour le transport ferroviaire" a été
renouvelée pour cinq ans avec un focus particulier sur la surveillance de la voie ferrée et
la maintenance préventive [4, 5].

Maintenance des supports

La voie ferrée du Tunnel sous la Manche est une voie ferrée non ballastée. Elle repose
sur une dalle en béton par l’intermédiaire de supports Low Vibration Tracks – supports
LVT. Ce système de support a été développé par la société Sonneville. Il est constitué
d’un bloc béton par rail – nommé blochet – reposant dans un chausson en caoutchouc

2



Maintenance des supports

ainsi que d’une semelle sous rail et d’une semelle sous-blochet. Correctement positionnés
et fixés au rail, les supports sont noyés dans une dalle en béton non armé de sorte que
seules les parties supérieures du chausson et du blochet dépassent de la dalle (voir figure
3).

Figure 3. – Système de support LVT : calage de la voie avant coulée du béton et
représentation en coupe de la voie (source : https://www.sonneville.
com/).

Dans un objectif d’optimisation, Eurotunnel a souhaité mettre en place une mainte-
nance prédictive de la voie du Tunnel sous la Manche. Pour ce faire, il est nécessaire
d’en connaître l’état. Le système de support LVT étant récent en comparaison avec
les systèmes traditionnellement utilisés dans les voies ferrées, il existe peu de retour
d’expérience concernant la maintenance de ces systèmes. Les supports étant en grande
partie masqués par la dalle en béton, la méthode classique d’auscultation est complexe,
chronophage et donc coûteuse. Les travaux effectués au cours de la thèse de T. Hoang
ont permis de développer une méthode non destructive de contrôle de l’état des blochets.
Cette méthode est basée sur la mesure des fréquences propres de vibration des supports.
Elle a été brevetée [6] et implémentée sur un robot d’auscultation de la voie, baptisé
COBRA, fruit du partenariat entre l’ENPC et Eurotunnel.

La création du robot COBRA a grandement simplifié et accéléré l’auscultation de la
voie. Il est important de traiter au plus vite les supports identifiés comme endommagés.
En effet, lorsqu’un support est endommagé, les supports adjacents subissent une surcharge
au passage des trains et risquent donc de s’endommager prématurément. Pour traiter
les supports détériorés et ainsi éviter la propagation des endommagements le long de la
voie, une solution consiste à les remplacer par des supports a minima aussi performants.
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Cette opération est une nouvelle fois complexe et chronophage. Dans le travail ayant
mené à ce mémoire, nous nous sommes intéressés à une méthode alternative consistant
à renforcer localement la voie dans le but d’éliminer la surcharge des blochets adjacents
au blochet endommagé.

Objectif de la thèse, stratégie d’étude et organisation
du mémoire

L’objectif de la thèse est l’étude d’une solution de renfort de la voie ferrée permettant
de traiter les zones endommagées de la voie. Cette solution de renfort est constituée
d’appuis ajoutés entre les supports existants. Dans ce but, nous avons suivi une approche
numérique visant à calculer les contraintes et déformations subies par les différents
éléments de la voie.

Pour calculer les contraintes et déformations au sein des composants de la voie, il
est tout d’abord nécessaire de connaître le chargement appliqué par le passage de
chaque train sur la voie ferrée. En effet, ce chargement constitue le chargement auquel
devra résister la voie renforcée. Ensuite, nous avons besoin de modèles permettant
de représenter le comportement de la voie renforcée. Ces travaux effectués, les outils
développés sont utilisés afin de calculer la réponse de différentes configurations de voies
à des chargements réalistes. Cette stratégie de l’étude est schématisée dans la figure 4.

Réponse
de la voie

Paramètres
géomériques

et mécaniques

Chargement

Modèle

Figure 4. – Représentation schématique des différents points clefs de la simulation de
la voie ferrée.

Après cette introduction, le premier chapitre de ce mémoire présentera l’état de l’art
sur les différents sujets abordés. Ensuite, conformément à la stratégie d’étude évoquée
ci-dessus, le mémoire sera divisé en trois parties principales. Une étude du chargement
exercé par le train sur la voie sera présentée dans la première partie. Dans la seconde
partie, les outils permettant de modéliser la voie ferrée seront proposés. Enfin, dans
la troisième partie, les outils développés seront utilisés lors d’applications industrielles
concrètes de simulation de la réponse de voies ferrées.

Plus précisément, après une présentation plus approfondie des composants des voies
ferrées et plus précisément de la voie du Tunnel sous la Manche, le premier chapitre
donnera une revue bibliographique axée sur plusieurs thématiques. Nous nous intéresse-
rons en particulier au chargement exercé par les trains sur la voie ferrée, aux différentes
méthodes de modélisation de la voie et à l’estimation de son endommagement.
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Première partie : Mesure des efforts exercés par le train sur la voie

Après ce premier chapitre, la première grande partie de ce manuscrit présentera les
travaux effectués pour la mesure du chargement exercé par le train sur la voie. Cette
partie est divisée en deux chapitres.

Le deuxième chapitre du mémoire – soit le premier chapitre de cette partie –, proposera
une méthode de calcul des chargements basée sur la mesure de déformations longitudinales
dans le rail. Cette méthode s’appuie sur la résolution d’un problème inverse. Dans ce
chapitre, nous calculerons dans un premier temps la réponse d’une représentation
simplifiée de la voie ferrée à des chargements statiques et dynamiques. La formulation
numérique du problème inverse sera alors explicitée. Enfin, la méthode proposée sera
validée à l’aide d’exemples numériques.

Le troisième chapitre présentera l’application expérimentale de la méthode de calcul
des chargements exercés par le train sur la voie. Tout d’abord, nous y décrirons le
prototype expérimental installé en tunnel. Après un retour sur l’algorithme utilisé pour
le traitement de signaux réels, nous exposerons les résultats expérimentaux obtenus. Nous
nous attarderons alors particulièrement sur les traitements appliqués au signal ainsi que
sur les essais de calibration effectués. Enfin, les mesures de chargements seront validées
par comparaison avec un autre système utilisé en tunnel ainsi que par l’utilisation d’un
problème direct.

Deuxième partie : Modélisation des voies ferrées comportant des tronçons
de caractéristiques différentes

La seconde partie du mémoire concernera la simulation de la réponse de voies ferrées
comprenant des tronçons de caractéristiques différentes. Ce type de modélisation permet
de représenter des voies ferrées saines, endommagées ou renforcées. Dans cette partie,
nous détaillerons les deux outils créés pour calculer la réponse de telles voies à plusieurs
types de chargements. Cette partie contiendra trois chapitres.

Le quatrième chapitre du mémoire – premier chapitre de la deuxième partie – pré-
sentera l’outil Euroanalyse développé pendant cette thèse. Cet outil analytique permet
une simulation rapide d’une voie ferrée modélisée comme une poutre de Timoshenko
périodiquement appuyée. Il est basé sur l’outil proposé par T. Hoang dans sa thèse [3]
et repris par Tran et al [7]. Nous illustrerons les capacités et limites de l’outil obtenu au
travers de deux exemples simples.

Le cinquième chapitre présentera une méthode numérique basée sur la méthode Wave
Finite Element (WFE) permettant le calcul de la réponse de structures contenant
une zone de transition reliant deux zones semi-infinies périodiques. Dans un premier
temps, nous expliciterons les motivations du développement de cette méthode pour la
modélisation des voies ferrées endommagées comme renforcées. Nous utiliserons alors la
méthode WFE, pour obtenir les équations régissant la réponse dynamique de structures
infinies périodiques. Puis, nous dériverons les équations spécifiques à l’étude de structures
contenant une zone de transition. La dernière section présentera l’algorithme utilisé pour
le traitement d’un problème avec un focus particulier sur les méthodes d’optimisation
du temps de calcul pouvant être mises en place.

Le sixième chapitre présentera la validation de la méthode numérique proposée. Nous y
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détaillerons plusieurs exemples de complexité croissante permettant de valider la méthode
proposée pour plusieurs types de géométries, de modélisations et de chargements.

Troisième partie : Applications industrielles

Enfin, dans la troisième et dernière partie du mémoire, nous utiliserons les outils
développés pour simuler le comportement de voies ferrées réalistes. Afin d’évaluer la
pertinence du renforcement de la voie ferrée pour traiter les supports endommagés,
nous calculerons les réponses de voies saines, endommagées et traitées. Cette partie est
composée de deux chapitres.

Le septième chapitre du mémoire – premier chapitre de la dernière partie – se
concentrera sur l’étude de la voie ferrée dans son état actuel. Nous y étudierons dans
un premier temps une voie ferrée saine (infinie périodique). Cette étude permettra de
comprendre la sollicitation des différents composants de la voie lors du passage des
trains. Dans un objectif de validation, nous nous intéresserons aussi à la comparaison des
déformations simulées avec les déformations mesurées expérimentalement par le dispositif
présenté lors de la première partie. Cette simulation permettra aussi de quantifier, sur
un problème réel, l’effet des stratégies d’optimisation mises en place – en termes de
temps de calcul comme de précision des résultats. Dans un second temps, nous nous
concentrerons sur la modélisation de voies endommagées. En particulier, nous nous
intéresserons à la répartition des contraintes suite à l’endommagement d’un support.
Nous nous interrogerons sur la représentativité de l’outil analytique pour l’estimation
de la surcharge des blochets suite à l’endommagement d’un support. La question de la
dynamique de propagation des endommagements de la voie sera étudiée à la fin de ce
chapitre.

Le huitième et dernier chapitre de ce mémoire concernera la modélisation de la voie
traitée. La première application permettra une comparaison de différentes stratégies
de remplacement partiel de blochets détériorés. Nous modéliserons ensuite une voie
ferrée détériorée et renforcée. Nous étudierons alors les contraintes calculées au sein des
différents composants de la voie ferrée et les comparerons avec celles obtenues dans le
cas de voies saines et des voies endommagées non-traitées.
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Nous souhaitons étudier une solution de renfort de la voie ferrée du Tunnel sous la
Manche. Cette solution vise à être appliquée localement pour traiter les tronçons de
voie possédant des supports endommagés.

Ce premier chapitre propose une revue bibliographique reprenant les différents sujets
mis en avant dans l’introduction de ce mémoire. Plus précisément, dans une première
section, nous reviendrons plus en détails sur la voie du Tunnel sous la Manche et sur les
principaux travaux relatifs à l’étude des supports LVT. La seconde section concernera
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la mesure des efforts exercés par le train sur la voie. Dans la troisième section, nous
présenterons différents modèles permettant de simuler la réponse de différents types de
voies ferrées. Enfin, dans la quatrième section, nous nous intéresserons à l’estimation de
la dégradation de la voie.

1.1. La voie ferrée du Tunnel sous la Manche

1.1.1. Constitution du tunnel

Le Tunnel sous la Manche permet la liaison ferroviaire entre les villes de Coquelles en
France et de Folkestone en Angleterre. Il est constitué de trois tunnels creusés à une
profondeur 40 m sous le fond marin (soit une profondeur maximale de 100 m sous le
niveau de la mer) 1. Chacun des tunnels possède une longueur de 50,5 km dont 37 km
sous la Manche, ce qui fait du Tunnel sous la Manche le plus long tunnel sous-marin du
monde. La figure 1.1 représente une vue en coupe verticale du tracé du Tunnel sous la
Manche et un schéma représentant les différents tunnels.

Figure 1.1. – Coupe verticale du tracé du Tunnel sous la Manche et représentation
des différents tunnels. (source : eurotunnel.com)

Deux des tunnels, appelés tunnels ferroviaires, sont des tunnels mono-voies et monodi-
rectionnels d’un diamètre de 7,6 mètres. Ils servent au trafic normal. Les trains circulant
à gauche, les trains du tunnel le plus au nord – dit tunnel nord – roulent en direction
de la France, ceux du tunnel sud en direction de l’Angleterre. Le dernier tube, appelé
tunnel de service est situé entre les deux tunnels ferroviaires. Il sert aux opérations de
maintenance et de sécurité ainsi qu’à l’évacuation des voyageurs en cas d’incident.

La circulation dans le tunnel de service est réservée aux véhicules Eurotunnel (voitures
électriques et Diesel) et aux véhicules de secours. Le diamètre du tunnel de service (4,8
mètres) le rend circulable dans les deux sens. Le tunnel de service est maintenu en
permanence en légère surpression par rapport aux tunnels ferroviaires. Cette surpression
permet d’éviter la pénétration de fumée en cas d’incendie dans les tunnels ferroviaires.

1. Dans ce mémoire, nous utiliserons l’écriture Tunnel sous la Manche pour désigner l’ensemble de
ces trois tunnels.
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1.1. La voie ferrée du Tunnel sous la Manche

Le tunnel de service est relié tous les 375 m aux tunnels ferroviaires via des rameaux
de communication. Ceux-ci permettent l’évacuation des passagers en cas d’incidents
ainsi que l’accès aux voies pour les opérations de maintenance. Ils sont fermés par des
portes étanches contrôlées à distance. La figure 1.2 représente une vue en coupe des
trois tunnels ainsi que du rameau de communication.

Figure 1.2. – Représentation en coupe d’une section du Tunnel sous la Manche (source :
eurotunnel.com).

Deux traversées-jonctions (ou crossing-over) permettent aux trains de changer de
tunnel. Celles-ci ne sont utilisées qu’en cas d’incident sur une des voies afin de permettre
aux trains de contourner la zone de l’incident et, ainsi, de limiter les conséquences sur le
trafic.

Figure 1.3. – Plan de la voie du Tunnel sous la Manche (source : eurotunnel.com).
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1. État de l’art

1.1.2. Exploitation du tunnel

Le Tunnel sous la Manche permet le transport par train de passagers, véhicules et
marchandises. Ces transports sont assurés par trois principaux types de trains exploités
par différentes sociétés et circulant à des vitesses différentes.

Les trains de voyageurs qui empruntent le tunnel sont de type trains à grande vitesse
(TGV). S’ils peuvent circuler hors tunnel à une vitesse de 300 km · h−1 sur les lignes à
grande vitesse, ils sont limités à une vitesse maximale de 160 km · h−1 dans le tunnel. Ils
sont exploités par la société Eurostar. En 2021, malgré la crise sanitaire, 1,6 millions
de passagers ont emprunté l’Eurostar pour traverser la Manche, 210 millions depuis sa
mise en service en 1994 [8].

Le Tunnel sous la Manche est accessible à tous les véhicules routiers. Les voitures,
motos et autobus utilisent les navettes d’Eurotunnel dans des wagons à un ou deux étages
en fonction de la hauteur du véhicule. Les camions utilisent des navettes d’Eurotunnel
spécialisées. Dans ces dernières, un wagon est prévu pour accueillir les chauffeurs le
temps de la traversée. Ces deux types de navettes circulent à une vitesse de 140 km · h−1.
Elles font des allers-retours sur le réseau Eurotunnel entre les terminaux de Coquelles et
Folkestone. Depuis 1994, ces navettes ont permis à 95 millions de véhicules de traverser
la Manche [8].

Enfin, les marchandises sont transportées sur des trains de fret. Leur vitesse en tunnel
est limitée à 100 km · h−1. 1654 trains de marchandises ont traversé le tunnel en 2021 soit
environ cinq trains par jour. En cumulant le transport par fret et le transport de camion
par les navettes, le trafic de marchandises via le Tunnel sous la Manche représente 26%
des échanges entre la Grande-Bretagne et l’Europe continentale [8, 9].

Le Tunnel sous la Manche possède plusieurs records faisant de cette portion de chemin
de fer l’une des plus sollicitées au monde. En effet, tous types de trains confondus, en
moyenne environ 350 trains traversent chaque jour le Tunnel sous la Manche. Aux heures
de pointe, on dénombre un train toutes les trois minutes. Si l’on décrit le passage d’un
essieu comme un cycle de fatigue, chaque support de la voie a subi depuis la construction
du tunnel plusieurs centaines de millions de cycles de fatigue.

Le Tunnel sous la Manche est soumis à un trafic très important par rapport à une
ligne ferroviaire classique. Pour permettre ce trafic, le Tunnel sous la Manche possède
une très grande disponibilité. Les périodes de maintenance du Tunnel se limitent à deux
nuits par semaine – samedi et dimanche – entre 23 heure et 7 heure du matin auxquelles
sont additionnées quelques nuits de maintenance exceptionnelle par année [10]. Le temps
disponible pour la maintenance est très faible pour une voie subissant un tel chargement.
Il est donc primordial d’optimiser les opérations de maintenance.

1.1.3. La voie ferrée du Tunnel sous la Manche

La majorité des voies ferrées dans le monde sont dites ballastées. Dans ce type de voies,
les deux rails sont reliés par des traverses qui reposent sur une couche d’un matériau
granulaire appelé ballast. La couche de ballast possède quatre rôles principaux :

— Transmettre et répartir les contraintes vers le sol ;
— Fournir une résistance aux efforts latéraux ;
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— Atténuer les vibrations ;
— Permettre l’évacuation des eaux.
Sous le chargement cyclique dû au passage des trains, les granulats qui composent le

ballast s’érodent ou se cassent par friction. Cette détérioration des granulats altère les
caractéristiques mécaniques de la voie. La couche de ballast doit donc faire l’objet d’un
entretien particulier – bourrage – et d’un remplacement selon une périodicité dépendant
du chargement de la voie [11, 12].

Une alternative à la voie ballastée est la voie sur dalle en béton. Les voies sur dalle
peuvent être constituées d’éléments préfabriqués en usine ou être fabriquées directement
sur site. Le coût de construction d’une voie sur dalle est supérieur à celui d’une voie
ballasté [11, 13]. En revanche, il est généralement admis que le coût total d’une voie
sur dalle est inférieur à celui d’une voie ballastée sur l’ensemble de son cycle de vie.
Cette économie est liée à un coût de maintenance bien inférieur pour les voies sur dalle.
Plusieurs études estiment que le coût total d’une voie sur dalle devient plus faible que
celui d’une voie ballastée au bout d’une durée comprise entre 15 à 50 ans [14-17]. Cette
durée dépend du type de voie ainsi que du chargement qui lui est imposé.

Figure 1.4. – Représentation en coupe d’une voie ballastée (a) et d’une voie sur dalle
(b) (source : [18]).

Les voies ballastées conservent certains avantages sur les voies sur dalle. Le ballast
permet une évacuation naturelle des eaux de pluie et possède un meilleur amortissement
acoustique qu’une dalle béton. Par ailleurs, les voies sur dalles étant plus récentes et
moins répandues, leur comportement et leur vieillissement sont moins bien connus. Aussi,
de nombreux pays – dont la France et le Royaume-Uni – continuent de construire des
voies ballastées pour la majorité des voies classiques comme haute-vitesses. D’autres
pays comme l’Allemagne et le Japon privilégient la construction de voies sur dalle. Pour
le Tunnel sous la Manche, à l’instar d’autres ouvrages d’art et tunnels, les contraintes de
dimensions et de maintenance ont favorisé le choix d’une voie sur dalle. Sa composition
est décrite ci-après.
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1.1.3.1. Composition de la voie

La voie du Tunnel sous la Manche est une voie non ballastée ou voie sur dalle. Elle
est constituée de deux rails reposant sur un ensemble de supports Low Vibration Track
(LVT) qui sont encastrés dans une dalle en béton. Le système de support LVT a été
développé par la société Suisse Sonneville au début des années 1990. Un des objectifs de
cette conception était de limiter au maximum les opérations de maintenance. Ce faisant,
le système LVT est particulièrement adapté pour être utilisé en tunnels ferroviaires [19].
Il équipe aujourd’hui 1797 km de voies ferrées dans le monde dont une grande partie en
tunnel [20].

Contrairement aux systèmes classiques qui utilisent des traverses reliant les deux rails
entre eux, dans le système LVT, les deux supports de part et d’autre de la voie ne
sont pas directement reliés. On parle de supports indépendants. La distance entre deux
supports successifs vaut l = 60 cm. La voie du Tunnel sous la Manche est donc composée
de la manière suivante (de haut en bas sur la figure 1.5) :

— Rail UIC60 E1 ;
— Semelle sous-rail ;
— Blochet ;
— Semelle sous-blochet ;
— Chausson en caoutchouc ;
— Dalle en béton non armé.
Les rôles et principales caractéristiques de ces différents éléments sont décrits ci-après.

Figure 1.5. – Représentation du système LVT. (1) semelle sous-rail, (2) blochet, (3)
semelle sous-blochet, (4) chausson en caoutchouc, (5) dalle en béton non
armé.

Rail

Le rail est l’élément de la voie en contact direct avec les roues du train. Il a pour
principaux rôles de supporter le train et de le guider latéralement. Le rail est composé
d’acier. Il est doté d’une forme développée pour avoir une inertie élevée. Il est donc très
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rigide par rapport aux autres éléments de la voie. Cette rigidité lui permet de répartir la
charge des essieux sur plusieurs supports. Étant directement en contact avec les roues,
le rail subit de très fortes contraintes. L’acier constituant le rail doit donc posséder une
forte résistance à la corrosion et à l’abrasion.

Comme pour la majorité des voies modernes lourdes ou à haute vitesse, le rail utilisé
dans le Tunnel sous la Manche est de type Vignole UIC60 E1. Ce type de rail a une
densité linéique de 60 kg · m−1. Il est capable de supporter une charge de 22,5 tonnes
par essieu se déplaçant à une vitesse maximale de 200 km · h−1.

Figure 1.6. – Section du rail Vignole UIC 60 E1 (gauche) et du système d’attache du
rail (droite).

Pour des raisons de stabilité des trains [11, 21], les rails sont inclinés au vingtième
vers l’intérieur de la voie. Les rails sont fabriqués par coupons qui sont assemblés sur
site par soudage. Ils sont maintenus latéralement et fixés verticalement à l’aide d’un
système d’attache Nabla. Ce système d’attache est composé d’un ressort de chaque côté
du rail boulonné dans le blochet. Afin de limiter les contraintes de dilatation thermique,
le rail n’est pas fixé dans sa direction longitudinale. La figure 1.6 représente le profil de
la section du rail UIC 60 ainsi que le système d’attache utilisé.

Semelle sous-rail

La semelle sous-rail est une semelle micro-cellulaire qui est placée entre le rail et
le blochet. Cette semelle constitue un premier étage d’amortissement. Initialement
constituée d’éthylène-acétate de vinyle, elle a été remplacée par de nouvelles semelles
SEMPERIT de rigidité équivalente. Ces semelles sont maintenues en compression entre
le blochet et le rail par le poids de ce dernier.

À l’instar du standard de l’industrie, les semelles sous-rail sont remplacées à une
fréquence correspondant à un trafic équivalent de 750 mégatonnes.

Blochet

Le blochet est un bloc en béton armé sur lequel repose la semelle sous-rail. Il possède
une masse de 97,5 kg dont 90 kg de béton haute performance et 7,25 kg d’acier. Il
constitue ainsi l’essentiel de l’inertie du système de support.
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La partie supérieure du blochet contient une face plane appelée table de contact avec
le rail. La semelle sous-rail reposant sur la table de contact, l’inclinaison de cette dernière
fixe l’inclinaison du rail. De part et d’autre de la table de contact avec le rail des inserts
permettent de visser les boulons du système d’attache. Ce vissage renforce la mise en
compression des semelles sous-rail. L’armature du blochet est composée de plusieurs
couches de câbles en acier et d’une barre en "T" sur laquelle les inserts sont fixés. La
majorité des renforts est orientée dans la direction de la longueur du blochet. Le blochet
et l’ensemble de ses armatures sont représentés dans la figure 1.7.

Figure 1.7. – Représentation en coupe selon deux directions d’un blochet.

Le béton utilisé pour la fabrication du blochet est un béton hautes performances
possédant une résistance à la compression supérieure à 50 MPa. Plus précisément, les
essais à la rupture ont permis de mesurer les résistances suivantes :

— Résistance à la compression : 56,1 MPa à 7 jours et 67,5 MPa à 28 jours ;
— Résistance à la traction : 4,8 MPa à 7 jours et 4,7 MPa à 28 jours.

Semelle sous-blochet et chausson

Le blochet repose sur la semelle sous-blochet. Celle-ci est constituée d’un maté-
riau micro-cellulaire d’éthylène-acétate de vinyle. Cette semelle cellulaire constitue le
deuxième étage élastique du système et permet la répartition de la charge sur une plus
grande surface de dalle.

Enfin, le chausson en caoutchouc, troisième étage élastique du système, vient englober
la semelle sous-blochet et le bas du blochet. Ce chausson est constitué d’un caoutchouc
contenant un minimum de 50% en volume de butadiène-styrène. L’extérieur du chausson
est en contact avec la dalle en béton non armé. Le chausson permet de caler le blochet
dans la dalle en béton non armé.

En fonctionnement normal, aucune maintenance n’est prévue pour ces deux éléments.

1.1.3.2. Maintenance des supports LVT

Le système LVT a été conçu pour nécessiter une maintenance très faible. La recom-
mandation initiale ne prévoit de changer que les semelles sous-rail et le rail. Néanmoins,
depuis la mise en service du tunnel, des endommagements ont été observés dans les
blochets.

Historiquement deux méthodes d’auscultation étaient utilisées. Une auscultation vi-
suelle relativement rapide permettait d’identifier certains endommagements. Néanmoins,
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la plus grande partie de chaque support étant cachée par la dalle en béton, cette méthode
se limite aux défauts visibles sur la face supérieure du blochet. La seconde méthode
nécessite la dépose complète du support, elle permet alors de traiter immédiatement les
blochets endommagés. Cette opération requiert les étapes suivantes :

— Retirer les attaches sur une distance de 15 m de chaque côté de la zone à traiter ;
— Soulever suffisamment le rail pour que les supports à changer soient complètement

sortis de la dalle ;
— Sécuriser la position du rail puis retirer les supports défectueux ;
— Nettoyer et traiter les cavités ;
— Mettre en place les supports de remplacement ;
— Redescendre le rail dans sa position originale et régler la géométrie de la voie ;
— Couler une résine de calage permettant de combler l’espace entre le nouveau

support et la dalle 2 ;
— Remettre en place les attaches.
Afin de faciliter le positionnement final, il est recommandé de ne pas changer plus

de 8 supports consécutifs simultanément. L’ensemble de ce processus est complexe et
particulièrement chronophage.

Figure 1.8. – Déformations associées aux deux premiers modes propres du blochet en
fonction de son état d’endommagement. La première ligne correspond
au premier mode propre, la seconde au second. De gauche à droite :
blochet sain, blochet présentant une fissure verticale en bas dans le
béton, blochet contenant une partie cassée.

Pour faciliter l’auscultation, une nouvelle méthode a été développée lors de la thèse
de Hoang [3]. Hoang a montré à l’aide de simulations numériques que les fréquences
des modes propres de vibration d’un blochet dépendent de l’état d’endommagement
du blochet (voir figure 1.8). Ces résultats numériques ont été confirmés par la mesure
des modes propres de vibration d’une série de 250 blochets d’états d’endommagement
différents. Hoang a donc montré que l’état d’endommagement d’un blochet pouvait
être déterminé par la mesure de ses modes propres de vibration. Cette méthode a été

2. Afin de faciliter l’opération, les supports de remplacement sont légèrement plus petits que les
supports originaux.
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implémentée sur un robot d’auscultation automatique baptisé COBRA et aujourd’hui
utilisé dans le Tunnel sous la Manche.

Les résultats des travaux de Hoang permettent une auscultation très rapide de la
voie en Tunnel. Lorsqu’un blochet est détecté endommagé, il convient de le changer au
plus vite pour éviter la surcharge et l’endommagement des supports adjacents. Cette
opération contient les étapes énoncées précédemment. L’alternative étudiée dans cette
thèse consiste à renforcer localement la voie pour éviter ce remplacement systématique
des blochets endommagés. La figure 1.9 contient des photos d’un soulèvement du rail
dans le cadre d’une opération de maintenance et de l’auscultation automatique par
l’utilisation du robot COBRA.

Figure 1.9. – Soulèvement du rail pour auscultation et remplacement des supports
(gauche) et auscultation automatique par le robot COBRA (droite).

1.1.4. Essais de caractérisation des supports LVT

Plusieurs essais statiques et dynamiques ont été réalisés pour déterminer le comporte-
ment des systèmes de supports LVT utilisés dans le Tunnel sous la Manche. Ces essais
peuvent être classifiés selon trois catégories :

— Essais de caractérisation d’un support sur voie réelle ;
— Essais de caractérisation d’un support dans un environnement de laboratoire ;
— Essais de caractérisation des matériaux du système.
Ces différentes catégories d’essais apportent des informations complémentaires pour

la compréhension du comportement et la modélisation de la voie. Dans la suite, nous
reviendrons successivement sur les essais effectués pour chacune de ces catégories.

1.1.4.1. Mesure in-situ

En 2005, Eurotunnel a missioné la SNCF de réaliser un essai en tunnel permettant de
caractériser le comportement du système de support en conditions réelles [22]. Cet essai
consiste en la mesure de la réponse du système de support au passage d’un train. La
voie est instrumentée au niveau de trois zones :

— Une zone saine possédant des supports d’origine (zone 1) ;
— Une zone endommagée (zone 2) ;
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— Une zone ayant été réparée avec un renouvellement des supports (zone 3).
Pour chacune des zones, une portion de voie contenant un blochet a été instrumentée

de la manière suivante :
— Quatre capteurs mesurent les déplacements verticaux des quatre coins du blochet ;
— Un capteur mesure le déplacement transversal du blochet ;
— Quatre capteurs mesurent les déplacements verticaux du rail au droit du blochet ;
— Deux capteurs constitués de jauges de déformation collées sur la fibre neutre du

rail en deux emplacements – pont Q et pont Q-R – permettent de mesurer le
chargement moyen appliqué au rail en ces deux emplacements.

La disposition de ces capteurs est illustrée dans la figure 1.10.

Figure 1.10. – Disposition des capteurs (gauche) et photographie du blochet instru-
menté (droite) pour la caractérisation du comportement des supports
en tunnel.

L’essai a été effectué sur deux jours d’exploitation. Au terme de ces deux jours de
mesure, une moyenne permet de donner les caractéristiques des supports LVT pour
chacune des trois zones. Ces résultats sont repris dans le tableau 1.1. Dans celui-ci, le
rapport R/Q est le rapport entre la force de réaction mesurée au niveau du support et
la force appliquée par la roue à la voie.

Paramètre Unité zone 1 zone 2 zone 3
Raideur verticale MN · m−1 29,2 9.9 25.9
Raideur semelle MN · m−1 286 78 194,9
Raideur transversale MN · m−1 23,5 12,5 14,4
R/Q moyen % 45,8 22,6 33,6

Tableau 1.1. – Résultats de l’essai de caractérisation in situ des supports.

1.1.4.2. Caractérisation du support en environnement de laboratoire

S’agissant de mesures en trafic réel, le chargement appliqué sur la voie n’est pas
contrôlé. Pour palier ce défaut, une caractérisation du système de support a aussi
été réalisée en laboratoire par la SNCF en 2005 [23]. Cette caractérisation repose sur
l’application d’un effort à un système correspondant à un tronçon de voie. Ce système
est constitué d’une dalle en béton et de deux rails soutenus chacun par un système
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LVT. Le chargement est appliqué par une presse. L’effort est alors appliqué de façon
verticale ou verticale et transverse par l’utilisation de bielles. Deux photographies de
cette expérience sont données dans la figure 1.11.

Figure 1.11. – Photographies de l’essai en laboratoire de caractérisation du comporte-
ment des supports.

Dans cet essai le chargement est appliqué de manière statique et dynamique. Les
résultats obtenus sont résumés dans le tableau 1.2. Grâce au contrôle permis par
l’utilisation de la presse, ces résultats permettent de différencier les comportements
statiques et dynamiques. La raideur obtenue dépendant de l’amplitude de la force
appliquée, nous pouvons conclure que le système de support possède un comportement
non-linéaire.

Unité Statique Dynamique 5 Hz
Chargement kN 10 − 47,5 2,5 − 75 20 − 95 5 − 150
Poutre horizontale MN · m−1 25,9 27,87 47,61 40,36
Avec bielles inclinées MN · m−1 30,58 32,61 62,22 52,90

Tableau 1.2. – Résultat de l’essai de caractérisation des supports en laboratoire.

1.1.4.3. Caractérisation des matériaux

Pour modéliser finement le comportement de la voie, il est nécessaire de caractériser
plus précisément les différents matériaux qui composent le système de support. Plusieurs
essais ont été réalisés pour caractériser les différents matériaux constitutifs du système
LVT.

Essais réalisés par la SNCF

Dans le cadre de la campagne de caractérisation du comportement des supports LVT
de 2005, des essais de caractérisation des semelles sous-rail et semelles sous-blochet ont
été réalisés au Centre d’Essais Voie IG.EV de la SNCF [23]. Les essais réalisés sont des
essais de compression statique et dynamique : le matériau à tester a été placé entre deux
plaques métalliques et mis en compression à l’aide d’une presse. Pendant cet essai, les
forces appliquées et déplacements obtenus ont été mesurés afin de déterminer les raideurs
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et coefficients d’amortissement des semelles. Le dispositif expérimental est illustré dans
la figure 1.12.

Figure 1.12. – Photographies de l’essai de compression des semelles réalisé par la
SNCF.

Chargement kN 30 − 65 20 − 95
Raideur statique MN · m−1 175 187,5
Raideur dynamique MN · m−1 387,9 356,6
Taux d’amortissement % 4,45 4,51

Tableau 1.3. – Résultats SNCF de l’essai de compression des semelles sous-rail.

Chargement kN 10 − 45 3 − 75
Raideur statique MN · m−1 33 31,44
Raideur dynamique MN · m−1 46,55 37,17
Taux d’amortissement % 4,07 3,93

Tableau 1.4. – Résultats SNCF de l’essai de compression des semelles sous-blochet.

Les résultats de ces essais sont donnés dans les tableaux 1.3 et 1.4. Dans ces résultats
la raideur des semelles dépend de la force appliquée à celles-ci. Les semelles ont donc
un comportement non-linéaire. Dans sa thèse [3], Hoang a repris les fichiers de données
de cet essai. Il a alors montré que, dans la plage de force utilisée, les semelles sous-
rail possédent un comportement hyperélastique tandis que les semelles sous-blochets
possèdent un comportement élastique linéaire. Hoang a alors déterminé les paramètres
élastiques linéaires équivalents des deux types de semelles. Ces résultats sont résumés
dans le tableau 1.5.

Essais réalisés au laboratoire Navier

Les essais précédents ont permis de déterminer les raideurs et amortissements à
l’échelle des semelles. Pour affiner ces résultats et obtenir les paramètres de tous les
matériaux du système LVT – c’est à dire les matériaux des semelles et du chausson ainsi
que le béton et l’acier –, une nouvelle campagne d’essais a été réalisée par Hoang en
2014 [3].
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Semelle sous-rail Semelle sous-blochet
Matériau Hyperélastique Élastique linéaire
Raideur k1 = 192 ± 10 kN · mm−1 k2 = 26 ± 5 kN · mm−1

Facteur d’amortissement. Q1 = 32 ± 5% Q2 = 20 ± 5%
Coefficient d’amortissement η1 = 2,0 ± 0,2 MN · s · m−1 η2 = 0,17 ± 0,05 MN · s · m−1

Tableau 1.5. – Résultats linéarisés obtenus suite à l’essai de compression des semelles
effectué par la SNCF.

Dans cette campagne d’essais, les semelles sous-rail ont tout d’abord été soumises à
un essai de compression statique. Celui-ci a permis de confirmer les valeurs de raideur
obtenues lors du traitement de l’essai effectué en 2005. Au cours de cet essai, des semelles
plus ou moins endommagées ont été testées, si l’endommagement semble augmenter la
rigidité des semelles, cette augmentation reste dans la marge d’incertitude de l’essai
réalisé.

Les matériaux des semelles sous-rail, des semelles sous-blochet et des chaussons ont
alors été soumis à un essai de traction uniaxiale. Dans cet essai, les déformations
longitudinales et transversales des éprouvettes sont mesurées à l’aide de jauges de
déformation. La figure 1.13 représente l’essai de traction réalisé. Les paramètres matériaux
ont alors été déterminés à partir des courbes contrainte-déformation. Ces résultats sont
repris dans le tableau 1.6.

Figure 1.13. – À gauche photographie de l’essai de traction de 2014. À droite, schéma
de positionnement des jauges de déformation.

Paramètre Unité Chausson Semelle sous-rail Semelle sous-blochet
Coefficient de Poisson 0,485 0,009 0,004
Module de Young MPa 2,89 14,6 16,6

Tableau 1.6. – Modules de Young et coefficients de Poisson mesurés lors de l’essai de
traction.

La mesure du module de Young du béton et de l’acier a été réalisée à l’aide d’un essai
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utilisant la méthode d’émission acoustique. En supposant le milieu élastique linéaire,
il est possible d’écrire des relations liant les paramètres matériaux aux vitesses de
propagation des différentes ondes acoustiques dans ce milieu (voir par exemple [24, 25]).
Ainsi, en mesurant la vitesse de propagation des différentes ondes se propageant dans
le milieu, il est possible de calculer ses paramètres matériaux. En utilisant des valeurs
de densités et de coefficients de Poisson standards pour l’acier et le béton, Hoang a
alors calculé les modules de Young de l’acier du rail, ainsi que du béton utilisé pour les
blochets à l’état neuf et usé. Les paramètres matériaux utilisés et calculés sont résumés
dans le tableau 1.7.

Paramètre Unité Acier du rail Béton neuf Béton usé
Densité kg · m−1 7800 2400 2400
Coefficient de Poisson 0,3 0,2 0,2
Module de Young GPa 212 50,9 58,3

Tableau 1.7. – Résultats de l’essai d’émission acoustique : densité et coefficient de
Poisson supposés et module de Young calculé.

.

1.2. Mesure des efforts appliqués sur le rail

Les caractéristiques des différents éléments de la voie connues, afin de dimensionner
un système de renfort de la voie, il est nécessaire de connaître le chargement qui lui
est appliqué. Dans cette section, nous nous intéressons au chargement appliqué par
les roues du train sur le rail. Nous reviendrons tout d’abord sur le contact roue-rail
et sur les efforts qu’il engendre, pour ensuite nous intéresser aux différentes méthodes
expérimentales de mesure de ces efforts.

1.2.1. Retour sur le contact roue-rail

Le profil d’une roue de train est principalement composé de deux parties nommées
boudin et bande de roulement. La bande de roulement est la partie de la roue en contact
avec le rail. Pour des raisons de stabilité de l’essieu lors du déplacement du train sur
le rail, la bande de roulement possède une forme légèrement conique. Situé du côté
intérieur de la roue, le boudin permet de diriger le train dans les aiguillages et constitue
une sécurité contre le déraillement. Au niveau de la zone de contact avec la roue, le
champignon du rail possède une forme cylindrique. Ainsi, si l’on considère le rail et
la roue comme indéformables, le contact entre ces deux éléments est nécessairement
ponctuel. Cette situation est illustrée dans la figure 1.14.

En réalité, sous l’effet du chargement appliqué sur la roue, le rail et la roue se déforment
localement. Le contact entre la roue et le rail s’effectue alors sur une surface d’une taille
inférieure à 1 cm2. Le comportement mécanique de cette zone de contact est complexe
et constitue encore un sujet de recherche très actif [27-30].

La zone de contact roue-rail possède une surface faible devant l’échelle des composants
de la voie. Aussi, dans toute notre étude, nous ferons l’hypothèse que ce contact est
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Figure 1.14. – Représentation en coupe du contact roue-rail (source : [26])

ponctuel. Dans ce cadre, la force appliquée par une roue sur la voie peut s’écrire sous la
forme :

Froue(x,t) = f(t)δ(x− x̃(t)) (1.1)

Avec, δ la distribution de Dirac et x̃(t) la position de la roue à l’instant t 3.
L’équation (1.1) est une équation vectorielle. En effet, la force appliquée par la roue sur

le rail possède des composantes transversale et longitudinale. Les efforts longitudinaux
sont dus à la force de frottement exercée par la roue sur le rail. Ces efforts existent
principalement dans les zones d’accélération et de décélération du train. La composante
transversale de la force exercée par la roue sur le rail peut provenir de plusieurs sources.
Tout d’abord, l’inclinaison du rail et de la zone de roulement de la roue font que la
normale à la zone de contact n’est pas verticale mais oblique. En courbe, la composante
transversale du chargement est augmentée par un effet centrifuge. Enfin, les instabilités
de bogies 4 peuvent amener le boudin de la roue à appuyer sur le champignon du rail
renforçant la composante transversale de la force appliquée.

Dans la suite de ce manuscrit nous considérerons principalement des portions de
voie droites et en dehors des zones d’accélération et de décélération. Ainsi, nous ferons
généralement l’hypothèse simplificatrice que les forces appliquées par les roues sur le
rail sont purement verticales. Dans cette hypothèse, nous pouvons réécrire l’équation
(1.1) sous la forme :

Froue(x,t) = −f(t)δ(x− x̃(t))ey (1.2)

1.2.2. Chargement statique et dynamique

Dans l’équation (1.2), la fonction f(t) représente la force appliquée par une roue sur
le rail à l’instant t. La moyenne temporelle de cette force correspond au poids appliqué
par la roue. Nous appelons cette force moyenne force statique et nous la notons f stat.

3. Dans le cas d’une vitesse constante et pour une roue à la position D à l’instant t = 0 nous avons
x̃(t) = vt.

4. Voir plus bas.
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Nous appelons alors force dynamique notée fdyn(t) la partie variable de moyenne nulle
de la force f(t). Nous avons alors :

f(t) = fstat + fdyn(t) (1.3)

Plusieurs phénomènes peuvent être à l’origine de cette force dynamique.
Dans la plupart des trains, les essieux des roues sont regroupés par chariots appelés

bogies. Chaque bogie contient généralement deux essieux. Les bogies sont reliés aux
wagons par le biais de suspensions. Grâce à ces suspensions, la caisse du wagon peut se
déplacer par rapport aux bogies. Ce déplacement crée une variation de la force appliquée
sur les roues. À vitesse de train constante, cette vibration peut être excitée par des
défauts de la voie. Plusieurs auteurs ont montré que cette vibration de la caisse n’est
importante qu’à basse fréquence (inférieur à 20 Hz) [31-34]. Aussi, ce chargement est
parfois qualifié de quasi-statique.

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, le poids du train est appliqué
sur une surface très faible. Ainsi, les roues subissent de fortes contraintes, au niveau
de la bande de roulement. Elles sont donc sujettes à des endommagements. Nielsen et
Johansson ont réalisé une revue bibliographique des études concernant les défauts de
roues [35]. Dans cet article, les auteurs distinguent neufs types de défauts de roue en
décrivant chaque défaut ainsi que ses causes. Les questions de détection des défauts et de
maintenance y sont aussi abordées. Dans leur revue bibliographique [36], Remmenikov et
Kaewunruen montrent que le chargement dynamique – en particulier celui causé par les
plats de roue – peut avoir une amplitude plusieurs fois supérieure à celle du chargement
statique. Ces vibrations sont caractérisées par des fréquences élevées. La compréhension
de la dégradation des roues est un sujet de recherche actif [29, 37, 38]. En parallèle,
plusieurs auteurs ont proposé des simulations numériques visant à estimer les surcharges
causées par différents défauts de voie ou de roue [39-43].

Les différents phénomènes expliquant le chargement dynamique ont des plages fré-
quentielles typiques différentes. En effet, les vibrations liées au véhicule ont des basses
fréquences, celles liées à la voie, des fréquences intermédiaires et celles liées aux défauts
de roues des hautes fréquences. Dans une revue bibliographique sur les vibrations des
voies ferrées [44], Connolly et al proposent alors le graphe repris dans la figure 1.15.

1.2.3. Surveillance du chargement de la voie

La surcharge dynamique causée par une roue endommagée peut avoir une amplitude
très importante pouvant accélérer l’endommagement des voies ferrées. Il est donc
primordial pour l’opérateur de détecter rapidement les endommagements provoquant
ces surcharges. De nombreuses méthodes de surveillance du chargement exercé sur la
voie ferrée ont été développées dans ce but. Comme suggéré dans l’article [45], nous
pouvons classer les méthodes de détection des endommagements en trois catégories :

— Inspection en atelier ;
— Mesure embarquée ;
— Mesure sur la voie.
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Figure 1.15. – Bandes de fréquences typiques des différents types d’excitations de la
voie ferrée (source : [44]).

1.2.3.1. Inspection en atelier et mesures embarquées

Les méthodes d’inspection en atelier se concentrent le plus souvent sur l’inspection de
l’état des roues. Le but est alors d’identifier les défauts présents à la surface de la bande
de roulement, sous celle-ci ou sur le flan de la roue. Plusieurs techniques peuvent alors
être utilisées, en particulier l’inspection visuelle, des analyses ultrasoniques, la détection
par imagerie infrarouge ou encore des analyses magnétiques [45]. Appliquées à chaque
roue, ces méthodes permettent de détecter les roues endommagées. En revanche, elles
ne fournissent pas directement d’estimation du chargement subi par la voie.

Les méthodes de mesures embarquées reposent sur l’utilisation de trains instrumentés.
L’instrumentation permet alors de mesurer les chargements lors de la circulation du train
sur le rail. Ces mesures utilisent le plus souvent des jauges de déformations installées
sur les essieux ou les roues [39, 46] ou des accéléromètres [47-49]. Les mesures étant
limitées aux trains instrumentés, ces méthodes permettent une auscultation de la voie
mais fournissent peu d’informations sur les surcharges dues aux défauts des roues.

1.2.3.2. Mesure sur la voie

Les deux catégories de méthodes discutées ci-dessus sont limitées à l’étude des roues
de certains wagons – respectivement les wagons sortis du trafic pour révision et les
wagons instrumentés. Pour dimensionner le système de renfort, nous devons évaluer les
chargements imposés par l’ensemble des essieux des trains circulant sur la portion à
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renforcer. Pour accéder à cette information, il est nécessaire d’instrumenter directement la
portion considérée. Kouroussis et al ont proposé une revue bibliographique des méthodes
de surveillance de la voie ferrée installées sur la voie [18]. Pour mesurer les efforts
appliqués à la voie, le principe général est de mesurer la réponse de la voie aux passages
des trains. Plus précisément, on mesure généralement la déformation ou l’accélération
de certains points du rail ou des supports. Plusieurs types de capteurs peuvent être
utilisés, en particulier :

— les jauges de déformations,
— les accéléromètres,
— les capteurs à fibre optique.

Jauges de déformation

Les jauges de déformation sont des résistances électriques dont la résistance est
modifiée lorsque la jauge se déforme. La relation entre l’augmentation ou la diminution
de la résistance ∆R et la déformation dans l’axe de la jauge εxx est linéaire. Elle suit
l’équation (1.4) :

∆R
R

= FGεxx (1.4)

Où le facteur de jauge FG et la résistance nominale R sont connus pour une jauge
donnée.

La mesure de la variation de la résistance de la jauge permet ainsi de mesurer la
déformation qui lui est appliquée.

Il est possible de mesurer la force appliquée par une roue sur le train en mesurant la
déformation du rail au passage de cette roue. La figure (1.16) représente une configuration
typique utilisée par de nombreux auteurs pour la mesure des chargements verticaux et
latéraux [18, 45, 50, 51].

Dans ce montage, les quatre premières jauges placées avec un angle de 45° par rapport
à l’axe neutre du rail – jauges notées a, b, c et d – permettent de mesurer le chargement
vertical P (t) appliqué au rail dans l’espace entre ces jauges. Les jauges e et f, placées
perpendiculairement à la fibre neutre du rail permettent de calculer le chargement latéral
Q(t) appliqué au niveau de ces jauges. Le calcul des efforts P (t) et Q(t) est donné par
la formule (1.5) [18] :

P (t) = EIe

(1 + ν)H (εa(t) − εb(t) + εc(t) − εd(t))

Q(t) ∝ εf − εe

(1.5)

Notons que le calcul P (t) nécessite uniquement de connaître deux paramètres matériau
de l’acier – module de Young E et coefficient de Poisson ν – ainsi que trois paramètres
géométriques – moment d’inertie I et premier moment d’aire H du rail et épaisseur e
du réseau. La mesure du chargement latéral nécessite quand à elle une calibration.

Accéléromètres

Les accéléromètres sont des capteurs permettant de mesurer l’accélération d’un objet
auquel ils sont collés. Les accéléromètres peuvent être uni- ou multi- directionnels. Leur
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Figure 1.16. – Disposition de jauges de déformation permettant de mesurer des char-
gements verticaux et latéraux (source [18]).

collage sur la voie est aisé. Mesurant une accélération, ils possèdent une large plage
dynamique et fonctionnent sur une large plage fréquentielle [18]. Pour la mesure du
chargement, des accéléromètres peuvent être fixés sur le rail ou sur les supports [50, 52,
53]. Du fait de leur grande sensibilité, les accéléromètres sont capable de percevoir les
vibrations à plus longue distance et peuvent, par exemple, être placés dans le ballast ou
les couches inférieures de la voie [52].

Capteurs à fibres optiques

La mesure de déformation par le biais de jauges de déformation nécessite la mesure
d’une tension électrique. La plupart des trains fonctionnent aujourd’hui à l’électricité.
Sur les grandes lignes, le retour du courant électrique s’effectue via le rail. Ainsi, au
passage des trains, un fort courant électrique circule dans le rail. Ce courant peut donc
perturber les mesures des jauges de déformation par induction électromagnétique.

Il est possible de mesurer des déformations en utilisant d’autres capteurs qui ne
sont pas sensibles aux perturbations électro-magnétiques. Parmi des capteurs, plusieurs
capteurs utilisant des fibres optiques sont de plus en plus utilisés. La plupart des capteurs
basés sur l’utilisation de fibres optiques peuvent être classés en trois catégories : les
capteurs basés sur l’utilisation de réseau de Bragg – fiber Bragg grating –, les capteurs
basés sur la rétrodiffusion des ondes lumineuses à l’intérieur de la fibre optique – méthode
par réflectométrie – et les capteurs basés sur l’interférométrie [18, 54]. Parmi ces capteurs,
ceux utilisant des réseaux de Bragg sont les plus adaptés à la mesure du chargement
exercé par les roues sur la voie. Ces fibres optiques peuvent être collées au rail [55-57]
ou inclues dans les supports [58].

Les fibres optiques sont des éléments longs dans lesquel les ondes lumineuses se
propagent dans une direction avec une très faible perte d’énergie. Elles sont composées
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de plusieurs parties :
— le cœur qui est la région dans laquelle la lumière se propage,
— la gaine, région d’indice optique plus faible que le coeur qui permet un confinement

de l’onde optique dans ce dernier,
— le fourreau de protection qui permet d’éviter l’endommagement de la fibre.
Le réseau de Bragg est une zone du cœur de la fibre dans laquelle l’indice optique

subit une variation sinusoïdale de pas Λ (voir figure 1.17). Lorsqu’une onde lumineuse
arrive sur le réseau de Bragg, une partie de la composante correspondant à la longueur
d’onde de Bragg λB est réfléchie. La longueur d’onde de Bragg λB est liée au pas du
réseau Λ par la formule :

λB = 2nefΛ (1.6)

Avec nef l’indice de réfraction du noyau.

Figure 1.17. – Représentation d’une fibre optique contenant un réseau de Bragg.

Lorsque le réseau de Bragg subit une déformation, le pas du réseau se retrouve modifié.
Il est donc possible de mesurer la déformation par la mesure de la longueur d’onde de
l’onde réfléchie. Un des avantages de ce type de capteurs est la possibilité d’utiliser
plusieurs réseaux de Bragg le long de la même fibre. Le principe est le suivant : une
impulsion est envoyée dans la fibre optique. À chaque réseau de Bragg, une partie de
l’onde sera réfléchie. Les différentes ondes réfléchies correspondant aux différents réseaux
de Bragg peuvent être distinguées grâce au délai de réception de l’onde réfléchie 5. En
fonction de l’interrogateur utilisé et de la fréquence d’acquisition souhaitée, il est possible
d’avoir jusqu’à 100 points de mesure par fibre, chacun ayant une longueur d’environ
2 mm.

Un des principaux inconvénients des capteurs utilisant des fibres optiques est leur
coût élevé. Pour les capteurs utilisant des fibres à réseaux de Bragg, l’essentiel du coût
est imputable à l’interrogateur.

Autres types de capteurs

D’autres types de capteurs ont été utilisés pour la surveillance de la voie et les
problématiques liées aux vibrations induites par le trafic. Les géophones permettent de
mesurer la vitesse de points de la voie. D’autres capteurs mesurent des déplacements
comme les transducteurs différentiels variables linéaires, certains capteurs laser ou des

5. Ce délai correspond au temps nécessaire à l’onde pour parcourir la distance de la source au réseau
puis pour revenir au capteur.
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capteurs reposant sur l’utilisation de techniques de corrélation d’images. Ces capteurs
souffrent de limitations les rendant peu adaptés à une mesure des chargements appliqués
à la voie.

1.3. Rupture de la périodicité de la voie et défauts

En zone courante, une voie ferrée peut être vue comme une structure composée de
la répétition d’une même sous-structure que nous appellerons motif. En ce sens, la
voie peut alors être nommée structure (spatialement) périodique. Cette périodicité est
rompue lorsque certains tronçons possèdent des caractéristiques différentes de celles du
reste de la voie.

Cette différence de caractéristiques peut venir de la nature différente d’un tronçon.
En effet, un tronçon courant ne possède pas la même réponse mécanique qu’une zone
d’appareil de voies, ni qu’un tronçon renforcé ou ayant subi un renouvellement. Pour
les supports LVT du Tunnel sous la Manche, Hoang a montré que le vieillissement des
supports influe sur leurs propriétés mécaniques [3]. Certaines voies ballastées contiennent
des tronçons de voie sur dalle pour le passage de points particuliers – tunnels, ponts,
etc. . Ces deux types de voies possédant des caractéristiques mécaniques très différentes,
des zones particulières sont utilisées pour permettre une transition douce entre les
caractéristiques des deux types de voies. Ce type de zone est souvent qualifié de zone de
transition. De nombreux défauts ont été constatés dans ces zones donnant lieux à de
multiples études expérimentales, analytiques et numériques [17, 52, 59-66].

1.3.1. Défauts des voies ferrées

Les propriétés mécaniques d’un tronçon de la voie peuvent aussi être modifiées à cause
de défauts locaux. Les paragraphes ci-dessous présentent les défauts les plus couramment
observés.

Défauts de géométrie et traverses dansantes

Localement, les rails peuvent présenter plusieurs défauts liés à leur géométrie. Ceux-ci
peuvent être catégorisés selon quatre types représentés dans la figure 1.18 :

— Défaut de nivellement longitudinal : élévation ou baisse du niveau des deux rails ;
— Nivellement transversal : élévation ou baisse du niveau d’un des deux rail ;
— Écartement : variation latérale de l’écartement entre les deux rails ;
— Dressage : variation latérale de la position des deux rails sans variation de l’écarte-

ment.
Pour les voies ballastées, ce type de défaut est souvent lié à un tassement de la couche

de ballast. Lorsque le tassement du ballast est très localisé, certaines traverses peuvent
ne plus être en contact avec le rail. Au passage du train, ce type de défaut cause alors
une augmentation de la flèche du rail et des contraintes qu’il subit. Il cause aussi une
surcharge sur les supports adjacents comme illustré par Paixão et al [67] (voir figure
1.19).
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Nivellement longitudinal

Écartement

Nivellement transversal

Dressage

Figure 1.18. – Catégories de défauts de géométrie de la voie ferrée.

Figure 1.19. – Redistribution des chargements suite à l’apparition de traverses non-
supportées (source [67]).

Le tassement du ballast modifie sa géométrie au cours du temps au contraire des
dalles en béton. Ainsi, les voies sur dalles sont peu sujettes à l’apparition des défauts de
géométrie aux cours de leur exploitation. En revanche, la différence de tassement entre
une voie ballastée et une voie sur dalle facilite l’apparition de traverse non supportée
dans les zones de transition entre ces deux types de voies.
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Défauts des rails

Dans sa thèse intitulée "Étude de la dégradation des voies ferrées", Mai a étudié
l’endommagement des voies ferrées urbaines sur dalles en béton [28]. Cette étude s’est
alors focalisée sur la prévision de l’endommagement du rail et de la dalle en béton.
Directement en contact avec les roues du train, le rail est l’élément de la voie qui subit
les contraintes les plus importantes. Mai a étudié trois phénomènes d’endommagement
du rail – illustrés dans la figure 1.20 :

— L’usure abrasive du rail,
— L’usure ondulatoire,
— Et l’usure par fatigue de roulement.

Figure 1.20. – Photographies illustrant les trois types d’usure du rail décrits par Mai
[28]. De gauche à droite : usure abrasive, usure ondulatoire et usure
causée par la fatigue par contact de roulement.

L’usure abrasive est l’usure du rail par frottement du rail par la roue. Le mécanisme de
cette usure est le suivant : sous l’effet de particules ou protubérances dures de la roue, du
rail ou particules dures situées entre le rail et la roue, de la matière va progressivement
être enlevée au rail et à la roue. Ce type d’usure entraîne des polissages, des griffures
et des arrachements de copeaux. Ce type d’usure peut être calculé en utilisant la loi
d’Archard ou une méthode énergétique [28].

L’usure ondulatoire se caractérise par une irrégularité quasi-périodique de la surface
du rail. Ce type d’usure est caractérisé par deux paramètres : sa longueur d’onde –
distance entre les bosses – et son amplitude – profondeur des creux. Le mécanisme de
formation de l’usure ondulatoire est constitué de deux étapes :

— La première est appelée mécanisme de fixation de la longueur d’onde. Les rugosités
initiales des roues et des rails créent une excitation du système train-voie. Suite à
cette excitation, le système va avoir tendance à résonner à une de ses fréquences
propres. À une vitesse constante, cette fréquence propre se traduit par une longueur
d’onde via la formule λ = v

f
. Dans une zone dans laquelle la plupart des trains

circulent à la même vitesse, une forme ondulatoire de cette longueur d’onde va
commencer à être marquée sur le rail.

— La deuxième étape est le mécanisme d’endommagement. Plusieurs mécanismes
d’endommagement sont supposés être la cause de l’usure observée.

Toujours présent aujourd’hui ce type d’endommagement constitue l’une des causes de
chargements dynamiques périodiques.
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La fatigue d’un matériau est la dégradation sous l’effet de sollicitations répétées.
On distingue trois phases dans le phénomène de fatigue : l’amorçage des fissures, leur
propagation et enfin la rupture brutale de la pièce. Le mécanisme de fatigue du contact
roulant démarre par l’apparition des micro-fissures à la surface du rail sous l’effet du
chargement de contact roue-rail. Progressivement, ces micro-fissures grandissent et se
propagent à l’intérieur du rail. Ce type de dégradation peut aller jusqu’à la rupture du
rail.

Dégradation des supports LVT

Dans le Tunnel sous la Manche, le rail, les attaches et les semelles sous rail sont
sujets à un remplacement périodique correspondant à un chargement de 750 millions
de tonnes. Les autres composants de la voie n’ont pas été conçus pour être remplacés
périodiquement. Dans sa thèse, Hoang a étudié les mécanismes de dégradation des
supports LVT utilisés dans le Tunnel sous la Manche [3].

Sous l’effet du vieillissement, les semelles sous-blochet se tassent légèrement. Par
ailleurs, la texture de leur surface évolue légèrement. Malgré ces changements, Hoang a
montré que les caractéristiques mécaniques des semelles sous-blochets changent peu. Il
note une rigidification de celles-ci de l’ordre de 5%.

La plupart des chaussons en caoutchouc ne montrent pas de signes d’endommage-
ment. Seuls certains chaussons situés dans certains intervalles de la voie présentent des
endommagements. Ceux-ci se caractérisent par des petits trous situés à la base des côtés
latéraux aval ou amont du chausson. Hoang associe ce défaut à des impacts dus à un
mouvement de rotation anormal du blochet dans son chausson. Il propose deux causes à
ce phénomène :

— Un défaut de géométrie à l’installation du support ;
— La présence de forces longitudinales dans cette zone de la voie (zone de freinage et

d’accélération).
Un chausson ainsi endommagé n’amortit plus les chocs entre le blochet et la dalle. Ces

deux éléments risquent donc de subir des détériorations. Le blochet se détériorant avec
le chausson, le traitement de ce défaut se fait par remplacement complet des supports
endommagés.

Le blochet est l’élément central du système LVT. Lorsqu’il est endommagé, le système
de support LVT ne supporte plus le rail. Le blochet donne donc la durée de vie du
système de support. Hoang a identifié deux modes d’endommagement principaux pour
le blochet – voir figure 1.21 :

— Fissuration verticale dans un plan perpendiculaire à l’axe du blochet. Ces fissures
sont le plus souvent initiées à la base du blochet ou au milieu de la table de contact.

— Fissuration horizontale généralement au niveau des renforts en acier. Ce type
d’endommagement ne s’observe que dans des zones particulières.

Afin de déterminer le mécanisme d’endommagement des blochets, Hoang a réalisé
un calcul 3D par éléments finis simulant la réponse du système à un déplacement fixe
imposé au rail. Ce calcul a permis de montrer que le blochet travaille principalement
en flexion. Cette flexion entraîne une contrainte de traction sur la partie inférieure du
blochet. Le champ de contrainte associé est représenté dans la figure 1.22.

Les contraintes maximales observées montrent que les matériaux du support LVT
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Figure 1.21. – Photographies des deux types de dégradations des blochets. Fissuration
verticale (gauche) et fissuration horizontale avec détachement d’une
partie du blochet (droite). (source : [3])

Figure 1.22. – Simulation de la contrainte dans le blochet pour un déplacement fixe
imposé au rail. À gauche : champ de contrainte principale. À droite,
champ de contrainte dans la direction longitudinale. (source : [3])

restent dans leur domaine élastique. L’endommagement observé s’explique donc par
un phénomène de fatigue du béton. À partir des contraintes obtenues par simulation
numérique et de différents modèles empiriques d’estimation de la résistance en fatigue
du béton, Hoang a calculé le nombre de cycles à la rupture du blochet. Afin d’étudier
la sensibilité des modèles, il a considéré une variation de 0,1 MPa dans la contrainte
maximale en traction. Il a alors obtenu les nombres de cycles moyens à rupture reprises
dans le tableau 1.8. Dans celui-ci, Nmin correspond à l’hypothèse haute de contrainte
maximale et Nmax à l’hypothèse basse.

L’analyse de ces résultats permet de donner plusieurs conclusions. Nous pouvons
estimer le nombre de cycles subis par la voie à environ 140 millons au cours de ses
vingt premières années d’exploitation. Aussi, les nombres de cycles à la rupture obtenus
possèdent un ordre de grandeur cohérent avec l’apparition récente d’endommagements.
On observe néanmoins une forte dépendance au modèle choisi ainsi qu’à la contrainte
maximale utilisée. Notons que l’état de contrainte observé en chaque point du blo-
chet ne peut correspondre exactement à celui présent dans les essais ayant permis le
développement des différents modèles.
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Modèle Nmin Nmax
Aas-Jakobsen 122 512
Thomas 464 2.039
Cornelissen (flexion) 43 126
Cornelissen (traction) 210 871

Tableau 1.8. – Nombres de millions de cycles avant rupture du blochet calculés par
Hoang via différents modèles et pour deux hypothèses de contrainte
maximale dans le blochet [3].

1.3.2. Estimation de la sollicitation du béton

Dans ses travaux, Hoang a estimé le nombre de cycles à la rupture du système de
support grâce à l’utilisation de différents modèles. Dans la présente thèse, nous utiliserons
une approche différente consistant à calculer un critère décrivant le niveau de sollicitation
des différents matériaux. L’objectif de la solution de renfort est de supprimer la surcharge
sur les supports proches des endommagements. Au niveau du critère de sollicitation,
nous cherchons donc une solution de renfort permettant d’obtenir en tout point de la
voie un critère de sollicitation inférieur à ceux obtenus pour une voie saine.

1.3.2.1. Invariants du tenseur de contrainte

En tout point d’un matériau son état de contrainte est caractérisé par son tenseur
des contraintes σ. Dans la base orthonormée (x,y,z), le tenseur s’écrit sous la forme :

σ =

σxx σxy σxz

σxy σyy σyz

σxz σyz σzz

 (1.7)

Les critères de plasticité ignorent souvent le terme de pression hydrostatique du
tenseur des contraintes, c’est à dire la trace de celui-ci. On utilise alors souvent le
déviateur du tenseur des contraintes noté S et défini de la façon suivante :

S = dev
(
σ
)

= σ − 1
3tr

(
σ
)

I (1.8)

Le tenseur des contraintes étant symétrique, il est diagonalisable dans une base
orthonormée. On appelle les valeurs propres de ce tenseur les contraintes principales.
Elles sont notées σ1, σ2, σ3 avec par convention σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. En tout point de l’espace
il existe donc une base orthonormée telle que, dans cette base, le tenseur des contraintes
s’écrit sous la forme : σ1 0 0

0 σ2 0
0 0 σ3

 (1.9)

Le tenseur des contraintes permet de caractériser l’état d’un matériau à un instant
donné. Pour un matériau isotrope 6, il existe des variables permettant de caractériser

6. Matériau isotrope : matériau dont les propriétés ne dépendent pas de la direction, matériau ne
possédant pas de direction privilégiée.
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l’état de sollicitation du matériau indépendamment de la base considérée. On parle
alors d’invariants du tenseur de contrainte. On utilise les invariants I1, J2 et J3 dont les
définitions sont rappelées ci-dessous.

I1 = tr
(
σ
)

= σ1 + σ2 + σ3 (1.10)

J2 = 1
2S : S = 1

6

[
(σ1 − σ2)2 + (σ1 − σ3)2 + (σ2 − σ3)2

]
(1.11)

J3 = det
(
S
)

= (σ1 − σm) (σ2 − σm) (σ3 − σm) (1.12)

Avec σm = I1/3.

Remarque :
Il n’y a pas d’unicité des invariants du tenseur de contraintes. En effet, toutes les
combinaisons de ces invariants sont elles-mêmes invariantes par changement de base.
Il aurait aussi été possible d’utiliser les contraintes principales comme invariants. Les
invariants utilisés ici possèdent l’avantage d’avoir une formulation et une interprétation
physique simples.

Dans la suite, les critères d’endommagement seront exprimés soit en fonction des
contraintes principales, soit en fonction des invariants du tenseur des contraintes.

1.3.2.2. Critères d’endommagement

Nous présentons dans la suite différents critères d’endommagement ainsi que les
raisons ayant amené à la construction de ces critères.

Ces critères se basent sur la comparaison de la contrainte observée dans le matériau avec
les résistances du matériau sous certaines sollicitations. Ces résistances correspondent
à la contrainte maximale dans le matériau avant son endommagement ou sa rupture.
Par exemple, pour un essai de traction, il est courant de considérer la limite élastique
noté σe qui est la valeur de contrainte à partir de laquelle le matériau connaît une
déformation plastique à l’échelle macroscopique. Certains matériaux, dont le béton, ont
une résistance différente en traction et en compression. Dans ce cas, on notera σt la
résistance en traction et σc la résistance en compression.

Lorsque le critère n’utilise qu’une contrainte maximale, on prendra généralement
comme résistance σe = min (σt,σc). Néanmoins, lorsque la structure est principale-
ment sollicitée en traction (respectivement en compression), il peut être intéressant de
considérer σe = σt (resp. σe = σc).

Critère de Rankine

La théorie de Rankine suppose que l’endommagement apparaît lorsqu’en un point du
matériau le maximum de la contrainte principale atteint une valeur égale à la résistance
en traction du matériau [68]. Le critère de Rankine, aussi appelé critère du maximum
de la contrainte principale, s’exprime donc sous la forme :

max (σ1,σ2,σ3) ≤ σe (1.13)
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Se focalisant sur la contrainte principale maximale, ce critère ne prend pas en compte
l’effet des deux autres contraintes principales. S’il peut être utilisé pour les matériaux
fragiles, il est à proscrire pour les matériaux ductiles [69].

Critère de Tresca

Le critère de Tresca est un critère de plasticité du matériau. À partir d’une série
d’expériences sur des échantillons de plomb, Tresca a montré qu’un matériau va se
déformer plastiquement lorsque la contrainte de cisaillement maximale atteint une valeur
critique σY [70]. Par un changement de repère, il est possible de montrer que la contrainte
de cisaillement maximale d’un matériau vaut : maxi,j (|σi − σj|). Dans le cas d’un essai
de traction uniaxial, nous avons : 

|σ1| ≤ σe

|σ2| = 0
|σ3| = 0

(1.14)

Nous avons donc σY = σe. Ainsi, dans le cas général, ce critère de Tresca s’exprime
sous la forme :

max
i,j

(|σi − σj|) ≤ σe (1.15)

Critère de von Mises

À l’instar du critère de Tresca, le critère de von Mises [71] est un critère de plasticité
du matériau. Il peut être justifié par l’approche énergétique suivante.

Nous supposons que la plasticité d’un matériau ne dépend que de sa déformation sans
changement de volume – ou distorsion. Pour un matériau élastique suivant la loi de
Hooke, on peut montrer que l’énergie de distorsion s’écrit sous la forme :

Uf = 1
2GJ2 (1.16)

Avec G = E

2(1 + ν) le module de cisaillement du matériau traduisant sa rigidité en
cisaillement.

En traction uniaxiale, on a J2 = 1
3σ

2
1. À la limite d’élasticité, σ1 = σe. Le critère de

von Mises peut alors s’exprimer sous la forme :

J2 ≤ 1
3σ

2
e (1.17)

Soit, √
3J2 ≤ σe (1.18)

La pseudo-contrainte
√

3J2 est souvent appelée contrainte équivalente de von Mises ou
simplement contrainte de von Mises 7.

7. On parle de pseudo-contrainte car la contrainte de von Mises n’est pas une contrainte réellement
appliquée au matériau. En effet, dans le cas général, il n’existe pas de base dans laquelle la contrainte
de von Mises apparaît dans les composantes du tenseur des contraintes.
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Très souvent utilisé en ingénierie, le critère est particulièrement intéressant pour
décrire le comportement des métaux dont les résistances en traction et en compression
sont proches. Il est aussi appelé critère de Maxwell–Huber–Hencky–von Mises ou de
Prandtl-Reuss.

Ces trois premiers critères permettent une estimation du niveau de sollicitation d’un
matériau à partir d’une comparaison avec un seul paramètre représentant la résistance
du matériau. Le béton possède une résistance très différente en traction et compression.
Pour le support LVT, en fonctionnement normal, Hoang a montré que les blochets sont
sollicités en flexion. La partie basse du blochet – partie la plus fréquemment endommagée
– subit alors des contraintes de traction. Pour mieux estimer la sollicitation du blochet, le
critère utilisé doit donc prendre en compte les résistances en traction et en compression.

Critère de Drucker-Prager

Le critère de Drucker-Prager [72] est un critère d’endommagement à deux paramètres.
Ces paramètres peuvent être calculés à partir des résistances en traction et en compression
du matériau. Développé pour modéliser la déformation plastique dans les sols, il a
notamment été utilisé pour modéliser de la pierre, du béton, des polymères et d’autres
matériaux montrant une dépendance en la pression. Le critère de Drucker-Prager peut
s’écrire sous une forme ajoutant au critère de von Mises un terme dépendant de la
pression hydrostatique I1 : √

3J2 −BI1 ≤ A (1.19)
Avec,

A = 2 σcσt

σc + σt

B = σt − σc

σc + σt

(1.20)

Il est parfois aussi écrit sous la forme :√
3J2(σc + σt) + I1(σc − σt) ≤ 2σcσt (1.21)

Critère de Bresler–Pister

Le critère de Bresler-Pister est une extension du critère de Drucker-Prager ajoutant
une dépendance en I2

1 [73]. Cette dépendance implique l’ajout d’un paramètre au critère
qui permet de mieux prendre en compte la résistance en compression biaxiale. En posant
σb la résistance en compression biaxiale, le critère s’exprime sous la forme :√

3J2 −BI1 − CI2
1 ≤ A (1.22)

Avec,

B =
(
σt − σc

(σt + σc)

)(
4σ2

b − σb (σc + σt) + σcσt

4σ2
b + 2σb (σt − σc) − σcσt

)

C =
(

1
(σt + σc)

)(
σb (3σt − σc) − 2σcσt

4σ2
b + 2σb (σt − σc) − σcσt

)
A = σc +Bσc − Cσ2

c

(1.23)
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Critère de Burzyński

À l’instar du critère de Bresler-Pister, le critère de Burzyński fait intervenir trois
paramètres matériau. Ces paramètres peuvent être liés aux résistances matériau en
compression, en traction et en torsion. Le critère de Burzyński a été développé à partir
d’une approche énergétique afin de corriger les limitations du critère de von Mises.
En particulier il est dérivé à partir de la prise en compte d’une énergie associée au
changement de volume [74]. Le critère de Burzyński peut s’écrire sous la forme :

2(1 + χ)J2 + (1 − 2χ)
3 I2

1 + (σc − σt)I1 ≤ σcσt (1.24)

Où,
χ = σcσt

2τ 2
Y

− 1 (1.25)

Ce critère s’avère très bien adapté à la description du comportement des métaux [75].

Nombre de paramètres des critères d’endommagement

Les différents critères d’endommagement présentés utilisent entre un et trois para-
mètres. Il existe dans la littérature de nombreux autres critères d’endommagement d’un
matériau. Par exemple, les critères d’Ottosen [76], de Willam-Warnke [77] et de Lubliner
[78] sont souvent utilisés pour étudier la dégradation du béton. De nombreuses études
comparent les performances de différents modèles sur un ensemble d’essais ou proposent
de nouvelles formulations dont certaines généralisent plusieurs critères existants [79-81].

Un modèle à plus de paramètres prend en compte plus de modes d’endommagement
du matériau. En contrepartie, il nécessite la connaissance de plus de résistances matériau.
La connaissance de chacune de ces résistances nécessite la réalisation d’essais particuliers
(essais de traction, compression ou cissaillement selon un, deux ou trois axes). Au vu
de la connaissance des matériaux de la voie, dans cette thèse, nous avons utilisé les
critères de von Mises, de Drucker-Prager, de Bresler-Pister et de Burzyński. Dans le
but de comparer les critères entre eux, nous adopterons une formulation pour chacun
des critères de la forme σeq/σY avec σeq une contrainte équivalente et σY une résistance
de référence. Le tableau 1.9 récapitule les formulations et les résistances utilisées des
différents critères d’endommagement utilisés dans cette thèse.

Critères Formulation Résistances matériaux
von Mises

√
3J2/σe σe

Drucker-Prager
(√

3J2 −BI1
)
/A σc,σt

Bresler-Pister
(√

3J2 −BI1 − CI2
1

)
/A σc,σt, σb

Burzyński
√(

2(1 + χ)J2 + (1−2χ)
3 I2

1 + (σc − σt)I1
)
/ (σcσt) σc,σt, τY

Tableau 1.9. – Récapitulatif des différents critères d’endommagement utilisés.
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1.4. Modélisation des voies ferrées

Le chargement et les caractéristiques mécaniques de la voie connus, un modèle
analytique ou numérique est nécessaire pour calculer la réponse de la voie. De nombreux
modèles ont été développés et sont disponibles dans la littérature. Le choix du modèle
utilisé dépend du problème considéré, des grandeurs que l’on souhaite simuler et du
niveau de précision souhaité. Certaines simulations étant complexes à mettre en place
et coûteuses en temps de calcul, le choix du modèle dépendra aussi des ressources
disponibles.

Plusieurs auteurs ont recensé les différents modèles permettant de simuler le compor-
tement de voies ferrées. En 1993, Knothe et Grassie ont proposé une revue très complète
à ce sujet [32]. Un autre état de l’art, focalisé sur les vibrations de la voie ferrée, a
été proposé par Connolly en 2015 [44]. D’autres revues bibliographiques peuvent être
trouvées dans les travaux de thèse de Paixao [82], d’Arlaud [17] et de Pinault [53].

Dans cette section, nous proposons une revue bibliographique des modèles utilisés
pour la simulation de voies ferrées. Nous aborderons dans un premier temps les modèles
permettant de simuler la réponse de voies périodiques. Nous aborderons ensuite la
modélisation de voies possédant une rupture de périodicité.

1.4.1. Modélisation de voies ferrées périodiques

Dans cette sous-section, nous nous intéressons à la modélisation de voies ferrées
spatialement périodiques. Les modèles présentés supposent que la voie est infinie et
ne comporte pas de zone venant rompre la périodicité. En pratique, ces modèles sont
utilisables pour modéliser un tronçon de voie suffisamment éloigné de toute rupture de
périodicité. Nous y présenterons tout d’abord les modèles analytiques puis, dans un
second temps les modèles numériques.

1.4.1.1. Modélisation analytique

Le rail est une structure possédant une dimension très longue par rapport aux deux
autres. Les modèles analytiques le modélisent comme une poutre. Deux modèles de poutre
sont généralement utilisés : les modèles de poutres d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko
[83].

Un modèle de poutre réduit le comportement d’une structure allongée à celui de sa
fibre moyenne, appelée fibre neutre. Chaque point de la fibre neutre possède un nombre
de degrés de liberté dépendant du modèle de poutre. Le modèle de poutre d’Euler
Bernoulli suppose que les sections de la poutre restent droites et perpendiculaires à la
fibre neutre lors de la déformation de la poutre. Avec ce modèle, dans un espace à trois
dimensions, chaque point de la fibre neutre est décrit par quatre variables cinématiques
indépendantes soit le déplacement dans les trois directions de l’espace et la rotation dans
le plan perpendiculaire à la fibre neutre – cette rotation correspond à une torsion de la
poutre autour de son axe. Le modèle de Timoshenko ajoute au modèle d’Euler-Bernoulli
une prise en compte du cisaillement de la poutre dans les deux dimensions transverses.
Chaque point de la fibre neutre possède alors six variables cinématiques indépendantes
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soit trois déplacements et trois rotations.

Poutre sur fondation continue

Afin de coupler le déplacement vertical du rail à la raideur des supports et de la
fondation, le modèle le plus simple est le modèle proposé par Winkler en 1867 [84]. Il
consiste à relier continument l’ensemble du rail par un continuum de systèmes masse-
ressort – et, par extension systèmes masse-ressort amortisseur. Cette représentation,
appelée fondation de Winkler, est représentée dans la figure 1.23.

Figure 1.23. – Représentation d’une poutre sur fondation de Winkler soumise à un
chargement mobile.

Ce modèle de fondation a été utilisé par de nombreux auteurs. Friba a étudié le
déplacement d’une poutre infinie d’Euler Bernoulli sur fondation de Winkler soumise à
un chargement mobile constant. Il propose une solution à ce problème dans son ouvrage
[85]. Ruge et Birk ont comparé la réponse de poutres d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko
sur fondation de Winkler [86]. Ils ont montré que le modèle de Timoshenko offre des
avantages numériques pour le calcul de régimes transitoires, en plus de fournir une
représentation physique plus réaliste.

À partir du modèle de fondation de Winkler, Pasternak a proposé un modèle ajoutant
une prise en compte de la rigidité en cisaillement de la fondation [87]. Plusieurs auteurs
utilisent un modèle de poutre sur fondation de Winkler ou de Pasternak pour calculer
les efforts à partir de mesures de déplacements, de vitesses, d’accélérations ou de
déformations [57, 88-90].

Poutre sur supports discrets

Le modèle de fondation précédent ne tient pas compte du caractère discontinu de la
liaison entre le sol et le rail. Ce modèle est alors limité pour la prédiction de certains modes
de vibrations. À partir des années 1960, le modèle de poutre périodiquement appuyée a
été développé pour palier cette limitation. Dans ce modèle, la poutre infinie représentant
le rail est appuyée sur une infinité de supports. La distance inter-supports est égale à la
distance séparant les traverses – ou blochets – pour la voie réelle. Chaque support est
représenté par un système masse-ressort-amortisseur. Les rigidités et amortissements
des supports sont choisis pour représenter les rigidités des supports de la voie réelle et
le cas échéant, du ballast. Pour les voies sur dalle, la rigidité de la dalle étant grande
devant celle des supports, on considérera souvent la dalle indéformable. La structure
obtenue est représentée dans la figure 1.24.

39



1. État de l’art

l

Figure 1.24. – Représentation d’une poutre périodiquement supportée soumise à un
chargement mobile.

En 1970, Mead a étudié les ondes libres pouvant se propager dans les poutres d’Euler-
Bernoulli périodiquement appuyées [91]. Munjal et Heckl ont étudié la réponse de ces
structures à une excitation sinusoïdale fixe [92]. Plusieurs auteurs se sont ensuite intéressés
à la réponse de ces structures à des chargements mobiles. Pour cela, Belotserkovskiy a
utilisé une approche basée sur la périodicité de la structure [93]. Nordborg a préféré une
approche basée sur le calcul des fonctions de Green de la poutre [94]. Plusieurs auteurs,
ont complété ces modèles en s’intéressant au couplage avec le sol sous les supports [95,
96] ou avec la dynamique du train [42, 97]. D’autres auteurs ont effectué des études
similaires en utilisant un modèle de poutre de Timoshenko [98-100].

1.4.1.2. Modèles numériques

Une fois développés, les modèles analytiques permettent une simulation très rapide
du comportement de la voie ferrée. Pour cela, ils se basent sur des représentations très
simples de celle-ci. Pour simuler le comportement de voies de manière plus fine, il est
nécessaire d’utiliser des méthodes numériques.

Modélisation par éléments finis

La méthode la plus utilisée pour simuler le comportement mécanique de structures
est la méthode des éléments finis – abrégée en FEM pour Finite Element Method. Cette
méthode est implémentée dans de nombreux codes de calcul commerciaux, tels que
Abaqus, Nastran, et open source – code Aster, FreeFEM++, ... .

Dans le cadre de la mécanique, la méthode FEM est basée sur une discrétisation
des champs de déplacements de la structure et des efforts qui lui sont appliqués. Le
modélisateur choisit une discrétisation de la géométrie de la structure, appelée maillage,
et les types de chaque élément. À partir de ces choix, le logiciel de calcul FEM calcule
un certain nombre de fonctions de forme Nj(x) dépendant de la position x. L’hypothèse
fondamentale de la méthode FEM est que tout champ p(x, t) du problème peut être
approximé par une combinaison linéaire des fonctions de forme via la formule :

p(t,x) ≃
∑

j

Nj(x)qj(t) (1.26)

Les coefficients qj(t) sont appelés degrés de liberté de la structure.

40



1.4. Modélisation des voies ferrées

À partir des équations de comportement des matériaux constituant la structure, le
logiciel FEM calcule les matrices de masse M, d’amortissement C et de raideur K de
la structure. Sous l’action d’un chargement discrétisé F, l’équation d’équilibre de la
structure s’écrit alors sous la forme :

M q̈(t) + C q̇(t) + K q(t) = F(t) (1.27)

Le code de calcul va alors résoudre numériquement l’équation différentielle (1.27)
pour calculer les degrés de liberté de la structure qj(t) permettant l’approximation des
champs d’intérêt.

Le calcul peut aussi être effectué dans le domaine fréquentiel. En effet, par transformée
de Fourier temporelle, l’équation (1.27) peut s’écrire dans le domaine fréquentiel sous la
forme : (

−ω2M + iωC + K
)

q̂(ω) = F̂(ω) (1.28)

On appellera alors D = −ω2M + iωC + K matrice de rigidité dynamique de la structure.
La résolution dans le domaine fréquentiel possède l’avantage de ne pas demander

d’intégration d’une équation différentielle mais uniquement l’inversion, pour chaque
fréquence, d’un système linéaire.

Différentes techniques peuvent être utilisées en complément de la méthode FEM. Par
exemple, l’approche des éléments discrets peut être utilisée pour mieux représenter le
caractère granulaire du ballast [101]. De part l’importance de son coût numérique, cette
méthode est très peu utilisée pour des applications d’ingénierie [53].

De nombreux auteurs ont utilisé des techniques permettant de simuler le comportement
d’un sol infini. Deux méthodes principales ont été utilisées : la méthode des éléments
frontières – Boundary Element Method, BEM – et la méthode des éléments absorbants –
Perfectly Matched Layer, PML. La méthode des éléments frontières consiste à utiliser
aux bords du maillage des éléments surfaciques simulant la réponse d’un milieu infini.
Ces éléments possèdent une formulation différente de celle des éléments finis pouvant
rendre le couplage complexe. La méthode des éléments absorbants consiste à placer
autour du maillage des couches d’éléments dont le gradient de propriété est tel que ces
couches absorbent les ondes entrantes. Ces deux stratégies sont illustrées dans la figure
1.25 issue de la thèse de Pinault [53].

Figure 1.25. – Modélisation des milieux infinis (source : [53]).

La voie ferrée possède une dimension très grande devant les deux autres rendant
impossible la modélisation de l’ensemble de la voie. Pour simuler le comportement
classique d’un tronçon de la voie, la première solution consiste à modéliser une géométrie
comprenant le tronçon d’intérêt entourée par deux tronçons d’une longueur suffisamment

41



1. État de l’art

longue devant l’échelle de propagation des ondes dans le milieu. La discrétisation doit
néanmoins être suffisamment fine pour représenter les phénomènes d’intérêt. Avec cette
stratégie, un calcul 3D fin implique l’utilisation d’un grand nombre de degrés de liberté.
Par conséquent, ces calculs ont un coût numérique prohibitif pour les applications
industrielles [17, 53].

Correia dos Santos et al ont utilisé un calcul FEM/BEM pour simuler le comportement
d’une voie ferrée soumise au passage d’un train [102]. Dans cette étude chaque bogie a
été représenté comme une masse indéformable suspendue au-dessus de deux essieux. Les
auteurs ont montré que les mesures de déplacement du rail, d’accélération des traverses
et de vitesse de la surface du sol sont en bon accord avec les prédictions numériques.
Le modèle utilisé est représenté dans la figure 1.26. En 2011, Ju et Li ont utilisé une
approche FEM/PML pour étudier les risques de déraillement des trains au court des
tremblements de terre [103]. Réalisé sur un ordinateur de bureau, cette simulation a
nécessité neuf jours de calcul. En 2016, pour un calcul similaire et malgré l’utilisation
de la méthode PML, Giner et al indiquaient devoir utiliser un super-calculateur pour
réaliser leur simulation numérique [104].

Figure 1.26. – Gauche : géométrie utilisée pour le calcul de Correia dos Santos et al
[102]. Droite : portion de la géométrie utilisée par Giner [104].

La voie ferrée ayant une direction très longue par rapport aux deux autres, il peut être
intéressant de la modéliser comme un guide d’onde. Il est alors possible de la considérer
invariante par translation dans une direction ou périodique dans cette direction.

Méthode 2.5D

Une approche de modélisation consiste à considérer que la voie ferrée est invariante
par translation selon l’axe du rail. En 1994, Gavric a proposé une méthode de calcul
des structures invariantes par translation [105]. Dans la méthode proposée, le calcul des
modes propres de la section est effectué par la méthode FEM. Ensuite, la propagation
de ces modes propres est calculée analytiquement. Cette méthode est souvent appelée
méthode élément fini 2.5D ou méthode SAFE – Semi Analytical Finite Element. De
nombreux auteurs ont utilisé la méthode SAFE pour calculer la réponse de rail ou de
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voie ferrée [106-110]. Parmi ces auteurs, certains ont modélisé la section en adoptant
une approche FEM/PML ou FEM/BEM[107].

À l’instar du modèle de fondation de Winkler, cette approche ne permet pas de
prendre en compte le caractère discontinu des supports. Une nouvelle fois, cette limitation
empêche le calcul de certains modes de vibration de la voie. Supposant le rail continument
supporté, il est nécessaire d’effectuer une moyenne entre les zones supportées et non-
supportées. Cette méthode ne permet donc pas d’évaluer des variations à l’échelle de la
période de la structure.

Méthodes basées sur la périodicité de la voie

La seconde méthode utilisable pour modéliser la voie comme un guide d’onde est de
considérer que celle-ci est spatialement périodique.

Pour cela, la méthode la plus répandue est la méthode Wave Finite Element – méthode
WFE. Cette méthode a été proposée au début des années 1970 par Mead [111] pour
prédire les vibrations libres des structures périodiques. Le principe de cette méthode
est de réduire le comportement d’une structure périodique à un ensemble d’un faible
nombre d’équations d’ondes.

La géométrie de la structure est alors découpée en motifs – ou périodes spatiales
– identiques entre eux. Pour chaque fréquence, il est possible de calculer la matrice
de rigidité dynamique d’un motif de la structure. Dans une structure périodique en
vibrations libres, la relation d’équilibre dynamique d’un motif peut alors être transformée
en une relation de propagation donnée par la formule 8 :

u(n+1) = S u(n) (1.29)

Où S est une matrice dépendant de la matrice de rigidité dynamique du motif et u(n)

un vecteur contenant les efforts et degrés de liberté à la frontière gauche du motif (n)
(voir figure 1.27).

Motif (n)Motif (n-1) Motif (n+1)

u(n) u(n+1)

Figure 1.27. – Représentation de la découpe de la structure pour la méthode WFE.

Le comportement de la structure est alors calculé en considérant les valeurs propres
et vecteurs propres de l’opérateur S. Très générale, cette méthode a été appliquée à
de nombreux domaines dont la simulation du comportement de plaques de matériaux
composites [112, 113], de fuselages [114, 115], de ponts [116], de tuyaux incluant parfois
des parties fluides [117-119]. Germonpré et al ont utilisé cette méthode pour la simulation
de la réponse de la voie ferrée à une excitation paramétrique [120]. Dans cet article, le
motif est modélisé via une approche FEM/PML.

8. Voir chapitre 5 pour plus de détails.
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Les précédents travaux utilisent la méthode WFE sur des zones libres de tout char-
gement. Dans le cas où l’ensemble de la structure peut être chargé, Hoang et al ont
démontré que la formule (1.29) était modifiée par l’ajout d’un terme b(n) dépendant du
chargement du motif (n) [121]. Les résultats obtenus ont été comparés à des résultats
numériques obtenus par la méthode FEM. Ces résultats ont aussi été appliqués au calcul
de voies ferrées soumises au chargement d’un train [122].

Dans la méthode WFE, les calculs sont effectués dans le domaine fréquentiel à
fréquence fixée. Les valeurs propres de l’opérateur S correspondent alors à des constantes
de propagation – ie l’inverse de constantes d’amortissement – à la traversée d’un motif.
Dès lors, ces valeurs propres peuvent être reliées à des nombres d’onde. De manière
équivalente, il est possible de travailler à nombre d’onde fixé. Cette approche possède
l’avantage de permettre des calculs dans le domaine temporel [17, 53]. Dans le cadre de
structures non-amorties, Balmes et al a montré l’équivalence des relations de dispersion
calculées avec cette méthode et avec la méthode WFE [123].

1.4.2. Voies non-périodiques

Les différentes méthodes exposées jusqu’ici permettent de simuler les comportements
de voies ferrées invariantes par translation ou périodiques. Dans sa partie courante,
une voie ferrée saine peut généralement être considérée comme spatialement périodique.
Néanmoins, comme vu précédemment, de nombreux éléments peuvent rompre cette
périodicité. La simulation de telles voies nécessite l’utilisation d’outils particuliers.

Un modèle de poutre périodiquement appuyée sur une fondation hétérogène a été
développée par Hoang [3, 124] et reprise par Tran [7]. Dans ce modèle, un rail représenté
par une poutre d’Euler-Bernoulli repose sur un ensemble de supports dont certains
possèdent des caractéristiques mécaniques différentes. Les auteurs proposent alors une
méthode analytique pour calculer les forces et déplacements au niveau de chacun des
supports. Cette méthode sera reprise en détail et adaptée à des poutres de Timoshenko
dans le chapitre 4.

À l’exception de cette méthode analytique, la simulation du comportement de voies
non-périodiques repose sur l’utilisation de modèles numériques.

Un couplage entre une zone modélisée par la méthode SAFE et une zone modélisée par
la méthode FEM peut permettre de prendre en compte une rupture de périodicité [125].
L’approche SAFE reposant sur l’homogénéisation de la géométrie dans une direction
donnée, il n’existe pas – à notre connaissance – de telles applications dans le domaine
ferroviaire.

Comme pour la voie périodique, de nombreuses études utilisent la méthode FEM
[61, 126-129]. Ces simulations souffrent de la même limitation que précedemment :
l’impossibilité de prendre en compte le caractère infini de la voie implique un coût de
calcul prohibitif. En 2013, Shi et al ont simulé le comportement d’une voie possédant
des traverses non supportées [126]. Ce calcul a nécessité l’utilisation un serveur de calcul.
En 2017, Varandas et al ont simulé le comportement d’un tronçon de voie renforcée au
passage d’un conduit d’évacuation [128]. Cette simulation a nécessité un temps de calcul
de quatre jours sur un ordinateur équipé d’un processeur i7 cadencé à 2,8 GHz. Les
géométries et maillages utilisés dans ces deux études sont représentés de la figure 1.28
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Figure 1.28. – Maillage et géométrie des calculs FEM de voies non périodiques. À
gauche calcul effectué par Shi et al [126], à droite calcul de Varandas
et al [128].

Par construction, la méthode développée par Arlaud lors de sa thèse [17] est applicable
aux structures périodiques par morceaux. Cette méthode a été appliquée au calcul du
comportement de la zone de transition entre une voie ballastée et une voie sur dalle
située à Chauconin en France [130, 131]. Dans un but d’optimisation du temps de
calcul, Pinault a proposé une méthode de réduction de modèle basée sur l’utilisation
d’apprentissage automatique [53]. La figure 1.29 donne la géométrie et le maillage utilisé
dans la simulation de la zone de transition de Chauconin par Arlaud et al [130, 132].

Figure 1.29. – Modèle élément fini utilisé par Arlaud et al [130, 132].

Plusieurs auteurs ont proposé des couplages entre la méthode WFE et la méthode
FEM [114, 133-138]. La partie de la géométrie modélisée par la méthode FEM permet
généralement de relier deux guides d’onde entre eux. Dans ces travaux, les zones
modélisées par la méthode WFE ne sont pas chargées. En effet, ces études s’intéressent
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principalement à la réponse libre des structures ou concentre le chargement sur la zone
modélisée par la méthode FEM ou sur les extrémités des guides d’onde. Parmi ces études,
Germonpré et al [138] et Gras et al [60] s’intéressent à la réponse de zones de transition
ferroviaires.

Dans cette thèse, nous proposerons une méthode basée sur la méthode WFE permettant
de modéliser les voies ferrées possédant des ruptures de périodicité. Dans le modèle
développé, la voie sera considérée infinie. Cette dernière sera constituée de trois zones.
Les deux zones extérieures seront semi-infinies et périodiques. Elles seront modélisées
par la méthode WFE. Une zone centrale modélisée par la méthode FEM reliera ces deux
zones. Cette zone centrale sera appelée zone de transition. Dans le but de calculer la
réponse de la voie à un chargement représentant le train, nous reprendrons la formulation
de Hoang [121] permettant à toutes les zones d’être chargées.

1.5. Conclusion

Le Tunnel sous la Manche a une importance capitale dans les échanges de biens et de
personnes entre le Royaume-Uni et le continent européen. Chaque jour de l’année, la voie
ferrée supporte un chargement très important. Ce chargement entraîne l’endommagement
par fatigue des systèmes de support LVT utilisés en tunnel. Dans le but d’assurer une
disponibilité maximale, Eurotunnel, gestionnaire du Tunnel sous la Manche, a fortement
investi dans la maintenance de la voie. Dans ce cadre, au cours de sa thèse [3], Hoang
a étudié les mécanismes d’endommagement des supports et développé une nouvelle
méthode de détection des endommagements.

Lorsque des endommagements sont identifiés, il convient de les traiter au plus vite
pour limiter la surcharge du reste de la voie. La méthode classique consiste à remplacer
les supports défectueux. Cette opération est complexe et coûteuse. Aussi, dans cette
thèse, nous souhaitons étudier une alternative basée sur le renforcement local des zones
endommagées. Afin de dimensionner le système de renfort, il est nécessaire de connaître
les caractéristiques de la voie et les chargements qui lui sont appliqués. À partir de ces
données, la réponse de la voie peut être calculée en utilisant des modèles analytiques ou
numériques.

Dans ce chapitre, nous avons proposé un état de l’art reprenant les différents sujets
traités au cours de cette thèse.

Dans la première section, nous avons introduit la voie du Tunnel sous la Manche,
objet d’étude de cette thèse. Nous avons en particulier décrit le système de support
LVT sur lequel le rail est fixé. Dans cette section, nous avons aussi présenté un résumé
des précédents travaux effectués sur les supports LVT. Ces travaux ont permis de
comprendre les mécanismes d’endommagement des supports et de proposer une méthode
d’auscultation rapide de l’état des blochets. Les zones endommagées peuvent alors
être traitées par remplacement complet de chaque support endommagé. Dans cette
thèse, nous souhaitons étudier l’alternative consistant à renforcer localement les zones
endommagées.

Afin de dimensionner un système de renfort, il est nécessaire de connaître le chargement
appliqué par les roues sur la voie. Aussi, dans la deuxième section, nous nous sommes

46



1.5. Conclusion

intéressés à la mesure de ce chargement. Dans un premier temps, nous avons discuté de
la modélisation de ce chargement. Dans un second temps, nous avons proposé une revue
des méthodes expérimentales de surveillance de la voie. Certaines méthodes embarquées
et en atelier permettent une estimation des forces appliquées par les roues sur la voie.
Elles sont néanmoins limitées aux trains instrumentés ou amenés en atelier. Pour mesurer
les efforts imposés par tous les trains circulant sur une voie ferrée, il est donc nécessaire
d’instrumenter directement la voie. La plupart des méthodes de mesure sur la voie se
limitent à l’identification des défauts de roue ou de voie sans fournir une mesure précise
des chargements statiques et dynamiques exercés par chacune des roues.

En zone courante, les voies ferrées peuvent généralement être considérées comme
des structures spatialement périodiques. De nombreux éléments peuvent rompre cette
périodicité. Dans la troisième section, nous avons mis en avant ces différents éléments,
qu’il s’agisse de zones particulières de la voie ou de zones présentant des défauts. Les
études précédentes ont montré que les défauts les plus problématiques du système LVT
sont dus à la fatigue du béton des blochets. Nous avons alors détaillé quatre critères
permettant d’évaluer la sollicitation dans le béton.

Enfin, la quatrième section a porté sur les modélisations analytiques et numériques
du comportement mécanique des voies ferrées. De nombreux modèles analytiques et
numériques ont été utilisés pour calculer la réponse de voies périodiques. Pour simuler
la réponse des voies non périodiques, la plupart des auteurs utilisent des calculs FEM.
Pour simuler le caractère infini de la voie, les calculs FEM utilisent une géométrie
suffisamment longue devant l’échelle de propagation des ondes dans la voie. L’utilisation
de représentations détaillées de la voie implique alors un coût numérique très important
et souvent prohibitif pour des applications industrielles.

Dans la suite de ce manuscrit, la première partie présentera les travaux que nous
avons réalisé concernant la mesure du chargement appliqué par les roues sur la voie.
Nous y développerons une nouvelle méthode de mesure des chargements appliqués à
la voie. Basée sur la mesure des déformations du rail au passage de chaque roue et à
la résolution d’un problème inverse, cette méthode permet de calculer les chargements
statique et dynamique associés à chaque roue. Nous présenterons alors une application
expérimentale de la méthode. La seconde partie détaillera deux outils développés au
cours de la thèse pour simuler le comportement de voies possédant des ruptures de
périodicité : un outil analytique et une méthode numérique. L’outil analytique, nommé
Euroanalyse, est basé sur une représentation très simplifiée de la voie. Il permet de
calculer les efforts subis par chacun des supports d’une voie non périodique pour un
coût très faible. La méthode numérique, nommée méthode WFE zone de transition,
permet une représentation beaucoup plus fine de la voie. L’utilisation de la méthode
WFE permet une prise en compte intrinsèque du caractère infini de la voie et des
optimisations du coût numérique. Enfin, dans la troisième et dernière partie, nous
appliquerons ces modèles à la simulation de la réponse de la voie du Tunnel sous la
Manche aux chargements mesurés dans la première partie. Nous nous intéresserons
à différentes configurations correspondant à une voie saine et des voies détériorées,
partiellement réparées ou renforcées.
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Première partie

Mesure des efforts exercés par le
train sur la voie
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Dans le but de renforcer la voie, il est nécessaire de connaître le chargement qui lui
est appliqué. Cette première partie se concentre sur la méthode mise en place pour
mesurer le chargement exercé par les trains sur le rail. Dans ce premier chapitre de cette
partie, nous présenterons la méthode développée et sa validation numérique pour, dans
un second chapitre, présenter le prototype installé dans le tunnel sous la Manche et les
résultats expérimentaux obtenus.

Dans la première section de ce chapitre, un modèle analytique donnant la déforma-
tion du rail pour différents types de sollicitations est développé. Ces développements
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permettent la résolution d’un problème inverse, c’est-à-dire le calcul de causes ayant
provoqué les effets mesurés. Dans notre cas, les déformations du rail sont utilisées
pour calculer le chargement les ayant provoquées. Une deuxième section de ce chapitre
détaillera la formulation numérique de ce problème inverse. Enfin, dans une troisième
section, la validation numérique de la méthode sera présentée.

2.1. Modèle analytique de la voie homogène

L’objectif de cette section est de dériver un modèle analytique donnant la réponse
d’un rail à un chargement connu. Il y sera étudié la réponse de la voie à un chargement
possédant une partie statique correspondant à des forces constantes mobiles et une
partie dynamique due aux imperfections du train et de la voie. Les formules analytiques
obtenues serviront de base pour le calcul des chargements en tunnel via la résolution
d’un problème inverse.

2.1.1. Poutre de Timoshenko périodiquement appuyée

Pour représenter la voie, nous utilisons comme de nombreux auteurs [3, 42, 93, 94,
99, 139] le modèle de poutre périodiquement appuyée présenté dans le premier chapitre.
Le rail est alors modélisé par une poutre. Le modèle de poutre utilisé est un modèle de
Timoshenko qui, par rapport à un modèle d’Euler-Bernoulli, permet la prise en compte
du cisaillement du rail lors de sa déformation. Pour cela, le modèle de Timoshenko
introduit deux constantes : le module de cisaillement G = E

2(1+ν) et le facteur de correction
du cisaillement κ. La valeur du coefficient de Timoshenko est sujet à de nombreuses
discussions [140] conformément à ce qui est couramment utilisé pour la modélisation de
ce type de rail [86, 141-144], nous choisirons dans les applications numériques κ = 0,4.

Comme dans les travaux de Hoang [100, 143], nous considérons les supports ponctuels
et nous les représentons par des systèmes masse-ressort-amortisseur. Hoang a déterminé
expérimentalement les valeurs de la raideur et de l’amortissement des semelles sous-rail
et semelles sous-blochet utilisées dans le tunnel sous la Manche [3]. Nous conserverons
ces valeurs dans la suite.

L’ensemble des valeurs utilisées dans les simulations numériques de ce chapitre est
donné par le tableau 2.1. Le système simulé est représenté dans la figure 2.1.

l

Kf

Kr

Figure 2.1. – Modélisation uni-dimensionnelle de la voie. Le rail est représenté par une
poutre périodiquement appuyée, les supports par des systèmes masse-
ressort-amortisseur.
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2.1. Modèle analytique de la voie homogène

Paramètre Symbole Valeur
Masse linéique du rail ρS 60 kg · m−1

Raideur en flexion du rail EI 6,38 MN · m2

Rapport de Timoshenko κ 0,4
Module de cisaillement G 80,77 GPa

Vitesse du train v 37 m · s−1

Chargement par roue Q 100 kN
Masse du blochet M 100 kg

Espacement inter-supports l 0,6 m
Raideur de la semelle sous-rail kr 192 MN · m−1

Amortissement de la semelle sous-rail ξr 1,97 MN · s · m−1

Raideur de la semelle sous-blochet kf 26,4 MN · m−1

Amortissement de la semelle sous-blochet ξf 0,17 MN · s · m−1

Tableau 2.1. – Paramètres physiques utilisés dans les calculs.

Dans le domaine fréquentiel, à la pulsation ω, l’équation de comportement d’une
poutre de Timoshenko soumise à un effort tranchant F̂ (x,ω) s’écrit sous la forme :κSG∂xθ̂(x,ω) = κSG∂2

xŵ(x,ω) + ρSω2ŵ(x,ω) + F̂ (x,ω)
− κSG∂xŵ(x,ω) = EI∂2

xθ̂(x,ω) − (κSG− ρIω2)θ̂(x,ω)
(2.1)

Où,
— x est la coordonnée suivant l’axe du rail,
— ŵ(x,ω) est la transformée de Fourier de la flèche de la poutre,
— θ̂(x,ω) est la transformée de Fourier de l’angle d’une section de poutre par rapport

à l’axe vertical.
Les définitions de la flèche w et de l’angle θ sont représentées dans la figure 2.2.

θ

w

−z

x

Figure 2.2. – Représentation d’une poutre en flexion. Définition de la flèche w et de
l’angle de la section θ. Sur le schéma, θ > 0 et w > 0 au point considéré.
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2. Méthode de calcul du chargement dû au passage des trains

En dérivant la seconde équation du système (2.1) par rapport à x et réinjectant la
première équation dans celle-ci, on obtient :

− κSG∂2
xŵ = EI

κSG
∂2

x

(
κSG∂2

xŵ + ρSω2ŵ + F̂
)

− (κSG− ρIω2)
κSG

(
κSG∂2

xŵ + ρSω2ŵ + F̂
)

(2.2)

Soit,[
EI∂4

x + κSGρI + EIρS

κSG
ω2∂2

x − ρSω2 + ρIρS

κSG
ω4
]
ŵ =

[
1 − EI

κSG
∂2

x − ρIω2

κSG

]
F̂ (2.3)

En posant B = EI la rigidité en flexion, M = ρS la masse linéique, J = ρI l’inertie
de rotation et KS = κSG la rigidité en cisaillement, puis en divisant par B, on retrouve
l’équation obtenue par Hamet [139] :[

∂4
x +

(
J

B
+ M

KS

)
ω2∂2

x + MJ

KSB
ω4 − M

B
ω2
]
ŵ = 1

B

[
1 − B

KS

(
∂2

x + J

B
ω2
)]
F̂ (2.4)

De la même façon, on montre que l’angle de rotation de la section θ̂ suit l’équation :[
∂4

x +
(
J

B
+ M

KS

)
ω2∂2

x + MJ

KSB
ω4 − M

B
ω2
]
θ̂ = 1

B
∂xF̂ (2.5)

Remarque :
On peut remarquer qu’à la limite J → 0 et KS → ∞ – ce qui correspond à res-
pectivement négliger l’inertie de rotation de la section et à prendre une rigidité en
cisaillement infinie –, l’équation de la flèche correspond à celle donnée par le modèle
d’Euler-Bernoulli : 

[
∂4

x − M

B
ω2
]
ŵ = 1

B
F̂

θ̂ = ∂xŵ

(2.6)

La force F̂ peut être décomposée en une force due aux trains F̂train et une force due à
l’interaction avec les supports F̂supp.

Les supports étant identiques entre eux, on pose K(ω) la rigidité dynamique d’un
système de support de sorte que, pour un support situé en xk, nous avons :

F̂supp(xk,ω) = K(ω)ŵ(xk,ω) (2.7)

Nous pouvons alors écrire :

F̂ (x,ω) = F̂train(x,ω) + F̂sup(x,ω)
= F̂train(x,ω) +

∑
n∈Z

K(ω)ŵ(x,ω)δ(x− nl)

= F̂train(x,ω) +K(ω)ŵ(x,ω)Xl(x)

(2.8)

Où, Xl(x) = ∑
n∈Z δ(x− nl) est le peigne de Dirac d’espacement l.
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2.1. Modèle analytique de la voie homogène

2.1.2. Vibrations libres de la poutre

Dans un premier temps, le problème homogène est considéré, c’est-à-dire trouver
l’expression de ŵ lorsque F̂ = 0. Il faut donc résoudre l’équation :[

EI∂4
x + κSGρI + EIρS

κSG
ω2∂2

x − ρSω2 + ρIρS

κSG
ω4
]
ŵ = 0 (2.9)

Ce qui peut être réécrit sous la forme :[
∂2

x + λ2
1

] [
∂2

x − λ2
2

]
ŵ = 0 (2.10)

Avec, 
λ2

1 =

√√√√ω4

4

(
J

B
− M

KS

)2
+ Mω2

B
+ ω2

2

(
J

B
+ M

KS

)

λ2
2 =

√√√√ω4

4

(
J

B
− M

KS

)2
+ Mω2

B
− ω2

2

(
J

B
+ M

KS

) (2.11)

Les expressions de λ1 et λ2 sont identiques à celles obtenues par Hoang [3, 143]. À
nouveau, en faisant tendre J → 0 et Ks → ∞ nous retrouvons λ1 = λ2 = λe = 4

√
Mω2

B
,

soit le cas d’une poutre d’Euler Bernoulli.
La forme générale de la solution de l’équation précédente, est donnée par :

ŵ(x,ω) = a1eiλ1x + a2eλ2x + b1e−iλ1x + b2e−λ2x (2.12)

La solution générale pour l’angle de la section θ̂ est donnée par :

θ̂(x,ω) = c1eiλ1x + c2eλ2x + d1e−iλ1x + d2e−λ2x (2.13)

Les équations précédentes donnent la solution homogène c’est à dire la solution du
problème pour F̂ (x,ω) = 0. Nous nous intéressons maintenant à la résolution de problème
de Green, c’est à dire la résolution des équations (2.4) et (2.5) pour F̂ (x,ω) = δ(x− x0).
Le comportement de la flèche est alors régi par l’équation (2.14) et celui de l’angle de la
section par l’équation (2.15). Dans ces équations, nous notons Ĝω(x,x0) la solution pour
la flèche et ĝω(x,x0) celle pour l’angle de la section. Ĝω(x,x0) et ĝω(x,x0) sont appelés
fonctions de Green du problème de vibrations de la poutre libre.

[
∂4

x +
(
J

B
+ M

KS

)
ω2∂2

x + MJ

KSB
ω4 − M

B
ω2
]
Ĝω(x,x0) =

1
B

[
1 − B

KS

(
∂2

x + J

B
ω2
)]
δ(x− x0) (2.14)

[
∂4

x +
(
J

B
+ M

KS

)
ω2∂2

x + MJ

KSB
ω4 − M

B
ω2
]
ĝω(x,x0) = 1

B
∂xδ(x− x0) (2.15)
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2. Méthode de calcul du chargement dû au passage des trains

Pour x < x0 et x > x0, les équations de Green (2.14) (2.15) sont équivalentes à l’équa-
tion homogène (2.9). Ĝω (respectivement ĝω) suit donc l’équation (2.12) (respectivement
(2.13)) pour x < x0 et pour x > x0. Aussi, sur ces deux domaines, Ĝω peut s’écrire sous
la forme (2.12) et ĝω sous la forme (2.13). Pour calculer les coefficients de chaque côté
de x0 et ainsi calculer les fonctions de Green Ĝω et ĝω, il faut calculer les conditions de
continuités en x0. Pour ce faire, nous intégrons autour de x = x0 le problème de Green
(2.14). Nous obtenons alors les systèmes (2.16) et (2.17). Les détails de ces calculs sont
donnés en annexe. 

∂3
xĜω(x,x0)

∣∣∣x+
0

x−
0

= 1
B

[
1 + BM

K2
S

ω2
]

∂2
xĜω(x,x0)

∣∣∣x+
0

x−
0

= 0

∂xĜω(x,x0)
∣∣∣x+

0

x−
0

= − 1
KS

Ĝω(x,x0)
∣∣∣x+

0

x−
0

= 0

(2.16)



∂3
xĝω(x,x0)

∣∣∣x+
0

x−
0

= 0

∂2
xĝω(x,x0)

∣∣∣x+
0

x−
0

= 1
B

∂xĝω(x,x0)|
x+

0
x−

0
= 0

ĝω(x,x0)|
x+

0
x−

0
= 0

(2.17)

La résolution du système (2.16) donne alors l’expression de Ĝω(x,x0) :

Ĝω(x,x0) = − 1
2B (λ2

1 + λ2
2)

[
iC1

λ1
e−iλ1|x−x0| + C2

λ2
e−λ2|x−x0|

]
(2.18)

Où, 
C1 = 1 − ω2J −Bλ2

1
KS

C2 = 1 − ω2J +Bλ2
2

KS

(2.19)

De la même manière la résolution du système (2.17) donne :

ĝω(x,x0) = − sg(x− x0)
2B (λ2

1 + λ2
2)
[
e−iλ1|x−x0| − e−λ2|x−x0|

]
(2.20)

Dans la figure 2.3, les courbes de λ1, λ2 et λe ainsi que celles des coefficients C1 et
C2 en fonction de la fréquence f sont tracées sur l’intervalle f ∈ [0 Hz; 200 Hz]. Pour les
paramètres physiques utilisés et sur la plage de fréquence utilisée, les courbes de λ1 et λ2
restent proches de λe et C1 et C2 sont proches de 1. Il est donc attendu que le modèle
de Timoshenko reste proche du modèle d’Euler Bernoulli. L’écart grandissant avec la
fréquence, le comportement diffère de manière plus importante à plus haute fréquence.

56



2.1. Modèle analytique de la voie homogène
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Figure 2.3. – Comparaison des valeurs de λ1,λ2 et λe (gauche) et comparaison des
valeurs de C1,C2 (droite) en fonction de la pulsation ω.

2.1.3. Vibrations libres pour des supports discrets

Afin de prendre en compte les supports discrets et le caractère infini de la voie, nous
utilisons le théorème de Floquet [145] 1 et le principe de superposition – les équations
différentielles étant linéaires – à partir des résultats des équations précédentes.

Dans un premier temps, nous nous intéressons au déplacement libre de la poutre
périodiquement appuyée, c’est à dire pour F̂train = 0. Ce déplacement est donné par :

ŵ(x,ω) =
∑
n∈Z

F̂n(ω)Ĝω(x,xn)

= −
∑
n∈Z

K̂(ω)ŵ(xn,ω)Ĝω(x,xn)
(2.21)

L’angle de la section est alors donné par :

θ̂(x,ω) = −
∑
n∈Z

K̂(ω)ŵ(xn,ω)ĝω(x,xn) (2.22)

L’équation différentielle de ce nouveau problème étant l-périodique, d’après le théorème
de Floquet [145], il existe un ensemble de nombres complexes {γ} liant les flèches dans
les différents motifs. Mathématiquement, nous pouvons écrire :

∀x,∀n, ŵ(x+ nl) =
∑

γ

ŵγ(x+ nl) =
∑

γ

ŵγ(x)e−nγl (2.23)

Avec ŵγ solution du problème et vérifiant l’équation (2.21). Nous pouvons alors
montrer à partir des équations (2.18) et (2.21) l’équation (2.24) (détails du calcul en

1. Aussi appelé théorème de Floquet-Bloch en référence aux travaux de Bloch [146].
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2. Méthode de calcul du chargement dû au passage des trains

annexe). Ce résultat est en accord avec la littérature [93, 139, 147-149].

∀x ∈ [0; l] ,
ŵγ(x,ω) = −K(ω)ŵγ(0,ω)

∑
n∈Z

e−nγlĜω(x,xn)

= −K(ω)ŵγ(0,ω)
2B (λ2

1 + λ2
2)

[
C1

λ1

sin(λ1(l − x)) + e−γl sin(λ1x)
cos(λ1l) − cosh(γl)

−C2

λ2

sinh(λ2(l − x)) + e−γl sinh(λ2x)
cosh(λ2l) − cosh(γl)

]
(2.24)

De la même manière, à partir des équations (2.20) et (2.22), nous obtenons :

θ̂γ(x,ω) = −K(ω)ŵγ(0,ω)
∑
n∈Z

e−nγlĝω(x,xn)

= −K(ω)ŵγ(0,ω)
2B (λ2

1 + λ2
2)

[
cos(λ1(l − x)) − e−γl cos(λ1x)

cos(λ1l) − cosh(γl)

−cosh(λ2(l − x)) − e−γl cosh(λ2x)
cosh(λ2l) − cosh(γl)

] (2.25)

Afin de déterminer les valeurs possibles de γ nous évaluons l’équation (2.24) en x = 0.

ŵγ(0,ω) = −K(ω)ŵγ(0,ω)
2B (λ2

1 + λ2
2)

[
C1

λ1

sin(λ1l)
cos(λ1l) − cosh(γl) − C2

λ2

sinh(λ2l)
cosh(λ2l) − cosh(γl)

]
(2.26)

Par simplification de ŵγ(0,ω) et après réarrangement des termes, l’équation (2.27)
est obtenue. γ étant une constante de propagation, cette équation peut être interprétée
comme une relation de dispersion.

cosh2 γl +
[

K(ω)
2B (λ2

1 + λ2
2)

(
C2

λ2
sinh λ2l − C1

λ1
sin λ1l

)
− cosh λ2l − cosλ1l

]
cosh γl

+ K(ω)
2B (λ2

1 + λ2
2)

(
C1

λ1
cosh λ2l sin λ1l − C2

λ2
cosλ1l sinh λ2l

)
+ cosh λ2l cosλ1l = 0

(2.27)
Résoudre l’équation (2.27) revient à chercher les racines d’un polynôme de degré deux

en cosh γl. Dans le cas général, pour chaque pulsation ω, cette résolution donne quatre
solutions calculables analytiquement pour γ. Nous notons ces solutions

{
±γ1/2

}
avec

comme convention ℜ(γ1/2) ≥ 0. Le déplacement du rail est alors donné par :

∀x ∈ [0; l] ,


ŵ(x,ω) =

∑
γ=±γ1/2

aγYγ(x,ω)

θ̂(x,ω) =
∑

γ=±γ1/2

bγyγ(x,ω)
(2.28)
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Avec,
Yγ(x,ω) = C1

λ1

sin(λ1(l − x)) + e−γl sin(λ1x)
cos(λ1l) − cosh(γl) − C2

λ2

sinh(λ2(l − x)) + e−γl sinh(λ2x)
cosh(λ2l) − cosh(γl)

yγ(x,ω) = cos(λ1(l − x)) − e−γl cos(λ1x)
cos(λ1l) − cosh(γl) − cosh(λ2(l − x)) − e−γl cosh(λ2x)

cosh(λ2l) − cosh(γl)

Ces solutions sont valables pour x ∈ [0; l]. La solution sur l’espace complet est
reconstruite à l’aide des formules Yγ(x+ nl) = Yγ(x)e−nγl et yγ(x+ nl) = yγ(x)e−nγl.

2.1.4. Résolution du problème complet

Le système (2.28) donne la flèche et l’angle de la section du rail pour un système
rail-supports soumis à aucune force extérieure. Nous cherchons dans un premier temps
la réponse de ce système à une force F̂train = δ(x − x0), c’est à dire les fonctions de
Green du système rail-supports. Notons Ĥω(x,x0) la fonction de Green pour la flèche et
ĥω(x,x0) la fonction de Green pour l’angle de la section.

Sur le domaine ]−∞;x0[ (respectivement ]x0; +∞[), le système rail-supports n’est
soumis à aucune force extérieure. Son déplacement respecte donc l’équation (2.28). De
plus, le déplacement ne pouvant diverger à l’infini, nous avons : ∀x ∈ ]−∞;x0] , Ĥω(x,x0) = a−γ1Y−γ1(x,ω) + a−γ2Y−γ2(x,ω)

∀x ∈ [x0; +∞; [ , Ĥω(x,x0) = aγ1Yγ1(x,ω) + aγ2Yγ2(x,ω)
(2.29)

Les coefficients a±γ1/2 sont alors déterminés en résolvant le système (2.16).
Hω(x,x0) étant la fonction de Green du système rail-supports, pour un chargement

F̂train quelconque, la flèche du problème réel s’obtient alors par la formule (2.30) :

ŵ(x,ω) = (Ĥω ∗ F̂train)(x,ω) (2.30)

On construit de la même façon l’angle de la section du rail à l’aide la formule :

θ̂(x,ω) = (ĥω ∗ F̂train)(x,ω) (2.31)

Avec,  ∀x ∈ ]−∞;x0] , ĥω(x,x0) = b−γ1y−γ1(x,ω) + b−γ2y−γ2(x,ω)
∀x ∈ [x0; +∞; [ , ĥω(x,x0) = bγ1yγ1(x,ω) + bγ2yγ2(x,ω)

(2.32)

Et les coefficients b±γ1/2 donnés par la résolution du système (2.17).
Nous pouvons à partir de ces résultats calculer la réponse à de nombreux chargements

Ftrain différents.

2.1.4.1. Chargement quelconque

Du fait de la faible surface de contact entre la roue et le rail [11, 28], ce contact est
supposé ponctuel. Le chargement dû à une roue située à la position x = −Droue à t = 0
et se déplaçant à une vitesse v constante peut s’écrire sous la forme suivante :

Froue(x,t) = Q(t)δ(x− vt−Droue) (2.33)
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2. Méthode de calcul du chargement dû au passage des trains

Pour simplifier les écritures, on suppose Droue = 0 m. Dans le domaine fréquentiel,
nous obtenons alors :

F̂roue(x,ω) = 1
v
Qroue

(
x

v

)
e−i xω

v (2.34)

Les formules (2.29) et (2.32) donnent alors :

ŵ(x,ω) =
Nroues∑
roue=1

(Ĥω ∗ F̂roue)(x,ω)

= 1
v

Nroues∑
roue=1

∫
x̃∈R

Ĥω(x,x̃)Qroue

(
x̃

v

)
e−i x̃ω

v dx̃

θ̂(x,ω) =
Nroues∑
roue=1

(ĥω ∗ F̂roue)(x,ω)

= 1
v

Nroues∑
roue=1

∫
x̃∈R

ĥω(x,x̃)Qroue

(
x̃

v

)
e−i x̃ω

v dx̃

(2.35)

Afin de continuer le calcul, nous séparons le chargement Qroue(t) de chaque roue de la
façon suivante :

Qroue(t) = Qstat
roue +Qdyn

roue(t) (2.36)

Où, la partie constante Qstat
roue est appelée chargement statique et représente le poids

appliqué à la voie par chaque roue. La partie restante Qdyn
roue(t) est appelée chargement

dynamique, nous l’associons à tous les défauts de voie et de roue. Ce chargement
dynamique est discrétisé suivant la fréquence d’échantillonnage :

Qdyn
roue(t) =

N−1∑
n=0

Qdyn
roue,nδ

(
t− n

fe

)
(2.37)

Dans le référentiel du rail le chargement dynamique d’une roue s’écrit sous la forme :

F dyn
roue =

N−1∑
n=0

Qdyn
roue,nδ

(
t− n

fe

)
δ(x− vt)

= v
N−1∑
n=0

Qdyn
roue,nδ

(
x− nv

fe

)
δ(x− vt)

(2.38)

Les paragraphes suivants donnent la réponse de la voie soumise à des chargements
statiques et dynamiques.

2.1.4.2. Chargement dynamique

Le chargement dynamique est modélisé par un ensemble de chargements locaux et
fixes Qdyn

roue,n. Le cas élémentaire est alors F̂train(x,ω) = Q(ω)δ(x− x0) où x0 est le point
d’application du chargement. Supposons la fonction Q(ω) quelconque. La flèche et l’angle
de la section sont directement donnés par :ŵ(x,ω) = Q(ω)Ĥω(x,x0)

θ̂(x,ω) = Q(ω)ĥω(x,x0)
(2.39)
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2.1. Modèle analytique de la voie homogène

Pour calculer la déformée due à ce chargement dynamique il faut tout d’abord calculer{
±γ1/2

}
à l’aide de l’équation (2.27), puis résoudre les systèmes (2.16) et (2.17) avec

Ĥω et ĥω donnés par les équations (2.29) et (2.32). La solution du problème est alors
directement donnée par l’équation (2.39). Pour un chargement dynamique spatialement
réparti, numériquement, nous utiliserons l’approximation F̂ (x,ω) = ∑

x0 Qx0(ω)δ(x−x0).
À partir de cette approximation, la flèche et l’angle sont retrouvés par un théorème de
superposition.
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Figure 2.4. – Poutres de Timoshenko et d’Euler-Bernoulli soumises à un chargement
dynamique en un point : spectre de la flèche au point chargé (gauche)
et flèche en fonction du temps au point chargé (droite).

La figure 2.4 donne la réponse de la voie pour un chargement dynamique correspondant
à une impulsion de 112,5 kN en un point. La flèche du point situé sous le chargement y
est tracée en fonction de la fréquence et du temps pour les deux modèles de poutres 2.
La poutre de Timoshenko est légèrement plus souple que celle d’Euler-Bernoulli du fait
l’ajout d’une variable cinématique en rotation a été prise en compte. Cette souplesse
supplémentaire est visible dans les domaines fréquentiel et temporel avec une flèche
légèrement supérieure pour la poutre de Timoshenko. Pour les deux modèles de poutre,
la flèche décroit très rapidement après l’impact.

2.1.4.3. Chargement statique

Le chargement statique est décrit par un ensemble de charges constantes se déplaçant
à une vitesse v constante. Le chargement d’un train contenant K essieux s’écrit alors
Ftrain = ∑Nroues

roue=1 Qroueδ(x − vt − Droue). Par transformée de Fourier temporelle, on
obtient :

F̂train(x,ω) = 1
v

Nroues∑
roue=1

Qrouee
−iω(x−Droue)

v

2. Le signal temporel est obtenu par transformation de Fourier inverse rapide, IFFT.
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2. Méthode de calcul du chargement dû au passage des trains

Pour résoudre ce problème, Hoang et al [3, 143] ont utilisé une approche basée sur la
décomposition en série de Fourier des fonctions périodiques du problème. Ils ont alors
montré que la flèche du rail et l’angle de sa section sous ce chargement sont données
par : 

ŵ(x,ω) = Q(ω)
(
K(ω)η(x,ω)
K(ω) + κT (ω) − η(0,ω)

)

θ̂(x,ω) = Q(ω)
(
K(ω)γ(x,ω)
K(ω) + κT (ω) − γ(0,ω)

) (2.40)

Avec,

η(x, ω) = 1
2EI (λ2

1 + λ2
2)

C1

λ1

sin λ1(l − x) + e−i ωl
v sin λ1x

cos lλ1 − cos ωl
v

−C2

λ2

sinh λ2(l − x) + e−i ωl
v sinh λ2x

cosh lλ2 − cos ωl
v


γ(x, ω) = i

2EI (λ2
1 + λ2

2)

cosλ1(l − x) − e−i ωl
v cosλ1x

cos lλ1 − cos ωl
v

−cosh λ2(l − x) − e−i ωl
v cosh λ2x

cosh lλ2 − cos ωl
v


Q(ω) = κT (ω) p̃0l

v

K∑
j=1

Qje−iω
Dj
v

κT (ω) = η(0,ω)−1

p̃0l =
kSG− ρIω2 + EI ω2

v2

uSG
(
EI ω4

v4 − ρSω2
)

− ρSI (κG+ E − ρv2) ω4

v2

(2.41)

La figure 2.5 donne, pour les deux modèles de poutres, la flèche en un point du
rail en fonction de la fréquence (sous-figure de gauche) et du temps (sous-figure de
droite) pour un chargement statique composé d’une seule charge mobile de 100 kN se
déplaçant à une vitesse v = 37 m · s−1. À nouveau la souplesse supplémentaire de la
poutre de Timoshenko est visible dans les domaines temporel et fréquentiel avec une
flèche légèrement supérieure. Les spectres montrent que pour les deux types de poutres
la réponse est essentiellement guidée par les basses fréquences. Ainsi, la différence entre
les deux modèles de poutres étant faible à basse fréquences, les réponses dans le domaine
temporel sont très semblables. Les flèches obtenues sont alors très proches en tout temps
avec une différence maximale de l’ordre de 5%. Cette différence est maximale lorsque la
flèche est maximale.

2.1.5. Calcul de la déformation du rail

Lorsque le rail fléchit sous l’effet du chargement, il va se courber. Ce faisant, la partie
à l’intérieur de la courbe sera en compression et la partie à l’extérieur de la courbe en
traction. Dans cette sous-section, nous développons les formules permettant de calculer

62



2.1. Modèle analytique de la voie homogène

0 10 20 30 40 50

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Figure 2.5. – Poutres de Timoshenko et d’Euler-Bernoulli soumises à un chargement
statique : spectre de la flèche en un point (gauche) et flèche en fonction
du temps en un point (droite).

la déformation dans l’axe du rail εxx pour des chargements statique et dynamique. Plus
exactement, nous nous intéressons au calcul de la déformation εxx(x,z1,ω) à l’abscisse x
et la cote z1 pour chaque fréquence ω.

Pour des poutres d’Euler Bernoulli, on peut montrer que la déformation εxx s’écrit
sous la forme de l’équation (2.42).

εxx(x,z,ω) = εxx(x,zF N ,ω) + (z − zF N) ∂

∂x
θ(x,ω)

= εxx(x,zF N ,ω) + (z − zF N) ∂2

∂x2w(x,ω)
(2.42)

Pour les poutres de Timoshenko, l’équation 2.42 devient :

εxx(x,z,ω) = εxx(x,zF N ,ω) + (z − zF N) ∂

∂x
θ(x,ω)

= εxx(x,zF N ,ω) + (z − zF N) ∂2

∂x2w(x,ω) + ∂

∂x
ψ(x,ω)

(2.43)

Où,
— x et z sont les coordonnées du point considéré dans le repère non-déformé 3 de la

jauge considérée ;
— zF N désigne la cote de la fibre neutre au repos (poutre non déformée) ;
— ψ désigne l’angle de la section par rapport à la normale à l’axe neutre.
Dans le cadre de notre étude, on suppose que εxx(x,zF N ,ω) << (z − zF N) ∂2

∂x2w(x,ω).
Cela revient à négliger le chargement normal de la poutre et l’élongation de la fibre

3. En petites déformations on peut assimiler les coordonnées déformées et non déformées.
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2. Méthode de calcul du chargement dû au passage des trains

neutre due à sa déformation. Ces hypothèses pourront être vérifiées a posteriori. Les
équations (2.42) et (2.43) deviennent alors :

εxx(x,z,ω) ≃ (z − zF N) ∂

∂x
θ(x,ω) (2.44)

Aussi, pour calculer la déformation, il suffit de dériver les formules obtenues pour l’angle
de la section θ̂. Les équations du systèmes (2.45) donnent alors la déformation d’une
poutre de Timoshenko périodiquement appuyée soumise à un chargement dynamique ou
un chargement statique :


ε̂dyn

xx (x,z1,ω) = z1Q
dyn(ω)ĥ′

ω(x,x0)

ε̂stat
xx (x,z1,ω) = z1Q(ω) K(ω)γ′(x,ω)

K(ω) + κT (ω)
(2.45)

Avec,

∀x ∈ ]−∞;x0] , ĥ′
ω(x,x0) = bγ1y

′
γ1(x,ω) + bγ2y

′
γ2(x,ω)

∀x ∈ [x0; +∞; [ , ĥ′
ω(x,x0) = b−γ1y

′
−γ1(x,ω) + b−γ2y

′
−γ2(x,ω)

y′
γ(x,ω) = λ1

sin(λ1(l − x)) + e−γl sin(λ1x)
cos(λ1l) − cosh(γl)

+ λ2
sinh(λ2(l − x)) + e−γl sinh(λ2x)

sinh(λ2l) − cosh(γl)

γ′(x, ω) = i
2EI (λ2

1 + λ2
2)

λ1
sin λ1(l − x) + e−i ωl

v sin λ1x

cos lλ1 − cos ωl
v

+λ2
sinh λ2(l − x) + e−i ωl

v sinh λ2x

cosh lλ2 − cos ωl
v



(2.46)

2.2. Méthode numérique de calcul des efforts

2.2.1. Problème inverse

Jusqu’ici dans ce chapitre, nous avons montré comment calculer analytiquement la
déformation du rail à partir d’un chargement connu. Dans ce problème, grâce à un
modèle de la voie, à partir de causes connues – forces agissant sur le rail – nous calculons
les conséquences – déformation du rail –. Cette démarche est appelée résolution d’un
problème direct. Dans le cadre de la thèse, nous nous intéressons au calcul des forces
appliquées au rail à partir de la mesure des déformations. Nous résolvons donc un
problème inverse. Cette résolution sera basée sur les formules analytiques démontrées
dans la partie précédente.

La figure 2.6 résume les cheminements des problèmes direct et inverse. Pour le problème
direct, à partir du chargement connu les formules (2.40) et (2.39) donnent l’angle des
sections de la poutre θ̂. Ensuite, les déformations sont calculées analytiquement par
dérivation en utilisant la formule (2.44). Nous avons donc les formules analytiques du
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Chargement
du rail

f̂train(x,ω)

Angle de la
section θ̂(x,ω)

Déformations
εxx(x,z1,ω)

(2.39) et
(2.40) (2.44)

Problème direct

Problème inverse

Figure 2.6. – Représentation des différentes étapes du problème direct et inverse et
des formules associées.

système (2.45) qui lient directement les forces appliquées sur le rail aux déformations
mesurées. La résolution du problème inverse revient à inverser ces relations. Cette
inversion est faite de manière numérique. La méthode utilisée est décrite ci-après.

2.2.2. Formulation du problème inverse

Les formules du système (2.45) donnent les déformations pour des chargements
statiques et dynamiques. La résolution du problème inverse est réalisée de manière
numérique. Ainsi, pour retrouver les chargements à partir de données de déformations,
dans un premier temps, nous exprimons les relations déformations/chargements sous
forme numérique donc discrète. Nous supposons que les déformations ε̂(xk,ωj) sont
connues en N points {x1, · · · , xN} à M pulsations différentes {ω1, · · · , ωM}. À partir de
signaux temporels, le signal fréquentiel est obtenu par transformée de Fourier discrète.

Pour le chargement statique, le chargement d’un train contenant Nroues roues est
donné en tout point x̃ du rail par :

F stat
train(x̃,t) =

Nroues∑
roue=1

Qstat
roueδ(x̃+Droue − vt)

En tout point de mesure x, nous pouvons alors écrire :

ε̂xx(x,z,ω) =
Nroues∑
roue=1

Qstat
rouee−i ω

v
Drouef stat(x,ω) =

Nroues∑
roue=1

Qstat
rouearoue(x,ω) (2.47)

Les fonctions f stat(x,ω) et aroue(x,ω) peuvent être calculées à partir de la formule
statique de l’équation (2.45) :


f stat(x,ω) = z1κT (ω) p̃0l

v

K(ω)γ′(x,ω)
K(ω) + κT (ω)

aroue(x,ω) = f stat(x,ω)e− iωDroue
v

(2.48)

Numériquement, avec la discrétisation des fréquences {ω1, . . . ,ωM} et du nombre de
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2. Méthode de calcul du chargement dû au passage des trains

points de mesure {x1, . . . ,xN}, nous pouvons écrire :



εx1(ω1)
...

εx1(ωM)
...
...

εxN
(ω1)
...

εxN
(ωM)


= A


Qstat

1
...

Qstat
Nroues

 (2.49)

Avec A la matrice de taille NM ×Nroues telle que :

A =



a1(x1,ω1) . . . aNroues(x1,ω1)
... ...

a1(x1,ωM) . . . aNroues(x1,ωM)
... ...
... ...

a1(xN ,ω1) . . . aNroues(xN ,ω1)
... ...

a1(xN ,ωM) . . . aNroues(xN ,ωM)


(2.50)

L’équation (2.49) est une équation linéaire liant les déformations à tous les points de
mesure et à toutes les fréquences aux chargements statiques recherchés. Le vecteur de
gauche possédant beaucoup plus de points que le nombre maximum d’essieux par train,
il est possible d’inverser numériquement cette équation à l’aide de la routine mldivide
de MATLAB.

Pour le chargement dynamique, nous nous basons une nouvelle fois sur les résultats
analytiques obtenus au début de ce chapitre.

Supposons dans un premier temps que le chargement dynamique est appliqué en un
point x̃1. Il s’écrit sous la forme F̂ dyn

train(x,ω) = Qdyn
x̃1 (ω)δ(x− x̃1). Nous avons alors :

ε̂xx(x,ω) = Qdyn
x̃1 (ω)fdyn(x,x̃1,ω) (2.51)

À partir de la formule dynamique de l’équation (2.45), nous pouvons montrons que la
fonction fdyn s’écrit :

fdyn(x,x̃1,ω) = z1ĥ
′
ω(x,x̃1) (2.52)
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2.2. Méthode numérique de calcul des efforts

Numériquement, nous écrivons alors :



εx1(ω1)
...

εx1(ωM)
εx2(ω1)

...
εx2(ωM)

...

...
εxN

(ω1)
...

εxN
(ωM)



= BG
x̃1


Qdyn

x̃1 (ω1)
...

Qdyn
x̃1 (ωM)

 (2.53)

Où,

BG
x̃1

=



fdyn(x1,x̃1,ω1) 0
. . .

0 fdyn(x1,x̃1,ωM)

... ...

... ...

fdyn(xN ,x̃1,ω1) 0
. . .

0 fdyn(xN ,x̃1,ωM)



(2.54)

Pour un seul point chargé dynamiquement, cette équation contient M inconnues, soit
autant d’inconnues que de fréquences. Cette approche naïve conduit à un grand nombre
d’inconnues lorsque le nombre de points chargés dynamiquement {x̃k} grandit. Pour
réduire ce problème et ainsi améliorer sa résolution, nous allons imposer des conditions
supplémentaires sur Qdyn

x̃1 (ω). Le chargement dynamique étant causé par l’impact d’une
roue sur le rail, nous pouvons considérer qu’il ne peut se produire que lorsque la roue
est au droit du point chargé. Pour un train possédant Nroues essieux, le chargement
dynamique en x̃1 est alors décrit par :

F dyn
train(x,t) =

Nroues∑
roue=1

Qdyn
roue(x̃1)δ(x−Droue − vt)δ(x− x̃1) (2.55)

Remarque :
L’utilisation de la distribution δ(x − vt) élimine la dépendance en t (ou ω) du
chargement dynamique Qdyn(t). Ce qui permet de limiter le nombre d’inconnues pour
le chargement dynamique.
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Dans le domaine de Fourier, nous avons donc :

F̂ dyn
train(x,ω) = 1

v

Nroues∑
roue=1

Qdyn
roue(x̃1) exp

(
−i (x−Droue)ω

v

)
δ(x− x̃1) (2.56)

Nous pouvons alors écrire pour une roue et un noeud d’abscisse x̃1 chargé :



εx1(ω1)
...

εx1(ωM)
εx2(ω1)

...
εx2(ωM)

...

...
εxN

(ω1)
...

εxN
(ωM)



= BG
x̃1,D1Q

dyn
x̃1,1 (2.57)

Avec,

BG
x̃1,D1

= 1
v



fdyn(x1,x̃1,ω1)e−i (x1−D1)ω1
v

...
fdyn(x1,x̃1,ωM)e−i (x1−D1)ωM

v

...

...

fdyn(xN ,x̃1,ω1)e−i (xN −D1)ω1
v

...
fdyn(xN ,x̃1,ωM)e−i (xN −D1)ωM

v



(2.58)

Finalement, le problème complet à considérer est un problème où le train comprend
Nroues essieux provoquant un chargement statique et dynamique. On considère que
le chargement dynamique peut s’appliquer sur K points différents {x̃1, . . . , x̃K}. Nous
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pouvons alors écrire l’équation suivante :


εx1(ω1)
...

εx1(ωM)
...
...

εxN
(ω1)
...

εxN
(ωM)


︸ ︷︷ ︸

εxx

=
[

BG
x̃1,D1 . . . BG

x̃K ,DNroues
A

]

︸ ︷︷ ︸
M



Qdyn
x̃1,1
...
...

Qdyn
x̃K ,Nroues

Qstat
1
...

Qstat
Nroues


︸ ︷︷ ︸

Qdyn,stat

(2.59)

Cette équation contient (K + 1)Nroues inconnues pour NM équations. Elle est donc
résoluble tant que (K + 1)Nroues ≤ NM .

Le lien entre la discrétisation temporelle dûe à l’échantillonage et la discrétisation
spatiale de la famille {x̃k}k est précisé dans le paragraphe ci-dessous (2.2.2.1).

2.2.2.1. Famille des points {x̃k}k pouvant être chargés dynamiquement

Dans le paragraphe 2.1.4.1, nous avons montré que le chargement dynamique peut
être écrit de manière discrétisée sous la forme :

Qdyn
roue(x,t) =

M−1∑
k=0

Qdyn
k,roueδ (x−Droue − vt) δ

(
x− vk

fe

)
(2.60)

Ainsi, pour le chargement dynamique, la discrétisation temporelle due à l’échantillon-
nage {tk = (k − 1)/fe}k entraîne une discrétisation spatiale {x̃k = v(k − 1)/fe}k. En
pratique, pour le problème inverse, nous nous limiterons aux {x̃k} situés proches des
points de mesure de manière à ce que les chocs aient un effet mesurable au niveau des
points de mesures.

Dans le tunnel sous la Manche, les trains circulent à une vitesse d’environ 35 m · s−1.
En considérant une fréquence maximale de fe = 200 Hz, l’espacement entre deux points
pouvant être chargés dynamiquement est alors d’environ 0,18 m.

2.2.2.2. Partie imaginaire du chargement retrouvé

Dans l’équation (2.59), du fait de l’utilisation de transformée de Fourier, la variable
εxx possède une partie imaginaire non-nulle. Ainsi, par défaut, le problème sera résolu
dans l’espace des nombres complexes. En conséquence, les chargements obtenus Qdyn,stat

possèderont généralement une partie imaginaire non nulle. Deux approches ont alors été
utilisées :

— approche "critère de qualité de l’inversion" ;
— approche "forçage".
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2. Méthode de calcul du chargement dû au passage des trains

Dans l’approche "critère qualité de l’inversion", nous considérons que si le problème
est correctement inversé, la partie imaginaire du chargement retrouvé doit être faible
devant sa partie réelle. Dès lors, nous définissons un critère de "qualité de l’inversion" de
la façon suivante :

C =

∥∥∥Im (
Qdyn,stat

)∥∥∥∥∥∥Qdyn,stat
∥∥∥ (2.61)

Un critère proche de 0 indique que le chargement retrouvé est essentiellement réel et
donc que le chargement retrouvé correspond bien à un chargement réel. Dans le cas d’un
chargement aléatoire, les parties réelles et imaginaires sont en norme du même ordre de
grandeur, le critère vaut alors C ≃ 1√

2 ≃ 0,71. Ce critère sera exprimé dans la suite en
pourcentage.

La seconde approche consiste à forcer la partie imaginaire du chargement à être nulle.
Pour cela, l’équation (2.59) – écrite sous la forme condensée εxx = M Qdyn,stat – est
transformée en l’équation (2.62). Tous les termes de cette nouvelle équation étant réels,
la solution sera recherchée sous forme d’un vecteur de nombres réels. Limitant l’espace
des solutions pour le chargement retrouvé, nous montrerons que cette méthode peut
améliorer la précision de l’inversion.

[
Re (εxx)
Im (εxx)

]
=
Re

(
M
)

Im
(
M
)Qdyn,stat (2.62)

2.2.3. Paramètres à déterminer pour la résolution du problème
inverse

L’équation (2.59) est écrite sous la forme εxx = M Qdyn,stat. La matrice M est basée
sur les équations de comportement de la poutre périodiquement appuyée. Nous avons
montré ci dessus comment les différents termes de cette matrice sont calculés. Le calcul
de ces termes présuppose la connaissance d’un certain nombre de paramètres :

— La vitesse v du train ;
— Le nombre Nroues de roues du train et leur position Dj à l’instant t = 0 ;
— Les positions des jauges {xn}n ;
— Les positions {x̃k}k auxquelles les chargement dynamiques sont recherchées ;
— Les paramètres mécaniques de la voie (rigidité des supports et propriétés méca-

niques de la poutre).
Certains de ces paramètres – vitesse du train, nombre et positions des roues – dépendent

du train considéré. Ils doivent donc être mesurés pour chaque train. Nous donnerons
l’algorithme de calcul de ces grandeurs dans le chapitre suivant, plus précisément dans la
section 3.2. Dans ce chapitre, afin d’effectuer une validation numérique de la formulation
adoptée, nous utiliserons directement les valeurs imposées dans le calcul direct.

Les positions des jauges {xn}n sont connues et peuvent aussi être mesurées directement
sur la voie. Les paramètres mécaniques de la voie du Tunnel sous la manche sont
supposés connus. Nous nous baserons sur les paramètres mesurés par Hoang et al lors
de précédentes études [3, 124, 143]. Enfin, les positions {x̃k}k auxquelles les chargement
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dynamiques sont recherchées sont déterminées conformément au paragraphe 2.2.2.1.
Elles sont donc déterminées par la vitesse du train et la fréquence maximale utilisée.

À ce point, nous connaissons tous les paramètres nécessaires à la construction de la
matrice M. La résolution de l’équation (2.59) donne alors les chargements statiques et
dynamiques Qdyn,stat recherchés.

2.3. Validation de la méthode

La résolution du problème inverse donne un chargement statique et plusieurs charge-
ments dynamiques par roue. Afin de valider cette méthode nous l’avons appliquée sur
différents signaux générés numériquement. Lorsque l’on utilise des données issues d’une
simulation numérique ou analytique, la résolution du problème inverse doit permettre
de remonter au chargement imposé pour la simulation.

Dans une première sous-section, la représentation graphique des signaux sous forme
de carte des déformations sera présentée. Dans une seconde sous-section, une validation
de la méthode de mesure des chargements sera effectuée à partir de signaux issus de
simulations numériques. La sensibilité de la méthode proposée y sera aussi étudiée.

L’application de cette méthode à des signaux expérimentaux est l’objet du chapitre
suivant.

2.3.1. Représentation des mesures sous forme d’une carte des
déformations

Chaque jauge est associée à une position le long du rail. Les données simulées ou
mesurées donnent, pour chaque jauge, un signal temporel. Les déformations obtenues
dépendent alors de l’espace (position de chaque jauge le long du rail) et du temps. Cette
déformation en fonction de l’espace et du temps peut être représentée sous la forme
d’une surface tridimensionnelle comme nous le ferons par exemple dans la figure 2.7 et
dans les sous-figures de droite des figures 2.8 et 2.11. Dans l’outil proposé, on préférera
une représentation sous forme de carte des déformations.

Dans cette carte, pour chaque point, le niveau de couleur représente le niveau de
déformation à l’instant et à la position donnés par les coordonnées du point. Les couleurs
chaudes correspondent aux déformations importantes. Plusieurs informations sont alors
directement lisibles sur l’image obtenue. Les lignes obliques de déformation importante
correspondant au passage des roues, la pente de celles-ci donne la vitesse du train. Une
accélération du train sera marquée par une courbure de ces lignes. La distance entre
deux roues est donnée par l’écart vertical entre deux lignes obliques.

La figure 2.7 illustre le type de cartes obtenues lorsque l’on simule numériquement
deux types de défauts : un défaut d’une roue et un défaut local de la voie. Dans ces
simulations le rail est soumis au poids de plusieurs roues, chacune représentée par une
force mobile constante. La sous-figure de gauche illustre le cas d’une voie possédant un
support défectueux en x = 0 m. Pour la sous-figure de droite, un choc au passage de la
première roue est simulé. Ces défauts sont visibles sur ces cartes de déformation de la
figure 2.7. En effet, le défaut de la voie entraîne une déformation plus importante au
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Figure 2.7. – Cartes de la déformation : voie contenant un support défectueux (gauche)
et choc au niveau d’une roue (droite). Simulation numérique.

passage de chaque roue au niveau de celui-ci. Ainsi, sur la carte, une ligne horizontale de
plus grande déformation sera visible. De la même façon, un défaut de roue provoquant
un choc sur le rail causera une ligne verticale sur la carte correspondant à une onde de
choc se propageant très rapidement dans le rail (ici à t = 2,77 s).

La représentation proposée permet donc par simple lecture graphique de déterminer
certaines caractéristiques du chargement dû au passage du train (nombre et espacements
des roues, vitesse du train) ainsi que d’identifier différents types de défauts. Pour
quantifier ces défauts, il faut déterminer plus précisément le chargement dynamique
associé.

2.3.2. Application de la méthode à des signaux obtenus par
simulation numérique

Avant d’utiliser la méthode décrite dans ce chapitre sur des signaux mesurés expéri-
mentalement, il faut valider la méthode c’est à dire vérifier qu’elle donne des résultats
corrects sur des signaux générés analytiquement ou numériquement. L’objectif est donc
de retrouver le chargement imposé à partir des déformations obtenues par simulation.

Dans cette section, la réponse de la voie est simulée par un calcul numérique via la
méthode Wave Finite Element (WFE). La méthode WFE est une méthode numérique qui
permet de simuler la réponse de structures périodiques à des chargements connus. Cette
méthode est décrite plus en détail dans les chapitres 1 et 5. Ici, nous considérons une voie
infinie et périodique soumises à des chargements statiques et dynamiques connus. Le rail
est modélisé en utilisant des éléments poutre à trois degrés de liberté – deux déplacements
et une rotation – par nœud – éléments B21 d’Abaqus. Les supports sont ponctuels. Les
déplacements et l’angle de la section de chaque nœud sont alors obtenus. Pour calculer
des déformations, il est nécessaire de dériver les angles de section obtenus. Afin de
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limiter les erreurs dues à cette dérivation numérique, les déformations sont calculées à
partir d’un maillage fin (120 éléments par période de 60 cm de rail). Les déformations
utilisées dans le problème inverse sont extraites des déformations précédentes afin que
l’espacement entre deux mesures de déformation puisse correspondre à des mesures
expérimentales. Dans les calculs présentés, nous considérons 30 points de mesure de
déformation situés entre les abscisses −1,5 m et 1,4 m, soit un point de mesure tous les
dix centimètres.

Le chargement utilisé est constitué de huit roues se déplaçant à une vitesse de 34 m ·s−1.
Les six premières roues imposent un chargement de 112,5 kN, les deux dernières un
chargement de 75 kN. Un chargement dynamique de 22,5 kN est appliqué lors du passage
de la première roue au point x = −0,14 m. La fréquence maximale simulée est 200 Hz, les
emplacements des points chargés dynamiquement sont conformes au paragraphe 2.2.2.1.

Nous présentons dans la suite les chargements obtenus à partir de signaux de défor-
mations obtenus non bruités – signaux "idéaux" – puis bruités.

2.3.2.1. Signaux numériques "idéaux"

La figure 2.8 donne la déformation simulée au passage de ces huit roues en fonction de
l’espace et du temps. Une déformation plus importante peut être observée au moment
du chargement dynamique. La sous-figure de droite est mise sous forme de carte des
déformations.
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Figure 2.8. – Déformation εxx simulée numériquement en fonction de la position le
long du rail (x) et du temps t : surface 3D (gauche) et carte (droite).

On applique alors la méthode d’inversion du problème décrite dans ce chapitre. La
figure 2.9 donne les chargements statiques et dynamiques retrouvés à l’issue de l’inversion.
Les chargements statiques retrouvés correspondent très bien aux chargements statiques
imposés avec une erreur maximale de l’ordre de 0,2 %. Pour le chargement dynamique,
on retrouve bien un seul pic. Ce pic de chargement dynamique correspond à la position
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Figure 2.9. – Chargement calculé pour une déformation simulée numériquement :
chargement statique en fonction du numéro de la roue (gauche) et
chargement dynamique en fonction du numéro de la roue et de l’abscisse
du point chargé (droite).

x = −0,14 m pour la roue 1. La valeur de ce pic est 22,55 kN ce qui est une nouvelle fois
très proche de la valeur imposée.
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Figure 2.10. – Chargement dynamique retrouvé en fonction d’un indice correspondant
au numéro de la roue et à la position selon l’axe du rail (voir équation
(2.59)).
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La représentation utilisée pour le chargement dynamique dans la figure 2.9 ne permet
pas de comparer les parties réelle et imaginaire du chargement dynamique retrouvé.
Pour ce faire, dans la figure 2.10 nous représentons les parties réelle, imaginaire et la
norme du chargement dynamique retrouvé en fonction d’un indice correspondant au
numéro de la roue et au numéro du point x̃k considéré. Plus précisément, l’ordre des
chargements retrouvés est alors

{
Qdyn

x̃1,1 . . . Q
dyn
x̃K ,1 . . . . . . Q

dyn
x̃1,Nroues

. . . Qdyn
x̃K ,Nroues

}
. Cet

ordre est conforme à celui utilisé dans l’équation (2.59). Permettant de comparer les
parties réelle et imaginaire avec la norme du chargement retrouvé, nous conserverons
cette représentation dans la suite.

Les chargements statiques comme dynamiques retrouvés possèdent une partie ima-
ginaire très faible devant leur partie réelle. Le critère de qualité de l’inversion vaut
C = 0,05 %, l’utilisation de l’approche "forçage" décrite dans le paragraphe 2.2.2.2 n’est
donc pas nécessaire pour ce cas.

2.3.2.2. Signaux bruités

Dans le paragraphe précédent, nous avons validé la méthode à partir de signaux
numériques idéaux. Les très faibles différences entre les chargements imposés et retrouvés
s’expliquent alors par des erreurs d’arrondis et des différences entre les modèles numérique
et analytique. La méthode étant destinée à être utilisée à partir de signaux expérimentaux,
il est important d’étudier la sensibilité de la méthode développée au bruit inhérent à
toute mesure expérimentale.
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Figure 2.11. – Déformation εxx simulée numériquement puis bruitée en fonction de
la position le long du rail (x) et du temps t : surface 3D (gauche) et
carte (droite).

Afin de simuler un signal bruité, nous ajoutons du bruit au signal utilisé dans le
paragraphe précédent. Plus précisément, à chaque fréquence, on ajoute au signal un bruit
blanc d’amplitude proportionnelle – ici, 20 % – à l’amplitude du signal à cette fréquence.
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2. Méthode de calcul du chargement dû au passage des trains

Cette méthode est pénalisante car le signal est ici dégradé à toutes les fréquences. Le
signal bruité obtenu est représenté dans la figure 2.11.

Remarque :
Du fait de l’application d’un bruit aléatoire, l’expérience numérique doit être répétée
plusieurs fois. Les valeurs chiffrées données dans ce paragraphe correspondent à des
valeurs moyennes.

Les résultats de la méthode d’inversion sont tracés dans la figure 2.12. La partie
de gauche de la figure donne les chargements statiques retrouvés, la partie de droite
les chargements dynamiques. Les chargements statiques comme dynamiques possèdent
une partie imaginaire plus importante que dans le cas précédent. Les chargements
statiques retrouvés correspondent aux chargements imposés avec une erreur maximale
de l’ordre de ±3 %. La valeur du pic de chargement dynamique vaut en moyenne 22,5 kN
et correspond bien à l’abscisse x = −0,14 m pour la roue 1.
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Figure 2.12. – Chargement calculé pour une déformation simulée numériquement
bruitée : chargement statique en fonction du numéro de la roue (gauche)
et chargement dynamique en fonction d’un indice correspondant au
numéro de la roue et au numéro du point chargé (voir formule (2.59),
droite).

Les chargements dynamiques retrouvés sont légèrement bruités, ils possèdent de plus
une partie imaginaire importante (critère Cdyn ≃ 37 % en moyenne). La partie imaginaire
du chargement statique est faible (critère Cstat ≃ 1,9 % en moyenne). Au global, nous
avons un critère valant C ≃ 3,7 %.

L’approche "forçage" a été appliquée à partir du signal bruité afin d’éliminer cette
partie imaginaire. Les résultats sont donnés dans la figure 2.13. Cette approche améliore
légèrement le résultat obtenu pour le chargement statique (erreur maximale de ±2 %) et
pour le chargement dynamique (légèrement moins de bruit). Cette amélioration est plus
marquée lorsque le niveau de bruit augmente.
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Figure 2.13. – Approche forçage : chargement calculé pour une déformation simulée
numériquement puis bruitée : chargement statique en fonction du
numéro de la roue (gauche) et chargement dynamique en fonction d’un
indice correspondant au numéro de roue et à l’abscisse du point (voir
formule (2.59), droite).

2.3.2.3. Influence de la position du chargement dynamique

Dans les paragraphes précédents, la position du point auquel un chargement dynamique
était imposé correspondait à une des positions auxquelles les chargements dynamiques
sont recherchées (voir paragraphe 2.2.2.1). Dans la réalité, les chocs peuvent avoir lieu
en n’importe quelle position.

Le cas le plus défavorable pour notre calcul est le cas où le choc se produit à mi-
distance entre deux points pouvant être chargés dynamiquement. La figure 2.14 donne
les chargements statique et dynamique obtenus dans ce cas. Le chargement dynamique
obtenu est bruité et possède une forte partie imaginaire. Deux pics principaux sont
présents, ils correspondent à l’abscisse juste avant et juste après le choc. L’amplitude des
pics est de 18,5 kN. L’erreur faite sur le chargement dynamique entraine une surestimation
de l’ordre de 7 % sur le chargement statique de la roue ayant causé le choc. Le critère
d’erreur sur le chargement statique vaut CStat = 1,5 %.

Comme montré dans le paragraphe 2.2.2.1, en utilisant une fréquence maximale
plus haute – ce qui correspond à une fréquence d’acquisition plus haute –, le nombre
de points pouvant être chargés dynamiquement augmente. La figure 2.15 donne les
chargements obtenus pour une fréquence maximale de 1000 Hz pour un choc se produisant
à mi-distance entre deux points pouvant être chargés dynamiquement. Une nouvelle
fois, le chargement dynamique possède une partie imaginaire importante et le pic est
dédoublé. L’augmentation de la fréquence maximale améliore nettement le bruit présent
dans le chargement retrouvé. La surestimation du chargement statique de la première
roue descend à environ 5 %. Le critère d’erreur sur le chargement statique descend à
CStat = 0,2 %.
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Figure 2.14. – Chargement calculé pour une déformation simulée numériquement :
chargement statique en fonction du numéro de la roue (gauche) et char-
gement dynamique en fonction d’un indice correspondant au numéro
de roue et à l’abscisse du point (voir formule (2.59), droite).
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Figure 2.15. – Chargement calculé pour une déformation simulée numériquement,
fréquence maximale de 1000 Hz : chargement statique en fonction du
numéro de la roue (gauche) et chargement dynamique en fonction d’un
indice correspondant au numéro de roue et à l’abscisse du point (voir
formule (2.59), droite).

Quelle que soit la fréquence maximale utilisée, le critère d’erreur pour le chargement
dynamique sera élevé lorsque que le choc a lieu à mi-distance entre deux points pouvant
être chargés dynamiquement. Cela s’explique par le fait que la position du choc ne
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correspond exactement à aucun des points auxquels le chargement dynamique est
recherché. Dans ce cas, la méthode reste capable de détecter la présence d’un choc
et en donne une intensité systématiquement minorée. L’augmentation de la fréquence
maximale utilisée pour la résolution du problème, permet dans tous les cas de mieux
identifier les chargements statiques et dynamiques.

2.4. Conclusions sur la méthode de mesure des
efforts

L’objectif de ce chapitre était de développer une méthode permettant de mesurer
les chargements dus au passage des trains. Ce chargement est décomposé en une
partie statique représentant la force constante appliquée par chaque roue et une partie
dynamique représentant les variations dans la force appliquée.

Dans une première section, nous avons présenté un modèle analytique permettant
de calculer la déformation longitudinale de la voie soumise à un chargement statique
et dynamique. Dans ce modèle, le rail est représenté par une poutre de Timoshenko
périodiquement appuyée. Les supports sont modélisés par des systèmes masse-ressort-
amortisseur identiques, ponctuels et équidistants.

Dans la seconde section, une méthode numérique permettant de calculer les char-
gements ayant engendré une déformation donnée (problème inverse) est développée.
Cette section détaille les différentes étapes de l’algorithme utilisé pour calculer les
chargements à partir de mesures de déformations données en un certain nombre de
points de mesure. La formulation du problème inverse est basée sur les développements
analytiques précédents.

Enfin, dans une troisième section, la méthode décrite est appliquée sur des signaux
issus de simulations numériques. En utilisant des signaux idéaux, ces calculs ont permis
d’effectuer une validation de la méthode proposée. Une étude de sensibilité a montré la
capacité de la méthode à traiter des signaux bruités.

Dans le chapitre suivant, la méthode proposée sera appliquée à des mesures expéri-
mentales effectuées dans le tunnel sous la Manche. Nous y présenterons le prototype
installé en tunnel ainsi que les résultats expérimentaux obtenus.
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Dans le chapitre précédent, nous avons développé une méthode permettant de calculer
le chargement exercé sur le rail à partir de mesures de sa déformation longitudinale en
différents points. Cette méthode a été validée à partir de déformations simulées par un
modèle numérique.

Dans le présent chapitre, la méthode développée est appliquée à des mesures de
déformation du rail réalisées en voie. Afin d’acquérir ces signaux, nous avons installé
un prototype sur un rail dans le tunnel sous la Manche. Ce prototype est utilisé pour
valider la méthode développée et fournir des données de chargement réalistes pour les
simulations réalisées dans la suite du manuscrit. Les résultats obtenus seront comparés
aux mesures données par le système industriel ATLAS FO lui aussi installé en voie.

La première section décrit les deux dispositifs de mesure des efforts installés dans
le tunnel sous la manche : le système industriel ATLAS FO et le prototype développé
lors de la thèse. Nous reviendrons aussi sur la procédure d’installation de ce prototype.
La deuxième section donne l’algorithme utilisé pour calculer les chargements à partir
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de données réelles. Cet algorithme comprend la détermination des caractéristiques de
chaque passage de train (i.e. vitesse et nombre d’essieux du train). La troisième section se
concentre sur les résultats expérimentaux obtenus. Elle présente les différents traitements
appliqués aux mesures afin de les rendre exploitables ainsi que les résultats obtenus pour
le chargement statique.

3.1. Dispositifs de mesure des efforts appliqués sur
le rail

Cette première section décrit les deux dispositifs de mesure des efforts installés dans
le tunnel sous la Manche. Dans une première sous-section, nous présenterons le système
industriel ATLAS FO en place dans le tunnel depuis 2016. Nous expliquerons alors les
raisons qui nous ont poussés à développer un nouveau système. Dans une deuxième
sous-section, nous présenterons le prototype installé pendant cette thèse. Le calcul des
efforts est réalisé grâce à la méthode analytique présentée dans la partie précédente.

3.1.1. Système ATLAS FO

L’identification des efforts appliqués à la voie par le trafic et plus particulièrement la
détection des roues défectueuses est une préoccupation de GETLINK. Pour répondre
à ce besoin, le système ATLAS FO a été installé en tunnel. Ce système est composé
des modules – aujourd’hui dénommés Wheel Defect Detection (WDD) et Weighing In
Motion (WIM) – de la solution PHOENIXMDS proposée par la société Voestalpine [150,
151]. Le système ATLAS FO a pour objectifs principaux d’identifier les trains présentant
des défauts de roues pouvant endommager l’infrastructure ferroviaire et d’estimer les
charges supportées par le rail [152].

Afin de contrôler les trains circulant dans le tunnel, chacun des deux tunnels ferroviaires
a été équipé d’un système de mesure ATLAS FO au PK 38.900. Le système ATLAS FO
fonctionne en continu depuis sa mise en service en février 2016. Couplé à un dispositif
d’identification des trains, ce système permet d’identifier automatiquement les roues
présentant des défauts entraînant une surcharge de la voie.

Dans chacun des tunnels ferroviaires, le système ATLAS FO est composé de douze
capteurs optiques – soit six par rail – dont la disposition est illustrée dans la figure
3.1. Mécaniquement fixés au pied du rail – voir figure 3.2 –, ces capteurs en mesurent
la déformation locale. À partir de ces mesures de déformation et d’une calibration
automatique utilisant des wagons de masse connue – ie. les locomotives des navettes
Eurotunnel –, un logiciel propriétaire calcule les données suivantes – voir figure 3.3 – :

— la vitesse du train ;
— le poids par roue, par essieu, par boggie et par véhicule ainsi que le déséquilibre

gauche/droite de l’essieu ;
— les forces statique, dynamique et "peak force".
D’après la documentation fournie par le constructeur [150], le système ATLAS FO

permet la mesure de la force statique – système WIM – avec une précision maximale
de ±3% dans des conditions optimales de calibration, vitesse et état de voie. Selon des
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Figure 3.1. – Schéma de la disposition des capteurs du système ATLAS FO.

(a) Haut : photographie d’un capteur à fibre
optique. Bas : capteur accroché sous le rail,
schéma de côté.

(b) Photographie du système en tunnel.

Figure 3.2. – Capteurs utilisés par le système ATLAS FO.

Figure 3.3. – Interface du logiciel du système ATLAS FO.
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données internes [153], pour une vitesse de 140 km · h−1, la précision maximale de la
mesure du chargement statique vaut ±5%. La vitesse des trains est quant à elle estimée
avec une précision de ±1%.

Ce système a démontré son efficacité dans la détection de roues endommagées et
dispose aujourd’hui d’un important retour d’expérience. Utilisant des capteurs optiques,
il n’est pas sujet à des problèmes d’interférences par induction électromagnétique. Il
s’agit d’un système autonome et auto-calibré opérant dans des conditions réelles qui
permet une bonne détection des défauts de roue.

Dans le cadre de cette thèse, afin de dimensionner le système de renfort, nous souhaitons
connaître de manière fine le chargement de la voie. Dans le cas idéal, nous connaîtrions
pour chaque roue le chargement instantané en fonction du temps. Le système ATLAS
FO ne calcule qu’une valeur de chargement statique et de chargement dynamique par
roue. Le logiciel de ce système étant propriétaire, nous ne connaissons pas exactement
la manière dont sont calculés ces chargements statiques et dynamiques ni les hypothèses
sous-jacentes. Le caractère fixe de ce système limite aussi les possibilités d’évolution.
Afin de palier ces limitations du système ATLAS FO, nous avons développé un prototype
permettant de calculer les chargements subis par le rail lors des passages des trains.
Dans ce système, le calcul des chargements est basé sur les développements analytiques
du chapitre précédent.

3.1.2. Nouveau dispositif de mesure installé

Pour mesurer les forces exercées sur les rails lors des passages des trains, un dispositif
de mesure a été installé le 7 août 2019 dans le tunnel ferroviaire Nord au PK3894, soit
sur la même portion que le système ATLAS FO. Afin d’améliorer la sensibilité aux
variations temporelles de la force appliquée, le prototype installé est composé de 16
jauges de déformation à deux fils et quatre accéléromètres uni-axiaux collés sur le rail
sud. Les jauges utilisées sont des jauges KYOWA KFGS-5-120-C1-11. Elles ont une
résistance nominale de 120 Ω.

Les jauges sont placées à une hauteur de 45 mm par rapport à la face inférieure du
rail. La fibre neutre se situe à une hauteur de 80,9 mm. Les positions des jauges et de la
fibre neutre par rapport au rail sont représentées dans la vue en coupe de la figure 3.4.

Les jauges sont numérotées de un à seize dans le sens d’avancée du train. L’espacement
entre deux jauges successives est de 20 cm dans les zones de droite et de gauche et de
10 cm dans la zone centrale. Les positions des différentes jauges le long du rail et leur
numérotation sont indiquées dans la figure 3.5. Dans le prototype actuel, l’écartement
entre la première et la dernière jauge correspond à une longueur de 2,4 m, soit légèrement
moins que le périmètre d’une roue. Le système final envisagé devra contenir plus de
capteurs de déformation qui seront répartis sur une longueur plus importante. En outre,
ce système devra être doublé afin de calculer les efforts sur chacun des deux rails.

Remarque :
Dans le travail présenté, nous adoptons l’hypothèse simplificatrice que le chargement
exercé sur le rail est purement vertical. Cette hypothèse revient à négliger le chargement
latéral.
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Plan neutre
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Figure 3.4. – Représentation de la position du plan neutre et de la position de collage
des jauges sur un profil de rail Vignole UIC60.

12345678910111213141516

Figure 3.5. – Positions des jauges le long du rail instrumenté. Les supports sont
représentés par des triangles.

Figure 3.6. – Photographie du système installé.

L’acquisition est contrôlée par un programme développé sous LabView par Tien
Hoang pour cette application. Ce programme est décrit plus en détail dans le paragraphe
3.1.2.2. Il est installé sur un ordinateur de mesure qui est situé dans une zone technique
accessible depuis le tunnel de service. L’interface liant l’ordinateur aux différents capteurs
est un chassis cDAQ-9174 National Instrument dans lequel sont installés des modules
spécifiques à chaque type de capteur. Pour la version finale du dispositif de mesure, il est
prévu d’utiliser un nouveau chassis autonome permettant de se passer de l’ordinateur
de mesure et d’envoyer directement les signaux enregistrés sur un réseau interne.

En tunnel, l’ensemble des jauges et accéléromètres installés sont reliés à une boîte de
jonction. Il s’agit d’une boîte étanche contenant l’extrémité des câbles permettant de
relier la voie à la zone technique contenant l’ordinateur de mesure. Afin de limiter au
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maximum les effets inductifs pouvant bruiter les signaux, la boîte de jonction ainsi que
tous les câbles utilisés sont blindés. Des photographies du système installé sont données
dans les figures 3.6 et 3.7.

Figure 3.7. – Photographies (de gauche à droite) d’un accéléromètre collé au droit de
la jauge de déformation 1, du chassis cDAQ avec les modules utilisés
(câblés pour l’acquisition) et du carter contenant la boîte de jonction.

3.1.2.1. Procédure d’installation en tunnel

L’installation en tunnel du dispositif de mesure des efforts regroupe les opérations
suivantes :

— l’installation d’une boîte de jonction en tunnel et la liaison de celle-ci avec la zone
technique ;

— l’installation et le câblage en zone technique ;
— la liaison électronique des capteurs à la boîte de jonction ;
— les opérations liées au collage des accéléromètres et des jauges de déformation.
L’installation de la boîte de jonction et sa liaison avec la zone technique a été faite par

les équipes de GETLINK, en amont des venues de l’équipe de l’ENPC. L’installation
en zone technique consiste à effectuer les branchements (modules, chassis, ordinateur),
paramétrer le logiciel et tester le bon branchement des jauges de déformation.

En tunnel ferroviaire, deux opérations principales sont réalisées : la connexion des
jauges et des accéléromètres et l’installation de ces équipements sur la voie. La liaison
électronique s’effectue par soudage des câbles à l’intérieur de la boîte de jonction. Chaque
accéléromètre est inséré dans un support spécifique qui est collé sur le rail. Les jauges
que nous avons utilisées étant précâblées, elles ne nécessitent pas de soudage sur site.
La procédure de collage des jauges comprend la préparation de la surface de collage par
ponçage, le nettoyage de la surface poncée à l’acétone et le collage de la jauge.

Le positionnement précis des jauges est important pour la précision des résultats
obtenus. Dans le prototype installé, l’installation a été réalisée in situ. Un outillage
spécifique a été fabriqué afin de positionner les jauges de déformation de manière aussi
fine que possible. Cet outillage se compose d’un réglet et de différents gabarits. Le réglet
et les gabarits ont été usinés par découpe laser afin de s’adapter au mieux à la géométrie
du rail Vignole UIC60 présent en tunnel. La procédure mise en place est la suivante :

— installation du réglet sur le rail ;
— marquage des zones à poncer à l’aide d’un premier gabarit ;
— ponçage et nettoyage des zones de travail ;
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— marquage précis des positions des jauges à l’aide du second gabarit ;
— collage des jauges ;
— protection et numérotation des jauges.
Cette procédure de mise en place et de collage des jauges est illustrée dans la figure

3.8.

Figure 3.8. – Photographies illustrant la procédure de collage des jauges : marquage
du rail pour ponçage (gauche), ponçage (centre) et marquage du rail
pour collage (droite).

3.1.2.2. Logiciel d’acquisition

Afin de communiquer avec le chassis cDAQ-9174, un logiciel a été développé sous
LabView par Tien Hoang. Ce logiciel permet de contrôler l’acquisition et d’en imposer
les paramètres. Il est compatible avec des modules spécifiques aux jauges de déformation,
aux accéléromètres et à des modules de capteurs analogiques.

Le programme possède deux modes de déclenchement des acquisitions. Le mode
continu permet d’enregistrer des données en continu à partir d’un déclenchement manuel.
Le second mode permet de déclencher automatiquement l’acquisition au passage d’un
train et de l’arrêter lorsque le train est passé. Un fichier de données est alors créé par
train et par type de capteur. Le fonctionnement de ce déclenchement automatique est
de type trigger : à tout instant, on vérifie si l’amplitude du signal sur un temps donné
dépasse un certain seuil. Si l’acquisition n’est pas en cours et que le seuil est dépassé,
l’acquisition se lance. Lorsque l’amplitude du signal ne dépasse plus le seuil pendant
plusieurs secondes, l’acquisition est arrêtée. Enfin, ce programme permet d’effectuer une
calibration "shunt" des jauges de déformation.

Une interface a été créée pour gérer les différents paramètres de l’acquisition tels que
son mode de déclenchement, sa durée maximale, la fréquence d’acquisition ou encore les
paramètres du trigger. Cette interface permet aussi de tracer en temps réel les courbes
des signaux mesurés, leur spectre ainsi que la carte des déformations – déformations
mesurées en fonction du numéro de la jauge et du temps. La figure 3.9 montre l’interface
du logiciel développé.

3.1.2.3. Accéléromètres

Les accéléromètres ont été positionnés au droit des jauges 1, 9 et 16. Initialement,
l’utilisation des accéléromètres était destinée à déclencher la mesure (trigger). À l’ap-
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Figure 3.9. – Interface du logiciel d’acquisition.

proche d’un train, la variation d’accélération est détectable avant celle de déformation.
Dès lors, les signaux d’accélération peuvent être utilisés pour détecter le déclenchement
de l’acquisition à l’approche d’un train avant que celui-ci ne commence à être détectable
par les jauges, et ainsi ne pas perdre le début du signal.

Les premiers essais ont montré que les signaux issus des accéléromètres étaient trop
bruités et avaient tendance à déclencher l’acquisition sans passage de train. De plus,
les accéléromètres étant plus volumineux et lourds que les jauges, leur fixation est plus
compliquée. Par ailleurs, ces capteurs se sont montrés trop sensibles et bruités de sorte
que les mesures d’accélération n’ont pas pu être utilisées comme données d’entrée de
notre problème inverse – en complément des mesures de déformation. En conséquence,
les signaux issus des accéléromètres n’ont finalement pas été utilisés. Le trigger se fait
alors à l’aide des jauges de déformation.

3.2. Algorithme de résolution du problème inverse

Le système présenté ci-dessus permet de mesurer les déformations longitudinales du
rail en un ensemble de positions le long du rail. Calculer les chargements ayant généré ces
déformations revient à résoudre un problème inverse. Pour résoudre ce problème inverse
en utilisant les formules démontrées au début du chapitre précédent, il est nécessaire de
connaître – en plus des caractéristiques de la voie – la vitesse du train v et les positions
des roues à l’instant initial {Droue}roue. Pour déterminer ces valeurs, nous utilisons une
méthode basée sur une détection de pics à partir du signal. Nous faisons l’hypothèse
que la déformation est maximale lorsque la roue se trouve au droit d’une jauge. Notons
troue,jauge l’instant où la roue roue est détectée au niveau de la jauge jauge.

Connaissant les distances séparant les différentes jauges, il est possible pour chaque
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roue de déterminer la vitesse du train à partir du retard de chacune des jauges. En effet,
pour chaque roue et chaque jauge, nous pouvons calculer une estimation de la vitesse
du train :

vroue,jauge = δxjauge

δtroue,jauge

(3.1)

Où δtroue,jauge = troue,jauge − troue,1 est le retard de la jauge jauge par rapport à la jauge
1 pour la détection de la roue roue. δxjauge = xjauge − x1 désigne la distance entre la
première jauge et la jauge jauge. La méthode développée dans le chapitre précédent
suppose une vitesse du train v constante. Afin de calculer cette vitesse, il est possible
d’utiliser la moyenne des vitesses vroue,jauge, soit :

v = 1
(Njauges − 1)Nroues

Njauges∑
jauge=2

Nroues∑
roue=1

vroue,jauge (3.2)

À cette étape, la vitesse est connue. À partir des temps de passage des différentes
roues, l’espacement entre les roues peut alors être obtenu grâce à la formule :

Droue,jauge = vδ̃troue,jauge (3.3)

Où δ̃troue,jauge = troue,jauge −t1,jauge est le retard de la roue roue par rapport à la première
roue, retard mesuré par la jauge jauge. Pour chaque roue, la distance retenue est la
moyenne de Droue,jauge sur l’ensemble des jauges, soit :

Droue = 1
Njauges

Njauges∑
jauge=1

Droue,jauge (3.4)

Bien que moyenné, le calcul de la vitesse par le biais de l’équation (3.2) s’est montré
assez sensible à de mauvaises estimations de quelques vitesses vroue,jauge. Nous utiliserons
donc préférentiellement une approche par régression linéaire. Pour chaque roue roue,
l’instant troue,jauge auquel la roue se trouve au droit de la jauge jauge peut s’écrire sous
la forme :

troue,jauge = 1
v
xjauge + Droue

v
(3.5)

Ainsi, en rassemblant l’ensemble des instants de détection des roues par toutes les
jauges dans un vecteur colonne t, il est possible de réécrire la relation précédente sous
la forme linéaire suivante :

t = A


D1
v...

DNroues

v
1
v

 (3.6)

La résolution de l’équation (3.6) permet de calculer simultanément la vitesse v du train
et les espacements entre les différentes roues Droue. L’expression de la matrice A se
retrouve directement à partir de l’équation (3.5). Une expression possible est donnée en
annexe (voir A.3).
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Remarque :
Il existe d’autres méthodes de calcul de la vitesse du train. Les vitesses calculées pour
les jauges plus éloignées étant généralement plus fiables, il est possible de leur accorder
un poids plus important dans le calcul de la vitesse moyenne. Allota et al [154]
ont proposé une autre méthode de mesure de la vitesse et de comptage du nombre
d’essieu. Cette méthode est basée sur la détection des maximums de corrélation entre
les signaux mesurés par les différents capteurs. Elle est applicable à des capteurs de
types différents.

Pour automatiser la détection des pics correspondant au passage des roues, nous
utilisons la routine findpeaks de MATLAB. Afin de discriminer les pics pour ne garder
que ceux correspondant réellement aux passages des roues, nous utilisons simultanément
des critères de hauteur, d’amplitude, de largeur à mi-hauteur, d’espacement inter-pics
dans la fonction findpeaks.

Une fois la vitesse du train v et les distances inter-roues {Droue}roue connues, nous
construisons la matrice M permettant de calculer les chargements statiques et dyna-
miques du train comme décrit précédemment. Une fois ce calcul effectué, les chargements
sont calculés par inversion du système (2.59).

Afin d’éliminer le bruit de mesure, Eurotunnel filtre systématiquement tous les signaux
enregistrés en tunnel. Comme nous le verrons plus tard, du fait de l’environnement
électromagnétique du tunnel et d’autres phénomènes, nos signaux expérimentaux bruts
sont très bruités. Les mesures des jauges de déformation seront donc filtrées préalablement
à la recherche de pics afin que ceux-ci puissent être correctement détectés.

En résumé, pour résoudre le problème inverse et ainsi retrouver les chargements
statiques et dynamiques, nous avons construit un algorithme dont les principales étapes
sont :

— l’import et le pré-traitement du signal pour donner le signal filtré εfilt
xx ;

— la détection des pics de déformation correspondant au passage de chaque roue au
droit de chaque jauge troue,jauge ;

— le calcul de la vitesse du train v puis des positions initiales des roues Droues ;
— le calcul de la matrice utilisée pour le problème inverse M ;
— l’inversion du problème : le calcul des chargements statiques et dynamiques

Qdyn,stat.
L’algorithme utilisé est illustré dans le diagramme de la figure 3.10.

3.3. Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous appliquons la méthode de détermination des chargements à
des signaux de déformation obtenus expérimentalement. Lors de la première année de la
thèse, la méthode a été testée à partir des données du système ATLAS FO. Ce système
est composé de capteurs moins nombreux et plus espacés que le prototype que nous
avons installé en tunnel. En outre, les déformations mesurées par les capteurs ATLAS
FO étant données en unités arbitraires, les chargements obtenus par notre méthode
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εxx Filtrage, εfilt
xx

Détection des
pics, troue,jauge

Calcul de la vitesse, v
Et des distances, Droues

djauge

Calcul matrice
du problème, M

Inversion du pro-
blème, Qdyn,stat

Figure 3.10. – Représentation des étapes de l’algorithme utilisé pour la mesure des
efforts. Les ellipses représentent les données d’entrée du problème. Dans
chaque case rectangulaire est écrite l’opération réalisée suivie d’une
virgule et du résultat de cette opération (données obtenues).

ne peuvent donc être déterminés qu’à un facteur multiplicatif près 1. Pour toutes ces
raisons, dans la suite de ce chapitre, nous nous focaliserons sur les résultats obtenus à
partir des déformations mesurées par le prototype que nous avons installé.

Une campagne d’acquisition en tunnel a été réalisée le 15 octobre 2019. Dans cette
campagne de mesures, treize signaux de trains ont été exploités pour un total de 1608
essieux. Nous présenterons dans cette section les résultats issus de cette campagne de
mesures.

La figure 3.11 donne le signal brut mesuré par toutes les jauges de déformation
au passage d’un train. La sous-figure de gauche donne les déformations mesurées par
chacune des jauges en fonction du temps. Dans la sous-figure de droite ces déformations
sont représentées sous la forme d’une carte des déformations, comme vu au chapitre
précédent.

Afin d’appliquer la méthode développée dans le chapitre précédent aux signaux
mesurés, un pré-traitement de ceux-ci est nécessaire. Les différentes étapes de ce pré-
traitement seront présentées dans la première sous-section. Si la calibration pour le
chargement statique peut facilement être effectuée à partir d’essieux appliquant un
chargement statique connu, la calibration pour le chargement dynamique nécessite des

1. Dans le système ATLAS FO, l’étape de calibration faite à partir de chargements connus permet
de faire le lien entre l’unité arbitraire et le chargement. Il n’est donc pas nécessaire de connaître les
valeurs de déformations en µm · m−1.
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Figure 3.11. – Signaux bruts mesurés en tunnel par les différentes jauges de défor-
mation de notre système. Représentation sous forme de surface 3D
(gauche) et de carte des déformations (droite).

essais particuliers. Ces essais de calibration seront l’objet de la seconde sous-section.
Enfin, les résultats de chargements mesurés par notre méthode seront présentés dans la
troisième sous-section. Ils y seront comparés avec les résultats du système ATLAS FO.

3.3.1. Pré-traitement du signal

3.3.1.1. Filtrage du signal brut

Le signal présenté dans la figure 3.11 possède un niveau de bruit qui rend impossible
une détection précise des pics de déformation. Comme montré dans la section 3.2,
la détection de ces pics est à la base du calcul de la vitesse du train, des distances
entre les roues et, par extension, de toute la formulation du problème à résoudre. Nous
filtrons donc le signal mesuré afin d’en diminuer les composantes fréquentielles contenant
essentiellement du bruit parasite. L’objectif du filtrage est de supprimer le maximum de
bruit du signal mesuré tout en conservant un maximum d’information. Il convient donc
de différencier les fréquences correspondant au bruit de celles contenant l’information de
la mesure. Le bruit correspond à plusieurs bandes fréquentielles. Ainsi, son élimination
nécessite l’utilisation de plusieurs filtres.

Tout d’abord, tous les signaux bruts mesurés contiennent une composante importante
de fréquence 50 Hz. Cette fréquence correspondant à celle du réseau électrique, elle
est associée à une pollution de notre signal mesuré – probablement par induction
électromagnétique. Du fait de sa forte intensité, ce bruit perturbe fortement la détection
des pics. Nous filtrons donc le signal à l’aide d’un filtre coupe-bande dont les fréquences
de coupures sont resserrées autour de 50 Hz. Il est à noter que si ce bruit est présent sur
toutes les mesures, son intensité dépend de la mesure et de la jauge considérée (voir les
sous-figures de gauche des figures 3.12 et 3.13).
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À partir d’une certaine fréquence, le signal semble principalement contenir du bruit.
Ces composantes haute-fréquence créent des variations rapides du signal qui perturbent
elles aussi la détection des roues. Nous avons utilisé un filtre passe-bas afin d’éliminer les
composantes haute-fréquences parasites. Comme nous l’avons montré dans le chapitre
précédent, l’essentiel du spectre est concentré à des fréquences inférieures à 100 Hz. La
perte d’information due au filtrage passe-bas est donc relativement faible.

Ces filtres appliqués, les signaux de déformation possèdent une tendance de lente
augmentation au cours du temps. L’augmentation est de l’ordre de quelques dizaines
de µm · m−1 sur l’ensemble du passage de chaque train. Le coefficient de dilatation
thermique de l’acier est αacier = 12 µm · m−1 · K−1. Cette déformation peut donc être
expliquée par une dilatation de l’acier due à un échauffement du rail de quelques degrés
lors du passage d’un train. Nous filtrons cette tendance à la hausse à l’aide d’un filtre
passe-haut.

Figure 3.12. – Agrandissement de la carte des déformations pour les signaux bruts
(gauche) et filtrés (droite).

Les figures 3.12 et 3.13 donnent les signaux de déformation mesurés ainsi que les
signaux obtenus après filtrage. Dans la figure 3.12, les signaux sont représentés sous
forme de cartes des déformations. Dans la figure 3.13, les courbes des signaux de chaque
jauge en fonction du temps sont tracées à une abscisse correspondant à la position de
chaque jauge. Cette représentation a été préférée à la représentation sous forme de
surface 3D (présentée précédemment) car elle permet de distinguer plus facilement les
signaux correspondant à chacune des jauges. Ces figures mettent en valeur le lissage
des courbes obtenu grâce au filtrage. En particulier, les pics de déformation maximale
correspondant au passage des roues sont beaucoup plus nets sur les signaux filtrés.
Ce filtrage effectué, la détection des roues peut être réalisée de manière complètement
automatique comme expliqué dans la section 3.2.

Notons que si le filtrage est nécessaire à la bonne détection des pics, le reste de la
méthode fonctionne aussi à partir des signaux bruts. Pour les essais réalisés, les résultats
obtenus pour des signaux filtrés ou non filtrés sont très similaires. Ce résultat était
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Figure 3.13. – Signaux de déformation mesurés par les différentes jauges. Signaux
bruts (gauche) et signaux filtrés (droite).

attendu car le but du filtrage est de couper essentiellement les fréquences pour lesquelles
le bruit masque le signal utile.

3.3.1.2. Défaut de synchronisation

Les signaux ayant été filtrés, les premières étapes de l’algorithme présenté dans la
section 3.2 permettent le calcul de la vitesse du train puis des distances entre les roues.
Ce calcul de la vitesse s’appuie sur le retard perçu par chaque jauge. Afin de vérifier
la synchronisation des signaux, nous nous intéressons à l’instant de détection d’une
roue par une jauge en fonction de la position de cette jauge. Dans le cas d’une vitesse
constante, la courbe obtenue doit être une droite ayant pour pente l’inverse de la vitesse
de la roue. Pour plus de précision, et afin d’éviter d’éventuels soucis liés à une mauvaise
détection d’une roue, nous effectuons une moyenne des temps de détection de toutes les
roues du train considéré.

La sous-figure de gauche de la figure 3.14 donne les instants moyens de détection des
roues en fonction de la position des jauges. Les points obtenus sont mal alignés. En
particulier, les deux jauges situées à x = 1 m et x = 1,1 m détectent chaque roue de
manière quasiment simultanée. La forme de la courbe obtenue ne varie que très peu
entre les différentes acquisitions. Il y a donc un défaut systématique.

Remarque :
Ce défaut d’alignement est aussi visible sur les cartes de déformations de la figure
3.12.

Plusieurs hypothèses peuvent expliquer ce défaut. Les positions des jauges le long du
rail peuvent être imprécises. Cette hypothèse ne peut pas être suffisante pour expliquer
le mauvais alignement constaté. En effet, l’erreur de placement nécessaire à expliquer
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Figure 3.14. – Instant moyen de détection des roues par chaque jauge en fonction de
la position de la jauge avant (gauche) et après (droite) correction de la
synchronisation.

l’imprécision observée est trop grande. En particulier, la détection quasi-simultanée des
pics par les jauges centrales nécessiterait que l’on ait collé deux jauges à moins d’un
centimètre l’une de l’autre au lieu de dix.

Certains pics mal détectés pourraient détériorer les mesures. Les courbes étant quasi-
ment identiques pour tous les trains mesurés, nous excluons cette hypothèse d’erreur
aléatoire.

Finalement, l’hypothèse retenue est celle d’une mauvaise synchronisation entre les
différentes voies de la carte d’acquisition. Ce défaut de synchronisation étant identique
entre les mesures, nous le corrigeons aposteriori. La sous-figure de droite de la figure
3.14 donne l’instant moyen de détection des roues en fonction de la position de la jauge
après application de la correction de synchronisation.

La figure 3.15 donne les vitesses calculées en utilisant la méthode de régression linéaire
pour chaque train en fonction de la vitesse donnée par le système ATLAS FO. Les
vitesses obtenues sont cohérentes, notre système surestimant la vitesse de chaque train
de 0.8% en moyenne (soit environ 0,3 m · s−1) par rapport aux vitesses calculées par
ATLAS FO. Le coefficient de corrélation entre les vitesses données par les deux systèmes
vaut R2 ≃ 0.9997.

Remarque :
Les premières jauges étant proches les unes des autres, la vitesse calculée par celles-ci
est généralement assez éloignée des vitesses calculées par des jauges plus éloignées.
À cause de cette erreur, estimer la vitesse du train par le calcul de la moyenne
des vitesses données par chaque jauge pour chaque roue donne de bien moins bons
résultats que l’utilisation de la méthode par régression.
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Figure 3.15. – Comparaison des vitesses par train mesurées par le système installé
par l’ENPC et mesurées par ALTAS FO.

Dans une seconde version du logiciel d’acquisition, la façon d’écrire les fichiers de
données a été modifiée afin de limiter ce défaut de synchronisation. Dans le protoype
installé en tunnel, la fréquence d’acquisition maximale est de 2000 Hz. Pour un train
circulant à 43 m · s−1, le déphasage entre deux jauges situées à 10 cm l’une de l’autre ne
correspond qu’à 4 pas de temps. Aussi, l’utilisation d’un module d’acquisition capable
d’acquérir les données de notre système avec une plus grande fréquence d’acquisition
devrait limiter les problèmes de synchronisation et améliorer la précision des vitesses
mesurées.

3.3.1.3. Réponses différentes des différentes jauges du système

La figure 3.16 donne les déformations mesurées à l’instant de détection de chaque
roue par les différentes jauges. Dans la sous-figure de gauche, ces pics de déformation
sont tracés en fonction du numéro de la roue et de la position de la jauge. Cette figure
peut être assimilée à une enveloppe supérieure des courbes tracées dans la figure 3.13.
La sous-figure de droite donne la moyenne de ces pics de déformation pour chacune des
jauges en fonction du numéro de la jauge. Ce graphe conserve une forme quasiment
identique pour toutes les acquisitions. Nous pouvons en déduire que lors du passage
de chaque roue certaines jauges mesurent systématiquement des déformations plus
importantes que d’autres.

La jauge possédant la plus forte réponse mesure des déformations jusqu’à 30% plus
fortes que la jauge possédant la plus faible réponse. D’après le modèle analytique
développé dans le chapitre précédent, les déformations entre les supports sont environ
15% supérieures à celles au droit des supports. De plus, les jauges présentant la plus
faible réponse ne se trouvent pas nécessairement au droit des supports. Les différences
des niveaux de déformation ne peuvent donc pas être complètement expliquées par le
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modèle analytique.
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Figure 3.16. – Niveaux des pics de déformation pour chaque jauge en fonction de la
position de la jauge et du numéro de la roue (gauche) et moyenne sur
toutes les roues en fonction de la position de la jauge (droite)

Des petites erreurs au niveau du placement des jauges peuvent expliquer une partie
de la différence des réponses observée. Dans la formule 2.44 la déformation est propor-
tionnelle à (z − zF N). Dans le système installé, nous avons z− zF N ≃ −34 mm. Dès lors,
une erreur de position des jauges dans l’axe vertical de 1 mm entraîne une erreur de 3 %
dans l’estimation de la déformation. La position des jauges sur le rail est représentée
dans la figure 3.4. Par ailleurs, si la jauge est collée avec un angle α par rapport à l’axe
du rail, la déformation mesurée sera inférieure à la déformation longitudinale réelle d’un
facteur cos(α)2.

La voie peut avoir un comportement différent de celui du modèle développé dans cette
partie. Néanmoins, il faut noter que le modèle à supports ponctuels amplifie la différence
entre les mesures au droit des supports et celles entre les supports. L’existence de "points
durs" locaux nous semble peu probable pour expliquer les différences observées.

Bien qu’une calibration de type "shunt" ait été effectuée, la chaîne de mesure de
chaque voie peut avoir une réponse légèrement différente.

Enfin, la qualité du collage des jauges peut être plus ou moins bonne. Cette hypothèse
n’est pas négligeable dans la mesure où le collage des jauges a été réalisé directement
sur site et non en atelier.

Ce défaut de niveau de réponse peut être corrigé en calant les réponses mesurées par
le prototype sur les réponses théoriques du système à un chargement connu – à l’image
de ce qui est fait par le système ATLAS FO. Cela peut être fait en multipliant la sortie
de chaque jauge par un pré-facteur dépendant de la réponse théorique et de la réponse
réelle de chacune des jauges. Ce faisant, nous forcerions une certaine adéquation entre le
modèle et les mesures. Cette approche réduisant la portée de la validation expérimentale
de la méthode, nous présenterons, dans la suite, des résultats sans correction de niveau.
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3.3.2. Calibration pour la mesure du chargement dynamique

Afin d’améliorer la méthode proposée, nous avons réalisé des essais de calibration.
D’une manière générale, la calibration d’un système repose sur la mesure de la réponse
de ce système à une sollicitation connue.

Pour le chargement statique, comme discuté à la fin de la section précédente, il est
possible de calibrer le système en utilisant le poids de wagons de masses connues. Dans
cette sous-section, nous nous intéressons uniquement à la calibration pour le chargement
dynamique. Cette calibration nécessite l’utilisation d’une sollicitation dynamique connue.

Le principe de la calibration est le suivant : à l’aide d’une masse ou d’un marteau
instrumenté, nous imposons un choc en un point du rail. Nous enregistrons alors la force
appliquée et la réponse des jauges du système. La fonction de réponse du système est
obtenue en faisant le rapport de la réponse du système par la sollicitation qui y est
appliquée.

3.3.2.1. Mesure de la force appliquée

Le rail étant très rigide, il est nécessaire de lui appliquer une force de calibration
importante pour obtenir une réponse mesurable du système. Le capteur de force du
marteau instrumenté disponible – marteau d’impact instrumenté PCB piezotronics
086D50 – possède une plage de mesure de ±22,24 kN [155, 156]. La force nécessaire pour
créer une déformation mesurable dépassant la limite du capteur de force du marteau
instrumenté, un autre système de mesure de la force dynamique est nécessaire.

Afin de mesurer les forces, la plupart des capteurs utilisés en mécanique mesurent
en réalité la déformation d’un matériaux dont la rigidité est connue. Pour cela, la
déformation est généralement mesurée à l’aide de matériaux piézoélectriques – à l’instar
du marteau instrumenté PCB piezotronics 086D50 – ou des jauges de déformation. Ces
deux types de capteurs possèdent des avantages différents repris dans divers documents
[157-160]. En particulier, les capteurs utilisant des matériaux piézoélectriques sont
utilisables sur une plage de déformation beaucoup plus grande et sont sensibles à de
plus hautes fréquences que les capteurs utilisant des jauges de déformation. En revanche,
leur utilisation n’est pas recommandée pour la mesure de forces statiques.

N’ayant aucun capteur de force compatible avec notre essai à disposition, nous avons
créé un capteur reposant sur l’utilisation de jauges de déformation.

Le système de mesure de force créé est composé d’un cylindre en acier dont on mesure
la déformation selon l’axe du cylindre. Afin de fiabiliser cette mesure – en particulier de
compenser un chargement qui serait désaxé – la déformation est mesurée par quatre
jauges de déformations collées autour du cylindre. La déformation retenue est la moyenne
des mesures des quatre jauges de déformation. Si l’on connait la rigidité du cylindre, il
est possible de relier sa déformation à la force qui lui est appliquée. Ainsi instrumenté,
le cylindre mécanique constitue une cellule de force.

Un support constitué d’un disque d’acier et de deux tasseaux de bois permet d’assurer
la stabilité du cylindre d’acier lors de l’essai. Ce support peut coulisser le long du rail et
ne doit pas pouvoir transmettre d’effort vertical sur le coté du rail. Afin de faciliter la
frappe de la masse et de protéger les jauges d’une frappe décentrée, un second disque en
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acier est fixé au sommet du cylindre. Des photographies de la cellule de force obtenue et
de son système de fixation sont données dans la figure 3.17.

Figure 3.17. – Photographies de la cellule de force créée et de son système de support.

Comme mentionné ci-dessus, ce système permet de connaître le chargement dynamique
appliqué au rail à condition de connaître la rigidité dynamique de la cellule de force
créée. Nous avons donc effectué deux essais permettant de déterminer cette rigidité : un
essai de calibration statique et un essai de calibration dynamique.

3.3.2.1.1. Calibration statique de la cellule de force

Afin de mesurer la rigidité statique de la cellule de force, un essai de compression a été
réalisé à l’aide d’une presse. La section du cylindre valant S = 1257 mm2, nous mesurons
un module de Young de E = 201 GPa – soit une rigidité statique du cylindre de 10 cm
de k = 2,5 MN · mm−1. Cette valeur de module de Young est proche de la valeur typique
pour un acier standard : E ≃ 210 GPa. La figure 3.18 est composée d’une photographie
de l’essai de calibration statique ainsi que de la courbe contrainte-déformation obtenue.

3.3.2.1.2. Calibration dynamique de la cellule de force

Afin de connaître le comportement dynamique de la cellule de force créée, nous
mesurons sa réponse à un choc effectué à l’aide d’un marteau d’impact instrumenté PCB
piezotronics 086D50. Nous mesurons la force appliquée simultanément par la cellule de
force créée et le marteau instrumenté.

Lors d’une frappe avec le marteau d’impact, la déformation maximale mesurée par les
jauges est de l’ordre de 40 µm ·m−1. Afin de limiter le bruit de ce signal nous y appliquons
deux filtres : un filtre passe-bas permettant de limiter le bruit haute fréquence et un
filtre coupe-bande permettant de supprimer la composante 50 Hz. Afin de convertir la
déformation mesurée en force, nous utilisons les valeurs de rigidité calculées à l’issue de
la calibration statique.

La figure 3.19 donne les forces mesurées par les deux capteurs en fonction du temps.
Le niveau de chargement étant important par rapport à la limite du marteau, le signal
issu de celui-ci montre un très faible niveau de bruit. Grâce au filtrage opéré, la cellule
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Figure 3.18. – Photographie de l’essai de calibration statique (gauche) et courbe
contrainte-déformation obtenue (droite).

de force possède, elle aussi, un bon rapport signal/bruit. Les efforts mesurés par ces
deux capteurs sont très semblables.
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Figure 3.19. – Force mesurée en fonction du temps : mesure par la cellule de force
créée (gauche) et par le marteau instrumenté (droite).

Pour caractériser la réponse dynamique de la cellule de force créée, il est nécessaire
de connaître sa fonction de réponse. Nous nous intéressons plus particulièrement à son
gain défini dans le domaine fréquentiel par :

G(ω) =
∥∥∥∥∥ FCellule(ω)
FMarteau(ω)

∥∥∥∥∥ (3.7)
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La sous-figure de gauche de la figure 3.20 donne le spectre des signaux de force mesurés
par les deux systèmes. Ces spectres sont obtenus par transformation de Fourier des
signaux temporels illustrés dans la figure 3.19. Le spectre obtenu par la cellule de force
est bruité. Ce bruit est probablement lié à la faiblesse des déformations mesurées. Afin
de limiter l’influence du bruit sur la mesure du gain de la cellule de force, nous effectuons
une moyenne sur 59 essais. Le gain calculé est représenté dans la sous-figure de droite de
la figure 3.20. Malgré la moyenne effectuée, la courbe obtenue est bruitée. Néanmoins,
sur la plage de fréquence étudiée, nous pouvons remarquer que la fonction de réponse
est relativement constante.

Dans la suite, nous considérons donc que la cellule de force créée possède une rigidité
dynamique constante. Nous gardons alors la valeur de rigidité calculée lors de l’essai
statique, soit 252 N/(µm/m).
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Figure 3.20. – Spectres de la force mesurée par les deux systèmes en fonction de la
fréquence (gauche) et moyenne sur 59 essais du gain de la cellule de
force créée (droite).

3.3.2.2. Calibration du système de jauges : mesure de la réponse du système

Comme expliqué précédemment, l’essai de calibration de notre système consiste à
mesurer sa réponse à un choc connu. Au cours de cet essai, la cellule de force créée
est maintenue sur le rail à l’aide d’un socle permettant d’éviter le basculement de la
cellule (voir figure 3.17). Dans l’essai présenté, la cellule de force est placée à la position
x = 0,8 m. À l’aide d’une masse, un choc est appliqué au sommet de la cellule de force.
Ce choc est transmis au rail sur lequel elle repose. La réponse des jauges du système
installé en tunnel ainsi que la force mesurée par la cellule de force sont enregistrées
simultanément.

La figure 3.21 donne la force mesurée ainsi que la réponse du système de jauges dans
le domaine temporel. En raison de la rigidité du système et de la sensibilité des jauges,
la réponse au choc est très faible. En effet, lors de nos essais, la déformation maximale
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mesurées est d’environ 30 µm · m pour un choc de 150 kN. Une fois les déformations
filtrées, nous pouvons néanmoins mesurer un signal correspondant à une sinusoïde
amortie.

Remarque :
Lors de la réalisation de l’essai, nous nous sommes aperçu que plusieurs jauges avaient
une réponse très faible – voire nulle – par rapport aux autres jauges. Cet essai ayant
eu lieu plusieurs mois après l’installation du système sur le rail, certaines jauges ont
pu se décoller ou se détériorer partiellement. L’hypothèse d’une mauvaise adhérence
de certaines jauges est renforcée par le constat du décollement de certaines d’entre
elle lors d’une intervention sur le système. Cette mauvaise adhérence peut être due à
un mauvais collage initial ou à un vieillissement de la colle. Les mesures des jauges
donnant une réponse trop faible ont été retirées des données présentées pour cet essai.
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Figure 3.21. – Mesure de la force appliquée (gauche) et réponse du système de jauges
(droite) dans le domaine temporel.

La réponse du prototype installé en tunnel peut être caractérisée par sa fonction de
réponse. Pour chaque jauge, à chaque fréquence, la fonction de réponse est définie par le
rapport entre la déformation mesurée et le chargement imposé, soit :

fjauge(ω) = εxx(ω)
F (ω) (3.8)

La figure 3.22 donne le module de la fonction de réponse du prototype au chargement
dynamique imposé en x = 0,8 m. Comme précédemment, en raison de la rigidité du
rail, la fonction de réponse présentée est la moyenne de la fonction de réponse calculée
pour 13 acquisitions d’impact. À l’instar des constatations du paragraphe 3.3.1.3, les
différentes jauges ne semblent pas toutes avoir la même fonction de réponse. Dans
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Figure 3.22. – Module de la fonction de réponse du prototype installé : en fonction
de la fréquence et de la position de la jauge (gauche) et en fonction de
la fréquence pour différentes positions de jauges (droite).

cet essai, cette différence de réponse ne peut pas être expliquée par la présence d’un
chargement latéral parasite. Une fonction de réponse cohérente semble pouvoir être
distinguée à faible fréquence. À partir d’environ 40 Hz, le bruit présent dans les mesures
de déformation empêche toute conclusion.

Nous pouvons conclure de cet essai de calibration dynamique que la réponse des
jauges du système est hétérogène. Du fait de la faiblesse du chargement imposé devant la
rigidité du rail, l’essai ne nous permet pas d’obtenir une fonction de réponse dynamique
sur une gamme de fréquence suffisamment large pour calibrer le prototype pour le
chargement dynamique. En revanche, ces premiers résultats démontrent la faisabilité
d’une telle calibration.

Dans la suite, nous nous concentrerons sur les résultats obtenus pour le chargement
statique.

3.3.3. Chargements mesurés

Dans la sous-section 3.3.1, nous avons présenté les pré-traitements appliqués au signal
mesuré. Ces pré-traitements effectués, nous appliquons la méthode décrite dans la section
3.2 pour calculer le chargement statique à partir de mesures de déformation.

Cette sous-section présente les résultats obtenus pour une campagne d’acquisition
réalisée le 15 octobre 2019. Cette campagne d’acquisition a permis de mesurer les
déformations engendrées par le passage de trains en condition de service. Suite à celle-ci
les signaux de 13 trains ont été analysés. Ces treize trains correspondent à un total
de 1608 essieux. La méthode développée permet alors de calculer 1608 chargements
statiques correspondant au poids appliqué par chacune des roues.
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La figure 3.23 donne les chargements statiques calculés par notre méthode pour cette
campagne d’acquisition. La sous-figure de gauche permet de comparer le chargement
total de chaque train obtenu par notre méthode avec les résultats donnés par le système
ATLAS FO. Les chargements obtenus semblent en assez bon accord avec les données
du système ATLAS FO. Le chargement par train est en moyenne sous-estimé d’environ
10 % par rapport aux résultats ALTAS FO. La sous-estimation globale du chargement
est probablement liée à la réponse plus faible de certaines jauges du prototype. Le
coefficient de corrélation entre les mesures des deux systèmes vaut R2 ≃ 0.975. Ces
résultats sont encourageants et montrent la capacité de la méthode proposée à mesurer
les chargements statiques en condition réelle. Notons que cette méthode est sur un modèle
purement analytique et sans calibration. Ce modèle repose sur des valeurs théoriques des
paramètres mécaniques de la voie qui ne correspondent pas nécessairement exactement
à la portion sur laquelle le système est installé.

500 1000 1500 2000 2500

500

1000

1500

2000

2500

Figure 3.23. – Répartition statistique des chargements mesurés par notre système
(gauche). Comparaison des chargements par train avec les données
ATLAS FO (droite).

La sous-figure de droite de la figure 3.23 donne la répartition des chargements par
roue. Le chargement statique moyen par roue est de 77 kN, le chargement minimal de
48 kN et le maximal de 117 kN. Ces valeurs étant cohérentes avec les valeurs données
par ATLAS FO, nous pouvons conclure que le prototype installé permet de mesurer une
répartition cohérente des chargements statiques.

La méthode proposée dans ce chapitre a été appliquée à des signaux expérimentaux
dans cette section. Les chargements statiques obtenus concordent avec ceux donnés
par le système ATLAS FO. La méthode développée est basée sur la résolution d’un
problème inverse : les chargements sont calculés à partir de mesures de déformation.
Les résultats obtenus peuvent être utilisés dans une simulation numérique directe. La
prochaine section présentera ce calcul direct.
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3.4. Validation par simulation d’un problème direct

La méthode que nous avons décrite plus tôt dans ce chapitre permet de calculer les
chargements ayant causé une déformation mesurée par notre dispositif expérimental. Au
cours de la résolution de ce problème inverse, la vitesse du train et les positions des
roues à l’instant initial sont calculées. À partir de ces données, il est possible de calculer
la déformation du rail par une simulation numérique directe. La comparaison de cette
déformation simulée avec la déformation expérimentale mesurée constitue une validation
supplémentaire de la méthode proposée.

Pour ce calcul direct, nous conservons le modèle de poutre périodiquement appuyée
présenté dans la sous-section 2.1.1 du chapitre précédent. Plusieurs méthodes peuvent
alors être utilisées pour calculer les déformations longitudinales du rail. Nous conservons
le modèle WFE utilisé dans la validation numérique du précédent chapitre. Ce modèle
est présenté dans la sous-section 2.3.2.

La vitesse du train, les espacements entre les roues ainsi que les chargements utilisés
sont issus de la résolution du problème inverse pour un signal expérimental. Plus
précisément, dans l’exemple présenté, les données mesurées pour le train passé au niveau
de notre système le 15 octobre 2019 à 16h04 sont utilisées. Ce train possédait 124 essieux
et circulait alors à une vitesse de 36,7 m · s−1.

La figure 3.24 donne la comparaison des déformations expérimentales – mesurées pour
le prototype – avec les déformations simulées numériquement. Ces déformations sont
représentées dans les domaines temporel et fréquentiel. Dans les deux domaines, les
courbes obtenues sont très proches.
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Figure 3.24. – Comparaison pour une jauge de la courbe de déformation mesurée
(filtrée) avec la courbe simulée numériquement (WFE) dans le domaine
temporel (gauche) et fréquentiel (droite).

Dans le domaine temporel, on observe une très bonne reproduction de la hauteur
comme de la position des pics. On observe une différence au niveau du "rebond" présent

105



3. Mesure expérimentale des chargements

avant et après le passage de chaque roue. Après vérifications, nous avons montré que
cette différence est en partie imputable à un artefact lié au filtrage passe-haut du signal
expérimental. Une mauvaise estimation des paramètres mécaniques de la voie peut aussi
entraîner ce type de différence. Dans le domaine fréquentiel, les pics sont à nouveau très
bien reproduits. On observe des différences dans les basses fréquences.

La très forte concordance des signaux montre que le modèle choisi est capable de
reproduire très fidèlement les déformations expérimentales à partir des résultats de notre
méthode de calcul.

3.5. Conclusions

Dans cette première partie du manuscrit, nous avons construit et appliqué une méthode
expérimentale permettant de mesurer le chargement appliqué à la voie par le trafic
ferroviaire. Dans le chapitre précédent, en décomposant ce chargement en une partie
statique – masses mobiles constantes – et une partie dynamique, nous avons calculé
analytiquement les déformations du rail modélisé comme une poutre de Timoshenko
périodiquement appuyée. Nous avons proposé une méthode basée sur la résolution d’un
problème inverse. Cette méthode permet de calculer le chargement appliqué à un rail
à partir de mesures de sa déformation longitudinale. Plusieurs exemples numériques
ont permis de valider la méthode proposée et d’en tester la sensibilité. Suite à cette
validation numérique, ce second chapitre discute de l’application expérimentale de la
méthode.

Dans la première section de ce chapitre, nous avons présenté le prototype installé en
tunnel. La seconde section a explicité l’algorithme permettant d’appliquer la méthode
créée à des mesures expérimentales. Dans la troisième section, les résultats expérimentaux
ont été présentés. Après le pré-traitement des données détaillé dans la sous-section 3.3.1,
le prototype installé nous a permis d’effectuer des mesures de chargement statique
en bon accord avec les mesures données par le système ATLAS FO. Il est à noter
que cette concordance des résultats a été obtenue malgré l’absence de calibration.
Enfin, dans la dernière section, nous avons effectué une validation de la méthode
proposée par l’utilisation d’un problème direct. Nous avons alors montré que l’utilisation
des chargements, vitesses et distances inter-roues retrouvés permet de simuler des
déformations possédant une forte concordance avec les déformations mesurées.

Le prototype installé s’est montré capable de mesurer le chargement statique de
manière convaincante. Au cours de ce chapitre, nous avons mis en lumière plusieurs
limites du prototype actuel. Plusieurs pistes sont envisagées pour y répondre et pouvoir
mesurer les chargements statique et dynamique de manière plus précise.

Tout d’abord, afin de gagner en précision et d’obtenir un meilleur collage, le système
devra être préinstallé en atelier. Dans sa version finale, le système devra utiliser des
composants plus performants. En particulier, afin d’améliorer le rapport signal/bruit,
l’utilisation de jauges à trois fils plus sensibles (par exemple des jauges de 350 Ω) devra
être envisagé. Le boitier d’acquisition devra lui aussi être remplacé. D’une part, ce
changement pourra apporter plus de performances et une fréquence d’acquisition maxi-
male plus élevée. D’autre part, l’utilisation d’un boîtier autonome envoyant directement
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ses mesures sur un réseau sécurisé, nous paraît essentiel pour l’industrialisation de ce
système. Pour fiabiliser les données, nous envisageons de répartir des jauges sur une
longueur correspondant à plusieurs circonférences de roue. Cela implique également
d’utiliser plus de jauges.

Un capteur à fibre optique – capteur à réseau de Bragg – pourrait être utilisé à la
place des jauges de déformation. Ce type de capteur permet de mesurer les déformations
longitudinales en plusieurs points le long d’une fibre optique. Ce type de système
possède de nombreux avantages. En particulier, il est insensible aux perturbations
électromagnétiques et possède une plus grande sensibilité aux déformations. Son prix
est en revanche plus élevé ; il dépendra essentiellement de l’interrogateur utilisé. Celui-ci
guidera la précision des mesures, le nombre de points de mesure de déformation le long
de la fibre ainsi que la fréquence d’acquisition.

Enfin, plusieurs pistes sont envisagées afin d’augmenter la portée du système. Tout
d’abord, à l’instar de ce qui est fait par le système ATLAS FO, le système final pourra
analyser les deux rails d’une voie et, ainsi, détecter les déséquilibres droite-gauche des
essieux. Il sera intéressant de pouvoir mesurer le chargement latéral. Un premier système
a été installé en tunnel pour cette raison. Les mesures de ce système n’ont pas été traitées
dans cette thèse. Non comprise dans le système ATLAS FO, cette mesure constituerait
un apport important dans la connaissance du chargement appliqué au rail.

L’objectif de cette thèse est l’étude d’une solution de renforcement de la voie ferrée
dans le tunnel sous la Manche. Nous nous intéressons plus particulièrement à la réponse
dynamique de la voie renforcée et à sa résistance en fatigue. Dans cette première
partie, nous avons étudié le chargement exercé par le trafic ferroviaire sur le rail. Les
chargements obtenus constituent les données d’entrée des simulations numériques de la
réponse mécanique de la voie. En outre, à l’instar de la validation de la section 3.4, les
mesures de déformations permettront de valider certains des modèles numériques utilisés.
La prochaine partie se concentrera sur la présentation et la validation des modèles créés
pour simuler la réponse dynamique des voies renforcées. Les applications industrielles
de ces méthodes seront l’objet de la dernière partie de ce rapport.
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Deuxième partie

Modélisation des voies ferrées
comportant des tronçons de
caractéristiques différentes
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Dans la partie précédente, nous avons étudié les chargements exercés par le trafic sur
la voie ferrée. Ces chargements connus, il est possible d’estimer les efforts subis par les
différents éléments qui la constituent. Pour cela, il est nécessaire d’utiliser un modèle
représentant le comportement dynamique de la voie ferrée.

Comme nous l’avons vu dans les chapitres 1 et 2, il existe plusieurs outils permettant
de simuler la réponse d’une voie ferrée spatialement périodique. Il peut s’agir d’outils
analytiques qui utilisent des modèles très simplifiés de la voie [42, 93-96, 99, 100] ou de
modélisations numériques à des échelles plus ou moins fines [120, 122, 161, 162]. Les
modèles utilisés s’appuient sur la périodicité de la voie. Aussi, ils supposent que tous les
motifs sont identiques entre eux.

Dans de nombreux cas, la structure n’est pas périodique sur toute sa longueur. Dans
le cas des voies ferrées, un tronçon renforcé ou détérioré possède des caractéristiques
géométriques et mécaniques différentes de la partie courante. L’existence d’un tronçon
différent crée donc une rupture de la périodicité de la voie. Dans cette partie, nous
nous intéresserons aux outils permettant de modéliser le comportement de voies ferrées
comprenant un tronçon ayant des caractéristiques différentes de celles de la partie
courante.

Dans le premier chapitre de cette partie, un modèle analytique permettant de calculer
la réponse de voies possédant un tronçon différent sera proposé. Le chapitre suivant pro-

111



4. Modèle Euroanalyse : modèle analytique de la voie non-homogène

posera une méthode numérique, basée sur la méthode Wave Finite Element (WFE), qui
permet de simuler le comportement de structures contenant des ruptures de périodicité.
Cette méthode sera validée dans le troisième chapitre de cette partie.

Le modèle analytique proposé dans ce chapitre sera basé sur une représentation
unidimensionnelle de la voie ferrée soumise à une force mobile constante. Le rail y sera
représenté par une poutre de Timoshenko appuyée sur un ensemble de supports. La
rupture de périodicité sera causée par un nombre fini de supports ayant des caractéris-
tiques géométriques et/ou mécaniques différentes des autres supports de la voie. Nous
appellerons l’outil obtenu Euroanalyse.

La première section reviendra plus en détails sur les motivations de la création de
l’outil Euroanalyse. Les équations permettant la création de cet outil seront dérivées
dans la seconde section. Enfin, la troisième section présentera deux exemples simples
d’application.

4.1. Intérêt du développement d’un outil analytique

Dans sa partie courante, une voie ferrée saine peut être modélisée comme une structure
périodique. Certains tronçons ont des caractéristiques géométriques et mécaniques
différentes créant ainsi des ruptures de périodicité. Ces différences de caractéristiques
peuvent provenir d’une détérioration ou d’un renforcement d’un tronçon ou encore de la
différence de nature des tronçons (appareils de voie, ponts, changement de type de voie).
De nombreux auteurs ont observé une usure prématurée de la voie au niveau de ces zones
de rupture de périodicité [52, 59, 62-66]. Le plus souvent, la simulation du comportement
dynamique de telles voies repose sur l’utilisation de modèles numériques [17, 60, 61, 163,
164]. L’utilisation de ces modèles est souvent complexe à mettre en œuvre et demande
un temps de calcul important. Par ailleurs, du fait des erreurs numériques, ces méthodes
demandent une validation rigoureuse.

À l’inverse, les méthodes analytiques sont généralement plus simples à mettre en
œuvre et beaucoup moins coûteuses. De nombreux auteurs ont utilisé des modèles de
poutre d’Euler-Bernoulli ou de Timoshenko pour décrire analytiquement la réponse
de voies ferrées [42, 93-96, 99, 100]. Ces calculs étant généralement restreints à la
simulation de voies périodiques, Hoang et al ont développé une méthode analytique pour
calculer le comportement d’une poutre d’Euler-Bernoulli reposant sur une fondation
non uniforme [124]. Dans cet article, la voie possède un nombre fini de supports ayant
des caractéristiques mécaniques différentes de celles des autres supports de la voie.

La méthode développée par Hoang et al repose sur un modèle de poutre d’Euler-
Bernoulli. Comme vu précédemment, ce modèle de poutre suppose que les sections de la
poutre restent perpendiculaires à sa ligne neutre lorsqu’elle se déforme. Le modèle de
poutre de Timoshenko s’en distingue par l’ajout d’une variable cinématique correspondant
à la rotation de la section. Ce faisant, il permet de prendre en compte le cisaillement de
la poutre [83, 165]. Hoang et al [3, 143] ont montré que les modèles de poutres d’Euler-
Bernoulli et de Timoshenko donnent des résultats proches pour des voies périodiques.
En ce qui concerne la flèche, les écarts observés sont de quelques pourcents. Dans le cas
où la voie possède une rupture de périodicité, et plus particulièrement pour les voies

112



4.2. Dérivation du modèle

endommagées, les déplacements étant plus importants, la prise en compte du cisaillement
gagne en importance.

L’objectif de ce chapitre est de construire un outil permettant la simulation de voies
possédant un nombre fini de supports différents (espacements et/ou caractéristiques
mécaniques). Afin de permettre un pré-dimensionnement rapide du système de renfort,
cet outil doit permettre le calcul de la réponse de voies localement renforcées ou dégradées
de manière efficace en temps de calcul. En suivant la méthode proposée par Hoang et al
[3, 124] et reprise dans les articles [7, 166], nous avons développé un modèle analytique
de voies non-uniformes dans lequel le rail est représenté par une poutre de Timoshenko.

Dans les chapitres suivants du manuscrit, nous utiliserons les résultats obtenus par
l’outil Euroanalyse pour pré-dimensionner le système de renfort. Cet outil permettra
aussi de valider un modèle numérique pouvant être utilisé avec des représentations plus
fines de la voie.

4.2. Dérivation du modèle

Dans ce chapitre, nous considérons un rail périodiquement appuyé sur des supports
identiques entre eux en zone courante. Cette voie comporte un nombre fini de supports
ayant des caractéristiques différentes des autres supports (espacements et/ou rigidités).
Le problème complet consiste à calculer la réponse de cette structure à un chargement
statique. Celui-ci est constitué de Nroues forces mobiles constantes se déplaçant à une
vitesse v constante.

4.2.1. Modélisation du problème

Comme dans la partie précédente, le rail est représenté par une poutre de Timoshenko
appuyée sur des supports considérés comme ponctuels. Ceux-ci sont à nouveau modélisés
par des systèmes masse-ressort-amortisseur comprenant deux étages élastiques (voir
figure 4.1). Ce modèle est présenté plus en détails dans les chapitres précédents.

l

vQ

Kf

Kr

Figure 4.1. – Modèle de la poutre périodiquement appuyée.

Les paramètres de cette poutre de Timoshenko ne varient pas le long de la structure.
On note S la section de la poutre, EI sa rigidité en flexion, G son module de cisaillement
et κ son coefficient de cisaillement de Timoshenko. Cette poutre est soumise à une force
externe F . Les variables w et θ représentent respectivement la flèche de la ligne neutre
et l’angle de la section par rapport à l’axe vertical. Dans le domaine fréquentiel, le
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comportement dynamique de cette poutre est guidé par l’équation (4.1) :κSG∂xθ̂ = κSG∂2
xŵ + ρSω2ŵ + F̂

− κSG∂xŵ = EI∂2
xθ̂ − (κSG− ρIω2)θ̂

(4.1)

Nous avons montré dans les chapitres précédents que la flèche ŵ(x,ω) est alors solution
de l’équation suivante :

EI
[
∂2

x + λ2
1

] [
∂2

x − λ2
2

]
ŵ(x,ω) =

[
1 − EI

κSG
∂2

x − ρIω2

κSG

]
F̂ (x,ω) (4.2)

Avec,

λ2
1,2 =

√
ω4

4

(
ρI

EI
− ρS

κSG

)2
+ ρSω2

EI
± ω2

2

(
ρI

EI
+ ρS

κSG

)
(4.3)

La force F̂ (x,ω) peut être décomposée en une partie liée aux forces exercées par les
roues sur le rail et une partie contenant les forces de réaction de tous les supports.
Notons Ftrain(x,t) la force exercée par les roues du train sur la voie et Rp(x,t) la force
exercée par le support p sur le rail.

Nous nous intéressons au calcul de la réponse de la voie à un chargement statique.
Ainsi, le chargement exercé par le train sur le rail est représenté par un ensemble de
forces constantes – notées {Qj}j – se déplaçant à une vitesse v constante. Ces forces
sont aussi caractérisées par leur position {−Dj}j à l’instant t = 0. Ainsi, la force exercée
par les Nroues essieux du train s’exprime dans le domaine temporel sous la forme :

Ftrain(x,t) = −
K∑

j=1
Qjδ (x+Dj − vt) (4.4)

Soit, dans le domaine fréquentiel :

F̂train(x,ω) = −1
v

K∑
j=1

Qje−iω
x+Dj

v (4.5)

Posons {xp}p les positions des différents supports. Dans le domaine fréquentiel, pour
toute pulsation ω, la force de réaction du support p situé en xp est alors donnée par :

R̂p(ω) = −ks,p(ω)ŵ(xp,ω) (4.6)

Avec ks,p(ω) la rigidité de chaque support p donnée par :

ks,p(ω) =
(
k−1

r,p (ω) + k−1
f,p(ω)

)−1
(4.7)

Où kr,p(ω) et kf,p(ω) sont respectivement les rigidités dynamiques des semelles sous-rail
et sous-blochet pour le support p.

La résolution du problème complet revient donc à résoudre l’équation de comportement
de la poutre 4.2 pour une force F̂ (x,ω) donnée par :

F̂ (x,ω) = −
∑
p∈Z

ks,p(ω)ŵ(xp,ω)δ(x− xp) − 1
v

K∑
j=1

Qje−iω
x+Dj

v (4.8)
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4.2.2. Système périodique de supports

Dans cette section nous considérons un problème auxiliaire : nous cherchons la réponse
d’une voie périodique au chargement statique considéré. La voie simulée est constituée de
la répétition d’un tronçon – ou motif – qui contient une portion de poutre représentant
le rail et un ensemble de supports ponctuels. Dans le cas général, à l’intérieur du motif,
les supports ne sont ni identiques entre eux ni équidistants. Des exemples de telles
structures sont représentés dans la figure 4.2.

Notons L la longueur du motif de la structure – i.e. sa période spatiale – et m le
nombre de supports contenus dans un motif. Dans la figure 4.2, les structures périodiques
représentées contiennent m = 5 supports par motif. Dans la sous-figure supérieure,
l’espacement inter-supports est constant, au contraire de la sous-figure inférieure. À
l’intérieur d’une période, chaque support peut avoir des caractéristiques mécaniques
différentes. Cette différence est illustrée sur cette figure par l’utilisation de couleurs
différentes. En revanche, les motifs de chaque structure sont identiques entre eux.

Remarque :
Dans la communication [166], nous nous étions limités au cas d’un espacement l
constant entre les supports. Dans ce cas, nous avions L = ml. Dans un premier temps,
nous n’utiliserons pas cette hypothèse sur les positions {xp} des supports.

L=ml
l

L

Figure 4.2. – Représentation de deux poutres reposant sur un système périodique de
supports. En haut, cas d’une distance inter-supports l constante. En bas,
cas d’une distance inter-supports variable au sein d’une période. Les
couleurs représentent les différentes rigidités dynamiques des supports.

Nous adoptons alors l’hypothèse nommée "conditions périodiques". Celle-ci consiste à
supposer que, dans le domaine temporel, les forces de réaction des supports d’un motif
sont identiques à celles du motif précédent avec un retard égal à L

v
. En nommant Rk la

force de réaction du support k, l’équation (4.9) est obtenue. Dans celle-ci, n désigne le
numéro du motif et p le numéro du support dans le motif.

∀n ∈ Z, ∀p ∈ [|0,m− 1|] , Rnm+p(t) = Rp

(
t− nL

v

)
(4.9)

Ainsi, dans le domaine temporel, la force totale F (x,t) appliquée à la poutre s’exprime
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sous la forme :

F (x, t) =
∑
n∈Z

m−1∑
p=0

Rp

(
t− nL

v

)
δ(x− xp − nL) −

Nroues∑
j=1

Qjδ (x+Dj − vt)

=
∑
n∈Z

m−1∑
p=0

Rp

(
t− x− xp

v

)
δ(x− xp − nL) −

Nroues∑
j=1

Qjδ (x+Dj − vt)
(4.10)

Et, dans le domaine fréquentiel, F̂ (x,ω) :

F̂ (x, ω) =
∑
n∈Z

m−1∑
p=0

R̂p(ω)e−iω x−xp
v δ(x− nL− xp) −

Nroues∑
j=1

Qj

v
e−iω

x+Dj
v

= e−i ωx
v

∑
n∈Z

m−1∑
p=0

R̂p(ω)eiω xp
v δ(x− nL− xp) −

Nroues∑
j=1

Qj

v
e−iω

Dj
v

 (4.11)

Nous pouvons remarquer que F̂ (x, ω).ei ωx
v est L-périodique. Nous avons alors :

1
L

∫ L/2

−L/2
F̂ (x, ω)ei ωx

v e−2iπn x
L dx = 1

L

m−1∑
p=0

R̂p(ω)ei(ω
v

− 2πn
L )xp − δ0n

v

Nroues∑
j=1

Qje−iω
Dj
v (4.12)

La méthode décrite dans l’article [124] est ensuite utilisée pour obtenir l’équation
(4.13) :

ŵ(x, ω) =
m−1∑
p=0

R̂p(ω)eiω xp−x

v η(xp − x, ω) − η(0,ω)Q(ω)e−i ωx
v (4.13)

Avec,

∀x ∈ [0;L] , η(x, ω) = ei ωx
v

2EI (λ2
1 + λ2

2)

C1

λ1

sin λ1(L− x) + e−i ωL
v sin λ1x

cosLλ1 − cos ωL
v

−C2

λ2

sinh λ2(L− x) + e−i ωL
v sinh λ2x

coshLλ2 − cos ωL
v


Q(ω) = p̃0L

v
η(0,ω)−1

Nroues∑
j=1

Qje−iω
Dj
v

C1,2 = 1 −
ρIω2 ∓ EIλ2

1,2

κSG

p̃0L =
κSG− ρIω2 + EI ω2

v2

κSG
(
EI ω4

v4 − ρSω2
)

− ρSI (κG+ E − ρv2) ω4

v2

(4.14)
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Remarque :
L’équation (4.14) n’est valable que sur l’intervalle x ∈ [0;L]. Comme dans le chapitre
2, de part l’hypothèse de "conditions périodiques", la flèche w(x,ω) est reconstruite
pour toute valeur de x ∈ R par L-périodicité spatiale.

Évaluée en x = 0, l’équation (4.13) donne :

ŵ(0, ω) =
m−1∑
p=0

R̂p(ω)ei ωpl
v ηp(ω) − η0(ω)Q(ω) (4.15)

L’équation (4.15) est très similaire à celle démontrée dans les articles [7, 124]. La
différence entre les deux modèles de poutres est uniquement contenue dans l’expression
des termes ηp(ω) = η(xp,ω) et p̃0. Ceci vient du fait que seuls ces termes sont liés au
comportement de la poutre. La suite de la méthode restant identique à ce qui a été
présenté dans les articles [7, 124, 166], seuls les résultats et étapes clés seront repris dans
ce manuscrit.

Remarque :
Les résultats pour un modèle de poutre d’Euler-Bernoulli peuvent être retrouvés
en considérant la limite G → +∞. Dans ce cas, nous avons C1 = C2 = 1 et
λ1,2 = 4

√
(ρSω2)/(EI).

Nous posons alors η(q,p)(ω) = η(xp − xq,ω). La fonction η(x,ω) étant L-périodique,
nous avons η(q,m+p)(ω) = η(q,p)(ω). En évaluant l’équation (4.13) en x = xq (q ∈ Z), nous
montrons que :

ŵ(xq, ω)eiω xq
v =

m−1∑
p=0

R̂p(ω)eiω xp
v η(q,p)(ω) − η0Q(ω) (4.16)

En définissant ŵq et R̂q conformément à l’équation (4.17), nous montrons que le
problème suit l’équation (4.18). Cette équation peut s’écrire sous la forme matricielle de
l’équation (4.19).  ŵq(t) = wr

(
xq, t− xq

v

)
R̂q(t) = Rq

(
t− xq

v

) (4.17)

ŵq(ω) =
m−1∑
p=0

η(q,p)R̂p(ω) − η0Q(ω) (4.18)


η(1,1) η(1,2) · · · η(1,m)
η(2,1) η(2,2) · · · η(2,m)

... ... . . . ...
η(m,1) η(m,2) · · · η(m,m)


︸ ︷︷ ︸

C


R̂0

R̂1
...

R̂m−1


︸ ︷︷ ︸

R̂

= η0Q


1
1
...
1


︸ ︷︷ ︸

1

+


ŵ0
ŵ1
...

ŵm−1


︸ ︷︷ ︸

ŵ

(4.19)

Soit, sous forme réduite :
C R̂ = η0Q1 + ŵ (4.20)
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L’équation (4.20) lie la flèche de la poutre au droit de tous les supports du motif
aux forces de réactions de tous ces supports. Dans cette équation, les réactions des
supports et les flèches sont inconnues. Il manque donc une relation vectorielle pour clore
le problème.

Pour le moment, nous avons uniquement utilisé la périodicité du système et le
comportement de la poutre. La relation supplémentaire vient de l’équation de rigidité
dynamique de tous les supports du motif. Cette équation peut être utilisée pour éliminer
les réactions des supports ou la flèche au droit de ceux-ci. Les paragraphes suivants
présentent différentes formulations obtenues.

4.2.2.1. Formulation en force

Un des principaux intérêts de l’outil proposé est de permettre d’estimer les efforts
perçus par chacun des supports. Dans cette première formulation nous utilisons donc
comme inconnue le vecteur contenant les forces de réactions des supports du motif.

Nous écrivons alors l’équation de rigidité des supports sous la forme vectorielle de
l’équation (4.21) :

ŵ = −D R̂ (4.21)
Où D est une matrice diagonale qui contient les inverses des rigidités dynamiques {ks,p}p

de tous les supports du motif. Plus précisément, la matrice D s’écrit sous la forme :

D =


k−1

s,0 0
k−1

s,1
. . .

0 k−1
s,m−1

 (4.22)

En combinant les équations (4.21) et (4.20), l’équation (4.23) est finalement obtenue :

R̂ = QA−11 (4.23)

Avec A = η−1
0

(
C + D

)
.

A est une matrice de dimension m×m qui dépend de la fréquence. Son calcul étant
analytique, il est simple et rapide. Ainsi, l’utilisation de l’équation (4.23) permet de
résoudre le problème en calculant les forces de réaction de tous les supports d’un motif.
Les flèches au droit des supports s’obtiennent via l’équation de rigidité (4.21).

Lorsqu’une des raideurs des supports est nulle – pour représenter un support manquant
ou détérioré –, les matrices D et, par extension, A ne peuvent être calculées. Pour palier
ce problème, il est possible de supprimer l’inconnue correspondant au support défectueux.
Alternativement, une formulation en déplacement du problème sera développée dans le
paragraphe suivant.

4.2.2.2. Formulation en déplacement

Afin de formuler le problème en déplacement plutôt qu’en force, nous pouvons réécrire
la relation d’équilibre dynamique des supports sous la forme :

R̂ = −K ŵ (4.24)
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Avec K la matrice diagonale contenant les rigidités dynamiques des supports du motif :

K =


ks,0 0

ks,1
. . .

0 ks,m−1

 (4.25)

En combinant les équations (4.24) et (4.20), l’équation (4.26) est finalement obtenue.

ŵ = −QB−11 (4.26)

Avec la matrice B donnée par :

B = η−1
0

(
CK + I

)
(4.27)

La formulation en déplacement sera préférée à celle en force lorsque la rigidité de
certains supports est très faible devant la rigidité moyenne des supports. À l’inverse, si
l’on souhaite modéliser l’effet d’un support significativement plus rigide, la formulation
en force est préférable.

Dans ces deux formulations, à chaque fréquence, nous devons inverser une matrice –
matrice A ou B. Ce calcul est simple et rapide lorsque le motif ne contient que quelques
dizaines de supports. En outre, ces formulations supposent que les forces de réaction des
supports sont liées linéairement au déplacements au droit de ceux-ci. Lorsqu’une de ces
deux conditions n’est pas remplie, une autre formulation est nécessaire.

4.2.2.3. Formulation itérative

Afin de gagner en temps de calcul et de permettre une prise en compte de rigidité non
linéaire des supports, une formulation itérative a été proposée par Hoang et al [3, 124]
et reprise par Claudet et al et Hung et al dans les articles [7, 166]. Cette formulation
est présentée ci-après.

Dans le cas où la distance inter-supports est constante, les équations (4.18) et (4.19)
représentent la somme d’un produit de convolution – voir [167] – et d’une partie constante.
Ces équations peuvent donc être réécrites de la façon suivante :

ŵ = η ⋆ R̂ − η0Q1 (4.28)

Nous utilisons alors la transformation de Fourier discrète définie par l’équation (4.29) :

∀f,Fq {f} =
m−1∑
p=0

ei2π pq
m fp (4.29)

Cette transformation est alors appliquée à l’équation (4.28) pour obtenir la relation
(4.30) :

Fq {ŵ} = Fq

{
η̂
}

Fq

{
R̂
}

−mη0Qδ0q (4.30)
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Soit, en posant κq =
(
Fq

{
η̂
})−1

et Qe = η0Qκ0 :

Fq

{
R̂
}

= κqFq {ŵ} +mQeδ0q (4.31)

Le calcul de la transformation de Fourier discrète Fq

{
η̂
}

donne :

Fq

{
η̂
}

= 1
2EI (λ2

1 + λ2
2)

C1

λ1

sin λ1l

cos lλ1 − cos
(

ωl
v

+ 2πq
m

) − C2

λ2

sinh λ2l

cosh lλ2 − cos
(

ωl
v

+ 2πq
m

)


(4.32)
Comme dans la partie précédente, la fermeture du problème est donnée par les

équations de rigidité de tous les supports du motif. Celles-ci peuvent être condensées de
la façon suivante :

R̂ = −K ŵ

= −
(
K − ksainI

)
ŵ − ksainŵ

= R̃ − ksainŵ

(4.33)

Où K = D−1 = diag(ks,0,ks,1, . . . ,ks,m−1) est la matrice diagonale contenant les rigidités
dynamiques de tous les supports du motif et ksain est la rigidité dynamique des supports
en zone courante.

À partir de l’équation (4.31), nous pouvons écrire l’équation suivante :

Fq

{
R̃
}

− ksainFq {ŵ} = κqFq {ŵ} +mQeδ0q (4.34)

La procédure itérative proposée dans les articles [7, 124, 166] est alors définie par
l’itération : 

R̃n = −
(
K − ksainI

)
ŵn

ŵn+1 = F−1
{

1
κq + ksain

[
Fq

(
R̃n

)
−mQeδ0q

]
0≤q<m

} (4.35)

Où F−1{·} est la transformée de Fourier discrète inverse.
Les valeurs de départ de cette procédure itérative sont données par le résultat obtenu

pour une voie infinie périodique. Elles suivent donc l’équation (4.36) :

ŵ0 = − Qe

κ0 + ks,n

1 (4.36)

Afin de contrôler la convergence de la procédure itérative, nous pouvons utiliser
l’indicateur de convergence en défini par :

en =

∥∥∥R̃n+1 − R̃n
∥∥∥∥∥∥R̃n

∥∥∥ (4.37)
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Figure 4.3. – Représentation de la voie contenant un support défectueux (haut) et
géométrie périodique calculée (bas). Dans cette illustration, la période
contient m = 5 supports dont un support défectueux.

4.2.3. Méthode de résolution pour des voies non-uniformes

Dans le problème réel, la voie possède une zone de longueur finie dont certains sup-
ports possèdent des caractéristiques mécaniques différentes (ajout de renforts, supports
détériorés...). Ce problème complet n’est pas périodique.

Nous considérons alors une voie périodique dont le motif est un tronçon de la voie de
longueur L contenant m supports. La zone possédant les supports de caractéristiques
différentes est inclue au centre du motif. Celui-ci est choisi suffisamment long – i.e. L et
m suffisamment grands – pour que les supports différents n’aient aucune influence sur
le comportement des bords du tronçon. En d’autres termes, on remplace le problème
complet de la simulation d’une voie infinie possédant une zone particulière de longueur
finie par un problème auxiliaire de simulation d’une voie périodique possédant cette
zone particulière tous les m supports. Dans ces conditions, la voie du problème auxiliaire
étant L-périodique, nous pouvons utiliser les résultats analytiques de la sous-section
précédente. La figure 4.3 représente le problème complet et le problème auxiliaire – avec
m = 5 – dans le cas d’une voie périodique possédant un unique support dégradé.

Il est à noter que les résultats obtenus reposent sur l’hypothèse que la longueur L du
motif est suffisamment grande. Cette hypothèse devra donc être vérifiée a posteriori.

4.3. Exemples numériques

Cette section présente deux exemples simples d’application de l’outil Euroanalyse
créé. Dans ceux-ci, en partie courante, les paramètres utilisés correspondent à la voie
ferrée sur dalle du tunnel sous la Manche. Comme dans les chapitres précédents, ces
paramètres sont issus de précédentes études réalisées par Hoang et al [3, 124, 143]. Ils
sont rappelés dans le tableau 4.1. Pour plus de clarté, nous nous limitons à la réponse
des voies à un chargement constitué d’une unique roue de Q = 100 kN et se déplaçant à
une vitesse constante v = 37 m · s−1.
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Paramètre Symbole Valeur
Masse linéique du rail ρS 60 kg · m−1

Raideur en flexion du rail EI 6,38 MN · m2

Rapport de Timoshenko κ 0,4
Module de cisaillement G 8,077 GPa

Vitesse du train v 37 m · s−1

Chargement par roue Q 100 kN
Masse du blochet M 100 kg

Espacement inter-supports l 0,6 m
Raideur de la semelle sous-rail kr 192 MN · m−1

Amortissement de la semelle sous-rail ξr 1,97 MN · s · m−1

Raideur de la semelle sous-blochet kf 26,4 MN · m−1

Amortissement de la semelle sous-blochet ξf 0,17 MN · s · m−1

Tableau 4.1. – Paramètres mécaniques de la voie du tunnel sous la Manche.

4.3.1. Voie saine (infinie périodique)

Dans cette sous-section, une voie infinie périodique sans défaut ni renfort est considérée.
La réponse de cette voie étant connue (voir chapitre 2), ce calcul permet de vérifier le
bon fonctionnement de l’outil créé.

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
-10

0

10

20

30

40

Figure 4.4. – Déplacement du rail au droit d’un support (gauche) et force appliquée
(droite) à ce support en fonction du temps pour une voie uniforme.
Modèle de Timoshenko : une courbe bleue sans marqueur, modèle d’Euler-
Bernoulli : courbe rouge avec des marqueurs en étoile.

La voie étant uniforme et soumise à une force constante se déplaçant à une vitesse
constante, tous les supports subissent le même chargement à un facteur de phase près.
Aussi, dans le domaine temporel, les déplacements au droit des supports sont identiques
à un délai près. Dans la figure 4.4 les résultats obtenus avec les modèles de poutre
d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko sont comparés. Comme attendu et montré dans
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le chapitre précédent, la poutre de Timoshenko est légèrement moins rigide que celle
d’Euler Bernoulli. En conséquence, les forces et déplacements au niveau du support sont
plus importants en utilisant un modèle de Timoshenko. L’écart relatif est de 4,8% pour
la force et 3,6% pour le déplacement. Les résultats obtenus sont en excellent accord avec
ceux du modèle de la partie précédente.

Remarque :
Dans ce cas, le calcul via la formulation itérative converge instantanément quelle que
soit l’initialisation choisie. En effet, nous avons alors : K − ksainI = 0. L’équation
(4.35) donne donc à toutes les itérations : R̃ = 0. Ainsi, dès la première itération,
nous obtenons la solution pour la voie infinie périodique :

ŵ = −F−1
(

1
κq + ksain

[mQeδ1q]0≤q<m

)
(4.38)

4.3.2. Voie endommagée

Une voie contenant un support endommagé est étudiée dans ce second exemple. Afin
de modéliser ce défaut, dans une approche conservative, il est considéré que le support
endommagé n’apporte aucune raideur ni amortissement à la structure étudiée.

La période spatiale choisie contient m = 41 supports, soit vingt supports de chaque
côté du support endommagé. Il est vérifié que les résultats du calcul ne changent pas en
doublant le nombre de supports ce qui valide notre hypothèse de voie périodique.

Pour la méthode itérative, nous avons fixé le nombre d’itérations à 20. Il a été vérifié
que les résultats ne changent pas en multipliant le nombre d’itérations par un facteur
10 et que l’indicateur de convergence défini par l’équation (4.37) converge bien vers
une valeur nulle. Dans ces conditions, sur une station de travail mobile, le calcul des
flèches et des réactions des supports de 0 à 500 Hz avec un pas de fréquence de 1 Hz
dure environ de 0,4 s. Par la formulation en déplacement, ce même calcul dure environ
0,8 s. Le rapport des temps de calcul augmente avec le nombre de supports par motif. Il
atteint un rapport 20 lorsque l’on prend 200 supports par période.

La méthode itérative donne donc des résultats très fiables dans un temps de calcul
inférieur à celui des autres méthodes. Il faut cependant noter que la méthode itérative
peut ne pas converger. Ce défaut de convergence peut être observé à certaines fréquences,
lorsque l’on considère plus de supports endommagés et/ou des fréquences maximales
plus élevées. Afin d’éviter ce problème, nous utiliserons préférentiellement la formulation
en déplacement tant que le temps de calcul reste faible et que les supports possèdent
des lois de comportement linéaire – ce qui est le cas dans la suite de ce rapport.

La figure 4.5 représente la flèche du rail au droit de tous les supports de la période en
fonction de l’espace et du temps. Comme attendu, la flèche du rail est plus importante
au droit du support endommagé qu’en partie courante. Cette flèche plus importante
est aussi observée sur les quatre supports les plus proches du support endommagé.
Cela s’interprète par une surcharge répartie sur quelques supports autour du support
endommagé.

La figure 4.6 donne les déplacements du rail au droit de différents supports – le support
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4. Modèle Euroanalyse : modèle analytique de la voie non-homogène

Figure 4.5. – Déplacement du rail en fonction de l’espace et du temps pour une voie
contenant un support endommagé.
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Figure 4.6. – Déplacement du rail au droit des supports (gauche) et force appliquée à
ces supports (droite) en fonction du temps pour une voie possédant un
support endommagé. Modèle de Timoshenko : courbes sans marqueur.
Modèle d’Euler-Bernoulli : courbes à marqueurs en étoile. Résultats pour
le support endommagé ainsi que les deux supports adjacents x = −0,6 m
et x = +0,6 m.

endommagé et les supports à ±1,2 m – ainsi que les forces appliquées à ces supports
en fonction du temps. Les deux modèles de poutre donnent des résultats très proches.
La différence entre les deux modèles de poutre est maximale lorsque le chargement est
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Figure 4.7. – Déplacement maximum du rail au droit des supports (gauche) et forces
maximales appliquées à ces supports (droite) pour une voie possédant
un support endommagé.

au droit du support. Pour les forces maximales cette différence atteint 4,9% pour les
supports les plus proches du support dégradé. En ce qui concerne les déplacements, la
différence entre les modèles est maximale au droit du support endommagé, elle y atteint
6,0%.

Dans le but de dimensionner le système de renfort, il est intéressant de connaître les
forces et déplacements maximaux perçus par les différents supports. Dans la figure 4.7, la
sous-figure de gauche donne la flèche maximale au droit de chaque support, la sous-figure
de droite, la force maximale perçue par chacun des supports. Cette représentation permet
d’identifier rapidement le chargement subi par chacun des supports. L’endommagement
du support central entraîne une surcharge d’environ 25% sur les supports les plus proches
(x = ±0,6 m) et d’environ 3 % sur les supports suivants (x = ±1,2 m).

4.4. Conclusions

Du fait de leurs dimensions, les voies ferrées sont couramment modélisées comme des
structures infinies périodiques. La détérioration de certains supports, comme l’ajout d’un
renfort, rompt la périodicité de la structure et nécessite donc le développement d’outils
spécifiques. Dans ce chapitre, en suivant la méthode proposée par Hoang et al [124] et
reprise dans les articles [7, 166], nous avons développé un outil, baptisé Euroanalyse,
qui permet de simuler la réponse de voies possédant une rupture de périodicité. L’outil
développé repose sur un calcul analytique pour une poutre de Timoshenko appuyée sur
un ensemble de supports disposés de façon périodique. Dans les calculs effectués, la voie
ferrée ainsi représentée est soumise à un chargement statique, c’est à dire un ensemble
de forces mobiles constantes.
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Deux exemples d’application ont été présentés dans ce chapitre : la simulation d’une
voie saine – infinie périodique – et celle d’une voie possédant un support défectueux.
Dans ces calculs, l’écart entre les modèles de poutre d’Euler Bernoulli et de Timoshenko
est de l’ordre de 5% en ce qui concerne l’effort maximal perçu par les supports.

Ces deux exemples ont démontré la capacité de l’outil Euroanalyse à calculer effi-
cacement des grandeurs d’intérêt pour différentes configurations de voies : des voies
saines, détériorées. Il est aussi applicable au calcul du comportement de voies renfor-
cées. Cet outil permet d’identifier les supports surchargés et de calculer le chargement
perçu par chaque support avec un coût numérique très réduit. Il est donc utile pour le
pré-dimensionnement rapide d’un système de renfort.

Cependant, du fait de la simplicité du modèle analytique utilisé pour représenter la
voie, l’outil développé ne donne pas l’accès aux contraintes et déformations à l’échelle
des composants. En outre, il est nécessaire de vérifier la représentativité du modèle
analytique. Ces limitations montrent la nécessité de l’utilisation d’autres méthodes pour
le dimensionnement précis du système de renfort. Dans ce but, une méthode numérique
permettant l’utilisation de géométries complexes sera proposée dans le prochain chapitre.
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5.1. Motivations

Dans le chapitre précédent, nous avons construit un outil, nommé Euroanalyse,
permettant de calculer la réponse d’une voie ferrée comprenant un tronçon dont les
supports ont des caractéristiques différentes du reste de la voie. Cet outil est basé sur
un modèle analytique simplifié de la voie. Le rail y est représenté par une poutre de
Timoshenko. Les supports sont supposés ponctuels et sont modélisés par des systèmes
masse-ressort-amortisseur. L’outil créé permet de calculer de manière très performante
les efforts globaux – ie force appliquée par le rail sur un support, force appliquée par
un support à la dalle. Il permet donc un pré-dimensionnement rapide de la solution
de renfort. En revanche, du fait de la simplicité de la modélisation utilisée, l’outil
Euroanalyse ne permet pas de calculer les contraintes et déformations à l’échelle des
différents composants de la voie et du système de renfort.

Afin de dimensionner de manière fine le système de renfort, un calcul tridimensionnel
sur une géométrie plus réaliste est nécessaire. L’échelle de propagation des ondes dans le
rail est très grande devant l’échelle des composants. Aussi, la simulation par un modèle
éléments finis nécessiterait de représenter un long tronçon de voie à l’aide d’éléments
suffisamment fins pour représenter fidèlement chaque composant. La réalisation de ce
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5. Modélisation des zones de transition par la méthode WFE

calcul impliquerait donc l’utilisation d’un maillage de très grande taille. Le calcul aurait,
par conséquent, un coût prohibitif [126, 131, 162, 168].

Une première solution serait d’utiliser le modèle analytique précédent pour simuler
une voie infinie puis d’en utiliser les résultats comme données d’entrée d’un calcul fin
sur une portion très restreinte de la voie. Cette approche est similaire à l’approche en
deux étapes développée par Kouroussis et al [42, 162, 169]. Dans ces travaux, un modèle
simplifié de la voie est utilisé pour calculer les chargements appliqués au sol. Le sol est
simulé à l’aide d’un modèle éléments finis plus complexe.

Une seconde solution, suivie dans cette thèse, consiste à développer un nouveau
modèle dans lequel la structure est considérée infinie dans une direction. L’objectif de
la méthode est alors de réduire le comportement de la structure infinie à un problème
de plus faible dimension. Plusieurs méthodes numériques existent et ont été appliquées
avec succès au domaine ferroviaire.

Les méthodes Semi Analytical Finite Element (SAFE ou 2.5D) [105, 106, 108-110] se
basent sur une description par éléments finis des modes de déformation d’une section de
la structure et sur l’étude de leur propagation dans des guides d’onde. Ces méthodes sont
limitées à des structures dont la section ne varie pas le long de la direction considérée.
Nous dirons que ces structures sont homogènes dans cette direction.

La méthode Wave Finite Element (WFE) [114, 122, 164, 170-174] a été conçue pour
calculer la réponse et la relation de dispersion de structures spatialement périodiques.
Cette méthode fonctionne dans le domaine fréquentiel et se base sur la transformation
de la relation d’équilibre dynamique d’une période spatiale – que nous appellerons motif
– de la structure en une équation de récurrence liant les forces et degrés de liberté (DDL)
à la frontière gauche de cette période aux forces et DDL à droite de cette période. Le
problème est alors résolu via le calcul des modes propres de l’opérateur de récurrence.
Ces modes correspondent aux ondes pouvant circuler dans la structure. Hoang et al [174]
ont amélioré cette méthode en lui permettant de prendre en compte des chargements
appliqués sur tous les motifs de la structure y compris pour des structures infinies.

Les méthodes citées précédemment utilisent la périodicité spatiale de la géométrie
étudiée. Cette périodicité est rompue lorsque la structure contient une partie différente
du reste de la structure. Par exemple, dans le domaine ferroviaire, une voie ferrée peut
posséder un défaut sur quelques supports ou à l’inverse une zone renforcée. La périodicité
d’une voie ferrée peut aussi être rompue par le changement de type de voie, par exemple
lors du passage d’une voie ballastée à une voie sur dalle [61]. Impliquant une grande
différence entre les échelles longitudinales et transverses, l’étude de ce type de géométrie
nécessite le développement d’outils numériques spécifiques [17, 60, 61, 114, 131, 171].

Dans ce chapitre, une méthode basée sur la méthode WFE est présentée. Après cette
introduction, dans la seconde section, nous reviendrons sur les équations de la méthode
WFE pour des structures infinies périodiques chargées. La troisième section donnera les
développements spécifiques aux géométries présentant une zone centrale quelconque liant
deux zones périodiques et semi-infinies. La quatrième section reviendra sur l’ensemble
de l’algorithme utilisé pour traiter un problème réel. Cette section présentera aussi deux
méthodes qui ont été mises en place pour limiter le coût des calculs.

Dans le prochain chapitre, des exemples d’application seront présentés. Ils permet-
tront de valider la méthode développée et en illustreront l’intérêt pour le calcul du
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comportement mécanique des voies ferrées renforcées.

5.2. Méthode WFE pour des structures infinies
périodiques

Cette section décrit l’application de la méthode WFE à une structure infinie périodique.
La structure considérée est qualifiée de spatialement périodique car elle est constituée
de sous-structures – ou motifs – identiques entre eux. Les chargements extérieurs sont
supposés connus.

Le motif est alors maillé comme dans un calcul éléments finis classique. Pour toute
fréquence ω, la matrice de rigidité dynamique D̂ d’un motif est construite. Elle peut
être calculée via :

D̂ = K + iωC − ω2M (5.1)
Où K, C et M sont respectivement les matrices de raideur, d’amortissement et de masse
du motif. Elles peuvent être calculées à l’aide d’un logiciel éléments finis commercial.

L’équation (5.2) traduit l’équilibre dynamique du motif (n) avec q(n) le vecteur
contenant les degrés de liberté (DDL) du motif (n) et F(n) le vecteur contenant les
efforts extérieurs appliqués au motif (n) :

D̂ q(n) = F(n) (5.2)

Remarque :
Les efforts F(n) appliqués au motif (n) contiennent à la fois les efforts extérieurs à la
structure appliqués sur ce motif et les efforts appliqués sur le motif (n) par les motifs
voisins (motifs (n− 1) et (n+ 1)).

L’équation d’équilibre (5.2) est alors réécrite en séparant les nœuds des frontières
gauche et droite du motif et les nœuds internes respectivement notés par les indices
L,R et I . Il est fait de même avec les efforts extérieurs pour obtenir l’équation (5.3) :


D̂

II
D̂

IL
D̂

IR

D̂
LI

D̂
LL

D̂
LR

D̂
RI

D̂
RL

D̂
RR


 q(n)

I

q(n)
L

q(n)
R

 =


F(n)

I

F(n)
L

F(n)
R

 (5.3)

Les DDL des nœuds internes q
I

sont éliminés de l’équation d’équilibre précédente
pour donner l’équation (5.4). L’équation d’équilibre est alors dite « réduite aux bords ».[

D
LL

D
LR

D
RL

D
RR

] [
q

L

q
R

]
=
[

FL

FR

]
−
[

D
LI

FI

D
RI

FI

]
(5.4)

Avec,
D

LL
= D̂

LL
− D̂

LI
D̂−1

II
D̂

IL
D

LR
= D̂

LR
− D̂

LI
D̂−1

II
D̂

IR

D
RL

= D̂
RL

− D̂
RI

D̂−1
II

D̂
IL

D
RR

= D̂
RR

− D̂
RI

D̂−1
II

D̂
IR

D
LI

= D̂
LI

D̂−1
II

D
RI

= D̂
RI

D̂−1
II
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5. Modélisation des zones de transition par la méthode WFE

La structure complète étant continue, les nœuds de la frontière droite du motif (n)
correspondent aux nœuds de la frontière gauche du motif (n + 1). Les relations de
continuité suivante peuvent être écrites pour les déplacements et les efforts extérieurs :q(n)

R
= q(n+1)

L

F(n)
R + F(n+1)

L = F(n)
∂R

(5.5)

Où, F(n)
∂R désigne la force extérieure à la structure appliquée à la droite du motif (n).

On pose u(n) le vecteur contenant les degrés de liberté et forces appliqués à la frontière
gauche du motif (n). Nous le définissons de la façon suivante :

u(n) =
[

q(n)
L

−F(n)
L

]
(5.6)

La relation de récurrence (5.7) est obtenue à partir de ces équations de continuité
(5.5) :

u(n+1) = S u(n) + b(n) (5.7)
Où,

b(n) =
 D

qI
F(n)

I

D
fI

F(n)
I − F(n)

∂R


Les matrices S,D

qI
et D

fI
sont définies par :

S =
[

−D−1
LR

D
LL

−D−1
LR

D
RL

− D
RR

D−1
LR

D
LL

−D
RR

D−1
LR

]
[

D
qI

D
fI

]
=
[

−D−1
LR

D
LI

D
RI

− D
RR

D−1
LR

D
LI

]

L’équation (5.7) peut être vue comme une relation de récurrence ou, plus concrètement,
comme une relation de propagation. Ainsi, la matrice S correspond à une matrice de
propagation d’une période à la suivante. b(n) donne l’influence du chargement de la
période (n) sur le vecteur u(n+1).

À partir de l’équation (5.7), le système d’équations (5.8) est obtenu. Ce système réduit
le comportement de la structure aux degrés de liberté et efforts de la frontière gauche
du motif (0). 

u(n) = Sn u(0) +
n∑

k=1
Sn−k b(k−1)

u(−n) = S−n u(0) −
n∑

k=1
S−n+k−1 b(−k)

(5.8)

Afin de calculer les puissances de la matrice S, celle-ci est d’abord diagonalisée. Ses
valeurs propres sont alors notées {µj}j et ses vecteurs propres {ϕj}j. Ils suivent :

Sϕ
j

= µjϕj
(5.9)

130



5.2. Méthode WFE pour des structures infinies périodiques

La résolution directe du problème aux valeurs propres (5.9) est sujette à des difficultés
numériques (voir [175]). Afin de contourner ces difficultés, Zhong et Williams [170] ont
proposé une procédure nommée transformation S + S−1. Dans cet article, il est montré
que la relation (5.9) peut être réécrite sous la forme :

[(
N′ J L′T + L′ J N′T

)
− λjL′ J L′T

]
zj = 0 (5.10)

Avec,

L′ =
[

0 I
D

LR
0

]
, N′ =

[
D

RL
0

−
(
D

LL
+ D

RR

)
−I

]
, J =

[
0 I

−I 0

]

Ce nouveau problème aux valeurs propres est lié au problème original (5.9) par :

λj = µj + 1
µj

(5.11)

Les vecteurs propres du problème original (5.9) sont alors donnés par :

ϕ
j

=
[

I 0
D

RR
I

]
J
(
L′ − µ⋆

jN′T
)

zj

ϕ⋆
j

=
[

I 0
D

RR
I

]
J
(
L′ − µjN′T

)
zj

(5.12)

Les valeurs propres obtenues grâce à l’équation (5.11) sont calculées par paires(
µj, µ

⋆
j

)
avec ∥µj∥ ⩽ 1 et µ⋆

j = 1
µj

. Cette propriété des valeurs propres vient de la
nature symplectique de la matrice de transfert S – ie. ST J S = J 1. Les vecteurs propres
correspondant sont alors notés

(
ϕ

j
, ϕ⋆

j

)
. Nous définissons alors la base propre

{
Φ Φ⋆

}
comme : Φ = [ϕ1 ... ϕn

] et Φ⋆ = [ϕ⋆

1 ... ϕ
⋆

n
]. Correspondant à des valeurs propres de

module inférieur à 1, Φ correspond aux modes propres se propageant vers la droite. Φ⋆

correspond alors à ceux se propageant vers la gauche. Ces modes sont représentés dans
la figure 5.1.

Les matrices de modes propres Φ et Φ⋆ peuvent être réécrites en séparant les com-
posantes correspondant aux chargements de celles correspondant aux degrés de liberté.
L’équation (5.13) est alors obtenue. Dans celle-ci, l’indice "q" (respectivement "F ") désigne
les composantes correspondant aux DDL (respectivement aux efforts).

Φ =
[

Φ
q

Φ
F

]
Φ⋆ =

[
Φ⋆

q

Φ⋆
F

]
(5.13)

Dans l’équation (5.14), les vecteurs u(n) et b(n) sont écrits dans la base propre{
Φ Φ⋆

}
2 :

u(n) = Φ Q(n) − Φ⋆ Q⋆(n)

b(n) = Φ Q(n)
E − Φ⋆ Q⋆(n)

E

(5.14)

1. De plus amples détails peuvent être trouvés dans les articles [170, 176].
2. La convention de signe adoptée dans l’équation (5.14) permet de simplifier certaines écritures

(voir [122]).
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5. Modélisation des zones de transition par la méthode WFE

Pattern (n)Pattern (n− 1) Pattern (n+ 1)

Q⋆(n+1)
EQ(n)

E

q(n)
Iq(n)

L q(n)
R

F(n)
I

F(n)
∂R

Figure 5.1. – Représentation de la division de la structure périodique en motifs iden-
tiques : numérotation des motifs, chargement externe, degrés de liberté
et ondes incidentes

Q(n),Q⋆(n) (respectivement Q(n)
E
,Q⋆(n)

E
) sont les amplitudes des modes propres ou

amplitudes d’onde u(n) (respectivement b(n)) correspondant aux modes d’ondes se
propageant vers la droite et vers la gauche. Hoang et al. [122] ont prouvé que ces
amplitudes d’onde Q(n)

E
,Q⋆(n)

E
peuvent être calculés avec :

Q(k)
E

=
[(

µ Φ⋆T
q

DLI + Φ⋆T
q

D
RI

)
F(k)

I − Φ⋆T
q

F(k)
∂R

]
Q⋆(k)

E
=
[(

µ⋆ ΦT
q

D
LI

+ ΦT
q

D
RI

)
F(k)

I − ΦT
q

F(k)
∂R

] (5.15)

5.3. Structure contenant une portion non-périodique

Nous considérons maintenant une structure contenant une zone centrale quelconque
entre des zones de droite et de gauche semi-infinies et périodiques (voir figure 5.2). Nous
nommons la zone centrale "zone de transition" car, dans le cas d’une zone de droite
différente de celle de gauche, la zone centrale permet généralement de faire la transition
entre les deux zones semi-infinies. Dans le domaine ferroviaire, ce type de géométrie peut
représenter le passage d’une voie ballastée à une voie sur dalle. La stratégie employée
consiste à utiliser une méthode WFE pour les zones semi-infinies périodiques – zones de
droite et de gauche – et fermer le problème en utilisant la relation d’équilibre dynamique
de la zone de transition.

Les zones de gauche et de droite étant périodiques, elles sont traitées de la même
manière que la structure périodique de la section précédente. Dans un premier temps,
la relation d’équilibre dynamique est réécrite pour un motif de chacune de ces deux
zones. Pour chaque zone, cette équation d’équilibre permet alors d’écrire une relation de
récurrence similaire à l’équation (5.7). Dans le cas général, les motifs de ces deux zones
ont des rigidités différentes. Les matrices de transfert S associées sont donc différentes,
elles sont notées S

L
et S

R
. Finalement, les équations de propagation (5.16) sont obtenues.

Dans celles-ci, le motif (0) correspond à la zone de transition.
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5.3. Structure contenant une portion non-périodique

∀n ⩾ 1,u(n+1) = S
R

u(n) + b(n)

∀n ⩽ 0,u(n−1) = S−1
L

u(n) − S−1
L

b(n−1) (5.16)

La zone de transition étant numérotée (0), la zone de gauche contient les motifs (−n),
la zone de droite les motifs (n) avec n ⩾ 1. Le vecteur u(0) correspond aux DDL et
efforts à la frontière gauche de la zone de transition – frontière droite de la zone de
gauche – et u(1) à ceux à la frontière droite de la zone de transition – frontière gauche
de la zone de droite. La numérotation des motifs est illustrée dans la figure 5.2.

Gauche DroiteTransition

(-1)(-2)(-3) (0) (1) (2) (3)

Figure 5.2. – Zone de transition reliant deux zones infinies périodiques. Numérotation
des différents motifs.

5.3.1. Décomposition dans les zones de gauche et de droite

Dans la zone de droite, l’équation de propagation (5.16) permet d’écrire :

∀n ⩾ 1, u(n) = Sn−1
R

u(1) +
n∑

k=2
Sn−k

R
b(k−1) (5.17)

Notons uR = u(1), le vecteur des degrés de liberté et efforts à la frontière droite de la
zone de transition. La relation (5.17) permet de calculer les efforts et degrés de liberté
aux frontières de tous les motifs de la zone de droite lorsque le vecteur uR est connu.

Comme dans la section précédente, le vecteur uR est réécrit dans la base {ΦR,Φ⋆
R} des

modes propres de S
R

associés aux valeurs propres
{
µ

R
,µ⋆

R

}
où ∥µ

R,j
∥ ⩽ 1 et ∥µ⋆

R,j
∥ ⩾ 1.

Les valeurs propres µ
R

(respectivement µ⋆

R
) correspondent aux ondes dont l’amplitude

décroit en se propageant vers la droite (respectivement gauche), i.e. des ondes droites
(respectivement des ondes gauches). On peut alors écrire la décomposition dans cette
base de uR (équation (5.18)) et de manière plus générale de u(n) et b(n) (équation
(5.19)) :

uR = Φ
R

Q
R

− Φ⋆
R

Q⋆
R

(5.18)

∀n ⩾ 1,
u(n) = Φ

R
Q(n) − Φ⋆

R
Q⋆(n)

b(n) = Φ
R

Q(n)
E

− Φ⋆
R

Q⋆(n)
E

(5.19)

En utilisant l’équation (5.17) avec les décompositions dans la base propre de la matrice
SR (5.18) et (5.19), on obtient :

u(n) = Φ
R

Q(n) − Φ⋆
R

Q⋆(n)

= Φ
R

µn−1
R

(
Q

R
+

n∑
k=2

µ⋆k−1
R

Q(k−1)
E

)
− Φ⋆

R
µ⋆n−1

R

(
Q⋆

R
+

n∑
k=2

µk−1
R

Q⋆(k−1)
E

)
(5.20)
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5. Modélisation des zones de transition par la méthode WFE

Par définition, nous avons ∥µ⋆

R
∥ > 1. En considérant la limite n → +∞ et, par condi-

tion de non divergence des forces et déplacements à l’infini, nous obtenons l’expression
de l’amplitude des modes gauches à la frontière droite de la zone de transition :

Q⋆
R

= −
+∞∑
k=2

µk−1
R

Q⋆(k−1)
E

(5.21)

En réintroduisant cette équation dans l’expression du vecteur u(n) de l’équation (5.20),
l’équation (5.22) est obtenue :

q
R

= Φ
R,q

Q
R

+ Φ⋆
R,q

∞∑
k=1

µk

R
Q⋆(k)

E

FR − F∂R = Φ
R,F

Q
R

+ Φ⋆
R,F

∞∑
k=1

µk

R
Q⋆(k)

E

(5.22)

Par un raisonnement strictement identique pour la zone de gauche, l’expression (5.23)
peut être prouvée. 

q
L

= Φ
L,q

∞∑
k=1

µk−1
L

Q(−k)
E

− Φ⋆
L,q

Q⋆
L

−FL = Φ
L,F

∞∑
k=1

µk−1
L

Q(−k)
E

− Φ⋆
L,F

Q⋆
L

(5.23)

À ce point, résoudre le problème - c’est à dire calculer la réponse de la structure à un
chargement connu - revient à déterminer l’amplitude Q⋆

L
des ondes gauches à la frontière

gauche de la zone de transition et l’amplitude Q
R

des ondes droites à la frontière droite
de la zone de transition. De manière intuitive, la méthode WFE sur les zones de droite
et gauche permet de calculer aux bords de la zone de transition l’amplitude des ondes
se propageant vers la zone de transition i.e. Q

L
et Q⋆

R
. Les inconnues sont alors les

amplitudes des ondes se propageant vers l’infini i.e. Q⋆
L

et Q
R

.

5.3.2. Fermeture du problème

Comme expliqué précédemment, clore le problème revient à calculer les amplitudes
d’onde Q⋆

L
et Q

R
. Relier les amplitudes d’onde aux frontières gauche et droite de la

zone de transition nécessite de prendre en compte le comportement de celle-ci. Ce
comportement est guidé par la relation d’équilibre dynamique :

D̂
H,T

 q
I

q
L

q
R

 =

 FI

FL

FR

 (5.24)

Où D̂
H,T

est la matrice de rigidité dynamique de la zone de transition.
Pour clore le problème, Claudet et al [164] ont directement substitué les expressions

des DDL et efforts aux frontières de la zone de transition – équations (5.22) et (5.23) –
dans l’équation d’équilibre dynamique de la zone de transition (5.24). L’équation (5.25)
est alors obtenue :
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5.3. Structure contenant une portion non-périodique

D̂
H,T


q

I

−Φ⋆
L,q

Q⋆
L

Φ
R,q

Q
R

+ D̂
H,T


0

Φ
L,q

∑∞
k=1 µk−1

L
Q(−k)

E

Φ⋆
R,q

∑∞
k=1 µk

R
Q⋆(k)

E

 =


0

Φ⋆
L,F

Q⋆
L

Φ
R,F

Q
R

+


FI

−Φ
L,F

∑∞
k=1 µk−1

L
Q(−k)

E

F∂R + Φ⋆
R,F

∑∞
k=1 µk

R
Q⋆(k)

E


(5.25)

Ce qui est réécrit de la manière suivante :(
D̂

H,T
C

q
− C

F

)
q̃ = F̃ (5.26)

avec,

q̃ =

 q
I

Q⋆
L

Q
R

 , C
q

=


I 0 0
0 −Φ⋆

L,q
0

0 0 Φ
R,q

 , CF =


0 0 0
0 Φ⋆

L,F
0

0 0 Φ
R,F



F̃ =


FI

−Φ
L,F

∑∞
k=1 µk−1

L
Q(−k)

E

F∂R + Φ⋆
R,F

∑∞
k=1 µk

R
Q⋆(k)

E

− D̂
H,T


0

Φ
L,q

∑∞
k=1 µk−1

L
Q(−k)

E

Φ⋆
R,q

∑∞
k=1 µk

R
Q⋆(k)

E


(5.27)

Le vecteur q̃ est l’inconnue de ce problème. Il contient les DDL internes de la zone de
transition qI et les amplitudes d’onde inconnues Q⋆

L
et Q

R
. C

q
q̃ correspond à la partie

inconnue des DDL de la zone de transition, C
F

q̃ la partie inconnue des efforts appliqués
à la zone de transition. Le vecteur F̃ porte toute l’information du chargement appliqué
à la structure au travers des vecteurs FI ,F∂R,Q⋆(k)

E
et Q(−k)

E
. Le vecteur F̃ est composé

d’une somme de deux termes. Le premier terme contient la partie connue des efforts sur
la zone de transition c’est à dire les efforts extérieurs à la structure appliqués sur la zone
de transition – ie. FI et F∂R – et la partie connue des efforts dus aux zones de droite et
de gauche – ie. Φ

L,F

∑∞
k=1 µk−1

L
Q(−k)

E
et Φ⋆

R,F

∑∞
k=1 µk

R
Q⋆(k)

E
. Son second terme contient

l’effort induit par la partie connue des DDL aux frontières de la zone de transition – ie.
Φ

L,q

∑∞
k=1 µk−1

L
Q(−k)

E
et Φ⋆

R,q

∑∞
k=1 µk

R
Q⋆(k)

E
.

La résolution du système (5.26) permet de calculer le vecteur q̃. Ce vecteur connu,
les DDL et efforts de l’ensemble de la zone de transition sont connus. Les DDL des
motifs des autres zones sont calculés en utilisant la méthode WFE classique c’est-à-dire
en utilisant l’équation (5.17) pour la zone de droite (et une équation similaire pour la
zone de gauche). Pour chaque motif (n), les DDL internes q(n)

I
sont calculés en résolvant

l’équation :
D̂

II
q(n)

I
= F(n)

I − D̂
IL

q(n)
L

− D̂
IR

q(n)
R

(5.28)

5.3.3. Amélioration du conditionnement du problème

L’inconnue q̃ de l’équation (5.26) est composée à la fois de degrés de liberté et
d’amplitudes d’onde. Aussi, la relation (5.26) est souvent mal conditionnée à cause de la

135



5. Modélisation des zones de transition par la méthode WFE

nature intrinsèquement différente des composantes de q̃ et du grand nombre d’inconnues
scalaires lorsque la zone de transition contient beaucoup de DDL internes. Ce mauvais
conditionnement est la source de difficultés et d’erreurs numériques. Dans cette sous-
section, une nouvelle formulation de l’équation (5.26) est dérivée. Le but de cette nouvelle
formulation est d’éliminer le terme q

I
et ainsi d’en améliorer le conditionnement. Pour

ce faire, la relation d’équilibre de la zone de transition (5.24) est tout d’abord réécrite
dans une formulation « réduite aux bords » :

[
D

LL,T
D

LR,T

D
RL,T

D
RR,T

] [
q

L,T

q
R,T

]
=
[

FL,T

FR,T

]
−
[

D
LI,T

FI

D
RI,T

FI

]
(5.29)

Avec,

D
LL,T

= D̂
LL,T

− D̂
LI,T

D̂−1
II,T

D̂
IL,T

D
LR,T

= D̂
LR,T

− D̂
LI,T

D̂−1
II,T

D̂
IR,T

D
RL,T

= D̂
RL,T

− D̂
RI,T

D̂−1
II,T

D̂
IL,T

D
RR,T

= D̂
RR,T

− D̂
RI,T

D̂−1
II,T

D̂
IR,T

D
LI,T

= D̂
LI,T

D̂−1
II,T

D
RI,T

= D̂
RI,T

D̂−1
II,T

Soit, en éliminant les indices ,T pour les variables q et F :

D
[

q
L

q
R

]
=
[

FL

FR

]
−
[

D
LI,T

FI

D
RI,T

FI

]
(5.30)

Où,

D =
[

D
LL,T

D
LR,T

D
RL,T

D
RR,T

]

Les équations (5.22) et (5.23) donnent les efforts FL/R et DDL qL/R aux frontières
de la zone de transition en fonction des amplitudes d’ondes inconnues Q⋆

L et QR. En
utilisant ces équations avec l’équation d’équilibre de la zone de transition (5.29), la
relation (5.31) est obtenue :

(
D Φ̃

q
− Φ̃

F

) [ Q⋆
L

Q
R

]
︸ ︷︷ ︸
Amplitudes
inconnues

=
(
−D Φ̃⋆

q
+ Φ̃⋆

F

) [ Q
L

−Q⋆
R

]
︸ ︷︷ ︸
Amplitudes

connues

−
[

D
LI,T

FI

D
RI,T

FI

]
︸ ︷︷ ︸
Chargement des
noeuds internes

+
[

0
F∂R

]
︸ ︷︷ ︸

Chargement à la
frontière droite

(5.31)

Avec, Q
L
, Q⋆

R
, Φ̃

q
, Φ̃

F
, Φ̃⋆

q
et Φ̃⋆

F
définis par :
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Q
L

= ∑∞
k=1 µk−1

L
Q(−k)

E
(5.32)

Q⋆
R

= −∑∞
k=1 µk

R
Q⋆(k)

E
(5.33)

Φ̃
q

=
[

−Φ⋆
L,q

0
0 Φ

R,q

]
(5.34)

Φ̃
F

=
[

Φ⋆
L,F

0
0 Φ

R,F

]
(5.35)

Φ̃⋆

q
=
[

Φ
L,q

0
0 Φ⋆

R,q

]
(5.36)

Φ̃⋆

F
=
[

−Φ
L,F

0
0 Φ⋆

R,F

]
(5.37)

Posons :

Q̃ =
[

Q⋆
L

Q
R

]
et Q̃⋆ =

[
Q

L

−Q⋆
R

]
(5.38)

Et,

F̃ext = −
[

D
LI,T

FI

D
RI,T

FI

]
+
[

0
F∂R

]
(5.39)

Avec ces notations, l’équation (5.31) devient alors :

(
D Φ̃

q
− Φ̃

F

)
Q̃ =

(
−D Φ̃⋆

q
+ Φ̃⋆

F

)
Q̃⋆ + F̃ext (5.40)

Les termes de l’équation (5.40) peuvent être interprétés de la manière suivante :
— Le vecteur Q̃ contient les amplitudes d’onde inconnues.
— Le terme

(
D Φ̃

q
− Φ̃

F

)
Q̃ représente donc la partie inconnue des efforts aux

frontières ainsi que les efforts induits par la partie inconnue des déplacements aux
frontières.

— Le vecteur Q̃⋆ contient les amplitudes d’onde connues.
— Le terme

(
−D Φ̃⋆

q
+ Φ̃⋆

F

)
Q̃⋆ représente donc la partie connue des efforts aux

frontières ainsi que les efforts induits par la partie connue des déplacements aux
frontières.

— Le terme F̃ext représente l’effet aux frontières des chargement externes appliqués à
la zone de transition.

Dans l’équation (5.31), les seules inconnues sont les amplitudes d’onde Q
R

et Q⋆
L
.

Cette formulation a donc permis d’éliminer le terme q
I

de l’équation (5.26) obtenue
précédemment. Le conditionnement du système à résoudre est alors meilleur car toutes
les inconnues scalaires sont du même type et le nombre d’inconnues est diminué. Cette
diminution du nombre d’inconnues est particulièrement grande lorsque la zone de
transition possède beaucoup de degrés de liberté internes.

137



5. Modélisation des zones de transition par la méthode WFE

5.3.4. Calcul des amplitudes d’onde Q
L

et Q⋆
R

Cette sous-section montre la façon dont les amplitudes d’onde Q
L

et Q⋆
R

peuvent
être calculées analytiquement à partir de chargements connus. Les développements sont
effectués pour deux types de chargements :

— chargements mobiles constants se déplaçant à une vitesse constante ;
— chargements fixes.
Le problème étant linéaire, la réponse à toute combinaison de chargements de ces

types s’obtient par principe de superposition.

5.3.4.1. Charge mobile constante

Dans ce paragraphe, nous considérons un chargement mobile constant se déplaçant à
une vitesse constante v. Notons LR la longueur du motif dans la direction périodique
dans la zone de droite et, LL dans la zone de gauche.

Dans la zone de droite, dans le domaine temporel, tout motif (k) subit le même
chargement externe que le motif (1) avec un retard égal à (k− 1)LR

v
. Ce retard se traduit

dans le domaine fréquentiel par un terme de phase e−i(k−1) ωLR
v . Ce même raisonnement

est appliqué pour la zone de gauche. Les amplitudes d’onde Q⋆(k)
E

et Q(−k)
E

sont alors
données par :

∀k ⩾ 1,


Q(−k)

E
= ei(k−1) ωLL

v Q(−1)
E

Q⋆(k)
E

= e−i(k−1) ωLR
v Q⋆(1)

E

(5.41)

Les équations (5.41) décrivant des suites géométriques, nous pouvons écrire les équa-
tions (5.42) : 

Q
L

=
∞∑

k=1
µk−1

L
Q(−k)

E
= I

I − µ
L
ei

ωLL
v

Q(−1)
E

Q⋆
R

= −
∞∑

k=1
µk

R
Q⋆(k)

E
= −

µ
R

I − µ
R
e−i

ωLR
v

Q⋆(1)
E

(5.42)

5.3.4.2. Charge fixe appliquée à un motif

Dans ce paragraphe, un chargement fixe appliqué à un unique motif (s) est considéré 3.
En utilisant la notation δsk pour le symbole de Kronecker, les amplitudes d’onde Q⋆(k)

E

et Q(−k)
E peuvent s’écrire sous la forme :

∀k ⩾ 1,
Q⋆(k)

E
= δskQ⋆(s)

E

Q(−k)
E

= δs−kQ(−k)
E

(5.43)

La détermination des amplitudes d’onde Q
L

et Q⋆
R

nécessite de différencier trois cas
en fonction de la position du chargement. Celui-ci peut être :

— À droite de la zone de transition si s ⩾ 1 ;
— À gauche de la zone de transition si s ⩽ −1 ;

3. Lorsque plusieurs périodes sont chargées, nous utilisons un théorème de superposition.
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5.4. Algorithme de résolution et optimisation du temps de calcul

— Dans la zone de transition si s = 0.
Les amplitudes d’onde Q

L
et Q⋆

R
suivent alors les expressions suivantes :

Si s ⩾ 1,


Q

L
=

∞∑
k=1

µk−1
L

Q(−k)
E

= 0

Q⋆
R

= −
∞∑

k=1
µk

R
Q⋆(k)

E
= −µs

R
Q⋆(s)

E

(5.44)

Si s ⩽ −1,


Q

L
=

∞∑
k=1

µk−1
L

Q(−k)
E

= µ−s−1
L

Q(s)
E

Q⋆
R

= −
∞∑

k=1
µk

R
Q⋆(k)

E
= 0

(5.45)

Si s = 0,


Q

L
=

∞∑
k=1

µk−1
L

Q(−k)
E

= 0

Q⋆
R

= −
∞∑

k=1
µk

R
Q⋆(k)

E
= 0

(5.46)

Remarque :
Dans le cas où s = 0, seule la zone centrale est chargée. Nous avons alors Q

L
= Q⋆

R
= 0.

Ainsi, dans l’équation (5.31), l’effet de ce chargement n’apparaîtra pas dans le terme
des amplitudes d’onde connues Q̃⋆ mais uniquement dans le terme des forces externes
appliquées à la zone de transition F̃ext.

Pour tout motif (k) chargé, les amplitudes Q⋆(k)
E

et Q(k)
E

sont calculées en utilisant
la formule (5.15) avec, pour k ⩽ −1 la matrice de rigidité dynamique d’un motif de la
zone de gauche et pour k ⩾ 1 la matrice de rigidité dynamique d’un motif de la zone de
droite.

En utilisant les résultats précédents, les amplitudes d’onde Q
L

et Q⋆
R

peuvent être
calculées par principe de superposition pour toute combinaison de chargements statiques
(charges mobiles constantes se déplaçant à une vitesse constantes) et dynamiques (charge
fixe en un point).

Dans cette section, dans le cadre de la méthode WFE, nous avons dérivé les équations
régissant le comportement de structures infinies composées de deux zones semi-infinies
et périodiques liées par une zone de transition quelconque. Dans la prochaine section,
nous détaillerons l’algorithme utilisé pour appliquer ces résultats au calcul de la réponse
dynamique de structures réelles. Cette section présentera aussi des méthodes mises en
place afin de limiter le temps de calcul.

5.4. Algorithme de résolution et optimisation du
temps de calcul

Avant de commencer le calcul, il est nécessaire de choisir les limites des motifs et
celles de la zone de transition. Il est généralement préférable d’utiliser des motifs et
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5. Modélisation des zones de transition par la méthode WFE

une zone de transition d’une taille minimale. Il faut ensuite définir la zone sur laquelle
les degrés de liberté seront calculés. Nous appellerons cette zone la zone d’intérêt. Elle
contiendra généralement quelques motifs de chaque côté de la zone de transition ainsi
que l’ensemble de celle-ci.

Remarque :
Le choix de la zone d’intérêt détermine uniquement la zone dont la réponse sera
connue. La structure modélisée demeure infinie.

Ces choix fixés, la première étape consiste à créer les maillages éléments finis de la
zone de transition et des motifs des zones de gauche et de droite. Pour chacun des
maillages créés, nous calculons la matrice de masse, la matrice de rigidité statique, la
matrice donnant les coordonnées de chacun des nœuds ainsi qu’une matrice donnant les
nœuds appartenant à chaque élément. Pour des structures complexes, le calcul de ces
matrices est effectué à l’aide d’un logiciel de calcul aux éléments finis – dans notre cas,
Abaqus.

Toutes ces matrices sont importées dans le logiciel dans lequel le calcul dynamique
est effectué – dans notre cas, Matlab. Ce logiciel est alors utilisé pour différents pré-
traitements tels que le tri des nœuds selon leur position, la détermination des sous-
matrices et éventuellement l’ajout de conditions aux limites.

Ensuite, pour chaque fréquence, les opérations suivantes sont effectuées :
— Les matrices de rigidité dynamiques réduites des différentes zones sont calculées à

l’aide des formules (5.1) et (5.4).
— Les modes propres – Φ

L
et Φ

R
– et valeurs propres – µ

L
et µ

R
– des matrices de

transfert S
L

et S
R

sont calculés comme expliqué dans la section 5.2.
— Les amplitudes d’ondes "connues", c’est-à-dire les amplitudes des ondes se dirigeant

vers la zone de transition – Q
L

et Q⋆
R

–, sont calculées en fonction du chargement
imposé comme dans la sous-section 5.3.4.

— Les amplitudes d’ondes "inconnues", c’est-à-dire les amplitudes des ondes se diri-
geant vers l’infini – Q⋆

L
et Q

R
–, sont calculées en résolvant le système (5.31).

— Les degrés de liberté de la zone d’intérêt sont calculés en deux temps. Pour chaque
motif, l’équation (5.20) – équation similaire pour la zone de gauche – permet de
calculer les degrés de liberté de la frontière gauche des motifs. Les degrés de liberté
aux frontières des motifs connus, l’équation d’équilibre(5.28) permet de calculer
les degrés de liberté internes des motifs.

La boucle en fréquence précédente permet d’obtenir les composantes fréquentielles de
tous les degrés de liberté de la zone d’intérêt. Une transformée de Fourier inverse rapide
– routine ifft – est utilisée afin d’obtenir les réponses dans le domaine temporel.

Enfin, les post-traitements sont effectués sous Matlab ou Paraview en fonction de leur
complexité et celle de la géométrie utilisée. Pour traiter les résultats à l’aide du logiciel
Paraview, ceux-ci sont exportés sous formes de fichiers au format ".vtk". Un travail
d’optimisation a été effectué afin de limiter le temps nécessaire pour l’écriture de ces
fichiers ainsi que l’espace disque utilisé. Plusieurs macros ont été créées sous Paraview
afin d’automatiser certains post-traitements.

L’ensemble de cet algorithme est représenté dans la figure 5.3. Les différents logiciels
que nous avons utilisés pour chaque étape sont écrits dans la colonne de droite de celle-ci.
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5.4. Algorithme de résolution et optimisation du temps de calcul

Modélisation FEM des motifs de droite
et de gauche et de la zone centrale Abaqus

Import des matrices et pré-traitements

Calcul et réduction aux bords des
matrices de rigidité dynamiques

Résolution du problème aux valeurs
propres pour chaque zone périodique

Boucle en
fréquence

Calcul des amplitudes des ondes allant
vers la zone de transition Q

L
et Q⋆

R

Calcul des amplitudes des ondes allant
vers l’infini Q⋆

L
et Q

R
via l’équation (5.31)

Calcul des degrés de li-
berté des motifs d’intéret

Calcul des solutions temporelles

Export au format VTK dans le cas
de post-traitement sous Paraview

Post-traitement Paraview et/ou
MATLAB

MATLAB

Figure 5.3. – Représentation des différentes étapes du calcul de la réponse d’une
structure par la méthode WFE "zone de transition". À droite, les logiciels
utilisés pour chaque étape.

Les poids relatifs des différentes étapes dépendent des calculs. Néanmoins, dans la
plupart des cas le coût du calcul est essentiellement composé du coût de la boucle en
fréquence. Plus précisément, pour chaque fréquence, quatre étapes concentrent l’essentiel
du temps de calcul. Ces étapes sont :

— Le calcul des matrices réduites aux bords ;
— La résolution des problèmes aux valeurs propres ;
— Le calcul des amplitudes d’onde inconnues via la résolution de l’équation (5.31) ;
— Le calcul de tous les degrés de liberté de la zone d’intérêt ;
Le calcul des matrices réduites au bord est coûteux lorsque les motifs possèdent

de nombreux degrés de liberté internes. En effet, ce calcul nécessite l’inversion de la
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5. Modélisation des zones de transition par la méthode WFE

matrice D̂
II

(voire équation (5.4)). Les résolutions du problème aux valeurs propres
et de l’équation (5.31) sont coûteuses du fait de la taille de ces problèmes et de leur
relativement mauvais conditionnement. Enfin, le calcul des degrés de liberté de la zone
d’intérêt est lui aussi coûteux du fait du nombre de ceux-ci.

La limitation de la finesse du maillage permet de gagner en temps de calcul pour
chacun des points énoncés mais limite aussi la précision des résultats. Afin de limiter le
temps de calcul des degrés de liberté, nous limitons la taille de la zone d’intérêt. Les
sous-sections suivantes explicitent deux méthodes permettant de limiter le temps de
calcul lié au calcul des matrices réduites aux bords, à la résolution de l’équation (5.31).

5.4.1. Réduction du nombre de modes d’ondes utilisés

La méthode WFE se base sur la transformation de l’équation d’équilibre dynamique
d’un motif en l’équation de récurrence (5.7). Cette équation de récurrence est rappelée
ci-dessous :

u(n+1) = S u(n) + b(n) (5.47)

Dans cette équation, comme vu dans la section 5.2, l’opérateur S peut être considéré
comme un opérateur de propagation du motif (n) au motif (n + 1). Ainsi, dans le
couple de vecteur propre et valeur propre (Φi, µi) de l’opérateur S, la valeur propre
µi correspond à l’amplification de l’onde Φi lors de sa propagation dans un motif. En
conséquence, un mode d’onde Φi associé à une valeur propre très faible – ∥µi∥ ≪ 1 –
correspond à un mode évanescent.

Du fait de leur amortissement, les modes évanescents ont une influence négligeable,
excepté sur une zone très proche des chargements. Leur calcul peut-être sujet à d’impor-
tantes erreurs numériques [175, 177]. Afin de limiter ces erreurs et de diminuer le temps
de calcul, de nombreux auteurs ont proposé des méthodes de réduction du nombre de
modes propres de S conservés pour le calcul [112, 115, 117, 119, 173, 175, 177, 178].
Basées sur une sélection des modes, ces méthodes reposent sur l’hypothèse que les modes
non-conservés ont une influence négligeable sur le comportement de la structure. Mencik
a étudié l’erreur induite par la réduction du nombre de modes d’onde utilisés [179].

Notons n le nombre de degrés de liberté à la frontière gauche de chaque motif. S
correspond alors à une matrice 2n× 2n qui possède donc n modes propres dans chacune
des directions. Considérons les m premiers modes propres dans chacune des directions
avec m ≤ n. Les 2m modes propres sélectionnés sont choisis par paires Φ̆i, Φ̆

⋆

i ayant des
valeurs propres associées vérifiant µ̆i = 1/µ̆⋆

i . De la même manière, nous notons ·̆ les
vecteurs et matrices calculés sur un nombre réduit de modes.

Soit L̆ ∈ Mm×n l’opérateur de sélection des modes, c’est à dire l’opérateur permettant
de passer de la base complète à la base réduite. Nous pouvons alors définir :

µ̆ = L̆ µ L̆
T

µ̆⋆ = L̆ µ⋆ L̆
T

Φ̆ = Φ L̆
T

Φ̆
⋆ = Φ⋆ L̆

T

(5.48)
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À partir des bases réduites Φ̆ et Φ̆
⋆ et des valeurs propres associées µ̆ et µ̆⋆, nous

calculons alors les amplitudes d’ondes Q̆
(n) et Q̆

(n)⋆ en suivant les formules développées
dans la section 5.3. Nous calculons alors l’approximation ŭ(n) du vecteur u(n) via
l’équation :

ŭ(n) = Φ̆ Q̆
(n) − Φ̆

⋆
Q̆

(n)⋆ (5.49)

La réduction proposée ici utilise les mêmes équations que le calcul sur l’ensemble des
modes. Réduisant la dimension de l’espace vectoriel des modes propres – et ainsi le
nombre d’amplitudes à calculer–, l’utilisation de cette méthode permet essentiellement
de limiter le temps nécessaire au calcul des amplitudes inconnues Q⋆

L
et Q

R
via la

résolution de l’équation (5.31) 4.
L’utilisation de cette méthode possède plusieurs limites. Tout d’abord, comme men-

tionné précédemment, les modes évanescents ne sont apriori négligeables que loin des
chargements. Ils ne peuvent donc pas être négligés apriori lorsque les frontières des motifs
sont chargées – comme dans le cas d’un chargement statique. Dans ce cas, l’influence de
ces modes sera néanmoins limité à une zone proche de la frontière des motifs. L’erreur
due à la réduction du nombre de modes devra être quantifiée. Elle peut-être définie par
l’équation ∆u(n) = ŭ(n) − u(n). L’erreur commise pour le cas d’une structure périodique
soumise à un chargement statique est étudiée de manière formelle en annexe (voir section
A.4). Dans le cas des zones de transition, nous vérifierons l’effet de cette réduction
aposteriori sur chaque calcul. Lorsque le motif contient beaucoup de DDL internes par
rapport à son nombre de DDL aux frontières, les coûts de résolution des problèmes aux
valeurs propres et de la résolution de l’équation (5.31) sont souvent faibles devant le
coût du calcul des matrices réduites aux bords. Afin d’améliorer ce coût, nous avons
utilisé la méthode de Craig-Bampton. Cette méthode sera présentée dans la sous-section
suivante.

5.4.2. Réduction de Craig-Bampton

La réduction de Craig-Bampton a été proposée par Roy Craig et Mervyn Bampton en
1968 [180]. L’objectif était de réduire le temps de calcul nécessaire pour la simulation de
structures périodiques. Pour ce faire, les auteurs ont proposé une projection des degrés
de liberté internes de chaque motif sur les modes propres à frontière fixe des motifs – ie.
les modes propres d’un motif dont les frontières sont fixées. La réduction est obtenue en
limitant la projection aux premiers modes propres obtenus.

Dans le cadre de motifs possédant plusieurs centaines voire milliers de degrés de
liberté internes, la réduction à quelques dizaines de modes propres permet de limiter très
significativement le calcul des matrices de rigidité réduite. La méthode de Craig-Bampton
a été utilisée par de nombreux auteurs dans le cadre de calculs utilisant la méthode
WFE [114, 134, 177, 178, 181, 182]. Son utilisation dans le cadre du calcul de la réponse
de zone de transition est présentée ci-dessous.

4. En fonction de l’algorithme utilisé pour la résolution des problèmes aux valeurs propres, du temps
peut aussi être économisé sur cette étape.
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La méthode de Craig-Bampton est basée sur le changement de coordonnées suivant :q(n)
L

q(n)
R

q(n)
I

 = B

q(n)
L

q(n)
R

α(n)

 (5.50)

Avec,

B =

 I 0 0
0 I 0

−K
II

−1 K
IL

−K
II

−1 K
IR

X

 (5.51)

Où X est la matrice des vecteurs propres du problème aux valeurs propres généralisées(
K

II
− ω2

i M
II

)
xi = 0. C’est à dire la matrice des modes propres du motif lorsque ses

extrémités sont fixes.
En l’état, le changement de variable ne constitue pas une réduction de modèle car le

nombre de modes propres MI est égal au nombre de nœuds internes. Cette réduction
est effectuée en sélectionnant les NI < MI premiers modes propres. Nous notons alors
X

C
la matrice contenant les NI premiers vecteurs propres, αC le vecteur contenant les

amplitudes associées à chaque mode propre et B
C

le matrice définie par :

B
C

=

 I 0 0
0 I 0

−K
II

−1 K
IL

−K
II

−1 K
IR

X
C

 (5.52)

Remarque :
Dans le but de capter toute la dynamique de la structure, il faut conserver tous
les modes propres correspondant à des fréquences propres inférieures à la fréquence
maximale du calcul effectué. En pratique, nous sélectionnerons le nombre de modes
propres NI de manière à ce que la pulsation du dernier mode propre conservé ωNI

soit supérieure au double de la pulsation maximale utilisée dans le calcul.

Supposons que ces NI premiers modes propres nous donnent une approximation
suffisante des degrés de liberté c’est à dire que :

q = B

q(n)
L

q(n)
R

α(n)

 ≃ q
C

= B
C


q(n)

L

q(n)
R

α
(n)
C

 (5.53)

Nous pouvons alors écrire :

D̂ B
C


q(n)

L

q(n)
R

α
(n)
C

 ≃ F (5.54)

En multipliant les équations précédentes par BT par la gauche, nous obtenons l’équa-
tion suivante :

D̂C


q(n)

L

q(n)
R

α
(n)
C

 ≃ FC (5.55)
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Avec,
D̂C = BT

C
D̂ B

C

=


D̂C

LL
D̂C

LR
D̂C

Lα

D̂C

RL
D̂C

RR
D̂C

Rα

D̂C

αL
D̂C

αR
D̂C

αα

 (5.56)

Et,
FC = BT

C
F

=


F(n)

L − K
LI

K
II

−1 F(n)
I

F(n)
R − K

RI
KII

−1 F(n)
I

XT
C

F(n)
I

 (5.57)

En éliminant les degrés de liberté internes, nous obtenons :

DC

[
q(n)

L

q(n)
R

]
=
[
F(n)

L

F(n)
R

]
−
[
K

LI
K

II
−1 F(n)

I + DC
Lα

XT
C

F(n)
I

K
RI

K
II

−1 F(n)
I + DC

RαXT
CF(n)

I

]
(5.58)

Avec,

DC
LL

= D̂C

LL
− D̂C

Lα
D̂C

αα
−1 D̂C

αL
DC

LR
= D̂C

LR
− D̂C

Lα
D̂C

αα
−1 D̂C

αR

DC
RL

= D̂C

RL
− D̂C

Rα
D̂C

αα
−1 D̂C

αL
DC

RR
= D̂C

RR
− D̂C

Rα
D̂C

αα
−1 D̂C

αR

DC
Lα

= D̂C

Lα
D̂C

αα
−1 DC

Rα
= D̂C

Rα
D̂C

αα
−1

(5.59)

La structure étant périodique, les conditions de continuité suivantes doivent être
respectées : q(n+1)

L = q(n)
R

F(n+1)
L = −F(n)

R + F(n)
∂R

(5.60)

Nous obtenons finalement (détails du calcul en annexe A.5) :

u(n+1) = SC u(n) + b(n)
C (5.61)

Où SC est la matrice de propagation des ondes dans la structure qui s’écrit sous la forme
suivante :

SC =
 −DC

LR

−1 DC
LL

−DC
LR

−1

DC
RL

− DC
RR
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LR

−1 DC
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−DC
RR
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LR

−1

 (5.62)

Les vecteurs b(n)
C et u(n) s’expriment sous la forme :

u(n) =
[

q(n)
L

−F(n)
L

]
, b(n)

C =
 DC

qI
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I

DC
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F(n)
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K
II

−1 + DC
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C

) (5.63)
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5. Modélisation des zones de transition par la méthode WFE

Afin de simplifier l’expression précédente, nous introduisons la notation suivante :

F(n)
ext,C =BT

C


0

F(n)
∂R

F(n)
I



=


−KLIK

II
−1 F(n)

I

F(n)
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K

II
−1 F(n)

I

XT
C

F(n)
I



=


F(n)

L,C

F(n)
R,C

F(n)
I,C



(5.64)

Avec cette notation, nous obtenons :

b(n)
C =

 DC
qα

F(n)
I,C + DC

LR

−1 F(n)
L,C

DC
fα

F(n)
I,C − F(n)

R,C + DC
RR

DC
LR

−1 F(n)
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 (5.65)

Avec, 
DC

qα
= −DC

LR

−1 DC
Lα

DC
fα

= DC
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− DC
RR
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−1 DC
Lα

(5.66)

On a :
b(n) = Φ Q(n)

E
− Φ⋆ Q⋆(n)

E

Q(n)
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) (5.67)

Avec J toujours définie par :

J =
[

0 I
−I 0

]

Il est possible de montrer que – voire [173] :

Φ⋆
F

= DC
RR

Φ⋆
q

+ DC
RL

Φ⋆
q

µ (5.68)

En utilisant cette relation dans l’équation (5.67) – calcul en annexe –, nous obtenons
l’expression de l’amplitude d’onde Q(n)

E
:

Q(n)
E

=
(
µ Φ⋆

q

T DC
Lα

+ Φ⋆
q

T DC
Rα

)
F(n)

I,C + Φ⋆
q

T F(n)
R,C − µ Φ⋆

q

T F(n)
L,C (5.69)

De la même façon, il est possible de calculer l’expression de l’amplitude d’onde Q(n)⋆
E

:

Q⋆(n)
E

=
(
µ⋆ Φ

q
T DC

Lα
+ Φ

q
T DC

Rα

)
F(n)

I,C + Φ
q

T F(n)
R,C − µ⋆Φq

T F(n)
L,C (5.70)
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5.5. Conclusions

L’utilisation de cette méthode impose un calcul des modes propres de chaque motif
préalable à la boucle en fréquence. Ce calcul s’inscrit dans les pré-traitements du schéma
de la figure 5.3. La phase de pré-traitement devient donc plus lourde. Nous montrerons
dans le chapitre 7 que ce temps supplémentaire est rapidement compensé lorsque le
calcul total est effectué à de nombreuses fréquences.

Nous avons présenté ici les deux méthodes d’optimisation du temps de calcul utilisées
pendant cette thèse. Les méthodes d’optimisation présentées sont les plus utilisées dans
le cadre de calcul utilisant la méthode WFE. D’autres méthodes d’optimisation peuvent
être utilisées. Par exemple, Droz et al ont proposé une méthode basée sur la sélection
des modes non-évanescents et le calcul complet sur un petit nombre de fréquences [112].
Le calcul de la réponse sur les fréquences manquantes se fait alors par interpolation
linéaire. Nécessitant des développements importants, cette méthode n’a pas été reprise
dans la thèse.

5.5. Conclusions

L’ajout d’un système de renfort sur une portion réduite de la voie – comme la présence
d’un défaut du rail ou de certains supports – rompt le caractère périodique (ou homogène)
de celle-ci. Afin de simuler le comportement de voies possédant une rupture locale de la
périodicité et, du fait des dimensions de la voie, des outils spécifiques sont nécessaires.
Dans cette partie, nous avons construit deux outils permettant la modélisation de telles
voies : un outil analytique, Euroanalyse, et une méthode numérique de "calcul des zones
de transition".

L’outil Euroanalyse présenté dans le chapitre précédent s’appuie sur une représentation
simplifiée de la voie. De par sa simplicité, cet outil permet d’obtenir des résultats avec
un coût en calcul très faible. Il est en revanche insuffisant pour dimensionner finement
un système de renfort.

Afin de répondre à cette problématique, une méthode numérique a été proposée dans
ce chapitre. Nous nous sommes intéressés à la réponse à un chargement connu d’une
structure possédant deux zones semi-infinies et périodiques – zones de droite et de
gauche – liées entre elles par une zone quelconque que l’on nomme zone de transition.
Le but de la méthode proposée est de permettre le calcul efficace de la réponse de
telles structures lorsque les zones de droite, de gauche et de transition possédent des
géométries complexes ne pouvant être simulées analytiquement.

Dans la méthode proposée, la méthode Wave Finite Element (WFE) est utilisée sur
les zones de droite et de gauche. Elle permet la prise en compte de la périodicité et du
caractère infini de ces zones. Les inconnues du problème sont alors les amplitudes des
ondes sortant de la zone de transition. La zone de transition est décrite via la méthode
éléments finis, l’équation d’équilibre obtenue permet de clore le problème. En somme,
pour un chargement connu, la méthode proposée permet de réduire la réponse de la
structure infinie considérée à un problème de calcul d’un nombre limité d’amplitudes
d’onde aux frontières de sa zone de transition.

Dans ce chapitre, après avoir repris les équations de la méthode WFE pour le cas de
structures infinies périodiques, nous avons démontré les équations permettant de traiter
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5. Modélisation des zones de transition par la méthode WFE

le cas de zones de transition. Dans la dernière section, nous avons présenté la procédure
utilisée pour le traitement d’un problème réel ainsi que deux méthodes permettant de
réduire le temps de calcul nécessaire à la simulation de structures complexes.

La méthode développée sera appliquée sur plusieurs exemples lors du chapitre suivant.
Afin de la valider, les résultats obtenus seront comparés avec des résultats obtenus par
d’autres méthodes. L’intérêt des optimisations présentées sera discuté à travers des
applications ferroviaire développées dans la troisième partie de ce manuscrit. Dans ces
exemples, nous quantifierons aussi l’erreur associée à ces optimisations.
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6.1. Motivations

Le renforcement local d’une voie ferrée – comme sa détérioration locale – crée un
tronçon aux caractéristiques mécaniques différentes du reste de la voie. La modélisation
de telles voies nécessite l’utilisation d’outils spécifiques. Dans cette deuxième partie du
manuscrit, nous avons présenté deux outils permettant de simuler la réponse de telles
voies aux chargements dus au passage des trains.

Dans le premier chapitre de cette partie, nous avons présenté un outil analytique
nommé Euroanalyse. Cet outil permet de calculer de manière très efficace les efforts et
déplacements à l’échelle de chaque support. En revanche, il ne permet pas d’accéder
aux contraintes et déformations à une échelle fine. Aussi, dans le but de dimensionner
finement le système de renfort, nous avons développé une méthode numérique. Cette
méthode permet de calculer la réponse de structures composées de deux zones semi-
infinies périodiques reliées par une zone centrale quelconque – ce qui peut représenter les
zones de transition entre deux types de voies. Le comportement des zones semi-infinies
étant calculé via la méthode WFE, nous parlerons parfois de calcul des zones de transition
via la méthode WFE ou, plus simplement, "méthode WFE zone de transition". Dans le
deuxième chapitre de cette partie, nous avons dérivé la formulation mathématique de
cette méthode numérique avant d’en décrire la procédure d’utilisation.

Avant d’utiliser la méthode numérique proposée, il convient de la valider – c’est à dire
de tester la fidélité et la fiabilité de la méthode. Pour ce faire, dans le présent chapitre,
les résultats obtenus avec la méthode numérique de calcul des zones de transition
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6. Validation de la méthode de calcul des zones de transitions

seront comparés à des résultats obtenus par d’autres méthodes. Dans ce chapitre,
nous présenterons plusieurs exemples de validation en augmentant progressivement la
complexité des modèles simulés. Ainsi, nous présenterons successivement des exemples
de validation uni-dimensionnels, bi-dimensionnels et tri-dimensionnels. Lorsque cela
est possible – ie. pour les calculs uni-dimensionnels –, les résultats des calculs seront
comparés à des résultats analytiques. Pour les calculs plus complexes, la validation
de notre méthode utilisera des résultats obtenus par l’utilisation d’autres méthodes
numériques.

Dans la troisième partie du manuscrit, nous nous concentrerons sur l’application de ces
outils pour le dimensionnement du système de renfort. L’outil analytique Euroanalyse
sera alors utilisé pour des calculs rapides donnant le comportement général de la voie.
La méthode numérique sera quant à elle utilisée pour simuler à une échelle plus fine les
contraintes et déformations au sein des différents composants des voies.

6.2. Exemples de validation uni-dimensionnels

Pour valider une méthode de calcul, il convient d’utiliser dans un premier temps
des modèles les plus simples possibles. Ainsi, dans cette section, nous présenterons
deux exemples de validation portant sur la simulation de la réponse de structures
uni-dimensionnelles dans un espace à deux dimensions. Plus précisément, dans ces
exemples, la structure simulée représentera un rail infini périodiquement appuyé dans
les zones de droite et de gauche. Comme dans la première partie du manuscrit, le
rail y sera représenté par une poutre de Timoshenko et les supports par des systèmes
masse-ressort-amortisseur ponctuels.

L’utilisation de cette modélisation unidimensionnelle permet de valider la méthode
par une comparaison avec des résultats analytiques prenant en compte le caractère infini
de la voie. En particulier, nous utiliserons dans le deuxième exemple l’outil Euroanalyse
introduit dans le premier chapitre de cette partie.

Dans les deux exemples présentés, le maillage de la poutre et les matrices de masse
et de rigidité associées ont été calculées à l’aide du logiciel de calcul par éléments finis
Abaqus. Des éléments de type B21 sont utilisés – i.e. des éléments poutre dans un
espace à deux dimensions possédant deux degrés de liberté de déplacement et un de
rotation par nœud). Ces éléments correspondent à un modèle de poutre de Timoshenko.
Les maillages et matrices de masse et de rigidité obtenus sont importés dans le logiciel
MATLAB. Pour chaque fréquence, les matrices de rigidité dynamique des poutres libres
sont alors calculées. Nous additionnons alors de la rigidité dynamique des supports dans
les composantes correspondant au déplacement vertical des nœuds situés au droit de
ces supports. Cette opération permet d’obtenir les matrices de rigidité dynamique des
poutres supportées.

Remarque :
Pour un modèle de poutre de Timoshenko, les matrices de masse et de rigidité peuvent
aisément être calculées de manière analytique (voir par exemple [183, 184]). Pour
des géométries plus complexes, le calcul des matrices de rigidité dynamique nécessite
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l’utilisation d’un logiciel de calculs par éléments finis (Abaqus dans cette thèse).
Dans le but de tester la fiabilité de la procédure de calcul des matrices de rigidité
dynamique à partir d’un modèle Abaqus, nous adoptons cette procédure dès les
exemples uni-dimensionnels.
Nous avons choisi une zone centrale d’une longueur L = 3 m, les motifs utilisés pour

les zones de droite et de gauche ont une longueur de 60 cm. Afin de simplifier la lecture
des résultats, le chargement est constitué d’une unique force constante de Q = 100 kN se
déplaçant à vitesse constante v = 38 m · s−1. Une nouvelle fois, les supports et la poutre
modélisés reprennent les caractéristiques des éléments présents dans le tunnel sous la
manche. L’ensemble de ces paramètres est résumé dans le tableau 6.1.

Paramètres Notation Valeur Unité
Masse linéique du rail ρS 60 kg · m−1

Vitesse du chargement v 38 m · s−1

Chargement Q 100 kN
Rigidité en flexion du rail EI 6.38 MN · m2

Masse du support m 100 kg
Espacement inter-supports l 0.6 m
Rigidité de la semelle sous-rail k1 192 MN · m−1

Amortissement de la semelle sous-rail η1 1.97 MN · s · m−1

Rigidité de la semelle sous-blochet k2 26.4 MN · m−1

Amortissement de la semelle sous-blochet η2 0.17 MN · s · m−1

Tableau 6.1. – Paramètres du calcul unidimensionnel.

6.2.1. Variation de la distance inter-supports

Ce premier exemple montre l’influence d’une variation de la distance inter-supports
sur le comportement de la voie. Plus précisément, dans la zone de gauche, la distance
inter-supports vaut lG = 0,3 m alors que dans les zones de transition et de droite cette
distance vaut lT = lD = 0,6 m. Cette configuration correspond à la sortie d’une zone
possédant des supports rapprochés ce qui peut correspondre à une zone d’appareil de
voie ou à une zone renforcée. La géométrie simulée est représentée dans la figure 6.1.
Dans cette figure, pour des raisons de lisibilité, nous avons représenté une zone de
transition de 1,2 m ne contenant donc que deux supports.

La figure 6.2 donne les résultats obtenus pour la flèche du rail. Dans la sous-figure
de gauche la flèche est tracée en fonction de l’espace et du temps. Comme attendu, la
zone de gauche possédant deux fois plus de supports que la zone de droite, la flèche y
est environ deux fois inférieure. La flèche du rail en suivant la roue passe en quelques
mètres d’une flèche d’une valeur de 0,7 mm à une valeur de 1,4 mm ce qui donne un
effet de marche (de très faible amplitude). Dans la sous-figure de droite, la norme de
la composante à 5 Hz de flèche est tracée en fonction de la position le long du rail. Les
résultats sont comparés aux formules analytiques obtenues pour des voies homogènes.
Quelques mètres avant ou après le changement de la distance inter-support, la réponse
de la poutre est identique aux résultats analytiques obtenus pour des voies homogènes.
Ce résultat est vérifié à toutes les fréquences simulées dans le calcul effectué.
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Transition DroiteGauche

u(0) u(1)

Figure 6.1. – Calcul 1D : représentation des différentes zones pour la simulation
unidimensionnelle d’une voie ferrée possédant un changement de distance
inter-supports.
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Figure 6.2. – Calcul 1D. Flèche du rail pour une variation de la distance inter-supports
(sortie d’une zone renforcée). À gauche, flèche en fonction du temps et
de la position le long du rail. À droite, norme de la composante à 5 Hz
de la flèche en fonction de la position : comparaison avec des résultats
analytiques pour des voies homogènes.

Les résultats précédents montrent que la méthode développée est en excellent accord
avec les résultats analytiques de poutres infinies périodiquement appuyées loin de la
zone de changement de distance inter-supports. En revanche, ils ne permettent pas
de comparaison à proximité de cette zone. Le deuxième exemple palliera ce défaut en
utilisant une géométrie pouvant être simulée à l’aide de l’outil Euroanalyse.

6.2.2. Voie périodique contenant un support défectueux

Dans ce second exemple, nous considérons une voie contenant un support détérioré.
Les autres supports sont identiques entre eux et identiquement espacés. Comme dans
l’exemple présenté dans le chapitre 4, nous avons considéré que le support endommagé
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n’apporte aucune rigidité à la structure. Les zones de droite et gauche sont identiques, le
support central de la zone de transition est dégradé. La géométrie simulée est représentée
dans la figure 6.3. La distance inter-supports vaut l = 60 cm. Les autres paramètres de
la voie restent identiques à ceux utilisés dans le calcul précédent.

Transition DroiteGauche

u(0) u(1)

Figure 6.3. – Voie périodique contenant un support dégradé. Représentation des diffé-
rente zones de la voie simulée.

Dans le chapitre 4, nous avons proposé l’outil Euroanalyse. Cet outil permet de calculer
analytiquement la réponse de poutre de Timoshenko périodiquement appuyée contenant
des appuis différents sur une portion centrale. Nous avons précédemment présenté les
résultats obtenus à l’aide de l’outil Euroanalyse pour le calcul de la réponse d’une voie
possédant un support dégradé. Dans cette sous-section, nous utilisons ces résultats pour
valider la méthode numérique de calcul des zones de transition. Par rapport à l’exemple
précédent, la méthode Euroanalyse donne accès à des résultats sur l’ensemble de la
géométrie, y compris à proximité du support détérioré. Ce faisant, elle nous permet de
valider la méthode numérique de façon plus complète.

La figure 6.4 donne les résultats obtenus pour le calcul de la flèche. Dans la sous-figure
de gauche, la flèche du rail est tracée en fonction de l’espace et du temps. Du fait de
la simulation de points entre les supports, le résultat est plus détaillé que celui de la
méthode analytique Euroanalyse. Les conclusions restent néanmoins identiques avec une
flèche supérieure à la normale essentiellement pour les quatre supports les plus proches
du support dégradé. La sous-figure de droite permet de comparer les résultats obtenus
par les méthodes numérique et analytique. Pour les deux méthodes, la flèche au droit de
trois supports différents est tracée en fonction du temps. Les flèches obtenues coïncident
de manière presque parfaite.

Dans les deux exemples présentés dans cette section, les résultats de la méthode numé-
rique proposée sont en très bon accord avec les résultats analytiques. Nous considérons
donc la méthode validée pour des calculs uni-dimensionnels.

6.3. Exemple de validation bi-dimensionnel : réponse
d’une voie ferrée renforcée

Les deux exemples de la section précédente permettent de démontrer, la fiabilité de
la méthode WFE zones transition pour la simulation de structures très simples. Le
principal intérêt de cette méthode par rapport à des outils analytiques réside dans la
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Figure 6.4. – Calcul 1D. Flèche du rail pour une voie contenant un support défectueux.
À gauche, flèche en fonction du temps et de la position le long du rail. À
droite, flèche en fonction du temps pour différents supports, comparaison
avec les résultats obtenus via la méthode Euroanalyse.

possibilité de modéliser plus finement des structures plus complexes. Dans cette section,
nous illustrerons cette capacité à travers un exemple bi-dimensionnel. Cet exemple
décrit le comportement d’une voie ferrée renforcée dans sa partie centrale par l’ajout de
supports. Le rail y est modélisé comme une poutre de Timoshenko et est lié à une dalle
en béton de 20 cm de profondeur modélisée en deux dimensions.

Figure 6.5. – En haut, représentation de la géométrie simulée. En bas, image des
maillages utilisés pour une portion de 3 m de rail (rouge) et de dalle
béton (bleu ciel). Les rectangles blancs représentent la positon des
supports.

Nous considérons une voie renforcée sur une longueur de 3 m par l’ajout de supports
identiques entre les supports existants. Ainsi, la distance inter-supports est divisée par un
facteur deux dans la zone renforcée. La zone de transition correspond à la zone renforcée.

154



6.3. Exemple de validation bi-dimensionnel : réponse d’une voie ferrée renforcée

Le chargement appliqué est constitué d’une charge mobile de 100 kN se déplaçant à une
vitesse constante v = 33 m · s−1. La figure 6.5 représente le problème simulé et donne
une image des maillages utilisés.

Une nouvelle fois, les maillages et les matrices de rigidité et de masse de la poutre
et de la dalle béton sont calculés à l’aide du logiciel Abaqus. Ces matrices sont ensuite
importées dans MATLAB et assemblées pour créer les matrices de rigidité dynamiques
de la zone de transition et des motifs des zones de gauche et de droite. Les degrés de
liberté correspondant au bas de la dalle sont alors supprimés des matrices de rigidité
dynamique pour créer les conditions d’encastrement.

À ce stade, le rail et la dalle en béton ne sont pas liés car les supports ne sont pas
représentés. À nouveau, nous modélisons ces derniers par des systèmes masse-ressort-
amortisseur. Pour chaque matrice de rigidité dynamique, les rigidités dynamiques des
supports sont ajoutées aux composantes permettant de lier les déplacements verticaux
du rail à ceux de la dalle pour les noeuds correspondant aux supports. Dans les résultats
présentés dans cette sous-section, les supports sont ponctuels.

Les figures 6.6 et 6.7 donnent la flèche du rail calculée avec ce modèle.

Figure 6.6. – Calcul 2D d’une voie possédant une zone centrale renforcée. À gauche,
spectre de la flèche du rail en fonction de l’espace. À droite, flèche du
rail en fonction de l’espace et du temps.

La flèche est représentée dans la figure 6.6 sous forme de surface tridimensionnelle.
La sous-figure de gauche donne la flèche en fonction de l’espace et de la fréquence et la
sous-figure de droite en fonction de l’espace et du temps. Sur ces deux représentations
l’effet de marche lors du passage d’une zone à l’autre est fortement visible – à l’instar
de ce qui était observé dans le premier exemple uni-dimensionnel.

La figure 6.7 permet de comparer les résultats obtenus avec un modèle uni-dimensionnel
et bidimensionnel. Dans cette figure, la flèche est tracée en fonction de l’espace à un
instant donné dans la sous-figure de gauche et à une fréquence donnée dans la sous-figure
de droite. Les résultats sont en très bon accord sur toute la longueur tracée dans les

155



6. Validation de la méthode de calcul des zones de transitions

domaines temporel et fréquentiel.
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Figure 6.7. – Calcul 2D d’une voie possédant une zone centrale renforcée. À gauche,
flèche du rail en fonction de l’espace et du temps. À droite, composante
à 5 Hz de la flèche du rail tracée en fonction de la position le long du
rail, comparaison des résultats unidimensionnels et bidimensionnels.

La figure 6.8 représente le déplacement calculé à l’intérieur de la dalle en béton à un
instant donné. Les rigidités de la dalle et du rail étant très importantes par rapport
à celles des supports, l’essentiel de la déformation est subie par les supports. Ainsi,
comme attendu, le déplacement observé dans la dalle est très faible. Dans le modèle
uni-dimensionnel, nous avions considéré la dalle rigide. Le bon accord entre les modèles
uni-dimensionnel et bi-dimensionnel est alors cohérent avec la faiblesse de la déformation
de la dalle.

Cet exemple montre l’applicabilité de la méthode WFE zones de transition à un
problème difficilement résoluble analytiquement. Dans les prochains exemples de ce
chapitre, cette méthode sera validée plus en détails par comparaison avec des résultats
de calcul utilisant la méthode des éléments finis.

6.4. Exemples de validation tridimensionnels

Dans l’exemple bi-dimensionnel précédent, nous avons montré que la méthode de
calcul des zones de transition proposée permet de simuler le comportement de géométries
difficilement calculables analytiquement. Pour dimensionner précisément un système
de renfort, il est nécessaire d’utiliser une modélisation tri-dimensionnelle plus fine du
problème. Dans cette section, deux exemples de validation utilisant des géométries
tri-dimensionnelles seront présentés : nous nous intéresserons tout d’abord au calcul du
comportement d’une dalle béton en flexion puis au calcul de la réponse mécanique d’un
tube coudé à une force ponctuelle.
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Figure 6.8. – Calcul bi-dimensionnel d’une voie ferrée possédant une zone centrale
renforcée. Déplacement à l’intérieur la dalle en béton à un instant donné.

Afin de valider la méthode proposée, les résultats obtenus seront comparés à des
résultats obtenus par un calcul utilisant la méthode des éléments finis (calcul FEM).
Pour simuler une géométrie infinie et limiter les effets de bord, les calculs éléments finis
utiliserons une géométrie "suffisamment longue" devant la longueur de la zone d’intérêt.

6.4.1. Flexion d’une dalle composée de deux parties

Dans ce premier exemple tridimensionnel, nous étudions le comportement en flexion
d’une dalle composée de deux parties ayant des propriétés mécaniques différentes.

La dalle étudiée est infinie dans la direction x. Elle a une largeur de 5 m dans la
direction z et une épaisseur de 40 cm dans la direction y. Le matériau de la partie
de gauche (en x) est plus rigide que celui de la partie de droite. Afin d’effectuer une
transition moins abrupte, le matériau de droite recouvre le matériau de gauche sur une
partie centrale de longueur 40 cm. La dalle est simplement appuyée à ses extrémités
dans la direction z (z = ±2,5 m). La structure ainsi constituée est mise est flexion
par l’application d’une pression uniforme et constante sur sa face supérieure. La figure
6.9 représente le maillage d’une portion centrale de la structure de longueur l = 10 m
ainsi que le chargement appliqué. Les caractéristiques géométriques et mécaniques de la
structure simulée sont reprises dans le tableau 6.2.

Une nouvelle fois, les maillages et les matrices de masse et de rigidité des différentes
zones sont calculés en utilisant le logiciel de calcul par éléments finis Abaqus. Afin
d’assurer la bonne correspondance entre les frontières droite et gauche des motifs, nous
utilisons des éléments hexahédriques – plus exactement, des éléments hexahédriques
linéaires à huit degrés de liberté et intégration complète (éléments C3D8 d’Abaqus). Les
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Figure 6.9. – Maillage et chargement d’une portion centrale de la dalle simulée et
chargement appliqué.

Paramètre Valeur Unité
Calcul FEM : longueur de la portion (direction x) 20 m
Longueur de la zone de transition (direction x) 0.4 m
Profondeur de la dalle (direction y) 0.4 m
Largeur de la dalle (direction z) 5 m
Longueur des motifs des zones de droite et gauche (direction x) 0.4 m
Partie de gauche : module de Young 50 GPa
Partie de droite : module de Young 30 GPa
Module de Poisson 0.2
Pression 100 kN · m−2

Calcul WFE : nombre de degrés de liberté de la zone de transition 2520
Calcul WFE : nombre de degrés de liberté de la zone de gauche 2520
Calcul WFE : nombre de degrés de liberté de la zone de droite 2520
Calcul FEM (20 m) : nombre de degrés de liberté 25200

Tableau 6.2. – Caractéristiques mécaniques, géométriques et numériques utilisées pour
le calcul de la flexion de la dalle.

zones de droite et de gauche sont homogènes dans la direction x, elles ne possèdent donc
pas de périodicité apriori. Le choix de la longueur du motif est donc libre. Par simplicité,
dans le calcul présenté, nous avons choisis des motifs de droite et de gauche possédant
la même longueur que la zone centrale. Ainsi, les motifs de droite, de gauche et la zone
de transition ont une longueur égale à 0,4 m. Les matrices et maillages obtenus sont
ensuite importés dans MATLAB.

Un calcul utilisant la méthode des éléments finis (calcul FEM) a été réalisé pour
la méthode développée sous Abaqus. Ce calcul utilise une portion de la dalle d’une
longueur finie de 20 m. Cette portion est similaire à la portion de 10 m représentée dans
la figure 6.9.

La figure 6.10 donne les résultats obtenus pour la flèche de la face supérieure de la
dalle. Ainsi, la sous-figure de gauche représente la flèche obtenue par le calcul WFE
en fonction des coordonnées x et z. Dans la sous-figure de droite, la flèche de la ligne
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médiane de la face supérieure de la dalle est tracée en fonction de l’abscisse x. Sur cette
sous-figure, les résultats obtenus avec la méthode développée sont comparés à ceux issus
du calcul éléments finis. Sur une large partie centrale, les courbes sont en excellent
accord. Contrairement au calcul WFE, le calcul éléments finis simule la réponse d’une
portion de longueur finie. Aussi, la flèche obtenue par le calcul FEM présente des effets
de bords aux extrémités (x = ±10 m).
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Figure 6.10. – Calcul 3D de la dalle en flexion soumise à une pression homogène et
constante sur sa face supérieure. À gauche, flèche de la face supérieure
de la dalle pour le calcul WFE. À droite, comparaison des résultats
WFE et FEM pour la flèche de la ligne médiane de la face supérieure
de la dalle en fonction de l’abscisse x.

À l’exception de ces effets de bords, le très bon accord observé valide la méthode
développée pour ce calcul tridimensionnel. Pour simuler un calcul infini, le calcul éléments
finis nécessite l’utilisation d’une géométrie plus grande que la zone d’intérêt afin de
limiter les effets de bords dans celle-ci. Cet effet est illustré plus en détail dans l’exemple
suivant.

6.4.2. Réponse mécanique d’un tuyau coudé à une force
ponctuelle

Plusieurs auteurs ont utilisé la méthode WFE afin de simuler le comportement
mécanique de tuyaux [117, 118]. Dans l’exemple développé dans cette sous-section, nous
simulons la réponse d’un tuyau coudé à un chargement ponctuel. Dans la modélisation
WFE, le tuyau est supposé infini et périodiquement supporté. La géométrie est donc
composée de deux tuyaux droits semi-infinis – que l’on nommera zones de droite et de
gauche – reliés par un tuyau coudé – la zone de transition.

En zone courante, le tuyau a un diamètre médian de 10 cm et une épaisseur de 2 mm.
Les zones de gauche et de droite sont périodiquement supportées, avec un support tous
les 40 cm. Dans une zone de 5 cm autour de chaque support, le tuyau modélisé a une
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épaisseur de 3 mm. Ces sur-épaisseurs du tuyau permettent de modéliser les bagues
d’attache. On suppose que les supports ont une même rigidité dans les trois directions
de l’espace. Le coude a un angle de 90°. L’axe du tuyau est l’axe y dans la zone de
gauche et l’axe x dans la zone de droite. Une force ponctuelle et constante d’une valeur
de 1 kN est appliquée en x = 1,45 m sur la ligne basse de la partie de droite du tuyau.
La géométrie et le maillage d’une portion centrale du tuyau sont donnés dans la figure
6.11. Sur celle-ci, les zones renforcées sont représentées par une couleur plus claire.

Figure 6.11. – Représentation de la géométrie d’une portion du tuyau modélisé
(gauche) et maillage correspondant (droite).

Paramètre Valeur Unité
Distance inter-supports 0.4 m
Diamètre du tuyau 10 cm
Épaisseur du tuyau (zone courante) 2 mm
Épaisseur du tuyau (zone d’appui) 3 mm
Module de Young 30 GPa
Force appliquée 1 kN
Position de la force (1.45,−0.05, 0) m
FEM : longueur des portions de droite et de gauche 4 or 8 m
Longueur de la zone de transition 0.4 m
Rayon de courbure du coude 0.1 m
WFE : nombre de DDL des zones de droite et de gauche 1224
WFE : nombre de DDL des zones de transition 1296
FEM : nombre de DDL 47376

Tableau 6.3. – Caractéristiques mécaniques, géométriques et numériques utilisées pour
le calcul de la réponse du tuyau coudé.

Le tuyau est modélisé en trois dimensions en utilisant des éléments coque – éléments
S4 d’Abaqus. Comme dans les exemples des sections précédentes, les supports sont
modélisés sous MATLAB en ajoutant leur rigidité dynamique aux degrés de liberté
correspondant dans la matrice de rigidité dynamique du motif. Les motifs utilisés pour
les zones de droite et de gauche dans le calcul WFE ont une longueur de 0,4 m, soit
la distance inter-supports. Deux calculs FEM sont menés afin de valider les résultats
issus de la méthode de calcul proposée. Dans ceux-ci, une portion finie du tuyau coudé
est représentée. Dans les calculs FEM, les zones de droite et gauche ont une longueur
de 4 m dans le premier calcul et de 8 m dans le second. Tous les calculs de la réponse
du tuyau sont effectués sous MATLAB. Les paramètres géométriques, mécaniques et
numériques de ce calcul sont résumés dans le tableau 6.3.
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Figure 6.12. – Réponse d’un tuyau coudé à un chargement ponctuel constant : com-
paraison des résultats obtenus par la méthode de calcul des zones
de transition et par des calculs FEM. À gauche, représentation de la
géométrie déformée (amplification de la déformation d’un facteur 2000).
À droite, flèche de la ligne supérieure de la zone de droite.

La figure 6.12 donne une comparaison entre les résultats obtenus avec notre méthode et
ceux obtenus avec les calculs éléments finis effectués. La sous-figure de gauche représente
la géométrie déformée du tuyau. Afin d’améliorer la lisibilité, la déformation est amplifiée
d’un facteur 2000. Dans cette sous-figure, seul le premier calcul FEM – zones de droite et
de gauche de 4 m – est utilisé. Les géométries déformées obtenues sont similaires excepté
à l’extrémité droite du tuyau. En effet, dans cette petite région, le tuyau modélisé par
la méthode des éléments finis apparaît légèrement plus souple que le tuyau modélisé par
notre méthode. Cette différence diminue fortement avec le deuxième calcul FEM (zones
de droite et de gauche de 8 m). La rigidité manquante dans le premier calcul provient
donc de la partie du tuyau non modélisée. La sous-figure de droite représente la flèche le
long de la ligne inférieure de la partie de droite du tuyau. Cette flèche est tracée pour
le calcul WFE ainsi que pour les deux calculs FEM. Une nouvelle fois, une différence
apparait entre les flèches calculées pour le premier calcul FEM et le calcul WFE. Ces
différences s’estompent lorsque l’on considère les résultats obtenus avec le deuxième
calcul FEM. Nous pouvons aussi remarquer que le chargement induit une flèche non
négligeable en x = 4 m. Nous pouvons donc conclure que, pour ce chargement, le choix
d’une longueur de 4 m pour la zone de droite ne permet pas simuler correctement le
comportement de ce tuyau infini. Le très bon accord entre le calcul WFE et le deuxième
calcul FEM permet quant à lui de valider la méthode développée.

Contrairement à la méthode éléments finis, la méthode WFE permet de prendre en
compte le caractère infini de la géométrie de manière intrinsèque. Ainsi, avec la méthode
développée, seule la région d’intérêt nécessite d’être modélisée.
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6.5. Conclusion

Les voies ferrées localement renforcées ou détériorées peuvent être modélisées comme
des structures infinies composées de deux zones semi-infinies périodiques reliées par une
zone centrale quelconque. Dans le chapitre précédent, nous avons proposé une méthode
numérique – utilisant la méthode WFE – permettant le calcul de la réponse dynamique
de telles structures à des chargements connus. Dans le présent chapitre, nous nous
sommes intéressés à la validation de cette méthode numérique. Différents exemples à une,
deux et trois dimensions ont été présentés. Afin de valider la méthode développée, les
résultats obtenus ont été comparés avec des résultats issus d’autres calculs numériques
(méthode des éléments finis) ou analytiques (Euroanalyse).

Dans les exemples uni-dimensionnels, les résultats obtenus par la méthode numérique
ont été comparés à ceux obtenus à l’aide de l’outil analytique Euroanalyse. Cet outil
prenant en compte le caractère infini de la voie, un excellent accord est observé avec les
résultats de la méthode numérique proposée. Les exemples suivants montrent l’interêt
de la méthode développée pour la modélisation de structures plus complexes. Pour
ces structures, dans le cas général, il n’existe pas de formule analytique permettant de
calculer leur réponse.

Dans le cas de structures complexes, afin de valider la méthode développée, les résultats
obtenus ont été comparés à des résultats obtenus grâce à des calculs utilisant la méthode
des éléments finis. Ces comparaisons montrent un très bon accord sur une large zone
centrale. Les calculs FEM ne pouvant utiliser de géométrie infinie, ceux-ci présentent
des effets de bords expliquant les différences observées aux extrémités de la structure.
L’utilisation de la méthode FEM nécessite donc l’utilisation d’une géométrie plus grande
que la zone d’intérêt et la vérification aposteriori des effets de bord. A contrario, la
méthode numérique proposée permet de prendre en compte intrinsèquement le caractère
infini de la voie.

Dans ces différents exemples, nous avons fait varier simultanément les géométries
des structures modélisées utilisées et le chargement qui leur est imposé. Le très bon
accord obtenu pour chacun des calculs effectués constitue une validation de la méthode
proposée.

L’objectif de ce manuscrit est l’étude d’une solution de renfort de la voie ferrée. Dans
une première partie, nous avons étudié le chargement appliqué par le train sur la voie.
Dans cette deuxième partie, afin de modéliser les voies renforcées ou endommagées, nous
avons détaillé et validé deux outils permettant de calculer la réponse de voies possédant
des tronçons de caractéristiques mécaniques différentes. L’outil analytique Euronalyse
permet d’obtenir des résultats à une échelle globale avec un temps de modélisation et
de calcul très limité. L’outil numérique de calcul des zones de transition permet quant à
lui de calculer la réponse de ces structures à une échelle beaucoup plus fine. Il nécessite
un effort beaucoup plus important.

La prochaine partie se focalisera sur la problématique industrielle du renforcement de
la voie. Les outils analytiques et numériques développés seront utilisés pour dimensionner
un système de renfort. Ainsi, l’outil Euroanalyse sera utilisé pour des calculs rapides,
notamment de pré-dimensionnement. La méthode numérique permettra de simuler, à une
échelle fine, la réponse des voies saines, détériorées et renforcées. Les différents résultats
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obtenus démontrerons l’intérêt de la solution de renforcement pour le traitement des
zones endommagées.
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Applications industrielles
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Dans la première partie de ce manuscrit, nous avons étudié le chargement appliqué
par le train sur le rail. Dans la méthode proposée ce chargement est calculé à partir de
mesures de la déformation longitudinale du rail. Les essais effectués dans le Tunnel ont
permis de mesurer le chargement statique engendré par le passage de plusieurs trains en
trafic réel.

Dans la seconde partie, deux modèles permettant de simuler le comportement de
voies ferrées constituées de tronçons de caractéristiques différentes ont été proposés.
Le premier est un outil analytique baptisé Euroanalyse. À partir d’une représentation
simplifiée de la voie, cet outil permet d’évaluer l’effort perçu par chacun des supports de
la voie. Le second modèle, baptisé méthode WFE zone de transition, est une méthode
numérique permettant de simuler la réponse de structures composées de deux zones
semi-infinies périodiques reliées par une zone centrale quelconque. Cette méthode permet
de représenter la voie de manière beaucoup plus fine et, ainsi, de calculer les efforts et
déformations à l’échelle des composants de la voie.

Dans cette partie, nous nous intéressons à la simulation de la réponse de voies ferrées à
des chargements réalistes. Pour ce faire, nous utiliserons les deux modèles développés dans
la partie précédente. Les chargements mesurés dans le premier chapitre constitueront
alors une donnée d’entrée de nos simulations. Nous nous servirons des mesures de
déformations pour valider les modèles proposés.
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Dans le premier chapitre de cette partie, nous nous intéresserons au comportement de
voies ferrées n’ayant subi ni réparation ou ni renforcement. La première section présentera
des résultats de la simulation de la réponse d’une voie saine. La seconde section donnera
des résultats pour des voies ayant subi un endommagement plus ou moins important.
Dans ces simulations, les différentes voies seront soumises à des chargements statiques.

7.1. Voie saine

Dans cette première section, nous nous intéressons au calcul de la réponse d’une voie
saine. Le calcul de la réponse d’une poutre périodiquement appuyée permet d’estimer
la déformation du rail ainsi que l’effort global subi par chaque support. Ce calcul
possède des solutions analytiques développées dans la première partie du manuscrit.
Pour accéder aux contraintes et déformations à l’échelle des composants, il est nécessaire
d’utiliser une représentation plus fine de la voie. Nous utiliserons pour cela des modèles
tridimensionnels dont nous simulerons la réponse à l’aide de calculs numériques.

Les calculs effectués permettront d’évaluer la représentativité et les performances de
la modélisation utilisée. Les résultats obtenus constitueront alors le cas de référence
pour l’évaluation des sollicitations des différents composants des voies endommagées,
réparées ou renforcées.

7.1.1. Modélisation

Pour calculer la réponse de la voie saine, nous utilisons la méthode WFE zone de
transition développée et validée dans la partie précédente. La voie saine étant périodique,
nous avons utilisé une géométrie identique pour les motifs des zones de droite et de
gauche ainsi que pour la zone centrale.

Remarque :
La voie saine ne possédant pas de rupture de périodicité, il est possible de simuler
sa réponse en utilisant la formulation WFE proposée par Hoang et al [121, 174].
Nous présentons ici les résultats obtenus avec la méthode de calcul des zones de
transition afin de tester les outils utilisés pour les voies non périodiques. Les calculs
de vérification ont montré que les deux méthodes donnent des résultats très proches.

Il est à noter que, contrairement à la convention utilisée dans les premières parties du
rapport, pour les résultats tridimensionnels, l’axe du rail est l’axe z. L’axe vertical est
alors l’axe y.

7.1.1.1. Description numérique du motif

7.1.1.1.1. Géométrie

Afin d’optimiser le temps de calcul, nous avons choisi un motif de taille minimale.
Celui-ci possède donc une longueur dans la direction z égale à la distance inter-supports
soit l = 0,6 m. Nous considérons que les deux rails sont indépendants, nous ne modélisons
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donc qu’une moitié de la voie. Le motif contient alors un morceau de rail, un support
LVT et un morceau de dalle en béton. Ces différents composants sont modélisés en trois
dimensions à l’aide du logiciel FEM Abaqus.

Le blochet représenté est constitué de béton armé. Hoang a montré que les blochets
travaillent principalement en flexion sur leur longueur. Aussi, dans le but de simplifier
la production du maillage, nous ne représentons que les renforts en acier parallèles
à la longueur du blochet. Nous simplifions aussi la géométrie en ne modélisant pas
les systèmes d’attaches. Les semelles sous-rail et sous-blochet sont représentées. La
représentation des parties latérales du chausson entraînerait une complexité du maillage
dûe à la présence des renforts. Ces parties permettent de stabiliser latéralement le
blochet. Nous concentrant sur la réponse à un chargement vertical, ces parties n’ont pas
été modélisées. Pour simplifier, nous utilisons alors un unique matériau pour la semelle
sous-blochet et la partie inférieure du chausson. La géométrie obtenue est illustrée
dans la figure 7.1. Dans cette figure, les différentes couleurs représentent les différents
matériaux.

X

Y

Z

X

Y

Z

Figure 7.1. – Représentation de la géométrie d’un motif : motif complet (gauche) et
vue en coupe (droite).

Nous faisons l’hypothèse d’un contact parfait entre les différents composants – ie.
aucun glissement ni décollement entre les composants. Dans le système réel, les parois
du chausson préviennent en grande partie le glissement du blochet sur la semelle sous-
blochet. Le glissement latéral du rail est limité par le système d’attache. Le poids des
différents éléments limite quant à lui les décollements.

7.1.1.1.2. Maillage

La géométrie obtenue est maillée en utilisant des éléments finis de type C3D8 d’ABA-
QUS, c’est-à-dire des éléments 3D de type brique possédant huit nœuds, soit un nœud
à chaque sommet. Pour éviter des effets d’hourglass, nous n’utilisons pas l’intégration
réduite. Le maillage ainsi créé contient, dans une période, 16075 éléments soit 17798
noeuds non-encastrés et 53394 degrés de liberté. Le maillage obtenu est représenté dans
la figure 7.2. Du fait du faible diamètre des renforts, les éléments situés à proximité
de ceux-ci sont significativement plus petits et moins réguliers que ceux de la dalle en
béton. L’absence de paroi latérale du chausson permet alors de conserver un maillage
beaucoup plus régulier pour la dalle en béton.
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Figure 7.2. – Maillage obtenu.

7.1.1.1.3. Caractéristiques mécaniques des matériaux

Nous considérons que tous les matériaux possèdent un comportement élastique. Nous
reprenons les valeurs des modules de Young et coefficients de Poisson mesurés par Hoang
lors de sa thèse [3]. Nous utilisons par ailleurs des masses volumiques standards pour
chacun des matériaux. Les paramètres élastiques des différents matériaux utilisés sont
indiqués dans le tableau 7.1.

Matériau Densité Module de Young Coefficient de Poisson
Acier 7800 kg · m−3 210 GPa 0,3
Béton 2400 kg · m−3 50,9 GPa 0,2
Semelle sous-rail 1000 kg · m−3 20,5 MPa 0
Semelle sous-blochet 1000 kg · m−3 2,07 MPa 0

Tableau 7.1. – Paramètres élastiques des matériaux utilisés dans les simulations nu-
mériques.

La résistance du béton hautes performances utilisé dans le Tunnel vaut 56,1 MPa en
compression et 4,7 MPa en traction – voir [3]. Pour l’acier, nous utilisons en compression
comme en traction une résistance égale à 500 MPa, ce qui correspond à la limite élastique
d’un acier de construction standard.
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Remarque :
Afin de résister aux fortes contraintes qui leur sont appliquées, les rails sont constitués
d’acier de nuance R260. L’acier des rails doit donc avoir une résistance supérieure à
880 MPa. Dans notre étude, nous nous focalisons sur l’endommagement des supports.
Par simplicité, nous conservons la valeur de 500 MPa pour l’ensemble des aciers de la
géométrie.

Enfin, nous utilisons pour les deux types de semelles des résistances en compression
et en traction de 30 MPa. L’ensemble de ces valeurs sont reprises dans le tableau 7.2.

Matériau Résistance en traction Résistance en compression
Acier 500 MPa 500 MPa
Béton 4,7 MPa 67,5 MPa
Semelle sous-blochet 30 MPa 30 MPa
Semelle sous-rail 30 MPa 30 MPa

Tableau 7.2. – Paramètres élastiques des matériaux utilisés dans les simulations nu-
mériques.

Dans ces calculs tridimensionnels, pour des raisons de stabilité, nous utilisons un
amortissement visqueux calculé à partir de la matrice de rigidité statique K. Plus
exactement, on pose C la matrice d’amortissement telle que C = ξK, avec C où ξ est
une constante du calcul.

Remarque :
Pour rappel, à chaque pulsation les degrés de liberté q sont liés aux efforts nodaux F
par la formule : (

K + iωC − ω2M
)

q = F

Avec K, C et M respectivement les matrices de rigidité statique, d’amortissement
et de masse. La matrice D =

(
K + iωC − ω2M

)
est appelée matrice de rigidité

dynamique.

La surface inférieure de la dalle est supposée encastrée. Cette condition d’encastrement
est fixée sur Matlab par élimination des degrés de liberté correspondant au mouvement
des nœuds de cette surface.

7.1.1.2. Retour sur la procédure de traitement sous Paraview

Comme expliqué dans la section 5.4, les maillages et matrices de masse et de rigidité
calculés sous Abaqus sont exportés vers Matlab. Le calcul de la réponse de la structure
est alors effectué sous Matlab. Matlab étant peu adapté au post-traitement de calculs
tri-dimensionnels complexes, les résultats sont ensuite exportés au format libre VTK
pour être traités par Paraview. Nous détaillons dans ce paragraphe les principales étapes
du traitement sous Paraview.
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La méthode WFE zone de transition permet de calculer les déplacements de tous
les nœuds de la structure. Après import de ces résultats, sur chaque élément, le ten-
seur des déformations est calculé sous Paraview par dérivation spatiale – fonction
ComputeDerivatives.

Suite au calcul du tenseur des déformations, un filtre personnalisé est appliqué –
fonction ProgrammableFilter – pour effectuer les opérations suivantes :

— Sur chaque élément, à partir du tenseur des déformations et des paramètres
matériaux, le tenseur des contraintes est calculé en utilisant la loi de Hooke.

— Les contraintes principales et les invariants du tenseur des contraintes sont calculés.
— Les valeurs des différents critères d’endommagement sont calculées.
La dernière partie concerne alors l’obtention des résultats finaux. Ils comprennent en

particulier la définition de coupes, la création de films, la récupération de valeurs en
certains points particuliers.

La majeure partie de ces actions étant à renouveler à chaque calcul, des macros
ont été créées sous Paraview pour automatiser l’ensemble de ce traitement. Fixant les
paramètres du post-traitement, l’utilisation de ces macros facilite la comparaison de
résultats issus de calculs différents.

7.1.2. Résultats

7.1.2.1. Comparaison des méthodes d’optimisation du temps de calcul

Pour simuler par éléments finis la réponse de quelques dizaines de mètres d’une voie
décrite avec cette finesse, à chaque fréquence, il faudrait inverser un système contenant
plusieurs millions d’inconnues scalaires. Les résultats obtenus ne tiendraient pas compte
du caractère infini de la voie. Ce calcul ne serait pas envisageable sur un ordinateur
personnel. Avec la méthode développée, sur une station de calcul mobile, la simulation
de la réponse de cette voie nécessite un temps de calcul de quelques heures à un jour
maximum. Ce temps de calcul dépend quasiment linéairement du nombre de motifs
simulés multiplié par nombre de fréquences calculées 1.

Dans la section 5.4, nous avons proposé deux méthodes permettant de réduire le
temps de calcul. La première méthode consiste à calculer la réponse de la structure à
partir d’un nombre limité de modes d’onde. La seconde méthode repose sur l’utilisation
de l’algorithme de Craig-Bampton pour simplifier le calcul des matrices de rigidité
dynamique réduites aux bords.

Nous nous intéressons aux résultats numériques obtenus en fonction de l’optimisation
utilisée. Nous calculons alors la réponse de la voie ferrée à un chargement constitué
d’une force mobile constante. Les degrés de liberté (DDL) sont évalués sur cinq motifs.
Nous effectuons trois types de calculs : un calcul sans optimisation particulière, des
calculs avec une réduction plus ou moins importante du nombre de modes d’onde et un
calcul avec l’utilisation de la réduction de Craig-Bampton.

Dans un premier temps, nous comparons le temps nécessaire pour le calcul de la
réponse de la structure avec chaque méthode. Le tableau 7.3 donne les temps de calcul
associés aux étapes les plus coûteuses du programme. Dans celui-ci les étapes sont notées

1. Le nombre de fréquences calculées est lié à la durée simulée et à la fréquence maximale simulée

172



7.1. Voie saine

de la façon suivante :
— Préparation : étape de calcul des modes propres statiques. Cette étape n’est

présente que si l’on utilise la méthode de Craig-Bampton. Elle est réalisée en
dehors de la boucle sur les fréquences simulées.

— À chaque pas de fréquence les opérations :
— Mat. Réd. : calcul des matrices de rigidité dynamiques réduites aux bords.
— Pb VP : calcul des modes propres de l’opérateur de propagation S.
— Ampl. Onde : calcul des amplitudes d’onde par résolution du système (5.40).
— DDL int. : calcul des DDL internes de chaque motif.
— Total : total du temps de calcul à chaque fréquence.

Préparation À chaque pas de fréquence
Mat. Réd. Pb VP Ampl. Onde DDL int. Total

Sans optimisation - - 170 s 8 s 6 s 7 s 195 s(645 modes)
300 modes - - 170 s 9 s 4 s 7 s 195 s
20 modes - - 170 s 2 s 1,5 s 7 s 185 s
Craig-Bampton 150 s 0,4 s 8 s 6 s 7 s 23 s

Tableau 7.3. – Temps de calcul nécessaire pour les différentes étapes en fonction des
optimisations utilisées.

Pour le calcul sans optimisation, la majorité du temps de calcul est imputable au calcul
des matrices réduites aux bords. En effet, sur l’ordinateur utilisé 2, à chaque fréquence,
le calcul des matrices réduites aux bords nécessite 170 s sur les 195 s nécessaires à
l’ensemble des opérations effectuées à cette fréquence. Le calcul des modes d’ondes
et le calcul des amplitudes de ces modes nécessitent moins de quinze secondes. La
réduction du nombre de modes d’onde n’ayant un effet que sur ces deux étapes, le gain
en temps de calcul est faible. Par rapport aux autres calculs, l’utilisation de la méthode
de Craig-Bampton nécessite le calcul des modes propres de chaque motif. Ce calcul est
relativement coûteux, mais il n’est effectué qu’une seule fois par calcul. La méthode
de Craig-Bampton réduisant très fortement le coût de calcul des matrices réduites aux
bords, cette méthode est la plus performante dès la deuxième fréquence calculée.

La figure 7.3 représente la flèche du sommet du rail tracée en fonction de la position
selon l’axe du rail. Cette flèche est tracée pour ces trois calculs aux fréquences f = 1 Hz
et f = 100 Hz. Le résultat obtenu à 1 Hz avec 300 modes d’onde étant aberrant, il est
retiré du premier graphe. Les calculs limitant le nombre de modes ne coïncident pas avec
les calculs utilisant tous les modes d’onde. Ils possèdent de plus une légère discontinuité
à la frontière de chacun des motifs. Cette discontinuité est dûe à la suppression des
modes évanescents nécessaires à décrire le comportement des frontières des motifs. En
effet, ces modes sont excités par les chargements existants aux frontières des motifs. À
toutes les fréquences simulées, on observe un très bon accord entre les résultats obtenus
avec la méthode de Craig-Bampton et ceux obtenus sans optimisation.

Au vu de la faible optimisation apportée et de la mauvaise qualité des résultats
numériques, nous n’utiliserons pas dans la suite de réduction du nombre de modes
d’onde. L’utilisation de la méthode de réduction de Craig-Bampton permet un gain

2. PC portable équipé d’un i7 11850H et de 32 Go de RAM.
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Figure 7.3. – Flèche de la ligne supérieure du rail en fonction de la position le long
du rail. Résultats à 1 Hz (gauche) et à 100 Hz (droite). Comparaison des
résultats obtenus avec différents nombres de modes d’ondes et utilisation
ou non de l’optimisation de Craig-Bampton.

de temps de calculs par fréquence de l’ordre d’un facteur 10. Les résultats obtenus
étant extrêmement proches des résultats du calcul complet, nous conserverons cette
optimisation dans la suite.

7.1.2.2. Comparaison calcul-mesures

Dans ce paragraphe, nous souhaitons valider l’ensemble de la modélisation adoptée par
comparaison avec des mesures expérimentales. Pour ce faire, nous calculons la réponse
de la structure au passage de huit essieux – locomotive de six essieux et un bogie de deux
essieux. Les chargements appliqués correspondent aux chargements statiques mesurés
pour un train dans la première partie de cette thèse.

La figure 7.4 représente la flèche et la déformation longitudinale calculées à un instant
donné. La flèche maximale mesurée vaut environ 2 mm pour le rail et 1,5 mm pour le
blochet. Ces valeurs sont en bon accord avec les résultats des essais sur site de 2005 [22] –
voir chapitre 1. La déformation longitudinale simulée est cohérente avec les déformations
mesurées en tunnel.

La figure 7.5 donne la déformation longitudinale en un point du rail en fonction du
temps. Dans cette figure, la déformation obtenue par le calcul tridimensionnel et par
un calcul analytique unidimensionnel sont comparées aux déformations mesurées en
tunnel. On note un très bon accord entre déformations calculées analytiquement et par
le modèle numérique tridimensionnel. Ces déformations montrent aussi un bon accord
avec les mesures expérimentales. Ce constat valide nos modèles à partir de données
réelles.

Le très bon accord obtenu entre les réponses calculées et les données expérimentales
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Figure 7.4. – Vue en coupe de la structure déformée à un instant donné : flèche
(gauche) et déformation longitudinale (droite).

Figure 7.5. – Déformation en un point du rail en fonction du temps. Comparaison des
résultats numériques tridimensionnels, analytiques et expérimentaux.

démontrent la capacité de la modélisation adoptée à simuler le comportement de la
structure réelle.

7.1.2.3. Sollicitation de la voie

Comme expliqué dans le paragraphe 7.1.1.2, grâce au script Paraview créé, nous
calculons le tenseur des contraintes pour chaque élément du maillage de la structure.
Les critères de sollicitations sont alors calculés pour chaque élément à partir de valeurs
du tenseur des contraintes.
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Figure 7.6. – Vue en coupe : contraintes σzz (gauche) et σxx (droite) à un instant
donné.

La figure 7.6 représente la contrainte dans la direction du rail σzz et dans la direction
latérale de la voie σxx. En contact direct avec les roues, le rail est le composant de la
voie subissant les contraintes les plus importantes. La contrainte σzz montre que le rail
se comporte bien comme une poutre en flexion. Cette contrainte est très faible dans tous
les autres composants de la voie. Le rail est aussi le composant subissant la plus forte
contrainte dans la direction latérale σxx. Dans cette direction, le béton du blochet subit
des contraintes non négligeables par rapport à la résistance en traction du béton avec
une traction maximale de l’ordre de 1,5 MPa. Cette valeur est légèrement inférieure aux
valeurs trouvées par Hoang dans sa thèse [3]. Cette différence s’explique par la différence
des modélisations utilisées. Au passage de la roue, la partie inférieure du blochet est
sollicitée en traction et sa partie supérieure en compression. Le blochet travaille donc en
flexion. Notons que la barre en T en acier est peu sollicitée a fortiori en comparaison
avec les résistances de l’acier. L’ensemble de ces constats est en bon accord avec les
résultats obtenus par le calcul statique effectué par Hoang [3].

Dans le chapitre 1, nous avons présenté plusieurs critères permettant d’estimer le
niveau de sollicitation d’un matériau. Dans cette thèse, nous utilisons quatre de ces
critères : les critères de von Mises, de Drucker-Prager, de Bresler-Pister et de Bruzýnski.

Ces critères nécessitent la connaissance de différentes résistances des matériaux utilisés.
Les principaux endommagements des supports LVT venant de l’endommagement des
blochets, nous nous intéressons principalement au béton. Celui-ci possède des résistances
en traction et compression uniaxiales connues. Les critères de Bresler-Pister et de
Burzýnski nécessitent respectivement la connaissance de la résistance en compression
biaxiale et en cisaillement. La résistance en compression biaxiale σb du béton peut être
estimée en fonction de sa résistance en compression uniaxiale σc par : σb ∈ [1,1; 1,16]σc

[76, 79, 185-187]. Nous utiliserons σb = 1,16σc. La résistance en torsion du béton est
moins bien connue. Certaines études mentionnent les formules suivantes : τY ≃ 0,05σc

pour le béton et τY ≃ 0,6σc pour l’acier [75]. Nous utiliserons ces approximations dans
la suite.

La figure 7.7 donne une vue en coupe des différents critères d’endommagement calculés.
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Figure 7.7. – Vue en coupe : critères d’endommagement à un instant donné. De haut
en bas, critère de von Mises, critère de Drucker-Prager, critère de Bresler-
Pister, critère de Burzýnski.

Pour éviter les problèmes de racine de valeurs négatives, le critère de Burzýnski tracé
dans cette figure est : 2(1+χ)J2 + (1−2χ)

3 I2
1 +(σc −σt)I1/σcσt. Pour des raisons logicielles,

nous avons fixé ici τY ≃ 0,05σc, ce qui donne des valeurs incohérentes pour l’acier pour
ce critère.

Comme attendu, le critère de von Mises ne permet pas de distinguer la traction de
la compression. Il est donc insuffisant pour caractériser l’état de sollicitation du béton
au sein des blochets. Les critères de Drucker-Prager et de Bresler semblent donner des
résultats en très bon accord sur l’ensemble de la géométrie. Ces critères semblent en
très bon accord avec le critère de von Mises sur toutes les parties en acier. Avec les
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paramètres utilisés, le critère de Burzýnski ne semble pas pertinent pour caractériser la
sollicitation de l’ensemble du blochet.
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Figure 7.8. – Critères d’endommagement en fonction du temps. Mesurés en un point
au sommet du rail (gauche) et en un point en bas du blochet (droite).

La figure 7.8 donne les valeurs des différents critères en fonction du temps. Ces critères
sont tracés pour un point situé au sommet du rail dans la sous-figure de gauche. À tout
instant, les différents critères donnent des valeurs très proches pour les mesures dans le
rail. La valeur maximale atteinte est d’environ 0,45 – une valeur de 1 correspondant
à un endommagement du béton immédiat. Les critères d’endommagement sont tracés
pour un point au centre de la base du blochet dans la sous-figure de droite. Dans cette
région, le béton étant principalement sollicité en traction, nous utilisons la résistance
en traction pour calculer le critère de von Mises. Les critères de Drucker-Prager et de
Bresler-Pister sont en bon accord. Ils donnent des valeurs légèrement inférieures à celle
des deux autres critères. Les valeurs maximales atteintes par le critère de Drucker-Prager
et le critère de Bresler Pister sont environ 0,17.

Ces résultats illustrent que pour l’acier tous les critères donnent des valeurs très
similaires. Pour le béton, les résultats restent proches particulièrement entre les critères
de Drucker-Prager et de Bresler-Pister. Ces critères permettent d’évaluer la sollicitation
du blochet en différenciant plusieurs types de sollicitations. L’évaluation des différents
critères s’appuie sur la connaissance de différentes résistances des matériaux. Parmi
celles-ci, la valeur de la résistance en cisaillement nous semble la moins fiable. Parmi
les critères sélectionnés, seul celui de Burzýnski utilise la résistance en cisaillement. Ce
critère est aussi celui donnant les résultats les plus éloignés. Aussi, dans la suite, nous
utiliserons préférentiellement les critères de Drucker-Prager et de Bresler-Pister.

Nos calculs montrent que le rail est le composant le plus sollicité pour une voie saine
soumise à un chargement statique. Ce composant étant visible et remplacé périodique-
ment, sa forte sollicitation est moins préjudiciable. Notons que la forte valeur observée
est en partie liée à l’hypothèse de chargement ponctuel.
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7.2. Voie endommagée

Dans cette section, nous nous intéressons au comportement dynamique de voies ferrées
endommagées. Plus exactement, nous simulons la réponse de voies contenant un ou
plusieurs supports plus ou moins dégradés. Au passage des roues sur ce type de voies, les
supports adjacents au(x) support(s) endommagé(s) sont surchargés. L’objectif principal
des calculs présentés dans cette section est d’évaluer la sollicitation des supports des
voies endommagés en fonction de l’importance de l’endommagement.

Dans la première sous-section, nous reviendrons sur la modélisation de l’endomma-
gement de la voie et plus généralement sur les hypothèses utilisées dans les calculs
présentés. Dans la seconde sous-section, nous simulerons la réponse de voies contenant
un unique support dégradé. Nous étudierons alors l’influence du niveau de dégradation
du support sur la réponse de la voie. Enfin, la troisième sous-section montrera l’effet du
nombre de supports consécutifs endommagés.

7.2.1. Modélisation des voies endommagées

Dans toute cette section, afin de simplifier l’interprétation et de limiter le temps
de calcul, nous simulerons la réponse de la voie au passage d’une unique roue. Nous
supposons que cette roue impose un chargement uniquement statique (ie. force mobile
constante). Pour simuler la réponse des voies, nous utiliserons les deux méthodes
présentées dans la partie précédente. L’outil analytique Euroanalyse permettra d’obtenir
des résultats globaux avec un temps de calcul réduit. Par ailleurs, nous effectuerons des
calculs tridimensionnels fins à l’aide la méthode numérique WFE zone de transition. La
zone de transition contiendra tous les supports dégradés.

De part la simplicité de la modélisation adoptée, l’outil analytique Euroanalyse ne
permet pas de représenter finement l’état d’endommagement d’un support. Aussi, afin
de comparer les résultats obtenus avec les deux méthodes utilisées, nous représenterons
l’endommagement d’un support par la dégradation de ses propriétés visco-élastiques. Les
semelles étant les composants du support LVT subissant les plus grandes déformations,
leur rigidité guide la rigidité totale du système de support. Nous dégraderons donc la
rigidité dynamique des semelles sous-rail et sous blochet dans l’outil Euroanalyse et les
modules de Young correspondant pour les calculs tridimensionnels. Plus précisément,
nous multiplierons les rigidités dynamiques des semelles – les modules de Young pour les
calculs numériques – par un coefficient positif inférieur ou égal à un. Nous appellerons
ce coefficient multiplicateur "coefficient d’état des supports".

Remarque :

Ne représentant pas finement l’endommagement, ce choix de modélisation ne permet
pas de conclure quand à la sollicitation d’un support endommagé. En revanche, il
permet de quantifier l’influence de la dégradation des propriétés mécaniques d’un ou
plusieurs supports endommagés sur la sollicitation des supports adjacents.
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7.2.2. Influence du niveau d’endommagement d’un support
partiellement dégradé

Dans cette sous-section, nous considérons une voie possédant un unique support
dégradé. L’objectif est alors de déterminer l’influence du niveau d’endommagement
de ce support sur la sollicitation du reste de la voie. Nous considérons cinq niveaux
d’endommagement dans lesquels les semelles possèdent respectivement 100% (voie saine),
75%, 50%, 25% et 1% (support quasiment totalement dégradé) 3 de la rigidité des semelles
saines.

7.2.2.1. Modèles utilisés

Nous simulons le comportement de cette voie en utilisant d’une part l’outil analytique
Euroanalyse, et, d’autre part, la méthode numérique WFE zone de transition. Pour ces
deux méthodes, nous fixons la fréquence maximale calculée à 300 Hz avec un pas de
fréquence de 1 Hz ce qui correspond à la simulation de la réponse de la voie sur une
durée de 1 s.

Pour le modèle Euroanalyse, nous reprenons les paramètres utilisés dans le chapitre
décrivant l’outil Euroanalyse (ie. le chapitre 4, plus précisément dans la sous-section
4.3.2). Nous calculons donc la réponse d’une poutre de Timoshenko périodiquement
appuyée contenant un support endommagé tous les 41 supports. Le support endommagé
se trouve au centre de la période de la structure. Les paramètres mécaniques de cette
poutre sont donnés dans le tableau 4.1. Comme expliqué dans la sous-section précédente,
l’endommagement du support est modélisé par la multiplication des rigidités dynamiques
des semelles par le coefficient d’état du support.

À l’aide de la méthode WFE zone de transition, nous simulons le comportement
de la voie dégradée modélisée en trois dimensions. La zone de transition contient un
unique support qui est dégradé. Elle est entourée par les zones de gauche et de droite
qui sont des zones saines semi-infinies et périodiques. Le motif de ces zones utilise
donc un maillage et des matrices de masse et de rigidité identiques à ceux de la voie
saine – calcul présenté dans la première section de ce chapitre. Avec la modélisation de
l’endommagement choisie, le maillage et la matrice de masse de la zone de transition
sont identiques à ceux des zones saines. La matrice de rigidité est quant à elle obtenue
en multipliant les modules de Young des semelles par le coefficient d’état du support.
Les caractéristiques mécaniques des matériaux utilisés sont données dans les tableaux
7.1 et 7.2.

7.2.2.2. Résultats

7.2.2.2.1. Euroanalyse

L’outil Euroanalyse ne permet pas de calculer les contraintes à l’intérieur des supports.
Pour quantifier la sollicitation des supports, nous utilisons alors la force maximale subie
par un support au cours du temps. Les figures 7.9 et 7.10 représentent la force maximale

3. Pour des raisons de stabilité numérique dans le cas tridimensionnel, nous évitons d’utiliser des
modules de Young nuls.

180



7.2. Voie endommagée

subie par chacun des supports du système pour les différents niveaux d’endommagement
du support central. Comme attendu, ces figures montrent que plus le support central
est dégradé, plus les supports voisins subissent une surcharge importante. Quel que
soit le niveau d’endommagement du support, la surcharge semble se concentrer très
principalement sur les deux supports les plus proches de chaque côté du support
endommagé (majoritairement sur le support le plus proche de chaque côté).
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Figure 7.9. – Effort maximal perçu par chacun des supports de la période pour un
coefficient d’état du support central de 0,75 (gauche) et 0,5 (droite).
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Figure 7.10. – Effort maximal perçu par chacun des supports de la période pour un
coefficient d’état du support central de 0,25 (gauche) et 0,01 (droite).

Le tableau 7.4 donne la force maximale appliquée au support endommagé, aux quatre
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7. Modélisation de la voie actuelle

plus proches voisins ainsi qu’à un support situé loin de l’endommagement (support 20).
Ces résultats sont donnés pour les différents coefficients d’état du support endommagé.
Nous remarquons sur ces résultats une légère dissymétrie entre les supports situés en
amont et en aval du support endommagé. Cette dissymétrie est liée à l’amortissement
des semelles sous-rail et sous-blochet.

Coefficient d’état du Numéro de support
support endommagé -2 -1 0 1 2 20

1 36,1 36,1 36,1 36,1 36,1 36,1
0,75 36,5 37,6 29,7 37,7 36,3 36,1
0,50 36,9 39,4 21,8 39,7 36,6 36,1
0,25 37,4 41,5 12 42,1 36,9 36,1
0,01 37,9 44,5 0,5 45,3 37,2 36,1

Tableau 7.4. – Force maximale (kN) subie par les différents supports en fonction du
coefficient d’état du support détérioré.

7.2.2.2.2. WFE zone de transition

La méthode WFE zone de transition, permet de calculer la réponse de la voie à une
échelle beaucoup plus fine. Nous pouvons alors calculer la sollicitation des composants
de la voie en utilisant différents critères de sollicitation. Ceux-ci sont basés sur la
comparaison de la contrainte locale perçue par les composants avec différentes résistances
caractéristiques des matériaux constituant ces composants. Dans la première section de
ce chapitre, nous avons vu que parmi les critères sélectionnés, les critères de Drucker-
Prager et Bresler-Pister semblent être les plus adaptés à l’évaluation de la sollicitation
du béton des blochets. Nous utilisons donc ici ces deux critères.

Figure 7.11. – Sollicitation de la voie contenant un support endommagé. Critère de
Drucker-Prager à l’instant t = 0 pour un coefficient d’état du support
de 0,75 (haut) et de 0,5 (bas).
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7.2. Voie endommagée

Les figures 7.11 et 7.12 représentent une vue en coupe du critère de Drucker-Prager
obtenu à t = 0 pour différents coefficients d’état du support endommagé. Comme
attendu, plus les semelles sont endommagées, plus la sollicitation du blochet endommagé
est faible et plus celles des plus proches voisins sont fortes.

Figure 7.12. – Sollicitation de la voie contenant un support endommagé. Critère de
Drucker-Prager à l’instant t = 0 pour un coefficient d’état du support
de 0,25 (haut) et de 0,01 (bas).

Numérotons les supports représentés dans les figures 7.11 et 7.12 de -3 à +3 dans le
sens de passage du train – z croissant. Dans cette numérotation, le numéro 0 correspond
au support endommagé. Nous nous intéressons alors aux valeurs des critères de Drucker-
Prager et de Bresler-Pister mesurés pour un point situé proche du milieu de la face
inférieure des blochets des supports -3 à +3. Les figures 7.13 et 7.14 donnent les valeurs
de ces critères en fonction du temps pour des coefficients d’état du support endommagé
valant 0,75, 0,5, 0,25 et 0,01.

Comme pour le cas de la voie saine, les critères de Drucker-Prager et de Bresler-Pister
sont très proches en tout instant. La détérioration de la rigidité de semelle sous rail
entraine une diminution de la sollicitation du blochet du support endommagé. Le modèle
Euroanalyse a montré que les supports adjacents aux supports endommagés subissent
une charge plus importante que les supports plus éloignés. Cette surcharge est visible
sur les critères considérés, ce qui montre une sollicitation plus importante du béton des
blochets correspondant. Comme attendu, plus le support 0 est endommagé, plus les
blochets adjacents sont sollicités.

Le tableau 7.5 donne les valeurs maximales des critères de Drucker-Prager en fonction
du numéro du support et du coefficient d’état du blochet.

7.2.2.2.3. Comparaisons des résultats des deux méthodes

L’outil Euroanalyse permet une évaluation rapide de la force appliquée à chaque
support. Pour analyser la pertinence des résultats obtenus par l’outil Euroanalyse,
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Figure 7.13. – Critères de Drucker-Prager (traits pleins) et de Bresler-Pister (poin-
tillés) en fonction du temps. Mesurés en un point des blochets pour
un coefficient d’état du support endommagé de 0,75 (gauche) et 0,5
(droite).
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Figure 7.14. – Critères de Drucker-Prager (traits pleins) et de Bresler-Pister (pointillés)
en fonction du temps. Mesurés en un point des blochets pour un
coefficient d’état du support endommagé de 0,25 (gauche) et 0,01
(droite).

nous comparons les forces obtenues aux critères de Drucker-Prager et de Bresler-Pister
mesurés dans le calcul tridimensionnel. La figure 7.15 représente les maximums des
critères d’endommagement de Drucker-Prager (sous-figure de gauche) et de Bresler-
Pister (sous-figure de droite) en un point de chaque support et pour chaque niveau
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7.2. Voie endommagée

Coefficient d’état du Numéro de support
support endommagé -3 -2 -1 0 1 2 3

1 0,173 0,173 0,174 0,173 0,174 0,173 0,173
0,75 0,173 0,175 0,181 0,141 0,182 0,175 0,173
0,5 0,173 0,177 0,191 0,103 0,192 0,177 0,173
0,25 0,173 0,179 0,204 0,057 0,204 0,179 0,174
0,01 0,173 0,182 0,219 0,004 0,221 0,182 0,174

Tableau 7.5. – Valeurs maximales des critères de Drucker-Prager en fonction du
numéro du support et du coefficient d’état du blochet.

d’endommagement en fonction de la force maximale perçue par chacun des supports
(calculée à l’aide de l’outil Euroanalyse). Pour les deux critères, les points semblent se
répartir autour d’une droite passant par l’origine. La régression linéaire effectuée sur ces
données donne un coefficient de corrélation R2 = 0,998 dans les deux cas.
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Figure 7.15. – Maximums temporels du critère de Drucker-Prager (gauche) et du
critère de Bresler-Pister en fonction de la charge maximale par blochet
calculée à l’aide d’Euroanalyse. Résultats et courbe de régression li-
néaire.

Remarque :
Notons que la limitation de la fréquence maximale à 300 Hz limite la précision du
calcul du maximum des critères de sollicitation pour les calculs tridimensionnels. Nous
pouvons donc espérer des corrélations encore meilleures en augmentant cette fréquence
maximale. Cette augmentation impliquerait en revanche un coût plus important en
termes de temps de calcul.

La corrélation linéaire entre les critères d’endommagement obtenus avec le calcul
tridimensionnels et les forces maximales calculées par Euroanalyse montrent que – dans
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le cas d’une voie contenant un unique support endommagé, et soumise à un chargement
statique – le modèle analytique permet une bonne estimation de la sollicitation des
supports et en particulier des blochets. Notons néanmoins que, l’utilisation d’un calcul
tridimensionnel reste nécessaire pour connaître la correspondance entre le chargement
global par support et la sollicitation d’un point particulier de chaque support.

7.2.3. Influence du nombre de supports endommagés

Dans cette sous-section, nous considérons des voies contenant un ou plusieurs supports
complètement dégradés. Nous nous intéressons alors à l’influence du nombre de supports
dégradés sur la sollicitation des supports sains adjacents au(x) support(s) dégradé(s).
Pour modéliser la voie endommagée, nous considérons que tous les supports dégradés
possèdent une rigidité dynamique nulle.

Dans la sous-section précédente, nous avons montré que le modèle Euroanalyse permet
une bonne estimation de la sur-sollicitation des supports dans le cas d’une voie contenant
un unique support dégradé. Nous supposons ici que cette conclusion reste valable lorsque
la voie contient plusieurs supports consécutifs dégradés. Ainsi, les calculs présentés dans
cette sous-section utilisent uniquement l’outil analytique Euroanalyse.
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Figure 7.16. – Chargement maximal perçu par chaque support pour un support en-
dommagé (gauche) et trois supports endommagés (droite).

Nous simulons alors le comportement de voies contenant un à huit supports endom-
magés. La figure 7.16 donne le chargement maximal perçu par chaque support pour un
et trois supports endommagés. Une nouvelle fois, cette figure montre que l’essentiel de
la surcharge est subie par les quatre supports les plus proches de la zone défectueuse –
majoritairement le plus proche de chaque côté. Lorsque le nombre de supports dégradés
augmente, la surcharge supplémentaire est principalement appliquée aux deux supports
les plus proches ce qui entraîne la forte augmentation de la charge maximale. Ce résultat
se confirme lorsque l’on augmente le nombre de supports endommagés.

Le tableau 7.6 donne la charge maximale perçue par un support et la flèche maximale
du rail. Comme attendu, plus le nombre de supports détériorés est important, plus la
surcharge maximale subie par les supports sains sera importante. Lorsqu’un support
est endommagé, ses plus proches voisins sont soumis à une surcharge importante.
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Nb supports endommagés 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Charge maximale (kN) 35,9 45,3 53,1 60,1 67,2 74,3 81,4 88,5 95,9
Flèche maximale (mm) 1,46 2,26 3,31 5,29 7,50 11,12 15,02 20,82 25,05

Tableau 7.6. – Charge perçue par le support le plus chargé et flèche maximale entre
les modèles de poutre pour 0 à 5 supports détériorés.

Ces supports risquent donc de subir une détérioration précoce. L’augmentation de la
surcharge avec le nombre de supports endommagés entraîne alors une accélération de
l’endommagement de la voie avec le temps. En parallèle, la flèche maximale du rail croit,
elle aussi, avec le nombre de supports endommagés ce qui peut causer des problèmes de
stabilité du train.

Cette accélération de l’endommagement dans le temps et l’amplitude de la flèche
associée renforce l’importance de la détection et du traitement rapide des éventuels
défauts. Notons toutefois que le calcul effectué est pénalisant dans la mesure où il est
considéré qu’un support endommagé n’apporte aucune rigidité à la voie.

7.3. Conclusion

Dans la seconde partie de ce manuscrit nous avons présenté deux outils permettant
de simuler le comportement de voies ferrées comportant un tronçon aux caractéristiques
mécaniques différentes du reste de la voie : l’outil analytique Euroanalyse qui donne des
résultats simplifiés dans un temps de calcul réduit et la méthode WFE zone de transition
qui permet de simuler beaucoup plus finement le comportement de la voie au prix d’un
coût numérique plus élevé. Dans ce chapitre, nous avons utilisé ces modèles pour simuler
la réponse de voies ferrées du Tunnel sous la Manche non traitées (ie non-réparées et
non-renforcées) à des chargements statiques.

Plus précisément, dans la première section, nous nous sommes concentrés sur la
simulation de la réponse d’une voie saine. Des calculs analytiques ayant déjà été présentés
plus tôt dans le manuscrit, nous nous sommes focalisés sur des calculs utilisant une
représentation tridimensionnelle fine de la voie. Dans un premier temps, ces calculs
nous ont permis de montrer que, parmi les méthodes d’optimisation du temps de calcul
proposées dans le chapitre 5, la méthode d’optimisation de Craig-Bampton offrait les
meilleurs temps de calcul tout en conservant des résultats extrêmement proches de ceux
des calculs complets. Les calculs du reste du manuscrit utiliseront donc systématiquement
cette optimisation. À l’aide d’une comparaison calcul-mesures, nous avons montré la
capacité de la méthode proposée de calculer des déformations en très bon accord avec
les données expérimentales. Dans la dernière sous-section de cette section, nous avons
conclu que, parmi les critères d’endommagement étudiés, les critères de Drucker-Prager
et Bresler-Pister sont les plus adaptés à l’étude de la sollicitation des supports LVT
dans le Tunnel sous la Manche. Les calculs effectués ont alors montré que la localisation
des maximums des critères d’endommagement permet d’expliquer les défauts observés
dans les blochets du Tunnel.

La deuxième section s’est concentrée sur la simulation de voies contenant un ou
plusieurs supports endommagés. Dans un premier temps, nous avons étudié l’effet du
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niveau d’endommagement d’un unique support dégradé. Pour cela, nous avons simulé le
comportement de voies comportant un support plus ou moins dégradé à l’aide de l’outil
Euroanalyse et de calculs tridimensionnels fins reposant sur l’utilisation de la méthode
WFE zone de transition. Les chargements maximaux calculés par le modèle analytique
Euroanalyse étant proportionnels aux critères d’endommagement calculés via le modèle
numérique WFE zone de transition, nous avons conclu à la bonne représentativité de
l’outil Euroanalyse. Partant de ce résultat, nous avons étudié l’influence du nombre de
supports consécutifs endommagés à l’aide de l’outil Euroanalyse. Nous avons alors mis
en évidence une accélération de la propagation de l’endommagement le long de la voie
au cours du temps.

La cinétique de propagation de l’endommagement mise en évidence à la fin de
ce chapitre montre l’importance de la détection précoce et du traitement des zones
endommagées. L’étude de solutions de traitement des zones endommagées est l’objet du
chapitre suivant.
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Le chapitre précédent portait sur la simulation de la réponse de voies ferrées non-
renforcées – saines ou endommagées – à des chargements statiques. Dans un premier
temps, nous avons étudié la réponse d’une voie ferrée saine à l’aide d’un modèle tridi-
mensionnel utilisant la méthode WFE zone de transition. Grâce à ce premier calcul,
nous avons déterminé les paramètres et optimisations numériques à utiliser pour ce
type de calcul. Les résultats numériques obtenus ont alors été comparés à des mesures
expérimentales afin de valider le modèle numérique utilisé. Finalement, le calcul des
critères de sollicitations des matériaux permet de mieux comprendre les mécanismes
d’endommagement des supports. Nous avons ensuite simulé le comportement de voies
dégradées à l’aide de modèles unidimensionnels et tridimensionnels. Ces calculs montrent
la répartition de la surcharge due à l’endommagement entre les différents supports et
au sein de chaque support. Les derniers développements de ce chapitre expliquent la
cinétique de propagation des endommagements le long de la voie.

Le but du présent chapitre est l’étude de différentes méthodes de traitement des voies
endommagées. Pour traiter de telles voies, la solution actuelle consiste à remplacer tout
ou partie des supports endommagés. La première section de ce chapitre se concentrera
sur le remplacement partiel des supports endommagés. Dans la seconde section, nous
étudierons une solution alternative reposant sur un renforcement local de la voie au
niveau des portions endommagées.
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8.1. Remplacement des supports endommagés

La détérioration d’un support entraine des surcharges se répartissant principalement
sur les deux supports voisins de l’endommagement. Ces supports surchargés risquent
alors de subir un endommagement précoce, engendrant donc une propagation de l’en-
dommagement le long de la voie. Ce mécanisme de propagation de l’endommagement
est en accord avec l’observation en Tunnel de tronçons contenant plusieurs supports
consécutifs dégradés.

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que, lorsque plusieurs supports consé-
cutifs sont endommagés, la majeure partie de la surcharge reste supportée par les deux
supports sains les plus proches. La surcharge supportée par ces supports croit avec
le nombre de supports endommagés. Ainsi, si la voie n’est pas réparée rapidement, la
propagation de l’endommagement aura tendance à accélérer au cours du temps. Cette
cinétique de dégradation montre l’importance de la détection et de la réparation précoce
des zones endommagées.

Dans cette section, nous étudierons différentes stratégies de remplacement des supports
détériorés. Pour cela, nous nous appuierons sur des simulations réalisées à l’aide de
l’outil analytique Euroanalyse. La première sous-section s’intéressera aux effets du
remplacement d’une partie seulement des supports endommagés par des supports. Nous
considérerons que les supports réparés sont identiques aux supports non dégradés.
La seconde sous-section présentera des résultats montrant l’effet du remplacement de
certains supports par des supports possédant des caractéristiques mécaniques différentes
de celles des autres supports de la voie.

8.1.1. Réparation partielle de la zone endommagée

Comme évoqué précédemment, le remplacement d’un blochet est une opération longue
et complexe – détaillée dans le paragraphe 1.1.3.2. Afin de traiter rapidement les tronçons
défectueux, il peut être envisagé de ne réparer qu’une partie des supports endommagés
dans un premier temps. Le choix de la proportion et de la répartition des supports
réparés aura alors une influence sur la répartition des efforts au passage des trains.
Dans cette section, nous simulons la réponse de voies possédant un tronçon endommagé
dont seulement certains des supports endommagés ont été remplacés selon différentes
stratégies de réparation.

Nous considérons que la réparation est effectuée avec des supports identiques aux
supports initiaux. Nous supposons par ailleurs que les supports sains possèdent les mêmes
caractéristiques mécaniques que les supports initiaux 1. À l’instar des calculs présentés
dans la sous-section 4.3.2, nous supposons que les supports endommagés possèdent une
rigidité nulle. Ainsi, chaque support peut avoir soit une rigidité mécanique "normale"
soit une rigidité dynamique nulle.

Dans les paragraphes ci-dessous, nous simulons la réponse de voies contenant entre trois
et dix supports endommagés dont certains ont été réparés. Les sollicitations maximales
des supports calculées dans le chapitre précédent sont quasiment symétriques par rapport

1. Cette hypothèse revient à négliger le vieillissement des deux semelles élastiques des supports
LVT.

190



8.1. Remplacement des supports endommagés

au centre de la zone endommagée. Nous nous limitons donc à l’étude de stratégies de
réparation symétriques par rapport au centre de la zone endommagée. Pour chaque voie
simulée, nous nous intéressons à l’effort maximal perçu par chacun des supports.

Afin de faciliter l’analyse, nous calculons la réponse des voies à un chargement statique
constitué d’une unique force mobile constante de 100 kN. Cette force se déplace sur le
rail à une vitesse constante v = 33,5 m · s−1. Comme dans les chapitres précédents, les
paramètres géométriques et mécaniques de la voie sont identiques à ceux calculés par
Hoang et al [100, 143] et repris dans le tableau 2.1. Dans tous les calculs de cette section,
la fréquence maximale simulée vaut fmax = 300 Hz. La période spatiale de la structure
contient 20 supports sains de chaque côté de la zone endommagée. Pour chacun des
calculs présentés, nous vérifions que le doublement de la taille de la période spatiale ne
modifie pas les résultats obtenus.

8.1.1.1. Voie possédant trois supports endommagés

Lorsque deux supports sont endommagés, de par l’hypothèse faite sur les rigidités des
supports, la configuration dans laquelle un support est réparé correspond exactement à
celle d’une voie contenant un unique support dégradé. Le comportement de ce type de
voie ayant été étudié précédemment dans ce manuscrit, nous considérons directement
une voie possédant trois supports consécutifs dégradés.

Pour une voie contenant trois supports consécutifs dégradés, la seule réparation
symétrique partielle possible consiste à ne réparer que le support central. Les voies
endommagées et réparées obtenues sont représentées dans la figure 8.1.

Figure 8.1. – Voies possédant trois supports endommagés : sans réparation (haut) et
dont un support est réparé (bas).

L’effort maximal perçu par chacun des supports dans les configurations traitée et
non-traitée est tracé dans la figure 8.2. La réparation du support central permet de
baisser significativement la surcharge des supports adjacents à la zone dégradée de 60 kN
à 45 kN. Le support réparé subit pour sa part un chargement maximal supérieur à 56 kN.
Cette valeur est comprise entre les chargements maximaux perçus par les supports
les plus chargés de voies contenant deux et trois supports consécutifs endommagés.
Ainsi, si cette stratégie de réparation permet de décharger significativement les supports
déjà présents sur la voie, elle crée une surcharge importante sur le support réparé.
L’importance de cette surcharge s’explique par le fait que le support réparé est alors
voisin de deux supports dégradés.
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Figure 8.2. – Chargement maximal perçu par chacun des supports pour une voie
possédant trois supports endommagés : sans réparation (gauche) et dont
un support est réparé (droite).

8.1.1.2. Voie possédant quatre supports endommagés

Dans ce paragraphe, nous considérons une voie contenant quatre supports consécutifs
endommagés. La réparation effectuée concerne les deux supports centraux de la zone
endommagée. Les voies endommagées et réparées obtenues sont représentées dans la
figure 8.3.

Figure 8.3. – Voies possédant quatre supports endommagés : sans réparation (haut)
et dont deux supports sont réparés (bas).

Les chargements maximaux calculés pour chaque support pour ces deux configurations
sont tracés dans la figure 8.4. La réparation des supports centraux permet de baisser la
surcharge des supports adjacents à la zone endommagée à un niveau proche de celui
observé pour une voie contenant un unique support endommagé (soit environ 45 kN).
En parallèle, les supports centraux subissent un chargement maximal de 47 kN, ce qui
est beaucoup plus faible que dans les résultats obtenus dans le paragraphe précédent. Ce
constat s’explique par le fait que la surcharge due à la présence d’un support dégradé
est principalement perçue par ses deux plus proches voisins. En effet, ici, contrairement
au paragraphe précédent, chaque support sain ou réparé est au maximum voisin d’un
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8.1. Remplacement des supports endommagés

unique support endommagé.
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Figure 8.4. – Chargement maximal perçu par chacun des supports pour une voie
possédant quatre supports endommagés : sans réparation (gauche) dont
deux supports sont réparés (droite).

8.1.1.3. Voie possédant cinq supports endommagés

Pour une voie contenant cinq supports consécutifs endommagés, il est possible de
tester différentes stratégies de réparation. En effet, il est possible de :

— Ne réparer que le support central.
— Réparer les deuxième et quatrième (alternance de supports endommagés et réparés).
— Réparer les trois supports centraux.

Ces différentes configurations sont représentées dans la figure 8.5.
La figure 8.6 représente les chargements maximaux calculés pour chacun des supports

sans réparation et pour chacune des stratégies de réparation. Lorsque seul le support
central est réparé celui-ci subit un chargement maximal d’environ 75 kN. Ce chargement
est équivalent à ce que subissent les supports sains les plus proches de l’endommagement
dans le cas non réparé – soit environ le double du chargement subi par un support en
zone courante. Ce type de réparation est donc à proscrire. La réparation d’un support
sur deux conduit à des chargements maximaux de 57 kN. Cette valeur est similaire
à ce qui est observé pour la réparation d’un support central lorsque trois supports
sont dégradés. Enfin la réparation des trois supports centraux permet d’obtenir des
chargements maximaux similaires à ceux observés pour une voie contenant un support
unique dégradé.

Ces résultats montrent la forte surcharge d’un support réparé lorsqu’il est entouré
de deux supports endommagés. Ce constat s’explique par le fait que la présence d’une
zone endommagée est toujours principalement compensée par le chargement sur les deux
supports sains les plus proches de celle-ci. Par ailleurs, la présence de deux supports
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8. Modélisation de la voie réparée ou renforcée

Figure 8.5. – Voies possédant cinq supports endommagés (de haut en bas) : sans
réparation dont un, deux ou trois support(s) sont réparé(s).

consécutifs endommagés crée une surcharge importante sur les supports voisins. Cette
surcharge est plus faible que celle appliquée à un support sain entouré de deux supports
dégradés.

8.1.1.4. Voie possédant dix supports endommagés

Afin de confirmer les résultats précédents, nous avons simulé le comportement de voies
contenant dix supports endommagés. Nous simulons alors la réponse de voies auxquelles
ont été appliquées les stratégies de réparation suivantes :

— Stratégie 1 : réparation de la moitié des supports suivant l’alternance un support
endommagé, un support réparé (ici, réparation de cinq supports sur dix).

— Stratégie 2 : réparation des supports suivant l’alternance deux supports endomma-
gés, deux supports réparés (ici, réparation de quatre supports sur dix).

— Stratégie 3 : alternance un support endommagé, deux supports réparés (ici, répa-
ration de six supports sur dix)

Les résultats obtenus sont tracés dans la figure 8.7. La stratégie trois permet d’obtenir
les chargements maximaux par support les moins importants. En effet, avec la stratégie
3 le chargement maximal calculé est de 47 kN, soit une valeur très proche du cas où un
seul support est dégradé. Cette stratégie nécessite néanmoins de réparer les deux tiers
des supports endommagés dans le cas général (ici six sur dix). Le chargement maximal
observé est de 58 kN pour la stratégie 1 et de 55 kN pour la stratégie 2. Notons que bien
que la stratégie 2 implique de réparer moins de supports que la stratégie 1 dans ce cas,
les efforts maximaux obtenus sont légèrement inférieurs car aucun support sain n’est
directement entouré par deux supports endommagés. Globalement, toutes les stratégies
proposées permettent de réduire les chargements maximaux perçu par les supports – de
112 kN pour le cas non-réparé à 47 kN pour la stratégie 3.

Dans cette section, nous souhaitons comparer différentes stratégies de réparation
partielle des zones endommagées. Dans cette première sous-section, nous nous sommes
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Figure 8.6. – Chargement maximal perçu par chacun des supports pour une voie
possédant cinq supports endommagés : sans réparation (haut-gauche),
dont un support réparé (haut-droite), dont deux supports réparés (bas-
gauche) et dont trois supports réparés (bas-droite).

intéressés à la réparation à l’identique de certains des supports endommagés. Cette
première étude confirme que la surcharge due à une zone dégradée est essentiellement
supportée par les deux supports les plus proches. Nous avons alors montré que, dans
le but de limiter la surcharge des supports réparés, il faut éviter qu’un support réparé
soit entouré de deux supports endommagés. Par ailleurs, il est préférable d’éviter
de conserver plusieurs supports consécutifs dégradés. L’existence de trois supports
consécutifs endommagés provoque quasiment un doublement du chargement maximal
perçu par les supports voisins de l’endommagement.

Pour obtenir ces résultats, nous avons utilisé deux hypothèses importantes : les
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Figure 8.7. – Chargement maximal perçu par chacun des supports pour une voie
possédant dix supports endommagés sans réparation (haut-gauche) ayant
été réparé selon la stratégie 1 (haut-droite), selon la stratégie 2 (bas-
gauche) et selon la stratégie 3 (bas-droite).

supports endommagés possèdent une rigidité dynamique nulle et la réparation utilise des
supports qui possèdent la même rigidité dynamique que les supports sains (actuels). Dans
la sous-section suivante nous explorerons l’utilisation de supports de rigidité dynamique
différente.
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8.1. Remplacement des supports endommagés

8.1.2. Utilisation de supports de caractéristiques mécaniques
différentes

Dans sa thèse [3], Hoang a utilisé une méthode similaire pour calculer la réponse
d’une voie dégradée de manière homogène mais dont aucun support n’est complètement
dégradé. Hoang a étudié différentes stratégies de réparation partielle en considérant une
différence de comportement entre les supports réparés et les supports ayant subi un
vieillissement dû au trafic. Il a alors montré que dans le cas d’une rénovation partielle
de la voie, les supports remplacés ayant une rigidité plus importante, ils subissent
un chargement plus important. De fait, ces supports risquent un vieillissement et des
dégradations prématurés.

Dans notre cas, nous avons considéré que les supports "vieillis" ne peuvent être que
sains ou complètement endommagés. En conservant cette hypothèse, il est possible de
remplacer les supports endommagés par des supports possédant des rigidités dynamiques
différentes de celles des supports initiaux. En fonction des rigidités choisies, cette
démarche peut avoir plusieurs objectifs :

— Comme mentionné par Hoang, l’utilisation de semelles ayant des caractéristiques
différentes peut permettre de mieux s’adapter à l’état actuel des semelles de la
voie.

— Le choix de semelles plus rigides a pour effet de reporter plus d’effort sur les
supports rénovés. Cela permet de soulager des supports pas encore détériorés mais
ayant subi des surcharges importantes dues à la présence de la zone détériorée.

— À l’inverse il est possible d’utiliser des semelles plus souples pour moins charger
les supports réparées. Ce cas permet d’éviter une surcharge trop importante des
supports réparés.
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Figure 8.8. – Effort maximal perçu par chacun des supports pour une voie contenant
cinq supports consécutifs endommagés dont trois réparés : avec des
supports identiques aux supports initiaux (gauche) et deux fois plus
rigides (droite).
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8. Modélisation de la voie réparée ou renforcée

Considérons à nouveau une voie contenant cinq supports dégradés dont nous réparons
les trois supports centraux. Afin de limiter la sollicitation des zones adjacentes, il est
possible de choisir des semelles deux fois plus rigides que les semelles initiales. La figure
8.8 donne le chargement maximal perçu par chacun des supports dans les cas où l’on
répare ces supports avec des semelles identiques à celles des supports initiaux et deux fois
plus rigides. Comme attendu l’utilisation de semelles plus rigides augmente le chargement
des supports renouvelés. En parallèle, les supports initiaux sont légèrement moins chargés.
Les supports remplacés étant surchargés, ils risquent de subir une détérioration précoce.
Il convient donc de le prendre en compte dans le dimensionnement de ceux-ci.
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Figure 8.9. – Effort maximal perçu par chacun des supports pour une voie contenant
cinq supports consécutifs endommagés dont deux réparés : avec des
supports identiques aux supports initiaux (gauche) et deux fois moins
rigides (droite).

Considérons maintenant la même voie contenant cinq supports endommagés dont on
ne souhaite remplacer que deux supports. Pour limiter la surcharge des supports réparés,
nous utilisons des semelles 30% moins rigides que les semelles initiales. La figure 8.9
donne le chargement maximal perçu par chacun des supports dans les cas ou l’on répare
ces supports avec des semelles identiques à celles des supports initiaux et 30% moins
rigides. Comme attendu, cette réduction de rigidité permet de réduire significativement
la sollicitation des supports réparés. Les supports voisins se retrouvent quant à eux
légèrement plus chargé dans le cas des semelles moins rigides.

Les deux exemples développés dans cette sous-section montrent que l’utilisation de
supports possédant une rigidité différente de celle des supports sains permet de reporter
les surcharges subies par certains supports sur d’autres supports. Ainsi, l’utilisation de ce
type de solution impose de choisir les supports à surcharger. Notons que le changement
de la rigidité des semelles possède aussi des conséquences à l’échelle des composants
de chaque support. Par exemple, l’utilisation de semelles sous-rail plus souples peut
entraîner des problèmes au niveau des attaches du rail. Pour étudier ces problèmes, il
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8.2. Renforcement local de la voie

est nécessaire d’utiliser des modèles représentant plus finement chaque support.

Remarque :
Dans cette étude, nous nous sommes limités à la multiplication de la rigidité dynamique
globale du support remplacé. Les résultats pourraient être modifiés en faisant varier
séparément les rigidité et amortissement de chacune des deux semelles.

Dans cette section nous nous sommes intéressés à la réparation partielle de la voie.
Nous avons alors montré que quelle que soit la solution choisie, la réparation partielle
de la voie a pour conséquence une surcharge des supports réparés et/ou "sains". Pour
supporter cette surcharge, il peut être nécessaire de travailler sur la conception des
supports. Dans la fin de ce chapitre, nous nous focaliserons sur une approche alternative
consistant à renforcer localement la voie.

8.2. Renforcement local de la voie

8.2.1. Motivation

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que la présence d’une zone endommagée
entraine une surcharge des supports adjacents celle-ci. Pour limiter la propagation
de l’endommagement, il convient de traiter rapidement les zones endommagées. La
réparation des supports est une opération longue et complexe. Aussi, afin de traiter
plus rapidement les zones endommagées, il peut être intéressant de ne réparer qu’une
partie des supports endommagés. Cette stratégie de réparation est l’objet de la section
précédente.

Les résultats obtenus ont alors montré que, quelle que soit la stratégie de réparation
adoptée, la réparation partielle de la voie entraîne une surcharge de certains supports.
Celle-ci se répartit principalement sur les supports réparés et les supports voisins de la
zone initialement endommagée. Dans cette section nous nous intéressons à une alternative
de traitement ne nécessitant pas de remplacer les supports endommagés.

Figure 8.10. – Représentation schématique de la stratégie d’ajout de renfort entre les
supports existants.

Les supports endommagés ne reprennent qu’une fraction des efforts supportés par les
supports sains. Dans le but d’éviter la propagation de l’endommagement, il faut éviter la
surcharge des supports voisins de l’endommagement. Pour cela, l’alternative étudiée dans
cette section consiste à renforcer localement la voie à proximité des endommagements
et ainsi de reprendre la charge qui n’est plus supportée par les supports endommagés.
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8. Modélisation de la voie réparée ou renforcée

Concrètement, cette solution se traduit par l’ajout d’appuis supplémentaires entre les
supports existants. Une représentation de cette stratégie de traitement de la voie est
représentée dans la figure 8.10.

Figure 8.11. – Exemples de systèmes industriels de supports et d’attache. De gauche
à droite : Pandroll VIPA SP, Vossloh DFF 30 HH, Vossloh DFF 200.

Comme illustré dans la figure 8.11, plusieurs systèmes industriels existants peuvent
être utilisés pour créer des appuis supplémentaires entre les supports présents sur la voie.
Dans la suite de cette section, nous utiliserons une géométrie très simplifiée du système
de renfort. Ainsi, l’objectif de cette section est de confirmer l’intérêt de la stratégie
proposée plutôt que de dimensionner précisément une solution de renfort.

8.2.2. Modélisation tridimensionnelle de la voie renforcée

Dans toute cette section, nous considérons une voie contenant un unique support
défectueux. Pour traiter ce défaut, nous étudions une solution consistant à ajouter un
système de renfort de part et d’autre du support endommagé. La réponse d’un modèle
tridimensionnel de la voie renforcée est alors simulée en trois dimensions à l’aide de
la méthode WFE zone de transition. Afin de simplifier l’interprétation et de limiter
le coût numérique, nous considérons un chargement statique constitué d’une unique
force constante de 100 kN se déplaçant à une vitesse constante de 33,5 m · s−1. Nous
modélisons une nouvelle fois l’endommagement par une diminution de 90% de la rigidité
des semelles du support endommagé – soit un coefficient d’état du support égal à 0,1.

Comme dans les calculs tridimensionnels du chapitre précédent, ignorons les attaches
du rail ainsi que les parois latérales du chausson. En revanche, le blochet avec ses
armatures, les deux semelles, le rail et la dalle en béton sont représentés. La géométrie
des motifs des zones de droite et de gauche est identique à celle présentée dans le
chapitre précédent. La partie renforcée contient le support endommagé, ses deux plus
proches voisins et les systèmes renforts ajoutés de part et d’autre du support endommagé.
Comme évoqué ci-dessus, nous utilisons une représentation simplifiée du système de
renfort. En effet, celui-ci est composé d’une semelle sous-rail, d’une partie en acier
quasi-parallélépipédique – face supérieure inclinée au 20è – reposant elle-même sur une
semelle élastique. Les semelles possèdent des caractéristiques mécaniques respectivement
identiques à celles des semelles sous-rail et sous-blochet des supports LVT sain. La
géométrie de la zone de transition est représentée dans la figure 8.12.
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Figure 8.12. – Géométrie de la zone de transition de la voie renforcée.

Remarque :
Comme évoqué dans le chapitre 5, dans le but de limiter le coût numérique, il est
intéressant de considérer une zone de transition de taille minimale. Celle-ci devant
contenir toute la partie non-périodique, les deux renforts doivent en faire partie. Les
nœuds des frontières de droite et de gauche de la période centrale et des motifs de
droite et de gauche doivent se superposer. Afin de faciliter cette correspondance,
nous avons choisi une zone de transition contenant aussi les deux supports voisins du
support endommagé.

L’obtention du maillage nécessite de faire un compromis au niveau de la taille des
éléments. En effet, l’utilisation d’éléments très fins permet d’augmenter la précision des
résultats et augmente la qualité générale des éléments. En contrepartie, l’augmentation
du nombre de nœuds aux frontières des motifs de chaque zone augmente aussi le nombre
de modes propres à considérer dans la méthode WFE. D’une manière générale, la finesse
du maillage augmente le nombre d’éléments et donc le coût de l’ensemble du calcul. Ce
coût se traduit en termes de temps de calcul et de mémoire vive nécessaire.

Comme évoqué dans la remarque ci-dessus, les nœuds des frontières des différents
motifs doivent se correspondre. Sur Abaqus, nous ne pouvons pas fixer de condition
périodique pour le maillage, ni fixer apriori le maillage sur les frontières concernées.
Pour obtenir une correspondance parfaite des nœuds des deux frontières de chaque motif,
nous avons procédé de la manière suivante :

— Fixer les emplacements des nœuds sur toutes les arêtes des frontières.
— Utilisation pour le rail de l’option de contrôle de maillage "Sweep", algorithme

"Medial Axis" avec l’option "Minimize the mesh transition".
— Une fois un premier maillage obtenu pour chaque géométrie, modification manuelle

des coordonnées de chacun des nœuds ne correspondant pas exactement aux nœuds
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de la frontière de gauche du motif des zones périodiques.
Finalement, dans le calcul présenté, le motif des zones périodiques contient 16393

éléments et 18294 nœuds – soit 54882 DDL–, la zone de transition, 50113 éléments et
55376 nœuds – soit 166128 DDL. Ces maillages sont représentés dans la figure 8.13.

Figure 8.13. – Maillage du motif des zones périodiques (gauche) et maillage des zones
renforcées.

Nous reprenons les paramètres numériques utilisés dans la section 7.2.2. En particulier,
nous simulons la réponse de la voie sur 0,4 s et la fréquence maximale simulée vaut
300 Hz. Dans ces conditions, en utilisant la méthode de réduction de Craig-Bampton et
en calculant les degrés de liberté sur une zone correspondant à 13 supports – 7,8 m, le
calcul de la réponse de la voie nécessite environ quatre heures. Sur ces quatre heures,
environ une demi-heure est liée au calcul des modes propres de chaque motif 2. Les
résultats obtenus avec la voie renforcée seront comparés à ceux obtenus pour une voie
saine et pour une voie endommagée non-réparée. L’ensemble des paramètres numériques
des calculs effectués est repris dans le tableau 8.1. Les paramètres mécaniques des
composants de la voie sont identiques à ceux utilisés dans le chapitre précédent – voir
tableaux 7.1 et 7.2.

Paramètre Valeur
Temps simulé 0,4 s

Fréquence maximale 300 Hz
Coefficient d’état des semelles du support endommagé 0,1

Nombre d’éléments zone de transition 50113
Nombre de DDL zone de transition 166128

Nombre d’éléments zones périodiques 16393
Nombre de DDL zones périodiques 54882

Tableau 8.1. – Paramètres géométriques, mécaniques et numériques du calcul tridi-
mensionnel de la voie renforcée

2. Étape liée à l’utilisation de la méthode d’optimisation de Craig-Bampton, effectuée une fois par
motif et non à chaque fréquence – voir sous-section 5.4.2.
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8.2.3. Résultats

Dans cette sous-section, nous comparons les résultats obtenus pour des voies saine,
endommagée et renforcée. Afin d’analyser le niveau de sollicitations des différents sup-
ports, nous nous focaliserons sur les résultats obtenus pour le critère d’endommagement
de Drucker-Prager. Pour rappel, le calcul WFE zone de transition ne donne accès
qu’aux déplacements pour les nœuds des périodes reconstruites. Comme expliqué dans
le chapitre précédent – voir paragraphe 7.1.1.2 –, en chaque point, le calcul des différents
critères d’endommagement est alors effectué en post-traitement sous Paraview via le
calcul du tenseur des déformations puis du tenseur des contraintes.

Figure 8.14. – Critère d’endommagement de Drucker-Prager : représentation en coupe
à un instant donné. Tracé pour une voie saine (haut) endommagée
(milieu) et renforcée (bas).

La figure 8.14 donne une vue en coupe des critères de Drucker-Prager calculés pour les
différentes voies simulées en un instant donné. Ces images montrent que le renforcement
utilisé sur cette voie permet d’obtenir une sollicitation des supports similaire – légèrement
inférieure – à ce qui est observé pour une voie saine. Le rail semble lui aussi légèrement
moins sollicité que pour la voie saine. Par ailleurs, nous remarquons que pour toutes les
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voies simulées, la dalle en béton est très faiblement sollicitée – critère de Drucker-Prager
inférieur à 0,01 en tout point de la dalle.
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Figure 8.15. – Critères de Drucker-Prager (traits pleins) et de Bresler-Pister (pointillés)
en fonction du temps. Mesurés en un point des blochets pour la voie
endommagée (gauche) et la voie renforcée (droite).

Pour chaque voie, les supports sont numérotés par ordre croissant dans le sens de
circulation du train en notant support 0 le support endommagé. Pour chaque support,
nous considérons un point situé au milieu de la face inférieure du blochet, soit la
zone la plus fortement sollicitée. Dans la figure 8.15, les critères de Drucker-Prager et
de Bresler-Pister calculés en ce point pour les neufs supports centraux sont tracés en
fonction du temps pour la voie dégradée et la voie renforcée. Comme précédemment, nous
remarquons un bon accord entre les valeurs de ces deux critères d’endommagement. La
comparaison des courbes obtenues pour la voie endommagée et la voie renforcée montre
que la présence du système de renfort permet d’éliminer complètement la sur-sollicitation
des supports adjacents au support endommagé. En effet, dans la voie renforcée, les
supports adjacents au support endommagé sont moins chargés que les supports sains.

La figure 8.16 permet de comparer les sollicitations de tous les supports pour chacune
des voies. Nous remarquons qu’à partir du troisième support en amont et en aval du
support endommagé, les supports subissent une sollicitation équivalente quelle que soit la
voie considérée. Les résultats présentés dans cette section montrent donc que, dans le cas
d’une voie comportant un unique support endommagé, l’ajout d’un système de renfort
de chaque côté de l’endommagement permet d’éliminer toute surcharge des supports
adjacents au support endommagé. En outre, la simulation effectuée n’a pas montré de
surcharge significative de la dalle sur laquelle repose la voie. Ainsi, le renforcement local
de la voie semble pouvoir empêcher la propagation des endommagements dans l’axe du
rail sans pour autant risquer d’endommager la dalle en béton.

Afin de montrer l’intérêt de la solution proposée, nous avons utilisé une représentation
simplifiée et générique de la géométrie du système de renfort. Pour dimensionner plus
précisément ce dernier, il sera nécessaire d’augmenter la finesse de sa représentation.
Notons par ailleurs que la voie ne possède ici qu’un unique support endommagé. L’étude
de voie possédant plusieurs supports endommagés implique l’utilisation d’une zone de
transition de plus grande taille et donc un coût numérique plus important. Ce coût
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Figure 8.16. – Critère de Drucker-Prager mesuré en un point des neufs supports
centraux pour la voie saine (courbes en pointillés), la voie endommagée
(courbes avec des marqueurs +), et la voie renforcée (courbes en ligne
pleine).

se traduit par un temps de calcul plus long et un besoin plus important de mémoire
vive (RAM). À titre d’exemple, au maximum le calcul présenté a nécessité l’utilisation
de plus de 25 Go de mémoire vive. Pour limiter ce coût, il est possible d’utiliser des
modèles plus simples. En particulier, il est possible d’utiliser la méthode WFE zone de
transition sur des modèles bi-dimensionnels ou uni-dimensionnels ou encore d’utiliser la
méthode analytique Euroanalyse.

8.3. Conclusion

La voie ferrée du Tunnel sous la Manche est une voie devant résister à un chargement
très important. Les précédents travaux ont montré que les blochets des supports de
cette voie se détériorent par fatigue. Afin d’étudier la réponse dynamique de voies
endommagée ou réparé au passage des trains, dans la première partie du manuscrit, nous
nous sommes intéressés au chargement imposé par les trains sur le rail. Nous avons alors
développé une méthode de mesure de ce chargement. La présence d’endommagement
comme de renfort rompt la périodicité des voies ferrées. Aussi, la simulation de leur
réponse dynamique a nécessité le développement de deux outils particuliers présentés
dans la seconde partie du manuscrit : un outil analytique Euroanalyse et une numérique
baptisée WFE zone de transition.

Dans cette partie, nous avons utilisé ces outils pour simuler la réponse de la voie
ferrée du Tunnel sous la Manche. Plus précisément, dans le premier chapitre, nous
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nous sommes intéressés au comportement de voies ferrées n’ayant pas fait l’objet de
réparation. Les simulations de la réponse de voies ferrées saines nous ont permis de
déterminer les paramètres numériques à utiliser et de valider les modèles obtenus. Les
résultats obtenus pour des voies ferrées endommagées nous ont permis de comprendre le
mécanisme d’endommagement des blochets et la propagation des endommagements le
long de la voie. Le présent chapitre s’est alors focalisé sur l’étude de différentes stratégies
de traitement de la voie ferrée endommagée.

La réparation d’un support LVT est une opération longue et complexe. De par la forte
disponibilité du Tunnel, peu de temps est disponible pour la maintenance de la voie.
Dès lors, il est nécessaire d’optimiser la maintenance et en particulier la réparation des
supports. Dans la première section de ce chapitre, nous nous sommes intéressés à l’effet
de la réparation partielle de la voie. À l’aide de simulation faite grâce à l’outil analytique
Euroanalyse, nous avons montré que la réparation partielle de la voie entraîne une
surcharge se répartissant principalement sur les supports réparés et les deux supports
sains les plus proches des endommagements. Ce résultat reste valable quel que soit
le nombre de supports réparés et leurs caractéristiques mécaniques. Afin de limiter
la surcharge des supports, il convient de limiter au maximum le nombre de supports
consécutifs non réparés et d’éviter d’avoir un support sain ou réparé entouré par deux
supports dégradés.

Suivant les recommandations précédentes, lorsqu’au moins trois supports consécutifs
sont dégradés, il est nécessaire de réparer plus de la moitié des supports. Cette stratégie
possède donc un coût important. Dans la seconde section, nous nous sommes intéressés
à un traitement alternatif consistant à renforcer localement la voie par l’ajout d’appuis
situés entre les supports existants. Ces appuis intermédiaires permettent alors de soulager
les supports voisins de l’endommagement. Pour tester l’intérêt de cette solution, nous
avons comparé la réponse de trois voies : une voie saine, une voie endommagée non-
renforcée et une voie endommagée et renforcée. Ces simulations ont été réalisées à l’aide
de la méthode WFE zone de transition à partir de modèles représentant les différentes
parties de la voie en trois dimensions. Les résultats montrent tout d’abord que la présence
de support ne semble pas créer de sur-sollicitation des autres composants de la voie. Par
ailleurs, la présence des renforts permet de réduire la sollicitation des supports voisins
de l’endommagement à un niveau inférieur à celui des supports de la voie saine.

Ces calculs montrent donc l’intérêt de la méthode proposée pour le traitement des
zones endommagées. Les résultats ayant été obtenus avec un système renfort fictif et
simplifié, ce type de calcul devra être répété pour un dimensionnement précis du système
de renfort. Ce type de calcul possède un coût numérique relativement élevé se traduisant
particulièrement par une quantité élevée de mémoire RAM utilisée. L’utilisation de
géométries plus détaillées ou de zones de transition plus grandes – permettant de
considérer des voies contenant plus de supports dégradés – peut alors être problématique.
Pour palier ce problème des optimisations sont envisagées dans le programme. Il est
par ailleurs possible de faire des compromis dans la modélisation utilisée – par exemple,
l’utilisation d’un modèle simplifié pour simuler une voie contenant plus de supports
endommagés. Outre les considérations mécaniques, le choix du système de renfort
préconisé devra aussi prendre en compte la complexité et la durée de son installation
sur la voie.
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En service depuis près de trente ans, le Tunnel sous la Manche comprend des voies

ferrées parmi les plus chargées au niveau mondial. Ce chargement couplé à la forte
disponibilité imposée au Tunnel a poussé Getlink à investir fortement dans l’optimisation
de sa maintenance. Dans ce cadre, des détériorations ayant été observées au sein des
supports du rail, une précédente thèse [3] a été réalisée par Hoang dans le but de
comprendre le comportement mécanique de la voie et sa dégradation. Dans sa thèse,
Hoang a proposé des modèles globaux permettant de simuler à une échelle large le
comportement de voies ferrées sur dalle qu’elles soient saines ou comprennent des
supports endommagés. Par ailleurs, grâce à une étude du comportement dynamique des
supports dégradés, une méthode rapide d’auscultation de la voie a été développée.

La méthode d’auscultation développée dans la thèse de Hoang, permet une identifica-
tion rapide des supports défectueux. Les supports "Low Vibration Track" (LVT) utilisés
dans le Tunnel n’ayant pas été conçus pour être aisément remplacés, la réparation
de chaque support défectueux est une opération longue et complexe. Afin de traiter
rapidement les supports, dans la présente thèse, nous avons voulu étudier une stratégie
de réparation reposant sur l’ajout de renforts au sein des zones endommagées. Pour
étudier la réponse dynamique de telles voies, le chargement imposé à la voie a été étudié
dans la première partie de la thèse. La présence d’endommagement et de renfort rompt
la périodicité de la voie, limitant de fait l’utilisation des outils classiques permettant
la simulation de structures infinies. Pour simuler les voies ferrées endommagées et ren-
forcées, nous avons donc développé deux outils, présentés et validés dans la seconde
partie du manuscrit. Enfin, dans la troisième et dernière partie, différentes applications
industrielles ont été présentées. Celles-ci ont permis de démontrer l’intérêt de la méthode
proposée au niveau de la réponse dynamique de la voie.

Apports scientifiques et industriels

Pour dimensionner un système de renfort de la voie, il est nécessaire de connaître
les chargements auxquels il doit résister. Dans la première partie de ce manuscrit nous
avons proposé un système permettant de calculer le chargement imposé par le train
sur la voie à partir de mesures des déformations du rail. Dans la méthode proposée, le
chargement imposé par le train est décomposé en des chargements statiques – masses
mobiles constantes – et des chargements dynamiques – chocs. En modélisant la voie
comme une poutre périodiquement appuyée, nous avons calculé analytiquement les
déformations du rail causées par ces deux types de chargements. Ainsi, à partir de
mesures de déformations du rail, le calcul du chargement est effectué par résolution d’un
problème inverse.

Après une étape de validation réalisée à l’aide de résultats numériques, un prototype
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utilisant des jauges de déformation a été installé en Tunnel. Après calibration, pour le
chargement statique, ce prototype a donné des résultats en très bon accord avec les
mesures du système industriel ATLAS FO déjà présent dans le Tunnel. Les mesures se
sont révélées trop bruitées pour être utilisées pour le calcul du chargement dynamique.
Nous avons aussi montré que les chargements calculés à partir de mesures de déformation
permettent de simuler des déformations très proches des mesures initiales. Ce dernier
résultat montre la pertinence du modèle de voie utilisé.

Les chargements connus, nous souhaitions simuler la réponse de voies ferrées endom-
magées ou renforcées. Dans ces deux cas, la voie comprend un tronçon central dont
les caractéristiques mécaniques diffèrent du reste de la voie. La présence de ce tronçon
rompant la périodicité de la voie, la simulation de sa réponse dynamique nécessite
d’utiliser des outils particuliers. Deux outils développés au cours de cette thèse ont été
présentés dans la seconde partie du manuscrit : un outil analytique baptisé Euroanalyse
et une méthode numérique que nous appelons WFE zone de transition.

Dans l’outil analytique Euroanalyse, la voie est représentée comme une poutre de
Timoshenko appuyée sur un ensemble de système masse-ressort-amortisseur. La réponse
de cette structure à un chargement statique est calculée en faisant une hypothèse
de périodicité du système de supports. Bien que très simplifié, ce modèle permet de
comprendre la sollicitation globale de chacun des supports. Son faible coût numérique
permet de réaliser aisément des études de sensibilité et de pré-dimensionnement.

Dans la méthode WFE zone de transition, la structure est découpée en trois zones. Les
zones de droite et de gauche sont semi-infinies et périodiques tandis que la zone centrale
– zone de transition – est quelconque. La méthode proposée repose sur une formulation
Wave Finite Element (WFE) dans les zones périodiques et sur l’utilisation de l’équation
d’équilibre dynamique de la zone centrale. Elle permet alors, dans le domaine fréquentiel,
de réduire le comportement de la structure infinie à un problème d’onde aux frontières
de la zone de transition. À l’aide d’exemples numériques simples, nous avons validé
cette méthode en la comparant à des résultats analytiques et des résultats numériques
obtenus via la méthode des éléments finis. L’application de cette méthode à des poutres
périodiquement appuyées donne des résultats en excellent accord avec ceux obtenus par
la méthode Euroanalyse.

Dans la troisième partie du manuscrit, les outils développés ont été utilisés pour
calculer la réponse de la voie ferrée du Tunnel dans différentes configurations. En
effet, nous nous sommes successivement intéressés au comportement de voies saines,
endommagées, partiellement réparées et renforcées.

Dans un premier temps, nous avons utilisé la méthode WFE zone de transition
pour calculer la réponse d’une voie saine. Dans ce calcul, nous avons utilisé un modèle
tridimensionnel détaillé de la voie. Ce premier calcul nous a notamment permis de
conclure sur les différentes optimisations numériques proposées dans la partie précé-
dente. La comparaison calcul-mesures montre un très bon accord entre les résultats
expérimentaux et numériques ce qui valide la modélisation utilisée. Enfin, le calcul
de différents critères d’endommagement des matériaux permet alors de comprendre la
sollicitation des différents éléments de la voie et les dégradations observées en Tunnel.
Nous avons ensuite simulé le comportement de voies endommagées. Dans ces calculs,
nous nous sommes tout d’abord intéressés au comportement d’une voie possédant un
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unique support dégradé. Les résultats obtenus ont montré une forte corrélation entre les
chargements maximaux par supports calculés par l’outil Euroanalyse et la sollicitation
maximale locale calculée grâce à un modèle tridimensionnel – calcul WFE zone de
transition. Nous avons alors utilisé l’outil Euroanalyse pour calculer le comportement
de voie possédant plusieurs supports consécutifs dégradés. Ces calculs ont montré que
la surcharge due à la présence d’endommagement est principalement supportée par les
deux supports les plus proches de la zone endommagée. Cette surcharge grandissant
avec le nombre de supports endommagés, la propagation des endommagements le long
d’une voie non-traitée tend à accélérer au cours du temps.

Cette dernière conclusion montre la nécessité de traiter rapidement les zones endom-
magées. Le changement de chaque support étant une opération longue et complexe,
deux stratégies ont été étudiées : le remplacement d’une partie seulement des supports
endommagés et le renforcement local de la voie. Pour étudier la première stratégie,
nous avons simulé à l’aide de l’outil Euroanalyse plusieurs scénarios de remplacement
partiel des supports endommagés par des supports neufs. Ces supports avaient des
caractéristiques mécaniques identiques ou non à celle des supports sains vieillis. Dans
tous les scénarios, les chargements perçus par les supports réparés et/ou les supports
sains les plus proches de la zone endommagée sont nettement supérieurs à ceux perçus
par les supports d’une voie saine. Dans le cadre d’une réparation partielle, cette étude
fournit des clefs de détermination des supports à changer pour limiter la surcharge
des supports sains voisins et/ou des supports réparés. La seconde stratégie consiste à
ajouter des renforts créant des appuis supplémentaires et limitant le chargement des
supports existants. Nous avons simulé la réponse d’une voie renforcée modélisée en trois
dimensions. Grâce à ce calcul, nous avons montré que la solution de renforcement permet
de limiter fortement le chargement perçu par les supports sains voisins du support
endommagé. Par ailleurs ce renforcement ne surcharge pas significativement les autres
éléments de la voie. Ce type de solution nous paraît donc adapté à un traitement local
des voies endommagées.

Perspectives

Dans la première partie de la thèse, nous avons implémenté un prototype capable de
mesurer les chargements statiques verticaux imposés à un rail lors du passage des trains.
Cette mesure a nécessité un effort important de calibration et synchronisation manuelle.
Dans le but de proposer un système plus industriel, il faudra fiabiliser la mesure et
standardiser la procédure de calibration. Pour cela, il sera notamment nécessaire de
pré-installer le système en atelier afin de garantir un positionnement précis des capteurs.
Concernant la mesure du chargement dynamique, les mesures fournies par les jauges
de déformations se sont révélées trop bruitées et imprécises. Pour améliorer ce point, il
est envisagé de remplacer les jauges actuelles par des jauges de plus grande résistance
nominale ou d’autres types de capteurs, en particulier, des capteurs utilisant des fibres
optiques à réseau de Bragg. D’une manière générale, une réflexion devra être conduite
pour rendre le système plus robuste et plus facilement utilisable par des ingénieurs. Ce
système pourra aussi être amélioré pour mesurer les efforts verticaux, longitudinaux et
transverses sur les deux rails de la voie.
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Plusieurs améliorations peuvent aussi être envisagées pour les modèles permettant de
simuler le comportement de la voie. Le modèle Euroanalyse nous semble très mature
et pourrait être déployé dans une solution utilisable par les ingénieurs d’Eurotunnel.
Ce modèle pourrait néanmoins être amélioré avec la prise en compte de chargements
dynamiques et d’autres types de supports. Concernant la méthode WFE zone de
transition, celle-ci permet de simuler le comportement de structures ne pouvant pas
être simulées par une méthode éléments finies classique. Elle reste néanmoins coûteuse
pour la simulation de structures complexes. Plusieurs optimisations numériques sont
actuellement étudiées à différents niveaux du programme. À plus long terme, il pourrait
être intéressant de transcrire l’ensemble de la méthode dans un langage plus bas niveau
ou de l’inclure dans un logiciel de calcul par éléments finis. Cette dernière solution
limiterait la nécessité d’interfacer différents logiciels pour le maillage, le calcul et le
post-traitement.

Les simulations numériques effectuées nous ont permis d’obtenir des premiers résultats
intéressants pour la compréhension du comportement dynamique de plusieurs types de
voies et de leur endommagement. Afin de calculer la sollicitation des différents composants
de la voie, nous nous sommes basés sur une approche reposant sur l’évaluation de critères
d’endommagement. Il serait alors intéressant de relier ces critères à des estimations
de durée de vie en fatigue. Dans la dernière partie de ce chapitre, nous nous sommes
limités à l’étude de la réponse de la voie à des chargements statiques verticaux. Il
serait intéressant de compléter cette étude par des calculs utilisant des chargements
pouvant contenir des composantes dynamiques et transverses non nulles – ce type de
chargement étant en réalité non négligeable. Un couplage entre la déformation du rail et
le chargement pourrait être considéré.

Pour finir, les outils développés pourront être appliqués au dimensionnement précis du
système de renfort. Ce travail nécessitera une modélisation précise du système proposé.
Outre le calcul du comportement de la voie renforcée, le choix du système de renfort
devra prendre en compte la problématique de son installation sur la voie. La solution
choisie devra finalement être validée expérimentalement à l’aide de prototypes pour une
utilisation industrielle à plus large échelle.
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— Présentation de la méthode de calcul des poutres de Timoshenko reposant sur une
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Benjamin Claudet et al. « A Comparison of Beam Models for the Dynamics of
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A.1. Calcul des conditions de continuité du
problème (2.14)

Dans cette annexe nous détaillons le calcul des conditions de continuité en x = x0
pour le problème de Green de l’équation (2.14). Cette équation est reprise ci-dessous :
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Les conditions limites s’obtiennent en intégrant l’équation (A.1) une, deux, trois et
quatre fois puis en faisant tendre les bornes de l’intégrale vers x0. Ces intégrations
successives feront apparaître des termes continus en x = x0 que nous noterons A1,2,3,4(x)
les expressions exactes de ces termes ne sont pas rappelées car ils disparaissent lorsque
l’on fait tendre x−

0 et x vers x0.
En intégrant une fois entre x−

0 et x on obtient :[[
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En intégrant de la même façon trois fois le résultat précédent, on obtient :
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∂xĜω(x,x0) + A3(x)

]x
x−

0
=
[
− 1
Ks

]x

x−
0

(A.4)[
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On calcule alors ces expressions pour x = x+
0 et l’on fait tendre x−

0 et x+
0 vers x0

respectivement par la gauche et par la droite pour obtenir :
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La résolution de ce système donne l’équation ci-dessous :
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De la même manière, on montre que :
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A.2. Calcul des vibrations libres d’une poutre
périodiquement appuyée

Dans le chapitre 2 nous avons montré que la flèche d’une poutre de Timoshenko
périodiquement appuyée en vibration libre suit l’équation (2.23) reprise ci-dessous :

∀x,∀n, ŵ(x+ nl) =
∑

γ

ŵγ(x+ nl) =
∑

γ

ŵγ(x)e−nγl (A.9)

Où, ŵ est la transformée de Fourrier temporelle de la flèche, x est la coordonnée le
long du rail, γ est la constante de propagation issue de l’utilisation du théorème de
Floquet et l est la distance entre deux supports.

Par ailleurs, nous avons montré que :

ŵ(x,ω) = −
∑
n∈Z

K̂(ω)ŵ(xn,ω)Ĝω(x,xn) (A.10)

Avec xn = nl la position du support n et Ĝω(x,xn) la fonction de Green pour une
poutre libre qui s’écrit sous la forme :

Ĝω(x,xn) = − 1
2B (λ2

1 + λ2
2)

[
iC1

λ1
e−iλ1|x−xn| + C2

λ2
e−λ2|x−xn|

]
(A.11)

On peut alors écrire :

∀x ∈ [0; l] ,
ŵγ(x,ω) = −K(ω)ŵγ(0,ω)

∑
n∈Z

e−nγlĜω(x,xn)

= −K(ω)ŵγ(0,ω)
2B (λ2

1 + λ2
2)
∑
n∈Z

[
iC1

λ1
e−iλ1|x−nl|e−nγl + C2

λ2
e−λ2|x−nl|e−nγl

]

= −K(ω)ŵγ(0,ω)
2B (λ2

1 + λ2
2)
∑
n∈Z

[
iC1

λ1

(
e−iλ1|n|(l−x) + e−iλ1|n−1|x

)
e−nγl

+C2

λ2

(
e−λ2|n|(l−x) + e−λ2|n−1|x

)
e−nγl

]

= −K(ω)ŵγ(0,ω)
2B (λ2

1 + λ2
2)

iC1

λ1

∑
n∈Z

e−iλ1|n|(l−x)e−nγl + e−γl
∑
n∈Z

e−iλ1|n|xe−nγl


+C2

λ2

∑
n∈Z

e−λ2|n|(l−x)e−nγl + e−γl
∑
n∈Z

e−λ2|n|xe−nγl


(A.12)

Nous rappelons les formules de séries entières suivantes :

∑
n∈Z

eγnleik|n|l = −i sin kl
cos kℓ− cosh γl∑

n∈Z
eγnle−k|n|l = sinh kl

cosh kℓ− cosh γl

(A.13)
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Nous obtenons finalement l’équation :

∀x ∈ [0; l] ,

ŵγ(x,ω) = −K(ω)ŵγ(0,ω)
2B (λ2

1 + λ2
2)

[
C1

λ1

sin(λ1(l − x)) + e−γl sin(λ1x)
cos(λ1l) − cosh(γl)

−C2

λ2

sinh(λ2(l − x)) + e−γl sinh(λ2x)
cosh(λ2l) − cosh(γl)

] (A.14)

Remarque :

Les formules A.13 sont basées sur la formule :

∀|X| < 1,
∑
n∈N

enX = 1
1 − eX

(A.15)

Elles supposent donc des conditions sur les parties réelles et imaginaires de k et γ afin
que les séries entières convergent. Pour les valeurs de λ1 , λ2 , γ de notre problème,
ces conditions ne sont généralement pas respectées. Néanmoins, la formule de la flèche
obtenue – équations (2.24) et (A.14) – respectant les conditions de continuité du
système (2.16) ainsi que l’équation de comportement de la poutre (2.4), par propriété
des équations différentielles linéaires, cette formule donne la solution du problème
considéré.

L’équation (2.25) est l’équivalent de l’équation (2.24) pour l’angle de la section. Elle
se prouve de la même manière.

A.3. Calcul de la vitesse des trains et des distances
entre les roues du train

Dans la section 3.2 nous avons vu que les instants de détection des roues d’un train
pouvaient être liés aux distances entre les roues et aux positions des jauges via l’équation :

troue,jauge = 1
v
xjauge + Droue

v
(A.16)

De manière vectorielle, cette équation peut s’écrire sous la forme :
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t1,1
...

t1,Njauges

t2,1
...

t2,Njauges

...

...

tNroues,1
...

tNroues,Njauges



=



1 x1
... 0 ...
1 xNjauges

0 1 x1
... ... 0 ...
0 1 xNjauges

... ... ...

... ... ...

1 x1

0 ... ...
1 xNjauges




D1
v...

DNroues

v
1
v

 (A.17)

Nous retrouvons alors l’équation (3.6) réécrite ci-après :

t = A


D1
v...

DNroues

v
1
v

 (A.18)

Où t est écrit sous la forme du vecteur colonne :

t =



t1,1
...

t1,Njauges

t2,1
...

t2,Njauges

...

...

tNroues,1
...

tNroues,Njauges



(A.19)
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Et, la matrice A est donnée par :

A =



1 x1
... 0 ...
1 xNjauges

0 1 x1
... ... 0 ...
0 1 xNjauges

... ... ...

... ... ...

1 x1

0 ...
1 xNjauges



(A.20)

A.4. Estimation de l’erreur commise lors de la
réduction du nombre de modes

La méthode WFE permet de calculer la réponse de structures périodiques. Dans le
chapitre 5 nous avons proposé une méthode d’optimisation du temps de calcul basée
sur la sélection d’un nombre limité de modes propres de l’opérateur de propagation. En
notant ·̆ les vecteurs et matrices calculés sur la base réduite, l’erreur due à la réduction
du nombre de mode est définie par l’équation suivante :

∆u(n) = ŭ(n) − u(n)

= Φ̆Q̆(n) − Φ̆
⋆

Q̆
(n)⋆ − ΦQ(n) + Φ⋆Q(n)⋆

= Φ L̆
T
Q̆

(n) − Φ⋆L̆
T

Q̆
(n)⋆ − Φ Q(n) + Φ⋆ Q(n)⋆

= Φ
(

L̆
T

Q̆
(n) − Q(n)

)
− Φ⋆

(
L̆

T
Q̆

(n)⋆ − Q(n)⋆
)

= Φ∆Q(n) − Φ⋆∆Q(n)⋆

(A.21)

Les bases propres étant normées, nous avons ∥Φ∥ = ∥Φ⋆∥. Par propriété des normes
matricielles, nous obtenons :

∥∆u(n)∥ = ∥Φ∆Q(n) − Φ⋆∆Q(n)⋆∥
≤ ∥Φ∆Q(n)∥ + ∥Φ⋆∆Q(n)⋆∥
≤ ∥Φ∥∥∆Q(n)∥ + ∥Φ⋆∥∥∆Q(n)⋆∥
≤ ∥Φ∥

(
∥∆Q(n)∥ + ∥∆Q(n)⋆∥

) (A.22)
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A.4.1. Cas d’une structure périodique soumise à un
chargement statique

Dans le cas périodique, pour un chargement statique, Q(0) et Q(0)⋆ sont donnés par
l’équation suivante : 

Q(0) = ei ωL
v

I − µei ωL
v

Q(0)
E

Q(0)⋆ =
µ

I − µei ωL
v

Q(0)⋆
E

(A.23)

L’erreur sur l’amplitude ∆Q(0) suit l’équation suivante :

∆Q(0) = L̆
T

Q̆
(0) − Q(0)

= L̆
T ei ωL

v

I − µei ωL
v

Q̆
(0)
E

− ei ωL
v

I − µei ωL
v

Q(0)
E

(A.24)

Afin de calculer cette expression, nous supposons pour simplifier l’écriture que l’on
garde les m premiers modes sans en changer l’ordre. Nous avons alors :

L̆ =


1 0

. . .
0 1︸ ︷︷ ︸

m

0
m,(n−m)

︸ ︷︷ ︸
n−m

 =
[
I

m
|0

m,(n−m)

]
(A.25)

µ̆ =


µ1 0

. . .
0 µm

 (A.26)

Φ̆ =

 Φ1 . . . Φm

 (A.27)

Pour la suite, nous définissons l’opérateur L
r

∈ M(n−m)×n d’élimination des modes
de manière similaire à l’opérateur L̆. Nous avons alors :

L̃T L̃ + LT
r

L
r

= I
n

(A.28)
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Dans ces conditions, en reprenant l’équation (A.24), nous obtenons :

∆Q(0) = L̆
T ei ωL

v

I − µ̆ei ωL
v

Q̆
(0)
E

− ei ωL
v

I − µ̆ei ωL
v

Q(0)
E

=



ei ωL
v

1 − µ1ei ωL
v

0
. . .

0 ei ωL
v

1 − µmei ωL
v

0(n−m),m




Q̆

(0)
E,1
...

Q̆
(0)
E,m



−



ei ωL
v

1 − µ1ei ωL
v

0
. . .

0 ei ωL
v

1 − µnei ωL
v




Q

(0)
E,1
...

Q
(0)
E,n



=



ei ωL
v

1 − µ1ei ωL
v

0
. . .

0 ei ωL
v

1 − µnei ωL
v





Q̆
(0)
E,1 −Q

(0)
E,1

...
Q̆

(0)
E,m −Q

(0)
E,m

−Q(0)
E,m+1
...

−Q(0)
E,n



(A.29)

D’après [122], nous avons :

Q(0)
E

=
[(

µΦ⋆T
q

D
LI

+ Φ⋆T
q

D
RI

)
F(0)

I − Φ⋆T
q

F(0)
∂R

]
(A.30)

Nous conservons cette relation pour le calcul pour les amplitudes Q̆
(0)
E

. Ainsi,

Q̆
(0)
E

=



µ1 0

. . .
0 µm




Φ⋆T
q,1
...

Φ⋆T
q,m

D
LI

+


Φ⋆T

q,1
...

Φ⋆T
q,m

D
RI

F(0)
I −


Φ⋆T

q,1
...

Φ⋆T
q,m

F(0)
∂R

= L̆Q(0)
E

(A.31)
La même démonstration peut-être faite pour Q⋆(0). On montre donc que dans le cas

homogène les amplitudes des modes conservés sont conservées soit :

∀j ∈ [|1;m|] ,
Q̆

(0)
m = Q(0)

m

Q̆⋆(0)
m = Q⋆(0)

m

(A.32)

Ainsi, en utilisant la relation (A.32) dans l’équation (A.22) l’erreur ∥∆u(0)∥ est bornée
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par :

∥∆u(0)∥ ≤ ∥Φ∥
(
∥∆Q(0)∥ + ∥∆Q⋆(0)∥

)

≤ ∥Φ∥



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥



0
...
0

ei ωL
v

1 − µm+1ei ωL
v

Q
(0)
E,m+1

...
ei ωL

v

1 − µnei ωL
v

Q
(0)
E,n



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

+

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥



0
...
0

µm+1

1 − µm+1ei ωL
v

Q
⋆(0)
E,m+1

...
µn

1 − µnei ωL
v

Q
⋆(0)
E,n



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


≤ ∥Φ∥

(
∥LT

r
L

r
Q(0)∥ + ∥LT

r
L

r
Q⋆(0)∥

)
≤ ∥Φ∥

(
∥L

r
Q(0)∥ + ∥L

r
Q⋆(0)∥

)

(A.33)

La dernière ligne de l’équation précédente vient du fait que LT
r

est unitaire. Dans
[179], Mencik montre que ∥∆Q∥ ≤ ∥Q̆ − L̆Q∥ + ∥L

r
Q∥. Dans notre cas, cette relation

est simplifiée car on a prouvé (équation (A.32)) que Q̆
(0) − L̆Q(0) = 0, c’est-à-dire que

les amplitudes des modes conservés sont correctement calculées.

A.5. Démonstration des formules WFE avec
réduction de Craig-Bampton

Cette section fournit les démonstrations des formules écrites dans la sous-section 5.4.2.

A.5.1. Développement de la relation de récurrence

On part des relations (5.58) et (5.60) pour écrire :

DC

[
q(n)

L

q(n+1)
L

]
=
[

F(n)
L

−F(n+1)
L

]
+
[

0
F∂R

]
+
[
Ψ̃

L
F(n)

I

Ψ̃
R

F(n)
I

]
(A.34)

Où, [
Ψ̃

L
F(n)

I

Ψ̃
R

F(n)
I

]
= −

[
K

LI
K−1

II
F(n)

I + DC
Lα

XT
C

F(n)
I

K
RI

K−1
II

F(n)
I + DC

Rα
XT

C
F(n)

I

]
(A.35)

Le développement de l’équation (A.34) permet obtenir le système suivant :DC
LL

q(n)
L

+ DC
LR

q(n+1)
L

= F(n)
L + Ψ̃

L
F(n)

I

DC
RL

q(n)
L

+ DC
RR

q(n+1)
L

= −F(n+1)
L + F(n)

∂R + Ψ̃
R

F(n)
I

(A.36)

Ainsi, q(n+1)
L

= DC
LR

−1
(
−DC

LL
q(n)

L
+ F(n)

L + Ψ̃
L

F(n)
I

)
DC

RL
q(n)

L
+ DC

RR
q(n+1)

L
= −F(n+1)

L + F(n)
∂R + Ψ̃

R
F(n)

I

(A.37)
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Soit,
q(n+1)

L
= DC

LR
−1
(
−DC

LL
q(n)

L
+ F(n)

L + Ψ̃
L

F(n)
I

)
−F(n+1)

L = DC
RL

q(n)
L

+ DC
RR

DC
LR

−1
(
−DC

LL
q(n)

L
+ F(n)

L + Ψ̃
L

F(n)
I

)
− F(n)

∂R − Ψ̃
R

F(n)
I

(A.38)

Nous retrouvons donc bien l’équation de propagation (5.61), reprise ci-dessous :

u(n+1) = SC u(n) + b(n)
C (A.39)

Avec u(n) et S définis comme précédemment. b(n)
C suit alors :

b(n)
C =

[
DC

LR
−1 Ψ̃

L
F(n)

I

DC
RR

DC
LR

−1 Ψ̃
L

F(n)
I − Ψ̃

R
F(n)

I − F(n)
∂R

]

=
 DC

qI
F(n)

I

DC
fI

F(n)
I − F(n)

∂R

 (A.40)

A.5.2. Calcul des amplitudes d’onde du terme venant du
chargement sur chaque période

Le but est ici de calculer les amplitudes d’onde Q(n)
E

(le même raisonnement peut
être appliqué pour le calcul de Q⋆(n)

E
). Pour cela, nous repartons des formules (5.67) et

(5.68), rappelées ci-dessous :

Q(n)
E

=Φ⋆
q

T
(
DC

F α
F(n)

I,C − F(n)
R,C + DC

RR
DC

LR

−1 F(n)
L,C

)
− Φ⋆

F

T
(
DC

qα
F(n)

I,C + DC
LR

−1 F(n)
L,C

) (A.41)

Φ⋆
F

= DC
RR

Φ⋆
q

+ DC
RL

Φ⋆
q

µ (A.42)

Rappelons aussi les expressions des matrices DC
qα et DC

fα :
DC

qα
= −DC

LR

−1 DC
Lα

DC
fα

= DC
Rα

− DC
RR

DC
LR

−1DC
Lα

(A.43)

Nous obtenons alors :
Q(n)

E
= Φ⋆

q

T
[(

DC
Rα

− DC
RR

DC
LR

−1 DC
Lα

)
F(n)

I,C − F(n)
R,C + DC

RR
DC

LR

−1 F(n)
L,C

]
− Φ⋆

F

T
[(

−DC
LR

−1 DC
Lα

)
F(n)

I,C + DC
LR

−1 F(n)
L,C

]
= Φ⋆

q

T
[(

DC
Rα

− DC
RR

DC
LR

−1 DC
Lα

)
F(n)

I,C − F(n)
R,C + DC

RR
DC

LR

−1 F(n)
L,C

]
−
(
Φ⋆

q

T DC
RR

+ µ Φ⋆
q

T DC
LR

) [(
−DC

LR

−1 DC
Lα

)
F(n)

I,C + DC
LR

−1 F(n)
L,C

]
= Φ⋆

q

T DC
Rα

F(n)
I,C + µ Φ⋆

q

T DC
Lα

F(n)
I,C − Φ⋆

q

T F(n)
R,C − µ Φ⋆

q

T F(n)
L,C

(A.44)

Nous retrouvons bien l’équation (5.69), rappelée ci-dessous :

Q(n)
E

=
(
µ Φ⋆

q

T DC
Lα

+ Φ⋆
q

T DC
Rα

)
F(n)

I,C + Φ⋆
q

T F(n)
R,C − µ Φ⋆

q

T F(n)
L,C (A.45)
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