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Alexandre, BROUSTE Examinateur
Professeur, Le Mans Université
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Véronique le Corvec, Jorge Semiao qui m’ont suivi, particulièrement à Francois-Baptiste
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mais fascinante. Si je peux y arriver, c’est grâce à toi !
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Résumé

La surveillance des ouvrages d’art est nécessaire pour connâıtre l’évolution de leur
comportement dans le temps par rapport à une modification du trafic ou à un vieillissement
de la structure. De plus, les règlementations européennes imposent une surveillance accrue
du poids des véhicules, soit par des systèmes de pesage embarqué ou par des systèmes de
pesage en marche tels le pesage par ponts instrumentés. Dans le domaine du génie civil,
des méthodes et techniques de surveillance des structures ont été développées permettant
la détection des endommagements et l’analyse du comportement de la structure. Parmi ces
méthodes, celles des réponses vibratoires sont souvent utilisées dans différentes approches.
Cependant, peu de méthodes permettent d’analyser le comportement de la structure en
utilisant la réponse sous chargements en temps réel.

Dans ce contexte, la société OSMOS a développé tout un ensemble de techniques de
mesures en différents points des ponts pour obtenir des déformations générées par le trafic
et pour permettre de suivre ces déformations au fil du temps. Ce type de renseignement est
utile pour avoir une estimation de l’évolution de l’état du pont en repérant les évolutions de
ces déformations. Le présent travail a pour but de développer des méthodes d’identification
d’endommagements à partir de ces déformations mesurées. La première partie est consacrée
au problème direct. Connaissant les propriétés mécaniques et géométriques des structures,
des modèles analytiques et numériques sont développés afin de chercher les réponses de
la structure aux points souhaités. Le problème inverse est présenté dans la deuxième
partie et quelques méthodes d’identification de l’endommagent sont proposées. Enfin, des
applications aux cas de poutres et d’une structure réelle sont effectuées dans la dernière
partie.
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Abstract

Structural Health Monitoring (SHM) is necessary to know the evolution of structure’s
behaviour with respect to time which can be due to a modification of the traffic or an aging
of the structure. In addition, European regulations require increased monitoring of weight
loads, either by embedded weighing systems or by bridge weigh-in-motion (BWIM) system
such as instrumented weighing. In the field of civil engineering, methods and techniques for
monitoring structures have been developed to detect damage and analyse the behaviour of
the structure. Among these, the methods based on vibrational responses is often used in
different approaches. However, few methods exist to analyse the behaviour of the structure
using the real-time strain response.

In this context, the OSMOS group has developed a whole set of techniques to measure
the strain on the bridges that are generated by the traffic and to follow these strains over
time. This information is critical to have an estimate of the evolution of the state of the
bridge by identifying the evolution of the strain in different points. The goal of this work is
to develop some structural damage identification methods from these strain measurements.
The first part is dedicated to the direct problem. From given mechanical and geometric
properties of the structures, analytical and numerical models are developed to search for
the structural responses at the desired points. The inverse problem is presented in the
second part, where some structural damage identification methods will be proposed. At
the end, certain applications to the cases of beams and of a real structure will be carried
out in the last part.
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3.4.1 Coefficient de Répartition Transversale des Charges . . . . . . . . . 64

3.4.2 Solution analytique d’une portion de poutre . . . . . . . . . . . . . . 66

3.5 Modélisation de la structure dans code Aster . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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8.2.1 Présentation générale de la structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
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3.8 Comparaison des résultats du modèle analytique avec des données mesurées. 67
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4.17 Déformations des poutres au milieu de la travée T2 du pont à quatre travées :
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gauche) et Cas 2 : avec amortissement (à droite). . . . . . . . . . . . . . . . 152

6.18 Rapport entre deux résidus en fonction de la position du centre de la zone
endommagée. Cas 1 : Sans prise en compte de l’amortissement (à gauche) et
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B.1 Dimension du pont. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214
B.2 Coefficient de Répartition Transversale des charges pour la section du pont. 219

C.1 Distribution de l’aire des courbes de déformation . . . . . . . . . . . . . . . 224
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6.9 Poutre à deux travées : Valeurs estimées et de référence des rapports des
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Introduction générale

L’édification des premiers ponts date du début de l’antiquité, avec par exemple celui de
Tarr Steps situé en Grande-Bretagne, Milvius (Italie) et le pont d’Alcántara (Espagne),
etc. Au cours du temps, les techniques de construction des ponts n’ont cessé de s’améliorer.
Aussi, des ponts à plus grande portée commencent à être bâtis au Moyen-Âge. Le pont
n’a plus seulement comme fonction de franchir des obstacles, mais devient aussi un sym-
bole d’urbanisme et d’esthétique (par exemple, pont du Rialto (Venice), Ponte Vecchio
(Florence)). Durant la révolution industrielle, les ponts métalliques à grande portée ap-
paraissent. Nous pouvons mentionner le viaduc de Garabit sur la Truyère (Eiffel, 1884).
Avec le développement des sciences et des techniques, de nouvelles typologies de ponts
sont inventées et mises en œuvre dans des ouvrages réels. Dans le monde moderne, les
ponts assurent la continuité du transport des biens et des personnes. Leur contribution au
développement économique mondial est primordial.

La plupart des ponts dans le monde entier ont été construits au cours du XXe siècle,
notamment dans la période de forte croissance économique après les Grandes Guerres
(1945-1975) [11, 49]. De ce fait, la surveillance en continu ou à intervalles réguliers des
structures est nécessaire afin d’assurer le bon fonctionnement de la structure. L’identifica-
tion de l’endommagement dans les structures fait l’objet de nombreuses recherches. De
nombreux types de capteurs connectés et de systèmes d’acquisition ont été développés,
comme les capteurs de déplacement utilisant les signaux GPS, les accéléromètres, etc.

Dans ce contexte, la société OSMOS a développé un ensemble de techniques de mesure
de déformation à l’aide de cordes optiques longues. De part sa dimension, cette corde
optique est capable de couvrir une zone importante de la structure. Elle donne ainsi la
possibilité de capturer un défaut si ce dernier se trouve dans sa zone de couverture [38,
75]. Ce travail rentre dans le cadre de la collaboration OSMOS–ENPC dont l’objectif est
de développer des méthodes d’identification d’endommagements de structures à partir de
mesures de déformation dans le temps et leurs applications aux ponts.

Ce mémoire de thèse est constitué de huit chapitres, répartis dans trois parties principales.
Le premier chapitre est dédié aux études bibliographiques. Les chapitres 2, 3, 4 font partie de
la première partie, dans laquelle le problème direct est présenté. Les deux chapitres suivants,
le chapitre 5 et le chapitre 6 sont consacrés au problème inverse. Enfin, les applications
des méthodes proposées font l’objet des deux derniers chapitres (7 et 8). Précisément, les
chapitres de ce manuscrit sont organisés de la façon suivante :

— Le premier chapitre présente dans un premier temps la revue de la littérature des
généralités sur la pathologie des ouvrages d’art. De plus, des méthodes d’identifica-
tion et de localisation de l’endommagement existantes sont abordées. A partir des
modélisations de défaut dans les poutres, des études comparatives sont effectuées
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afin de choisir la modélisation la plus adaptée. Quelques modèles de véhicules sont
également discutés. Enfin, nous présentons la technologie de la corde optique d’OS-
MOS ;

— Le deuxième chapitre présente le modèle analytique de poutre continue sous charge-
ment mobile. Une méthode analytique permettant de calculer rapidement les réponses
dynamiques (déplacement, déformation, accélération, etc.) des poutres continues sous
chargement mobile, avec ou sans la présence de défauts, est développée ;

— Le troisième chapitre présente les modèles analytique et numérique d’un pont à quatre
travées. La structure est de type pont à poutres sous chaussée. Alors que le modèle
analytique est restreint à une portion de poutre en section � T �, le modèle de calcul
numérique réalisé dans le logiciel code Aster donne une modélisation plus complète
de la structure ;

— Le quatrième chapitre présente la comparaison entre les déformations obtenues par
différents types de capteurs de déformation (jauge électrique de déformation, corde
(fibre) optique, etc.) ainsi que l’influence de la longueur des capteurs sur les signaux
acquis. L’influence de l’endommagement sur les réponses de structures est également
abordée ;

— Le cinquième chapitre concerne le problème inverse. Quelques critères de détection
de l’endommagement sont proposés à partir des réponses globales de mesures de
déformation et de l’accélération. Dans un premier temps, un critère de détection et
de localisation de l’endommagement basé sur la distribution de l’aire des histoires de
déformation mesurée le long d’une poutre simple est proposé. De plus, nous regardons
la corrélation entre la déformation dynamique et l’accélération relevées en un même
point pour proposer le deuxième critère ;

— Le sixième chapitre traite aussi du problème inverse. Quelques critères de détection
de l’endommagement sont proposés à partir des amplitudes modales de mesures de
déformation et de l’accélération. Les paramètres modaux sont identifiés à l’aide de la
méthode de fraction rationnelle des polynômes. Plusieurs cas de chargements sont
discutés ;

— Le septième chapitre présente quelques applications des méthodes d’identification
du chargement et de l’endommagement appliquées aux poutres rectilignes simples et
continues ;

— Enfin, le dernier chapitre est dédié à quelques applications des méthodes d’identi-
fication du chargement et de l’endommagement pour une structure réelle : le pont
à quatre travées. Les comparaisons entre les résultats du modèle numérique de la
structure avec un maillage raffiné et les résultats de mesure sont également menées
dans cette application.
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1.4.1 Méthode à base des fréquences naturelles . . . . . . . . . . . . . 13
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1.6 Modélisation de véhicules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.6.1 Modèle de force mobile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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1.1 Introduction

La présence d’endommagements dans les structures de génie civil génère des désordres
structurels. La présence d’endommagements peut-être liée à un manque d’entretien, pou-
vant conduire à des accidents catastrophiques. Plusieurs catastrophes auraient ainsi pu
être évitées si des endommagements avaient été détectés à l’état précoce. Récemment, en
août 2018, le pont Morandi (Italie) s’est effondré en service par manque d’entretien et
de contrôles réguliers, l’effondrement ayant causé 35 morts et de nombreux blessés. De
nombreux autres effondrements d’ouvrages d’art se sont produits dans le monde entier à
cause du manque de surveillance en continue. Ces exemples démontrent la nécessité de
procéder à la surveillance des ouvrages et des plans d’entretien réguliers durant la phase de
construction et d’exploitation.

Dans cette optique, de nombreuses méthodes d’identification et d’évaluations non-
destructives ont été développées dans les 50 dernières années. La plupart des techniques
d’identification sont basées sur la réponse vibratoire des structures permettant de détecter
le niveau d’endommagement mais aussi de localiser ces endommagements. Aujourd’hui,
avec le développement de certaines technologies, la surveillance en continu des ouvrages
d’art permet de suivre l’évolution de l’état des ouvrages à partir de signaux mesurés au
cours du temps.

Dans ce contexte, le groupe OSMOS a développé un dispositif qui permet de mesurer
les déformations sur les ouvrages d’art au cours du temps : La corde optique. Le principe
de la corde optique sera présenté dans la section 1.7.

Le chapitre est consacré à la revue de la littérature. Les pathologies essentielles des ou-
vrages d’art seront présentées, ainsi que leurs conséquences sur le comportement mécanique
des structures. Ensuite, nous présenterons la modélisation de l’endommagement, du véhicule
et du pont, ainsi que le choix des modèles adaptés.

1.2 Généralités sur la pathologie des ouvrages d’art

Au cours de sa vie en service, un ouvrage d’art subit plusieurs actions de natures
différentes. Certaines actions extérieures, ainsi que des évolutions intérieures se développant
dans la structure vont alors être des causes de désordres.

Ces causes provenant d’un problème de conception et d’exploitation peuvent être la
cause directe d’un désordre de la structure :

— Défaut de conception : quand tous les événements statistiques ne sont pas pris en
compte, comme par exemple la tempête qui a mené à l’effondrement du pont de
Tacoma (le 7 novembre 1940) ;

— Défaut d’utilisation : un camion de poids excessif peut détruire totalement un pont
(pont de Mirepoix-sur-Tarn, effondré le 12 décembre 2020 après le passage d’un poids
lourd) ;

— Actions climatiques / environnementales : les cycles gel et dégel de l’eau ;

— Evènements rares : des crues, des séismes...
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D’autres causes sont dues à la durabilité des matériaux constitutifs de la structure.
Dans le cas de structures en béton précontraint et en béton armé, nous pouvons citer la
corrosion et l’alcali-réaction qui sont les causes d’endommagement les plus sévères. De plus,
la fatigue des matériaux qui sont soumis à des sollicitations cycliques est aussi un sujet
important à étudier.

L’alcali-réaction et la corrosion sont des réactions chimiques qui se développent lentement
à l’intérieur des structures sous certaines conditions environnementales favorisant ces
événements. L’alcali-réaction est un ensemble de réactions chimiques entre les silicates
mal cristallisés contenus dans les granulats réactifs et les ions hydroxyles présents dans la
solution interstitielle du béton.

1.3 La corrosion des armatures

Une des causes principales et directes qui provoque la dégradation des structures
est la corrosion. Wallbank [88] a présenté 200 ponts routiers examinés, dont 61 sont en
condition médiocre et 25 ont des problèmes mineurs. Le responsable primordial de ces
détériorations est la corrosion. Initiée par des agents agressifs présents dans l’environnement,
la corrosion évolue au cours du temps, puis crée des fissures qui entrainent une réduction
de la résistance mécanique des structures. Ce processus physico-chimique est lent et difficile
à éviter. Concernant la corrosion des armatures du béton armé, il existe plusieurs types de
corrosion :

— La corrosion uniforme : L’état endommagé du métal est uniforme.

— La corrosion par piqûre : La corrosion est très localisée et se développe en profondeur.

— La corrosion sous contrainte : L’action conjuguée d’une tension mécanique avec la
corrosion. Ce type de corrosion est dangereux pour les ouvrages.

— La corrosion galvanique : Provient de deux métaux de natures différentes qui sont mis
en contact. Un métal s’oxyde et se dissout (anode) alors que l’autre est le réducteur
(pile électrochimique).

1.3.1 Mécanisme et propagation de la corrosion des armatures

Passivation de l’acier

A la sortie d’usines, les armatures sont couvertes d’une couche de calamine [34]. En
attendant leur mise en œuvre, ces armatures stockées en extérieur s’oxydent selon un
mode de corrosion, dit atmosphérique. Il en résulte une couche de rouille qui est uni-
forme et très poreuse. Lors du coulage du béton, ces produits initiaux se transforment
et suite à un processus rapide et intense de corrosion, une couche mince d’oxydes se
forme. Cette dernière est très dense et peu soluble et a un pouvoir de protection du métal
sous-jacent. Le fer est dit passivable, ainsi que le film superficiel qui est nommé le film passif.

En même temps, des réactions entre les silicates et l’eau donnent des hydrates (C−S−H)
et de la porlandite (Ca(OH)2). Ensuite, cette dernière réagit avec les sulfates acalins présents
dans le ciment :

Ca(OH)2 +K2SO4 → CaSO4 + 2KOH

Ca(OH)2 +Na2SO4 → CaSO4 + 2NaOH
(1.1)
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Cette solution interstitielle fortement alcaline (pH ≥ 13) favorise la formation et l’effi-
cacité de la couche de protection [24, 34].

Le diagramme d’équilibre potentiel-pH de Pourbaix [71] fait intervenir des réactions
susceptibles de se produire. La figure 1.1 montre le diagramme du système Fe−H2O à la
condition standard : température de l’environnement T = 25o C, pression atmosphérique
p = 1 atm. La concentration des ions ferreux (Fe2+) et des ions ferriques (Fe3+) est de
10−6 mol/L.

Figure 1.1 – Diagramme de Pourbaix simplifié du système Fe/H2O

Le diagramme de Pourbaix simplifié (Figure 1.1) définit trois régions de stabilité : La
région d’immunité se trouve en bas du diagramme, dans laquelle le fer ne se corrode pas.
La région de passivité est celle où les couches d’oxydes se forment. Les armatures après
coulage du béton tombent dans cette région, avec le pH ≥ 13. Enfin, la région des ions
Fe2+ et Fe3+, se situant à gauche du diagramme, représente l’état dans lequel le degré
du pH est le plus bas. La corrosion se développe dans cette région. A un certain moment,
quand les agents agressifs dans l’environnement pénétrèrent dans le béton, le pH de la
solution interstitielle diminue et la corrosion peut se développer.

Parmi les causes de corrosion, il y a deux causes principales et distinctes :

— Corrosion induite par la carbonatation ;

— Corrosion induite par la pénétration des ions chlorures.

Corrosion induite par la carbonatation du béton

C’est un processus long et inévitable. Après une pénétration de dioxyde de carbone
vers les espaces poreux dans le béton, le CO2 atmosphérique réagit avec les hydroxydes
de la pâte du ciment, surtout la chaux Ca(OH)2, pour former la calcite (CaCO3). Cette
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dernière remplit globalement des espaces poreux dans le béton et augmente les propriétés
mécaniques du béton. Cependant, cette réaction consomme de hydroxyles (OH−), ce qui
entrâıne une diminution du degré de pH, de 13 à une valeur comprise entre 8 et 9 [25, 34].
Le diagramme de Pourbaix (Figure 1.1) montre alors que cette neutralisation du béton
entrâıne des réactions qui dissolvent le film passif, le détruisent et en amorcent la corrosion.

CO2 + Ca(OH)2 → CaCO3 +H2O (1.2)

L’épaisseur de la zone carbonatée est proportionnelle à la racine carrée du temps. En
général, cette relation peut être écrite [10] :

x(t) = K
√
t (1.3)

où x est l’épaisseur de la zone carbonatée. K est un coefficient qui dépend à la fois de la
composition du béton et de paramètres environnementaux (humidité, température...)

Le coefficient K peut être décomposé en plusieurs facteurs [4] :

K = γf(HR)k (1.4)

où :

— γ est le coefficient d’exposition ;

— f(HR) est le facteur d’humilité relative, dont les valeurs peuvent être trouvées dans
la littérature ([78, 87]) ou à partir d’un logiciel alimenté par une base de données ;

— k est le coefficient de transport du béton.

La vitesse de la carbonatation est plus favorable lorsque l’humidité dans l’environnement
est comprise entre 40 % et 70 %. Drouet [28] a montré dans sa thèse que la carbonatation
est plus favorable à 50oC et 80oC qu’à 20oC. Après environ 30 ans, la profondeur de
carbonatation dans un béton d’ouvrage peut varier de 1 mm à 30 mm selon l’environnement
dans lequel il se trouve.

Corrosion induite par la pénétration des ions chlorures

Les ions chlorures libres sont les principaux acteurs de la corrosion. Ils viennent
essentiellement de deux sources :

— L’environnement marin : zone de marnage, en contact direct avec l’eau de mer ou en
exposition aux embruns... ;

— Les sels de déverglaçage en hiver.

En milieu saturé, les ions chlorures pénètrent dans le béton par diffusion sous l’effet
du gradient de concentration. Une partie des ions chlorures diffusés dans le béton est
retenue dans la matrice, alors que le reste est libre, en présence dans la solution interstitielle
susceptible d’atteindre une concentration critique Ccr permettant de détruire le film passif
d’armatures. C’est le début de la corrosion.

La valeur critique de concentration Ccr est souvent exprimée par le rapport entre la
quantité totale de chlorures et la masse totale du ciment. Selon Hausmann [41], le critère
d’amorçage de la corrosion est défini par :

[Cl−]

[OH−]
≥ 0.6 (1.5)
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La vitesse de corrosion est plus grande lorsque ce rapport est plus élevé. Pour un béton
d’ouvrage non carbonaté, le rapport [Cl−]/[OH−] est compris entre 0.6 et 1.0 correspondant
à une concentration � critique � de l’ordre de 0.4 % de masse de ciment. En France, la
norme NF EN 206/CN impose que la teneur maximale en Cl− rapportée à la masse de
ciment soit de 0.4 % pour un béton armé courant [5]. Cette valeur diminue à 0.2 % pour
un béton contenant des armatures de précontrainte en acier.

En ce qui concerne le transport des ions chlorures dans le béton, il existe de nombreux
modèles analytiques se basant sur la deuxième loi de Fick :

∂C

∂t
= Dapp

∂2C

∂x2
(1.6)

Avec Dapp le coefficient de diffusion apparent qui dépend essentiellement du matériau béton
et de la température environnementale et C(x, t) la concentration des ions chlorures à
l’instant t, en profondeur x.

Une solution pour l’équation (1.6) pour un milieu isotrope semi-infini est :

C(x, t) = Cs + (C0 − Cs) erf

(
x√

4Dappt

)
(1.7)

où Cs est la concentration en chlorures en surface, C0 est la concentration initiale des ions
chlorures et erf(x) est la fonction d’erreur de variable x, définie par :

erf(x) =
1√
π

∫ x

−x
e−ξ

2
dξ =

2√
π

∫ x

0
e−ξ

2
dξ (1.8)

La FIB (Fédération Internationale du Béton) propose une solution alternative de
l’équation de diffusion (1.6), basée sur la deuxième loi de Fick, comportant plusieurs
paramètres dans son bulletin numéro 34 [32]. C’est le modèle le plus couramment utilisé
dans l’Union Européenne :

CCl−(x, t) = C0 + (Cs,∆x − C0) · erf

(
x−∆x√

4Dappt

)
(1.9)

Avec :

— C0 : la concentration des ions chlorures initiale (%) ;

— ∆x : la profondeur jusqu’à laquelle le transport des ions est à la fois par diffusion et
par convection (mm) ;

— Cs,∆x : la concentration des ions chlorures à la profondeur ∆x (%).

Lorsque la concentration des ions chlorures atteint le seuil d’amorçage, les ions Cl−

réagissent avec les ions Fe2+ pour former du chlorure de fer. Ensuite, ce dernier consomme
des hydroxydes et se transforme en hydroxyde de Fe II. Ces réactions consécutives peuvent
s’exprimer comme ci-dessous [58] :

Fe2+ + 2Cl− → FeCl2

FeCl2 + 2OH− → Fe(OH)2 + 2Cl−
(1.10)

La consommation des ions OH− diminue le pH du béton. La corrosion est initiée.
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Propagation de la corrosion

Une fois le film passif détruit, la partie endommagée des armatures forme une anode,
où le fer se dissout :

Fe→ Fe2+ + 2e− (1.11)

Pour compenser les électrons libérés par la réaction anodique (1.11), l’eau est décomposée
à la cathode :

2H2O +O2 + 4 e− → 4OH− (1.12)

L’anode et la cathode se situent sur la même surface du métal. Le métal conducteur
permet d’échanger les électrons libres, alors que le transport des ions dans la solution
électrolytique est effectué par diffusion (Figure 1.2).

Anode Cathode

e−

OH−

Béton d’enrobage

H2O et O2

Acier

Figure 1.2 – Mécanisme de corrosion des armatures

Dans le milieu fortement alcalin, les ions ferreux (Fe2+) réagissent avec les ions hy-
droxyles (OH−) qui sont présents dans la solution interstitielle, pour former l’hydroxyde
ferreux à la surface des armatures :

Fe2+ + 2OH− → Fe(OH)2 (1.13)

L’hydroxyde ferreux s’oxyde pour former l’oxyde ferrique hydraté (Fe2O3, H2O) ou la
magnétite (Fe3O4). La � rouille � est le mélange de ces constituants.

4Fe(OH)2 +O2 → 2Fe2O3 + 4H2O

6Fe(OH)2 +O2 → 2Fe3O4 + 6H2O
(1.14)

Concernant l’évolution de la corrosion, Tuutti et al. [86] ont proposé un schéma simplifié
contenant deux phases : initiation (amorçage) et propagation (Figure 1.3). Dans la phase
d’initiation, l’armature est dans l’état passif. L’acier est protégé par le film passif et la
vitesse de corrosion reste faible. Quand la concentration des agents agressifs dépasse un
seuil, le film passif est endommagé. L’armature n’est plus protégée à certains endroits et
l’acier se dissout. La corrosion passe à l’état de propagation, ou � l’état actif �. C’est la
deuxième phase dans le diagramme de Tuutti. Dans cette étape, les produits de corrosion
sont proportionnels au temps passé. Enfin, la corrosion entrâıne un gonflement du béton
d’enrobage et fait apparâıtre des fissures.
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Figure 1.3 – Les différentes étapes de corrosion selon Tuttii [86]

1.3.2 Quantification de l’intensité de corrosion

Afin de quantifier la corrosion, il existe différentes méthodes pour définir un � degré de
corrosion �. Il peut être la profondeur de corrosion, le volume de produits de corrosion ou
la perte de section d’armature par la corrosion.

Dans son ouvrage, François [34] a défini le � degré de corrosion � comme le rapport entre
la section corrodée et la section saine. La perte de diamètre peut être mesurée en fonction
du diamètre résiduel à l’aide d’un pied à coulisse. En revanche, la corrosion n’est pas
toujours homogène dans la section corrodée et la section corrodée n’est plus circulaire. Une
surestimation du diamètre résiduel implique des erreurs lors d’un recalcul de la structure.
D’autre part, la perte de section peut être obtenue à partir de la perte de masse, due à
la corrosion et sur une longueur donnée. Cette mesure est réalisée en laboratoire : une
armature est coupée en morceaux qui sont pesés. Une longueur de 5 mm est suffisante pour
donner l’information du degré de corrosion locale :

C =
∆A

A
(1.15)

Avec ∆A la perte de section corrodée et A la section initiale.

La perte locale d’armature peut avoir une influence sur la structure si la zone en-
dommagée est susceptible de recevoir des sollicitations importantes dans la structure.
Cependant, pour estimer des effets globaux sur la structure, la perte globale est utile dans
ce cas. Le degré de corrosion général (Cmoy) est défini comme la perte de la section sur la
totalité de la longueur de l’armature.

Pour plus d’information sur la corrosion, les facteurs de piqûres sont calculés. Il existe
plusieurs définitions du facteur de piqûre. Le facteur de piqûre pfs est le rapport entre la
corrosion locale maximale et la corrosion moyenne : pfs = Cmax/Cmoy. Une autre définition,
est le ratio géométrique local pfg qui signifie le rapport de perte de section basé sur le
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diamètre résiduel obtenu avec la piqûre sur la section correspondant à la corrosion homogène
pour une même quantité de fer perdue (Figure 1.4).

As −∆As As −∆As

Figure 1.4 – Piqure de corrosion (droite) et comparaison avec une corrosion homogène
(gauche) pour une même quantité de fer corrodé.

Pour la corrosion induite par la carbonatation, ce facteur de piqûre est égal à 1 alors
que pour la corrosion induite par les ions chlorures, cette valeur est voisine de 4. Ce facteur
de piqûre géométrique est utilisé pour distinguer la corrosion induite par les ions chlorures
et celle induite par la carbonatation.

1.3.3 Comportement mécanique de l’acier corrodé

De nombreuses études ont porté sur l’influence de la corrosion sur le comportement
mécanique des structures en béton armé [17, 46, 54, 72, 85]. En général, les études sont en
accord sur les conséquences induites par la corrosion sur la structure :

— Du point de vue global, la corrosion entrâıne une diminution de la section résistante
des armatures ;

— D’autre part, les produits de corrosion ont un volume plus élevé que le volume du
métal de base. Cela implique un gonflement du béton d’enrobage, entrâınant ensuite
l’apparition des fissures ;

— Les produits de corrosion sont plus poreux que l’acier. Quand ces produits se
développent autour de l’armature ils peuvent affecter l’adhérence entre le béton
et l’acier et alors réduire la capacité de portance ainsi que la performance de la
structure.

En ce qui concerne la résistance en traction, les essais de traction simple d’une barre
d’armature corrodée réalisés par Zhu et François [96] ont confirmé que � la limite élastique
de l’acier n’est pas affectée par la corrosion � et que � la contrainte ultime de l’acier n’est
pas modifiée par la corrosion �. Pourtant, la corrosion entrâıne une perte de ductilité de
l’acier.

A l’échelle structurelle, la corrosion conduit à une diminution de la charge de plastifica-
tion et de la capacité portante d’une poutre en béton armé en flexion. Les essais réalisés
par Yu et al. [94] démontrent que la perte de la charge de plastification et la perte de
capacité portante sont proportionnelles à la perte de section d’armature due à la corrosion
(Figure 1.5). Ces résultats sont logiques et comme indiqué dans le paragraphe précédent, la
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limite d’élasticité et la contrainte ultime de l’acier ne sont pas modifiées par la corrosion
alors que la charge de plastification et la capacité portante d’une poutre corrodée sont
proportionnelles à la section résiduelle de l’armature.

(a) (b)

Figure 1.5 – Corrélation entre la diminution de la charge de plastification (a), de la
capacité portante (b) et la perte de section d’armature, d’après Yu et al. [94]

La perte d’adhérence et l’apparition des fissures diminuent la rigidité globale de la
structure. Torres-Acosta [85] a examiné 10 poutres corrodées en béton armé. Les poutres
ont été contaminées par des concentrations élevées d’ions chlorure durant la phase de
coulage du béton, et mises en essai de flexion 3 points. La rigidité structurelle équivalente
est définie comme le rapport entre la force appliquée et la flèche de la poutre. Une relation
proportionnelle entre la perte de rigidité et le degré de corrosion est relevé. Dans la même
optique, Malumbela et al. [54] ont testé 20 poutres à grande échelle (153× 254× 3000 mm)
et à différents niveaux de corrosion à l’aide d’essais de flexion 4 points. Une zone de moment
de flexion constante de longueur 1 m est établie au milieu des poutres. Une relation entre
la rigidité en flexion de la poutre corrodée et la mesure de flexion est proposée :

EI =
Mext

24∆
(3l2 − 4l2s) (1.16)

dans laquelle EI est la rigidité (en flexion) de la poutre corrodée, Mext est le moment
externe appliqué, ∆ est la flèche de la poutre et l, ls sont respectivement la distance entre
2 appuis et la longueur des zones où l’effort tranchant est non nul.

Les expériences présentées ont été réalisées en condition quasi-statique. Du point de
vue dynamique, Razak et al. [72] ont effectué une campagne d’essais dynamiques sur des
poutres saines et corrodées afin de relever leurs paramètres modaux. Une réduction des
fréquences naturelles a été observée en fonction du niveau d’endommagement.

1.4 Les méthodes d’identification et de localisation d’endom-
magement existantes

La présence d’endommagements dans la structure est une des causes majeures de la
dégradation de la structure, voire de son effondrement. La détection d’endommagements
a fait l’objet de nombreuses recherches au cours du XXe siècle. La plupart des méthodes
d’identification sont basées sur l’analyse vibratoire. Fan et al. [31] ont fait un résumé des
méthodes existantes dans la littérature.

Selon Rytter [77], l’identification des endommagements de structures peut être classée
en quatre différents niveaux :



1.4. Les méthodes d’identification et de localisation d’endommagement existantes 13

— Niveau 1 : Identification de la présence d’endommagement dans la structure ;

— Niveau 2 : Localisation de l’endommagement dans la structure ;

— Niveau 3 : Quantification de la sévérité de l’endommagement ;

— Niveau 4 : Prédiction de la durée de vie de la structure.

Il existe un grand nombre de méthodes permettant d’aller jusqu’au niveau 3. Il faut
cependant disposer de plus d’informations pour prédire la durée de vie de la structure.
Dans ce qui suit, différentes méthodes d’identification sont présentées. Les trois premières
catégories utilisent des paramètres modaux pour traiter le problème inverse alors que la
dernière catégorie prend la réponse temporelle directe comme entrée du problème.

1.4.1 Méthode à base des fréquences naturelles

La présence d’une fissure diminue la rigidité globale de la structure et entrâıne une
diminution des fréquences naturelles de la structure. Plus la structure est endommagée,
plus elle est souple. Le changement des valeurs des fréquences propres donne une indication
sur la gravité de l’endommagement.

Le pourcentage de changement des valeurs des fréquences est souvent utilisé. Pour le
i-ième mode, ce changement est :

%Ci = 100×
ωi − ωfi
ωi

(1.17)

avec ωi la pulsation propre de la structure non-fissurée et ωfi la pulsation propre de la
structure fissurée.

Cependant, ce pourcentage de changement est relativement petit à basses fréquences.
Pour une petite fissure, ce taux de changement peut être inférieur à 1 %. Pour cette
raison, les investigations portant sur l’influence des fissures sur les fréquences naturelles
ont plutôt lieu en laboratoire. Pour un essai in situ, un changement de l’ordre de 5 % est
nécessaire pour détecter un endommagement [79]. En réalité, les fréquences naturelles des
structures sont sensibles aux conditions environnementales (température, humidité...) et
aux conditions d’appuis. Les fréquences identifiées lors d’essais in situ tendent à décrôıtre
avec l’augmentation de la température. Des variations sur les fréquences peuvent atteindre
une valeur de 4 à 5 % pour un changement de température de 15 oC [23]. De plus, la
plupart des fréquences naturelles ont tendance à augmenter après un resserrage des appuis.

Hearn et Testa [42] ont démontré que le ratio de la variation des fréquences au carré
(∆ω2

i /∆ω
2
j ) pour deux modes i et j est indépendant de la sévérité de l’endommagement,

mais ce ratio dépend de la localisation de la fissure. Néanmoins, il faut considérer de
nombreuses fréquences afin d’obtenir un résultat raisonnable [14].

1.4.2 Méthode à base des déformées modales

Tandis que les fréquences naturelles fournissent une information globale sur le système,
les déformées modales traduisent la description spatiale unique des amplitudes à chaque
mode de vibration. En conséquence, un endommagement local peut entrâıner des chan-
gements sur la déformée modale. Les variations des déformées modales ne dépendent pas
seulement de la sévérité de l’endommagement (ou de la profondeur de la fissure) mais aussi
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de sa localisation. Il existe donc plusieurs méthodes d’identification basées sur les déformées
modales.

Gladwell et Morasqi [37] ont indiqué que les nœuds de chaque déformée modale se
déplacent vers la fissure : Des nœuds situés à gauche de la fissure pour une structure saine
se déplacent vers la droite, et, les nœuds à droite se déplacent vers la gauche.

Modal Assurance Criterion (MAC)

Allemang [6] a présenté une méthode d’identification, appelée � Modal Assurance

Criterion � (MAC). ΦA =
[
φA1 φA2 . . . φAmA

]
et ΦB =

[
φB1 φB2 . . . φBmB

]
sont deux

matrices respectivement de taille n×mA et n×mB qui représentent les déformées modales
obtenues par deux façons différentes (à l’issue d’un modèle théorique, d’un calcul aux
éléments finis, d’un essai...) ou à deux états différents (structure saine et fissurée). mA, mB

sont les nombres de modes pris en compte pour les deux approches {A} et {B}, n est le
nombre de points de mesure (coordonnées). Le facteur MAC pour les déformées modales i
et j s’écrit comme ci-dessous :

MAC(i, j) =

∣∣∣∑n
k=1 φ

A
k,iφ

B
k,j

∣∣∣2∑n
k=1(φAk,i)

2
∑n

k=1(φBk,j)
2

(1.18)

Le coefficient MAC(i, j) interprète la corrélation entre le mode i de l’ensemble ΦA et

le mode j de l’ensemble ΦB . Ces coefficients varient entre 0 et 1. Si les deux modes ne
sont pas corrélés, le coefficient MAC est égal à 0. En revanche, ce facteur est proche de 1
quand les deux modes sont corrélés.

Coordinate Modal Assurance Criterion (COMAC)

A partir des coefficients MAC, les coefficients COMAC (� Coordinate Modal Assurance
Criterion �) sont proposés pour déterminer l’endroit pour lequel les déformées modales
des deux ensembles de données ne sont pas corrélées. A la coordonnée k de la structure,
le coefficient COMAC est calculé en utilisant m modes de vibration (ici, mA = mB = m)

entre deux ensembles de données ΦA et ΦB et s’écrit comme suit [50] :

COMAC(k) =

(∑m
r=1|φAk,rφBk,r|

)2

∑m
r=1(φAk,r)

2
∑m

r=1(φBk,r)
2

(1.19)

D’après Palacz [67], il faut prendre plus de deux déformées modales pour chaque
ensemble de données afin d’avoir un bon résultat. De plus, le critère MAC peut donner de
mauvais résultats quand le nombre de points de mesure est petit. Cependant, le critère
COMAC est moins affecté par cette limitation. En pratique, les coefficients COMAC sont
assez proches (et ils sont généralement proches de 1). Afin de mieux interpréter les résultats,
le coefficient (1−COMAC) sera pris en compte.

1.4.3 Méthode à base des courbures modales

Pandey et al. [68] ont suggéré que les courbures modales sont plus sensibles à l’endom-
magement que les coefficients MAC et COMAC des déformées modales. Ces courbures
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modales sont obtenues à partir des déformées modales en calculant leur dérivée seconde.
Pour des points de mesure discrets, la courbure modale au point k est estimée par le schéma
de différence centré suivant :

φ′′i,k =
φi,k−1 − 2φi,k + φi,k+1

h2
(1.20)

avec φi,k le déplacement modal au point de mesure k du mode i et h l’espacement des
points de mesure.

Pour une poutre de type Euler-Bernoulli, la déformée modale peut être caractérisée de
manière générale par la fonction analytique :

φi = Ai sinλix+Bi cosλix+ Ci sinhλix+Di coshλix (1.21)

La courbure modale est donc obtenue directement sous la forme :

φ′′i = −λ2
iAi sinλix− λ2

iBi cosλix+ λ2
iCi sinhλix+ λ2

iDi coshλix (1.22)

où i est le mode considéré et A, B, C, D sont les constantes, déterminées à partir de la
configuration géométrique du système.

La courbure modale (MSC - � Mode Shape Curvature �) au point k est définie comme
ci-dessous [68] :

MSCk =
∑
i

∣∣∣(φfi,k)′′ − (φoi,k)
′′
∣∣∣ (1.23)

(φfi,k)
′′ est la courbure modale de la structure fissurée alors que (φoi,k)

′′ est la courbure
modale de la structure saine.

Les travaux expérimentaux menés par Abdel Wahab et De Roeck [3] sur le pont Z24
(ouvrage en béton précontraint de longueur 53.3 m sur l’autoroute A1 Berne-Zurich, Suisse)
ont confirmé l’efficacité de la méthode de courbures modales. Ils ont proposé le facteur
d’endommagement de courbure (CDF - � Curvature Damage Factor �) :

CDF =
1

N

N∑
i=1

∣∣∣(φfi,k)′′ − (φoi,k)
′′
∣∣∣ (1.24)

avec N le nombre de modes considérés. Ils ont constaté que les courbures modales associées
aux premiers modes propres sont plus précises que celles des modes supérieurs.

Pour une poutre de type Euler-Bernoulli en flexion, la courbure de l’axe neutre est
proportionnelle à la déformation mesurée εm sur la face supérieure ou inférieure de la poutre.
Soit z0 la distance entre le capteur et l’axe neutre (z0 < 0 si le capteur de déformation est
situé au-dessus de l’axe neutre), la courbure au point x est :

u′′(x) =
εm(x)

z0
(1.25)

Par conséquent, la courbure modale d’une structure élancée peut être obtenue à partir des
déformations modales mesurées.
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1.4.4 Méthodes à base de la Transformation en Ondelettes

C’est une méthode récemment utilisée afin de détecter des singularités d’un signal
donné. Contrairement à la Transformée de Fourier qui ne donne que des informations sur
les amplitudes et fréquences des composantes sinusöıdales du signal, en divisant le dernier
en plusieurs morceaux de longueurs différentes, la Transformation en Ondelettes est très
utile au cas où la fréquence du signal dépend aussi du temps.

Étant donné un signal f(x) qui est de carré intégrable, la Transformation en Ondelettes
Continues (ou � CWT − Continuous Wavelet Transform � en anglais) est définie par [53] :

Wf(u, s) = f(x) ∗ ψs(x) =
1√
s

∫ +∞

−∞
f(x)ψ

(
x− u
s

)
(1.26)

où ψs(x) est la dilatation de ψ(x) par le facteur d’échelle s, u est le paramètre de translation.
ψ(x) est le complexe conjugué de ψ(x).

De nombreuses études sur la détection et la localisation de l’endommagement de
structures de type pont à poutres peuvent être trouvées dans la littérature. Zhu, Law (2005)
[97] et Yu et al. (2015) [95] ont proposé des méthodes de détection de l’endommagement à
partir de l’histoire du déplacement d’un point donné d’une poutre simple soumise à une
force mobile. Dans leurs études, l’ondelette de type � Chapeau Mexicain � est utilisée. Il
s’agit de l’opposé normalisé de la dérivée seconde d’une fonction gaussienne :

ψ(x) =
2√
3σ
π−1/4

(
x2

σ2
− 1

)
e−

x2

2σ2 (1.27)

où σ est la déviation standard.

Dans leur exemple numérique, les auteurs ont utilisé une poutre bi-appuyée en acier
(E = 210GPa, ρ = 7860 kg/m3) de longueur L = 50m, de section rectangulaire de hau-
teur égale à 1m et de largeur 0.5m. Une force F0 = 10 kN passe sur la poutre à vitesse
v = 1m/s. La poutre est fissurée à xf = L/3. Une représentation des coefficients de la
Transformation en Ondelettes (TO) dans l’exemple numérique de Zhu [97] est présentée
dans la figure 1.6.

Nous voyons bien un faisceau divergent à l’endroit de la fissure. La vitesse considérée
est très petite par rapport à la première vitesse critique [81] de la poutre, de l’ordre de 1
%. Quand la vitesse est grande (v ≥ 3%vc1 u 3m/s), les faisceaux deviennent flous. La
vitesse est un facteur qui est sensible à l’exactitude des exemples présentés. Nous observons
que des rayures apparaissent en bas du graphe des coefficients avec l’augmentation de la
vitesse. De plus, des événements dynamiques induits par la grande vitesse donnent plus de
singularités sur la présentation des coefficients.

Hors de l’utilisation des déplacements comme données d’entrée, Pakrashi et al. [66] ont
utilisé des jauges de déformation pour obtenir la réponse d’une poutre simple soumise à
un véhicule à 2 essieux. Solis et al. [80] ont pris des mesures d’accélérations en plusieurs
points d’une poutre pour appliquer des méthodes de détection de l’endommagement basées
sur la Transformation en Ondelettes.
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Figure 1.6 – Coefficients de Transformation en Ondelettes (TO) d’une poutre simple
soumise à une force mobile.

1.4.5 Autres méthodes

Les méthodes mentionnées ci-dessus ont un point commun : Elles utilisent l’analyse
modale pour identifier les endommagements. Il existe d’autres méthodes où la réponse
temporelle est utilisée directement comme entrée du modèle.

Wu et al. [91] ont proposé une méthode basée sur l’aire des lignes d’influence de
déformation pour un pont à plusieurs travées. Pour cela, une série de jauges de déformation
est installée sous la face inférieure du tablier de ponts. L’aire de la ligne d’influence pour
chaque capteur est une fonction de la position des capteurs. Lorsque le véhicule traverse la
travée instrumentée, cette relation est quadratique. Si le véhicule n’est pas dans la travée
instrumentée, cette relation est linéaire.

A(xi) ∝

{
a1x

2
i + b1xi + c1, xi ∈ Lins

a2xi + b2, xi /∈ Lins
(1.28)

où Lins désigne la travée instrumentée.

Quand une fissure se forme, la rigidité locale diminue. Un pic apparâıt alors dans le
graphe A(xi) à l’endroit de la fissure. Cette méthode permet de détecter des endomma-
gements présents dans la travée instrumentée. Dans les essais in situ, la méthode donne
de bons résultats dans l’intervalle [0.25L, 0.75L] avec L la longueur de la travée instrumentée.

De plus, des techniques utilisant la transformation de Hilbert-Huang (HHT) [76], la
corrélation croisée entre la réponse (déplacement, accélération) de la poutre mesurée en
deux points [62] ont été développées pour détecter des endommagements.
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1.5 Modélisation de l’endommagement

La présence d’un endommagement diminue la rigidité locale de la structure. Dans la
littérature, la fissure d’une poutre peut être modélisée comme une zone de réduction de
rigidité en flexion : EI(x)→ ẼI(x) (Figure 1.7a) ou un ressort spiral de flexibilité locale c,
connectant deux segments de poutre [35].

Considérons une poutre de section rectangulaire de hauteur h et de largeur b. Une
fissure de profondeur a est présente au point x = xc. En ce qui concerne la première
approche, Christides et Barr [21] ont proposé une formule qui permet de calculer la rigidité

locale ẼI(x) de la zone endommagée en fonction de la rigidité EI et des caractéristiques
de la fissure :

ẼI(x) =
EI

1 + Ce−
2α|x−xc|

h

(1.29)

dans laquelle C = (I−Ic)/Ic, I = bh3/12 est le moment quadratique de section non fissurée
et Ic = b(h− a)3/12 est le moment d’inertie de la section fissurée. α est une constante qui
vaut 0.667, que Christides et Barr ont estimée expérimentalement. Pour une fissure de
taille petite, une bonne approximation de la longueur de la zone endommagée est 2h/α,
soit environ trois fois la hauteur de la poutre.

Dans la deuxième approche, le moment de flexion transmis à travers la section fissurée
s’écrit (Figure 1.7b) :

u′(x+
0 )− u′(x−0 ) = cM(x0) (1.30)

où x0 est la position de la fissure et u(x) le déplacement transversal de la poutre.

O x0 x

EI ẼI EI

(a)

O x0 x

(b)

Figure 1.7 – Modélisation de l’endommagement dans une poutre (a), par une modification
locale de la rigidité en flexion (b) par un ressort spiral.

Puisque M(x) = EIu′′(x), la relation (1.30) peut être réécrite comme suit :

u′(x+
0 )− u′(x−0 ) = Ku′′(x0) (1.31)

avec K = EIc le coefficient de proportion entre le saut de pente de la poutre et la deuxième
dérivée du déplacement au niveau de la fissure.

Dans ce qui suit, l’approche par le modèle du ressort spiral sera prise en compte. Quelques
modèles existants dans la littérature seront présentés. Ensuite, un modèle numérique d’une
poutre soumise à une flexion en 3 points sera étudié afin de comparer les différents modèles.
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1.5.1 Revue de la littérature

Soit une structure de type poutre, de section rectangulaire soumise à une flexion. La
fissure est supposée de profondeur uniforme a. De manière générale, la flexibilité locale
s’écrit :

c =
6πh

EI
(1− ν2)J1

(a
h

)
(1.32)

où h est la hauteur de la poutre, I est le moment d’inertie par rapport à l’axe neutre, E
et ν sont respectivement le module d’élasticité et le coefficient de Poisson du matériau
constitutif de la poutre. J1 est une fonction qui ne dépend que du ratio entre la profondeur
de fissure et la hauteur de la poutre a/h. L’indice � 1 � désigne que l’expression de J1(a/h)
correspond au premier mode d’ouverture de la fissure en flexion pure : ouverture selon la
normale au plan de la fissure.

Modèle de Rizos (1989)

Rizos et al. [74] ont utilisé les calculs de la raideur du ressort spiral kT proposés par
Dimarogonas [26] et Dimarogonas et Paipetis [27], à partir de la fonction densité d’énergie
de déformation. Dans son modèle, la flexibilité locale s’écrit [55, 74] :

cθ =
6h

EI
(1− ν2)J1(a1) (1.33)

avec :

(1.34)J1(a1) = 1.8624a2
1 − 3.95a3

1 + 16.375a4
1 − 37.226a5

1 + 76.81a6
1

− 126.9a7
1 + 172a8

1 − 143.97a9
1 + 66.56a10

1

a1 = a/h est le rapport entre la profondeur de la fissure et la hauteur de la poutre.
Le coefficient de proportion est obtenu à partir de la flexibilité locale :

K = EIc = 6h(1− ν2)J1(a1) (1.35)

Modèle d’Ostachowicz (1991)

Ostachowicz et al. [65] ont proposé un modèle alternatif, dans lequel l’expression du
coefficient de proportion K s’écrit :

K = 6πha2
1fJ(a1) (1.36)

avec :

(1.37)fJ(a1) = 0.6384− 1.035a1 + 3.7201a2
1 − 5.1773a3

1 + 7.553a4
1 − 7.332a5

1 + 2.4909a6
1

Modèle de Chondros (1998)

Chondros et al. [20] ont étudié la vibration d’une poutre en utilisant la fonction de
perturbation des fissures et ils en ont déduit la flexibilité locale :

c =
6πh(1− ν2)Φ1(a1)

EI
(1.38)

avec :

(1.39)Φ1(a1) = 0.6272a2
1 − 1.04533a3

1 + 4.5948a4
1 − 9.9736a5

1 + 20.2948a6
1

− 33.0351a7
1 + 47.1063a8

1 − 40.7556a9
1 + 19.6a10

1
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Le coefficient de proportion est K = EIc = 6πh(1− ν2)Φ1(a1).

Le ratio K/(6πh) ne dépend que du rapport profondeur de la fissure / hauteur de la
poutre et éventuellement du coefficient de Poisson (ν) du matériau constitutif de la poutre.

1.5.2 Comparaison avec les calculs aux éléments finis

Afin de comparer les modèles présentés ci-dessus et choisir le modèle adapté, nous avons
réalisé une simulation numérique du modèle de poutre simple. Il s’agit d’un essai de flexion
3 points d’une poutre de section rectangulaire (Figure 1.8). Le matériau constitutif de la
poutre est le béton, puis l’acier.

Figure 1.8 – Poutre simple, bi-appuyée. Source : fr.wikipedia.org

Solution analytique

La poutre est de longueur L, bi-appuyée, soumise à une force ponctuelle d’intensité P en
son milieu. En cas d’endommagement, une fissure se crée au milieu de la poutre, sur la face
inférieure. La discontinuité de l’effort tranchant (et de la pente de la ligne moyenne dans
le cas d’une poutre fissurée) divise la poutre en deux segments :

[
0, L2

]
et
[
L
2 , L

]
. Chaque

segment a alors une expression du moment fléchissant différente. Notons u(x) = uy(x)
le déplacement de la poutre au point x représenté dans la figure 1.8, les expressions du
moment fléchissant Mf (x), la pente u′(x) et le déplacement u(x) sont données dans le
tableau 1.1. C1, C2, D1, D2 sont des constantes à déterminer à partir des conditions aux
limites et des conditions de continuité de part et d’autre de la fissure.

Cas d’une poutre saine :
Les conditions aux limites sont :{

u1(0) = 0 ⇒ D1 = 0

u2(L) = 0 ⇒ D2 = −PL3

6EI − C2L
(1.40)

https://fr.wikipedia.org/wiki/Flexion_(mat%C3%A9riau)
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0 ≤ x ≤ L
2

L
2 ≤ x ≤ L

Mf (x) = EIu′′(x) P
2 x

P
2 (L− x)

u′(x) Px2

4EI + C1 −Px2

4EI + PLx
2EI + C2

u(x) Px3

12EI + C1x+D1 − Px3

12EI + PLx2

4EI + C2x+D2

Tableau 1.1 – Expression du moment de flexion, de la pente et du déplacement de la
ligne neutre des deux segments de poutre.

La continuité du déplacement et de la rotation de section en x = L
2 donne :{

u1

(
L
2

)
= u2

(
L
2

)
u′1
(
L
2

)
= u′2

(
L
2

) (1.41)

Nous déterminons alors le déplacement de chaque segment en remplaçant les expressions
de u(x) et u′(x) pour les deux segments de poutre et en tenant compte des conditions (1.40,
1.41). Pour le premier segment :

u1 =
Px3

12EI
− PL2x

16EI
(1.42)

A mi-travée (x = L/2), la flèche est :

f0 = |u1(x)|x=L/2 =
PL3

48EI
(1.43)

Cas d’une poutre fissurée :
Les conditions aux limites (1.40) restent les mêmes. La continuité du déplacement

à travers la fissure est toujours assurée. En revanche, la seule chose qui change est la
continuité de la pente à travers la fissure. La deuxième équation dans les conditions de
continuité (1.41) n’est plus valable. En section fissurée, le saut de pente de la poutre est
proportionnel au moment fléchissant à cet endroit. En appliquant la relation 1.31, nous
avons :

u′2

(
L

2

)
− u′1

(
L

2

)
= K

M(x)

EI

∣∣∣∣
x=L/2

=
KPL

4EI
(1.44)

A partir des conditions aux limites et des relations de comptabilité en section fissurée
(Equations 1.40, 1.41, 1.44), nous pouvons obtenir le déplacement du premier segment de
la poutre fissurée :

u1,f =
Px3

12EI
−
(
PL2

16EI
+
KPL

8EI

)
x (1.45)

A mi-travée, la flèche de la poutre est :

f = |u1,f (x)|x=L/2 =
PL2

48EI
(L+ 3K)

= f0

(
1 + 3

K

L

) (1.46)
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avec f0 la flèche de la poutre non-fissurée, dont l’expression est donnée par (1.43).

La valeur de K est calculée en fonction de la flèche de la poutre fissurée et de la flèche
de préférence (poutre non-fissurée) :

K =
L

3

(
f

f0
− 1

)
(1.47)

Modélisation numérique

Dans cette partie, une poutre simple de section rectangulaire est modélisée à l’aide du
logiciel libre code Aster 1. Les détails géométriques de cette poutre sont :

— Longueur : 14.6 m ;

— Largeur : 0.35 m ;

— Hauteur : 0.60 m.

Une force ponctuelle P = 10 kN est exercée au milieu de la poutre. Le mode de
calcul utilisé est � statique linéaire � (MECA_STATIQUE). A l’appui gauche, les déplacements
nodaux sont bloqués dans les trois directions (DX = DY = DZ = 0). A l’appui droit, les
déplacements transversaux sont bloqués (DY = DZ = 0). Dans le cas de la poutre endom-
magée, une fissure d’ouverture initiale de l’ordre de 1 mm sera ajoutée au milieu de la sous
face de la poutre. Dans le code Aster, la poutre est modélisée par un modèle 3D dont les
mailles supports sont volumiques.

Concernant le maillage, les éléments hexaèdres linéaires sont générés dans la plateforme
SALOME 2. Les caractéristiques du maillage sont :

— Taille moyenne de maille : 6 cm ;

— Nombre d’éléments : 14 400 ;

— Nombre de noeuds : 18 557.

Le matériau constitutif de la poutre est le béton, puis l’acier dont les caractéristiques
sont indiquées dans le tableau 1.2.

Paramètres Notation Unité Béton Acier

Module d’élasticité E GPa 35.22 210
Coefficient de Poisson ν − 0.2 0.3

Masse volumique ρ kg/m3 2 500 7 800

Tableau 1.2 – Caractéristiques des matériaux utilisés.

Dans le cas de référence (c.à.d. poutre non-fissurée), le résultat numérique et le résultat
analytique (donné par l’équation 1.43) donnent une valeur de la flèche au milieu de la
poutre différant de 0.2 %. Dans une première étape, la poutre en béton est modélisée
(ν = 0.2), le rapport K/(6πh) en fonction de profondeur relative de la fissure (a1 = a/h)
est montré dans la figure 1.9. Nous voyons que les résultats numériques sont en bonne
concordance avec la courbe du modèle de Rizos. Un zoom sur l’intervalle a1 ∈ [0, 0.20] est

1. Logiciel de calcul aux éléments finis, développé par EDF. Site officiel : https://code-aster.org/
2. Logiciel libre issu d’une collaboration entre CEA, EDF et Open Cascade. Site officiel :

https://www.salome-platform.org/

https://code-aster.org/
https://www.salome-platform.org/?lang=fr
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présenté dans la figure 1.10.

Figure 1.9 – Flexibilité locale adimensionnelle en fonction de la profondeur relative à la
section fissurée. Matériau : Béton (ν = 0.2).

Figure 1.10 – Zoom sur l’intervalle [0, 0.2] de la flexibilité locale adimensionnelle en
fonction de la profondeur relative à la section fissurée. Matériau : Béton (ν = 0.2).

Quand le matériau constitutif est l’acier, les courbes obtenues avec les modèles de
Chondros et Rizos (les courbes rouge et orange) sont différentes en raison du changement
du coefficient de Poisson. Les résultats numériques changent également. Ces derniers se
trouvent entre la courbe du modèle de Chondros (ligne rouge) et celle du modèle de Rizos
(ligne orange) (Figure 1.11).
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Figure 1.11 – Flexibilité locale adimensionnelle en fonction de la profondeur relative à la
section fissurée. Matériau : Acier (ν = 0.3).

Parmi les cas étudiés, nous voyons que le modèle de Rizos est en bon accord avec les
résultats numériques. Comme dans la plupart des cas, les ouvrages d’art sont construits en
béton armé et un coefficient de Poisson de valeur 0.2 est suffisant. Le modèle de Rizos sera
utilisé pour modéliser la présence d’une fissure dans le modèle analytique de poutre.

1.6 Modélisation de véhicules

Du point de vue théorique, le système pont – véhicule est constitué des deux sous-
système : le véhicule qui passe sur le pont et la structure elle même. De manière générale,
la réponse du système est non linéaire et dépendante du temps, du fait que la force de
contact entre deux sous-système varie en fonction du temps et dépend de plusieurs fac-
teurs : la vitesse du véhicule, l’état des pneus, le profil de la route, etc. En fonction de
la réponse souhaitée, du rapport entre la masse du véhicule et celle de la structure, des
propriétés dynamiques du véhicule, ce dernier est modélisé par différentes approches. Dans
la littérature, il existe trois grandes façons de modéliser ce chargement mobile : la force
mobile, la masse mobile et la masse suspendue mobile (� sprung mass model � en anglais).
Plus la modélisation du chargement est détaillée, plus le système est compliqué.

Le pont, quant-à-lui, est modélisé par une poutre unidimensionnelle dans le cas le
plus simple, des plaques et des poutres dans des modèles de calculs aux éléments fi-
nis ou encore de façon plus complexe mais aussi plus complète, par des éléments massifs
dans des logiciels de calculs aux éléments finis. La dernière modélisation est la plus couteuse.

Dans le cas le plus simple, considérons un pont de type poutre de longueur L, de masse
linéique ρS, de rigidité en flexion EI, l’équation de mouvement du pont sous sollicitation
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externe peut s’écrire :

D̂u(x, t) = fext(x, t),

x ∈ [0, L],

t ∈ [0, L/v].

(1.48)

où u(x, t) est le déplacement vertical de la poutre, D̂ est un opérateur différentiel et fext(x, t)
la force externe exercée sur la poutre. D̂ = EI∂4/∂x4 + ρS∂2/∂t2 dans le cas d’une poutre
non amortie et D̂ = EI∂4/∂x4 +E∗I∂5/∂t∂x4 +c∂/∂t+ρS∂2/∂t2 pour une poutre amortie.
Les détails seront discutés dans le Chapitre 2.

1.6.1 Modèle de force mobile

La modélisation du chargement par une force mobile est le modèle le plus simple, mais
il est aussi le plus répandu parmi les études sur la vibration d’ouvrages d’art induite par
chargement des véhicules. La force P est supposée traverser la poutre avec une vitesse
constante v (Figure 1.12).

L

Pvt
v

y

x

u(x, t)

Figure 1.12 – Modèle de force mobile

La force exercée sur le pont par le véhicule dans ce modèle est supposée constante et
égale au poids du véhicule :

fext(x, t) = Pδ(x− vt) (1.49)

avec δ(x) la fonction Delta de Dirac, x l’abscisse horizontale, et t désigne le temps.

Le modèle a été utilisé depuis le XIXe siècle. Après l’effondrement du pont ferroviaire du
Chester (Angleterre) en 1847, de nombreuses études ont porté sur ce sujet. Deux ans après
l’accident, Stokes [82] a examiné le problème sur une poutre d’inertie nulle. En négligeant
l’effet d’inertie du véhicule, Timoshenko [84] a développé une solution approximative pour
le problème d’une poutre simple soumise à des forces mobiles en 1922. A l’aide de la
transformée de Fourrier, Fryba [36] a donné une expression analytique pour la réponse
d’une poutre simple en cas de système faiblement amorti. Foda [33] utilise la fonction de
Green pour résoudre le même problème. La modélisation du véhicule par une force mobile
a été également utilisée dans les travaux de Green [40], Dugush [29], Kumar [47], Museros
[57], Attar [8], Svedholm [83], Nguyen et Duhamel [61], etc.
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Le modèle n’est valable que si la masse du véhicule est petite par rapport à la masse
du pont, et lorsque la réponse du véhicule n’est pas cherchée. Le modèle est simple, mais il
permet de relever les propriétés dynamiques essentielles du pont induites par le mouvement
du véhicule avec une exactitude suffisante. Cependant, l’interaction entre la structure et le
véhicule n’est pas prise en compte. Avec ce modèle, la réponse de la structure peut être
exprimée explicitement par des formules analytiques.

1.6.2 Modèle de masse mobile

Lorsque la masse du véhicule est comparable à la masse du pont, l’effet d’inertie du
véhicule est pris en compte. A coté de son poids propre, le mouvement vertical du véhicule
contribue à modifier la force de contact entre ces deux sous-systèmes. La masse M est
supposée traverser la poutre à une vitesse constante v (Figure 1.13).

L

M

vt

v

y

x

u(x, t)

Figure 1.13 – Modèle de masse mobile

Supposons que la masse mobile soit toujours en contact avec la poutre. La force exercée
sur cette dernière est désormais modifiée :

fext(x, t) = M

(
g +

∂2u(vt, t)

∂t2

)
δ(x− vt) (1.50)

où g est l’accélération de la pesanteur.

Wilson & Wilson [89] ont développé le problème de Stock [82] pour une masse mobile
qui traverse une poutre d’inertie nulle. Par méthode d’itération, Mahmouh et Zaid [52] ont
résolu le problème de masse mobile sous une poutre simplement bi-appuyée. Eftekhari et
al. [30] ont utilisé le couplage de la méthode de Ritz et de la méthode de quadratures pour
des éléments triangulaires pour résoudre le problème. Ichikawa et al. [45] ont examiné une
poutre continue soumise à une masse mobile à l’aide de l’intégration numérique. L’effet
d’inertie de la masse est également étudié. Biello et Bergman [13] ont étudié le problème
pour une poutre endommagée.

Un des inconvénients de ce modèle est la perte de contact entre la masse mobile et la
poutre. Le phénomène est appelé aussi séparation. Lee [48] a étudié l’effet de séparation
pour le cas d’une poutre à une travée soumise à la fois à une masse mobile et une force
axiale. D’après son étude, l’existence de la tension dans la structure peut empêcher le
rebondissement de la masse.
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1.6.3 Modèle de masse-ressort mobile (sprung mass)

Les modèles présentés sont utilisés au cas où seulement la réponse de la structure est
souhaitée. Lorsque le mouvement du véhicule est aussi mis en considération, ou le véhicule
présente des propriétés dynamiques non négligeables, le modèle du véhicule est renforcé par
l’ajout d’un ressort et éventuellement un amortisseur. Un tel modèle s’appelle � sprung
mass � en anglais (Figure 1.14). Un degré de liberté est ajouté au système pont – véhicule.

L

M
vt

v

y

x

u(x, t)

w(x, t)

kv cv

Figure 1.14 – Modèle de masse-ressort mobile (sprung mass)

La masse mobile M est attachée à la poutre à travers le ressort et l’amortisseur, et est
supposée de vitesse constante v. Soit w(x, t) le déplacement de la masse par rapport à sa
position du ressort au repos (pas de masse attachée sur la tête du ressort, ce dernier n’est
pas en compression ni en traction), u(x, t) le déplacement de la poutre, avec le sens positif
pointant vers le haut comme montré sur la Figure 1.14. L’expression de la force de contact
sur la poutre s’écrit :

fext(x, t) = [−kv(w(vt, t)− u(vt, t))− cv(ẇ(vt, t)− u̇(vt, t))] δ(x− vt) (1.51)

où kv est la raideur du ressort et cv le coefficient d’amortissement liés au sous-système
� véhicule �.

Comme un degré de liberté est ajouté au système, nous avons une équation additionnelle
du mouvement de la masse supportée par le ressort et l’amortisseur :

Mẅ(vt, t) = −kv(w(vt, t)− u(vt, t))− cv(ẇ(vt, t)− u̇(vt, t))−Mg (1.52)

Olsson [63] a proposé une méthode qui permet de résoudre le problème aux éléments
finis. Par superposition modale, Azam et al. [9] ont résolu le problème pour une poutre de
Timoshenko à l’aide des techniques numériques. Yang & Yang [92] ont proposé une solution
analytique approximative de la réponse du véhicule dans le cas où la masse de ce dernier
est petite devant la masse du pont.

Il existe d’autres types de modélisation du véhicule, qui sont composés des modèles
présentés. Par conséquent, le modèle du véhicule est plus complexe et il n’existe pas de
solution analytique explicite. Le choix du modèle dépend du type de chargement et de la
réponse souhaitée.
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Pesterev et al. [70] ont effectué une étude comparative sur le problème de chargement
mobile appliqué aux poutres simples de travée longue et courte, avec différents modèles
basiques du véhicule. Selon leur étude, les réponses en déplacement données par les trois
modèles mentionnés sont bien en accord. Les différences entre ces réponses sont négligeables,
même dans le cas où les propriétés dynamiques du véhicule sont choisies telles que la
fréquence propre de ce dernier est égale à la première fréquence de résonance de la poutre.

Dans ce qui suit, comme nous ne nous intéressons qu’à la réponse de la structure, et
vu que le poids des véhicules habituels est petit par rapport au poids propre du pont, le
modèle de force mobile sera utilisé dans les calculs analytiques et numériques.

1.7 Technologie de la corde optique de OSMOS

La corde optique développée par le groupe OSMOS, est basée sur un capteur à haute
précision qui permet de mesurer des déformations entre deux points avec une résolution
micrométrique. En utilisant la technologie de guide d’ondes optiques, des changements de
structures peuvent être mesurés. Le système de mesure d’OSMOS est basé sur le principe
de modulation d’intensité avec mesures d’atténuation analogique. Cette technique fournit
une solution stable et réalisable.

Figure 1.15 – Schéma de fibres optiques tressées (gauche) et flux de lumière dans la corde
optique [16].

La corde optique est constituée de trois fibres optiques tressées (Figure 1.15). Selon le
principe de micro-flexion, n’importe quel changement de longueur (tension ou compression)
de ce capteur pré-tendu implique une atténuation proportionnelle de la lumière dans la
fibre optique. La corde optique est la partie active du système de mesure. Chaque extrémité
de la corde optique est connectée à un distributeur pour raccorder les fibres. Une extrémité
de la corde optique est connectée à un câble optique, qui permet de transporter les signaux
mesurés à un convertisseur optoélectronique. A l’autre extrémité, deux fibres optiques sont
raccordées et forment un � court-circuit optique �. Le capteur est ensuite connecté à un
câble optique normal qui permet de transporter les signaux optiques sans les convertir ni
les amplifier. La corde optique est donc insensible aux bruits électromagnétiques et elle
peut fonctionner sans source électrique supplémentaire.

La corde optique a l’avantage de pouvoir assurer des mesures et synchronisations des
données en continu. Lors des essais dynamiques, la corde optique peut effectuer des mesures
à 100 Hz. Cela permet d’évaluer des événements dynamiques tels que le passage d’un
piéton, d’un poids-lourd sur un pont... Pour une surveillance à long terme, la corde optique
effectue une mesure chaque 10 à 60 minutes, ou au moment où la déformation détectée
excède un certain seuil. Ces mesures permettent d’évaluer des modifications saisonnières et
de détecter le passage des poids-lourds sur le pont instrumenté.
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1.8 Conclusion

Nous avons dans un premier temps fait une présentation générale des pathologies
des ouvrages, pathologies pour lesquelles la corrosion des armatures s’avère une cause
importante évoluant au cours du temps. Par la suite nous considérerons que la corrosion des
armatures est la principale responsable de l’endommagement d’ouvrage d’art. Nous avons
ensuite présenté quelques méthodes d’identification d’endommagements dans les structures
(notamment de type poutre). Certaines sont sensibles à la sévérité de l’endommagement
alors que d’autres permettent de déterminer des facteurs de répartition spatiale. Il faut
mentionner un point commun à ces méthodes qui est le besoin d’un grand nombre de points
de mesure afin de pouvoir correctement localiser les endommagements.

Ensuite, parmi les modélisations de fissure présentées, le modèle de Rizos s’avère être le
plus prédictif par rapport aux résultats de calculs aux éléments finis effectués sur code Aster.
Ce modèle sera donc ensuite utilisé dans certains calculs simples pour un problème direct
(poutre unidimensionnelle).

Les différents modèles de chargement mobile ont été présentés. La modélisation du
véhicule par des forces mobiles sera retenue en fonction de nos besoins.

Pour finir nous avons présenté la corde optique développée par OSMOS. Cette technique
de mesure propose une solution pour le problème de surveillance en continu des ouvrages.
Les mesures dynamiques peuvent s’effectuer à n’importe quel moment et ne gênent pas la
circulation ce qui présente un grand avantage. Elles permettent par ailleurs de suivre et
d’évaluer des caractères dynamiques de l’ouvrage surveillé.
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2.1 Introduction

Les problèmes traitant de structures élastiques soumises à des charges mobiles présentent
un grand intérêt dans l’industrie. Il existe en effet beaucoup d’applications dans le domaine
du génie civil, spécialement dans le domaine des ponts. Au cours du siècle dernier, de
nombreuses études ont porté sur ce problème. Fryba [36] a présenté dans son ouvrage une
solution analytique pour le problème de poutres simples et poutres continues soumises à une
charge mobile. Les résultats sont obtenus par la combinaison des fonctions de déplacements.
Ichikawa et al. [45] ont utilisé la superposition des modes propres pour trouver la solution
d’une poutre continue à section uniforme soumise à une force ponctuelle qui passe sur la
poutre à différentes vitesses. Dugush et Eisenberger [29] ont décrit les déformées modales
d’une poutre continue à section non-uniforme sous forme de séries polynomiales infinies
pour la recherche de la réponse temporelle. Dans le cas d’une autre approche, Foda et al.
[33] ont utilisé la fonction de Green pour calculer la réponse dynamique d’une poutre simple
soumise à une force ponctuelle. Récemment, Hoang et al. [43] ont utilisé la transformation
de Fourier et les propriétés de la distribution peigne de Dirac pour calculer la réponse
dynamique d’une poutre périodiquement supportée.

La présence d’endommagements dans la structure va modifier la réponse du système
sous chargements mobiles. La présence d’une fissure dans la structure va augmenter sa flexi-
bilité locale. En conséquence, la fissure provoque une diminution en valeurs des fréquences
naturelles et une amplification de la réponse sous le même chargement. Concernant la
modélisation de l’endommagement, une revue des méthodes existantes dans la littérature
a été présentée dans le Chapitre 1. Le problème de la poutre endommagée sous charge-
ment mobile a également été étudié à l’aide de plusieurs approches. Bilello et al. [13] ont
utilisé la superposition des modes avec l’introduction de la matrice de transfert, qui relie
simultanément le déplacement, la pente, le moment de flexion et l’effort tranchant des deux
segments de poutre. Dans la même idée, Lin et al. [51] ont calculé directement la réponse
d’une poutre console fissurée à l’aide de l’intégration de Duhamel.

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode analytique permettant de calculer
rapidement la réponse temporelle d’une poutre continue soumise à un système de plusieurs
forces ponctuelles. En réalité, il s’agit des ponts soumis aux charges roulantes dues aux
véhicules. La poutre continue est divisée en plusieurs segments de poutre dont chacun
est considéré comme une poutre d’Euler-Bernoulli. Les segments de poutre sont reliés à
l’aide d’une matrice de transfert, qui représente l’état déformé d’un segment après l’autre.
L’endommagement présent dans la poutre est modélisé par un ressort spiral. La réponse
finale sera obtenue par superposition des modes propres.

2.2 Formulation

Considérons une poutre continue de Ns travées et de longueur totale L. Un endom-
magement se trouve à la k -ième travée. Comme présenté dans le chapitre précédent, cet
endommagement peut être modélisé comme une fissure ou une zone de réduction de rigidité
en flexion, induite par la présence de la fissure [35]. L’endommagement divise cette travée
en deux segments de poutre (pour le cas de la fissure) ou trois segments de poutre (le cas
de la zone endommagée). La poutre initiale est donc modélisée comme un système de N
segments de poutre séparés. Nous avons N = Ns + 1 pour le cas de la fissure et N = Ns + 2
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pour le cas d’une zone de réduction de module de Young. La longueur totale de la poutre
est : L =

∑N
j=1 Lj , où Lj est la longueur du j -ième segment de poutre. Comme montré

dans la Figure 2.1, un véhicule à M -essieux arrive sur la poutre avec une vitesse constante
v. Nous notons di la distance entre le i-ième essieu et le (i + 1)-ième essieu, la distance
entre le premier essieu et le i-ième essieu est : Di−1 =

∑i−1
k=1 dk. Si le véhicule ne possède

qu’un essieu, par convention, D0 = 0.

x

L1 LN

P1

L2

P2P3P4

d3 d2 d1

A0 A1 A2 AN−1 AN

Figure 2.1 – Une poutre continue à N travées soumise à M charges mobiles.

Afin d’établir le problème de vibrations forcées d’une poutre continue fissurée, les
hypothèses suivantes seront prises en compte :

1. Chaque segment de poutre est considéré comme une poutre d’Euler-Bernoulli à
comportement linéaire élastique. Cette poutre est de section uniforme ;

2. Le véhicule est toujours en contact avec la poutre et seulement l’effet de son poids
est pris en compte. L’effet d’inertie du véhicule est négligeable, vu que sa masse est
petite par rapport à la masse du pont ;

3. Initialement (au moment t = 0), le véhicule arrive sur la poutre continue à son
extrémité gauche.

L’équation dynamique pour le j -ième segment de poutre s’écrit [83] :

EjI
∂4uj
∂x4

j

+ E∗j I
∂5uj
∂t∂x4

j

+ c
∂uj
∂t

+ ρS
∂2uj
∂t2

= fj(xj , t) (2.1)

dans laquelle Ej est le module de Young, I est le moment d’inertie de la poutre, ρ la masse
volumique, S la section droite de la poutre, E∗j le mécanisme d’amortissement interne et
c le mécanisme d’amortissement externe. De plus, notons uj le déplacement vertical de
la poutre, fj(xj , t) la distribution des efforts extérieurs qui s’exercent sur la poutre, xj la
coordonnée locale le long du segment de poutre (0 ≤ xj ≤ Lj) dont l’origine se trouve à
l’extrémité gauche du segment considéré et t désigne le temps.

L’effort exercé par chaque essieu est considéré comme une force ponctuelle. En utilisant
la distribution de Dirac δ(xj) pour décrire chaque force ponctuelle, l’expression de la
distribution des efforts est donnée par :

(2.2)

fj(xj , t) = (P1δ(xj − vt) + P2δ(xj − vt+D1) + ...+ PMδ(xj − vt+DM−1))

× [H(xj)−H(xj − Lj)]

=

(
M∑
i=1

Piδ(xj − vt+Di−1)

)
× [H(xj)−H(xj − Lj)]

où H(xj) est la fonction de Heaviside qui s’écrit :

H(xj) =

{
1, xj ≥ 0

0, xj < 0
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2.3 Calcul des modes

Considérons maintenant la vibration libre de la poutre. Nous prenons fj(xj , t) = 0. En
utilisant la méthode de séparation des variables, la réponse de la poutre est découpée en
deux termes : un terme temporel q(t) et un autre terme spatial φj(xj). Ce terme spatial
correspond à une famille de fonctions qui s’appellent également les déformées modales :

uj(xj , t) = φj(xj)q(t) (2.3)

Considérons maintenant l’équation différentielle homogène de la poutre :

EjI
∂4uj
∂x4

j

+ E∗j I
∂5uj
∂t∂x4

j

+ c
∂uj
∂t

+ ρS
∂2uj
∂t2

= 0 (2.4)

La prise en compte de l’équation (2.3) dans l’équation (2.4) nous permet d’écrire :

φ′′′′j (xj)

φj(xj)
= − ρSq̈ + cq̇

EjIq + E∗j Iq̇
= λ4

j (2.5)

où λj est une constante. L’opérateur prime (?)′ désigne la dérivée de la fonction (?) par
rapport à la variable x (la composante spatiale).

Pour le calcul des modes, dans un premier temps nous ne prenons pas en compte les
amortissements. Supposons que la réponse du système est de type : uj(xj , t) = φj(xj)e

iωt,
où ω est la pulsation de la poutre continue. L’équation (2.5) devient alors :

φ′′′′j (xj)

φj(xj)
=
ρSω2

EjI
= λ4

j (2.6)

2.3.1 Déformées modales

A partir de l’équation (2.5), pour le j-ième segment de poutre, les déformées modales
sont solutions de l’équation différentielle suivante :

d4φj(xj)

dx4
j

− λ4
jφj(xj) = 0 (2.7)

avec φj(xj) la déformée modale du j-ième segment de poutre dont la forme générale est
exprimée comme suit :

φj(xj) = Aj sinλjxj +Bj cosλjxj + Cj sinhλjxj +Dj coshλjxj (2.8)

De plus, la pulsation ω est un critère global de la poutre continue. A chaque mode de
vibration, elle prend la même valeur quelque soit le segment de poutre. La relation (2.6)
nous permet d’exprimer la valeur λj d’un segment en fonction d’un autre. Par exemple,
soit E0 le module de Young d’un segment de poutre non-endommagée, nous avons :

λj = 4

√
E0

Ej
λ0 = µjλ0 (2.9)

dans laquelle µj = 4
√
E0/Ej .

Dans ce qui suit, nous adoptons l’écriture xj = x−
∑j−1

i=1 Li (0 ≤ xj ≤ Lj) pour désigner
la coordonnée locale du j-ième segment de poutre.
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2.3.2 Configuration de la poutre continue

Dans cette section, les matrices de transfert sont introduites afin d’assurer les conditions
de continuité au niveau de la fissure, des interfaces entre la zone endommagée et le reste de
la poutre, et enfin, des appuis intermédiaires. L’état déformé d’un segment de poutre est

caractérisé par les coefficients Aj , Bj , Cj , Dj . Nous notons Xj =
[
Aj , Bj , Cj , Dj

]T
le

vecteur qui contient les coefficients des déformées modales du j-ième segment de poutre. A
l’interface de deux segments consécutifs (au niveau de la fissure et des appuis intermédiaires),
une matrice de transfert de taille 4× 4, notée M4×4, est utilisée pour mettre en relation
les vecteurs de coefficients : Xj = M4×4Xj−1. De plus, nous admettons qu’en dehors de
la zone endommagée, le module de Young de la poutre continue est de même valeur pour
toutes les travées. C’est-à-dire Ej = E = const, ∀j ∈ {1, 2, ..., N} \ {k2} (sauf zone de
réduction de rigidité en flexion EI).

Travée endommagée

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que la fissure est modélisée comme un ressort
spiral de flexibilité locale cθ, ou une zone de réduction du module de Young ∆E. Dans la
suite, nous allons considérer ces deux approches.

L’interface à la fissure

Lk

Lk1 Lk2

cθ

Figure 2.2 – La travée fissurée de la poutre continue

Dans la première approche, l’endommagement est modélisé comme un ressort spiral
(Figure 2.2). En section fissurée, le saut de pente est proportionnel au moment de flexion
à cet endroit : ∆u′(x) = cθM(x). Remarquons que M(x) = EIu′′(x). Cette relation peut
être écrite comme suit :

u′k2(0, t)− u′k1(Lk1, t) = Ku′′k2(0, t) (2.10)

avec K = EIcθ le coefficient de proportion en section fissurée.

Pour une poutre de section rectangulaire de largeur b et de hauteur h qui possède une
fissure uniforme de profondeur a, nous utilisons le modèle de Rizos [74] :

cθ =
6h(1− ν2)

EI
J1(a/h) (2.11)

où ν est le coefficient de Poisson du matériau constitutif de la poutre, EI la rigidité en
flexion et J1(a/h) = J1(a1) une fonction de la profondeur relative (le rapport a/h) de la
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fissure :

(2.12)J1(a1) = 1.8624a2
1 − 3.95a3

1 + 16.375a4
1 − 37.226a5

1 + 76.81a6
1

− 126.9a7
1 + 172a8

1 − 143.97a9
1 + 66.56a10

1

Finalement, nous obtenons : K = EIcθ = 6h(1− ν2)J1(a1).

De part et d’autre de la fissure, le déplacement vertical, le moment de flexion et l’effort
tranchant restent inchangés. Les conditions de continuité à la fissure sont :

uk1(Lk1 , t) = uk2(0, t)

Ek1Iu
′′
k1(Lk1 , t) = Ek2Iu

′′
k2(0, t)

Ek1Iu
′′′
k1(Lk1 , t) = Ek2Iu

′′′
k2(0, t)

(2.13)

A partir des relations (2.10) et (2.13), nous déduisons :

Xk2 = T (K,Lk1)Xk1 = Tk1Xk1 (2.14)

où T (K,Lk1) est la matrice de transfert en section fissurée. Notons que Ek1 = Ek2 = E, nous
trouvons l’expression de Tk1 = T (K,Lk1) (pour la construction de la matrice T (K,Lk1),
voir l’annexe A.1) :

Tk1 =


−b.s+ c −s− b.c b.sh b.ch

s c 0 0
−b.s −b.c b.sh+ ch sh+ b.ch

0 0 sh ch

 (2.15)

avec :

b =
Kλk1

2
= 3h(1− ν2)J1(a1)λk1

s = sinλk1Lk1 , c = cosλk1Lk1

sh = sinhλk1Lk1 , ch = coshλk1Lk1

La matrice de transfert en section fissurée T (K,Lk1) ne dépend que de la longueur Lk1
et de la profondeur relative de la fissure (a1 = a/h). Pour des raisons de compacité, nous
la notons aussi Tk1 .

L’interface de la zone endommagée

Lk2Lk1

Ek1 T (σ, Lk1)
Ek2 Ek1

Figure 2.3 – La travée endommagée de la poutre continue

Dans la deuxième approche, l’endommagement est modélisé comme une zone avec un
module de Young réduit, de longueur Lk2 et de module d’élasticité Ek2 (Ek2 < Ek1 , où
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Ek1 est le module de Young de la poutre saine), comme montré dans la figure 2.3. Nous
établissons les matrices de transfert aux interfaces de cette zone (en orange, Fig. 2.3) et le
reste de la poutre.

Considérons d’abord l’interface gauche de la zone endommagée. A travers cette interface,
nous supposons que le déplacement vertical, la pente de l’axe neutre, le moment de flexion et
l’effort tranchant restent également inchangés. Ces conditions de continuité se transforment
en relations entre les déplacements à gauche et à droite de l’interface, ainsi que leurs
dérivées :

uk1(Lk1 , t) = uk2(0, t)

u′k1(Lk1 , t) = u′k2(0, t)

Ek1Iu
′′
k1(Lk1 , t) = Ek2Iu

′′
k2(0, t)

Ek1Iu
′′′
k1(Lk1 , t) = Ek2Iu

′′′
k2(0, t)

(2.16)

Notons σ = σ12 = 4
√
Ek1/Ek2 = λk2/λk1 , nous obtenons la matrice de transfert T (σ, Lk1)

telle que :

Xk2 = T (σ, Lk1)Xk1 = Tk1Xk1 (2.17)

où Tk1 = T (σ, Lk1) est la matrice de transfert à l’interface dont l’expression est la suivante
(voir annexe A.2) :

Tk1 =
1

2


(1 + σ2)c/σ −(1 + σ2)s/σ (1− σ2)ch/σ (1− σ2)sh/σ
(1 + σ2)s (1 + σ2)c (1− σ2)sh (1− σ2)ch

(1− σ2)c/σ −(1− σ2)s/σ (1 + σ2)ch/σ (1 + σ2)sh/σ
(1− σ2)s (1− σ2)c (1 + σ2)sh (1 + σ2)ch

 (2.18)

avec :

σ = 4

√
Ek1/Ek2

s = sinλk1Lk1 , c = cosλk1Lk1

sh = sinhλk1Lk1 , ch = coshλk1Lk2

Comme la matrice de transfert en section fissurée, cette matrice ne dépend que de la
longueur Lk1 et du rapport σ = σ12 = 4

√
Ek1/Ek2 . Nous notons cette matrice Tk1 .

Avec la même démarche, nous établissons également la matrice de transfert Tk2 pour
l’interface droite, qui ne dépend que de la longueur Lk2 de la zone endommagée et du
rapport σ21 = 4

√
Ek2/Ek1 .

Les appuis intermédiaires 1

Les appuis intermédiaires sont supposés infiniment rigides. Les déplacements de la
poutre sont bloqués à ces endroits. Cependant, la pente et le moment de flexion restent
inchangés.

1. A l’exception de l’appui gauche de la travée endommagée
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LjLj−1

Aj−2 Aj−1 Aj

Figure 2.4 – La travée non-fissurée entre deux appuis intermédiaires.

Considérons la j-ième travée. Supposons que cette travée n’est pas endommagée. Elle
est considérée comme un segment de poutre d’Euler-Bernoulli. Les deux extrémités de
cette poutre sont bloquées aux appuis :

uj(0, t) = 0

uj(Lj , t) = 0
(2.19)

A l’extrémité gauche (c.à.d. à l’appui Aj−1 - l’appui rouge, Figure 2.4), la pente et
le moment de flexion de la poutre globale ne changent pas. Ces conditions de continuité
s’expriment comme suit :

u′j(0, t) = u′j−1(Lj−1, t)

EjIu
′′
j (0, t) = Ej−1Iu

′′
j−1(Lj−1, t)

(2.20)

Nous obtenons une matrice de transfert S(Lj−1, Lj) qui relie les vecteurs de coefficients
des travées j − 1 et j. La matrice S est de taille 4 × 4 et son expression est la suivante
(voir annexe A.3) :

S4×4 =
1

2σ


−σ3.κ.s+ 2η.c −σ3.κ.c− 2η.s σ3.κ.sh+ 2η.ch σ3.κ.ch+ 2η.sh

σ3.s σ3.c −σ3.sh −σ3.ch
σ3.κ.s+ 2ε.c σ3.κ.c− 2ε.s −σ3.κ.sh+ 2ε.ch −σ3.κ.ch+ 2ε.sh
−σ3.s −σ3.c σ3.sh σ3.ch

(2.21)

La matrice S4×4 pourrait être également exprimée sous forme de produit des matrices :

S4×4 =


−κ η
1 0
κ ε
−1 0

[σ2

2 0
0 1

σ

] [
s c −sh −ch
c −s ch sh

]

= VjΣj−1,jWj−1

(2.22)

Dans laquelle σ = 4
√
Ej−1/Ej et s, c, sh, ch sont des fonctions sinusöıdales et

sinusöıdales hyperboliques de la (j − 1)-ième travée :

s = sinλj−1Lj−1, c = cosλj−1Lj−1

sh = sinhλj−1Lj−1, ch = coshλj−1Lj−1
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Les fonctions κ, η, ε ne contiennent que les informations de la j-ième travée :

κ =
cosλjLj − coshλjLj
sinλjLj − sinhλjLj

η = − sinhλjLj
sinλjLj − sinhλjLj

ε = 1− η =
sinλjLj

sinλjLj − sinhλjLj

Nous observons que les matrices Vj , Wj−1 contiennent respectivement des informations
liées aux propriétés géométriques (longueur, nombre d’onde) des travées j et j−1, alors que
la matrice Σj−1,j est une fonction du rapport des rigidités de ces deux travées consécutives.

Dans notre problème, nous avons Ej−1 = Ej = E, cela implique σ = 1 dans l’expression
de la matrice de transfert S. De plus, nous avons : λj−1 = λj .

Il faut noter également que la somme de la deuxième ligne et de la quatrième ligne
de la matrice S4×4 est égale à zéro. Cette matrice est donc singulière. Cette conclusion
est expliquée par le fait que le segment de poutre est bloqué à ses deux extrémités et que
deux composantes du vecteur de coefficients peuvent être exprimées par les deux autres.
Le vecteur de coefficients est de dimension 2. L’expression Xj = S4×4Xj−1 permet de
calculer les coefficients des déformées modales de la j-ième travée connaissant ceux de la
(j − 1)-ième travée. La matrice S n’est pas inversible.

L’appui gauche de la travée endommagée

Considérons maintenant l’appui gauche de la travée endommagée (le k-ième appui).
Cet appui est particulier du fait que la k-ième travée est divisée en deux ou trois segments
de poutre séparés, en fonction de la modélisation de l’endommagement. La figure 2.5
présente le cas où la fissure est modélisée par un ressort spiral. En conséquence, la deuxième
condition aux limites dans les équations (2.19) n’est plus satisfaite. Par contre, les autres
conditions restent les mêmes.

Lk

Lk1 Lk2

Lk−1

Ak−2 Ak−1 Ak

Figure 2.5 – Appui gauche de la travée fissurée

L’extrémité droite du segment ke est liée à l’appui Ak (le nombre de segments de poutre
dans cette travée est e = 2 si l’endommagement est une fissure, e = 3 si cette dernière est
modélisée par une zone endommagée). Le déplacement vertical à cet endroit est bloqué.
Nous avons :

uke(Lke) = 0 (2.23)
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⇒ Ake sinλkeLke +Bke cosλkeLke + Cke sinhλkeLke +Dke coshλkeLke = bTkeXke

= 0
(2.24)

Avec bke =
[
sinλkeLke cosλkeLke sinhλkeLke coshλkeLke

]T
et,

Xke =
[
Ake , Bke , Cke , Dke

]T
.

En reportant la relation (2.14) en section fissurée et la relation (2.17) en interface de la
zone endommagée dans l’équation (2.24), nous obtenons :

bTkeTXk1 = 0 (2.25)

avec : {
T = T1(K,Lk1), si cθ

T = T2(σ12, Lk2) · T1(σ21, Lk1), si ∆E
(2.26)

A partir des conditions (2.19), (2.20), (2.25), nous obtenons une matrice G4×4, dite la
matrice de transfert à l’appui gauche de la travée fissurée dont l’expression est la suivante
(voir annexe A.4) :

G4×4 =


−κ η
1 0
κ ε
−1 0

[σ2

2 0
0 1

σ

] [
s c −sh −ch
c −s ch sh

]

= VkΣk−1,k1Wk−1

(2.27)

La matrice G a une structure identique à la matrice S, mais les expressions de ses
composantes ne sont pas les mêmes. Similaires à la matrice S, nous notons σ = 4

√
Ek−1/Ek1

et s, c, sh, ch des fonctions sinusöıdales et sinusöıdales hyperboliques de la (k − 1)-ième
travée :

s = sinλk−1Lk−1, c = cosλk−1Lk−1

sh = sinhλk−1Lk−1, ch = coshλk−1Lk−1

Les fonctions κ, η, ε ne contiennent que les informations de la k-ième travée, qui est
composée de segments de poutre :

κ =
bT t2 − bT t4

bT t1 − bT t3

η = − bT t3

bT t1 − bT t3

ε = 1− η =
bT t1

bT t1 − bT t3

Avec bke =
[
sinλkeLke cosλkeLke sinhλkeLke coshλkeLke

]T
et ti (i = 1, 2, 3, 4) sont

les colonnes de T , qui est la matrice résultante des matrices de transfert en section fissurée.
Nous supposons que les segments k − 1 et k1 ont la même propriété de section et de
matériau, nous déduisons σ = 1 et λk−1 = λk1 . Comme la matrice S, la matrice G est
aussi singulière.
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La matrice exprimant la condition à l’extrémité droite de la poutre continue

La poutre est appuyée sur un appui simple à son extrémité droite. Cela impose la
nullité du déplacement vertical et du moment de flexion à ce point. Notons que la condition
uN (LN ) = 0 est utilisée pour établir des matrices de transfert (T , S, G). Pour cet appui,
il ne reste qu’une condition aux limites à prendre en compte :

u′′N (LN ) = 0 (2.28)

La condition (2.28) peut être exprimée sous forme matricielle :[
− sinλNLN − cosλNLN sinhλNLN coshλNLN

]
XN = B(LN )XN = 0 (2.29)

où B(LN ) est une matrice de dimension 1× 4 qui décrit la nullité du moment de flexion à
l’extrémité droite de la poutre.

2.3.3 Problème aux valeurs propres

Pour tous les appuis intermédiaires, à l’exception de l’appui gauche de la travée fissurée,
nous avons toujours la relation :

Xj = Sj−1,jXj−1 (2.30)

Pour la travée fissurée, nous avons les relations suivantes :

Xk1 = GXk−1, k ≥ 2

Xke = TXk1

(2.31)

En arrangeant ces matrices, nous obtenons :

(BN · SN−1,N · SN−2,N−1 · · ·Sk2,k+1 · Tk1 ·Gk−1,k1 · Sk−2,k−1 · · ·S1,2)X1 = 0 (2.32)

Le produit matriciel du côté gauche de l’équation (2.32) donne une matrice résultante
de taille 1× 4 que nous notons R. Nous pouvons récrire cette équation sous une forme plus
condensée :

RX1 = 0 (2.33)

avec R =
[
r1 r2 r3 r4

]
, ri ∈ R, i = 1, 2, 3, 4.

A l’extrémité gauche, la poutre est appuyée sur un appui simple. En conséquence, le
déplacement et le moment de flexion en ce point sont toujours égaux à zéro. Nous avons :{

u1(0, t) = 0

E1Iu
′′
1(0, t) = 0

⇒

{
B1 = 0

D1 = 0
(2.34)

Nous considérons le deuxième appui de la poutre continue. Le déplacement de la poutre
à cet endroit est nul. Quand aucun endommagement n’est présent dans la première travée,

comme X1 =
[
A1, B1, C1, D1

]T
=
[
A1, 0, C1, 0

]T
nous avons :

A1 sinλ1L1 + C1 sinhλ1L1 = 0 (2.35)
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Lorsqu’un endommagement est présent dans la première travée, nous introduisons le

vecteur bke =
[
sinλkeLke cosλkeLke sinhλkeLke coshλkeLke

]T
et la matrice résultante

T =
[
t1|t2|t3|t4

]
, comme décrit dans les équations (2.24) et (2.26). Nous avons :

bTkeXke = bTkeTX1 = 0 (2.36)

⇒ bTke
[
t1|t2|t3|t4

] 
A1

0
C1

0

 = 0 (2.37)

Nous en déduisons :

A1b
T
ket1 + C1b

T
ket3 = 0 (2.38)

A partir des équations (2.35) et (2.38), nous observons que le coefficient C1 peut être
exprimé en terme du coefficient A1 :

C1 = γ(ω)A1 (2.39)

dans laquelle :

γ(ω) =

−
sinλ1L1

sinhλ1L1
, k ≥ 2

−bTket1

bTket3
k = 1

(2.40)

où λ1 =
√
ω 4
√
ρS/E1I.

Nous pouvons récrire le vecteur de coefficients du premier segment de poutre sous la
forme :

X1 =
[
A1 0 γ(ω)A1 0

]T
(2.41)

L’existence de la solution non-triviale de l’équation (2.33) nous permet d’écrire :

f(ω) = r1(ω) + γ(ω)r3(ω) = 0 (2.42)

Les fréquences propres de la poutre continue sont obtenues à partir des solutions de
l’équation (2.42).

Une fois les pulsations propres {ωn} trouvées, les déformées modales seront normalisées
tel que : ∫ L

0
φm(x)φn(x)dx = δmn (2.43)

où δmn est le delta de Kronecker.

Comme la poutre initiale est divisée en N segments, la déformée modale (correspondante
au n-ième mode) est la somme des déformées modales de chaque segment :

φn(x) =

N∑
j=1

φn,j(x− lj−1) [H(x− lj−1)−H(x− lj)] (2.44)
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dans laquelle φn,j est la déformée modale du j-ième segment de poutre pour le n-ième

mode, lj =
∑j

i=1 Lj est la longueur totale des j premiers segments (l0 = 0 par convention).
Lj est la longueur du j -ième segment.

En changeant les coordonnées du repère global au repère local, la normalisation des
déformées modales (2.43) peut être récrite comme suit :∫ L

0
φm(x)φn(x) =

N∑
j=1

∫ Lj

0
φm,j(xj)φn,j(xj)dxj = δmn (2.45)

2.4 Réponse sous chargements mobiles

La solution de la poutre continue est la somme des solutions correspondant à l’équation
qui gouverne le mouvement de chaque segment de poutre :

EjI
∂4uj
∂x4

j

+ E∗j I
∂5uj
∂t∂x4

j

+ c
∂uj
∂t

+ ρS
∂2uj
∂t2

= fj(xj , t) (2.46)

pour 0 ≤ xj ≤ Lj .

La solution de (2.46) peut être décomposée suivant une combinaison linéaire des
déformées modales orthonormales φn(x) :

u(x, t) =
∞∑
n=1

φn(x)qn(t) (2.47)

où qn(t) sont les coordonnées généralisées du n-ième mode. Les déformées modales φn(x)
ont été déterminées dans la partie précédente (Section 2.3.3). Dans cette partie, nous
cherchons les coordonnées généralisées qn(t).

En reportant l’équation (2.47) dans l’équation (2.46), puis multipliant les deux côtés
par φn(x) et intégrant les deux expressions de l’égalité entre 0 et L, nous obtenons :

(2.48)

qn(t)
∑
j

EjI

∫ Lj

0
φ

(4)
n,j(xj)φn,j(xj)dxj

+ q̇n(t)×

∑
j

E∗j I

∫ Lj

0
φ

(4)
n,j(xj)φn,j(xj)dxj + c

∑
j

∫ Lj

0
φ2
n,j(xj)dxj


+ q̈n(t)ρS

∑
j

∫ Lj

0
φ2
n,j(xj)dxj =

M∑
i=1

Piφn(vt−Di−1)

Nous pouvons définir la pulsation propre ωn du système non-amorti :

ω2
n =

∑
j EjI

∫ Lj
0 φ

(4)
n,j(xj)φn,j(xj)dxj

ρS
∑

j

∫ Lj
0 φ2

n,j(xj)dxj
(2.49)

A partir de la relation (2.6), nous pouvons voir le lien entre la pulsation propre ωn et
la valeur de λn,j du segment j de poutre :

ω2
n = λ4

n,j

EjI

ρS
(2.50)
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De plus, en utilisant la méthode de l’intégration par parties, l’expression (2.49) peut
être récrite sous la forme :

ω2
n =

∫ L
0 φ′′n(x)E(x)Iφ′′n(x)dx∫ L

0 φn(x)ρSφn(x)dx
=

K∗n
M∗

n

(2.51)

où K∗n, M∗
n sont respectivement la raideur généralisée et la masse généralisée correspon-

dantes au mode n.

Nous supposons que le mécanisme de l’amortissement interne est proportionnel à la
rigidité du matériau : E∗j = αEj , alors que le mécanisme de l’amortissement externe est
proportionnel à la masse linéique de la poutre : c = βρS. Le terme de la vitesse généralisée
q̇n(t) dans l’équation (Eq. 2.48) devient :

(αω2
n + β)ρS

∑
j

∫ Lj

0
φ2
n,j(xj)dxj (2.52)

Nous définissons le coefficient d’amortissement de type Rayleigh ζn qui correspond au
n-ième mode de vibration comme suit :

ζn =
1

2

(
αωn +

β

ωn

)
(2.53)

Nous obtenons au final l’équation différentielle pour les coordonnées généralisées qn(t) :

q̈n(t) + 2ωnζnq̇n(t) + ω2
nqn(t) =

M∑
i=1

Pi
ρS
φn(vt−Di−1) = pn(t) (2.54)

Initialement, la poutre continue est au repos. Cela implique les conditions initiales des
coordonnées généralisées qn(t) et leur première dérivée q̇n(t) :{

qn(t) = 0

q̇n(t) = 0
(2.55)

Les coordonnées généralisées peuvent être déterminées grâce à l’intégrale de Duhamel :

qn(t) =

∫ t

τ=0
pn(τ)h(t− τ)dτ, (0 ≤ τ ≤ t) (2.56)

où h(t) est la réponse de l’équation (2.54) à une impulsion unitaire pn(t) = δ(t) :

h(t) =

{
1
ωdn

sin(ωdnt)e
−ζnωnt, t ≥ 0

0, t < 0
(2.57)

avec ωdn = ωn
√

1− ζ2
n la pseudo-pulsation propre du système correspondant au n-ième

mode.

D’ailleurs, la solution générale de l’équation différentielle (2.54), déterminée par
l’intégrale directe (2.56) peut être décomposée en 2 parties : Une partie, qui représente
la vibration libre de la poutre, dite � homogène � et l’autre, dite � particulière �, est la
réponse forcée sous chargement mobile :

qn(t) = Qpn(t) +Qhn(t) (2.58)
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Solution particulière

La solution particulière est déterminée par :

Qpn(t) =
M∑
i=1

Pi
ρS
qpn(t− τi−1) (2.59)

où τi−1 = Di−1/v et qpn(t) désignent la solution forcée de l’équation (2.54) à une seule force
ponctuelle réduite : pn(t) = φn(vt) (c.–à.-d. l’intensité P1/ρS = 1). Cette dernière est la
somme de la réponse obtenue sur tous les segments :

qpn(t) =

N∑
j=1

qpn,j(t− t
j−1)

[
H(t− tj−1)−H(t− tj)

]
(2.60)

dans laquelle tj = lj/v =
(∑j

i=1 Lj

)
/v est l’instant où la force unité sollicite la j-ième

travée.

L’expression de qpn,j(tj) est de même forme que la déformée modale φn,j :

qpn,j(tj) = An,j sin(λn,jvtj) +Bn,j cos(λn,jvtj)

+ Cn,j sinh(λn,jvtj) +Dn,j cosh(λn,jvtj)

=
[
sin Ωn,jtj cos Ωn,jtj sinh Ωn,jtj cosh Ωn,jtj

]
Xn,j

(2.61)

où Ωn,j = λn,jv est la pulsation liée à la vitesse du véhicule quand ce dernier passe sur le

segment de poutre j et Xn,j =
[
An,j Bn,j Cn,j Dn,j

]T
est le vecteur de coefficients de

la solution particulière correspondant au n-ième mode. Reportons l’expression de qpn,j(t)
(2.61) à l’équation (2.54) et posons le terme à droite (pn(t)) égale à φn(vt). En utilisant la
méthode de coefficients indéterminés, nous pouvons exprimer le vecteur Xn,j en fonction

du vecteur de coefficients Xn,j =
[
An,j Bn,j Cn,j Dn,j

]T
comme suit (les détails de

calculs se trouvent dans l’annexe A.5) :

Xn,j =
1

ω2
n


a b
−b a

0

0 c d
d c

Xn,j = QXn,j (2.62)

où :

a =
1− γ2

n,j

(1− γ2
n,j)

2 + (2ζnγn,j)2
, b =

2ζnγn,j
(1− γ2

n,j)
2 + (2ζnγn,j)2

c =
1 + γ2

n,j

(1 + γ2
n,j)

2 − (2ζnγn,j)2
, d =

−2ζnγn,j
(1 + γ2

n,j)
2 − (2ζnγn,j)2

(2.63)

Les termes a, b, c, d sont exprimés par les grandeurs adimensionnelles : ζn – le taux
d’amortissement et le facteur de vitesse γn,j = Ωn,j/ωn – le rapport entre la pulsation liée
à la vitesse du véhicule et la pulsation propre de la poutre correspondant au mode n. Pour
une structure non endommagée, en posant vc,n = ωn/λn = λn

√
EI/ρS la vitesse critique

correspondant au n-ième mode de vibration de la poutre, nous voyons que γn,j = γn = v/vc,n
est également le rapport entre la vitesse du véhicule et la n-ième vitesse critique. Pour un
système non-amorti (c.à.d ζn = 0), la matrice Q est diagonale (b = d = 0).
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Solution homogène

La solution homogène de l’équation (2.54) correspondante au n-ième mode est :

Qhn(t) = [αn,ksin(ωdnt) + βn,k cos(ωdnt)]e
−ωnζnt (2.64)

où αn,k, βn,k sont des coefficients liés aux ondes sinusöıdales amorties. A t = 0, la somme
de Qpn(0) et Qhn(0) (valant la valeur initiale des cordonnées généralisées qn(0)) ainsi que
la somme de leur première dérivée (Q̇pn(0) + Q̇hn(0) = q̇n(0)) doivent être satisfaites les
conditions initiales (2.55). A l’instant tk où un essieu entre dans un nouveau segment de
poutre, les coefficients αn,k et βn,k assurent que les conditions de continuité des coordonnées
généralisées qn(t) et des vitesses généralisées q̇n(t) soient satisfaites :{

qn(t−k ) = qn(t+k )

q̇n(t−k ) = q̇n(t+k )
(2.65)

⇒

{
Qpn(t−k ) +Qhn(t−k ) = Qpn(t+k ) +Qhn(t+k )

Q̇pn(t−k ) + Q̇hn(t−k ) = Q̇pn(t+k ) + Q̇hn(t+k )
(2.66)

La solution particulière Qpn(t) est déterminé à partir des équations (2.59–2.63) alors
que le terme homogène Qhn(t) est donné par l’expression 2.64. En résolvant le système
d’équations linéaires (2.66), les valeurs des coefficients αn,k, βn,k sont obtenus.

La réponse temporelle de la poutre continue est la combinaison linéaire des déformées
modales avec les coordonnées généralisées correspondantes pour tous les modes de vibra-
tion (Equation 2.47). Dans la pratique, nous ne retenons que les premiers modes dont la
contribution à la réponse finale est importante. Selon l’Eurocode 8, la somme des masses
modales effectives des modes retenus doit atteindre au moins 90 % de la masse totale de la
structure [59, 60].

La décomposition de la réponse temporelle de la poutre continue soumise à un charge-
ment mobile en terme de solution homogène (libre) et solution particulière (forcée) nous
permet de clarifier la participation de chaque partie à la réponse finale, en fonction de
la vitesse du véhicule et du taux d’amortissement du système. Cette décomposition est
également implantée dans le code de calculs pour le problème concerné sous Python, afin
d’éviter les calculs couteux par intégrale numérique.

2.5 Le facteur de masse-vitesse

Actuellement, la surveillance des ouvrages a de plus en plus recours à la mesure des
déformations (à l’aide de jauges de déformation, fibres optiques à réseau de Bragg - FBG :
� Fiber Bragg gratting �, corde optique d’OSMOS, ...). Dans cette partie, nous allons
démontrer que l’intégrale de la ligne d’influence de déformation ne dépend pas de la
configuration du véhicule (nombre d’essieux et répartition de charge sur chaque essieu) à
vitesse usuelle.

Considérons une poutre droite (Figure 2.6) de section et de matériau homogènes. Notons
Ox l’axe horizontal et Oy l’axe vertical. Un capteur de déformation se trouve au point
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O

yG

y

x

axe neutre

x0, y0

Figure 2.6 – Mesure de déformation. Le point de mesure est en rouge.

(x0, y0) (repéré par le rectangle rouge). yG est l’ordonnée de l’axe neutre de la poutre. La
déformation mesurée par le capteur est :

ε(t) = −(y0 − yG)u′′ = −(y0 − yG)
∞∑
n=1

φ′′n(x0)qn(t) (2.67)

Notons D =
∑M−1

i=0 di la distance entre le premier et le dernier essieu d’un véhicule
et z0 = −(y0 − yG) > 0 la distance entre le capteur de déformation et l’axe neutre de la
poutre. Nous calculons l’aire de la courbe de déformation enregistrée par le capteur quand
ce véhicule passe sur la poutre :

I1 =

∫ L+D
v

0
ε(t)dt = z0

∞∑
n=1

φ′′n(x0)

∫ L+D
v

0
qn(t)dt (2.68)

L’intégrale du terme qn(t) est décomposée en somme de deux intégrales :∫ L+D
v

0
qn(t)dt =

∫ L+D
v

0
Qpn(t)dt+

∫ L+D
v

0
Qhn(t)dt (2.69)

En combinant les équations (2.59) et (2.69), nous obtenons :∫ L+D
v

0
qn(t)dt =

M∑
i=1

pi

∫ L
v

+τi−1

τi−1

qpn(t− τi−1)dt+

∫ L+D
v

0
Qhn(t)dt

=
mg

ρS

∫ L
v

0
qpn(t)dt+

∫ L+D
v

0
Qhn(t)dt

(2.70)

avec mg =
∑M

i=1 Pi le poids total du véhicule. Ici, m est la masse totale du véhicule et g
l’accélération de la pesanteur. Dans la section 2.4, nous avons vu que la solution particulière
qpn(t) est une combinaison linéaire des fonctions sinusöıdales et sinusöıdales hyperboliques,
avec la pulsation Ωn = λnv qui dépend de la vitesse du véhicule. Comme les caractéristiques
de la section et du matériau constitutif de la poutre sont supposées être homogènes, nous
avons λn,j = λn,, ∀j. D’autre part, la solution homogène qhn(t) est constituée d’ondes
sinusöıdales amorties avec la pulsation ωdn et ne dépend que des propriétés intrinsèques de
la poutre continue. Rappelons le ratio γn dans le cas d’une poutre non-endommagée :

γn =
Ωn

ωn
=

λnv

λ2
n

√
EI
ρS

=
v

vc,n
(2.71)

où vc,n = λn
√
EI/ρS = ωn/λn est la vitesse critique correspondant au n-ième mode.
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Remarquons que Ωnt = λnvt = λna, où a = vt est la position de la force exercée. La
première intégrale de l’expression (2.70) peut être obtenue par changement des variables
(t � a). A basse vitesse (γ1 ≤ 10 %), cette intégrale dépend peu de la vitesse. Pour le
cas d’une poutre simple soumise à une force ponctuelle, lorsque le facteur de vitesse est
inférieur à 10 %, l’écart entre l’aire de l’histoire de la composante particulière de déformation
(
∫
φn(x)qpn(t)dt) et l’aire calculée dans le cas du chargement statique (v → 0) est de l’ordre

de 1 % (voir annexe C.3). De plus, la contribution de la deuxième intégrale de l’expression
(2.70) sur le résultat final est négligeable. Une démonstration détaillée pour le cas d’une
poutre simple se trouve également dans l’annexe C.

En effet, seule la première vitesse critique est importante et représente la première
vitesse de résonance lors du passage d’un véhicule. A faible vitesse, c.à.d. v � vc, nous
ne prenons en compte que le premier ordre du ratio Ωn/ωn. Nous supposons également
que le taux d’amortissement est suffisamment petit ζn ≤ 5 %, donc les termes situés sur
la diagonale principale de la matrice Q sont très proches de 1 (a ≈ c ≈ 1) alors que les
termes situés hors de la diagonale principale sont pratiquement tous nuls (b ≈ d ≈ 0). Une
illustration détaillée de la dépendance des termes a, b, c, d en fonction de γn et de ζn se
trouve dans l’annexe C.4. La matrice Q devient :

Q ≈ 1

ω2
n

I4 (2.72)

Cela implique :

Xn,j ≈
1

ω2
n

Xn,j (2.73)

Nous en déduisons :

qpn,j(tj) ≈
1

ω2
n

φn,j(vtj) (2.74)

En substituant l’expression de qpn(t) (Eq. 2.60) dans l’équation (2.70), avec la prise en
compte de l’expression (2.74), l’estimation approximative de l’intégrale (2.69) s’écrit :

∫ L+D
v

0
qn(t)dt ≈ mg

ρS

∫ L
v

0
qpn(t)dt

=
mg

ρS

N∑
j=1

∫ Lj
v

0
qpn,j(tj)dtj

=
mg

ρS

1

ω2
n

N∑
j=1

∫ Lj
v

0
φn,j(vtj)dtj

(2.75)

Nous posons aj = vtj , par changement des variables, nous avons :

∫ L+D
v

0
qn(t)dt ≈ mg

ρS

1

ω2
n

1

v

N∑
j=1

∫ Lj

0
φn,j(aj)daj (2.76)
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Nous calculons l’intégrale de la déformée modale φn,j(aj) sur le segment j :∫ Lj

0
φn,j(aj)daj

=

∫ Lj

0
(An,j sinλnaj +Bn,j cosλnaj + Cn,j sinhλnaj +Dn,j coshλnaj) daj

=
1

λn
[An,j(1− cosλnLj) +Bn,j sinλnLj + Cn,j(coshλnLj − 1) +Dn,j sinhλnLj ]

=
1

λn
Ψn,j

(2.77)

Reportons l’expression (2.77) à l’équation (2.76), nous avons :∫ L+D
v

0
qn(t)dt ≈ mg

ρS

1

ω2
n

1

λnv

N∑
j=1

Ψn,j

=
mg

ρS

1

λ4
n
EI
ρS

1

λnv

N∑
j=1

Ψn,j

=
g

EI
.
m

v

1

λ5
n

N∑
j=1

Ψn,j

(2.78)

Par la superposition des modes, l’aire de la ligne d’influence de déformation est :

I1 ≈ z0
m

v

g

EI

∞∑
n=1

N∑
j=1

φ′′n(x0)

λ5
n

Ψn,j =
m

v
Fm,v (2.79)

Cette intégrale est proportionnelle à la masse totale du véhicule et inversement pro-
portionnelle à sa vitesse. Elle ne dépend pas de la configuration du véhicule (le nombre
d’essieux, la distance entre essieux et la répartition de charge pour chaque essieu). La
constante Fm,v est appelée le � facteur de masse-vitesse � :

Fm,v = z0
g

EI

∞∑
n=1

N∑
j=1

φ′′n(x0)

λ5
n

Ψn,j (2.80)

2.6 Validation avec les résultats numériques

Dans cette section, quelques résultats numériques sont présentés. Le but de cette partie
est de mettre en évidence la méthode présentée, en comparaison avec : (1) - les résultats
existants dans la littérature ; et (2) - les résultats numériques à l’aide de calculs aux éléments
finis.

2.6.1 Poutre continue non fissurée

Afin de vérifier la conception des matrices de transfert, considérons une poutre continue
à N travées. Toutes les travées ont la même longeur L, les mêmes propriétés de la section
droite et du matériau. De ce fait, les nombres d’ondes des déformées modales ont la même
valeur pour toutes les travées : λj = λ, ∀j ∈ {1, 2, ... N}. La matrice résultante après
assemblage des matrices est :

R(λL) = BSN−1 (2.81)
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avec B =
[
− sinλL − cosλL sinhλL coshλL

]
et S = S(L,L), qui est déterminée à

l’aide de l’expression (2.21).

L’équation caractéristique de la poutre est :

f(λL) = r1 −
sinλL

sinhλL
r3 = 0 (2.82)

Les cinq premières solutions de l’équation (2.82) sont données dans le tableau 2.1.

Nombre de
travées

λL (en multiple de π)

λ1L λ2L λ3L λ4L λ5L

1 1 2 3 4 5

2 1 1.2499 2 2.2500 3

3 1 1.1320 1.3679 2 2.1351

4 1 1.0801 1.2499 1.4207 2

Tableau 2.1 – Les cinq premières solutions de l’équation caractéristique (2.82).

Les résultats donnés dans le tableau sont identiques aux valeurs trouvées par Ichikawa
[45]. Dans cet exemple, seule la configuration géométrique est prise en compte. Les pulsations
propres (puis, les fréquences naturelles) sont calculées à partir des valeurs de λn grâce à la
relation 2.50 : ωn = λ2

n

√
EI/ρS.

2.6.2 Poutre continue à deux travées

Dans ce qui suit, nous considérons une poutre continue à deux travées (Figure 2.7).

La poutre est en acier, de section carrée, dont les caractéristiques de la géométrie et du
matériau sont présentées dans le tableau 2.2.

Paramètres Notation Unité Valeur

Longueur totale 2L m 20
Hauteur h cm 10
Largeur b cm 10
Module de Young E GPa 210
Coefficient de Poisson ν – 0.3
Masse volumique ρ kg/m3 7 800
Taux d’amortissement ζ – 0.02

Tableau 2.2 – Caractéristiques détaillées de la poutre.

Un véhicule à deux essieux passe sur la poutre. L’essieu avant applique une charge
P1 = 1 kN alors que l’essieu arrière applique une charge P2 = 2 kN . La distance entre
les deux essieux est d = 4 m. Initialement (à t = 0), le véhicule pénètre sur la poutre par
l’extrémité gauche à une vitesse constante v = 10m/s. Un endommagement de profondeur
variable peut être présent au milieu de la première travée. Afin de valider notre modèle
analytique, l’endommagement est modélisé par deux approches :

— Une fissure de profondeur a = 0.5h, au milieu de la poutre (Figure 2.7a). Nous
appelons ce cas � poutre fissurée � ;
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Figure 2.7 – Poutre sur 3 appuis soumise au passage d’un véhicule à deux essieux

— Une zone avec la réduction de rigidité en flexion ẼI (Figure 2.7b), selon le modèle
de Christides et Barr [21]. Dans cette approche, la rigidité de la zone endommagée

est homogénéisée sur une longueur le = 40 cm. La valeur de ẼI est la moyenne
entre la valeur minimale de EI(x) à l’endroit fissuré de la poutre et la valeur EI
de la poutre saine. Cela implique une réduction de module de Young ∆E/E =

(EI − ẼI)/EI = 44 %. Cette valeur est introduite ensuite dans le modèle analytique
et aux calculs numériques par la méthode des éléments finis. Nous appelons ce cas
� poutre endommagée �.

Afin de mettre en évidence le modèle analytique présenté, un modèle comparatif est
créé dans le Code Aster, un logiciel libre de calculs aux éléments finis développé au sein de
EDF. Le maillage comporte 200 segments droits de même longueur. Dans le Code Aster, ces
segments 1D sont modélisés par des éléments de poutre droite Euler-Bernoulli (POU_D_E).
Pour le cas de la poutre endommagée :

— Modélisation de la fissure par ressort : un élément discret (modélisation DIS_TR) de
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rigidité de rotation kθ = 1/cθ est ajouté à l’endroit où la fissure se situe avec cθ la
flexibilité locale en section fissurée, introduite par l’équation (2.11).

— Modélisation de la fissure par réduction de rigidité en flexion EI : Une zone � en-
dommagée � est créée au milieu de la première travée, de longueur lc et de module
de Young Ẽ = 0.56E.

Fréquences naturelles

Le tableau 2.3 présente les valeurs des cinq premières fréquences naturelles pour les
cas correspondant à la poutre non-fissurée (poutre saine), la poutre fissurée et la poutre
endommagée (avec la présence d’une zone de rigidité réduite), qui sont obtenues à la fois en
résolvant l’équation caractéristique du modèle analytique (2.42) et par calculs aux éléments
finis à l’aide du code Aster.

Mode
Poutre saine Poutre fissurée Poutre endommagée
(analytique) Analytique code Aster Analytique code Aster

1 2.35284 2.3156 2.3156 2.3166 2.3166
2 3.67558 3.6380 3.6380 3.6391 3.6391
3 9.41134 9.4113 9.4113 9.4106 9.4106
4 11.91123 11.8871 11.8870 11.8869 11.8869
5 21.17552 20.83985 20.8399 20.8529 20.8529

Tableau 2.3 – Les cinq premières fréquences naturelles (en Hz).

Concernant les cas de la poutre fissurée et endommagée, les valeurs des fréquences
calculées par le modèle analytique sont identiques à celles obtenues numériquement. De
plus, les fréquences retrouvées par les deux approches différentes sont en bon accord. Les
valeurs des fréquences naturelles de la poutre avec présence de la fissure sont plus faibles
que celles de la poutre non-fissurée. Cependant, cette diminution est vraiment très petite.
Une variation maximale des fréquences naturelles de l’ordre de 1.6 % est alors difficile à
détecter dans les conditions réelles.

Réponse temporelle

Pour interpréter la réponse temporelle de la poutre sous chargement mobile, nous
considérons maintenant le cas d’un véhicule qui se déplace à la vitesse v = 10m/s sur une
poutre non fissurée. Les douze premiers modes propres de la poutre sont retenus (soit une
fréquence maximale fmax = 91.91 Hz). La masse modale effective cumulée vaut plus de
90 % de la masse de la poutre. Le taux d’amortissement modal est pris égal à 2 % pour
tous les modes. Dans le code Aster, la réponse transitoire est calculée directement par le
schéma d’intégration temporelle Newmark avec β = 1/4 et γ = 1/2 sur la base généralisée
(opérateur DYNA_LINE). Tous les modes possédant une valeur de fréquence naturelle qui est
inférieure ou égale à 100 Hz seront pris en compte. Les flèches au milieu des deux travées
sont présentées dans la figure 2.8.

Les courbes résultantes du modèle analytique et des calculs aux éléments finis dans
code Aster sont en très bonne concordance. Pour le modèle analytique, les résultats sont
calculés sur une base des fonctions explicites dont les expressions sont bien connues.
En conséquence, les calculs analytiques réalisés sous Python donnent les résultats plus
rapidement. Cela pourrait aider pour la réalisation d’études paramétriques en faisant varier
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Figure 2.8 – Flèche au milieu des travées de la poutre continue lors du passage d’un
véhicule à 10 m/s. Taux d’amortissement : ζ = 2 %.

des paramètres comme la profondeur de la fissure, la vitesse de véhicule ou la distance
entre deux essieux, etc.

Figure 2.9 – Comparaison des réponses de poutre non-fissurée et fissurée lors du passage
d’un véhicule à 10 m/s. Taux d’amortissement : ζ = 2 %.

Afin de voir l’influence de l’endommagement sur la réponse, une fissure de profondeur
relative a1 = 0.5 est introduite au milieu de la première travée. Les autres paramètres
restent inchangés. La figure 2.9 représente la réponse dynamique de la poutre fissurée en
comparaison avec celle de la poutre saine, selon le modèle analytique.

La première travée étant fissurée en son milieu, cette dernière est plus souple que l’autre.
Nous observons une augmentation de la flèche au milieu de la travée 1 (courbe bleue).
Cependant, la modification de la réponse due à la fissure est relativement petite. Pour la
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première travée, la différence entre les deux pics est environ 5 %.

Facteur d’Amplification Dynamique (FAD)

La réponse dynamique de la poutre est influencée par la vitesse du véhicule. Nous
introduisons le Facteur d’Amplification Dynamique (FAD), défini par le rapport entre la
réponse maximale de la poutre sous chargement mobile et celle en cas de charge quasi-
statique :

FAD =
maxt u(t)

maxt u0(t)
(2.83)

La figure 2.10 présente les Facteurs d’Amplification Dynamique pour les deux travées en
fonction de la première vitesse adimentionnelle : γ1 = v/vc1. Ici, vc1 = λ1

√
EI/ρS = 47m/s

est la première vitesse critique. Nous prenons trois différents niveaux d’amortissement :
ζ = 0 % (système non-amorti), ζ = 2 % et ζ = 5 %. Pour les grandes vitesses (v ≥ 0.6vc1),
les valeurs de FAD sont plus grandes en travée 2.

(a) (b)

Figure 2.10 – Facteur d’Amplification Dynamique à différents niveaux d’amortissement.

Facteur de masse-vitesse Fm,v

Un autre résultat important de cette étude paramétrique concernant la variation de
vitesse du véhicule est le facteur de masse-vitesse que nous avons vu en section 2.5. Selon
l’équation (2.79), nous avons :

I1 =

∫
ε(t)dt ≈ m

v
× Fm,v (2.84)

⇒ Fm,v ≈ I1 ×
v

m
(2.85)

La figure 2.11 présente la dépendance de ce facteur correspondant aux points de mesure
situés au milieu de chaque travée en fonction de la vitesse adimentionnelle du véhicule
(ṽ = v/vc1). Les pointillés représentent le produit de l’intégrale directe de la déformation
I1 =

∫
ε(t)dt avec le ratio m/v alors que la ligne horizontale indique la valeur estimée du
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Facteur de masse-vitesse Fm,v, calculée par la formule (2.80). Les points bleus représentent
l’intégrale de la réponse du système non-amorti alors que les points rouge représentent les
résultats du système avec une valeur d’amortissement à 2 %. Nous observons dans la plage
des vitesses faibles (v ≤ 0.2vc1) que les pointillés sont proches de la valeur estimée.

(a) (b)

Figure 2.11 – Facteur de masse-vitesse en fonction de la vitesse adimensionnelle.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi un modèle analytique permettant de calculer la
réponse temporelle d’une poutre d’Euler-Bernoulli posée sur plusieurs appuis sous charge-
ments mobiles. Les résultats sont obtenus rapidement grâce aux expressions analytiques
explicites des fonctions de formes et des coordonnées généralisées correspondant à chaque
mode propre. La prise en compte de l’amortissement permet d’approcher des problèmes réels.

L’introduction de l’aire de la ligne d’influence de déformation est aussi un résultat
important de ce modèle. A basses vitesses, cette intégrale est proportionnelle au rapport
entre la masse et la vitesse du véhicule. Le coefficient de proportion Fm,v, appelé � facteur
de masse - vitesse �, est estimé à partir des caractéristiques intrinsèques du système. Ce
coefficient ne dépend pas de la configuration du chargement appliqué.

Les résultats numériques obtenus par des calculs aux éléments finis pour une poutre
continue d’Euler-Bernoulli dans code Aster sont cohérents avec les résultats analytiques.
Cela permet de vérifier la pertinence du modèle analytique qui a l’avantage d’avoir des
temps de calculs plus rapides que ceux obtenus avec les calculs numériques. La méthode
analytique présentée est un outil puissant et rapide, qui nous aidera à effectuer des études
paramétriques sans avoir besoin de re-créer un maillage.
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Modèle analytique et numérique
d’un pont à quatre travées
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier une structure réelle : Un passage supérieur à
quatre travées, de type � pont à poutres sous chaussée �. Le pont est instrumenté depuis
une dizaine d’années à l’aide de cordes optiques, qui permettent de mesurer la déformation
moyenne sur la longueur de ces dernières. Un essai de chargement a été réalisé en novembre
2019, qui nous fournit des données réelles de la structure soumise aux chargements mobiles
connus. La présentation détaillée de la géométrie de la structure, ainsi que le plan d’instru-
mentation et l’essai de chargement se trouvent dans les sections 3.2, 3.3.

Un modèle analytique a été développé pour résoudre le problème d’une poutre continue
soumise à des charges mobiles dans le Chapitre 2. Ce modèle nous permet de trouver
rapidement les réponses temporelles (histoire des déplacements, des déformations et des
accélérations, etc. ) de la poutre en un point donné. Dans un premier temps, ce chapitre
sera consacré à l’application de la méthode analytique mentionnée à la structure réelle, en
comparant avec les signaux mesurés lors du passage d’un poids lourd.

Ensuite, afin d’obtenir une modélisation complète de la structure, un modèle de calculs
numériques aux éléments finis sera appliqué à la structure. Une géométrie simplifiée est
ensuite construite dans la plateforme Salomé. Les propriétés mécaniques des matériaux
constituants du pont seront recalées en se référant aux fréquences naturelles retrouvées par
les accéléromètres installés sur le pont. Pour valider le modèle, les réponses calculées seront
comparées avec les résultats du test.

3.2 Présentation générale de la structure

3.2.1 Généralité sur la géométrique du pont

Le pont est une structure de type PRAD (Pont à Poutres Préfabriquées Précontraintes
par Adhérence), avec le hourdis en béton armé coulé en place. Le pont comprend quatre
travées, avec une longueur totale de 46 m. Les deux travées centrales ont la même longueur,
de 14.6 m chacune. Pareillement, les travées courtes de longueur 8.4 m sont situées à
l’extérieur. Sous chaque travée, il y a 10 poutres préfabriquées en béton précontraint, de
section trapézöıdale et de même longueur que la travée qu’elles supportent. L’espacement
entre les poutres est de 1.09 m. Le hourdis est de largeur 10.08 m et d’épaisseur 30 cm
(Figure 3.1).

La figure 3.2 présente plus en détail les composantes d’une travée en vue perspective.
Chaque poutre est supportée par deux appuis en néoprène qui se trouvent aux deux
extrémités de la poutre. Ces appuis sont posés sur des chevêtres et des culées. Sur le
hourdis, deux trottoirs placés le long du pont, ont une largeur de 1.5 m et une hauteur
de 30 cm chacun. Les appuis, les entretoises et les trottoirs seront pris en compte dans la
modélisation numérique.

Les géométries des composantes du pont sont détaillées ci-dessous :

Les poutres de section généralisée (en forme de trapèze isocèle) :

— Hauteur : 0.58 m

— Petite base : 0.27 m
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Figure 3.1 – Dimension du pont.

— Grande base : 0.40 m

Les entretoises de section rectangulaire :

— Hauteur : 0.58 m

— Largeur : 0.40 m

Les trottoirs de section rectangulaire :

— Hauteur : 0.30 m

— Largeur : 1.50 m

Figure 3.2 – Détail d’une travée du pont.
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3.2.2 Plan d’instrumentation du pont

Depuis 2011, six cordes optiques gainées flexibles en acier de longueur 2m sont installées
sur les poutres situées au milieu de chaque voie et en sous face des deux travées centrales.
De plus, cinq extensomètres et deux sondes de température sont également installés. Une
station de Monitoring a été montée sur la face extérieure du pilier 2 qui assure l’enregistre-
ment des données.

En 2019, l’ancienne station de monitoring a été remplacée par une nouvelle. Six nou-
velles cordes optiques de longueur 1 m, deux accéléromètres tri-axiaux ont été ajoutés afin
de compléter le module de pesage des véhicules en marche. Une sonde de température
est également installée au niveau de la station. Seules les deux travées centrales sont
instrumentées.

La figure 3.3 représente le plan d’instrumentation de l’ouvrage. Les poutres sont
numérotées de 1 à 10 comme montré sur le schéma 3.3a. La travée centrale gauche est
appelée � Travée 2 � (travée T2) alors que la travée centrale droite est nommée � Travée
3 � (travée T2). Un passage est dit � Sud � lorsqu’il emprunte la voie au-dessus les poutres
de 1 à 5 alors qu’un passage � Nord � désigne le passage sur la voie qui se trouve au-dessus
les poutres de 6 à 10 (Figure 3.4). Au cas où un véhicule emprunte le pont avec le passage
� Nord �, il passe de la travée T2 à la travée T3. Réciproquement, quand ce véhicule
emprunte le pont avec le passage � Sud �, il passe donc de la travée T3 à la travée T2. Les
flèches bleues sur le schéma indiquent les deux sens de circulation.

La figure 3.3c montre un exemple de l’installation des cordes optiques sur les poutres
1 à 5 (dans le sens de gauche à droite) et en sous face du hourdis. Sur cette photo, nous
voyons aussi un accéléromètre tri-axial placé sur la poutre P1 (ACC-P1). Nous voyons
que, dans le sens longitudinal, les cordes optiques sont placées au milieu de chaque travée
longue, alors que les accéléromètres sont installés entre un tiers et la moitié de la travée
T2, afin d’éviter les nœuds des modes de vibration inférieurs. Dans le cadre de cette étude,
seuls les signaux des cordes optiques positionnées sur les poutres (CO-T2-P2, CO-T2-P4,
CO-T2-P7, CO-T2-P9 et CO-T3-P4, CO-T3-P7) sont exploités pour le traitement (Figure
3.4).

3.3 Essai de chargement

Un essai de chargement a eu lieu sur le pont en novembre 2019 dans le cadre d’une
expérimentation conjointe de la société OSMOS et de ses partenaires. Le but de cet essai
était de mettre au point un module de pesage des véhicules en marche en utilisant la
déformation du tablier comme indicateur du poids et de la configuration. L’état déformé
du pont est enregistré à la fréquence d’échantillonnage de 100 Hz grâce aux cordes optiques
d’OSMOS installées sur les poutres et sur la sous-face du hourdis. Trois poids-lourds
différents en poids et en configuration ont été choisis pour l’essai. Les véhicules sont passés
sur le pont à différentes vitesses. Avant la réalisation du test, les véhicules ont été pesés et
leurs détails géométriques ont été mesurés. Les caractéristiques détaillées des véhicules sont
présentées dans le tableau 3.1. L’indice � 1 � désigne l’essieu en tête du véhicule.

Quand un véhicule passe sur le pont, la poutre située au milieu de la voie où le véhicule
se trouve est la plus déformée. C’est le cas de la poutre 7 pour le passage Nord et de
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(a) Plan d’installation des capteurs

(b) Légende
(c) Cordes optiques sur les poutres 1 à
5

Figure 3.3 – Instrumentation des capteurs (Source : OSMOS ).

Figure 3.4 – Les cordes optiques considérées et positions des trottoirs (Source : OSMOS ).
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Véhicule 1 (19 T) 2 (32 T) 3 (44 T)

Masse totale (tonne) 19.22 31.80 43.56

Nombre d’essieux 2 4 5

Largeur (m) 2.10 2.06 2.60

Répartition
des charges
(tonne)

P1 6.24 5.66 6.94
P2 12.70 7.96 10.62
P3 − 11.14 9.20
P4 − 6.96 8.64
P5 − − 8.16

Distance entre
deux essieux
consécutifs (m)

d1 : 1→ 2 4.05 1.80 3.80
d2 : 2→ 3 − 3.00 3.01
d3 : 3→ 4 − 1.38 1.25
d4 : 4→ 5 − − 1.25

Tableau 3.1 – Caractéristiques détaillées des véhicules utilisés dans le test de chargement
sur le pont à quatre travées.

la poutre 4 pour le passage Sud (Figure 3.4). La figure 3.5a présente les déformations
des poutres instrumentées sous la travée 2 en fonction de temps lors du passage Sud du
poids-lourd de type 44 T à 50 km/h. Dans la légende, le chiffre après la lettre � T � désigne
le numéro de travée (T2 ou T3) alors que le chiffre qui suit la lettre � P � désigne le
numéro de la poutre. Nous voyons que la poutre 4 (ligne orange) reprend la plus grande
partie du poids du véhicule. En traçant les déformations des autres poutres en fonction de
la déformation de la poutre 4 (le signal le plus fort), nous obtenons une forte corrélation
entre les déformations des poutres (Figure 3.5b). Par régression linéaire, nous pouvons
déterminer des droites de régression. Les valeurs du coefficient de détermination R2 sont
très proches de 1. De la même manière, nous déterminons les droites de régression en
fonction du signal maximal pour d’autres passages. Les résultats sont présentés dans le
tableau récapitulatif (Tableau 3.2).

3.4 Modèle analytique du pont

La charge exercée par un véhicule qui passe sur le pont ne se distribue pas uniformément
sur toute la largeur du tablier. Du fait que le hourdis ne soit pas infiniment rigide, toutes les
poutres sous chaussée ne reprennent pas la même charge. En conséquence, le pont ne peut
pas être modélisé comme une poutre unidimensionnelle. Au lieu de considérer la totalité
du pont, une portion de poutre sera modélisée pour les calculs analytiques. La répartition
transversale de charges dans une section droite du tablier est d’abord considérée.

3.4.1 Coefficient de Répartition Transversale des Charges

La détermination du Coefficient de Répartition Transversale des Charges (ou Facteur
de Distribution de Charge vive – Live load distribution factor (LDF) en anglais) est un des
calculs les plus importants pour le dimensionnement des ponts à poutres. En Europe, les
actions sur les ponts dues au trafic sont définies dans l’Eurocode 1, partie 3. Dans le monde
entier, plusieurs pays acceptent des normes de l’Association Américaine des Officiers des
Routes Nationales et de Transportation (AASHTO) sur le calcul de LDF, spécifié dans des
documents AASHTO [1] et AASHTO LRFD [2]. Il existe également un grand nombre de
modèles analytiques abordant la flexion transversale dans une section de tablier. Parmi
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(a) (b)

Figure 3.5 – Déformations des poutres sous travée T2 lors du passage du poids-lourd
44T à 50 km/h, direction Sud.

NORD P7 = 1 Travée 2 Travée 3

Masse Vitesse Poutre 9 Poutre 4 Poutre 2 Poutre 4

a R2 a R2 a R2 a R2

19 10 0.7258 0.9764 0.3535 0.9481 0.0799 0.5357 0.2409 0.9308
32 10 0.7632 0.9823 0.3295 0.9791 0.0650 0.6196 0.2238 0.8277
19 50 0.6102 0.945 0.4286 0.9276 0.0919 0.6287 0.3412 0.9717
32 50 0.8318 0.9954 0.3142 0.978 0.0560 0.6991 0.2386 0.9817
44 50 0.8336 0.9964 0.3296 0.9785 0.0564 0.6865 0.2747 0.968
19 80 0.6248 0.9633 0.3124 0.8936 0.0640 0.5423 0.2974 0.9439
32 70 0.7651 0.9841 0.3093 0.9645 0.0631 0.7185 0.2213 0.958
44 70 0.7827 0.9866 0.3512 0.9488 0.0706 0.7622 0.2583 0.9331

SUD P4 = 1 Travée 2 Travée 3

Masse Vitesse Poutre 2 Poutre 7 Poutre 9 Poutre 7

a R2 a R2 a R2 a R2

19 50 0.4756 0.9592 0.3825 0.8827 0.1337 0.7664 0.4085 0.9198
32 50 0.5276 0.9844 0.3859 0.9108 0.1403 0.8716 0.3571 0.9251
44 50 0.5550 0.9905 0.4206 0.9589 0.1498 0.9246 0.4052 0.9471
19 70 0.5139 0.9532 0.3595 0.8525 0.1234 0.8024 0.3370 0.8437
44 80 0.5629 0.9864 0.4183 0.8526 0.1596 0.7949 0.4327 0.8975

Tableau 3.2 – Caractéristiques détaillées des passages des véhicules dans le test de
chargement sur le pont.

ces modèles, la méthode de Courbon porte les études sur une section droite indéformable
alors que la méthode de Guyon-Massonnet [56] se base sur la théorie de flexion de plaque
orthotrope.
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Concernant le problème du pont à quatre travées, nous utilisons la méthode de Guyon-
Massonnet pour déterminer le Coefficient de Répartition Transversale (CRT), dans le cas de
deux charges ponctuelles de même amplitude et excentrées (le rapport entre l’excentricité
du véhicule à partir de la ligne médiane de la chaussée et la moitié de la largeur du hourdis)
e1 = 0.56 et e2 = 0.044. Les charges appliquées représentent le passage du poids-lourd 44
T dans la direction Sud. La distribution des charges est présentée dans la figure 3.6. Les
calculs détaillés sont présentés dans la note de calcul (Annexe B) � Calcul de Coefficient
de Répartition Transversale (CRT) dans une section souple déformable par la méthode de
Guyon-Massonnet : Application à un pont à quatre travées) �.

Figure 3.6 – Coefficient de Répartition Transversale des charges pour la section du pont
(voir annexe B).

Pour simuler les passages de différents véhicules pour différents excentrements, nous
changeons les excentrements des forces ponctuelles appliquées et la distance entre ces deux
forces. La valeur du coefficient de répartition transversale (CRT) pour la poutre 7 est de
l’ordre de 0.14. Ce coefficient sera appliqué à la charge réelle appliquée sur la portion de
poutre considérée (poutre 7).

3.4.2 Solution analytique d’une portion de poutre

Le tablier du pont (Figure 3.1) peut être considéré comme un ensemble de dix portions
de poutre de section en T, constituée de la poutre sous-chaussée et une partie du hourdis
de largeur qui est égale à l’espacement des poutres (Figure 3.7b). Une portion de poutre est
modélisée comme une poutre continue à quatre travées, dont la configuration longitudinale
reste la même que celle du pont actuel (Figure 3.7a). Pour simplifier les calculs, la portion
de poutre est supposée être constituée d’un matériau homogène (le béton). La précontrainte
n’est pas prise en compte. Les paramètres géométriques et les caractéristiques du matériau
constitutif utilisés pour les calculs analytiques sont présentés dans le tableau 3.3. Dix-huit
premiers modes de vibration sont retenus pour calculer la réponse temporelle du pont lors
des passages des véhicules, soit une masse modale effective cumulée de 87 pour cent.

Les calculs analytiques sont appliqués pour la poutre dont la déformation est maximale
quand un véhicule passe sur le pont. Il s’agit de la poutre numéro 4 pour un passage Nord
et la poutre numéro 7 pour un passage Sud. La charge mobile appliquée est adaptée pour
chaque véhicule, dont les caractéristiques sont présentées dans le tableau 3.1. La force
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(a) Profil longitudinal (b) Section en T

Figure 3.7 – Modélisation d’une portion de poutre.

Paramètres Notation Unité Valeur

Longueur des travées centrales L1 m 14.6
Longueur des travées extérieures L2 m 8.4
Section A m2 0.5213
Moment d’inertie en flexion IG m4 0.0295
Module d’élasticité instantané Ecm GPa 35.22
Coefficient de Poisson ν − 0.2
Module d’élasticité E GPa 36.60
Masse volumique ρ kg/m3 2 500

Tableau 3.3 – Caractéristiques détaillées de la poutre.

exercée par chaque essieu sera pondérée par le CRT correspondant à la poutre considérée
(CRT ≈ 0.14). Les autres déformations seront estimées à partir de la corrélation à la
déformation maximale, dont les coefficients de corrélation sont trouvés dans le tableau 3.2.

La figure 3.8 présente les résultats du modèle analytique en comparaison avec les
données mesurées correspondantes au passage Sud du poids-lourd 44 T, à 50 km/h. Le
véhicule passe d’abord la travée T3, puis la travée T2. Les lignes continues représentent
les résultats analytiques alors que les lignes en pointillés représentent les déformations
mesurées. Nous observons que les résultats analytiques et expérimentales sont pratiquement
en bon accord.

Figure 3.8 – Comparaison des résultats du modèle analytique avec des données mesurées.
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En ce qui concerne l’intégrale des déformations mesurées, rappelons que : I1 =
∫
ε(t)dt ≈

m
v ×Fm,v (Equation 2.84). La figure 3.9 représente les intégrales des déformations maximales
mesurées lors des passages des véhicules en fonction du ratio masse - vitesse. La couleur
bleue représente les signaux mesurés de la travée T2 alors que la couleur rouge représente
les signaux de la travée T3. Les points ronds correspondent aux passages à 10 km/h, les
triangles représentent les passages à 50 km/h et enfin, les étoiles représentent les passages
à 70 - 80 km/h. La pente de la droite verte est égale à Fm,v, la valeur du facteur de
masse-vitesse estimée pour ce pont. Nous remarquons alors qu’un certain nombre de points
d’essais sont proches de la droite estimée.

Figure 3.9 – Intégrale des signaux mesurés et la droite estimées.

La figure 3.10 présente la dépendance du Facteur d’Amplification Dynamique (FAD),
défini par l’équation 2.83, à la vitesse correspondante au passage du poids-lourd 44 T sur le
pont en direction Nord (le véhicule passe d’abord sur la travée T2, puis sur la travée T3).
Les déformations au milieu des travées T2 et T3 sont exploitées. Le FAD est calculé pour
le cas non-amorti (la courbe bleue pour la travée T2 et la courbe orange pour la travée T3)
et pour le cas avec amortissement ζ = 2 % (les courbes rouge et verte). Pour le pont en
bon état (non-endommagé), les trois premières vitesses critiques sont : vc1 = 798 km/h,
vc2 = 962 km/h et vc3 = 1330 km/h. Les pics des graphes correspondants à ces vitesses
critiques au cas non-amorti sont bien mis en évidence dans cette figure. Avec amortissement,
les FAD diminuent, particulièrement autour des vitesses critiques. Les courbes sont plus
lisses. Pour une vitesse supérieure à 485 km/h (v = 0.6vc1), les valeurs de FAD de la travée
T3 sont plus grandes que celles de la travée T2.

Un zoom des courbes de FAD sur les vitesses usuelles est présenté dans la Figure 3.11,
dans la plage de 10 km/h jusqu’à 250 km/h. Quand la vitesse du véhicule est inférieure à
200 km/h (v ≤ 0.25vc1), l’amplification dynamique est alors inférieure à 7 %. Cependant,
la vitesse maximale autorisée pour tout moyen de transport sur la structure est 80 km/h,
soit une amplification dynamique de 1 %.
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Figure 3.10 – Facteur d’Amplification Dynamique du pont à quatre travées.

Figure 3.11 – Facteur d’Amplification Dynamique du pont à quatre travées. Un zoom
sur les vitesses usuelles.

3.5 Modélisation de la structure dans code Aster

Afin d’alléger les calculs aux éléments finis, une géométrie simplifiée est considérée. Le
pont est modélisé par des éléments 1D (pour les poutres, les entretoises et les appareils
d’appui) et par des éléments 2D (pour le hourdis et les trottoirs). Tout d’abord, la géométrie
et le maillage du pont sont construits dans la plateforme Salomé. Le solveur utilisé pour
résoudre le problème mécanique est le code Aster.

3.5.1 Géométrie du maillage

Le maillage du pont comprend deux parties. La partie supérieure représente le hourdis
et les trottoirs. La partie inférieure contient uniquement des éléments unidimensionnels.
Les détails du maillage sont décrits comme suit :

— Modélisation par les éléments 2D : C’est la partie supérieure du maillage, pour le
hourdis et les trottoirs. Les éléments sont quadrangles, de type coque DKT.
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— Modélisation par les éléments 1D : C’est la partie inférieure du maillage. Les poutres
et les entretoises sont modélisées par les éléments de poutre droite Euler-Bernoulli.
De plus, les appuis sont modélisés par des éléments discrets.

Les deux parties du maillage sont liées par des liaisons solides. Une liaison solide
est décrite par un groupe qui contient deux noeuds, et la distance entre ces derniers est
conservée quand la structure bouge. Les liaisons solides sont déclarées pour les noeuds des
poutres et des entretoises (mot clé LIAISON_SOLIDE dans code Aster).

La section des poutres est déclarée par un maillage d’un trapèze isocèle dont les
dimensions sont trouvées dans la section 3.2.1. De même, la section des entretoises est
définie dans code Aster par leur largeur et leur hauteur. Pourtant, le maillage (supérieur)
initial doit être modifié pour s’adapter à la géométrie des trottoirs.

Figure 3.12 – Détail d’une travée du pont.

La figure 3.12 présente le maillage complet du pont à quatre travées. Ce maillage
contient 3654 éléments quadrangles (2D), 3025 éléments 1D et 5280 nœuds. La taille
moyenne des éléments est de 0.36 m. La partie centrale en bleu désigne la chaussée, les
deux bandes en rives désignent les trottoirs alors que les lignes situées en-dessous de la
plaque représentent les poutres sous chaussée, les entretoises et les supports.

3.5.2 Propriétés mécaniques des composantes du pont

Les propriétés mécaniques des matériaux constituant du pont sont choisies dans la
plage de valeurs habituelles et elles sont calées en se référant à certaines fréquences na-
turelles détectées par les accéléromètres durant le test de chargement. Les propriétés
mécaniques des éléments en béton sont données dans le tableau 3.4. La masse volumique de
tous les types de béton est 2500 kg/m3 et le coefficient de Poisson du béton est pris égal à 0.2.
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Éléments Module
de Young

(GPa)

Coefficient
de Poisson

Masse
volumique
(kg/m3)

Les poutres longitudinales 35 0.2 2500

Les entretoises 35 0.2 2500

Le hourdis 32 0.2 2500

Les trottoirs 20 0.2 2500

Tableau 3.4 – Propriétés mécaniques des éléments en béton

En ce qui concerne les éléments discrets, des raideurs en translation et / ou en rotation
sont définies pour chaque type d’éléments. Les appareils d’appui en néoprène sont modélisés
par un élément discret de translation (DIS_T), dont chaque noeud contient 3 degrés de
liberté (DX, DY, DZ). Les raideurs de translation pour chaque appareil d’appui sont comme
suit :

— Les raideurs transversales : kx = ky = 3.54× 106 N/m

— La raideur verticale : kz = 5.02× 109 N/m

Les appareils d’appuis sont considérés comme posés sur un sol rigide. Par conséquent,
les déplacements de tous les noeuds de supports sont bloqués dans les trois directions
(DX = DY = DZ = 0).

Dans le cas où une poutre est fissurée, la fissure est modélisée par un élément discret
de translation-rotation (chaque noeud contient 6 degrés de liberté : DX, DY, DZ, DRX, DRY,
DRZ) dont les deux noeuds sont très proches. Les raideurs de translation sont prises comme
très grandes (kx →∞) alors que les raideurs de rotation sont décrites par une fonction qui
dépend de la profondeur de la fissure (kθ = EI/K(a/h)). La modélisation d’une poutre
fissurée est décrite en détail dans le Chapitre 1, section 1.5.

3.5.3 Modélisation des charges

Durant le test, plusieurs types de poids-lourd traversent le pont à différentes vitesses.
Grâce à ce modèle tridimensionnel, la largeur de véhicule et son excentrement (excentricité
du véhicule par rapport à la ligne médiane de la route) sont pris en compte (Figure 3.13).
Dans ces calculs numériques, le poids-lourd 19T est modélisé comme le chargement appliqué.
C’est un camion à deux essieux. Selon des pesages avant et après le test, les poids distribués
sur l’essieu avant et arrière sont respectivement P1 = 6.24 tonnes et P2 = 12.7 tonnes. Dans
la figure 3.13, chaque petite flèche vaut P1/2 et une grande flèche est égale à P2/2.

3.6 Résultats

3.6.1 Analyse modale

Dans un premier temps, une analyse modale a été effectuée afin de mettre en évidence
des paramètres retenus dans le modèle numérique. Dans code Aster, l’opérateur CALC_MODES
est utilisé pour calculer les modes propres de vibration. 20 premiers modes sont demandés.
Parmi ces modes, les 3 premiers modes de vibration du pont à quatre travées correspondent
au mouvement du corps rigide : Le pont est alors considéré comme une grosse masse unique,
posée sur un système de ressorts en parallèle. Le système (tablier + poutres) repose sur les
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Figure 3.13 – Modélisation du chargement

appuis et se comporte comme un oscillateur simple. Les trois premiers modes représentent
les fréquences fondamentales de cet oscillateur en trois directions X, Y, Z. Nous éliminons
donc ces modes. Les six modes de vibration suivants seront présentés.

Les modes propres

La figure 3.14 présente les six premiers modes de vibration du pont à quatre travées
calculés par code Aster. Le premier mode et le troisième mode correspondent au premier et
deuxième mode de flexion. Ces deux modes sont proches des résultats du modèle analytique,
dans lequel le pont est modélisé comme une poutre continue. Nous relevons un écart de
3.44 % pour le premier mode et 2.67 % pour le deuxième mode (voir Tableau 3.5). Les
autres modes représentent la vibration bidimensionnelle d’une plaque rectangulaire, qui ne
peuvent être calculés par une modélisation unidimensionnelle.

Pour comparer les résultats des modèles analytique et numérique, nous présentons dans
le tableau 3.5 les fréquences propres des quatre premiers modes de flexion en comparaison
avec les résultats obtenus par le modèle analytique d’une poutre unidimensionnelle présenté
dans la Section 3.4. La première colonne représente le numéro de mode dans code Aster
tandis que la deuxième colonne représente le numéro de mode de flexion correspondant. En
général, nous observons que les fréquences propres de vibration en flexion retrouvées par
les deux méthodes sont en bon d’accord.
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(a) Mode 1 - f = 8.43 Hz (b) Mode 2 - f = 9.35 Hz (c) Mode 3 - f = 12.15 Hz

(d) Mode 4 - f = 12.57 Hz (e) Mode 5 - f = 14.75 Hz (f) Mode 6 - f = 17.23 Hz

Figure 3.14 – Six premiers modes de vibration du pont

Mode n° Mode de
flexion

code Aster Modèle analytique Différence (%)

1 1 8.43 8.14 3.44

3 2 12.15 11.83 2.67

11 3 23.12 22.60 2.25

14 4 24.64 24.34 1.21

Tableau 3.5 – Les quatres premières fréquences naturelles en Hz correspondantes aux
modes de flexion du pont.

Comparaison avec les mesures réelles

Comme présenté dans la partie 3.2.2 les accéléromètres étaient placés dans la zone
comprise entre un tiers et la moitié de la longueur de la travée T2, à partir de son extrémité
gauche. D’après les résultats de calculs aux éléments finis présentés dans la figure 3.14,
aucun nœud n’est trouvé à ce point. Par conséquent, les six premières fréquences naturelles
pourraient être détectées par les accéléromètres.

Le test a duré environ 5 heures (le premier passage a été enregistré à 10h09 et l’enregis-
trement s’est arrêté à 14h59). Les données obtenues sont donc très riches en nombre de
points de mesure et en nombre de passages. Il y a plus de 1 750 000 points de mesure. Le
test ayant été réalisé sans la fermeture du trafic, plusieurs passages sont aussi enregistrés
en même temps que les véhicules sélectionnés pour le test de chargement.

La figure 3.15 présente à la fois les signaux mesurés par l’accéléromètre sur la poutre
P1, leur DSP (Densité Spectrale de Puissance) et leur transformée de Fourier. Des résultats
très similaires sont constatés avec les signaux mesurés sur la poutre P10. Cela peut être
expliqué par la symétrie de la localisation des capteurs et du déplacement des six premiers
modes retenus. Les pics relevés sont 7.90 Hz, 9.33 Hz, 12.12 Hz, 12.61 Hz, 14.72 Hz, 25.22
Hz, 31.08 Hz et 43.69 Hz. Les six premières fréquences mesurées sont comparées avec les
fréquences calculées par les calculs aux éléments finis comme montré dans la figure 3.16. Les
fréquences calculées et mesurées sont cohérentes. Les écarts entre celles-ci étant inférieurs à
0.3 % pour 4 des 6 paires de fréquences. Des écarts plus importants sont en effet observés
pour le premier mode et le sixième mode.



74 Chapitre 3. Modèle analytique et numérique d’un pont à quatre travées

Figure 3.15 – Accélération de la poutre P1 mesurée pendant le test

Figure 3.16 – Comparaison des fréquences naturelles calculées et mesurées
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3.6.2 Réponse temporelle du passage de poids-lourd

Le poids-lourd de 19 tonnes est choisi pour valider ce modèle. C’est un véhicule à deux
essieux. Les caractéristiques détaillées du passage de ce véhicule sont présentées dans le
tableau 3.6.

Paramètres Notation Unité Valeur

Masse totale m tonne 19.22
Charge devant P1 tonne 6.24
Charge arrière P2 tonne 12.70
Largeur entre roues B m 2.10
Distance entre 2 essieux d1 m 4.05
Excentrement e m 0.54
Vitesse v km/h 50

Tableau 3.6 – Caractéristiques détaillées du passage de poid-lourd 19 tonnes.

La partie inférieure du maillage contient seulement des éléments 1D. Dans les calculs,
nous n’exportons que des champs de déplacements nodaux correspondant à cette partie
du maillage, pour économiser de la mémoire vive (RAM) de l’ordinateur et ainsi diminuer
le temps de calcul. Les poutres sont modélisées par des éléments de poutre droit de type
Euler-Bernoulli (POU_D_E), dont les nœuds ont 6 degrés de liberté chacun (3 pour la
translation DX, DY, DZ et 3 pour la rotation DRX, DRY, DRZ). Comme les cordes optiques ont
une longueur considérable par rapport à la taille des travées, les déformations mesurées
sont des valeurs moyennes calculées sur la longueur du capteur. Cette déformation moyenne
est donnée par l’expression 3.1, où z0 est la distance entre l’axe neutre du pont et la corde
optique, θA et θB sont respectivement la rotation de la poutre aux points A et B, lAB est la
distance entre A et B. Nous parlerons en détail de cette expression dans le chapitre suivant.
Dans cette modélisation, nous prenons z0 = 0.47m.

εAB = z0 ×
θB − θA
lAB

(3.1)

La comparaison des déformations moyennes calculées et mesurées est présentée dans
la Figure 3.17. Comme le véhicule vient de la direction Sud, il passe d’abord la travée
T3, puis la travée T2. Les signaux simulés (lignes solides) sont en accord avec les signaux
mesurés (lignes pointillés). Cependant nous constatons un grand écart pour la poutre P2.
Cet écart important peut être expliqué par la position de la poutre P2. La poutre P2 est
située au-dessous d’un trottoir. La présence de ce dernier pourrait augmenter la rigidité
en flexion (EI) du pont. De ce fait, la déformation mesurée sur la poutre T2P2 est bien
inférieure aux valeurs calculées.
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Figure 3.17 – Comparaison des déformations moyennes calculées et mesurées.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord employé le modèle analytique pour re-
construire les signaux mesurés dans un essai de pesage sur un pont à quatre travées en
service. La portion de poutre la plus déformée est modélisée comme une poutre continue
d’Euler-Bernoulli sur cinq appuis. A l’aide de la méthode Guyon-Massonet de détermination
des Coefficients de Répartition Transversale (CRT), un coefficient de 0.14 a été retenu
pour être appliqué à cette portion de poutre. De plus, les autres déformations ont été
calées à partir de ce résultat analytique grâce à un tableau de coefficients de corrélation
correspondant à chaque passage. Les résultats obtenus par la méthode analytique sont
comparables aux signaux mesurés. D’autre part, l’aire de la ligne d’influence calculée pour
chaque passage est proportionnelle au ratio m/v, comme montré dans la section 3.4.2.

Ensuite, afin de compléter le modèle analytique, nous avons construit un modèle
numérique du pont à l’aide de la plateforme Salomé et le code de calculs aux éléments finis
code Aster. Afin d’alléger le temps de calcul, seuls les éléments 1D et 2D sont utilisés pour
modéliser la structure. Les six premières fréquences naturelles obtenues par le modèle sont
globalement cohérentes avec les fréquences mesurées par les accéléromètres. De plus, les
déformations moyennes prédites par les calculs numériques sont en bon accord avec les
valeurs mesurées.

Ce modèle simplifié nous permet de mieux comprendre le comportement du pont en
trois dimensions. Il présente plusieurs avantages par rapport à la modélisation 1D : La
position transversale (excentrement), la largeur de véhicule, etc. sont prises en compte. Ces
nombreux paramètres d’entrée nous permettent d’effectuer des études paramétriques. Il
nous sert également à créer des défauts pour réaliser des simulations avec une structure
endommagée. Cela permettra de vérifier les critères de détection de l’endommagement dans
la structure.
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sur les réponses de structures

Sommaire

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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4.4.2 Application : Pont à quatre travées . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95



78
Chapitre 4. Influence de l’endommagement et du type de capteurs de déformation

sur les réponses de structures

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’influence de l’endommagement dans les structures
et leur évolution dans le temps. Les ponts qui peuvent être surveillés en permanence le
sont en général par OSMOS avec des capteurs de déformation de type fibre optique, et
éventuellement des accéléromètres et des sondes de température. Chaque passage de véhicule
est un événement dynamique, pendant lequel les capteurs enregistrent les signaux avec une
fréquence d’échantillonnage de 100 Hz. Si le pont est au repos (il n’y a pas de véhicule qui
le traverse), les mesures s’effectuent chaque 10 à 60 minutes afin de surveiller la structure à
long terme [16]. A partir de ces événements dynamiques, nous proposons quelques méthodes
de détection en utilisant des cordes optiques longues et des accéléromètres. Tandis que les
jauges de déformation électriques mesurent une déformation moyenne sur une longueur plus
petite (en l’occurrence, réalisent une moyenne des déformations sur une longueur de 150 mm
au plus), les cordes optiques mesurent la déformation moyenne sur sa longueur de référence,
souvent comprise entre 1m et 2m (gage length en anglais). Cela permet d’intégrer les
informations sur une longue distance, qui sera utile pour donner une indication structurelle.
Dans la première partie, nous comparerons ces deux types de capteur de déformation dans
la section 4.2 pour le cas d’une poutre.

Les hypothèses proposées pour le cas d’une poutre seront validées pour le cas d’une
structure réelle. De plus, l’influence de l’endommagement sur la réponse en fréquence et en
déformation des structures de type ponts à poutre sera examinée.

4.2 Déformation mesurée à l’aide de capteurs longs et courts

Traditionnellement, les déformations sont mesurées à l’aide de jauges de déformation
électriques, comme celles utilisées pour la caractérisation mécanique des matériaux. Pour
les essais de traction d’éprouvettes en acier, les jauges de déformation utilisées ont une taille
de l’ordre de quelques millimètres. Pour d’autres matériaux présentant une importante
hétérogénéité comme le béton, elles sont plus longues et ont une longueur 7mm à 70mm.
Par ailleurs, la jauge électrique va donner des informations non exploitables si elle est placée
à proximité d’un défaut du fait de sa faible longueur. Cela ne sera pas le cas d’un capteur
de déformation de taille longue (comme les cordes optiques, les fibres optiques, etc.). De ce
fait, le choix du type de capteur dépend de l’objectif de surveillance, du matériau et du
type d’élément de structure sur lequel est mesurée la déformation. Pour des ponts et des
poutres, un capteur de déformation long sera capable de détecter des endommagements
potentiels dans des zones sensibles de grandes longueurs [38].

Dans cette partie, nous allons comparer les déformations mesurées à l’aide d’une jauge
de déformation et d’une corde optique longue (avec une longueur de référence typiquement
comprise entre 1m et 2m). Les calculs théoriques seront présentés dans le cas d’une poutre
simple soumise à une force ponctuelle. Les calculs sont limités au cas quasi-statique.

4.2.1 Poutre simple non-fissurée

Considérons une poutre simple saine (ne présentant pas d’endommagement) soumise à
une force ponctuelle d’intensité P (P > 0) comme montré sur la figure 4.1. Un capteur
de déformation de type � corde optique longue � (trait rouge) est placé sous la poutre, et
permet de mesurer la déformation moyenne sur sa longueur. Ses extrémités sont situées
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en xA et xB. En outre, une jauge de déformation est placée au milieu de la corde optique.
Cette jauge traditionnelle donne la déformation au point xC = (xA + xB)/2. Nous la
définissons comme � ponctuelle � en considérant que la longueur de la jauge est très faible
devant celle de la corde optique.

L

M1(x)

P

xA xB

M2(x)

a

xC = xA+xB
2

Figure 4.1 – Moment de flexion d’une poutre simple

La force est à distance a de l’extrémité gauche de la poutre. Le moment de flexion en
un point x quelconque (0 < x < L) sur la poutre est :

Mf (x) =

{
P
(
1− a

L

)
x, x ≤ a

P
(
1− x

L

)
a, x ≥ a

(4.1)

La déformation mesurée s’écrit :

ε(x) =
z0Mf (x)

EI
(4.2)

Avec z0 la distance entre les capteurs et l’axe neutre de la poutre. Nous admettons que
z0 > 0 si la corde optique est placée en dessous de l’axe neutre de la poutre. Cela assure
que dans le cas d’un moment fléchissant positif, les fibres inférieures sont tendues et la
déformation de ces fibres est positive (ε > 0).

Nous supposons d’abord que la corde optique est parfaitement collée sur la poutre. La
déformation moyenne entre xA et xB peut être calculée en fonction de la coordonnée du
centre du segment AB (xC) comme suit :

εAB(xC) =
1

xB − xA

∫ xB

xA

ε(x)dx (4.3)

Nous étudions alors trois cas qui dépendent de la position de la force appliquée P :

— Cas 1 : a < xA < xB

εAB(xC) =
1

xB − xA

∫ xB

xA

z0P

EI

(
1− x

L

)
adx =

z0P

EI

a

xB − xA

[
(xB − xA)−

x2
B − x2

A

2L

]
=
z0P

EI

(
1− xC

L

)
a = εC
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— Cas 2 : a > xA > xB

εAB(xC) =
1

xB − xA

∫ xB

xA

z0P

EI

(
1− a

L

)
xdx =

z0P

EI

1

xB − xA

(
1− a

L

) x2
B − x2

A

2

=
z0P

EI

(
1− a

L

)
xC = εC

— Cas 3 : xA < a < xB

εAB(xC) =
1

xB − xA

[∫ a

xA

z0P

EI

(
1− a

L

)
xdx+

∫ xB

a

z0P

EI

(
1− x

L

)
adx

]
=
z0P

EI

1

xB − xA

(
axB −

x2
A

2
− a

2L
(x2
B − x2

A)− a2

2

)
=
z0P

EI

[
a

(
1

2
− xC

L

)
− 1

2lg
(a− xC)2 +

xC
2
− lg

8

]
< εC

dans lesquelles lg = xB − xA est la longueur de la corde optique, εC est la déformation
calculée au point C à l’aide de l’expression (4.2) : εC = ε(xC).

Nous constatons que, lorsque la force est en dehors de la corde optique, la déformation
moyenne mesurée par cette dernière est identique à la déformation � ponctuelle � mesurée
par la jauge de déformation. Lorsque la force se trouve au-dessus de la corde optique, la
déformation moyenne εAB est plus petite que celle calculée au point C εC .

En résumé, la déformation moyenne sur le segment AB dépend de la position de la
force appliquée a et du centre de la corde optique xC de la façon suivante :

εAB(a, xC) =


z0P
EI

(
1− xC

L

)
a, a ≤ xA ≤ xB

z0P
EI

[
a
(

1
2 −

xC
L

)
− 1

2lg
(a− xC)2 + xC

2 −
lg
8

]
, xA ≤ a ≤ xB

z0P
EI

(
1− a

L

)
xC , xA ≤ xB ≤ a

(4.4)

Dans la réalité, la corde optique n’est pas collée mais fixée sur l’ouvrage en certains
points (Figure 4.2). Nous essayons alors de trouver une autre approche pour calculer la
déformation moyenne que celle donnant l’expression 4.3.

Considérons un segment de poutre comme montré dans la Figure 4.3. Nous notons
x le sens longitudinal et z le sens vertical. Les axes (O, x, y, z) forment un repère direct.
Supposons que la poutre suit les hypothèses d’Euler-Bernoulli, nous pouvons écrire le
champ de déplacement d’un point M (point rouge sur la figure) de la poutre de la façon
suivante : uxuy

uz

 =

z0u
′

0
u

 (4.5)

où u est le déplacement de l’axe neutre (ligne verte pointillée). ux, uy, uz sont respec-
tivement les déplacements dans les directions x, y, z. L’opérateur prime (?)′ désigne la
dérivée de la fonction (?) par rapport à la variable x. Le moment de flexion est calculé à
l’aide de la relation : Mf (x) = EIu′′(x).



4.2. Déformation mesurée à l’aide de capteurs longs et courts 81

(a) (b)

Figure 4.2 – cordes optiques fixées sur le pont suivies par OSMOS (Source : OSMOS).

α = u′

α = u′

M
z0

x

z

O

Figure 4.3 – Segment de poutre déformée

A partir de l’équation (4.1), la courbure u′′(x) s’écrit :

u′′(x) =

{
P
EI

(
1− a

L

)
x, x ≤ a

P
EI

(
1− x

L

)
a, x ≥ a

(4.6)

En intégrant l’équation (4.6), nous obtenons la pente de l’axe neutre :

u′(x) =

{
P
EI

(
1− a

L

)
x2

2 + C1, x ≤ a
P
EI

(
x− x2

2L

)
a+ C2, x ≥ a

(4.7)

Nous avons toujours la continuité de la pente de l’axe neutre au point d’application de
la force en x = a :

u′(a−) = u′(a+)

Nous en déduisons alors :

C1 − C2 =
a2

2

P

EI
(4.8)

Nous calculons la déformation moyenne sur le segment AB à partir de son allongement
∆lAB = ux(B)− ux(A) = z0(u′B − u′A) :

εAB(a, xC) =
∆lAB
xB − xA

= z0
u′B − u′A
xB − xA

(4.9)

En reportant l’expression (4.7) dans l’équation (4.9) et en tenant compte de la condition
(4.8) quand la force passe au-dessus de la corde optique, nous obtenons alors l’expression de
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la déformation moyenne mesurée par un capteur long sur le segment AB. Cette expression
est exactement la même que l’expression (4.4).

4.2.2 Poutre simple fissurée

Considérons maintenant la poutre précédente avec une fissure située en x = x0 (Figure
4.4). Nous établissons l’expression de la déformation moyenne mesurée par un capteur de
déformation de grande longueur entre deux points xA et xB.

L

M1(x)

P

xA xB

M2(x)

a

xC = xA+xB
2x0

Figure 4.4 – Moment de flexion d’une poutre simple fissurée

Comme le moment de flexion ne change pas de part à l’autre de la fissure, l’expression
de la courbure reste la même que celle donnée dans l’équation 4.6 :

u′′(x) =

{
P
EI

(
1− a

L

)
x, x ≤ a

P
EI

(
1− x

L

)
a, x ≥ a

(4.10)

Dans le cas a < x0, l’expression de la pente de l’axe neutre s’écrit (La situation est la
même si a > x0. Nous ne considérons que ce cas) :

u′(x) =


P
EI

(
1− a

L

)
x2

2 + C1, x ≤ a
P
EI

(
x− x2

2L

)
a+ C2, a ≤ x ≤ x0

P
EI

(
x− x2

2L

)
a+ C3, x ≥ x0

(4.11)

A l’interface de la fissure, le saut de pente de la poutre est proportionnel à la courbure
de la poutre à l’endroit fissuré. Nous récrivons la relation (1.31) comme suit :

u′(x+
0 )− u′(x−0 ) = Ku′′(x0) (4.12)

Où K est un coefficient qui dépend de la profondeur de la fissure, de la hauteur de
la poutre et éventuellement du matériau constitutif de la poutre. Dans les applications
numériques, nous utilisons le modèle de Rizos [74], dans lequel, K est donné par :

K = 6h(1− ν2)J1(a1) (4.13)

où ν est le coefficient de Poisson du matériau constitutif de la poutre et J1(a/h) = J1(a1)
est une fonction de la profondeur relative a1 (le rapport a/h) de la fissure :

(4.14)J1(a1) = 1.8624a2
1 − 3.95a3

1 + 16.375a4
1 − 37.226a5

1 + 76.81a6
1

− 126.9a7
1 + 172a8

1 − 143.97a9
1 + 66.56a10

1
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A partir des équations (4.11) et (4.12), nous obtenons :

C3 − C2 = K
Mf (x0)

EI
(4.15)

avec Mf (x0) le moment de flexion à l’endroit de la fissure.

La déformation moyenne mesurée est déterminée par l’équation (4.9) :

εAB(a, xC) =
∆lAB
xB − xA

= z0
u′B − u′A
xB − xA

Nous constatons que, si la fissure est située en dehors de la zone couverte par la corde
optique (x0 /∈ [xA, xB]), il n’y a pas de discontinuité de la pente de l’axe neutre dans
cette zone. La déformation mesurée prend la même valeur que dans le cas d’une poutre
non-fissurée :

εfiss = εnonfiss (4.16)

Cependant, si la fissure est située dans la zone couverte par la corde optique (x0 ∈
[xA, xB]), la déformation mesurée est différente de la valeur initiale :

εfiss = εnonfiss +
z0K

lgEI
Mf (x0) (4.17)

4.3 Application : le cas d’une poutre

Afin de visualiser les résultats présentés dans la section précédente, nous allons main-
tenant présenter quelques applications numériques pour le cas d’une poutre simple avec
différentes modélisations. Tout d’abord, nous considérons le cas d’une poutre saine (c.-à.-d.
non-endommagée). Les lignes d’influence (réponse obtenue en un point donné en fonction
de la position de la force ponctuelle appliquée sur la structure) des déformations moyennes
et ponctuelles seront comparées. Avec la même démarche, nous allons considérer le cas
d’une poutre fissurée. Enfin, pour compléter l’étude, un modèle numérique d’une poutre
simple avec la présence d’endommagement (fissure, zone de réduction de module de Young)
sera considéré. Dans cette approche, les éléments massifs en 3D sont utilisés pour modéliser
la structure. Les calculs aux éléments finis sont effectués à l’aide du logiciel libre code Aster.

4.3.1 Poutre simple saine

A titre d’exemple, nous réalisons une application numérique en considérant une poutre
simple de longueur L = 10m et de section rectangulaire b × h = 35 × 60 cm. Une force
ponctuelle traverse très lentement la poutre à partir de l’extrémité gauche. Le processus est
considéré comme quasi-statique. Au milieu de la poutre nous plaçons sur sa face inférieure
une jauge de déformation (xC = L/2 = 5m) et une corde optique de longueur lg = 2m
dont les extrémités se trouvent aux points xA = 4m et xB = 6m. Le matériau constitutif
est le béton (E = 35GPa, ν = 0.2). Une force ponctuelle d’intensité P = 10 kN est
appliquée à la distance a de l’extrémité gauche de la poutre. La distance entre les capteurs
de déformation et l’axe neutre de la poutre est z0 = h/2. Supposons que la structure
travaille uniquement dans le domaine élastique linéaire, nous traçons les déformations
obtenues par ces deux capteurs en fonction de la position a de la force.
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Figure 4.5 – Comparaison des déformations mesurées par une jauge de déformation et
une corde optique.

La figure 4.5 représente les déformations statiques mesurées par la jauge de déformation
(ligne bleue continue) et par la corde optique longue (ligne orange en pointillé) en fonction
de la position de la force appliquée. Le schéma de la poutre se trouve en bas de la figure.
La corde optique est représentée par le trait rouge, délimitée par les points xA et xB alors
que la jauge de déformation est représentée par un petit rectangle vert. Nous observons
qu’en dehors de la zone couverte par la corde optique (de a = xA = 4m à a = xB = 6m),
les signaux mesurés par les deux capteurs sont identiques. Quand la force passe au-dessus
de la corde optique (zone délimitée par deux lignes verticales en rose), nous observons bien
une différence entre la déformation mesurée par la jauge (ligne bleue) et celle mesurée par
la corde optique (ligne orange).

Nous pouvons estimer cette différence. A partir de l’expression du moment de flexion
(4.1), nous déduisons la déformation � ponctuelle �mesurée au point C :

εC(a, xC) =

{
z0P
EI

(
1− a

L

)
xC , xC ≤ a

z0P
EI

(
1− xC

L

)
a, xC ≥ a

(4.18)

Quand la force se trouve au-dessus de la corde optique, c.-à.-d. xA ≤ a ≤ xB, nous
avons :

∆ε(a, xC) = εC − εAB =


z0P
EI

[
(a−xC)2

2lg
+ a−xC

2 +
lg
8

]
, xC − lg/2 ≤ a ≤ xC

z0P
EI

[
(a−xC)2

2lg
− a−xC

2 +
lg
8

]
, xC ≤ a ≤ xC + lg/2

(4.19)

Lorsque la force atteint le centre de la corde optique (a = xC), cette différence atteint
sa valeur maximale ∆εmax = z0Plg/(8EI) . Cette valeur ne dépend pas de la position
de la corde optique. La différence maximale relative entre la déformation moyenne et la
déformation au centre de la corde optique est :

∆εmax
εC,max

=
lg

8
(
1− xC

L

)
xC

(4.20)
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Cette différence est plus petite quand la corde optique est placée au milieu de la poutre,
c.-à.-d. en xC = L/2. Nous avons : min(∆εmax/εC,max) = lg/(2L). Dans le cas où la corde
optique couvre totalement la poutre, le ratio ∆εmax/εC,max vaut 1/2. Autrement dit, la
déformation moyenne mesurée par la corde optique est égale à la moitié de la déformation
� maximale � mesurée par une jauge de déformation située au milieu de la corde optique.
Ce résultat est conforme aux résultats publiés dans la littérature [69].

4.3.2 Poutre simple avec la présence de défaut

Dans cette section, nous présentons deux exemples d’une poutre comportant un défaut.
Le premier exemple résout analytiquement le problème d’une poutre fissurée alors que
l’exemple suivant concerne un modèle numérique d’une poutre en 3D. Dans un premier
temps, le défaut est considéré comme une � vraie � fissure, qui est créé par la modification
du maillage de la poutre initiale. Ensuite, le défaut est modélisé comme un tronçon de
poutre avec une réduction de son module de Young.

Poutre simple fissurée

Nous utilisons la poutre présentée dans le cas d’une poutre saine, avec une fissure
localisée au milieu de la poutre (x = L/2). La profondeur de la fissure est égale à 50 % de
la hauteur de la poutre (ratio a1 = a/h = 0.5).

Figure 4.6 – Déformation moyenne mesurée des poutres saine (lignes bleue, orange) et
fissurée (ligne verte).

La figure 4.6 est la reproduction de la figure 4.5, en y ajoutant la déformation moyenne
pour le cas de la poutre fissurée. Les déformations moyennes sont mesurées à l’aide des
cordes optiques de longueur 2m placées au milieu des poutres. La ligne orange en pointillé
représente la déformation moyenne de la poutre saine alors que la ligne verte représente celle
de la poutre fissurée. Nous voyons bien la différence entre ces deux déformations. Lorsque
la force se trouve au-dessus de la corde optique, l’écart entre les déformations de la poutre
fissurée et de la poutre saine est d’environ 15 %. Dans cette figure, nous traçons également
la déformation mesurée à l’aide d’une jauge de déformation (ligne bleue), située également
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au milieu de la poutre saine. Dans le cas où la structure est non-endommagée (poutre
saine), lorsque la force est située au milieu de la poutre, l’écart entre les mesures obtenues
par la jauge de déformation et par la corde optique d’une poutre saine est maximale et est
égale à 11 % de la valeur obtenue à l’aide de la jauge de déformation.

Poutre simple endommagée : Calculs numériques

L’endommagement d’une poutre est souvent modélisé par une fissure. De plus, le
défaut peut être également modélisé par une réduction du module de Young sur la partie
endommagée de la poutre. Dans cette partie, à l’aide du logiciel de calculs aux éléments
finis code Aster, nous créons un modèle de la même poutre simple, pour les états sain et
endommagé. Une force ponctuelle d’intensité P = 10 kN est appliquée au milieu de la
poutre. Cette dernière est modélisée par des éléments massifs en 3D, dont les caractéristiques
de la géométrie et du matériau sont présentées dans le tableau 4.1.

Paramètres Notation Unité Valeur

Longueur L m 10
Hauteur h cm 60
Largeur b cm 35
Module de Young E GPa 25
Coefficient de Poisson ν – 0.2
Masse volumique ρ kg/m3 2 500

Tableau 4.1 – Caractéristiques détaillées de la poutre non-endommagée.

Pour la discrétisation de la poutre, nous comptons 200 éléments dans sa longueur, 8
éléments dans sa largeur et 12 éléments dans sa hauteur, soit une taille moyenne d’éléments
de 5 cm. Le maillage de la poutre est constitué de 19 200 éléments 3D en hexaèdres à huit
nœuds (linéaire) et de 23 517 nœuds au total. La force appliquée est répartie sur la largeur
de la poutre en section d’application de la force (forces nodales).

En ce qui concerne le défaut de la poutre, nous considérons deux modélisations de
l’endommagement, présentées dans le Chapitre 1 (Figure 4.7) :

— Cas 1 : le défaut est représenté par une fissure. Tandis que dans la modélisation des
poutres droites avec les éléments unidirectionnels, la fissure est modélisée comme un
ressort spirale, représenté par un élément discret ; dans cette modélisation en 3D, la
fissure est géométriquement créée. Dans ce cas, le maillage contient une fissure de
profondeur a = 0.25h, située au milieu de la poutre (Figure 4.7a).

— Cas 2 : le défaut est modélisé comme une zone de réduction de module de Young. La
zone endommagée est de longueur 2m, située également au milieu de la poutre et le
module de Young du matériau est supposé réduit de 20 % sur ce tronçon de poutre.
La figure 4.7b représente cette modélisation, où les parties non-endommagées de la
poutre sont en couleur verte alors que la partie endommagée est en orange.

Nous disposons une corde optique de longueur lg = 2m, collée sur la face inférieure
des poutres afin de mesurer la déformation moyenne sur sa longueur. Cette corde optique
peut se déplacer le long de la poutre. Sa position est caractérisée par la coordonnée xC de
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(a) Fissure (b) Zone de réduction de E

Figure 4.7 – Modélisation de l’endommagement dans code Aster.

son centre. Avant de passer au cas de la structure endommagée, nous examinons dans un
premier temps le modèle numérique de la poutre saine. La déformation en un point est
obtenue par :

— Extrapolation aux nœuds des quantités aux points de Gauss (EPSI_ELNO) [22], les
calculs sont intégrés dans le fichier de commande du code Aster ;

— Calcul de la première dérivée des déplacements nodaux des nœuds situés sur une
ligne de droite sur la face inférieure de la poutre, dans la direction longitudinale
u′x = ∂ux/∂x.

Figure 4.8 – Déformations le long de la poutre

La figure 4.8 représente différentes déformations obtenues le long de la poutre. La
ligne bleue représente la déformation en direction X (longitudinale) calculée directement
dans le code Aster. La ligne orange en pointillé représentant la déformation obtenue
par la dérivée du déplacement longitudinal ux. Nous observons que ces deux courbes
sont confondues. Nous calculons alors la déformation moyenne à l’aide de l’équation
(4.9) : εAB = (ux(B) − ux(A))/(xB − xA), puis nous la projetons dans la même figure
(courbe verte en pointillé). Nous observons des écarts entre les déformations moyennes
et � ponctuelles � lorsque la force rentre dans la zone de couverture de la corde optique
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(4 ≤ xC ≤ 6m). Nous retrouvons alors des courbes de même allure que celles présentées
dans la figure 4.5 (solutions analytiques).

La figure 4.9 présente les déformations moyennes mesurées à l’aide de ce capteur long, en
fonction de la position de son centre xC pour différentes modélisations de l’endommagement.
Comme la corde optique peut aller d’une extrémité de la poutre à l’autre, l’abscisse est
variable, de xC = 1m à xC = 9m. Les lignes de couleurs différentes représentent les
différents scénarios d’endommagement. Tandis que la ligne bleue est obtenue pour une
poutre saine, la ligne orange représente la déformation dans le cas d’une poutre fissurée.
Enfin, la ligne verte désigne le deuxième cas d’endommagement, où le défaut est représenté
par une zone de réduction du module de Young. En ce qui concerne le premier scénario
d’endommagement (courbe orange), nous observons des � sauts � en xC = 4m et en
xC = 6m. Ce sont les points pour lesquels une extrémité du capteur long est situé au
milieu de la poutre au niveau de la fissure (xC = 5m). D’autre part, les déformations
mesurées quand la poutre présente une zone endommagée restent continues (courbe verte).
En xC = 5m, l’écart entre les courbes obtenues pour les deux cas d’endommagement et le
cas d’une poutre saine est d’environ 25 %.

Figure 4.9 – Déformations moyennes le long de la poutre pour différents scénarios
d’endommagements

Poutre simple soumise à une force mobile

Jusqu’à présent, les calculs analytiques ont été validés pour le cas quasi-statique. La
force est supposée se déplacer sur la poutre très lentement pour que les effets dynamiques
puissent être négligeables. Considérons maintenant une poutre simple soumise à une force
mobile comme montré sur la Figure 4.10. La poutre est de longueur L = 15m, de sec-
tion rectangulaire b× h = 35× 65 cm. Le matériau constitutif de la poutre est du béton
(E = 35GPa, ρ = 2500 kg/m3). La poutre est soumise à une force mobile P = 1 kN avec
une vitesse constante v = 20m/s, représentant 13.6 % de la première vitesse critique de la
structure. La poutre peut comporter une zone endommagée (trait orange, caractérisé par
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Figure 4.10 – Poutre endommagée avec la disposition des capteurs

la longueur ld et la position du centre de la zone endommagée xC). Une corde optique de
longueur 2m (trait vert) est collée au milieu de la poutre, sur sa face inférieure. Une jauge
de déformation est également placée au milieu de la poutre afin de relever la déformation à
ce point (le rectangle bleu qui se trouve au milieu de la poutre).

Figure 4.11 – Poutre simple non-endommagée : Déformation moyenne et � ponctuelle � à
mi-travée.

Dans un premier temps, la poutre est supposée être non endommagée. La figure 4.11
représente la déformation moyenne mesurée par la corde optique (courbe orange) et la
réponse mesurée par la jauge de déformation (courbe bleue). Les deux courbes sont en bon
d’accord, sauf dans l’intervalle 6.5m ≤ x ≤ 8.5m, qui correspond à la zone couverte par la
corde optique. Cet exemple confirme encore le résultat dans le cas de calculs quasi-statiques :
La mesure de déformation à l’aide d’un capteur long et d’une jauge électrique ne diffère
que si la force est appliquée au-dessus du capteur de déformation long (la corde optique
dans ce cas).

L’endommagement est ensuite modélisé en mettant une zone avec réduction du module
de Young. Ici, nous prenons la longueur de la zone endommagée égale à 2m et une réduction
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(a) (b)

Figure 4.12 – a) Trois premières fréquences naturelles de la poutre en fonction de la
localisation de l’endommagement et b) Leurs variations (%) par rapport aux valeurs de
référence (poutre saine).

∆E = 30 %. Sa position xC varie de 2.5m à 12.5m. Les trois fréquences naturelles de la
poutre sont calculées en fonction de la localisation de l’endommagement (Figure 4.12).
La figure 4.12a présente les valeurs des fréquences naturelles alors que leurs variations
par rapport aux valeurs de références (c.-à.-d. d’une poutre saine) sont présentées dans la
figure 4.12b (exprimées en pourcentage). Nous constatons que les variations de fréquences
naturelles atteignent une valeur (absolue) maximale lorsque la zone endommagée se trouve
au niveau du ventre du mode correspondant. Cependant, cette variation est relativement
petite. Sa valeur maximale est de l’ordre de 5 % pour le premier mode.

4.4 Application : le cas d’un pont

4.4.1 Cas d’étude réel : Test sur le pont Moneder Gulley

Un test a déjà été réalisé sur un pont ferroviaire qui est actuellement en service [39].
Cet ouvrage se trouve sur la ligne Benidorm−Dénia en Espagne. La structure possède
une seule travée et une portée de 22 m entre deux supports en néoprène. Ces derniers ne
bloquent pas la rotation à l’extrémité et le pont peut être considéré comme une structure
isostatique (poutre simple). Le tablier du pont a une largeur de 5m et est posé sur quatre
poutres en béton précontraint préfabriquées, de section double T (Figure 4.13a). Le jour
du test les auteurs ont placé deux capteurs de déformation au milieu du pont : une jauge
de déformation pour mesurer la déformation en un point et une fibre optique de longueur
1m pour mesurer la déformation moyenne sur sa longueur. Les deux capteurs sont collés
sur la face inférieure d’une poutre centrale (Figure 4.13b).

Le chargement du pont a été réalisé en faisant passer un train court comprenant deux
voitures. Le train d’un poids total de 558.4 kN, reposait sur quatre bogies. La longueur
totale du train était 34.79 m. Dans le test dynamique, le train avait une vitesse de 50 km/h.
La fréquence d’échantillonnage des capteurs était de 100 Hz.

La figure 4.14 montre les résultats du test. La ligne bleue présente les déformations
mesurées par la jauge de déformation alors que la ligne rouge présente celles obtenues par
la fibre optique. Les deux lignes sont en bon accord. Nous observons un petit écart entre la
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(a) (b)

Figure 4.13 – Cordes optiques fixées sur le pont Moneder Gulley. Source [39]

Figure 4.14 – Déformations mesurées par une jauge de déformation et une fibre optique
longue suite au passage d’un train. Source [39]

ligne rouge et la ligne bleue, qui pourrait provenir de la calibration des signaux. D’après
les auteurs, l’écart maximal entre les deux types de mesure était inférieur à 4.6 %.

4.4.2 Application : Pont à quatre travées

Dans cette section, nous présentons l’influence de l’endommagement sur la réponse
finale du pont à quatre travées présenté dans le Chapitre 3. Il s’agit d’un pont à poutres
sous chaussée, qui est constitué de quatre travées et a une longueur totale de 46m. Les
deux travées centrales sont les plus longues, avec une longueur de 14.6m chacune alors que
les deux travées courtes se trouvent à l’extérieur, dont la longueur vaut seulement 8.4m.
Dans chaque travée, il y a dix poutres en béton précontraint qui supportent le tablier du
pont, de même longueur que la travée qu’ils supportent. La figure 4.15 présente le profil
longitudinal d’une portion de poutre.

Influence de l’endommagement sur la fréquence de vibration libre

Dans un premier temps, nous présentons une approche rapide qui permet d’examiner
l’influence de l’endommagement sur la structure et qui consiste à construire un modèle unidi-
mensionnel équivalent. Nous considérons une portion de poutre de section en � T � (Figure
4.15b), qui est constituée de la poutre sous chaussée et d’une partie du tablier (rectangle
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(a) Profil longitudinal (b) Section en T

Figure 4.15 – Modélisation d’une portion de poutre.

hachuré). Ces deux composantes sont supposées avoir le même module d’élasticité. L’en-
dommagement est modélisé comme une fissure de profondeur a et de localisation variable
le long de la poutre. Les fréquences propres de la structure sont obtenues analytiquement à
l’aide de la méthode des � matrices de transfert � présentée dans le Chapitre 2. La figure
4.16a représente la variation des fréquences fondamentales de la structure endommagée
en fonction de la profondeur relative a1 = a/h (où h est la hauteur de la poutre) et de
la position de la section fissurée. Nous observons que cette variation atteint sa valeur
(absolue) maximale locale lorsque la fissure se présente à proximité des ventres de la
première déformée modale. Les valeurs algébriques négatives de cette variation indiquent
une diminution de la fréquence fondamentale due à la présence de la fissure, ce qui diminue
la rigidité en flexion de la structure. Afin de mieux présenter les résultats, nous traçons cette
variation en fonction de la position de la fissure, à différents niveaux d’endommagement
(représenté par la profondeur relative a1.) Nous observons un écart maximal en fréquence
fondamentale de l’ordre de 3.7 %. Dans cet exemple, nous ne considérons qu’une portion
de poutre. En réalité, le pont est constitué de dix portions de poutre, côte à côte. Si une
poutre sous chaussée est légèrement endommagée, il est difficile de le mettre en évidence
avec un critère qui est basé sur les fréquences naturelles.

(a) (b)

Figure 4.16 – Variation de fréquence naturelle du premier mode en fonction de la position
et du niveau de l’endommagement



4.4. Application : le cas d’un pont 93

Influence de l’endommagement sur la réponse en déformation

Nous considérons maintenant le modèle numérique complet du pont à 4 travées présenté
dans le Chapitre 3. Le maillage est constitué des deux grandes parties : le hourdis est
modélisé par des éléments 2D, de type coque (DKT) alors que les poutres sous chaussée
sont représentées par les éléments de poutre droite Euler-Bernoulli (POU_D_E) dont chaque
nœud possède six degrés de liberté (3 pour la translation DX, DY, DZ et 3 pour la rotation
DRX, DRY, DRZ). Seulement les réponses des poutres sous chaussée sont souhaitées.

La structure est soumise au passage d’un poids-lourd de poids total 19 T : Il s’agit
d’un véhicule à 2 essieux, espacés de 4 m. Les chargements appliqués par les essieux en
avant et en arrière sont respectivement égaux à P1 = 6.21T et P2 = 12.70T . Dans le sens
transversal, la distance entre deux roues sur un même essieu est b = 2m. Le chargement
mobile est modélisé par 4 forces ponctuelles, appliquées aux nœuds qui correspondent aux
points de contact. La distance entre la médiane de la chaussée et les roues intérieures est
e = 0.54m. Le véhicule traverse le pont à une vitesse constante v = 50 km/h.

Dans cette modélisation numérique, la fissure est créée par la mise en place d’un élément
discret de taille très petite. Les raideurs en translation sont supposées être très grandes
(kx, ky, kz →∞) alors que la valeur des raideurs en rotations est obtenue à partir de la pro-
fondeur relative a1 = a/h de la fissure : kθ = EI/K(a1), où EI est la rigidité en flexion de
la poutre et la valeur de K(a1) = K(a/h) est obtenue à partir des expressions (1.34), (1.35).

En ce qui concerne les dispositifs de mesure, nous supposons que des cordes optiques
de longueur 2m sont collées sur la face inférieure des poutres sous chaussée, au milieu de
la deuxième travée (la travée T2). La déformation moyenne entre deux extrémités A et B
d’une corde optique est calculée par :

εAB = z0 ×
θB − θA
lAB

(4.21)

où θA, θB sont respectivement les rotations (DRY) aux points A, B ; lAB = xB − xA est
la longueur de la corde optique et z0 est la distance entre la position du capteur et l’axe
neutre de la poutre considérée. Dans cet exemple, afin de faciliter les calculs, nous prenons
z0 égale à l’unité.

Nous supposons qu’une fissure de profondeur a = 0.5h se trouve dans la poutre 3
et au milieu de la travée T2. La figure 4.17 représente les déformations moyennes des
poutres sous cette travée au cas où aucune poutre n’est endommagée (structure saine) et
au cas où seulement la poutre 3 est endommagée. Nous observons que la déformation de la
poutre numéro 3 augmente alors que les déformations des autres poutres restent quasiment
inchangées lorsque nous comparons les courbes 4.17a et 4.17b qui sont respectivement
obtenues sans et avec endommagement. Nous pouvons tracer les courbes des déformations
maximales de chaque poutre et les projeter dans le sens transversal, avec différents cas de
poutres endommagées (Figure 4.18). Nous constatons que seule la poutre endommagée a
une réponse en déformation influencée par l’endommagement.
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Figure 4.17 – Déformations des poutres au milieu de la travée T2 du pont à quatre
travées : Structure saine (à gauche) et structure avec poutre numéro 3 endommagée (à
droite).

Figure 4.18 – Déformations maximales des poutres en milieu de la travée T2 du pont à
quatre travées suivant différents scénarios d’endommagement.
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4.5 Conclusion

Dans cette section, nous avons traité le sujet de la réponse en déformation donnée par
les capteurs long et court et l’influence de l’endommagement sur les réponses de fréquences
et de déformations.

Les capteurs longs de type fibre / corde optique sont maintenant largement utilisés
dans le génie civil, notamment sur les applications de surveillance en continu grâce à leur
durabilité, stabilité au changement environnemental (température, humidité, etc.). De plus,
la zone couverte étant importante cela accroit la possibilité de détecter un endommagement
s’il existe. Cependant en termes de réponses nous constatons qu’il n’existe quasiment pas
de différence entre les déformations mesurées par ces types de capteurs et les jauges de
déformation électriques, sauf lorsque la force passe au-dessus de la corde optique.
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5.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons présenté la solution du problème direct.
Etant donné les propriétés de la structures (géométrie, matériaux, endommagement) et la
configuration du chargement mobile (nombre d’essieux, charge par essieu, distance entre
deux essieux consécutifs, vitesse, etc.), nous cherchons les réponses de la structure aux
points donnés. Les solutions sont tout d’abord présentées à l’aide d’expressions analytiques
explicites et ensuite, le problème a été résolu numériquement pour le cas d’un pont à quatre
travées.

Dans ce chapitre et celui va suivre, nous considérons le problème inverse. A partir des
réponses données, nous essayons d’identifier si un endommagement se présente dans la struc-
ture, puis de le localiser. Dans ce chapitre, nous proposons deux méthodes d’identification
de l’endommagement à partir des histoires des réponses en déformation et en accélération.
Une méthode est basée sur la distribution longitudinale des déformations alors que l’autre
est basée sur la corrélation entre l’accélération et la déformation dynamique. Des études
paramétriques seront menées pour chaque méthode proposée afin de voir la sensibilité des
critères proposés en fonction des caractéristiques de l’endommagement (niveau, localisation,
etc.).

5.2 Détection par distribution longitudinale des déformations

La mesure de déformations distribuées le long d’un pont pourrait donner des informations
intéressantes. Dans cette optique nous pouvons mentionner des travaux expérimentaux
en cours qui utilisent les fibres optiques pour mesurer les déformations d’un tablier de
pont. Par exemple, le pont KW-51 en Belgique est instrumenté par quatre fibres optiques
couvrant toute la longueur du tablier pour une surveillance en continu depuis février
2019 [7]. Chaque fibre optique contient 20 capteurs de déformation FBG. C’est un pont
ferroviaire de type pont en arc avec une portée de 117 m. En Angleterre, le pont ferroviaire
Underbrigde 11 à Staffordshire est aussi instrumenté par des fibres optiques FBG (Fibre
Bragg Gratings) et BOTDR (Brillouin Optical Time Domain Reflectometry) pour mesurer
les déformations distribuées sur toute sa longueur [93]. Nous trouvons dans la littérature
plusieurs recherches qui portent sur la distribution longitudinale des déformations. Wu et
al. utilisent la distribution de la valeur maximale de chaque courbe de déformation mesurée
quand un véhicule traverse le pont comme critère de détection de l’endommagement [90].
Pourtant, le critère est sensible aux bruits de mesure. Hong et al. reportent le problème sur la
distribution de l’aire de ces courbes [44]. Cette méthode semble plus � tolérante � aux bruits.
Par une autre approche, Chen et al. utilisent la dérivée deuxième des lignes d’influence
et font une étude comparative des méthodes mentionnées [19]. Dans cette partie, nous
proposons un critère de détection de l’endommagement basé sur la distribution longitudinale
de l’aire de l’histoire de déformation le long d’une poutre.

5.2.1 Distribution longitudinale de l’aire de l’histoire des déformations

Considérons la poutre simple présentée dans le Chapitre 4 (Section 4.2.1) comme
montrée dans la Figure 5.1. La poutre est soumise à une force ponctuelle P (P > 0). Une
corde optique longue est collée sur la face latérale de la poutre (trait rouge), dont xA, xB
sont les coordonnées des deux extrémités, xC = (xA + xB)/2 étant la position du centre de
la corde optique.
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Figure 5.1 – Moment de flexion d’une poutre simple

Rappelons l’expression de la déformation moyenne sur le segment AB en fonction de la
position de la force a et du centre de la corde optique xC (Equation 4.4) :

εAB(a, xC) =


z0P
EI

(
1− xC

L

)
a, a ≤ xA ≤ xB

z0P
EI

[
a
(

1
2 −

xC
L

)
− 1

2lg
(a− xC)2 + xC

2 −
lg
8

]
, xA ≤ a ≤ xB

z0P
EI

(
1− a

L

)
xC , xA ≤ xB ≤ a

(5.1)

dans laquelle EI est la rigidité en flexion de la poutre, z0 est la distance entre la corde
optique et l’axe neutre de la poutre (z0 > 0 si la corde optique se trouve au-dessous de
l’axe neutre) et lg = xB − xA la longueur de la corde optique.

Maintenant, nous supposons que P = 1N . En fixant la position de la corde optique xC ,
εAB(a, xC) est la ligne d’influence de la déformation moyenne sur sa longueur. Calculons
l’aire sous la courbe εAB(a, xC) qui représente l’histoire de la réponse en déformation
moyenne. Nous prenons l’intégrale du signal pour tout le domaine L = [0, L] :

A(xC) =

∫
L
εAB(a, xC)da (5.2)

Reportons l’expression de εAB(a, xC) de l’équation 5.1 dans l’équation 5.2, en mettant
P = 1, nous avons :

A(xC) =
z0

EI

[∫ xA

0

(
1− xC

L

)
ada∫ xB

xA

(
a
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da∫ L
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xCda

] (5.3)

Considérons les intégrales :

I1(xC) =

∫ xA

0

(
1− xC

L

)
ada+

∫ L

xB

(
1− a

L

)
xCda (5.4)
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et,

I2(xC) =

∫ xB

xA

(
a

(
1

2
− xC

L

)
− 1

2lg
(a− xC)2 +

xC
2
− lg

8

)
da (5.5)

Notons que (xA, xB) et (xC , lg) sont deux bases indépendantes qui désignent la position
et la longueur de la corde optique.{

xA = xC − lg/2
xB = xC + lg/2

(5.6)

Nous calculons les intégrales I1, I2 en fonction de xC et lg :

I1(xC) =

(
−1

2
+
lg
L

)
x2
C +

(
−lg +

L

2

)
xC +

l2g
8

(5.7)

I2(xC) = − lg
L
x2
C + lgxC −

l2g
8
−
l2g
24

(5.8)

Au final, nous avons :

A(xC) =
z0

EI
(I1 + I2)

=
z0

EI

(
−1

2
x2
C +

L

2
xC −

l2g
24

)
(5.9)

L’intégrale A(xC) est une fonction quadratique de la position xC du centre de la corde
optique. Cette fonction parabolique atteint sa valeur maximale lorsque xC = L/2. Pour
le cas d’un véhicule à M essieux de poids respectifs P1, P2, ..., PM . L’aire totale sous la
courbe de déformation est égale à :

Atot(xC) = P1A(xC) + P2A(xC) + ...+ PMA(xC)

= (P1 + P2 + ...+ PM )A(xC)

= PtotA(xC)

(5.10)

où Ptot est le poids total du véhicule.

L’aire sous la courbe de déformation lors du passage d’un véhicule est le produit du
poids total du véhicule par l’aire de la ligne d’influence A(xC). De ce fait, l’aire totale de
l’histoire de déformation est également un polynôme d’ordre 2 de la position du capteur
xC . Lorsque la vitesse du véhicule est suffisamment petite par rapport à la première vitesse
critique de la structure (γ1 = v/vc1 ≤ 10 %), l’aire de l’histoire de la déformation dynamique
est négligeable. Une démonstration détaillée se trouve dans l’Annexe C.

Nous avons démontré que l’aire sous la courbe de déformation moyenne lors du passage
d’un véhicule est une fonction quadratique de la position de la corde optique. En appliquant
une chaine de capteurs sous la poutre, les aires de toutes les courbes de déformation mesurée
par chaque capteur doivent être contenues dans une parabole.
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Lorsqu’une fissure se trouve dans la zone couverte par la corde optique, nous avons la
relation suivante entre la déformation moyenne de la poutre fissurée et la poutre non-fissurée
(Equation (4.17)) :

εfiss(a, xC) = εnonfiss +
z0K

lgEI
Mf (x0) (5.11)

Par conséquent, l’aire sous la courbe de déformation mesurée par cette corde optique est
modifiée par rapport à celle obtenue pour une poutre saine. La distribution de l’ensemble
des points n’est plus parabolique. A partir de cette caractéristique, nous pouvons alors
proposer un critère de détection de l’endommagement.

Nous constatons d’autre part qu’à partir de l’expression de la déformation moyenne
εAB(a, xC) (Equation 5.1), cette déformation est aussi une fonction quadratique de sa
position a lorsque la force se trouve dans la zone couverte par la corde optique. Cette
fonction atteint sa valeur maximale lorsque :

a = xC − xC
lg
L

+
lg
2

(5.12)

La valeur maximale de la déformation moyenne est :

εABmax(xC) =
z0P

EI

[
lg
2

(
xC
lg
− xC

L
+

1

2

)2

−
x2
C

2lg
+
xC
2
− lg

8

]

=
z0P

EI

(
1− lg

2L

)(
− 1

L
x2
C + xC

) (5.13)

Comme pour l’aire sous l’histoire des déformations, la valeur maximale de déformation
moyenne εAB est aussi une fonction quadratique de la position xC du capteur. Cette para-
bole atteint également sa valeur maximale quand xC = L/2. Pour une châıne de capteurs
placés sous la poutre, ces maximums forment une � ligne d’enveloppe � parabolique. Cette
caractéristique est utilisée par Wu et al. [90] pour l’identification de l’endommagement.
Cependant, quand la vitesse du véhicule est suffisamment importante pour que la participa-
tion de la composante dynamique à la réponse totale ne soit plus négligeable, la distribution
des maximums des déformations n’est plus parabolique. Des applications numériques et
discussions seront présentées dans les sections qui suivent.

5.2.2 Proposition de critères

Nous avons vu que la distribution de l’aire sous les courbes de déformations mesurées
le long d’une poutre a une forme parabolique. Notons f la parabole formée par l’ensemble
de ces points. Nous avons :

f(xC) =

(
M∑
i=1

Pi

)
A(xC) (5.14)

D’autre part, nous cherchons ensuite à interpoler f par une autre parabole, dite f̃ , qui
est une fonction polynôme de degré 2 :

f̃ = ãx2 + b̃x+ c̃ (5.15)

où ã, b̃, c̃ sont des constantes réelles à déterminer.
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Une fois les coefficients de la fonction f̃ trouvés, nous définissons un premier critère,
dit critère global, qui est la différence relative entre la parabole interpolée et les points
mesurés :

EG = 100× ‖f̃ − f0‖2
‖f0‖2

(5.16)

avec ‖x‖2 =
√
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

N la norme euclidienne du vecteur x.

Si la poutre est saine, la valeur EG est pratiquement nulle. Si une partie de la poutre
est endommagée, la valeur de EG augmente. Pour interpoler une parabole, il faut au moins
4 points de mesure. Une séquence de 5 cordes optiques est suffisante pour la détection de
l’endommagement et sa localisation.

Pour localiser l’endommagement nous proposons aussi un autre critère, dit critère local,
EL. Nous calculons le critère local ELi pour chaque point considéré de la même façon que
pour calculer le critère global EG, mais avec l’exclusion du point considéré :

ELi = EGi = 100× ||f̃
i − f i0||2
||f i0||2

(5.17)

avec : f i0 = f0 \ {εi} avec f0 un ensemble complet des déformations : f0 = {ε1, ε2, ..., εN}.

Si la corde optique considérée couvre la zone endommagée, la parabole interpolée qui
passe par les autres zones non-endommagées donne une valeur de ELi très proche de zéro,
alors que les autres valeurs du critère local ELi correspondant aux zones non-endommagées
sont plus grandes. En conséquence, nous pouvons localiser la zone endommagée à l’aide de
ce critère local ELi.

5.2.3 Applications numériques : calculs avec code Aster

Poutre simple : Vérification et démonstration

Commençons par un exemple introductif : Nous considérons une poutre simple de
longueur L = 10m, de section carrée (b = h = 10 cm) soumise à un système de deux
forces P1 et P2 qui se déplacent sur la poutre avec une vitesse constante v = 5m/s (Figure
5.2). Le matériau constitutif de la poutre est l’acier (E = 210GPa, ν = 0.3). Le taux
d’amortissement est ζ = 2 %. Les deux forces, P1 = 1 kN et P2 = 2 kN sont espacées d’une
distance d = 3m. Les réponses de la poutre mesurées par la chaine de cordes optiques sont
calculées à l’aide du logiciel de calculs aux éléments finis code Aster. La poutre est modélisée
par des éléments 1D. Le maillage contient 200 éléments de type poutre Euler-Bernoulli
(POU_D_E).

La figure 5.3a représente les résultats calculés pour chaque corde optique. Remarquons
que la vitesse de déplacement des forces est 5 m/s, soit 11 % de la première vitesse critique
vc1 = (π/L)

√
EI/ρA. Nous voyons bien les effets dynamiques. Si nous prenons seulement

la valeur maximale des lignes d’influence, la distribution de ces valeurs extrêmes n’est
pas parabolique. La figure 5.3b représente la distribution de l’aire des lignes d’influence
présentées sur la figure 5.3a. Chaque point correspond à l’aire de la courbe associée. La
distribution de ces points est parabolique. Nous essayons d’interpoler les points par une
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Figure 5.2 – Poutre simple instrumentée par une séquence de cordes optiques

(a) (b)

Figure 5.3 – Poutre saine :a) Histoire des réponses et b) Distribution de l’aire des courbes
de déformation.

parabole (ligne verte).

Considérons maintenant une zone endommagée de longueur lendo = 2m, située au-dessus
des cordes optiques numéros 3 et 4, comme montré sur la Figure 5.4. L’endommagement
est modélisé par une réduction du module de Young sur le segment de poutre concerné.
Cette réduction est égale à 10 % de la valeur du module de Young de la poutre saine.

Figure 5.4 – Poutre endommagée instrumentée par une séquence de cordes optiques

Nous traçons les courbes de réponse en déformation moyenne pour les 10 capteurs
(Figure 5.5a) et l’aire sous ces courbes en fonction de la position de chaque corde optique
(Figure 5.5b). Nous observons sur les figures 5.3a et 5.5a que les histoires de la déformation
moyenne obtenues par les cas sain et endommagé sont sensiblement identiques. Cependant,
les deux points correspondant à la partie endommagée de la poutre (points en rouge,
représentant la mesure des cordes optiques 3 et 4) sont décalés de la parabole originale
(courbe verte). Nous interpolons ensemble les 10 points obtenus à l’aide d’une autre
parabole, représentée par la courbe orange. L’écart de la parabole orange à l’ensemble des
points (Figure 5.5b, la valeur calculée du critère global EG est égale à 4.4 %) est alors
supérieur à l’écart de la courbe interpolée sur les points calculés dans le cas de la poutre
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(a) (b)

Figure 5.5 – Poutre endommagée : a) Histoire des réponses et b) Distribution de l’aire
des courbes de déformation.

non endommagée (la courbe verte représentée sur les figures 5.3b et 5.5b, pour une valeur
calculée du critère global EG valant 0.14 %).

Étude paramétrique à l’aide du code Aster

Figure 5.6 – Poutre simple endommagée dans code Aster

Une poutre simple identique à la poutre prise dans l’exemple introductif est modélisée
dans code Aster. Nous créons également une zone d’endommagement de taille variable (de
0.5 m à 3 m) au milieu de la poutre (Figure 5.6). La réduction du module de Young dans
la zone endommagée est aussi variable, de 0 à 50 %. Cinq cordes optiques de longueur 2 m
sont placées sous la poutre.

Les résultats des calculs sont présentés dans la figure 5.7. La figure 5.7a présente les
critères globaux calculés en perspective. La figure 5.7b montre la dépendance du critère
EG à la taille de la zone endommagée. Nous constatons que, quand la taille de la zone de
réduction du module de Young est égale à 2 m, le critère EG atteint sa valeur maximale.
C’est aussi la longueur d’une corde optique.

La figure 5.8 présente les valeurs du critère local pour différents niveaux d’endommage-
ment. La réduction du module de Young s’applique sur une zone de longueur 2 m au centre
de la poutre. Nous pouvons voir que la zone endommagée correspond à la corde optique 3.

Les deux critères proposés nous permettent d’identifier et de localiser l’endommagement
présent dans une poutre sans avoir connaissance de son état de référence. Cependant, le
nombre de capteurs demandé est un point faible de cette méthode.
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(a) (b)

Figure 5.7 – Critère global EG : a) en perspective et b) en fonction de la taille de la zone
endommagée.

Figure 5.8 – Critère local ELi à différents niveaux d’endommagement

5.3 Critères à partir de la mesure de la déformation et de
l’accélération

Avec le critère précédemment proposé, l’obtention de la distribution des aires sous les
courbes de déformations mesurées dépend d’un nombre suffisant de capteurs. Dans cette
partie, nous souhaitons réduire ce nombre de capteurs. Pour cela nous allons mettre en
évidence la relation entre les mesures de déformation et d’accélération en un même point.

Considérons une poutre simple soumise à une force ponctuelle comme montrée dans la
Figure 5.9. Une force ponctuelle P se déplace sur la poutre à vitesse constante v. Sur la
poutre, au point x = x0, nous plaçons un accéléromètre (point rouge) et une corde optique
longue (trait vert) dont le centre se trouve également en x0.

L’équation dynamique de la poutre est :

EI
∂4u

∂x4
+ E∗I

∂5u

∂t∂x4
+ c

∂u

∂t
+ ρS

∂2u

∂t2
= Pδ(x− vt), 0 ≤ x ≤ L (5.18)
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Figure 5.9 – Poutre simple avec capteur de déformation et d’accélération en co-localisation.

dans laquelle EI est la rigidité en flexion, ρ la masse volumique, S la section droite de
la poutre, c le mécanisme d’amortissement externe et E∗ le mécanisme d’amortissement
interne (matériau). P est la valeur algébrique de la force appliquée.

Les conditions aux limites sont la nullité des déplacements et des moments de flexion
aux extrémités :

u(0) = u(L) = 0, u′′(0) = u′′(L) = 0 (5.19)

Supposons que la poutre soit au repos en t = 0, nous avons les conditions initiales :

u(x, 0) = 0,
∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 (5.20)

Convention des signes :
Afin de faciliter le problème, nous admettons les quelques remarques suivantes :

— Les coordonnées (x, y, z) forment un repère direct. L’origine O est située à l’extrémité
gauche de la poutre. L’axe Ox orienté gauche-droite, Oy arrière-avant et Oz bas-haut.

— Par conséquent, le sens positif du déplacement vertical u(x, t) est aussi orienté vers le
haut. Quand la force passe lentement sur la poutre pour que le problème puisse être
considéré comme quasi-statique, nous avons : u(x, t) < 0.

— La force appliquée est de valeur algébrique : P < 0.

— Le moment de flexion s’écrit Mf = EIu′′(x). Nous considérons dans un premier
temps la déformation � ponctuelle �, donnée par ε(x) = z0u

′′(x), avec z0 > 0 la
distance entre l’axe neutre et le capteur de déformation. Nous supposons que ce
dernier (capteur de déformation *de type jauge électrique, corde optique) est situé en
dessous de l’axe neutre. Dans le cas contraire, z0 < 0.

— L’accélération est : a(x, t) = ü(x, t). Le sens positif des accélérations est aussi vers le
haut (en direction opposée de celle de la gravité).

Les signaux numériques obtenus par les accéléromètres d’OSMOS sont exprimés en
multiple de g. Les valeurs chiffrées sont de la forme : a(t) = −1+ad(t) avec ad(t) les valeurs
dynamiques enregistrées après chaque passage de véhicule. Nous voyons que le sens positif
de ces accéléromètres pointe également vers le haut.
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5.3.1 Décomposition de la solution générale : composantes particulière
et homogène

Comme présenté dans le Chapitre 2, la solution générale de l’équation (5.18) est obtenue
par la superposition des réponses modales :

u(x, t) =
∑
n

φn(x)qn(t) (5.21)

avec qn(t) les coordonnées généralisées qui dépendent du temps.

L’accélération verticale est la deuxième dérivée du déplacement par rapport au temps
t :

a(x, t) =
∂2u(x, t)

∂t2
=
∑
n

φn(x)q̈n(t) (5.22)

La déformation est proportionnelle à la deuxième dérivée du déplacement par rapport
à la coordonnée x :

ε(x, t) = z0
∂2u(x, t)

∂x2
= z0

∑
n

φ′′n(x)qn(t) (5.23)

Pour une poutre bi-appuyée simple, la déformée modale est donnée par :

φn(x) = A sin(λnx) (5.24)

avec λn = nπ/L et A =
√

2/L, qui est calculé par la normalisation
∫ L

0 φm(x)φn(x)dx = δmn.

En substituant (5.24) dans l’équation précédente, nous obtenons :

ε(x, t) = −z0

∑
n

λ2
nφn(x)qn(t) (5.25)

La partie dépendant du temps qn(t) correspondant au n-ième mode de vibration est
solution de l’équation :

q̈n(t) + 2ωnζnq̇n(t) + ω2
nqn(t) =

P

ρS
φn(vt) (5.26)

où t ∈ [0, L/v] et ωn = λ2
n

√
EI/ρS = λ2

nR est la pulsation propre de la poutre correspon-
dant au mode n. (nous notons R =

√
EI/ρS pour simplifier l’écriture).

Dans la section 2.4 (Chapitre 2), nous avons vu que les cordonnées généralisées qn(t)
peuvent être décomposées en deux composantes. L’une, dite � solution homogène �, est
la solution de l’équation (5.26) sans le terme à droite (Le terme à droite est égal à zéro).
L’autre, dite � solution particulière � est une expression qui valide l’équation 5.26. Nous
avons :

qn(t) = qhn(t) + qpn(t) (5.27)

En substituant l’équation (5.27) dans les équations (5.22) et (5.25), nous pouvons
décomposer les réponses (le déplacement, la déformation et l’accélération) en terme ho-
mogène et particulier comme suit :

— Déplacement :

u(x, t) =
∑
n

φn(x)
(
qpn(t) + qhn(t)

)
= up(x, t) + uh(x, t) (5.28)
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— Déformation :

ε(x, t) = −z0

∑
n

λ2
nφn(x)(qpn(t) + qhn(t)) = εp(x, t) + εh(x, t) (5.29)

— Accélération :

a(x, t) =
∑
n

φn(x)(q̈pn(t) + q̈hn(t)) = ap(x, t) + ah(x, t) (5.30)

Nous nous intéressons à la participation de chaque composante à la réponse finale en
déplacement, et notamment en déformation et en accélération.

La solution particulière qpn(t)

En remplaçant (5.24) dans (5.26), on peut obtenir :

q̈pn(t) + 2ωnζnq̇
p
n(t) + ω2

nq
p
n(t) =

P

ρS
sin(Ωnt) (5.31)

avec t ∈ [0L/v] et Ωn = λnv = nπv/L.

Une solution particulière du problème (5.31) est la solution stationnaire de l’oscillateur
forcé donnée par :

qpn(t) = An sin(Ωnt) +Bn cos(Ωnt) (5.32)

avec :

An =

√
2

L

P

ρS

ω2
n − Ω2

n

(ω2
n − Ω2

n)2 + (2ωnζnΩn)2
=

√
2

L

P

ρSω2
n

1− γ2
n

(1− γ2
n)2 + (2ζnγn)2

Bn = −
√

2

L

P

ρS

2ωnζnΩn

(ω2
n − Ω2

n)2 + (2ωnζnΩn)2
=−

√
2

L

P

ρSω2
n

2ζnγn
(1− γ2

n)2 + (2ζnγn)2

(5.33)

dans lesquelles le facteur de vitesse γn = Ωn/ωn = v/vc,n est une grandeur adimensionnelle,
qui est le rapport entre la vitesse du véhicule et la n-ième vitesse de résonance de la poutre.

Remarquons que Ωnt = λnvt = λnxP où xP = vt est la position de la force. Vu que la
vitesse de la force est constante, la solution particulière ne dépend que de la localisation de
la force.

La solution homogène qhn(t)

Nous récrivons l’équation (5.26) avec le terme à droite nul :

q̈hn(t) + 2ωnζnq̇
h
n(t) + ω2

nq
h
n(t) = 0 (5.34)

La solution générale de l’équation (5.34) peut s’écrire sous la forme :

qhn(t) = [αn sin(ωdnt) + βn cos(ωdnt)]e
−ωnζnt (5.35)

où ωdn = ωn
√

1− ζ2
n la pseudo-pulsation propre du système correspondant au n-ième mode.

Les coefficients αn, βn sont déterminés depuis les conditions initiales :{
qn(0) = qpn(0) + qhn(0) = 0

q̇n(0) = q̇pn(0) + q̇hn(0) = 0
⇒

{
αn = −(γnAn + ζnBn)/

√
1− ζ2

n

βn = −Bn

(5.36)
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La solution générale qn(t)

Les composantes particulières (Ωnt) représentent la vibration forcée induite par la
force ; alors que les composantes homogènes (ωdnt) sont les vibrations libres de la poutre
avec l’amortissement. Par sommation des deux parties déterminées, nous obtenons au final
l’expression analytique explicite de la solution générale pour le mode n :

un = φn(x)qn(t)

=
2P

ρSLω2
n

sin(λnx)

(1− γ2
n)2 + (2ζnγn)2

×
{

(1− γ2
n) sin(Ωnt)− 2ζnγn cos(Ωnt)

+

[
2ζnγn cos(ωdnt)−

γn√
1− ζ2

n

(1− γ2
n − 2ζ2

n) sin(ωdnt)

]
e−ωnζnt

} (5.37)

Afin de voir la contribution de chaque composante à la solution générale, nous écrivons
l’expression de un(x, t) sous forme :

un(x, t) =
2P

ρSL

sin(λnx)

(1− γ2
n)2 + (2ζnγn)2

(u∗pn + u∗hn e
−ωnζnt) (5.38)

De même, nous avons les expressions de la déformation et de l’accélération :

εn(x, t) = z0u
′′
n(x, t) =

2P

ρSL

sin(λnx)

(1− γ2
n)2 + (2ζnγn)2

(ε∗pn + ε∗hn e
−ωnζnt) (5.39)

an(x, t) = ün(x, t) =
2P

ρSL

sin(λnx)

(1− γ2
n)2 + (2ζnγn)2

(a∗pn + a∗hn e
−ωnζnt) (5.40)

Faisons les mêmes décompositions avec la déformation et l’accélération, nous établissons
le tableau récapitulatif des composantes particulières (u∗pn , ε

∗p
n , a

∗p
n ) et des composantes

homogènes sans le terme de décroissance exponentielle (u∗hn , ε
∗h
n , a

∗h
n ) suivant :
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Grandeur physique Composante particulière (?)∗pn Composante homogène sans le terme de décroissance exponentielle
(?)∗hn

Déplacement

1

ω2
n

[
(1− γ2

n) sin(Ωnt)− 2ζnγn cos(Ωnt)
] γn√

1− ζ2
n

.
1

ω2
n

[
−(1− γ2

n − 2ζ2
n) sin(ωdnt) + 2ζn

√
1− ζ2

n cos(ωdnt)
]

Déformation

z0

Rωn
[
−(1− γ2

n) sin(Ωnt) + 2ζnγn cos(Ωnt)
] γn√

1− ζ2
n

.
z0

Rωn

[
(1− γ2

n − 2ζ2
n) sin(ωdnt)− 2ζn

√
1− ζ2

n cos(ωdnt)
]

Accélération

γ2
n

[
−(1− γ2

n) sin(Ωnt) + 2ζnγn cos(Ωnt)
] γn√

1− ζ2
n

[
(1− γ2

n + 2ζ2
nγ

2
n) sin(ωdnt)− 2ζnγ

2
n

√
1− ζ2

n cos(ωdnt)
]

Tableau 5.1 – Les composantes particulière et homogène du déplacement, de la déformation et de l’accélération.
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Dans le tableau 5.1, les modules des termes sinusöıdaux dans les crochets sont égaux
(valant

√
(1− γ2

n)2 + (2ζnγn)2). Pour la déformation et le déplacement : la composante
particulière est dominante par rapport à la composante homogène. Le rapport entre ces
deux composantes vaut

√
1− ζ2

n/γn. Réciproquement, pour l’accélération, la composante
homogène est plus importante. Elle est 1/(γn

√
1− ζ2

n) fois plus grande que la composante
particulière. Dans le cas où le taux d’amortissement est suffisamment petit (ζn ≤ 10 %), ce
terme

√
1− ζ2

n ≈ 1− ζ2
n/2 peut être négligé. Le facteur de vitesse γn caractérise le rapport

entre les composantes particulière et homogène d’une même grandeur.

A titre d’exemple, nous présentons les réponses correspondant au premier mode et
les réponses finales d’une poutre simple soumise à une force mobile. Le premier facteur
de vitesse vaut γ1 = 10 % et le taux d’amortissement est de 2 %. Les réponses sont
extraites au milieu de la poutre. La figure 5.10 représente les composantes particulière
(en vert) et homogène (en orange) de la réponse totale (courbes pointillées) et la réponse
correspondante au premier mode de vibration de la poutre (ligne solide). Nous voyons que
la valeur du pic de l’accélération particulière est très faible devant la valeur des pics de la
composante homogène (Figure 5.10a). D’autre part, la première composante particulière
de la déformation est environ 10 fois plus grande que la déformation homogène. De plus,
les composantes homogènes de ces deux grandeurs sont bien représentées par le premier
mode de vibration.

(a) (b)

Figure 5.10 – Accélération (à gauche) et déformation (à droite) du 1er mode en temps



114
Chapitre 5. Propositions de critères de détection de l’endommagement à partir des
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Le tableau récapitulatif nous donne aussi l’évolution de chaque composante de la réponse
en fonction du numéro de mode n. Nous nous intéressons uniquement aux réponses en
accélération et en déformation. L’accélération homogène est proportionnelle à 1/n alors
que l’amplitude de la composante particulière diminue plus vite, proportionnellement à
1/n2. La figure 5.11 présente les composantes de l’accélération des quatre premiers modes
impairs.

Figure 5.11 – Accélérations homogène et particulière en fonction du mode
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Réciproquement, la composante particulière de déformation est proportionnelle à 1/n2,
alors que sa composante homogène est proportionnelle à 1/n3. Les composantes de la
déformation des quatre premiers modes impairs sont présentées dans la figure 5.12. La
composante homogène de la déformation (en orange) s’annule très rapidement.

Figure 5.12 – Déformations homogène et particulière en fonction du mode

5.3.2 Décomposition de la solution générale : composantes quasi-statique
et dynamique

Lorsque la force mobile traverse la poutre à une vitesse suffisamment petite pour que
les effets dynamiques n’interviennent pas sur la réponse totale de la poutre, la partie
� quasi-statique � est obtenue à partir de la composante particulière des coordonnées
généralisées en passant à la limite quand la vitesse de la masse tend vers zéro (ou bien
γn → 0) :

qs0n (τ) = lim
γn→0

qpn(τ) =
1

ω2
n

.
P

ρS
.

√
2

L
sin
(
λnv

xP
v

)
=

1

ω2
n

.
P

ρS
φn (xP )

(5.41)

où xP est la position de la force P et τ = xP /v l’instant où la force se trouve à l’endroit
xP .
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Nous essayons de construire une fonction qsn(t), qui ne dépend que de la position de la
force xP = vt et similaire à qs0n (τ) :

qsn(t) =
1

ω2
n

.
P

ρS
φn (vt) (5.42)

Nous appelons qsn(t) la composante quasi-statique de la réponse.

Le terme à droite de l’équation (5.31) peut être exprimé en fonction de la déformation
quasi-statique comme suit :

P

ρS
φn (vt) = ω2

nq
s
n(t) (5.43)

En reportant cette relation dans l’équation (5.31), nous avons :

q̈n(t) + 2ωnζnq̇n(t) + ω2
nqn(t) = ω2

nq
s
n(t) (5.44)

Nous définissons la composante dynamique des coordonnées généralisées qdn(t) comme la
différence entre la partie quasi-statique et la solution totale :

qdn(t) = qn(t)− qsn(t) (5.45)

En multipliant par φ′′n(x) des deux côtés de l’équation (5.44) et divisant par ω2
n,

nous obtenons l’équation (5.46). Dans notre cas, pour une poutre simple, nous avons
φ′′n(x) = −λ2

nφn(x) :

−λ
2
n

ω2
n

φn(x)q̈n(t) +
2ζn
ωn

φ′′n(x)q̇n(t) + φ′′n(x)qn(t) = φ′′n(x)qsn(t) (5.46)

Supposons que la participation du mode fondamental est dominante et que le taux
d’amortissement est constant pour tous les modes (ζn = ζ, ∀n). Nous ne gardons que
les coefficients pour le 1er mode de vibration et prenons la sommation pour les autres
fonctions :

−λ
2
1

ω2
1

∑
n

φn(x)q̈n(t) +
2ζ1

ω1

∑
n

φ′′n(x)q̇n(t) +
∑
n

φ′′n(x)qn(t) ≈
∑
n

φ′′n(x)qsn(t) (5.47)

⇒ −λ
2
1

ω2
1

a(t) +
2ζ1

ω1

ε̇(t)

z0
+
ε(t)

z0
≈ εs(t)

z0
(5.48)

Notons a = am et ε = ε̇m l’accélération et la déformation � mesurées �. Nous en
déduisons :

εm = z0
λ2

1

ω2
1

am −
2ζ1

ω1
ε̇m + εs (5.49)

La déformation quasi-statique εs au point de mesure peut être exprimée en terme de
ligne d’influence du moment de flexion au point concerné que nous appelons le � moment
statique élémentaire Me

s � :

εs = z0
M

EI
= z0

|P |
EI
Me

s (5.50)
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Nous écrivons l’équation (5.49) sous forme plus compacte :

εm = cdam + csMe
s + cz ε̇m (5.51)

Avec les significations des coefficients cd, cz, cs présentées dans le tableau 5.2.

Paramètres Notation Expression

Coefficient lié à la structure cd z0
ρS
λ21EI

= z0
v2c1

Coefficient lié à l’amortissement cz −2ζ1
ω1

Coefficient lié au poids cs z0
|P |
EI

Tableau 5.2 – Signification des coefficients cd, cz, cz

Dans lesquelles vc1 = λ1

√
EI/ρS est la première vitesse critique de la poutre, qui est un

paramètre qui ne dépend que des propriétés intrinsèques de la structure. Le coefficient cs est
proportionnel à la force exercée P alors que le coefficient cz reflète le taux d’amortissement
de la poutre.

L’évolution des coefficients mentionnés pourrait nous donner une idée de l’état de santé
de la structure.

5.3.3 Critère de détection de l’endommagement

Poutre simple soumise à une force ponctuelle

A partir de l’équation (5.51), nous définissons une fonction objectif à optimiser :

J(cd, cs, cz) = ‖εm − cdam − csMe
s − cz ε̇m‖

2
2 (5.52)

Nous cherchons l’ensemble de valeurs c0
d, c

0
s, c

0
z qui minimisent la fonction J :

c0
d, c

0
s, c

0
z = arg min

cd,cs,cz
J(cd, cs, cz) (5.53)

Poutre simple soumise à plusieurs forces ponctuelles (véhicule avec essieux)

Dans le cas d’un véhicule avec plusieurs essieux (donc, plusieurs forces ponctuelles Pj
appliquées à la poutre), la déformation � quasi-statique � εs(t) est la somme des signaux
dont la partie non nulle est similaire. Comme la déformation quasi-statique est recalée à
partir du moment de flexion par un multiplicateur (z0/EI), nous considérons alors dans un
premier temps le moment de flexion de la poutre. La figure 5.13 représente la décomposition
du moment de flexion à mi-travée d’une poutre simple lors du passage d’un véhicule à trois
essieux. Le moment de flexion total (courbe épaisse en magenta) à mi-travée de la poutre
(point rouge) est la somme des moments de flexion donnés par chaque force individuelle
(représentée par des courbes bleue, rouge et verte qui correspondent respectivement aux
forces P1, P2 et P3) :

M(x) = M1(x) +M2(x) +M3(x) (5.54)

La partie non nulle des moments M1, M2, M3 a la même forme. Dans ce cas actuel,
cette dernière est un triangle. En effet, il s’agit de la ligne d’influence du moment de flexion
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(Me
s) pondérée par l’intensité de la force, avec la prise en compte du délai τi = (

∑i−1
j=1 dj)/v,

avec dj la distance entre les essieux j et j + 1. L’expression (5.54) peut être récrite sous la
forme :

M(x) = P1Me
s (t) + P2Me

s

(
t− d1

v

)
+ P3Me

s

(
t− d1 + d2

v

)
(5.55)

Figure 5.13 – Décomposition du moment de flexion

A partir de la relation (5.50) entre la déformation quasi-statique et le moment de flexion,
lors du passage d’un véhicule à plusieurs essieux, cette déformation en un point donné peut
être exprimée en fonction de la ligne d’influence du moment de flexion Me

s(x) du même
point comme suit :

εs =
∑
i

εsi =
z0

EI

[
P1Me

s (t) + P2Me
s

(
t− d1

v

)
+ P3Me

s

(
t− d1 + d2

v

)
+ ...

]
(5.56)

Supposons que le véhicule possède M essieux. Nous avons alors une autre variable à
optimiser, le vecteur d = [d1, d2, ..., dM ] dont les éléments sont les distances entre deux
essieux consécutifs. Pour une valeur de d donnée, nous cherchons cmin = [cmind , cminz , cmin

s ]
qui minimise la fonction objectif J(c,d) :

J(c,d) = ‖εm − cdam − cz ε̇m −Me
s(d)cs‖22 (5.57)

où : Me
s(d) ∈ RN×M est la matrice dont chaque colonne est une ligne d’influence du moment

de flexion correspondant à un essieu du véhicule, cs = [cs1, cs2, ..., csM ]T ∈ RM les coefficients
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liés au chargement de chaque essieu et c = [cd, cz, cs]
T = [cd, cz, cs1, cs2, ..., csM ]T ∈ RM+2

le vecteur qui est l’ensemble de tous les coefficients à déterminer.

A partir des coefficients cmin trouvés, nous essayons d’approcher la déformation en
fonction de d :

εapp(d) = cmind (d)am + cminz (d)ε̇m + Me
s(d)cmin

s (d) (5.58)

Enfin, nous cherchons d∗ qui minimise la fonction objectif Jd :

Jd = ‖εm − εapp(d)‖22 (5.59)

afin de nous permettre de retrouver les valeurs de c∗ = [c∗d, c
∗
z, c
∗
s] associés.

Extension de la méthode pour une poutre continue

La méthode d’identification de l’endommagement présentée peut être étendue pour
une poutre continue à N travées. Nous considérons alors une poutre soumise à une force
ponctuelle comme montrée dans la Figure 5.14. L’application pour le cas de plusieurs forces
ponctuelles sera identique à la méthode présentée pour le cas du passage d’un véhicule
avec plusieurs essieux sur une poutre simple.

Figure 5.14 – Poutre continue soumise à une force mobile

L’équation dynamique de la poutre s’écrit :

EI
∂4u

∂x4
+ E∗I

∂5u

∂t∂x4
+ c

∂u

∂t
+ ρS

∂2u

∂t2
= Pδ(x− vt), 0 ≤ x ≤ L (5.60)

Les conditions aux limites sont :

— u(0) = u(
∑r

i=1 Li) = 0, r = 1, 2, ..., k, ..., N

— M(0) = M(L) = 0⇒ u′′(0) = u′′(L) = 0

La solution générale est la somme des deux composantes : une partie homogène et
l’autre particulière :

u(x, t) =
∑
n

φn(x)qn(t) =
∑
n

φn(x)(qhn(t) + qpn(t)) (5.61)

Chaque segment de poutre possède une fonction de forme :

φn,r(x) = An,r sinλnxr +Bn,r cosλnxr + Cn,r sinhλnxr +Dn,r coshλnxr

= φ−n,r(x) + φ+
n,r(x)

(5.62)

avec : {
φ−n,r(x) = An,r sinλnxr +Bn,r cosλnxr

φ+
n,r(x) = Cn,r sinhλnxr +Dn,r coshλnxr

(5.63)
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Nous déduisons la courbure modale :

φ′′n,r(x) = −λ2
nφ
−
n,r(x) + λ2

nφ
+
n,r(x)

= −λ2
n

[
φ−n,r(x)− φ+

n,r(x)
] (5.64)

Nous reprenons les expressions (2.62) et (2.63) :

Xn,j =
1

ω2
n


a b
−b a

0

0 c d
d c

Xn,j = QXn,j (5.65)

où :

a =
1− γ2

n,j

(1− γ2
n,j)

2 + (2ζnγn,j)2
, b =

2ζnγn,j
(1− γ2

n,j)
2 + (2ζnγn,j)2

c =
1 + γ2

n,j

(1 + γ2
n,j)

2 − (2ζnγn,j)2
, d =

−2ζnγn,j
(1 + γ2

n,j)
2 − (2ζnγn,j)2

(5.66)

Comme nous l’avons vu dans la partie précédente, la composante � quasi-statique � est
obtenue à partir de la solution particulière en passant à la limite v → 0 (ou bien γn → 0).
Quand v → 0, les éléments hors la diagonale de la matrice Q sont nuls, alors que les termes
a, b valent 1. La matrice Q devient une matrice identité. Nous avons :

[An,r, Bn,r, Cn,r, Dn,r]
T =

P

ρSω2
n

[An,r, Bn,r, Cn,r, Dn,r]
T (5.67)

Nous en déduisons :

qsn(t) =
P

ρSω2
n

φn(vt) (5.68)

Nous devons retrouver une expression identique à l’expression (5.44). En reportant la
courbure modale définie en (5.64) dans l’expression (5.44), nous avons :

−λ
2
n

ω2
n

φ−n (x)− φ+
n (x)

φ−n (x) + φ+
n (x)

φn(x)q̈n(t) +
2ζn
ωn

φ′′n(x)q̇n(t) + φ′′n(x)qn(t) = φ′′n(x)qsn(t) (5.69)

Nous essayons de retenir le 1er mode pour les coefficients, puis prenons la somme :

−λ
2
1

ω2
1

φ−1 (x0)− φ+
1 (x0)

φ−1 (x0) + φ+
1 (x0)

a(t) +
2ζ1

ω1

ε̇(t)

z0
+
ε(t)

z0
≈ εs(t)

z0
(5.70)

où x0 est la coordonnée du point de mesure.

De la même façon, nous en déduisons :

εm = z0
λ2

1

ω2
1

φ−1 (x0)− φ+
1 (x0)

φ−1 (x0) + φ+
1 (x0)

am −
2ζ1

ω1
ε̇m + εs (5.71)

ou encore sous forme plus condensée :

εm = cdam + csMe
s + cz ε̇m (5.72)
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Avec :

cd = z0
1

Ψ1(x0)

ρS

λ2
1EI

, cz = −2ζ1

ω1
= −2ζ1

λ2
1

√
ρS

EI
, cs = z0

|P |
EI

où Ψ1(x0) =
[
φ−1 (x0) + φ+

1 (x0)
]
/
[
φ−1 (x0)− φ+

1 (x0)
]
.

Pour le cas d’une poutre continue dont les travées sont de longueurs identiques, nous
avons φ−1,r(x) = Ar sin(λ1xr) et φ+

1,r(x) = 0⇒ Ψ1(x) = 1. Nous obtenons la même formule
approchée que pour une poutre simple.

5.4 Applications numériques et discussions

5.4.1 Poutres saines : Validation

Dans cette partie, nous allons présenter quelques résultats numériques avec application
de la méthode d’optimisation. Dans un premier temps, considérons le passage de véhicules
sur une poutre simple de longueur 10m, de section carrée 10 cm× 10 cm. La poutre est en
acier, de module d’élasticité E = 210GPa et de masse volumique ρ = 7800 kg/m3. Le taux
d’amortissement est pris égal à 2 %.

Passage d’un véhicule à deux essieux

Un véhicule à 2 essieux traverse la poutre à une vitesse constante v = 5m/s. Cette
valeur est égale à environ 11 % la première vitesse critique de la poutre (vc1 ≈ 47.06m/s).
Les forces appliquées sont P1 = 1 kN et P2 = 2 kN . La distance entre les deux essieux du
véhicule est égale à 4m. (Figure 5.15)

Figure 5.15 – Poutre simple soumise à deux forces mobiles

A partir du tableau 5.2, nous pouvons retrouver les valeurs de la vitesse critique et les
forces appliquées comme suit :

vc1 =
√
z0/cd (5.73)

et,

Pi = EIcsi/z0, i = 1, 2, ..., M. (5.74)

Les signaux original et approché sont présentés sur la figure 5.16. Nous observons que
les courbes approchée et originale sont pratiquement confondues. De plus, des petites
perturbations sur le signal approché sont relevées en x = 0 et en x = 4m. Ces points
correspondent aux moments où les forces ponctuelles (P1 et P2) rentrent dans la poutre.
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Figure 5.16 – Déformations originale et approchée à mi-travée

La distance entre les deux essieux du véhicule est dopt = 4.025m (écart 0.6 %). Pour
les valeurs estimées de cd = 2.22 × 105 m−1s2 et cs,1 = 2.83m−1, cs,2 = 5.74m−1, nous
obtenons voptc1 = 47.69m/s (écart de 1.3 % avec la valeur d’entrée) et les forces P opt1 , P opt2

sont respectivement égales à 1.00 kN et 2.03 kN . Ces valeurs sont très proches des valeurs
imposées.

(a) (b)

Figure 5.17 – Visualisation des fonctions objectifs Jd (gauche) et J (droite)

La figure 5.17 représente la visualisation des fonctions de coût Jd et J . Dans la figure
5.17a (à gauche), nous voyons un point minimum à d = 4m, qui correspond à la distance
entre les essieux. Sur la figure 5.17b (à droite), le point jaune représente les valeurs réelles
des deux forces imposées, alors que l’étoile rouge représente leurs valeurs approchées
(calculées par l’expression 5.74).
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Passage d’un véhicule à trois essieux

Considérons maintenant le passage d’un véhicule à 3 essieux sur la même poutre comme
montré sur la figure 5.18.

Figure 5.18 – Poutre simple soumise à trois forces mobiles

Le camion est supporté par trois essieux. Les forces appliquées sont P1 = 1 kN et
P2 = P3 = 2 kN . Les distances entres ces forces sont d1 = 3.5m et d2 = 1.4m. Le véhicule
traverse la poutre avec une vitesse de 5m/s, qui est aussi égale à 11 % de la première
vitesse critique de la poutre (vc1). La fréquence fondamentale de la poutre est 2.35Hz.
Un filtre passe-bas sur les signaux avec une fréquence de coupure fc = 5f0 est aussi appliqué.

Après avoir appliqué le processus d’optimisation sur les signaux bruts (c.-à.-d. pas de
bruits ajoutés), les bruits sont ajoutés aux signaux de la manière suivante :

am = am +N (0, 0.08) (m/s2)

εm = εm +N (0, 5× 10−3) (mm/m)
(5.75)

(a) (b)

Figure 5.19 – Visualisation des déformations approchées au milieu de la poutre sans et
avec bruits ajoutés

Une visualisation des signaux originaux et approchés est présentée dans la Figure 5.19.
La courbe approchée (en magenta) suit bien le signal original (en bleu) dans les deux cas.
Le tableau 5.3 présente un récapitulatif des valeurs approchées et leur écart par rapport aux
valeurs imposées (ou calculées théoriquement). Nous voyons que les écarts sont relativement
petits.
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Grandeurs
retrouvés

Sans bruits Avec bruits

Valeur Erreur
(%)

Valeur Erreur
(%)

vc1 (m/s) 47.40 0.73 47.08 0.06

d1 (m) 3.49 0.1 3.52 0.72

d2 (m) 1.42 1.46 1.43 2.19

P1 (N) 1006.17 0.62 1015.0 1.50

P2 (N) 1992.08 0.40 2059.49 2.97

P3 (N) 2060.04 3.00 1982.66 0.87

Tableau 5.3 – Comparaison des grandeurs retrouvées avec et sans bruits

5.4.2 Poutre endommagée : Études paramétriques

Figure 5.20 – Poutre simple soumise à 2 forces mobiles

Nous présentons maintenant les études paramétriques effectuées à l’aide des calculs
aux éléments finis avec le code Aster. Nous avons considéré une poutre simple comprenant
les mêmes détails géométriques et matériaux que la poutre présentée dans les exemples
précédents. La structure est modélisée par 40 éléments de poutre droite Euler-Bernoulli.
Le véhicule passe sur la poutre avec une vitesse constante v = 5m/s, soit une fréquence
d’excitation de 25Hz sur la structure. La fréquence d’acquisition des signaux est de
200Hz. Le véhicule est modélisé par deux forces ponctuelles, P1 = 1 kN et P2 = 2 kN .
La distance entre ces deux forces est d = 3m. (Figure 5.20). La poutre comprend une
zone endommagée caractérisée par un module de Young réduit (zone en orange sur le
schéma de la poutre). Au milieu de la poutre, une corde optique de longueur 2m (trait vert)
est placée en sous-face de la poutre, afin de mesurer la déformation moyenne sur sa longueur.

Une zone endommagée est caractérisée par sa longueur, sa localisation (position du
centre de la zone endommagée) et son niveau d’endommagement, et est représentée par la
réduction de son module de Young ∆E. Nous considérons les cas d’étude :

— Cas d’étude 1 : La localisation de la zone endommagée est fixée au milieu de la poutre.
Sa taille est variable, de 0.5m à 5m. La réduction du module de Young ∆E varie de
0 % (poutre non endommagée) à 50 %.

— Cas d’étude 2 : La taille de la zone endommagée est fixée à 2m. Sa localisation
est variable, le centre de la zone endommagée se trouve de x = 2m à x = 8m. La
réduction du module de Young ∆E varie de 0 % à 50 %.
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(a) Cas 1 : Changement relatif de 1/cd (b) Cas 2 : Changement relatif de 1/cd

(c) Cas 1 : Changement relatif de 1/cs (d) Cas 2 : Changement relatif de 1/cs

Figure 5.21 – Vues en perspectives des 2 cas

La figure 5.21 représente la vue en perspectives des changements des valeurs de 1/cd et
de 1/cs par rapport à leurs valeurs de référence (théorique) calculées pour les deux cas
d’études. Dans le cas du passage de véhicule à plusieurs essieux, le coefficient cs est défini
comme la somme de tous les coefficients cs,i estimés pour chaque essieu : cs =

∑M
i=1 cs,i où

M est le nombre d’essieux. Nous observons que les changements relatifs de 1/cd et de 1/cs
sont relativement identiques. Par conséquent, nous nous intéressons au changement relatif
de 1/cd. Nous faisons les coupes dans les deux sens des graphes 3D de 1/cd (figures 5.21a,
5.21b) afin de voir la dépendance de l’évolution de 1/cd en fonction des variables étudiées.

Les résultats du premier cas d’étude sont présentés dans la Figure 5.22. La figure de
gauche (Figure 5.22a) présente les coupes à différents niveaux d’endommagement. Nous
constatons que lorsque la taille de l’endommagement est plus petite que la longueur de
la corde optique, le changement de 1/cd varie linéairement en fonction de la longueur de
l’endommagement. Il atteint la valeur maximale quand la taille de la zone endommagée
est égale à la longueur de la corde optique, puis sa valeur reste constante. Dans la figure
5.22b, nous observons la dépendance du changement de 1/cd en fonction de la réduction
du module de Young ∆E, à différentes longueurs de la zone endommagée. Au-delà du seuil
lendo = 2m, les lignes sont cöıncidentes. Ce changement de la valeur de 1/cd est par ailleurs
proportionnel à ∆E.
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(a) (b)

Figure 5.22 – Cas 1 : La localisation de l’endommagement est fixe

(a) (b)

Figure 5.23 – Cas 2 : La longueur de la zone endommagée est fixe

La figure 5.23 présente les résultats du deuxième cas d’étude. La taille de la zone endom-
magée est fixée à 2m. C’est la même valeur que la longueur de la corde optique. En allant de
gauche à droite, la corde optique commence à recouvrir une partie de la zone endommagée
pour la position du centre de l’endommagement valant xc = 3m (l0 = 0). Le recouvrement
est maximal quand xc = 5m (l0 = 2m) et quand xc = 7m (l0 = 0), l’endommagement sort
de la zone couverte par la corde optique. Nous notons l0 la longueur de la zone superposée.
Cela est représenté sur la Figure 5.23a. Quand une partie de l’endommagement est couverte
par la corde optique, le changement de 1/cd est pratiquement proportionnel à la longueur
de la zone superposée (l0). Comme pour le premier cas, la variation de la valeur de 1/cd
est aussi proportionnelle à la réduction du module de Young ∆E (Figure 5.23b). De plus,
sur cette figure, nous observons que lorsque le centre de la zone endommagée se trouve à
xc = 4m ou xc = 6m, les courbes représentant le changement relatif de 1/cd correspondant
à ces deux cas sont pratiquement identiques. La longueur de la zone superposée dans ces
deux cas est égale : l0 = 1m.

En ce qui concerne la distance entre les deux forces, pour le premier cas, aucun écart
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(a) (b)

Figure 5.24 – Distance entre les deux forces

entre la valeur approchée et la valeur de référence (d = 3m) n’est trouvée. Dans le deuxième
cas d’étude, cette distance approchée varie de 2.97m à 3.12m, soit un écart maximal de
4.18 %.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux méthodes de détection de l’endommagement.
Le première méthode, basée sur la distribution longitudinale des déformations le long d’une
poutre, peut détecter la présence de l’endommagement dans la structure, sans connâıtre
son état de référence. De plus, un critère complémentaire nous permet de localiser l’endom-
magement. Néanmoins, cette méthode nécessite un nombre de capteurs important.

La deuxième méthode d’identification est basée sur les mesures de la déformation et de
l’accélération en co-localisation. Par décomposition de la réponse finale en différents termes,
nous avons mis en évidence la participation des composantes homogènes (correspondant à
la vibration libre de la structure) et des composantes particulières (correspondant à la vibra-
tion forcée de la structure sous sollicitation harmonique) sur la solution finale pour chaque
type de réponse souhaitée. De plus, à partir de la réponse quasi-statique, l’identification
par l’optimisation permet de rétro-évaluer la configuration du véhicule (distance entre des
essieux et chargement lié à chaque essieu), de relever une valeur intrinsèque de la structure :
la première vitesse critique, qui ne dépend pas du chargement. L’évolution de 1/cd (cd étant
un coefficient lié à la structure, s’exprimant en fonction de la première vitesse critique) est
proportionnelle à la réduction du module de Young, ce qui nous donne un indice possible de
l’état de santé de la structure. Enfin, nous présentons un deuxième coefficient, cs, qui est lié
au poids total du véhicule. L’évolution de 1/cs est pratiquement identique que celle de 1/cd.
Malgré sa dépendance au chargement total appliqué, lorsque plusieurs paires de capteurs
(corde optique – accéléromètre) sont disposées sur la structure, l’estimation de cs à différents
endroits de la structure pourrait donner des informations sur la présence éventuelle d’un en-
dommagement. Il ne serait dans ce cas pas nécessaire de connaitre le chargement par avance.

Cependant, la méthode actuelle présente aussi des inconvénients. Du fait que seulement
le premier mode de vibration soit pris en compte, la méthode n’est performante que pour
les cas où le premier mode est dominant par rapport aux autres. Ce ne sera donc pas le
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cas lorsque la réponse finale est fortement influencée par les modes supérieurs et cette
méthode ne sera plus aussi adaptée. Le chapitre 6 fera l’objet de présentations et discussions
détaillées sur la limitation de cette méthode.
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6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une méthode d’identification développée
à partir des mesures de l’histoire des déformations et des accélérations. La méthode est bien
adaptée au cas d’une poutre simple soumise à une ou plusieurs forces mobiles. Toutefois,
quand la structure est de type poutre continue à plusieurs travées et que le véhicule est
composé de plusieurs forces, les écarts entre des valeurs estimées du coefficient cd et celles
de référence augmentent.

Dans ce chapitre, nous commençons par traiter un exemple introductif afin de relever
quelques limites de la méthode d’estimation par optimisation pour le cas d’une poutre conti-
nue soumise au chargement de véhicules et nous les étudions du point de vue énergétique.

Ensuite, nous nous inspirons de l’approche dans le domaine temporel pour proposer
une autre approche dans le domaine fréquentiel. Les paramètres modaux sont estimés
avec la présentation en fractions rationnelles des Fonctions de Réponse en Fréquence
(FRFs). Enfin, un critère de détection est proposé. Des études paramétriques sont ensuite
effectuées afin d’étudier la dépendance du critère proposé en fonction des caractéristiques
de l’endommagement.

6.2 Des limites de la méthode de détection par optimisation

6.2.1 Exemple introductif

Figure 6.1 – Poutre continue soumise aux forces mobiles

Afin de mettre en évidence les limites de la méthode d’approche par optimisation, nous
commençons par traiter un exemple introductif. Considérons une poutre à quatre travées de
longueurs identiques L = 14.6m chacune. La poutre est de section rectangulaire, avec une
largeur de 35 cm et une hauteur de 65 cm. La poutre est en béton, de module d’élasticité
E = 35GPa et de masse volumique ρ = 2500 kg/m3. Le taux d’amortissement est pris à
ζ = 5 % pour tous les modes. Un véhicule à quatre essieux traverse la structure à vitesse
constante v = 15m/s, soit environ 10% vc1 (Figure 6.1). Dans notre exemple, la valeur de
la première vitesse critique vc1 est vc1 = (π/L)

√
EI/ρS = 151m/s. Ce véhicule peut être

représenté par un camion de 32 tonnes dont les caractéristiques détaillées sont présentées
dans le tableau 6.1.

Une corde optique de longueur lg = 2m et un accéléromètre sont placés au milieu
de la deuxième travée : la corde optique est implantée sur la face inférieure de la poutre
(z0 = h/2) et l’accéléromètre se trouve au milieu de la corde optique (les deux capteurs
sont représentés par un trait vert et un point rouge sur la figure 6.1). Les mesures de ces
capteurs sont utilisées pour calculer les coefficients cd et cs,i, (i = 1, 2, 3, 4) ainsi que leur
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Paramètres Notation Unité Valeur

Masse totale m tonne 31.72
Charge de l’essieu 1 P1 tonne 5.66
Charge de l’essieu 2 P2 tonne 7.96
Charge de l’essieu 3 P3 tonne 11.14
Charge de l’essieu 4 P4 tonne 6.96
Distance essieux 1→ 2 d1 m 1.80
Distance essieux 2→ 3 d2 m 3.00
Distance essieux 3→ 4 d3 m 1.38
Vitesse v m/s 15

Tableau 6.1 – Caractéristiques détaillées du passage de poids-lourd 32 tonnes.

écart avec les valeurs de référence (théoriques) :

cref.d = z0
L2

π2
.
EI

ρS
(6.1)

cref.s,i = z0
Pi
EI

(6.2)

Comme nous ne prenons en compte que le premier mode pour estimer les coefficients,
ces signaux sont filtrés par un filtre passe-bas avec les fréquences de coupure fc avant
d’appliquer la méthode d’optimisation. Nous considérons deux fréquences de coupure :
fc1 = 1.2f0 et fc2 = 1.5f0, où f0 = 5.17Hz est la fréquence fondamentale de la structure.

Des calculs identiques (mêmes caractéristiques du passage) sont ensuite réalisés dans
le cas d’une poutre simple bi-appuyée, de longueur identique à celle d’une travée de la
poutre considérée (L = 14.6m). Les mesures de déformation et d’accélération sont réalisées
à l’aide des capteurs qui se trouvent également au milieu de la poutre. Les résultats des
calculs obtenus pour les deux cas d’étude sont présentés dans le tableau 6.2.

Coefficients estimés
fc = 1.2f0 fc = 1.5f0

1 travée 4 travées 1 travée 4 travées

cd -0.31 -3.89 -0.31 -13.08

cs1 -0.21 -0.41 -0.4 -3.39

cs2 -0.36 1.92 -0.21 3.74

cs3 1.3 -2.97 0.92 -4.93

cs4 -2.29 2.86 -1.6 6.61

cs =
∑

i cs,i -0.17 -0.01 -0.15 0.05

Tableau 6.2 – Écarts des coefficients cd et cs,i (en %) par rapport aux valeurs de référence
estimées durant les passages du poids-lourd de 32 tonnes.

Alors que les valeurs des coefficients cd et cs,i estimées ne semblent pas dépendantes de
la valeur de la fréquence de coupure du filtre passe-bas dans le cas d’une poutre simple, les
résultats sont très sensibles à la valeur de la fréquence de coupure lorsque la structure se
comporte comme une poutre continue à plusieurs travées. De plus, la somme des coefficients
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cs,i traduit un écart très faible dans les deux cas. Cela vient du fait que cette somme est
proportionnelle au poids total du véhicule, qui est en concordance avec l’aire sous la courbe
de l’histoire de déformation (Section 5.2).

6.2.2 Bilan énergétique

Pour comprendre le problème rencontré dans l’exemple introductif, nous nous plaçons
du point de vue énergétique. Soit u(x, t) le déplacement de la structure. Cette réponse est
obtenue par la superposition des modes :

u(x, t) =
∑
n

φn(x)qn(t) (6.3)

Avec φn(x) la déformée modale et qn(t) les coordonnées généralisées correspondant au
mode n.

Les énergies élastiqueW e
n(t) et cinétiqueW c

n(t) correspondant au mode n sont déterminées
par les équations suivantes :

W e
n(t) =

1

2

∫ Ltot

0
EI[u′′n(x, t)]2dx =

1

2

(∫ Ltot

0
EI[φ′′n(x)]2dx

)
q2
n(t) =

1

2
K∗nq

2
n(t) (6.4)

W c
n(t) =

1

2

∫ Ltot

0
ρSu̇2

n(x, t)dx =
1

2

(∫ Ltot

0
ρSφ2

n(x)dx

)
q̇2
n(t) =

1

2
M∗

n q̇
2
n(t) (6.5)

Dans lesquelles : K∗n =
∫ Ltot

0 φ′′n(x)E(x)Iφ′′n(x)dx est la raideur généralisée et M∗
n =∫ Ltot

0 φn(x)ρSφn(x)dx est la masse généralisée du mode n. Ltot est la longueur totale de
la poutre. Nous admettons que la structure est faiblement amortie. L’énergie dissipée est
alors négligeable. Le taux de participation des énergies élastique et cinétique du n-ième
mode à la réponse finale est calculée par :

pen =

∫ Ltot/v
0 W e

n(t)dt∑
n

∫ Ltot/v
0 (W e

n(t) +W c
n(t)) dt

(6.6)

pcn =

∫ Ltot/v
0 W c

n(t)dt∑
n

∫ Ltot/v
0 (W e

n(t) +W c
n(t)) dt

(6.7)

Nous considérons les passages du véhicule présenté dans l’exemple introductif sur
différentes structures. Il s’agit des poutres continues avec un nombre de travées variable, de
1 à 4. La section et le matériau des travées sont supposés être homogènes, comme la poutre
que nous avons considérée dans la section 6.2.1. La longueur de chaque travée est identique
L = 14.6m. La figure 6.2 présente la participation de l’énergie des cinq premiers modes à
l’énergie totale de la structure pour l’ensemble des poutres considérées. La petite partie
grise en haut des colonnes colorées représente l’énergie cinétique correspondante. Nous
voyons que dans tous les cas, l’énergie de déformation élastique de la poutre est dominante.

En ce qui concerne l’énergie élastique, la participation du premier mode joue un rôle
primordial pour le cas d’une poutre simple, avec un taux d’environ 96 %, la participation
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Figure 6.2 – Participation de l’énergie élastique à l’énergie totale en fonction du nombre
de travées.

Nombre de travées
Taux de participation (%)

Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5

1 95.60 3.31 0.26 0.06 0.03

2 67.68 27.47 2.09 1.46 0.14

3 50.56 30.71 14.03 1.50 1.30

4 40.15 29.52 16.11 9.57 1.16

Tableau 6.3 – Participation de l’énergie élastique à l’énergie totale des 5 premiers modes
en fonction du nombre de travées

du deuxième mode et du troisième mode valant respectivement 3.3 % et moins de 0.3 %.
Lorsque le nombre de travées de la structure considérée augmente, le taux de participation
du premier mode diminue rapidement. Quand la structure est comparable à une poutre
continue à quatre travées, l’énergie élastique du mode fondamental ne contribue qu’à 40 %
de l’énergie totale, alors que la contribution des modes supérieurs devient importante.
Les taux de participation détaillés des cinq premiers modes sont présentés dans le tableau 6.3.

La participation de l’énergie cinétique sur l’énergie totale est faible en gardant la même
allure relative entre les modes que pour l’énergie élastique (Figure 6.3). La participation
du premier mode est toujours la plus importante par rapport aux autres modes, surtout
pour le cas d’une poutre bi-appuyée.

Nous avons déterminé la participation des énergies élastique et cinétique de chaque
mode à l’énergie totale de la structure lors du passage d’un véhicule à quatre essieux. Quand
la structure est de type poutre simple, le premier mode de vibration est largement dominant.
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Figure 6.3 – Participation de l’énergie cinétique à l’énergie totale en fonction du nombre
de travées.

Nous pouvons alors ignorer tous les autres modes. Cependant, la participation des modes
supérieurs à la réponse finale devient de plus en plus importante avec l’augmentation du
nombre de travées de la poutre.

Afin de s’affranchir de ce problème, nous proposons une autre approche. Cette approche
dans le domaine fréquentiel est basée sur l’établissement d’une relation entre l’accélération
et la déformation relevées en un même point de mesure.

6.3 Formulation à partir de la mesure de la déformation et
de l’accélération

La relation entre l’accélération et la déformation au point x pour le n-ième mode de
vibration (Equation 5.69) peut s’écrire de la façon suivante :

−λ
2
n

ω2
n

φ−n (x)− φ+
n (x)

φ−n (x) + φ+
n (x)

φn(x)q̈n(t) +
2ζn
ωn

φ′′n(x)q̇n(t) + φ′′n(x)qn(t) = φ′′n(x)qsn(t) (6.8)

Dans laquelle :

— φn(x) = An sin(λnx) +Bn cos(λnx) + Cn sinh(λnx) +Dn cosh(λnx) est la déformée
modale ;

— φ−n (x) = An sin(λnx) +Bn cos(λnx), avec (φ−n )′′(x) = −λ2
nφ
−
n (x) ;

— φ+
n (x) = Cn sinh(λnx) +Dn cosh(λnx), avec (φ+

n )′′(x) = λ2
nφ

+
n (x).

En notant Ψn(x) = [φ−n (x) + φ+
n (x)]/[φ−n (x) − φ+

n (x)], an(x, t) = q̈n(t) l’accélération
correspondant au mode n, εn(x, t) = z0φ

′′
n(x)qn(t) la déformation correspondant au mode
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n et ε̇n(x, t) = z0φ
′′
n(x)q̇n(t) sa dérivée par rapport au temps, εsn(x, t) = z0φ

′′
n(x)qsn(t) la

composante quasi-statique de εn(x, t), l’expression (6.8) peut être récrite sous une forme
condensée comme suit :

−λ
2
n

ω2
n

· 1

Ψn(x)
· an(x, t) +

2ζn
ωn
· 1

z0
· ε̇n(x, t) +

1

z0
· εn(x, t) =

1

z0
· εsn(x, t) (6.9)

En prenant la transformée de Fourier de l’équation (6.9), nous obtenons alors :

−λ
2
n

ω2
n

· 1

Ψn(x)
· ân(x, ω) +

2ζn
ωn
· 1

z0
· iωε̂n(x, ω) +

1

z0
· ε̂n(x, ω) =

1

z0
· ε̂sn(x, ω) (6.10)

Nous en déduisons :

ân(x, ω) =
Ψn(x)ω2

n

z0λ2
n

[
ε̂dn(x, ω) + 2iζn

ω

ωn
ε̂n(x, ω)

]
(6.11)

où ε̂dn(x, ω) = ε̂n(x, ω)− ε̂sn(x, ω) est la transformée de Fourier de la composante dynamique
de la déformation.

Remarquons que ωn = λ2
n

√
EI/ρS = λ2

nR (ici, nous notons R =
√
EI/ρS pour des

raisons de simplification). Au voisinage de la fréquence de résonance ω = ωn, la valeur de
R2 = EI/ρS peut être estimée par :

R2 ≈ z0

Ψnλ2
n

|ân(x, ω)|
|ε̂dn(x, ω) + 2iε̂n(x, ω)|

∣∣∣∣
ω=ωn

(6.12)

Dans le cas où les modes de vibration sont bien distincts, nous avons a(x, ω) ≈
an(x, ω)|ω=ωn . La valeur de R2 peut être exploitée directement à partir des mesures
d’accélération et de déformation. Ce cas d’étude est représenté sur la Figure 6.4a, qui
présente les composantes de l’accélération exploitée à mi-travée d’une poutre simple suite
au passage d’une force mobile sur la structure. La ligne rose représente la transformée de
Fourier de l’accélération totale, alors que les lignes pointillées correspondent à la réponse de
chaque mode individuel. Les lignes noires verticales pointillées représentent les fréquences
naturelles de la poutre simple. L’accéléromètre étant placé au milieu de cette dernière,
il cöıncide alors avec les nœuds des modes pairs et les ventres des modes impairs. Nous
voyons donc bien les modes 1, 3 et 5.

La Figure 6.4b représente la transformée de Fourier des accélérations correspondant
à chaque mode et le module de leur somme, exploitées au milieu de la deuxième travée
d’une poutre continue constituée de quatre travées. Les fréquences naturelles (représentées
par les traits noirs verticaux) se rapprochent. En conséquence, un mode est influencé par
d’autres modes. Nous voyons que les modes 2 et 3 sont fortement perturbés par leurs
voisins. De ce fait, il suffit d’extraire le mode concerné avant d’estimer la valeur de R2,
qui est proportionnelle à la rigidité en flexion EI. Dans la section qui suit, une méthode
d’identification des paramètres modaux sera présentée ainsi que ses applications.
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(a) (b)

Figure 6.4 – Transformée de Fourier des composantes correspondant aux cinq premiers
modes et de l’accélération totale pour le cas d’une poutre simple (gauche) et d’une poutre
continue à 4 travées (droite).

6.4 Identification des paramètres modaux par méthode de
fraction rationnelle des polynômes

Nous présentons maintenant une des méthodes directes qui permet d’extraire les pro-
priétés modales d’un système à plusieurs degrés de liberté (d.d.l.). La méthode est basée sur
l’ajustement de la courbe de la Fonction de Réponse en Fréquence (FRF), en décomposant
cette dernière en fraction rationnelle de polynômes. La méthode a été présentée par Richard-
son [73] en 1982 et une autre version itérative de la méthode a par la suite été développée
par Carcaterra [15]. Omar et al. [64] ont utilisé la même technique pour déterminer les
paramètres depuis les mesures de FRFs.

Nous considérons tout d’abord un oscillateur de masse m, de raideur k et de coefficient
d’amortissement visqueux c. Le système est sollicité par une force harmonique F (t) =
F cos(ωt) = Re

(
Feiωt

)
. L’équation dynamique de l’oscillateur est :

mẍ+ cẋ+ kx = F cos(ωt) (6.13)

Ou encore sous la forme classique :

ẍ+ 2ζω0ẋ+ ω2
0x =

F

m
cos(ωt) (6.14)

avec ω0 =
√
k/m la pulsation propre de l’oscillateur et ζ = c/(2mω0) le taux d’amortisse-

ment.

La solution en régime stationnaire est de même pulsation que la force appliquée mais
de phase différente :

xp(t) = A0 cos(ωt− φ) = Re
(
Xeiωt

)
(6.15)

où X = A0e
−iφ est l’amplitude complexe.
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L’équation (6.14) devient en considérant l’expression (6.15) et en terme d’amplitude du
nombre complexe (Re(?)) :

(−ω2 + 2iζωω0 + ω2
0)X =

F

m
(6.16)

Le ratio entre la sortie (X(ω)) et l’entrée (F (ω)) du système est défini comme la fonction
de réponse en fréquence (FRF). Dans le cas où la sortie est le déplacement, ce ratio s’appelle
également la Réceptance. Nous avons :

H(ω) =
X(ω)

F (ω)
=

1/m

−ω2 + 2iζωω0 + ω2
0

=
α

−ω2 + 2iζωω0 + ω2
0

(6.17)

Le coefficient α est appelé la constante modale et représente la hauteur du pic de la courbe
H(ω). Dans ce cas, nous avons α = 1/m, alors que la valeur du pic vaut α/(2ζω2

0). La figure
6.5 représente la réceptance H(ω) en fonction de la fréquence adimensionnelle ω/ω0 d’un
oscillateur à 1 d.d.l. avec ζ = 5 % et α = 1. Quand la fréquence d’excitation est proche de
zéro, H(ω)→ α/ω2

0, qui vaut 1 dans ce cas alors que lorsque ω = ω0, nous avons H(ω0) = 10.

Figure 6.5 – Réceptance d’un oscillateur à 1 d.d.l.

L’équation (6.17) peut être décomposée sous la forme d’éléments simples :

H(ω) =
r

iω − p
+

r∗

iω − p∗
(6.18)
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Où :

r = −i α
2ωd

(6.19)

p = −ω0ζ + iω0

√
1− ζ2 = σ + iωd (6.20)

Dans l’équation (6.18), la fonction de réponse en fréquence H(ω) est exprimée en
fonction de deux nouveaux paramètres, le pôle p et le résidu r ainsi que leurs conjugués
complexes p∗ et r∗. Le pôle est un nombre complexe dont la partie réelle (σ = −ω0ζ)
représente le taux de décroissance exponentielle de la vibration libre de cet oscillateur avec
amortissement. La partie imaginaire du pôle, ωd = ω0

√
1− ζ2, est la pseudo-pulsation

propre de l’oscillateur. D’autre part, dans notre modèle d’oscillateur à 1 d.d.l., le résidu est
un nombre purement imaginaire. Comme pour la constante modale, le module du résidu
reflète également la hauteur du pic de la réponse FRF. Le maximum de la courbe H(ω) est
environ |r/σ|.

6.4.1 Réponse impulsionnelle

Dans cette partie, nous considérons la réponse de la structure soumise à un choc. Nous
allons voir que la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle d’un oscillateur à 1
d.d.l. a la même forme que sa FRF. Ensuite, nous regarderons le système à plusieurs d.d.l.

Le cas d’un oscillateur à 1 d.d.l.

Supposons que l’oscillateur présenté est soumis à une impulsion unitaire F (t) = δ(t),
où δ(?) est la fonction de Dirac. L’équation dynamique (6.13) devient :

mẍ+ cẋ+ kx = δ(t) (6.21)

La réponse impulsionnelle du système est :

x(t) =
1

mωd
sin(ωdt)e

−ζω0t, (t ≥ 0) (6.22)

Nous prenons la transformée de Fourier de la réponse impulsionnelle :

x̂(ω) =
1/m

−ω2 + 2iζωω0 + ω2
0

(6.23)

Cette expression est identique à la réceptance exprimée dans l’équation (6.17). Par
conséquent, la fonction de réponse en fréquence (RFR) peut être considérée comme la
transformé de Fourier de la réponse impulsionnelle.

Le cas d’une poutre continue

Considérons une poutre continue de section homogène S et de rigidité en flexion EI à
N travées, soumise à un choc au point x = x0 (Figure 6.6). L’équation de mouvement de
la poutre est :

EI
∂4u

∂x4
+ E∗I

∂5u

∂t∂x4
+ c

∂u

∂t
+ ρS

∂2u

∂t2
= Fδ(x− x0)δ(t) (6.24)
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x

L1 LNL2

Fδ(x− x0)δ(t)

A0 A1 A2 AN−1 AN

x0x1

Figure 6.6 – Poutre continue soumise à une impulsion

Les cordonnées généralisées correspondant au mode n sont solutions de l’équation :

q̈n(t) + 2ωnζnq̇n(t) + ω2
nq(t) =

Fφn(x0)

ρS
δ(t) (6.25)

Dans laquelle φn(x) est la déformée modale, présentée dans le Chapitre 2, Section 2.3.3.
La solution de l’équation (6.25) est :

qn(t) =
Fφn(x0)

ρSωdn
sin(ωdnt)e

−ζnωnt (6.26)

Considérons les réponses en un point x1 quelconque. La solution est obtenue par
superposition des modes :

u(x1, t) =
∑
n

qn(t)φn(x1)

=
F

ρS

∑
n

φn(x0)φn(x1)

ωdn
sin(ωdnt)e

−ζnωnt
(6.27)

Nous remarquons alors que l’expression du terme sous la sommation est de même forme
que la réponse impulsionnelle d’un oscillateur à 1 d.d.l. Comme le système est linéaire, la
réceptance (FRF en déplacement) de la poutre est considérée comme la somme des FRFs
de chaque oscillateur à 1 d.d.l. :

Hu(ω) = û(x1, ω) =
F

ρS

∑
n

φn(x0)φn(x1)

−ω2 + 2iζnωnω + ω2
n

(6.28)

La FRF en déformation est la dérivée deuxième de Hu(ω) par rapport à x, en multipliant
par la distance z0 :

Hε(ω) = ε̂(x1, ω) = z0
∂2

∂x2
û(x, ω)

∣∣∣∣
x=x1

= z0
F

ρS

∑
n

φn(x0)φ′′n(x1)

−ω2 + 2iζnωnω + ω2
n

(6.29)

L’accélération est la dérivée deuxième du déplacement par rapport au temps t. L’ex-
pression de l’accélérance (FRF en accélération) est :

Ha(ω) = â(x1, ω) = (iω)2û(x1, ω) =
F

ρS

∑
n

−ω2φn(x0)φn(x1)

−ω2 + 2iζnωnω + ω2
n

(6.30)

Du point de vue paramétrique, la FRF de la déformation (Eq. 6.29) peut être également
exprimée sous forme rationnelle :

Hε(ω) =
∑
n

αεn
−ω2 + 2iζnωnω + ω2

n

=

∑M
k=1 ak.(iω)k∑N
k=1 bk.(iω)k

, M < N (6.31)
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dans laquelle le polynôme du numérateur est de degré M alors que le dénominateur est
une fonction polynôme d’ordre N paire. Dans notre cas, le nombre réel αεn est la constante
modale correspondant au mode n. Dans le cas de la FRF en déformation, nous avons :

αεn =
z0F

ρS
φn(x0)φ′′n(x1) (6.32)

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, la réponse Hε(ω) peut s’exprimer
sous forme de la somme d’éléments simples :

Hε(ω) =

N/2∑
k=1

(
rk

iω − pk
+

r∗k
iω − p∗k

)
(6.33)

Les éléments simples sont constitués du pôle pk, du résidu rk et de leurs conjugués complexes
r∗k et p∗k. Ces grandeurs indiquent les propriétés des paramètres modaux :

— Le pôle pk contient les informations globales du système : la fréquence naturelle et le
taux d’amortissement.

pk = −ωkζk + iωk

√
1− ζ2

k = σk + iωdk (6.34)

— Le résidu rk est lié au maximum de la FRF du mode correspondant. C’est une
propriété locale qui dépend des points d’excitation de la force et de mesure des
réponses :

rk = −i
αεk
2ωdk

(6.35)

Réciproquement, la fréquence naturelle et le taux d’amortissement peuvent être rétro-
estimés à partir du pôle pk :

— La fréquence naturelle est le module du nombre complexe pk :

ωk = |pk| (6.36)

— Le taux d’amortissement est déterminé à partir de la partie réelle du nombre complexe
pk :

ζk = −Re(pk)

|pk|
(6.37)

A l’aide de la méthode des coefficients indéterminés (annexe D, équation D.9), la
constante modale peut être également calculée à partir de la paire pôle – résidu (pk, rk),
exprimée par :

αεk = −2 [Re(rk) Re(pk) + Im(rk) Im(pk)] (6.38)

Comme le résidu rk est un nombre purement imaginaire (Eq. 6.35), l’expression 6.38
est équivalente à :

αεk = −2 [Im(rk) Im(pk)] (6.39)

Les relations entre le pôle pk, le résidu rk, les propriétés dynamiques (ωk, ζk) et la
constante modale (qui représente l’amplitude modale) sont présentées dans le tableau
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Grandeur Notation Expression

Pôle pk σk + iωdk
Résidu rk −i α

ε
k

2ωdk

Fréquence naturelle ωk |pk|
Taux d’amortissement ζk −Re(pk)/|pk|
Constante modale αεk −2 [Im(rk) Im(pk)]

Tableau 6.4 – Expressions des grandeurs de la réceptance

récapitulatif 6.4.

De la même façon, la fonction de réponse en accélération Ha(ω) (accélérance) (Eq. 6.30)
est également exprimée sous forme rationnelle :

Ha(ω) =
∑
n

−ω2βan
−ω2 + 2iζnωnω + ω2

n

=

∑N
k=1 ak.(iω)k∑N
k=1 bk.(iω)k

(6.40)

Ici, l’ordre du numérateur est égal à celui du dénominateur, car le terme ω2 apparait dans
les deux polynômes. L’accélérance peut aussi être décomposée en éléments simples :

Ha(ω) = qa +

N/2∑
k=1

(
rk

iω − pk
+

r∗k
iω − p∗k

)
(6.41)

Le terme qa représente un choc initial à l’instant t = 0 : qa =
∑

n β
a
n. Les expressions

de rk, pk, α
ε
k, ωk et ζk sont présentées dans le tableau 6.5. Une fois le pôle et le résidu

déterminés, nous pouvons retrouver la constante modale, la fréquence naturelle et le taux
d’amortissement correspondants. Quant à la constante modale, sa valeur théorique vaut :

αa−theok =
ω2
kF

ρS
φk(x0)φk(x1) (6.42)

Grandeur Notation Expression

Pôle pk σk + iωdk

Résidu rk ωkβ
a
k

(
−ζk + i

1−2ζ2k
2
√

1−ζ2k

)

Fréquence naturelle ωk |pk|
Taux d’amortissement ζk −Re(pk)/|pk|
Constante modale αak = ω2

kβ
a
k 2|Re(rk) Re(pk) + Im(rk) Im(pk)|

Tableau 6.5 – Expressions des grandeurs de l’accélérance
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Les démonstrations détaillées permettant de mettre en évidence les expressions des
grandeurs mentionnées pour les cas des FRF en déformation et en accélération se trouvent
dans l’annexe D (Section D.1).

Dans les cas où la structure non-endommagée se comporte comme une poutre simple ou
une poutre continue dont la longueur de chaque travée est identique, nous avons la relation
suivante entre la courbure modale et la déformée modale du premier mode de vibration :

φ′′1(x) = −λ2
1φ1(x) (6.43)

où λ1 est le nombre d’onde du 1er mode.

Nous obtenons la première constante modale de la déformation (en valeur absolue) :

αε1 = z0
F

ρS
φn(x0)φ′′n(x1) = −z0λ

2
1

F

ρS
φn(x0)φn(x1) (6.44)

De la même façon, nous déduisons la constante modale pour l’accélération (valeur
absolue) :

αa1 = −ω2
1β

a
1 = −ω2

1

F

ρS
φn(x0)φn(x1) (6.45)

La déformée modale du premier mode est nulle aux deux extrémités de la poutre et
non nulle ailleurs. Nous prenons le rapport entre les deux constantes modales :

R1 =
αa1
αε1

=
ω2

1

z0λ2
1

=
1

z0
λ2

1

EI

ρS
=
v2
c,1

z0
(6.46)

Le ratio R1 nous permet de retrouver la première vitesse critique de la structure. De
plus, il est proportionnel à la rigidité en flexion EI. Les exemples se trouvent dans la
section 6.5.

6.4.2 Réponse à un chargement mobile

L’objectif de ce travail est d’identifier les modifications structurelles des ponts qui
devraient pouvoir être détectées lors du passage des véhicules. Nous allons appliquer la
même méthode d’identification des paramètres modaux dans les cas où les poutres sont
soumises aux chargements mobiles. Tout d’abord, le cas d’une poutre simple soumise à une
force ponctuelle est examiné. Ensuite, la méthode sera discutée et appliquée pour le cas
d’une poutre continue.

Le cas d’une poutre simple

Nous reprenons le cas d’une poutre simple soumise à une force ponctuelle à vitesse
constante dont les réponses sont explicitement données par des formules analytiques
(Chapitre 5). La réponse en accélération de la poutre au point de mesure correspondant
au mode n est la somme des deux composantes, l’une dite � particulière �, induite par la
force mobile et l’autre, dite � homogène �, représentant la vibration libre de la poutre.
Supposons que les réponses sont exploitées au point x = x1, nous avons :

an(x1, t) = apn(x1, t) + ahn(x1, t) (6.47)
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143

La réponse particulière est donnée par :

apn(x1, t) =
2P

ρLS

sin(λnx1)

(1− γ2
n)2 + (2ζnγn)2

(
Ãn sin(Ωnt) + B̃n cos(Ωnt)

)
(6.48)

La réponse homogène est donnée par :

ahn(x1, t) =
2P

ρLS

sin(λnx1)

(1− γ2
n)2 + (2ζnγn)2

(
α̃n sin(ωdnt) + β̃n cos(ωdnt)

)
e−iωnζnt (6.49)

Les expressions analytiques de Ãn, B̃n, α̃n, β̃n peuvent être retrouvées dans le tableau
5.1. Ces coefficients ne dépendent que des facteurs de vitesse γn = v/vc,n et du taux
d’amortissement ζn. A partir du tableau, nous constatons que la valeur maximale de la
composante homogène est environ 1/γn fois plus grande que le maximum de la composante
particulière (γn ≤ 0.1, ∀n). De ce fait, la composante homogène est dominante.

Dans ce cas, nous ne considérons que la composante homogène de l’accélération, qui
peut être récrite sous la forme :

ahn(t) =
(
αn sin(ωdnt) + βn cos(ωdnt)

)
e−iωnζnt (6.50)

La transformée de Fourier de ahn est :

âhn(ω) =
ωdnαn + (iω + ζnωn)βn
−ω2 + 2iζnωnω + ω2

n

(6.51)

Nous reprenons la même démarche que pour les cas de réponses impulsionnelles du
système. La transformée de Fourier de l’accélération est récrite sous forme d’éléments
simples :

âhn(ω) =
∑
k

(
rk

iω − pk
+

r∗k
iω − p∗k

)
(6.52)

Les expressions des pôles, des résidus, des constantes modales, fréquences naturelles,
taux d’amortissement se trouvent dans le tableau 6.6.

Grandeur Notation Expression

Pôle pk σk + iωdk
Résidu rk (βk − iαk)/2

Fréquence naturelle ωk |pk|
Taux d’amortissement ζk −Re(pk)/|pk|
Constante modale αak −2 [Re(rk) Re(pk) + Im(rk) Im(pk)] + 2iRe(rk)|pk|

Tableau 6.6 – Expressions des grandeurs de l’accélérance

Les démonstrations se trouvent également à l’annexe D, dans la Section D.2 (Équations
D.27–D.36).
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Identification de l’endommagement à partir des mesures d’accélération et de
déformation

A partir de l’équation (6.11), remarquons que ωn = λ2
nR. Au point de mesure x = x1,

nous avons alors :

ân(x1, ω) =
Ψn(x1)λ2

nR2

z0

[
ε̂dn(x1, ω) + 2iζn

ω

ωn
ε̂n(x1, ω)

]
(6.53)

Si la structure considérée est une poutre simple, nous avons : Ψn(x) = 1, ∀x.

Nous essayons d’approcher l’accélération par deux approches : avec et sans le terme
d’amortissement :

εapp1 = ε̂d(x1, ωn) (6.54)

et :

εapp2 = ε̂d(x1, ωn) + 2iζnε̂n(x1, ωn) (6.55)

Autours des pics de résonance, c.-à.d. ω ≈ ωn, le rapport entre le pic d’accélération et
de déformation est proportionnel à R2 ∼ EI :

ân(x1, ωn)

ε̂app1n (x1, ωn)
∼ ân(x1, ωn)

ε̂app2n (x1, ωn)
∼
(
EI

ρS

)
λ2
nΨn(x1)

z0
(6.56)

Ce rapport est proportionnel à la rigidité en flexion de la structure qui est la propriété
que nous avons utilisée pour modéliser l’endommagement. Ces deux approches seront
discutées dans la section 6.5.

6.5 Applications numériques

Dans cette section, nous allons considérer quelques exemples numériques de la méthode
proposée. Tout d’abord, nous considérons les réponses impulsionnelles des poutres simple et
continue. Les structures soumises aux chargements mobiles seront examinées par la suite.

6.5.1 Poutres soumises aux chocs

Dans un premier temps, nous considérons une poutre simple de longueur L = 15m,
de section rectangulaire de largeur b = 35 cm et de hauteur h = 65 cm. La poutre est
constituée de béton (E = 35GPa, ρ = 3500 kg/m3). Un choc d’intensité P = 1000N est
appliqué au point x0 = 0.45L. Le point d’excitation des données est x1 = 0.35L (Figure 6.7).

Nous supposons que le taux d’amortissement de la poutre est ζ = 5 % pour tous les
modes. Les 5 premiers modes sont retenus. Afin de simplifier les calculs, nous admettons
que z0 = 1. La fréquence d’échantillonnage vaut fe = 200Hz.

Les paramètres modaux sont estimés pour les trois premiers modes avec une méthode
d’ajustement de courbe de réponse en fréquence (FRF) en utilisant des polynômes ortho-
gonaux [73] à l’aide de MATLAB. La figure 6.8 présente les courbes approchées (cercles
rouges en pointillé) et les courbes théoriques (lignes bleues) pour la déformation (Fig. 6.8a)
et pour l’accélération (Fig. 6.8b). Nous voyons que les courbes sont pratiquement confondues.
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Figure 6.7 – Poutre simple soumise à un choc

(a) (b)

Figure 6.8 – La fonction de réponse en fréquence de déformation (gauche) et d’accélération
(droite) d’une poutre simple.

Le tableau 6.9 présente les valeurs estimées des paramètres modaux à l’aide de MATLAB
en comparaison avec leurs valeurs théoriques. Nous voyons que ces valeurs sont identiques.

Figure 6.9 – Poutre simple : Valeurs estimées et de référence des constantes modales de
la déformation et de l’accélération.

Nous considérons maintenant une poutre continue à quatre travées dont chaque travée a
les mêmes caractéristiques que la poutre simple considérée. Le point d’excitation et le point
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de mesure sont confondus, situés au tiers de la deuxième travée. Les courbes approchées
des FRFs en déformation et en accélération sont présentées dans la figure 6.10. Les valeurs
estimées et les valeurs de référence des paramètres modaux sont présentées dans le Tableau
6.11.

(a) (b)

Figure 6.10 – La fonction de réponse en fréquence de déformation (gauche) et
d’accélération (droite) d’une poutre continue à 4 travées.

Figure 6.11 – Poutre à 4 travées : Valeurs estimées et de référence des constantes modales
de la déformation et de l’accélération.

Les valeurs estimées sont également identiques aux valeurs de référence.

6.5.2 Poutres soumises aux chargements mobiles

Poutre simple soumise à une force mobile

Considérons la poutre simple prise dans l’exemple précédent, soumise à une force mobile
d’intensité P = 10 kN qui traverse la structure à une vitesse constante v = 5m/s, soit
3.4 % de la première vitesse critique de la poutre. Un accéléromètre est placé à x0 = L/4.
Les trois premiers modes de la poutre sont considérés (Figure 6.12).

Le cas d’une poutre simple soumise à une force mobile est traité ici parce que les solu-
tions sont données par des expressions analytiques. La figure 6.13 présente la Transformée
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Figure 6.12 – Poutre simple soumise à une force mobile

de Fourier (TF) numérique calculée à l’aide de Python des accélérations � totales � cor-
respondant à chaque mode de vibration (courbes continues avec la légende � FFT-mode
k � où k = 1, 2, 3.) en comparaison avec la TF de composante homogène de chaque mode,
donnée par l’expression analytique (6.51) (en pointillé, avec la légende � Analytique k � où
k est le numéro du mode correspondant). Nous observons un premier pic � petit � de
la TF numérique de l’accélération totale, qui est très proche de zéro et qui se trouve à
F1 = 0.17Hz alors que la fréquence fondamentale de la poutre est 4.9Hz. Le rapport
entre ces deux fréquences est aussi celui entre la vitesse du chargement et la première
vitesse critique de la structure : F1/f1 = v/vc1 = γ1 ≈ 3.4 %. Nous remarquons le même
phénomène avec les courbes de la TF numérique pour les modes numéro 2 et 3. En effet,
le premier pic de ces courbes représente la composante particulière de la réponse. Cette
composante reflète la déformée modale du mode propre correspondant de la poutre, qui
est une fonction sinusöıdale de pulsation liée à la vitesse du véhicule : Ωn = λnv, avec
λn = nπ/L. Le premier � petit � pic du mode n représente la fréquence liée à la vitesse
Fn = Ωn/(2π), tandis que le deuxième � grand � pic est la fréquence propre du mode
considéré fn = ωn/(2π) = λ2

n

√
EI/(ρS)/(2π). Nous observons que, hors de la zone des

basses fréquences, les courbes obtenues par la transformée de Fourier numérique (calculées
à l’aide de Python) et par les formules analytiques (Eq. 6.51) sont confondues.

Les paramètres modaux sont rétro-estimés par la méthode de fraction rationnelle des
polynômes (FRP) à l’aide de MATLAB. Nous comparons ensuite les valeurs estimées des
fréquences propres, des taux d’amortissement, des modules de la constante modale et du
résidu avec leurs valeurs de référence pour les trois modes considérés. Nous étudions 2 cas
d’étude :

— Cas 1 : L’accélération calculée par les formules analytiques présentées dans le Tableau
5.1 comme les entrées ;

— Cas 2 : Un bruit d’intensité de 2 % de l’amplitude maximale du signal est ajouté.

La constante modale du mode k est le numérateur de la fraction à droite de l’expression
(6.51). Son module est calculé par :

|αak|=

√(
αkωk

√
1− ζ2

k + βkωkζk

)2

+ (βkωk)
2 (6.57)

dans laquelle αk, βk sont respectivement les coefficients des fonctions sinus (sin(ωdkt))
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Figure 6.13 – Poutre simple : Transformées de Fourrier numériques et analytiques des
accélérations obtenues à mi-travée lors du passage d’une force ponctuelle.

et cosinus (cos(ωdkt)) de la composante homogène de l’accélération. Les expressions des
coefficients αk, βk se trouvent à partir des équations (6.49) et (6.50) :

αk =
2P

ρSL
sin(λkx)

(1− γ2
k + 2ζ2

kγ
2
k)γk[

(1− γ2
k)2 + (2ζkγk)2

]√
1− ζ2

n

βk =
2P

ρSL
sin(λkx)

−2ζkγ
3
k

(1− γ2
k)2 + (2ζkγk)2

(6.58)

Le module du résidu rk est déterminé à partir du tableau 6.6 :

|rk|=
1

2

√
α2
k + β2

k (6.59)

Nous observons que le module du résidu est la moitié de l’amplitude de la fonction
sinusöıdale qui décrit l’accélération homogène du système non amorti (ζk = 0). Cette
amplitude peut être calculée analytiquement par :

Ak =
√
α2
k + β2

k =
2P

ρSL

|sin(λkx0)|√(
1− γ2

k

)2
+
(
2ζkγk

)2 γk√
1− ζ2

k

(6.60)

où λk = kπ/L est le nombre d’onde et γk = v/vc,k = Ωk/ωk est le facteur de vitesse du
mode k.

Une première visualisation générale est présentée dans la Figure 6.14. L’ajout de bruits
au signal original entrâıne des perturbations dans la Transformée de Fourier du signal
bruité. De ce fait, un grand nombre de pôles est demandé afin de réduire ces fluctuations.
Dans le premier cas, la courbe approchée est en bon accord avec la réponse en fréquence
sur toute la longueur de l’intervalle considéré alors que dans le deuxième cas, ces deux
courbes sont pratiquement confondues au voisinage des pics principaux de la réponse en
fréquence (FRF-accélération).
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Les résultats plus détaillés sont présentés dans les tableaux 6.7 et 6.8. Les valeurs
de référence sont calculées à l’aide des équations présentées dans le tableau 6.6 et des
expressions (6.57), (6.59). Les fréquences naturelles des trois premiers modes sont bien
déterminées dans les deux cas (avec et sans bruits ajoutés). Les taux d’amortissement
estimés sont relativement en bon d’accord avec leurs valeurs de référence. Les écarts des
modules de constante modale et de résidu sont pratiquement identiques. Dans les deux cas,
cet écart est plus grand pour le premier mode (autour de 2.5 % pour le cas 1 et environ 5 %
pour le cas 2). De manière générale, les écarts des constantes modales (et des résidus) sont
plus grands si le signal d’entrée est bruité (cas 2) que ceux estimés pour le cas du signal
sans bruit (cas 1).

(a) (b)

Figure 6.14 – Poutre simple soumise à une force mobile : FRF en accélération sans bruits
(gauche) et avec bruits (droite).

Grandeur Mode 1 Mode 2 Mode 3

Fréquence
(Hz)

Val. estimée 4.91 19.61 44.11
Val. de réf. 4.90 19.61 44.11
Ecart (%) 0.10 0.00 0.00

Taux d’amortissement
(%)

Val. estimée 1.95 1.99 2.00
Val. de réf. 2.00 2.00 2.00
Ecart (%) 2.56 0.18 0.00

Module de la
constante modale

Val. estimée 17.84 49.04 52.08
Val. de réf. 17.38 49.11 52.08
Ecart (%) 2.67 0.14 0.00

Module du résidu
Val. estimée 0.289 0.199 0.094
Val. de réf. 0.282 0.199 0.094
Ecart (%) 2.30 0.14 0.00

Tableau 6.7 – Poutre simple : Valeurs estimées et de référence des paramètres sans la
prise en compte des bruits.
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Grandeur Mode 1 Mode 2 Mode 3

Fréquence
(Hz)

Val. estimée 4.90 16.62 44.07
Val. de réf. 4.90 19.61 44.11
Ecart (%) 0.06 0.05 0.09

Taux d’amortissement
(%)

Val. estimée 2.03 2.04 2.07
Val. de réf. 2.00 2.00 2.00
Ecart (%) 1.74 1.77 3.43

Module de la
constante modale

Val. estimée 18.32 49.48 53.90
Val. de réf. 17.38 49.11 52.08
Ecart (%) 5.41 0.75 3.48

Module du résidu
Val. estimée 0.297 0.201 0.097
Val. de réf. 0.282 0.199 0.094
Ecart (%) 5.07 0.73 3.54

Tableau 6.8 – Poutre simple : Valeurs estimées et de référence des paramètres avec bruits
2 % de l’amplitude maximale du signal.

Poutre continue soumise à des chargements mobiles

Considérons maintenant une poutre continue à deux travées, la longueur de chacune
étant égale à 15 m. Les propriétés de la poutre restent les mêmes que celles de la poutre
simple considérée. Une zone endommagée de longueur 2 m est présentée sur la première
travée qui est modélisée par une réduction de la valeur du module d’élasticité ∆E variable.
Sa position est également variable. (Figure 6.15).

Figure 6.15 – Poutre continue à deux travées soumise aux chargements mobiles

Le chargement mobile peut être ponctuel ou en deux points (véhicule à deux essieux).
L’intensité des forces est : P1 = 10 kN , P2 = 30 kN . La distance entre les deux forces
vaut 4m. Dans les deux cas, la force traverse la poutre à vitesse constante v = 5m/s.
Les données sont exploitées au milieu de la première travée de la poutre continue (corde
optique de longueur 2 m et accéléromètre indiqués sur la figure 6.15).

Nous utilisons 2 approches pour estimer l’accélération totale dans le domaine fréquentiel :

— Approche 1 : Sans le terme d’amortissement. Nous avons :

ε̂(1)(ω) = ε̂d(ω) (6.61)
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— Approche 2 : Avec le terme d’amortissement. Nous avons :

ε̂(2)(ω) = ε̂d(ω) + 2iζnε̂(ω) (6.62)

Nous calculons le rapport entre les deux constantes modales de la déformation � ap-
prochée � et de l’accélération, qui représente la hauteur des pics de résonance :

|αan|
|αεn|

∼ |r
a
n|
|rεn|
'
(
EI

ρS

)
λ2
nΨn

z0
(6.63)

Lorsque la structure est non-endommagée, la valeur du rapport entre les deux constantes
modales (ou résidus) est donnée par l’expression (6.63). Nous considérons le cas de la poutre
saine soumise à une force mobile ponctuelle P1. La figure 6.16 représente la transformée de
Fourier de l’accélération, de la déformation dynamique (approche 1) et de la déformation
dynamique avec le terme de correction lié à l’amortissement (approche 2), ainsi que leurs
courbes approchées estimées par la méthode de fraction rationnelle des polynômes. Nous ob-
servons qu’à partir de 2Hz, les courbes qui représentent les deux approches sont confondues.

Figure 6.16 – Poutre à deux travées soumise à une force mobile : TF de l’accélération et
des deux approches par déformation (ε̂(1)(ω) et ε̂(2)(ω)).

Le tableau 6.9 présente la comparaison détaillée entre les valeurs estimées et celles
de référence des rapports entre les modules des constantes modales (et des résidus) de
l’accélération et des déformations (dynamiques) calculées par les deux approches pour
les deux premiers modes de vibration. Les valeurs de référence sont calculées à l’aide de
l’expression (6.63). Avec l’approche 1, le rapport entre les résidus est plus proche des
valeurs de référence que ceux des constantes modales, tandis que les rapports de ces deux
paramètres semblent stable dans l’approche 2 (avec la prise en compte de l’amortissement).
Lorsque les rapports d’un seul paramètre (constante modale ou résidu) sont considérés,
l’approche 2 donne des valeurs estimées plus précises que l’approche 1.

Dans ce qui suit, nous comparons les deux approches mentionnées avec une étude
paramétrique de l’endommagement. Le rapport entre les résidus de l’accélération et de
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Rapport (ms−2) Mode 1 Mode 2

Appr1

ε̂(1)(ω)

Appr2

ε̂(2)(ω)

Appr1

ε̂(1)(ω)

Appr2

ε̂(2)(ω)

Valeur de référence (×103) 66.53 128.40

Constante modale
(|αan|/|αεn|)

Valeur estimée (×103) 67.25 66.65 130.95 129.76
Ecart (%) 1.08 0.18 1.98 1.06

Résidu
(|ran|/|rεn|)

Valeur estimée (×103) 66.91 66.65 130.30 129.77
Ecart (%) 0.57 0.18 1.48 1.06

Tableau 6.9 – Poutre à deux travées : Valeurs estimées et de référence des rapports
des modules des constantes modales et des résidus de l’accélération et de la déformation
dynamique par deux approches.

la déformation approchée dans un même mode de vibration (|rak|/|rεk|) sera calculé. Nous
traitons alors deux cas d’étude :

— Cas 1 : L’endommagement est fixé au milieu de la première travée. La réduction de
la valeur du module de Young varie de 0 (structure saine) à 50 %.

— Cas 2 : La réduction de la valeur du module de Young est fixée à 30 %. La position
du centre de la zone endommagée est variable.

(a) (b)

Figure 6.17 – Rapport entre deux résidus en fonction de la réduction de la valeur du
module de Young ∆E. Cas 1 : Sans prise en compte de l’amortissement (à gauche) et Cas
2 : avec amortissement (à droite).

La figure 6.17 présente les résultats du premier cas d’étude. Les deux approches donnent
des résultats qui sont très proches. Nous observons que le rapport |rak|/|rεk|, k = 1, 2. varie
linéairement en fonction de la réduction de la valeur du module de Young.

Les résultats du 2e cas d’étude sont présentés dans la figure 6.18. Nous remarquons que
la valeur du ratio |rak|/|rεk| est modifiée lorsqu’au moins une partie de la zone endommagée
est couverte par la corde optique. Les deux approches donnent pratiquement les mêmes
résultats. Lorsque le taux d’amortissement de la structure n’est pas connu, nous pouvons
obtenir des résultats avec un niveau de précision suffisant avec l’utilisation de la première
approche.
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(a) (b)

Figure 6.18 – Rapport entre deux résidus en fonction de la position du centre de la zone
endommagée. Cas 1 : Sans prise en compte de l’amortissement (à gauche) et Cas 2 : avec
amortissement (à droite).

Nous considérons maintenant le passage d’un véhicule à deux essieux sur la structure.
Si nous prenons la transformée de Fourier de la totalité du signal, le résultat apparait
très bruité. Cependant, lorsque le signal est tronqué de manière qu’il présente uniquement
l’intervalle où le véhicule reste totalement sur la poutre, ce résultat devient plus lisse. La
transformée de Fourier calculée est donc glissante (Figure 6.19).

Figure 6.19 – Signaux total et tronqué de l’accélération mesurée au milieu de la première
travée et leurs Transformées de Fourier.



154
Chapitre 6. Propositions de critères de détection de l’endommagement à partir des
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Nous utilisons ensuite les signaux tronqués (εd(t) et a(t)) pour estimer le rapport
|rak|/|rεk|. Les résultats sont présentés dans la Figure 6.20. Comme les deux approches
donnent quasiment les mêmes résultats, nous utilisons seulement l’approche 1.

(a) (b)

Figure 6.20 – Rapport entre deux résidus (|rak|/|rεk|) en fonction des caractéristiques de
l’endommagement. Cas 1 : Localisation fixée, ∆E variable (à gauche) et Cas 2 : ∆E fixée,
localisation variable (à droite).

Comme dans le cas d’une force ponctuelle, le rapport |rak|/|rεk| varie linéairement en
fonction de la réduction de la valeur du module de Young, tandis qu’un changement brutal
est observé pour le mode 2 lorsque la corde optique couvre une partie de la zone endommagée.

Ce rapport ne dépend pas des chargements appliqués, ainsi que de la configuration du
véhicule utilisé. Dans le cas de la poutre continue à deux travées soumise à deux forces
ponctuelles, les rapports estimés pour la structure saine sont d’environ 6.6× 104 pour le
premier mode et 13× 104 pour le deuxième mode, qui sont en bon accord avec les valeurs
de référence.

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques limites de la méthode d’estimation par
optimisation dans le cas où le pont est considéré comme une poutre continue à plusieurs
travées. Nous constatons que plus le nombre de travées augmente, plus la participation
des modes supérieurs (n ≥ 2) est importante. De ce fait, la méthode d’extraction des
paramètres intrinsèques de la poutre par optimisation, basée seulement sur le premier mode
de vibration de la structure n’est plus valable.

Nous avons alors présenté une approche fréquentielle qui nous permet d’extraire les
paramètres modaux comme les fréquences naturelles, le taux d’amortissement et l’amplitude
des pic des Fonctions de Réponse en Fréquence (FRF) en déformation et en accélération.
En considérant le rapport entre deux constantes modales des FRFs de l’accélération et de
la déformation au même point de mesure, nous obtenons un résultat proportionnel à la
rigidité en flexion EI. L’endommagement étant traduit par une réduction de module de
Young ou de l’inertie de la section fissurée, ce résultat peut présenter un lien direct avec
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l’état de santé de la structure.

Nous avons ensuite présenté des cas d’exemple et des études paramétriques. Nous
observons que la décroissance du rapport |rak|/|rεk| est pratiquement proportionnelle à la
réduction du module d’élasticité ∆E et cela confirme la sensibilité de la méthode présentée.
Des applications se basant sur les méthodes présentées seront appliquées aux structures de
poutres et de ponts dans la suite du manuscrit.
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7.4.3 Évaluation de rε/a en fonction de l’endommagement . . . . . . . 175

7.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177



160 Chapitre 7. Application au cas de poutres

7.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux applications des méthodes présentées dans les chapitres 5
et 6 pour le cas des poutres. Tout d’abord, la méthode d’identification par optimisation
sera appliquée aux structures non-endommagées afin de mettre en évidence la stabilité d’un
critère proposé. Ensuite, la méthode sera appliquée aux structures avec la présence d’un
défaut. Une étude paramétrique sur la localisation de l’endommagement et des capteurs
sera effectuée. A partir de cette étude paramétrique, nous proposons un critère qui permet
de détecter la présence de l’endommagement et de le localiser.

Dans la deuxième approche, à la base de la méthode d’identification à partir des ampli-
tudes modales, nous développons un autre critère pour la détection de l’endommagement
d’une poutre soumise aux passages aléatoires de véhicules. Une étude de convergence sera
menée pour démontrer la stabilité du critère en fonction du nombre de passages. Ensuite,
nous examinons la dépendance de la valeur du critère en fonction de l’évolution (niveau de
réduction du module d’élasticité) et de la position de l’endommagement.

7.2 Identification du chargement

7.2.1 Structure saine

Dans cette section, nous allons voir de façon plus détaillée la méthode de détection
de l’endommagement à partir de mesures de déformation et d’accélération. Dans un
premier temps, nous considérons des structures saines. Il s’agit de poutres simples et
continues de deux à quatre travées, dont chacune possède une longueur identique L = 15m.
Les poutres sont de section rectangulaire, b × h = 35 cm × 65 cm, constituées de béton
(E = 35GPa, ρ = 2500 kg/m3). Dans ces applications numériques, les quatre types de
chargements sont pris en compte. Il s’agit d’une force ponctuelle et de véhicules sur deux,
quatre et cinq essieux. Les caractéristiques détaillées des chargements sont présentées dans
le tableau 7.1. Les charges mobiles traversent les structures à différentes vitesses constantes
à chaque passage.

Chargement 1 force
(10 T)

19 T 32 T 44 T

Masse totale (tonne) 10 19.22 31.80 43.56

Nombre d’essieux 1 2 4 5

Répartition
des charges
(tonne)

P1 10 6.24 5.66 6.94
P2 − 12.70 7.96 10.62
P3 − − 11.14 9.20
P4 − − 6.96 8.64
P5 − − − 8.16

Distance entre
deux essieux
consécutifs (m)

d1 : 1→ 2 − 4.05 1.80 3.80
d2 : 2→ 3 − − 3.00 3.01
d3 : 3→ 4 − − 1.38 1.25
d4 : 4→ 5 − − − 1.25

Tableau 7.1 – Caractéristiques détaillées des chargements mobiles.

En ce qui concerne les dispositifs de mesures, nous admettons que les paires de capteurs
(corde optique – accéléromètre) sont placées sous la face inférieure de la poutre. Les cordes



7.2. Identification du chargement 161

optiques utilisées ont une longueur de 2 mètres et permettent de mesurer la déformation
moyenne sur toute leur longueur. La position de ces couples de capteurs est variable et
elle se trouve dans un intervalle compris entre 0.1L et 0.9L à partir de l’appui gauche de
la travée considérée. Les résultats sont obtenus à l’aide de la méthode présentée dans le
Chapitre 2.

Les déformations et les accélérations � mesurées � par les paires de capteurs sont
utilisées comme entrée de la méthode d’estimation par optimisation présentée dans le
Chapitre 5 (Section 5.3). Une fois les coefficients cd, cs,i, cz déterminés, le chargement
exercé par le i-ème essieu peut être rétro-estimé par :

Pi =
EIcs,i
z0

(7.1)

où EI est la rigidité en flexion de la poutre et z0 est la distance entre la corde optique et
l’axe neutre de la poutre. Dans notre cas, z0 = h/2.

Figure 7.1 – Identification de charge par essieu du véhicule 32T - Poutre simple.

Considérons les passages du véhicule 32 T sur une poutre simple et une poutre continue
à quatre travées. La vitesse du véhicule lors des deux passages est fixée à 10 % de la première
vitesse critique de la structure (vc,1 ≈ 147m/s). La figure 7.1 présente les écarts relatifs des
charges par essieu estimées (Eq. 7.1) par rapport à leur valeur de référence, en fonction de
la position des paires de capteurs (corde optique – accéléromètre). La ligne noire représente
l’écart entre le chargement total estimé (Ptot =

∑
i Pi) et le poids du véhicule en pour-cent.

Les écarts sur chaque poids par essieu semblent faibles au milieu de la poutre simple et
plus importants au voisinage des extrémités. Nous constatons que lorsque les écarts sur les
charges par essieu varient en fonction de la position des capteurs, l’écart sur le poids total
reste relativement faible. La figure 7.2 présente le même passage du même véhicule sur
la poutre continue à quatre travées. Nous observons également le même phénomène : Les
écarts sur les chargements par essieu augmentent et varient fortement en fonction de la
position des capteurs (jusqu’à 15 % vers le milieu de la troisième travée). De ce fait, nous
nous intéressons désormais à l’écart sur le poids total des véhicules.
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Figure 7.2 – Identification de charge par essieu du véhicule 32T - Poutre à quatre travées.

La figure 7.3 représente les écarts relatifs entre les poids totaux estimés des différents
véhicules et leur poids donné, en fonction des positions des capteurs pour différents types
de structures. Les vitesses des véhicules sont fixées à 10 % de la première vitesse critique
des structures. Pour le cas d’une poutre simple, l’écart maximal est de 2.3 %, correspondant
au passage d’une force ponctuelle (Figure 7.3a) lorsque la paire de capteurs se trouve à
côté de l’extrémité gauche de la poutre (Position x/L = 0.1). Si la structure est constituée
de poutres continues à plusieurs travées, cette valeur maximale n’excède pratiquement pas
0.5 % (Figures 7.3b, 7.3c, 7.3d). Les lignes verticales en noire représentent les positions
des appuis intermédiaires. Dans la plupart des cas, nous observons que les écarts dus aux
passages d’une force ponctuelle forment l’enveloppe des courbes tracées (points bleus).

Nous considérons le cas le plus défavorable pour étudier l’influence de la vitesse des
véhicules sur les résultats d’identification du chargement total : le passage d’une force
ponctuelle. La figure 7.4 représente les écarts relatifs entre le chargement estimé et la
valeur de référence lorsqu’une force ponctuelle traverse la poutre continue à quatre travées
à différentes vitesses. Nous observons que plus la force mobile passe vite, plus sa valeur
identifiée est éloignée de la valeur imposée. Cependant, cet écart reste relativement petit,
même avec une vitesse qui est égale à 15 % de la première vitesse critique, soit environ
22m/s dans ce cas (ligne rouge en pointillé), la valeur maximale des écarts étant inférieure
à 1.5 %. En réalité, les vitesses usuelles du trafic ne dépassent pas 10 % de la première
vitesse critique des ponts. Les valeurs estimées des chargements mobiles sont alors en bon
accord avec celles de référence.
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(a) Poutre à 1 travée (b) Poutre à 2 travées

(c) Poutre à 3 travées (d) Poutre à 4 travées

Figure 7.3 – Écarts relatifs entre les valeurs estimées et le poids total des véhicules.
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Figure 7.4 – Écarts relatifs du chargement estimé - le cas d’une force ponctuelle.

7.2.2 Structure endommagée

Dans un premier temps, nous considérons les passages des véhicules sur la poutre
continue à 4 travées. Nous créons une zone de réduction du module de Young (zone orange
sur le schéma) dans la deuxième travée (Figure 7.5). Sous la poutre, une paire de capteurs
(corde optique de longueur 2m – accéléromètre) est placée sur la face inférieure de la poutre.
Ces capteurs sont en co-localisation et de position variable dans un intervalle compris entre
0.1L et 0.9L à partir de l’appui gauche de la travée considérée.

Figure 7.5 – Poutre endommagée à 4 travées soumise aux chargements mobiles.

La zone endommagée est de longueur le = 2m, de réduction du module de Young
∆E = 30 % et se trouve au milieu de la deuxième travée de la poutre. La structure est
soumise aux passages des quatre types de véhicules présentés dans la section précédente, à
une vitesse constante v = 10%vc,1.

La figure 7.6 représente les écarts du chargement estimé par rapport aux valeurs de
référence pour les quatre véhicules différents. Nous constatons que les courbes sont prati-
quement confondues. Cela confirme l’indépendance de la configuration des véhicules pour
le résultat final. Nous observons également un pic principal à l’endroit où se trouve la zone
endommagée. Cet écart maximal atteint une valeur de 40 % lorsque la corde optique est
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située en-dessous de la zone endommagée. De plus d’autres pics de plus faibles valeurs (de
l’ordre de 5 %) peuvent être relevés autour de la zone endommagée et à proximité des
appuis (environ 0.1L− 0.2L).

Figure 7.6 – Écarts relatifs du chargement estimé - poutre endommagée soumise aux
différents chargements mobiles.

Figure 7.7 – Écarts relatifs du chargement estimé - poutre endommagée soumise à une
force ponctuelle à différentes vitesses.

En ce qui concerne la vitesse des chargements mobiles, les différents profils de vitesses
des passages de la force ponctuelle sont également examinés. La figure 7.7 représente
les écarts calculés pour certaines vitesses, allant de 1 %vc,1 à 15 %vc,1. Les courbes sont
relativement en bon accord. De plus, lorsque les véhicules traversent la structure à vitesses
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(a) Poutre à 1 travée (b) Poutre à 2 travées

(c) Poutre à 3 travées (d) Poutre à 4 travées

Figure 7.8 – Écarts relatifs entre les valeurs estimées et le poids total des véhicules.

faibles (v/vc,1 ≤ 10 %), l’influence de la vitesse sur le résultat final est faible et l’on constate
que l’on pourrait négliger cet effet.

Afin d’obtenir une visualisation plus détaillée et complète de la situation, nous ef-
fectuons des études paramétriques en fonction de la localisation de l’endommagement.
Nous supposons alors que la position de la zone endommagée est également variable et
nous examinons les quatre structures. Les poutres sont soumises aux passages d’une force
ponctuelle à la vitesse v = 10%vc,1. Comme la paire de capteurs, cet endommagement
se trouve dans un intervalle compris entre 0.1L et 0.9L, à partir de l’appui gauche de
la travée considérée. Nous traçons alors les valeurs de l’écart entre la force estimée par
rapport à sa valeur de référence, en fonction de la position des capteurs et de la localisation
de l’endommagement. La figure 7.8 présente les écarts de force calculés pour les quatre
poutres. L’axe vertical représente la position du centre de la zone endommagée alors que
l’axe horizontal désigne la position de la corde optique et de l’accéléromètre.

Pour les quatre cas, les pics principaux apparaissent à l’endroit où se trouve la zone
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endommagée (cette dernière est située au-dessus de la corde optique). Pour une réduction de
30 % du module d’élasticité sur une longueur de 2m, les écarts maximaux sont supérieurs
à 40 %. A proximité des appuis intermédiaires, des petits pics (valeur de l’ordre de 5 %)
peuvent être observés (carrés en cyan ou en bleu clair). Lorsque l’endommagement se
trouve loin du premier appui (xe/L ≥ 0.4), les écarts obtenus par une paire de capteurs
à proximité de celui-ci sont pratiquement nuls. Nous pouvons retrouver les résultats du
cas d’étude présenté au début de la section (Figure 7.6) dans la figure 7.8d. Sur la ligne
horizontale qui correspond à la position relative du centre de la zone endommagée égale à
x/L = 1.5, nous avons un carré rouge à x/L = 1.5 (au milieu de la travée 2). Il correspond
au pic principal des courbes obtenues sur les figures 7.6 et 7.7. De plus, nous observons
des zones en bleu foncé autour de la diagonale rouge et, des zones en bleu clair autour des
appuis intermédiaires. Ces zones représentent les petites perturbations liées aux valeurs
estimées par rapport à la valeur de référence si la paire de capteurs est située à ces endroits.

En ce qui concerne le niveau d’endommagement, nous présentons dans la figure 7.9 la
dépendance du pic principal des courbes dans les figures 7.6 et 7.7 par rapport à la réduction
du module d’élasticité ∆E. Le modèle de véhicule choisi est celui d’une force ponctuelle,
passant sur la structure à la vitesse v = 0.1vc,1, vc,1 étant la première vitesse critique de la
poutre. Nous observons que cet écart varie presque linéairement en fonction de la réduction
du module de Young lorsque ce dernier est inférieur à 15 %. Ensuite, la valeur de cet l’écart
augmente rapidement. Pour une valeur de réduction de 40 %, cet écart atteint environ 60 %.

Figure 7.9 – Écart maximal du poids estimé en fonction de la réduction du module de
Young.

7.3 Proposition de critères et de disposition des capteurs

A partir des résultats des études paramétriques présentées précédemment, nous formu-
lons quelques remarques sur les critères de détection de l’endommagement et de disposition
des capteurs :
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— Lorsque la zone endommagée se trouve au dessus de la corde optique, l’écart entre le
poids total estimé et sa valeur de référence est maximal. Cette valeur est de l’ordre de
40 %, ce qui correspond aux carrés rouges sur la diagonale des figures de 7.8a à 7.8d.

— Les capteurs situés aux deux extrémités de la poutre semblent peu sensibles à
l’endommagement si ce dernier ne se trouve pas sur ces capteurs ou à côté de ces
capteurs.

— Si la structure est une poutre continue à plusieurs travées, il existe des perturbations
autour des appuis intermédiaires, même si la zone endommagée ne se trouve pas au
même endroit que les capteurs. Cette propriété pourrait servir comme un critère de
détection de la localisation de l’endommagement.

Nous prenons par exemple le cas d’une poutre continue à deux travées (Figure 7.10). Si
la paire de capteurs est située à l’extrémité gauche, la réponse des capteurs sera sensible aux
endommagements se trouvant aux endroits x/L = 0.1 ou x/L = 0.2, c’est-à-dire lorsque la
corde optique couvre une partie ou totalement la zone endommagée. Si l’endommagement
est situé hors de la zone de couverture de la corde optique, il est difficile d’observer la
différence entre la valeur estimée et le vrai poids du véhicule. En revanche, si la paire est
située à proximité de l’appui intermédiaire, elle est capable de détecter les endommagements
qui se trouvent dans un intervalle compris entre x/L = 0.3 et x/L = 1.7.

Figure 7.10 – Écarts relatifs du chargement estimé - poutre à deux travées

A partir des remarques ci-dessus, pour le cas d’une poutre continue, il suffit de disposer
2 paires de capteurs, qui se trouvent à proximité des appuis de la travée. Supposons
que le chargement du véhicule considéré est inconnu. Comme les paires extérieures de
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capteurs (aux deux extrémités de la poutre continue) sont peu sensibles à la présence
de l’endommagement, la valeur estimée du poids total donnée par l’un de ces capteurs
pourrait être prise comme une valeur de � référence �. Nous calculons ensuite l’écart entre
les valeurs données par les autres capteurs et cette valeur de � référence �. Les écarts
donnés par les autres capteurs pourront alors indiquer la localisation de l’endommagement.

La figure 7.11 présente la disposition des capteurs proposée pour le cas d’une poutre
continue à deux travées. Les paires de capteurs sont placées au voisinage des appuis. Dans
ce cas, nous avons quatre positions des capteurs : 0.1L, 0.9L, 1.1L et 1.9L, avec L = 15m
la longueur de chaque travée. De plus, nous numérotons les paires de capteurs dans l’ordre
allant de gauche à droite. La paire de capteurs numéro 1 correspond dans ce cas à la
position x = 0.1L.

Figure 7.11 – Disposition des capteurs proposée pour une poutre continue à deux travées.

Avec la méthode d’auscultation proposée, une poutre continue à n travées nécessite
2n paires de capteurs (accéléromètre – corde optique). Nous prenons la valeur du poids
total estimé par la paire de capteurs à l’extrémité gauche de la poutre comme valeur de
� référence �, il reste 2n− 1 erreurs relatives à calculer. Soit P e(i) la valeur estimée par la
i-ème paire de capteurs, l’écart relatif par rapport à la valeur donnée par la première paire
de capteurs est calculé par :

εi−1(%) = 100×

(
P e(i)

P e(1)

− 1

)
, i = 2, 3, ..., n. (7.2)

Afin de détecter la présence de l’endommagement, nous proposons un critère global,
qui est égal à la somme de la valeur absolue de tous les écarts calculés :

E =

n−1∑
k=1

|εk| (7.3)

La figure 7.12 représente les écarts estimés pour différentes paires de capteurs par
rapport à la première paire (se trouvant à l’extrémité gauche de la poutre) et le critère
E en fonction de la position de l’endommagement pour le cas d’une poutre continue à 2
travées. Le premier chiffre de la légende des lignes colorées représente la position relative
(x/L) des capteurs considérés. La ligne bleue correspond aux capteurs situés en x/L = 0.9.
Cette paire de capteurs se trouve dans la première travée de la poutre, à gauche de l’appui
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intermédiaire. De la même façon, les lignes orange et verte présentent les paires de capteurs
situées dans la deuxième travée de la poutre. La paire représentée par la ligne orange est à
droite de l’appui intermédiaire (x/L = 1.1) alors que la ligne verte correspond à la paire de
capteurs se trouvant à l’extrémité droite de la poutre (x/L=1.9).

Figure 7.12 – Poutre à 2 travées : Écarts entre les poids estimés par différents capteurs
par rapport au capteur situé en x/L = 0.1 et le critère global (ligne noire).

Si la zone endommagée se trouve à proximité de l’extrémité gauche de la poutre, les
écarts retrouvés par différents capteurs sont inférieurs à zéro et pratiquement confondus.
Cela traduit le fait que le poids de � référence �, qui est estimé par la première paire
de capteurs est plus petit que le poids réel du véhicule. Lorsque l’endommagement est
situé au-dessus des capteurs, cet écart atteint sa valeur maximale. Nous observons des
pics à x/L = 0.9, 1.1 et 1.9. Si la zone endommagée se trouve dans la zone située au
milieu de la première travée, les capteurs 1.1/0.1 donnent des écarts positifs alors que
la paire 0.9/0.1 donne des valeurs négatives et vice versa. Cette caractéristique donne
l’information sur la localisation de l’endommagement. De plus, le critère global E , présenté
par la ligne noire, agit comme une enveloppe des écarts calculés. La plupart des valeurs de
ce critère sont supérieures à 10 %, montrant une plus grande sensibilité à la détection de
l’endommagement, par rapport à chaque écart relatif individuel.

Nous traçons les écarts relatifs et le critère pour les cas de poutres continues à trois et
quatre travées (Figure 7.13 et 7.14). Dans tous les cas, la valeur du critère est de l’ordre
de 40 % lorsque l’endommagement se trouve au-dessus des capteurs autour des appuis
intermédiaires et supérieure à 10 % ailleurs. La combinaison des signes des écarts individuels
donne des informations sur la localisation de la zone endommagée.
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Figure 7.13 – Poutre à 3 travées : Écarts entre les poids estimés par différents capteurs
par rapport au capteur situé en x/L = 0.1 et le critère global (ligne noire).

Figure 7.14 – Poutre à 4 travées : Écarts entre les poids estimés par différents capteurs
par rapport au capteur situé en x/L = 0.1 et le critère global (ligne noire).

7.4 Détection de l’endommagement à partir des amplitudes
modales : Passages aux hasards

Dans la vie quotidienne, les structures de ponts sont soumises aux passages des
différents moyens de transport routiers. En général, le chargement, ainsi que la confi-
guration (répartition des chargements sur les essieux, distances entre les essieux, nombre
de roues etc.) des véhicules ne sont pas connus à l’avance. Dans cette section, nous allons
appliquer la méthode présentée dans le chapitre 6 , qui est basée sur les amplitudes modales
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de la déformation et de l’accélération mesurées pour chaque passage, à une suite de passages
aléatoires des véhicules sur une poutre continue. Une étude de convergence du critère en
fonction du nombre de passages sera effectuée afin de déterminer le seuil minimal à prendre
en compte. Ensuite, l’évaluation du critère en fonction de chargement sera examinée.

7.4.1 Poutre continue soumise à plusieurs passages aléatoires

Nous considérons une poutre continue à deux travées comme présentée dans les exemples
précédents. Chaque travée est de longueur identique, L = 15m. La poutre est de section
rectangulaire, de largeur b = 35 cm et de hauteur h = 65 cm. Le matériau constitutif est
le béton (E = 35GPa, ρ = 2500 kg/m3). Une paire de capteurs constituée d’une corde
optique de longueur 2m et d’un accéléromètre est placée au milieu de la première travée.
Une zone de réduction du module de Young de longueur 2m est localisée au milieu de la
première travée (Figure 7.15).

Figure 7.15 – Poutre continue à deux travées avec la présence de l’endommagement

Les caractéristiques des passages, du nombre d’essieux, du chargement par essieu, la
distance entre deux essieux consécutifs et la vitesse du véhicule sont choisis de manière
aléatoire. Ces grandeurs sont obtenues à l’aide du package numpy.random dans Python
suivant la loi de distribution uniforme U [a, b), b > a sur l’intervalle ouvert [a, b] (la loi
uniforme discrète pour le nombre d’essieux et la loi uniforme continue pour les autres
paramètres). La vitesse du passage varie de 5 à 15 m/s, soit 3.4 % à 10.2 % de la première
vitesse critique vc,1. Le nombre d’essieux est compris entre 2 et 5. Le chargement par essieu
est choisi aléatoirement entre 10 kN à 30 kN, tandis que la distance entre deux essieux
consécutifs est comprise entre 1 et 4 m. L’écart entre deux passages est pris égal à 2 fois le
temps nécessaire pour qu’une force ponctuelle puisse traverser la poutre continue à la même
vitesse que celle du passage en amont. Cette durée est également une grandeur aléatoire.
Une présentation détaillée des caractéristiques des passages se trouve dans le tableau 7.2.

Un exemple des passages attribués aléatoirement est présenté dans la Figure 7.16. Les
notations v, l_P, l_d désignent respectivement la vitesse du véhicule (m/s), le chargement
par essieu (N) et la distance entre deux essieux consécutifs (m). Les résultats sont calculés
à l’aide de la méthode analytique directe présentée dans le chapitre 2.
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Paramètres Notation Unité Valeur Note

Vitesse v m/s U [5, 15) 3.4− 10.2 %vc,1
Nombre d’essieux NP – 2, 3, 4, 5
Chargement par essieu Pi kN U [10, 30) i ∈ [1, NP ]
Distance entre 2 essieux dj m U [1, 4) j ∈ [1, NP − 1]

Tableau 7.2 – Caractéristiques détaillées des passages.

Figure 7.16 – Exemples de passages aléatoires

Afin de traiter un grand nombre de passages, au lieu de déterminer les amplitudes
modales de l’accélération et de la déformation dynamique, nous calculons la Densité
Spectrale de Puissance (DSP) de l’intégralité du signal, puis nous prenons le rapport entre
les valeurs maximales de la DSP de l’accélération et de la déformation dynamique :

rε/a =
maxDSP (a)

maxDSP (εd)
(7.4)

Comme le véhicule n’est pas connu, la déformation dynamique est déterminée par
l’extraction de la composante quasi-statique du signal total. La déformation quasi-statique



174 Chapitre 7. Application au cas de poutres

εs est obtenue dans ce cas en passant le signal initial dans un filtre passe-bas avec la
fréquence de coupure fc = 0.8f0, où f0 est la fréquence fondamentale de la structure. La
composante dynamique de la déformation mesurée par la corde optique s’écrit alors :

εd(t) = ε(t)− εs(t) (7.5)

La figure 7.17 représente les Densités Spectrales de Puissance (DSP) de l’accélération
(courbe bleue) et de la déformation dynamique (courbe orange) de 1000 passages sur la
structure non endommagée. Les DSP sont calculées à l’aide de Python. Les deux courbes sont
pratiquement similaires. Nous observons que le pic principal de la DSP de l’accélération et
de la déformation dynamique se trouve à la fréquence 4.9Hz, qui correspond à la fréquence
fondamentale de la structure.

Figure 7.17 – Exemple de DSP de 1000 passages aléatoires

7.4.2 Convergence du rapport max DSP (a)/max DSP (εd)

Afin de voir l’influence de la quantité des signaux d’entrée sur le résultat obtenu, nous
effectuons une étude de convergence du rapport rε/a = max DSP (a)/max DSP (εd) en
fonction du nombre de passages des véhicules. Nous remarquons que la Densité Spectrale
de Puissance (DSP) est définie comme le carré du module de la transformée de Fourier
(TF) divisé par le temps d’intégration. Les signaux de l’accélération et de la déformation
dynamique sont de même longueur et leur DSP est calculée de même manière. Le rapport
entre la valeur maximale des DSPs de l’accélération et de la déformation dynamique
mesurées en un même point (rε/a) est donc le carré du rapport entre deux résidus (ou
constantes modales) de ces deux signaux (présenté dans le Chapitre 6 section 6.5.2.

Les caractéristiques des passages sont choisis de manière aléatoire comme présentées
dans le tableau 7.2. Nous considérons les signaux d’accélération et de déformation de 5 à
10 000 passages. Pour la structure présentée, la valeur de référence du rapport |ran|/|rεn| est
66.53× 103 (ms−2), nous déduisons donc la valeur de référence de rε/a = (66.53× 103)2 ≈
4.43 × 109 (m2s−4). Sur la figure 7.18, nous observons qu’à partir de 100 passages, ce
rapport est pratiquement compris entre 4.5 × 109 (m2s−4) et 4.6 × 109 (m2s−4), soit un
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Figure 7.18 – Étude de convergence du rapport max DSP (a)/max DSP (εd)

écart compris entre 1.6 % et 3.8 % par rapport à la valeur de référence. Le rapport entre les
valeurs maximales de la DSP de l’accélération et de la déformation dynamique pourrait
servir comme un critère d’identification de l’endommagement.

7.4.3 Évaluation de rε/a en fonction de l’endommagement

Nous considérons maintenant la structure endommagée. Un tronçon de poutre de
longueur le = 2m avec une réduction du module de Young ∆E variable est situé
au milieu de la première travée. La figure 7.19 représente la dépendance du rapport
rε/a = max DSP (a)/max DSP (εd) en fonction de la réduction du module de Young
∆E avec différents nombres de passages considérés. Les signaux sont constitués de N =
5, 10, 100, 200, 500 passages.

Figure 7.19 – Rapport max DSP (a)/max DSP (εd) en fonction du niveau de l’endom-
magement.
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Plus le nombre de passage augmente, plus la relation entre la valeur calculée du rapport
rε/a et la réduction du module de Young devient linéaire. Même avec très faible nombre
de passages considérés (N = 5 et N = 10), nous constatons que les courbes obtenues (en
bleu et en orange) sont pratiquement linéaires et qu’elles suivent bien la droite violette, qui
désigne les rapports calculés avec des signaux correspondant à 500 passages.

Afin de voir la sensibilité de ce critère par rapport aux propriétés de l’endommagement,
nous considérons 2 cas d’études comme présentés dans le chapitre 6 :

— Cas 1 : L’endommagement est fixé au milieu de la première travée. La réduction de
la valeur du module de Young varie de 0 (structure saine) à 50 %.

— Cas 2 : La réduction de la valeur du module de Young est fixée à 30 %. La position
du centre de la zone endommagée est variable.

Les passages sont générés de manière aléatoire dans les plages de valeurs présentées
dans le tableau 7.2. Dans cette étude paramétrique, une suite de N = 200 passages est
prise en compte.

(a) (b)

Figure 7.20 – Rapport entre deux résidus (|rak|/|rεk|) en fonction des caractéristiques de
l’endommagement. Cas 1 : Localisation fixée, ∆E variable (à gauche) et Cas 2 : ∆E fixée,
localisation variable (à droite).

La figure 7.20 représente l’évolution du quotient max DSP (a)/max DSP (εd) par rap-
port à la valeur qui correspond au cas d’une structure non-endommagée, exprimée en
pourcentage. La figure 7.20a présente cette évolution en fonction de la réduction de module
de Young (cas 1) alors que la figure 7.20b représente cette valeur dans le cas où la localisa-
tion de l’endommagement est variable (cas 2). Comme nous l’avons observé dans la figure
7.19, le changement relatif du rapport rε/a par rapport à sa valeur de référence (obtenue
si la structure est non-endommagée, r0

ε/a) varie (presque) linéairement en fonction de la

réduction du module de Young (∆E). En ce qui concerne la position de la zone endommagée,
nous constatons un pic principal lorsque l’endommagement se trouve en-dessous de la paire
de capteurs. De plus, nous relevons un deuxième pic de l’ordre de 10 % si l’endommagement
se trouve au niveau du milieu de l’autre travée.
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7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté et développé quelques applications des méthodes
d’identification de l’endommagement proposées dans la deuxième partie du manuscrit. Les
deux approches présentées sont applicables au cas où les caractéristiques du véhicule ne
sont pas connues à l’avance.

La première approche est basée sur les écarts entre le poids total du véhicule estimé
par différentes positions de capteurs lors de son passage et la valeur de référence, ainsi que
la précision de cette estimation. Une combinaison entre les écarts obtenus en comparant
différents capteurs par rapport à l’un des capteurs situés aux extrémités de la structure
donne une indication sur la présence de l’endommagement tandis que le signe de chaque
rapport individuel pourrait fournir des informations sur la localisation du défaut.

La deuxième approche est développée à partir de la méthode de détection par les
amplitudes modales. Lorsque les caractéristiques du passage (configuration de véhicule,
vitesse, etc.) ne sont pas connues à l’avance, les calculs de DSP fournissent la valeur
moyenne de l’énergie des signaux sur une durée longue. Les études de convergence et les
études paramétriques montrent la stabilité du critère proposé par rapport aux différents
facteurs.
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Application aux ponts
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8.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté quelques applications pour des poutres
rectilignes. Ce chapitre est maintenant consacré aux applications sur des ponts à quatre
travées présentés dans le chapitre 3. Contrairement aux structures unidimensionnelles,
le pont présente des comportements mécaniques bidirectionnels comme c’est le cas pour
une plaque. Cela nous permet d’observer les critères proposés dans les deux directions :
longitudinale et transversale.

Afin d’approcher le plus la situation réelle, le maillage original du modèle numérique
de la structure est raffiné. Dans un premier temps, la structure est supposée être non-
endommagée. Nous allons effectuer différents calculs aux éléments finis de ce modèle raffiné
puis, nous comparerons les résultats numériques avec les mesures obtenues pour quelques
passages sélectionnés lors de la campagne d’essai de chargement sur la structure pour la
validation du nouveau modèle.

Nous appliquerons ensuite les démarches proposées dans le chapitre précédent aux
résultats des calculs numériques dans le code Aster et aux mesures expérimentales réalisées
sur la structure. Avec la modélisation numérique, nous pouvons examiner les structures
saines et endommagées, afin de mettre en évidence l’évolution des critères en fonction de
l’endommagement.

8.2 Généralités sur la structure et le modèle numérique
raffiné

8.2.1 Présentation générale de la structure

Comme nous l’avons présenté dans le chapitre 3, la structure est un passage supérieur
routier à quatre travées, avec une longueur totale de 46m. Les deux travées centrales sont
plus longues, de portée 14.6m chacune, alors que les travées externes sont de longueur
8.4m chacune (Figure 8.1). Chaque travée est supportée par dix poutres préfabriquées en
béton précontraint, portant la même longueur que la travée qu’elles supportent.

Figure 8.1 – Profil longitudinal de la structure

Le pont est instrumenté par la société OSMOS depuis 2011. Des nombreux cap-
teurs comme les cordes optiques d’OSMOS, extensomètres, sondes de températures,
accéléromètres, etc. ont été installés sur la structure. Dans le travail présent, nous nous
sommes seulement intéressés aux cordes optiques collées sur les poutres de sous-chaussées et
les deux accéléromètres (carrés rouges) installés sur les poutres P1 et P10, comme montrés
sur la Figure 8.2. Les traits rouges représentent les cordes optiques de longueur 1 m tandis
que les traits bleus désignent celles plus longues, de longueur 2 m. Lors d’un événement
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dynamique (par exemple le passage d’un véhicule sur la structure), les cordes optiques et
les accéléromètres peuvent effectuer des mesures à la fréquence d’échantillonnage de 100
Hz. Les poutres sont numérotées de 1 à 10. Les travées sont dénotées par les chiffres 2 et 3
comme indiqué sur la figure. Nous distinguons les deux sens de passages : un passage est
dit � Nord � lorsque le véhicule emprunte la voie qui est au-dessus des poutres 6 à 10. Le
véhicule passe de la travée 2 (T2) à la travée 3 (T3). Réciproquement, un passage sur la
voie supportée par les poutres 1 à 5 est dit le passage � Sud �. Le véhicule rencontre tout
d’abord la travée 3 puis la travée 2.

Figure 8.2 – Plan d’instrumentation des capteurs considérés (Source OSMOS)

En 2019, une campagne d’essais de chargement sur le pont a été effectuée par la société
OSMOS et ses partenaires. Trois poids-lourds ont été utilisés pour les essais. Ces véhicules
sont nommés par leur poids total. Il s’agit des véhicules de 19 T, 32 T et 44 T dont les
détails principaux de chargements et de géométrie sont comme suit :

— Véhicule 19 T : Chargement par essieu avant : P1 = 6.24 t, chargement par essieu
arrière : P2 = 12.70 t. Distance entre 2 essieux : d1 = 4.05m.

— Véhicule 32 T : Les chargements sur les essieux P1, P2, P3, P4 sont respectivement
5.66 t, 7.96 t, 11.14 t et 6.96 t. Les distances entre 2 essieux consécutifs sont : d1 =
1.80m, d2 = 3.00m et d3 = 1.38m.

— Véhicule 44 T : Les chargements sur les essieux P1, P2, P3, P4, P5 sont respectivement
6.94 t, 10.62 t, 9.20 t, 8.64 t et 8.16 t. Les distances entre 2 essieux consécutifs sont :
d1 = 3.80m, d2 = 3.01m et d3 = d4 = 1.25m.

Une présentation détaillée de l’essai se trouve dans la Section 3.3, Chapitre 3. Les ca-
ractéristiques détaillées des véhicules utilisés dans ces essais sont également présentées dans
le tableau 3.1 (Chapitre 3).
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Dans cette phase d’application, nous allons modéliser les passages des trois véhicules
passant sur la structure à différentes vitesses et pour différentes excentricités (l’écart entre
les roues internes d’un véhicule et la ligne médiane de la chaussée). Différents scénarios
d’endommagement seront pris en compte.

8.2.2 Modèle numérique raffiné

Dans ces travaux, afin de mieux s’adapter à la situation actuelle des essais, le maillage du
pont a été raffiné. Dans ce modèle, le hourdis et les trottoirs sont modélisés par des éléments
de type coque DKT, alors que les autres composantes rectilignes (poutres sous chaussée,
entretoises) sont modélisées par les éléments de poutre droite Euler-Bernoulli (POU_D_E).
Nous comptons 208 éléments sur sa longueur, 36 éléments sur sa largeur, soit un nombre
total de 7 904 éléments quadrangles (2D), 3 025 éléments 1D et 10 486 nœuds (Figure
8.3). Chaque travée courte contient 38 éléments de poutre alors que chaque travée longue
contient 66 éléments. En comparaison avec le modèle numérique présenté au Chapitre 3, la
taille moyenne des éléments passe de 0.36m à 0.22m. Pour un passage de véhicule à une
vitesse de 50 km/h, la fréquence d’échantillonnage du modèle est désormais environ 63Hz.

Figure 8.3 – Maillage raffiné du pont à quatre travées

En ce qui concerne les propriétés mécaniques du matériau, la masse volumique du béton
est prise égale à 2500 kg/m3, son coefficient du Poisson est 0.2. Le module d’élasticité des
poutres et des entretoises est égal à 35GPa, tandis que celui du hourdis est de 32GPa
et de 20GPa pour les trottoirs. Le taux d’amortissement est pris à 5 % pour les calculs
dynamiques. Des présentations détaillées du modèle numérique du pont (propriétés des
matériaux, modélisation des composantes de la structure et leurs liaisons, etc.) se trouvent
à la section 3.5, Chapitre 3.

Dans ce modèle de calculs numériques, les passages des véhicules sont effectués en sens
unique, le long de l’axe X (Figure 8.3). Les passages modélisés dans le modèle numérique
correspondent aux passages � Nord � sur la structure réelle. En admettant que le pont
est symétrique, lorsque nous considérons les passages � Sud �, l’ordre des travées et des
poutres est inversé.
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8.2.3 Comparaison des résultats numériques aux données réelles

Afin de valider le modèle numérique, nous allons comparer les résultats numériques
obtenus par le modèle avec les mesures in situ. Nous disposons des capteurs (cordes optiques,
accéléromètres) au milieu des travées centrales comme indiqué dans la figure 8.4. Les traits
verts représentent les cordes optiques longues, de longueurs 2m alors que les points rouges
représentent les accéléromètres.

Figure 8.4 – Disposition des capteurs sur le pont à quatre travées

Plusieurs passages ont été effectués le jour du test. Nous choisissons cinq passages des
véhicules de test qui sont :

— Trois passages � Sud � des véhicules 19 T, 32 T et 44 T ;

— Le passage � Nord � du véhicule 32 T ;

— Le passage � Sud � et � centré � du véhicule 32 T. Le véhicule se trouve au milieu
de la route pour ce passage.

Les valeurs des excentricités prises en compte dans le modèle des passages � Nord � et
� Sud � sont 0.54m pour les véhicules 19 T, 32 T et 0.27m pour le véhicule 44 T. Pour le
cas du passage � centré �, le véhicule traverse le pont de telle manière qu’il soit centré
sur la ligne médiane. De plus, la distance entre les deux roues d’un même essieu dans le
sens transversal pour le cas du véhicule de 44 T est de 2.45 m, contre 2 m pour les autres
véhicules. Tous les passages se font à 50 km/h. La déformation moyenne sur la longueur du
capteur est calculée par :

εAB = z0 ×
θB − θA
lAB

(8.1)

où θA, θB sont respectivement les rotations en direction Y aux deux extrémités de la corde
optique (A, B). Ces données sont obtenues directement à l’aide des calculs aux éléments finis
dans le solveur code Aster (degré de liberté DRY). Dans ce cas, nous prenons z0 = 0.47m et
lAB = 2m.

La figure 8.5 représente les résultats des calculs numériques en comparaison avec les
données réelles lors des passages dans les sens � Nord � et � Sud � des véhicules de
test. Pour les passages � Sud � (Figures 8.5a, 8.5b, 8.5c), les courbes � numériques � et
� expérimentales � avec une grande amplitude de déformations sont en relativement bon
accord. Ces courbes sont obtenues par les capteurs installés sous les poutres situées au
milieu des voies (T2P4, T3P4). Seules les courbes représentant la déformation de la poutre
instrumentée sous le trottoir du côté de passage (courtes vertes, T2P2) montrent un écart
important entre les déformations mesurées et celles obtenues par le solveur code Aster. Cela
vient probablement des comportements non-linéaires des trottoirs que nous ne prenons pas
correctement en compte. Contrairement aux passages � Sud �, lors du passage � Nord � du



184 Chapitre 8. Application aux ponts

(a) (b)

(c) (d)

Figure 8.5 – Comparaison des résultats des calculs numériques et des mesures réelles :
Passages � Sud � et � Nord � des véhicules.

véhicule 32 T (figure 8.5d), nous observons un bon accord entre les courbes de grande
amplitude de la travée T2 : les courbes en violet, obtenues sur la poutre au milieu de la
voie � Nord � (T2P7) et celles en cyan, obtenues sur la poutre au-dessous du trottoir Nord
(T2P9). Cependant, un écart plus important est observé pour les courbes donnant la poutre
au milieu de la voie Nord supportant la travée T3 (T3P7 - lignes oranges). Pour la plupart
des passages � Nord �, nous observons que la valeur maximale des déformations de la
poutre P7 de la travée 3 (T3P7) est de 15 % à 20 % plus grande que celle obtenue pour
la même poutre de la travée 2 (T2P7). Nous observons une dissymétrie du comportement
mécanique de la structure, alors que le modèle est supposé être symétrique.

La figure 8.6 représente les résultats du modèle numérique et les mesures réelles
obtenues pour le passage centré–Sud du véhicule 32 T. Comme le modèle est symétrique,
les déformations calculées sont identiques pour les paires de poutres : P2 et P9, P4 et P7.
De ce fait, nous observons qu’une seule courbe en continue pour ces paires de poutres. Les
déformations des poutres P4 et P7 dans les deux travées (T2 et T3) mesurées sont légèrement
différentes. Les courbes � expérimentales � et � numériques � de grande amplitude sont en
bon accord. Des écarts plus importants sont observés pour les déformations des poutres
sous trottoirs (T2P2, T2P9).
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Figure 8.6 – Comparaison des résultats des calculs numériques et des mesures réelles :
Passage centré du véhicule 32 T.

8.3 Critère d’endommagement basé sur l’identification des
chargements

Dans cette section, nous allons appliquer la méthode d’identification des chargements
par optimisation (Chapitre 5) à la structure. Dans un premier temps, le modèle de calculs
numériques par éléments finis est considéré. Nous présentons quelques applications d’un
critère d’endommagement basé sur l’identification de chargements appliqués à une structure
saine, puis aux structures endommagées.

Pour la modélisation des chargements, le chargement par essieu est divisé par deux
dans le sens transversal. La figure 8.7a représente le cas du passage d’un véhicule à deux
essieux (ici, il s’agit du cas du véhicule 19 T). Pour le chargement quasi-statique, nous
utilisons les deux forces ponctuelles espacées de la même largeur dans le sens transversal et
de même excentricité que celles du véhicule considéré (figure 8.7b).

(a) (b)

Figure 8.7 – Modélisation des chargements sur le pont. A gauche : Véhicule à 2 essieux
(19 T) et à droite : Chargement pour calculer les moments statiques unitaires (Mse).
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8.3.1 Structure saine

Dans un premier temps, la structure est supposée être non-endommagée. Nous examinons
les passages des trois véhicules (19T, 32T, 44T). Contrairement au cas des poutres rectilignes
unidimensionnelles (Chapitre 7), les écarts portant sur le poids total des véhicules sont
calculés dans les deux sens : transversal et longitudinal.

Direction transversale

La figure 8.8 présente le schéma d’instrumentation de la structure dans le sens transver-
sal. Nous supposons que les paires de capteurs (corde optique et accéléromètre, représentées
par un rectangle rouge sur ce schéma) sont installées au milieu des poutres de la deuxième
travée. Afin d’éviter les déformations négatives, les deux poutres de rive (P1 et P10) ne
sont pas prises en considération. Seules huit poutres (de P2 à P9) sont prises en compte.
Sur le schéma, les appuis sont représentés par des lignes noires en pointillé et les poutres
par les lignes blanches. Nous supposons que les véhicules ne traversent le pont que dans
la direction � Sud �. Par conséquent, la numérotation des poutres est inversée par rap-
port à celle présentée dans le schéma d’instrumentation de la structure réelle. En terme
de glossaire, nous parlons également des travées � première, deuxième, troisième et qua-
trième� pour distinguer les travées T1, T2, T3, T4 du pont à quatre travées (structure réelle).

Figure 8.8 – Instrumentation de la structure dans le sens transversal

Nous déterminons alors dans un premier temps les écarts entre les poids totaux estimés
lors de passages des différents véhicules et leurs valeurs de référence. La figure 8.9 représente
ces écarts en fonction des poutres considérées. Lorsque la structure est non-endommagée,
nous observons que ces écarts sont pratiquement nuls pour toutes les poutres.



8.3. Critère d’endommagement basé sur l’identification des chargements 187

Figure 8.9 – Écarts relatifs des chargements estimés : Le sens transversal

Direction longitudinale

En ce qui concerne la direction longitudinale, nous plaçons trois paires de capteurs sous
les poutres sélectionnées des travées courtes (les travées extérieures : la première travée
et la quatrième travée) et cinq paires de capteurs sous celles des travées longues (c.-à.d.
les travées centrales, la deuxième travée et la troisième travée), soit 16 paires de capteurs
au total dans la direction longitudinale. Sous une poutre courte (de longueur L1 = 8.4m),
elles se trouvent à 1.5 m, 4.2 m et 6.9 m de l’extrémité gauche. De la même façon, les
cinq paires de capteurs se trouvent à 1.5 m, 4.5 m, 7.3 m, 10.1 m et 13.1 m de l’extrémité
gauche d’une poutre longue (de longueur L2 = 14.6m). Le schéma d’instrumentation des
paires de capteurs disposées le long de la structure est présenté dans la figure 8.10.

Figure 8.10 – Instrumentation des capteurs le long de la structure

Les écarts des poids totaux estimés par les paires de capteurs placées sous la poutre
8 par rapport aux poids totaux des véhicules lors des trois passages sont présentés dans
la figure 8.11. Nous observons que ces écarts relatifs sont relativement faibles pour tous
les trois véhicules, notamment pour les véhicules 19 T et 44 T. Pour le passage du poids
lourd 32 T, les écarts estimés par les paires de capteurs placées aux travées 3 et 4 sont plus
importants. Ces écarts de grande amplitude pourraient venir de l’ajustement des distances
entre les essieux en fonction de la taille du maillage. Les éléments dans les travées longues
sont légèrement plus grands que ceux dans les travées courtes (de l’ordre de 0.1 %). Dans les
zones où la rotation des nœuds du maillage de la poutre considérée (DRY) varie rapidement,
les distances arrondies entre les forces nodales pourraient affecter la reconstruction des
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signaux et donner un écart plus important. Nous n’observons pas ces écarts de grande
amplitude sur les poids estimés dans le modèle analytique de poutre unidimensionnelle,
dans laquelle la discrétisation en direction X est plus fine (comprise entre 1 mm et 1 cm).

Figure 8.11 – Écarts relatifs des chargements estimés : Le sens longitudinal

8.3.2 Structure endommagée

Nous passons maintenant au cas où la structure est endommagée. Nous supposons que
seules les poutres sous chaussée peuvent être endommagées. Dans notre modèle numérique,
l’endommagement est modélisé comme un tronçon de poutre avec un module de Young
réduit. De ce fait, un endommagement est caractérisé par la réduction du module d’élasticité
∆E, exprimée en pourcentage et par la longueur du tronçon endommagé, en mètre.

Nous supposons que l’endommagement se trouve au milieu d’une poutre longue sous
la deuxième travée (Figure 8.12). En raison de la taille des éléments utilisés, dans notre
modèle numérique de la structure, la zone endommagée est constituée de 10 éléments 1D
(POU_D_E), soit une longueur de 2.212m. Dans le sens longitudinal (l’axe X), ses extrémités
se trouvent à x1 = 14.594m et x2 = 16.806m. Dans le cadre de l’étude présente, chaque
scénario d’endommagement correspond uniquement à une seule zone de modification du
module de Young dans une seule poutre sous chaussée.

Figure 8.12 – Structure endommagée

Dans notre étude, les poutres 4, 7 et 8 sont successivement considérées comme étant
endommagées. La réduction du module de Young est variable entre 0 % (structure saine)
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et 50 % (structure gravement endommagée). La structure endommagée est soumise aux
passages des poids lourds 19 T et 32 T à une vitesse de v = 50 km/h. Les paires de capteurs
sont placées au milieu de la deuxième travée pour les études dans la direction transversale,
comme indiqué sur le schéma de la figure 8.8. Dans le cas où la direction longitudinale est
prise en considération, les paires de capteurs sont placées le long des poutres considérées
comme montré sur la figure 8.10.

Direction transversale

Nous considérons les passages du véhicule 19 T dans les cas où les poutres 4, 8 sont
endommagées. De même, les passages du poids lourd 32 T sont également considérés
lorsque les poutres 4 et 7 sont successivement endommagées. Ici, nous prenons deux
niveaux d’endommagement. La réduction de module de Young est de 25 % et de 50 %.
Nous traçons les écarts sur les poids propres estimés par les paires de capteurs situées au
milieu des poutres sous la deuxième travée. Les écarts relatifs sur les poids estimés dans
le sens transversal lors des passages de différents véhicules dans les différents scénarios
d’endommagement sont présentés sur la figure 8.13.

Figure 8.13 – Écarts relatifs des chargements estimés : Structure endommagée

Dans la figure 8.13, la légende est de type XXT-pY. Les deux premiers chiffres (XX)
désignent le type du véhicule (19 T, 32 T ou 44 T) alors que le dernier chiffre après la lettre
� p � (Y) représente le numéro de la poutre endommagée (4 ou 7). Pour chaque passage,
nous observons un pic de plus grande amplitude qui correspond à la poutre endommagée.
De plus, les écarts sur les poids propres calculés à partir des paires de capteurs situées sur
les poutres voisines de celle endommagée ne sont pas nuls. Ces écarts déterminés pour les
poutres voisines ont des valeurs pouvant être comprises entre 20 % et 40 % de la valeur
des pics principaux.

La figure 8.14 représente les écarts relatifs maximaux sur les chargements estimés (les
pics principaux des courbes sur la figure 8.13) en fonction de la réduction du module de
Young. Nous constatons une relation pratiquement linéaire entre les écarts relatifs sur les
poids propres estimés des véhicules et la réduction du module d’élasticité. Les écarts sur
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les poids propres atteignent 5 % lorsque la réduction du module de Young est de 15 %
tandis que l’écart maximal estimé est de l’ordre de 22 % quand la poutre est gravement
endommagée (∆E = 50 %). Ces écarts estimés sont inférieurs aux écarts estimés pour le
cas d’une poutre simple soumise aux chargements mobiles (Chapitre 7) en raison de la
répartition des chargements sur l’ensemble des poutres sous chaussées.

Figure 8.14 – Écarts relatifs des chargements estimés en fonction de l’endommagement

Direction longitudinale

Concernant le sens longitudinal, nous disposons les paires de capteurs le long de la
poutre 8 comme montré sur la figure 8.10. De plus, nous supposons également que la poutre
8 est endommagée. Cette dernière est modélisée par une zone de réduction du module de
Young de longueur 2.12m au milieu de la deuxième travée (Figure 8.12). La réduction
du module d’élasticité de cette zone est variable. La structure est soumise au passage du
véhicule 19 T à 50 km/h.

Dans cette direction, nous faisons l’hypothèse que le poids du véhicule n’est pas connu à
l’avance. Nous avons vu dans le chapitre 7 pour le cas d’une poutre continue, à l’exception
du cas pour lequel la zone endommagée se trouve en-dessous du premier couple de capteurs,
que le poids total estimé par celui-ci est très proche du poids de référence et que sa valeur
est assez stable. Nous prenons cette valeur comme celle de référence. Soit nc le nombre
total des couples de capteurs, nous pouvons calculer les écarts relatifs de la façon suivante
(notons que ε1 = 0) :

εi = 100×

(
P e[i]

P e[1]

− 1

)
, i = 1, 2, 3, ..., n. (8.2)

Pour détecter la présence de l’endommagement, nous prenons la somme de ces écarts
comme un critère global :

E =

nc∑
k=1

|εk| (8.3)
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La figure 8.15 représente les écarts entre le poids estimé du véhicule 19 T par différents
couples de capteurs et celui estimé par le premier couple. Nous observons un pic principal
à l’endroit où se trouve l’endommagement. De plus, nous constatons d’autres pics de plus
faibles valeurs autour de la zone endommagée.

Figure 8.15 – Écarts relatifs des chargements estimés : poutre 8 endommagée – Direction
longitudinale.

Nous présentons ensuite la relation entre le critère global E et la réduction du module
de Young ∆E (Figure 8.16). Nous observons une relation pratiquement linéaire de E en
fonction du niveau d’endommagement. Nous remarquons également que la valeur de ce
critère global dépend du plan d’installation des couples de capteurs.

Figure 8.16 – Critère global E (exprimé en pourcentage)
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8.3.3 Structure rigidifiée

Nous considérons le cas où la zone � endommagée � de la poutre présente une réduction
négative du module d’élasticité. Autrement dit, la structure est maintenant rigidifiée. Le
tronçon de poutre avec une augmentation du module de Young reste à la même position que
la zone endommagée présentée dans la section précédente. Il s’agit d’une zone de longueur
2m, située au milieu de la deuxième travée de la structure.

L’augmentation du module d’élasticité est opérée pour les poutres 2, 4 et 7. La structure
est soumise également aux passages des poids lourds 19 T et 32 T à une vitesse de 50 km/h.
Dans cette étude, nous nous intéressons seulement à la direction transversale.

Figure 8.17 – Écarts relatifs des chargements estimés : Structure rigidifiée

La figure 8.17 représente deux niveaux de rigidification avec un ajout de 25 % et de 50
% du module de Young initial au tronçon sélectionné. Nous observons des écarts négatifs
entre le poids estimé et le vrai poids des véhicules. Cela traduit le fait qu’avec la présence
d’une section rigidifiée, la déformation obtenue dans cette dernière est plus petite que celle
mesurée dans une section normale (structure saine). Par conséquent, le poids estimé en
utilisant les données fournies par cette section est inférieur au poids de référence du véhicule
et entrâıne un écart négatif. Avec une augmentation de 50 % du module d’élasticité initial,
nous observons des écarts maximaux de l’ordre 12 % à 13 %.

La figure 8.18 représente la dépendance des écarts maximaux (valeurs absolues) entre
le poids estimé et le poids de référence des véhicules en fonction du niveau de rigidification.
Nous obtenons une relation pratiquement linéaire entre les valeurs des pics principaux et
l’augmentation du module de Young, mais dans le sens opposé en comparaison avec les
courbes présentées dans la figure 8.14 (le cas où la structure est endommagée avec une
réduction du module de Young). De plus, la pente de ces courbes est plus faible que le
cas de structure endommagée. Comme la déformation est proportionnellement inverse à
la rigidité en flexion (EI) de la structure, une réduction de 50 % du module de Young
implique une déformation qui est deux fois plus grande que celle obtenue pour une structure
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Figure 8.18 – Écarts relatifs des chargements estimés en fonction du niveau de rigidification

saine (soit un changement de 100 %), alors que l’ajout de 50 % au module de Young initial
entrâıne seulement une réduction de 33 % de la déformation finale.

8.4 Application aux données réelles

Dans cette partie, nous allons appliquer la méthode d’identification présentée aux
résultats de mesures obtenus lors de la campagne d’essais de chargement sur la structure
réelle. Dans la section 8.2.3, nous avons observé une cohérence entre les données mesurées
et le modèle numérique de la structure saine. De ce fait, nous supposons alors que le pont
est non endommagé. Les données entrées sont les résultats de mesures obtenues durant
les passages � Sud � des véhicules, à vitesse 50 km/h, à l’aide de l’accéléromètre sur la
poutre P1 (ACC-P1), des cordes optiques collées sur la face latérale des poutres 2, 4, 7, 9 de
la travée T2 et de deux cordes optiques collées sur les poutres 4 et 7 de la travée P3 (figure
8.19). Nous supposons que l’excentricité des passages des véhicules 19 T et 32 T est de
0.54m alors que celle du passage du poids lourds 44 T, qui possède une largeur entre les
roues d’un même essieu plus importante, est de 0.27m.

Nous allons considérer les capteurs dans deux directions : longitudinale et transversale.
Comme présenté sur la figure 8.19, en ce qui concerne la direction longitudinale, nous
considérons deux axes 1 et 2 (lignes oranges), le long des poutres P4 et P7. Les mesures
des cordes optiques bleues seront prises en compte. Quant à la direction transversale, nous
considérons alors l’axe A-A (ligne vertical en violet). Les mesures des quatre cordes optiques
dans la section seront utilisées.

8.4.1 Direction longitudinale

Nous ne disposons que de deux cordes optiques dans la direction longitudinale (sur les
axes 1 et 2). En supposant que le poids des véhicules est inconnu, nous prenons alors les
poids estimés à l’aide des cordes optiques de la travée T2 comme valeurs de référence. Nous
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Figure 8.19 – Plan d’instrumentation avec les axes choisis

calculons l’écart entre les valeurs estimées par les mesures dans la travée T3 par rapport à
celles obtenues dans la travée T2.

ε2 (%) = 100×

(
P

(T3)
tot

P
(T2)
tot

− 1

)
(8.4)

Figure 8.20 – Écarts relatifs des chargements estimés : Structure réelle

La figure 8.20 représente les écarts ε2 entre les poids estimés à l’aide des mesures sur
les poutres numéros 4 et 7 de la travée T3 et T2. Nous observons que ces écarts sont
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relativement petits, et qu’ils traduisent un bon accord entre les mesures de déformation
des poutres sous les voies de ces deux travées.

8.4.2 Direction transversale

Nous considérons maintenant le sens transversal, où les déformations des poutres
instrumentées dans la travée T2 sont exploitées.

Figure 8.21 – Écarts relatifs des chargements estimés : Structure réelle

La figure 8.21 représente les écarts relatifs entre les poids estimés et les poids des
véhicules utilisés dans la campagne d’essais. Nous observons des écarts les plus impor-
tants (de l’ordre de 25 % à 35 %) sur la poutre P2. Ces écarts importants, de valeurs
négatives impliquent une � rigidification � de la structure réelle par rapport au modèle
numérique. En effet, la poutre 2 est particulière, parce qu’elle est située sur le trottoir. La
présence de ce dernier augment la rigidité en flexion de la structure. De plus, les éléments
accessoires comme le garde-corps, les corniches, etc. contribuent aussi à l’augmentation
du moment quadratique de cette partie de la structure. L’état de précontrainte dans les
poutres sous-chaussée est également un facteur qui pourrait influencer le résultat. Dans
le modèle numérique, les éléments accessoires et la précontrainte des poutres ne sont pas
prise en compte. Pour des mesures obtenues à la poutre 4, ces écarts sont les plus faibles
(compris entre −5 % et 5 %). Pour les autres poutres situées sous la voie en sens inversé
(poutres numéros 7 et 9), ces écarts varient de 5 % à 20 %. Ces résultats sont compatibles
avec la comparaison des courbes des histoires des déformations que nous avons dans la
partie 8.2.3 (figure 8.5). Les écarts entre les déformations calculées numériquement et les
mesures réelles entrainent les écarts les plus importants entre les poids estimés des véhicules
avec ceux en réalité. Au contraire, la bonne concordance des courbes de déformation de
grande amplitude obtenues numériquement et par la mesure fait que les écarts relevés par
la corde optique sous la poutre P4 sont faibles. Les écarts ne sont pas parfaitement nuls
parce qu’en pratique, il est difficile de connaitre les vraies excentricités (distance entre
les roues internes du véhicule et la ligne médiane de la route). Enfin, la vitesse réelle des
véhicules n’est pas exactement à 50 km/h.
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En ce qui concerne l’estimation à partir des amplitudes modales, dans notre modèle de
structures de poutres rectilignes, l’accéléromètre et le capteur de déformation sont supposés
être placés aux mêmes endroits (l’accéléromètre se trouve au milieu de la corde optique).
Dans la structure réelle, les accéléromètres sont placés sur les poutres de rive (P1, P10) alors
que les capteurs de déformation sont collés sur les faces latérales des poutres sélectionnées
(P2, P4, P7 et P9). De ce fait, l’hypothèse faite de co-localisation de ces deux capteurs n’est
pas totalement assurée. Enfin, les applications aux données réelles sur le critère à partir
des amplitudes modales de l’accélération et de la déformation mesurées en même point
restent à faire dans des travaux futurs.

8.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques applications des méthodes d’identifica-
tion proposées à une structure réelle. Les critères proposés sont appliqués aux résultats
numériques ainsi qu’aux mesures réalisées sur ouvrage.

Le pont à quatre travées présente des comportements géométriques et mécaniques
bidimensionnels. Nous avons examiné l’identification du chargement total du véhicule dans
le sens transversal et proposé un critère de détection de l’endommagement basé sur l’esti-
mation de la charge dans le sens longitudinal. Dans le sens transversal, lorsqu’une poutre
sous chaussée du pont est endommagée, les écarts sur le poids total du véhicule estimé à
partir de l’histoire des déformations de ses poutres voisines sont également influencés. De
plus, nous observons une relation pratiquement linéaire entre les écarts maximaux estimés
et la réduction du module de Young. Quant au critère dans le sens longitudinal, nous obte-
nons une relation linéaire de ce critère global en fonction du niveau de l’endommagement
(caractérisée par la réduction du module de Young ∆E).



Conclusions et perspectives

Conclusions générales

Dans la première partie, nous avons traité un problème direct, en cherchant à déterminer
les réponses des structures sous sollicitations du trafic en des points donnés. Un modèle de
calcul analytique de poutres continues saines et endommagées soumises à des chargements
mobiles a été développé. Ce modèle utilise les matrices de transfert comme les éléments-
clés qui connectent deux segments voisins entre eux. Les réponses finales de la poutre
(déplacement, déformation ponctuelle en un point, déformation moyenne sur une longueur,
accélération, etc.) sont obtenues rapidement par la superposition des modes propres de
vibration permettant d’effectuer plusieurs études paramétriques. L’endommagement présent
dans la poutre est modélisé par deux approches différentes : l’une par un ressort spiral
qui connecte deux segments de la travée fissurée alors que l’autre est caractérisée par une
réduction du module de Young dans un tronçon de poutre. Le modèle analytique est validé
par les calculs numériques comparatifs effectués à l’aide du logiciel de calculs aux éléments
finis code Aster.

Ensuite, afin de mieux connaitre les comportements mécaniques de la structure réelle
étudiée dans ce travail, un modèle numérique complet de cette structure, un pont à quatre
travées, est construit à l’aide de la plateforme Salomé (pour le maillage) et du logiciel
code Aster (pour les calculs aux éléments finis). En plus des modes de flexion d’une por-
tion de poutre 1D, les effets bidimensionnels sont également déterminés à l’aide de cette
modélisation. Nous pouvons alors expliquer la présence de certaines fréquences de vibration
de plaques obtenues à partir des données mesurées par un accéléromètre situé sur une
poutre de rive dans l’une des travées centrales. Les valeurs de six premières fréquences
calculées à partir des données réelles sont pratiquement confondues avec celles obtenues à
l’aide du modèle numérique de la structure. Les études sur l’influence de la longueur des
capteurs et de l’endommagement sur la réponse en déformation font l’objet du troisième
chapitre de cette partie (Chapitre 4). A partir de la formulation mathématique et des
données expérimentales, nous constatons que la déformation obtenue par une corde optique
longue et par une jauge de déformation située au milieu de cette corde optique est identique,
sauf lorsque la force passe au-dessus de la corde optique.

La deuxième partie est dédiée au problème inverse. Dans un premier temps, nous avons
proposé des critères basés sur la distribution de l’aire sous les courbes de déformation. Les
critères (global et local) permettent d’identifier la présence de l’endommagement sur une
poutre ainsi que le localiser. Cependant, de nombreux capteurs longs de déformation (de
type corde optique) sont nécessaires pour cela. Ensuite, nous avons développé des critères
basés sur les mesures de capteurs en co-localisation à savoir une jauge de déformation
et un accéléromètre. Les deux signaux nous donnent pour l’un la dérivée deuxième du
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déplacement par rapport à l’espace et pour l’autre, la dérivée deuxième du déplacement
par rapport au temps. Ces signaux montrent une corrélation particulière en regardant
les composantes dynamiques et quasi-statiques. Les critères qui sont retrouvés par opti-
misation des signaux bruts ont été appliqués aux cas de passages des véhicules sur une
poutre simple et montrent leur sensibilité à la présence de l’endommagement et leur faible
dépendance aux bruits de mesure. Dans le cas où la structure est non-endommagée, les
critères pourraient être utilisés pour la rétro-estimation des propriétés du véhicule. Les
mesures réelles obtenues résultent de la superposition de différentes réponses modales.
Par conséquent, la méthode présentée est bien adaptée avec les types de structures pour
lesquels la participation à la réponse finale des modes supérieurs est négligeable. Nous
avons ensuite cherché une seconde approche pour l’estimation des critères dans le domaine
fréquentiel. Dans cette deuxième approche, nous avons utilisé les données provenant de
la déformation et de l’accélération mesurées en un même point pour l’identification des
paramètres modaux à l’aide de la méthode de fraction rationnelle des polynômes. Les
modules des valeurs de pôles et de constantes modales estimées sont proportionnels au
taux de participation du mode correspondant à la réponse finale (ou la hauteur de pic de la
transformée de Fourier des signaux pour chaque mode individuel). De ce fait, nous consta-
tons que le rapport entre le module des pôles (ou constante modale) de l’accélération et de
la déformation est pratiquement proportionnel à la rigidité en flexion EI de la poutre, et
qu’il pourrait être envisagé de l’utiliser comme un critère de détection de l’endommagement.

Enfin, les critères proposés ont été appliqués aux structures de poutres (poutres simples
et continues, avec ou sans la présence de l’endommagement) et de pont. C’est le sujet de la
dernière partie qui est la partie applicative. Dans un premier temps, à partir des écarts
entre les poids estimés et le poids propre du véhicule à différents endroits, nous avons pris
la somme de ces écarts comme un indicateur de la présence de l’endommagement alors que
la combinaison des signes des rapports individuels calculés donne des informations sur la
localisation du défaut. Cet indicateur semble indépendant du type de véhicule et de la vitesse
du chargement. Dans la deuxième application basée sur les critères de détection à partir
des amplitudes modales, nous avons calculé le rapport des valeurs maximales de la Densité
Spectrale de Puissance (DSP) de l’accélération et de la déformation mesurées en un même
point. Les signaux contiennent de nombreux passages aléatoires. Les rapports retrouvés
semblent indépendants du nombre de passages (caractérisés par la longueur des signaux
d’entrée) et montrent leur sensibilité à l’endommagement. Après avoir appliqué ces critères
aux poutres rectilignes, nous les avons appliqué à une structure réelle : le pont à quatre
travées. Ce dernier présente des comportements mécaniques et géométriques bidimensionnels.
Les critères ont été examinés dans les directions : longitudinale et transversale. Lorsqu’une
poutre sous chaussée est endommagée, les critères obtenus dans les poutres voisines sont
aussi influencés. Par ailleurs, en appliquant ces critères sur les données réelles, nous avons
constaté que le rapport entre les valeurs maximales des DSP de l’accélération et de la
déformation mesurées ne dépend pas de la quantité des signaux.

Perspectives et discussions

Le problème direct

Le modèle analytique

Nous avons développé dans un premier temps un modèle analytique de poutres continues
soumises à des chargements mobiles. Ce modèle pourrait encore être développé pour enrichir
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les études paramétriques et les scénarios d’endommagements de la structure :

— Dans ce travail, le modèle de véhicules ne tient compte que des forces mobiles.
Les effets dynamiques et d’inertie du chargement sont donc considérés négligeables.
Dans les travaux qui suivent, ceux-ci pourraient alors être pris en compte par l’ajout
d’une masse mobile ou encore, d’un système de masse suspendue (sprung-mass) ;

— L’endommagement est modélisé par un ressort spiral (le cas d’une fissure) ou une
zone de réduction du module d’élasticité. Cependant, nous nous intéressons seulement
à la présence d’un endommagement dans la structure. Nous pourrions augmenter par
la suite le nombre d’endommagements. De plus, le défaut pourrait être modélisé par
d’autres approches (modification de la géométrie, etc.) ;

— L’état de précontrainte de la structure n’est pas pris en compte : c’est une piste à
développer.

— Autres facteurs différents pouvant être pris en compte : profil de la chaussée, vitesse
du véhicule variable, raideur des appuis ...

Le modèle numérique

Nous avons développé des modèles numériques bidimensionnels de la structure avec
différentes tailles du maillage pour être le plus adaptés aux données réelles. En général, le
résultat des simulations est en relativement en bon accord avec les données mesurées sur
la structure réelle. Cependant, les déformations négatives et les déformation des poutres
situées loin du trajet des véhicules sont moins corrélées avec les mesures. Dans nos modèles
les points d’application des charges sont des nœuds du maillage de la chaussée. L’écart entre
deux charges dans le sens transversal (largeur entre deux roues d’un même essieu) n’est pas
assuré. Pour être plus proche de la situation actuelle, les points d’application des charges
(et par conséquent, l’excentricité de véhicule) pourraient être créées par une modification
éventuelle du maillage de la structure. De plus, les propriétés des différentes composantes
du pont sont prises à titre indicatif et les comportements mécaniques de ces composantes
sont supposés être élastiques linéaires. Une vérification plus détaillée pourrait être utile
pour avoir des résultats calculés plus proches des données réelles. En ce qui concerne les
scénarios d’endommagement, pour aller plus loin, le nombre d’endommagements pourrait
être augmenté pour enrichir les études paramétriques.

Le problème inverse

Dans la partie traitant du problème inverse nous avons développé deux grandes ap-
proches : L’identification à partir des histoires de l’accélération et de la déformation
mesurées au même endroit (approche par optimisation), et d’autre part, à partir des
amplitudes modales de ces signaux (approche modale). Dans la première approche, les
modèles analytiques et numériques montrent des résultats pertinents dans le cas de passages
des chargements mobiles sur une poutre simple. Dans le cas où le nombre de travées de la
structure augmente, la participation des modes supérieurs a une influence sur la réponse.
Nous nous plaçons alors dans le cadre de la deuxième approche pour laquelle les signaux
sont regardés dans le domaine fréquentiel. La troncature des signaux entrés et le choix des
paramètres sont également des sujets à développer.

Travaux expérimentaux

Afin de mettre en évidence les critères de détection de l’endommagement proposés ainsi
que le modèle analytique des poutres continues endommagées, des travaux expérimentaux
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permettant de reproduire le passage d’un chargement sur une poutre à l’échelle du labora-
toire pourraient être effectuées. Dans un premier temps, une expérience consistant à tester
une poutre simple, soumise à plusieurs types de chargement (choc, force mobile, etc.) nous
permettrait de vérifier nos modèles analytiques. Ensuite, un défaut pourrait être créé sur
la poutre pour examiner les critères proposés. Par la suite, une maquette de poutre plus
complexe pourrait être réalisée.
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Annexe A

Matrices de transfert

Cet annexe concerne le calcul des matrices de transfert introduites dans le Chapitre 2.

La fonction de forme du segment j de la poutre est donnée par l’expression suivante :

φj(xj) = Aj sin(λjxj) +Bj cos(λjxj) + Cj sinh(λjxj) +Dj cosh(λjxj) (A.1)

dans laquelle λj est le nombre d’onde et xj est la coordonnée locale du segment concerné.
Aj , Bj , Cj , Dj sont des constantes réelles. A partir de la relation (2.6), nous avons λ4

jEjI =

ρSω2 = const, puisque la pulsation ω représente une propriété globale du système.

A.1 Matrice de transfert à l’interface de la section fissurée

Considérons l’interface de section fissurée (Figure 2.2). De part et d’autre de la fissure,
le déplacement, le moment de flexion et l’effort tranchant restent inchangés. Cela implique
les égalités suivantes des déformées modales et ses dérivées :

φk1(Lk1) = φk2(0)

Ek1Iφ
′′
k1(Lk1) = Ek2Iφ

′′
k2(0)

Ek1Iφ
′′′
k1(Lk1) = Ek2Iφ

′′′
k2(0)

(A.2)

Le saut de pente de la poutre est proportionnel au moment de flexion à la section
fissurée :

φ′k2(0)− φ′k1(Lk1) = Kφ′′k2(0) (A.3)

avec K = EIcθ = 6h(1−ν2)J1(a1) le coefficient de proportion en section fissurée. J1(a/h) =
J1(a1) une fonction de la profondeur relative (le rapport a/h) de la fissure :

(A.4)J1(a1) = 1.8624a2
1 − 3.95a3

1 + 16.375a4
1 − 37.226a5

1 + 76.81a6
1

− 126.9a7
1 + 172a8

1 − 143.97a9
1 + 66.56a10

1

Notons que Ek1 = Ek2 = E, en reportant l’expression de la déformée modale φj(xj)
(Equation A.1, j = k1, k2) aux expressions (A.2) et (A.3), nous avons :

Ak1 sin(λk1Lk1) +Bk1 cos(λk1Lk1) + Ck1 sinh(λk1Lk1) +Dk1 cosh(λk1Lk1) = Bk2 +Dk2

−Ak1 sin(λk1Lk1)−Bk1 cos(λk1Lk1) + Ck1 sinh(λk1Lk1) +Dk1 cosh(λk1Lk1) = −Bk2 +Dk2

−Ak1 cos(λk1Lk1) +Bk1 sin(λk1Lk1) + Ck1 cosh(λk1Lk1) +Dk1 sinh(λk1Lk1) = −Ak2 + Ck2

−Ak1 cos(λk1Lk1) +Bk1 sin(λk1Lk1)− Ck1 cosh(λk1Lk1)−Dk1 sinh(λk1Lk1) = −Ak2 − Ck2
+ λk1K(−Bk2 +Dk2)

(A.5)
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En résolvant le système linéaire (A.5), nous pouvons exprimerXk2 =
[
Ak2 , Bk2 , Ck2 , Dk2

]T
en fonction de Xk1 =

[
Ak1 , Bk1 , Ck1 , Dk1

]T
sous forme matricielle :

Xk2 = Tk1Xk1 (A.6)

dans laquelle :

Tk1 =


−b.s+ c −s− b.c b.sh b.ch

s c 0 0
−b.s −b.c b.sh+ ch sh+ b.ch

0 0 sh ch

 (A.7)

avec :

b =
Kλk1

2
= 3h(1− ν2)J1(a1)λk1

s = sin(λk1Lk1), c = cos(λk1Lk1)

sh = sinh(λk1Lk1), ch = cosh(λk1Lk1)

A.2 Matrice de transfert à l’interface de la zone endommagée

A l’interface de la zone endommagée (figure 2.3), le déplacement vertical, la pente de
l’axe neutre, le moment de flexion et l’effort tranchant restent également inchangés. Cela
implique les égalités suivantes des déformées modales et ses dérivées :

φk1(Lk1) = φk2(0)

φ′k1(Lk1) = φ′k2(0)

Ek1Iφ
′′
k1(Lk1) = Ek2Iφ

′′
k2(0)

Ek1Iφ
′′′
k1(Lk1) = Ek2Iφ

′′′
k2(0)

(A.8)

En reportant l’expression de la déformée modale φj(xj) (Equation A.1 avec j = k1, k2)
au système des équations (A.8), nous avons :

Ak1 sin(λk1Lk1) +Bk1 cos(λk1Lk1) + Ck1 sinh(λk1Lk1) +Dk1 cosh(λk1Lk1) = Bk2 +Dk2

λk1 (Ak1 cos(λk1Lk1)−Bk1 sin(λk1Lk1) + Ck1 cosh(λk1Lk1) +Dk1 sinh(λk1Lk1)) = λk2 (Ak2 + Ck2)

λ2
k1Ek1I (−Ak1 sin(λk1Lk1)−Bk1 cos(λk1Lk1) + Ck1 sinh(λk1Lk1) +Dk1 cosh(λk1Lk1)) = −λ2

k2Ek2IBk2

+ λ2
k2Ek2IDk2

λ3
k1Ek1I (−Ak1 cos(λk1Lk1) +Bk1 sin(λk1Lk1) + Ck1 cosh(λk1Lk1) +Dk1 sinh(λk1Lk1)) = −λ3

k2Ek2IAk2

+ λ3
k2Ek2ICk2

(A.9)

Pour simplifier les expressions, nous notons :

s = sin(λk1Lk1), c = cos(λk1Lk1)

sh = sinh(λk1Lk1), ch = cosh(λk1Lk1)

Remarquons que λ4
k1
Ek1I = λ4

k2
Ek2I. Nous notons également σ = σ12 = 4

√
Ek1/Ek2 =

λk2/λk1 . Les équations (A.9) deviennent :

Ak1s+Bk1c+ Ck1sh+Dk1ch = Bk2 +Dk2

(1/σ) (Ak1c−Bk1s+ Ck1ch+Dk1sh) = Ak2 + Ck2

σ2 (−Ak1s−Bk1c+ Ck1sh+Dk1ch) = −Bk2 +Dk2

σ (−Ak1c+Bk1s+ Ck1ch+Dk1sh) = −Ak2 + Ck2

(A.10)
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En résolvant le système linéaire (A.10), nous pouvons exprimer Xk2 en fonction de Xk1

sous forme matricielle :

Xk2 = Tk1Xk1 (A.11)

dans laquelle :

Tk1 =
1

2


(1 + σ2)c/σ −(1 + σ2)s/σ (1− σ2)ch/σ (1− σ2)sh/σ
(1 + σ2)s (1 + σ2)c (1− σ2)sh (1− σ2)ch

(1− σ2)c/σ −(1− σ2)s/σ (1 + σ2)ch/σ (1 + σ2)sh/σ
(1− σ2)s (1− σ2)c (1 + σ2)sh (1 + σ2)ch

 (A.12)

A.3 Matrice de transfert aux appuis intermédiaires 1

Considérons la j-ième travée (figure 2.4). Nous supposons qu’aucun défaut n’est présent
dans cette travée (travée saine). Les deux extrémités de la travée sont bloquées. Cela
implique que la déformée modale locale φj(xj) est nulle aux bords :

φj(0) = 0

φj(Lj) = 0
(A.13)

De plus, d’un côté à l’autre de l’appui gauche de la travée considérée, la pente de l’axe
neutre de la poutre et le moment de flexion restent inchangés. Nous avons :

φ′j(0) = φ′j−1(Lj−1)

EjIφ
′′
j (0) = Ej−1Iφ

′′
j−1(Lj−1)

(A.14)

En reportant l’expression de la déformée modale pour les travées j et j − 1 (φj(xj),
φj−1(xj−1)) aux expressions (A.13) et (A.14). Afin de simplifier les expressions, nous notons
s, c, sh, ch les fonctions sinusöıdales et sinusöıdales hyperboliques de la (j − 1)-ième
travée :

s = sin(λj−1Lj−1), c = cos(λj−1Lj−1)

sh = (sinhλj−1Lj−1), ch = cosh(λj−1Lj−1)

Nous obtenons alors les relations suivantes :

Bj +Dj = 0

Aj sin(λjLj) +Bj cos(λjLj) + Cj sinh(λjLj) +Dj cosh(λjLj) = 0

λj−1 (Aj−1c−Bj−1s+ Cj−1ch+Dj−1sh) = λj (Aj + Cj)

λ2
j−1Ej−1I (−Aj−1s−Bj−1c+ Cj−1sh+Dj−1ch) = λ2

jEjI(−Bj +Dj)

(A.15)

En notant σ = 4
√
Ej−1/Ej = λj/λj−1, nous exprimons le vecteur des coefficients Xj =[

Aj , Bj , Cj , Dj

]T
en fonction de Xj−1 =

[
Aj−1, Bj−1, Cj−1, Dj−1

]T
sous forme matri-

cielle Xj = S4×4Xj−1 nous avons l’expression de la matrice S :

S4×4 =
1

2σ


−σ3.κ.s+ 2η.c −η.s− σ3.κ.c σ3.κ.sh+ 2η.ch 2η.sh+ σ3.κ.ch

σ3.s σ3.c −σ3.sh −σ3.ch
σ3.κ.s+ 2ε.c −2ε.s+ σ3.κ.c −σ3.κ.sh+ 2ε.ch 2ε.sh− σ3.κ.ch
−σ3.s −σ3.c σ3.sh σ3.ch

(A.16)

1. A l’exception de l’appui gauche de la travée endommagée
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Par ailleurs, la matrice S4×4 pourrait être également exprimée sous forme de produit
des matrices :

S4×4 =


−κ η
1 0
κ ε
−1 0

[σ2

2 0
0 1

σ

] [
s c −sh −ch
c −s ch sh

]

= VjΣj−1,jWj−1

(A.17)

dans laquelle les fonctions κ, η, ε ne contiennent que les informations sur la j-ième
travée :

κ =
cosλjLj − coshλjLj
sinλjLj − sinhλjLj

η = − sinhλjLj
sinλjLj − sinhλjLj

ε = 1− η =
sinλjLj

sinλjLj − sinhλjLj

Remarquons que la matrice S est singulière (la somme de la deuxième et la quatrième
ligne étant nulle).

A.4 Matrice de transfert à l’appui gauche de la travée en-
dommagée

Nous considérons enfin l’appui gauche de la travée endommagée (figure 2.5). Nous
avons les mêmes relations qu’un appui intermédiaire ordinaire, à l’exception la relation
φj(Lj) = 0. Nous avons les relations comme le système d’équations (A.15), sauf la deuxième
ligne :

Bj +Dj = 0

λj−1 (Aj−1c−Bj−1s+ Cj−1ch+Dj−1sh) = λj (Aj + Cj)

λ2
j−1Ej−1I (−Aj−1s−Bj−1c+ Cj−1sh+Dj−1ch) = λ2

jEjI(−Bj +Dj)

(A.18)

L’extrémité droite du segment ke est liée à l’appui Ak (e = 2 si l’endommagement est
une fissure, e = 3 si cette dernière est modélisée par une zone endommagée). Le déplacement
de cet appui est bloqué. Nous avons :

uke(Lke) = 0 (A.19)

⇒ Ake sinλkeLke +Bke cosλkeLke + Cke sinhλkeLke +Dke coshλkeLke = bTkeXke

= 0
(A.20)

Avec bke =
[
sinλkeLke cosλkeLke sinhλkeLke coshλkeLke

]T
et,

Xke =
[
Ake , Bke , Cke , Dke

]T
.

En reportant la relation (A.6) en section fissurée dans l’équation (A.20), nous obtenons :

bTkeTXk1 = 0 (A.21)
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avec : {
T = T1(K,Lk1), si cθ

T = T2(σ12, Lk2) · T1(σ21, Lk1), si∆E
(A.22)

Nous notons σ = 4
√
Ej−1/Ej = λj/λj−1, en exprimant Xj−1 en fonction de Xj sous

forme matricielle Xj = G4×4Xj−1 nous avons l’expression de la matrice G :

G4×4 =
1

2σ


−σ3.κ.s+ 2η.c −η.s− σ3.κ.c σ3.κ.sh+ 2η.ch 2η.sh+ σ3.κ.ch

σ3.s σ3.c −σ3.sh −σ3.ch
σ3.κ.s+ 2ε.c −2ε.s+ σ3.κ.c −σ3.κ.sh+ 2ε.ch 2ε.sh− σ3.κ.ch
−σ3.s −σ3.c σ3.sh σ3.ch

(A.23)

Comme la matrice S, la matrice G pourrait être également exprimée sous forme de
produit des matrices :

G4×4 =


−κ η
1 0
κ ε
−1 0

[σ2

2 0
0 1

σ

] [
s c −sh −ch
c −s ch sh

]

= VkΣk−1,k1Wk−1

(A.24)

La matrice G a une structure identique à la matrice S, et les modifications à apporter
concernent les expressions des fonctions κ, η, ε :

κ =
bT t2 − bT t4

bT t1 − bT t3

η = − bT t3

bT t1 − bT t3

ε = 1− η =
bT t1

bT t1 − bT t3

Avec bke =
[
sinλkeLke cosλkeLke sinhλkeLke coshλkeLke

]T
et ti (i = 1, 2, 3, 4) sont

les colonnes de T , qui est la matrice résultante des matrices de transfert en section fissurée.
Comme la matrice S, la matrice G est aussi singulière.

A.5 Matrice de relation entre la réponse forcée et la déformée
modale

Considérons le segment de poutre j et le mode de vibration n. La réponse forcée qpn,j(tj)
à la force réduite pn,j(tj) = φn,j(vtj) doit satisfaire l’équation différentielle (2.54) quelque
soit la valeur de t. Cela implique l’équation suivante :

q̈pn,j(tj) + 2ωnζnq̇
p
n,j(tj) + ω2

nq
p
n,j(tj) = φn,j(vtj) (A.25)

A partir de l’expression de la déformée modale φj(x) (2.8), nous avons :

φn,j(vtj) = An,j sinλn,jvtj +Bn,j cosλn,jvtj + Cn,j sinhλn,jvtj +Dn,j coshλn,jvtj

=
[
sinλn,jvtj cosλn,jvtj sinhλn,jvtj coshλn,jvtj

]
Xn,j

(A.26)
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avec Xn,j =
[
An,j Bn,j Cn,j Dn,j

]T
le vecteur de coefficients de ce segment correspon-

dant au mode n.

Nous supposons que l’expression qpn,j(tj) est de même forme que la déformée modale
φn,j(vtj) (voir l’équation 2.61) :

qpn,j(tj) = An,j sin(λn,jvtj) +Bn,j cos(λn,jvtj)

+ Cn,j sinh(λn,jvtj) +Dn,j cosh(λn,jvtj)

=
[
sin Ωn,jtj cos Ωn,jtj sinh Ωn,jtj cosh Ωn,jtj

]
Xn,j

(A.27)

où Xn,j =
[
An,j Bn,j Cn,j Dn,j

]T
est le vecteur de coefficients de la solution parti-

culière à déterminer et Ωn,j = λn,jv la pulsation liée à la vitesse.

Les dérivées première et deuxième de l’expression (A.27) par rapport au temps sont les
expressions suivantes :

q̇pn,j(tj) = λn,jv
[
An,j cos(λn,jvtj)−Bn,j sin(λn,jvtj)

+ Cn,j cosh(λn,jvtj) +Dn,j sinh(λn,jvtj)
]

= Ωn,j

[
cos Ωn,jtj − sin Ωn,jtj cosh Ωn,jtj sinh Ωn,jtj

]
Xn,j

(A.28)

q̈pn,j(tj) = (λn,jv)2
[
−An,j sin(λn,jvtj)−Bn,j cos(λn,jvtj)

+ Cn,j sinh(λn,jvtj) +Dn,j cosh(λn,jvtj)
]

= Ω2
n,j

[
− sin Ωn,jtj − cos Ωn,jtj sinh Ωn,jtj cosh Ωn,jtj

]
Xn,j

(A.29)

En reportant les expressions (A.26, A.27, A.28, A.29) à l’équation (A.25), nous avons :

− Ω2
n,jAn,j sin(Ωn,jtj)− Ω2

n,jBn,j cos(Ωn,jtj)

+ Ω2
n,jCn,j sinh(Ωn,jtj) + Ω2

n,jDn,j cosh(Ωn,jtj)

+ 2ωnζnΩn,jAn,j cos(Ωn,jtj)− 2ωnζnΩn,jBn,j sin(Ωn,jtj)

+ 2ωnζnΩn,jCn,j cosh(Ωn,jtj) + 2ωnζnΩn,jDn,j sinh(Ωn,jtj)

+ ω2
nAn,j sin(Ωn,jtj) + ω2

nBn,j cos(Ωn,jtj)

+ ω2
nCn,j sinh(Ωn,jtj) + ω2

nDn,j cosh(Ωn,jtj)

= An,j sin(Ωn,jtj) +Bn,j cos(Ωn,jtj) + Cn,j sinh(Ωn,jtj) +Dn,j cosh(Ωn,jtj), ∀tj .

(A.30)

Nous avons le système d’équations comme suit :


−Ω2

n,jAn,j − 2ωnζnΩn,jBn,j + ω2
nAn,j = An,j

−Ω2
n,jBn,j + 2ωnζnΩn,jAn,j + ω2

nBn,j = Bn,j

Ω2
n,jCn,j + 2ωnζnΩn,jDn,j + ω2

nCn,j = Cn,j

Ω2
n,jDn,j + 2ωnζnΩn,jCn,j + ω2

nDn,j = Dn,j

(A.31)
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Nous en déduisons :

An,j =
(ω2
n − Ω2

n,j)An,j + 2ωnζnΩn,jBn,j

(ω2
n − Ω2

n,j)
2 + (2ωnζnΩn,j)2

Bn,j =
−2ωnζnΩn,jAn,j + (ω2

n − Ω2
n,j)Bn,j

(ω2
n − Ω2

n,j)
2 + (2ωnζnΩn,j)2

Cn,j =
(ω2
n + Ω2

n,j)Cn,j − 2ωnζnΩn,jDn,j

(ω2
n + Ω2

n,j)
2 − (2ωnζnΩn,j)2

Dn,j =
−2ωnζnΩn,jCn,j + (ω2

n + Ω2
n,j)Dn,j

(ω2
n + Ω2

n,j)
2 − (2ωnζnΩn,j)2

(A.32)

En divisant à la fois le numérateur et le dénominateur des fractions dans les expressions
(A.32) par ω4

n et notons γn,j = Ωn,j/ωn le facteur de vitesse du segment j correspondant
au mode n. Nous avons :

An,j =
1

ω2
n

·
(1− γ2

n,j)An,j + 2ζnγn,jBn,j

(1− γ2
n,j)

2 + (2ζnγn,j)2

Bn,j =
1

ω2
n

·
−2ζnγn,jAn,j + (1− γ2

n,j)Bn,j

(1− γ2
n,j)

2 + (2ζnγn,j)2

Cn,j =
1

ω2
n

·
(1 + γ2

n,j)Cn,j − 2ζnγn,jDn,j

(1 + γ2
n,j)

2 − (2ζnγn,j)2

Dn,j =
1

ω2
n

·
−2ζnγn,jCn,j + (1 + γ2

n,j)Dn,j

(1 + γ2
n,j)

2 − (2ζnγn,j)2

(A.33)

Les relations (A.33) peuvent être récrites sous forme matricielle :
An,j
Bn,j

Cn,j
Dn,j

 =
1

ω2
n


a b
−b a

0

0 c d
d c



An,j
Bn,j
Cn,j
Dn,j

 (A.34)

ou encore sous la forme plus courte :

Xn,j =
1

ω2
n


a b
−b a

0

0 c d
d c

Xn,j = QXn,j (A.35)

dans laquelle :

a =
1− γ2

n,j

(1− γ2
n,j)

2 + (2ζnγn,j)2
, b =

2ζnγn,j
(1− γ2

n,j)
2 + (2ζnγn,j)2

c =
1 + γ2

n,j

(1 + γ2
n,j)

2 − (2ζnγn,j)2
, d =

−2ζnγn,j
(1 + γ2

n,j)
2 − (2ζnγn,j)2

(A.36)

Nous retrouvons l’expression (2.62).
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Annexe B

Coefficients de distribution de
charge

Préambule

Cette note a pour but de calculer le coefficient de répartition transversale (CRT) dans
la section du pont à quatre travées présenté dans ce manuscrit.

La méthode utilisée pour les calculs est la méthode de Guyon-Massonnet [56].

Les calculs effectués sont basés sur les documents BOA-71 [18] et un cours d’ouvrage
d’art de l’Ecole Nationale d’Ingénieur de Tunis [12]

B.1 Introduction

Pour obtenir les sollicitations moyennes appliquées à une poutre à partir des sollicitations
longitudinales appliquées à l’ouvrage (le tablier d’un pont, par exemple), on doit calculer
le coefficient de répartition transversale (CRT).

Pour une poutre :

Sollicitation moyenne = CRT x Sollicitation globale

Une sollicitation peut être un moment fléchissant ou un effort tranchant.

B.2 Méthode de Guyon-Massonnet

B.2.1 Principes fondamentaux de la méthode

— Le premier principe fondamental est de substituer au pont réel un pont à structure
continue qui a les mêmes rigidités moyennes à la flexion et à la torsion que l’ouvrage
réel.

— Le deuxième principe est d’analyser de façon approximative l’effet de la répartition
transversale des charges en admettant que cette répartition est la même que si la
distribution des charges selon l’axe du pont est sinusöıdale (Séries de Fourrier).

B.2.2 Paramètres fondamentaux

Considérons une travée indépendante, de portée L, de largeur 2b dont l’ossature est
constituée de n poutres longitudinales (portée L, espacement b1) et m entretoises (portée
2b, espacement L1).
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Toutes les poutres sont identiques et caractérisées par :

— leur rigidité à la flexion BP = EIP

— leur rigidité à la torsion CP = GJP

Toutes les entretoises sont identiques et caractérisées par :

— leur rigidité à la flexion BE = EIE

— leur rigidité à la torsion CE = GJE

Avec :

— E : Module de Young.

— G = E/(2(1 + ν)) : Module de cisaillement.

— IP : Moment d’inertie de flexion des poutres.

— JP : Moment d’inertie de torsion des poutres.

— IE : Moment d’inertie de flexion des entretoises.

— JE : Moment d’inertie de torsion des entretoise.

Par unité de longueur :
Rigidité de flexion :

ρP =
BP
b1

=
EIP
b1

ρE =
BE
L1

=
EIE
L1

Rigidité de torsion :

γP =
CP
b1

=
GJP
b1

γE =
CE
L1

=
GJE
L1

Le comportement du pont est complètement défini par 2 paramètres principaux :
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— Paramètre de torsion : α = γP+γE
2
√
ρP ρE

— Paramètre de flexion : θ = b
L

4

√
ρP
ρE

Le paramètre de torsion α prend en compte en plus des rigidités de flexion ρP et ρE celles
de la torsion γP et γE . Il caractérise donc l’influence de la torsion et varie entre 0 et 1.

— α = 0⇒ γE + γP = 0 : La résistance à la torsion est négligeable.

— α = 1⇒

{
ρP = ρE = ρ

γE + γP = 2ρ
: Le pont est une dalle isotrope

Ainsi, pour le calcul d’un tablier de ponts dalles, on suppose que la dalle est isotrope et
par conséquent on prend α = 1.

Les structures réelles des ponts à poutres ont un comportement intermédiaire entre ces
2 cas particuliers.

Lorsque le pont est très allongé ou que les entretoises sont très rigides, le paramètre
d’entretoisement θ est voisin de zéro. Pour α < 0.3 , on peut admettre que les entretoises
sont infiniment rigides, ce qui correspond à α = 0. Dans ce cas, on utilise la méthode de
Courbon.

B.2.3 Coefficient de Répartition Transversale

— Principe : Résoudre l’équation différentielle

ρP
∂4w

∂x4
+ (γP + γE)

∂4w

∂x2∂y2
+ ρE

∂4w

∂y4
= p(x, y)

— Moment de flexion :
Mx(x, y) =

∑
i

M
(xm)
i (x)Ki(ei, y)

Avec :

— y : Position de la poutre considérée

— e : Excentrement de charge

— Coefficient de participation : K = K(y, e, θ, α) donnée par les tables de Guyon-
Massonnet.

— Coefficient de Répartition Transversale (CRT) pour chaque file de poutre est donné
par :

ηi =
Ki

n

Notons K0 et K1 les valeurs de K correspondantes à α = 0 et α = 1. Pour une valeur
quelconque de α, l’interpolation n’est pas linéaire.

Par Massonnet :
K = K0 + (K1 −K0)

√
α

Pour plus de précision, Sattler a proposé les relations suivantes :
K = K0 + (K1 −K0)α0.05 0 ≤ θ ≤ 0.1

K = K0 + (K1 −K0)α
(
1− eθ0

)
0.1 ≤ θ ≤ 1 avec θ0 = 0.065−θ

0.663

K = K0 + (K1 −K0)
√
α θ > 1
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K0 et K1 sont donnés par les tables de Guyon-Massonnet en fonction de θ, e et y.

Pour une poutre d’ordonnée y, nous procédons à une interpolation linéaire entre les
valeurs de y données dans les tableaux de Guyon-Massonnet. Une interpolation linéaire
peut se faire par rapport à θ.

B.3 Application au pont à quatre travées

B.3.1 Géométrie

Le pont est constitué de 4 travées et a une géométrie symétrique. Les deux travées
centrales ont une longueur identique : Lint = 14.6 m alors que les deux travées extérieures
ont une longueur Lext = 8.4 m. Chaque travée se compose de 10 poutres sous chaussée
préfabriquées en béton précontraint (pont de type PRAD). Ces poutres sont identiques,
avec une section homogène en forme d’un trapèze isocèle. Le hourdis en béton armé a été
coulé sur place, d’épaisseur 27 cm.

Le tablier du pont est de largeur 10.08 m et a 2 voies en sens opposé.

Figure B.1 – Dimension du pont.

Le pont est surveillé par OSMOS, grâce à un réseau de Cordes Optiques installées à
mi-travée sur des poutres en travée 2 et travée 3 (les deux travées centrales), sur la face
inférieure du hourdis et à l’appui central.
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B.3.2 Calcul des CRT pour le pont à quatre travées

Pour calculer les Coefficients de Répartition Transversale, on considère une travée
centrale comme une travée indépendante, simplement appuyée à ses deux extrémités.

Calcul des caractéristiques géométriques

Poutre de section trapèze isocèle :

— Petite base : bp = 0.27 m

— Grande base : ap = 0.40 m

— Hauteur de la poutre : hp = 0.58 m

Position du barycentre de la poutre de la face inférieure :

yGp =
hp
3

2ap + bp
ap + bp

= 0.31 m

Moment quadratique de la poutre :

Ip =
h3
p((ap + bp)

2 + 2apbp)

36(ap + bp)
= 53.78× 10−4 m4

Section de la poutre :

AP =
hp(ap + bp)

2
= 0.1943 m2

Pour une file de poutre (en T) :

— largeur du hourdis (partie chapeau du � T �) : bh = 1.09 m

— hauteur du hourdis : hh = 0.3 m

Barycentre du hourdis :

yGh = hp +
hh
2

= 0.73 m

Moment quadratique et section du hourdis :

Ih =
bhh

3
h

12
= 24.52× 10−4 m4

Ah = bhhh = 0.327 m2

Barycentre de la file de poutre (en T) :

yG =
ApyGp +AhyGh

Ap +Ah
= 0.573 m
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Moment quadratique de la file de poutre courante (les files de poutre intérieures) :

Ic = Ip + µp + Ih + µh = 294.58× 10−4 m4

Avec : µj , (j = p, h) le terme Huygens de la poutre et du hourdis.

µj = Aj(yG − yGj)

Pour calculer le moment d’inertie de torsion d’une section rectangulaire de côtés a
et b (b > a), on utilise la formule :

J = k

(
b

a

)
ba3 (B.1)

Avec :

k

(
b

a

)
= k(r) =

1

3
−
(

0.051 +
0.168

r

)
e−0.13r, r =

b

a

(Selon [18] (page 34), pour plus information concernant l’inertie de torsion, voir les
dossiers pilotes VIPP 67 - pièce 2, 2ème partie et PRAD 73 - pièce 3, chapitre 3).

Pour la file de poutre courante en � T �, le moment d’inertie de torsion est la somme
des moments d’inertie de torsion des deux parties :

Jc = Jp + Jh

Afin d’estimer le moment d’inertie de torsion de la poutre en section d’un trapèze
isocèle, considérons la poutre rectangulaire équivalente de hauteur hpe = hp = 0.58 m et de
largeur bpe = (ap + bp)/2 = 0.335 m.

Il en résulte une augmentation de 1.27% du moment quadratique pour la poutre
rectangulaire équivalente : {

Ip,trapeze = 53.78× 10−4 m4

Ip,rectangle = 54.47× 10−4 m4

L’expression (B.1) est valable pour le calcul du moment l’inertie de torsion de la poutre
seule. De plus, pour tenir compte de l’analogie de la membrane, (comme indiqué dans le
dossier pilote VIPP 67 - pièce 2.5, 2ème partie), dans le cas d’une âme de poutre, on calcule
le coefficient k

(
b
a

)
avec une hauteur double de la hauteur réelle [18].

Selon [12], à partir du document VIPP :

— Pour l’âme des poutres et la nervure des entretoises le coefficient k est calculé avec
une hauteur double par rapport à la hauteur réelle.

— Pour le hourdis, la valeur à retenir n’est que la moitié de celle donnée par la formule.

Moment d’inertie de torsion de la poutre :

Jp = k

(
2hpe
bpe

)
hpeb

3
pe = 5.885× 10−3 m4

Moment d’inertie de torsion du hourdis :

Jh =
1

2
k

(
bh
hh

)
bhh

3
h = 4.481× 10−3 m4

Pour la file de poutre courante :
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Jc = Jp + Jh = 10.366× 10−3 m4

Aux deux rives, la file de poutre a la forme en � Γ �. Les inerties de flexion et de torsion
sont modifiées. En posant comme largeur du hourdis de ces files de poutre bh,rive = 0.68 m,
les calculs des caractéristiques géométriques restent les mêmes.

Nous obtenons donc :
Ir = 245.67× 10−4 m4

Jr = 8.497× 10−3 m4

Matériau

Le matériau constitutif du pont est supposé être un béton courant dont les ca-
ractéristiques sont :

— Module instantané : Ecm = 35.220 GPa

— Coefficient du Poisson : ν = 0.2

— Module de rigidité : Erig = Ecm
1−ν2 = 36.687 GPa

— Module de cisaillement : G = Ecm
2(1+ν) = 14.675 GPa

Calcul des paramètres

Pour les files de poutre courantes : Rigidité de flexion et rigidité de torsion par
unité de longueur :

ρc =
ErigIc
bh

= 991.51 MN.m2/ml

γc =
GJc
bh

= 139.56 MN.m2/ml

Pour les files de poutre de rive :

ρr =
ErigIr
bh,rive

= 1325.46 MN.m2/ml

Extrait du [18], page 37 : Caractéristiques mécaniques de la dalle équivalente. Pour
établir les caractéristiques mécaniques de la dalle équivalente à l’ensemble du tablier, on
fait plusieurs hypothèses :

— La rigidité de flexion longitudinale retenue pour le tablier complet est obtenue par
intégration des rigidités des files courantes et de rive ;

— La rigidité de torsion longitudinale retenue pour le tablier complet est celle des poutres
courantes, qui est supposée contrôler majoritairement le comportement global du
tablier ;

— Les rigidités transversales de flexion et de torsion sont identiques à celles de l’ouvrage
No 1, car la géométrie des sections transversales est identique pour les 2 ouvrages.

Rigidité à la flexion :

ρP =
8ρc + 2ρr

8 + 2
= 1058.30 MN.m2/ml

Rigidité à la torsion :
γP = γc = 139.56 MN.m2/ml
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Dans le sens transversal (flexion + torsion autour de l’axe longitudinal) :
Remarque [12] : La méthode de Guyon-Massonnet considère une structure comprenant

des poutres principales et des entretoises, mais les entretoises ne sont pas supposées
infiniment rigides ; A la limite, il est possible d’appliquer la méthode à un tablier de ponts à
poutres sans entretoises intermédiaires : c’est alors le hourdis qui joue le rôle des entretoises.

Ih,E =
Lh3

h

12
= 328.5× 10−4 m4

Jh,E =
Lh3

h

6
= 657× 10−4 m4

Par unité de longueur :

ρE =
ErigIh,E

L
= 82.55 MN.m2/ml

γE =
GJh,E
L

= 66.04 MN.m2/ml

Paramètre de torsion :

α =
γP + γE
2
√
ρPρE

= 0.3478

Paramètre d’entretoisement (paramètre de flexion) :

θ =
b

L
4

√
ρP
ρE

= 0.6532 > 0.3

En utilisant les tableaux de Guyon-Massonnet pour θ = 0.65 et θ = 0.70, par interpola-
tion linéaire par rapport à θ nous obtenons les valeurs de K(θ = 0.653) correspondantes à
α = 0 et à α = 1 (K0(0.6532) et K1(0.6532)), pour les valeurs spécifiques de la position de
poutre considérée (y) et l’excentrement de la charge (e).

Comme θ = 0.6532 ∈ [0.1, 1], nous calculons Kα(θ) par l’expression suivante :

K = K0 + (K1 −K0)α
(

1− eθ0
)
, avec θ0 =

0.065− θ
0.663

Pour une charge d’excentrement donnée, la ligne d’influence par rapport à une poutre
sera calculée par interpolation linéaire à partir de la valeur de la table Kα(θ) que nous
venons de calculer.

Si plusieurs charges (ponctuelles) sont appliquées à la fois sur une section considérée,
nous prenons la valeur moyenne des CRT calculée pour chaque charge.

Pour 2 charges ponctuelles d’excentrement e1 = 0.56 et e2 = 0.044 et de même
magnitude, nous obtenons la répartition de charge suivante :
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Figure B.2 – Coefficient de Répartition Transversale des charges pour la section du pont.
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Annexe C

Aire de l’histoire des déformations

Dans le Chapitre 5, nous avons vu que l’aire des histoires des déformations mesurées
le long d’une poutre simple forme une parabole dans l’approche polynomiale. Dans cette
annexe, nous allons démontrer que dans le cas de réponse dynamique de la poutre, l’aire
de la composante dynamique est négligeable devant celle de la composante homogène
(quasi-statique).

Considérons la poutre simple soumise à une force ponctuelle P à la vitesse v. Le
déplacement de la poutre est obtenue par la superposition des modes :

u =
∑
n

un(x, t) =
∑
n

φn(x)qn(t) (C.1)

A partir de l’équation 5.37, nous récrivons l’expression explicite du déplacement un
correspond au mode n en fonction de la position de la force a = vt :

un(x, a) =
2P

ρSLω2
n

sin(λnx)

(1− γ2
n)2 + (2ζnγn)2

×
{

(1− γ2
n) sin(λna)− 2ζnγn cos(λna)

+

[
− γn√

1− ζ2
n

(1− γ2
n − 2ζ2

n) sin

(
ωdn
v
a

)
+ 2ζnγn cos

(
ωdn
v
a

)]
e−ζn

ωn
v
a

} (C.2)

Dans laquelle λn = nπ/L est le nombre d’onde, ωn = λ2
n

√
EI/ρS la pulsation, ωdn =

ωn
√

1− ζ2
n la pseudo-pulsation et γn = v/vc,n = v/(λn

√
EI/ρS) le facteur de vitesse.

La déformation moyenne entre xA et xB est :

εAB = z0
u′B − u′A
xB − xA

(C.3)

Notons xC = (xA + xB)/2 la position du centre de la Corde Optique et lg = xB − xA sa
longueur. La déformation moyenne du mode n est :

εAB
n =

2Pz0

ρSLlgω2
n

−2λn sin(λnxC) sin(λnlg/2)

(1− γ2
n)2 + (2ζnγn)2

×
{

(1− γ2
n) sin(λna)− 2ζnγn cos(λna)

+

[
− γn√

1− ζ2
n

(1− γ2
n − 2ζ2

n) sin

(
ωdn
v
a

)
+ 2ζnγn cos

(
ωdn
v
a

)]
e−ζn

ωn
v
a

} (C.4)
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Pour simplifier les expressions, nous écrivons εAB
n sous la forme :

εAB
n(x, a) = Cn ×

{
λn
[
(1− γ2

n) sin(λna)− 2ζnγn cos(λna)
]

+ λn

[
− γn√

1− ζ2
n

(1− γ2
n − 2ζ2

n) sin

(
ωdn
v
a

)
+ 2ζnγn cos

(
ωdn
v
a

)]
e−ζn

ωn
v
a

}(C.5)

avec Cn = (2Pz0/ρSLlgω
2
n)×(−2λn sin(λnxC) sin(λnlg/2)/[(1− γ2

n)2 + (2ζnγn)2]). La com-
posante dans les accolades dans la première ligne désigne la réponse particulière (quasi-
statique si γn → 0) tandis que la deuxième ligne de l’expression C.5 correspond à la réponse
homogène.

Nous calculons ensuite l’aire de l’histoire de réponse en déformation pour le mode n :

An =

∫ L

0
εAB

n(x, a)da

= Cn ×
{
λn

∫ L

0

[
(1− γ2

n) sin(λna)− 2ζnγn cos(λna)
]
da

+ λn

∫ L

0

[
− γn√

1− ζ2
n

(1− γ2
n − 2ζ2

n) sin

(
ωdn
v
a

)
+ 2ζnγn cos

(
ωdn
v
a

)]
e−ζn

ωn
v
ada

}
= Cn(Spn + Shn)

(C.6)

C.1 Comparaison de l’aire des composantes particulière Spn
et homogène Shn

Comme Cn est un facteur en commun et qu’il ne dépend pas de la position de la force,
nous calculons seulement les valeurs de Spn et Shn .

Pour la composante particulière, nous avons :

Spn = λn

∫ L

0

[
(1− γ2

n) sin(λna)− 2ζnγn cos(λna)
]
da

= λn ·
1

λn

[
−(1− γ2

n) cos
(nπ
L
a
) ∣∣∣∣L

a=0

− 2ζnγn sin
(nπ
L
a
) ∣∣∣∣L

a=0

]
= 2(1− γ2

n), n = 1, 3, 5, 7, ..., 2k + 1. avec k ∈ N.

(C.7)

Pour calculer l’aire de la composante homogène, nous utilisons les primitives suivantes
(obtenues par l’intégration par parties) :

∫
eax sin bxdx =

eax

a2 + b2
(a sin bx− b cos bx) + c∫

eax cos bxdx =
eax

a2 + b2
(a cos bx+ b sin bx) + c

(C.8)
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Nous avons :

Shn,1 = λn

∫
− γn√

1− ζ2
n

(1− γ2
n − 2ζ2

n) sin

(
ωdn
v
a

)
e−ζn

ωn
v
ada

= − λnγn√
1− ζ2

n

1− γ2
n − 2ζ2

n(
ωdn
v

)2
(1 + ζ2

n)

[
−ζn

ωn
v

sin

(
ωdn
v
a

)
−
√

1− ζ2
n

ωn
v

cos

(
ωdn
v
a

)]
e−ζn

ωn
v
a

= − γn√
1− ζ2

n

λn(1− γ2
n − 2ζ2

n)(
ωn
v

)2
(1 + ζ2

n) (1− ζ2
n)

(ωn
v

)[
−ζn sin

(
ωdn
v
a

)
−
√

1− ζ2
n cos

(
ωdn
v
a

)]
× e−ζn

ωn
v
a

(C.9)

Notons que γn = λnv/ωn, nous avons :

Shn,1 =
γ2
n(1− γ2

n − 2ζ2
n)

(1− ζ4
n)
√

1− ζ2
n

[
ζn sin

(
ωdn
v
a

)
+
√

1− ζ2
n cos

(
ωdn
v
a

)]
e−ζn

ωn
v
a (C.10)

De même, nous avons :

Shn,2 = λn

∫
ζnγn cos

(
ωdn
v
a

)
e−ζn

ωn
v
ada

=
2ζnγnλn(

ωdn
v

)2
(1 + ζ2

n)

[
−ζn

ωn
v

cos

(
ωdn
v
a

)
+
√

1− ζ2
n

ωn
v

sin

(
ωdn
v
a

)]
e−ζn

ωn
v
a

=
2ζnγnλn(

ωn
v

)2
(1 + ζ2

n) (1− ζ2
n)

(ωn
v

)[
−ζn cos

(
ωdn
v
a

)
+
√

1− ζ2
n sin

(
ωdn
v
a

)]
× e−ζn

ωn
v
a

(C.11)

⇒ Shn,2 =
2ζnγ

2
n

1− ζ4
n

[√
1− ζ2

n sin

(
ωdn
v
a

)
− ζn cos

(
ωdn
v
a

)]
e−ζn

ωn
v
a (C.12)

En général, le taux d’amortissement et le facteur de vitesse sont petits (ζn, γn ≤ 0.1).
Nous admettons que ζ2

n, γ
2
n � 1 ⇒ (1 − ζ2

n)α ≈ 1 − αζ2
n/2. En négligeant les termes de

grand ordre, nous avons :

Shn = Shn,1 + Shn,2
∣∣∣∣L
a=0

≈ γ2
n

[
3ζn sin

(
ωdn
v
a

)
+ cos

(
ωdn
v
a

)]
e−ζn

ωn
v
a

∣∣∣∣L
a=0

(C.13)

Comme γ2
n � 1 et la valeur de Shn est bornée. Nous avons Shn � S

p
n. La participation

de la composante � dynamique � à l’aire de l’histoire de la déformation totale est donc
négligeable.

C.2 Distribution de l’aire de l’histoire de la déformation
totale

Lorsque la vitesse de la force est suffisamment petite, nous pouvons négliger le terme
du second ordre des facteurs de vitesse γn. L’aire de l’histoire de la réponse en déformation
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est :

A =
∑
n

CnSpn, n = 1, 3, 5, 7, ...

=
8|P |z0

EILlg

∑
n

sin(nπL xC) sin(nπL
lg
2 )(

nπ
L

)4 , n = 1, 3, 5, 7, ...

(C.14)

A titre d’illustration, nous mettons les valeurs de |P |, z0, EI égales à 1. Nous avons
l’aire calculée par l’approche modale :

Amod(xC) =
8

Llg

∑
n

sin(nπL xC) sin(nπL
lg
2 )(

nπ
L

)4 , n = 1, 3, 5, 7, ... (C.15)

Nous comparons la valeur de l’aire A calculée par l’expression (C.15) avec celle donnée
par l’approche polynomiale (Équation 5.9) :

Apol(xC) = −1

2
x2
C +

L

2
xC −

l2g
24

(C.16)

Nous considérons une poutre simple de longueur L = 2m. Une corde optique de longueur
2 m et de position variable est placée sous la poutre. La figure C.1 représente l’aire des
courbes de déformation en fonction de la position du centre de la Corde Optique par deux
approches : Les courbes colorées correspondent aux sept premiers modes impairs (obtenues
par l’expression C.5) tandis que la ligne noire en pointillé représente l’aire des courbes de
déformation calculée dans le cas du chargement statique, obtenue par l’expression (C.16).

Figure C.1 – Distribution de l’aire des courbes de déformation

Nous observons sur la figure C.1 des petits écarts entre l’aire des courbes de déformation
obtenue par la superposition modale dans le cas où seul le premier mode est pris en compte.
Plus le nombre de modes augmente, plus les valeurs de cette l’aire s’approche de la solution
analytique.
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Afin de mettre en évidence l’influence du nombre de modes, nous traçons la norme
euclidienne des écarts entre l’aire obtenue par approche modale Amod et celle calculée par
l’expression (C.16) Apol : ||Amod −Apol||2/N avec N la longueur des vecteurs Amod, Apol
(nombre de points). La figure C.2 représente la valeur de cette norme en fonction du nombre
de modes pris en compte pour la solution approchée. Nous observons que si le nombre
de modes pris en compte est supérieur à cinq, les valeurs des aires calculées par les deux
approches sont confondues.

Figure C.2 – Différence entre les valeurs de l’aire obtenues par l’approche modale et par
l’approche polynomiale.

C.3 Influence de la vitesse et de l’amortissement sur l’aire
de l’histoire de la déformation calculée

Pour voir l’influence de la vitesse et de l’amortissement sur le résultat final de l’aire
calculée, nous considérons la fonction f(γn, ζn) comme suit :

f(γn, ζn) =
1− γ2

n

(1− γ2
n)2 + (2ζnγn)2

=
A

Astat
(C.17)

dans laquelle A est l’aire des courbes de déformations avec la prise en compte de la vitesse
du chargement et de l’amortissement. Astat est calculé par l’expression C.14.

Nous traçons alors la fonction f(γn, ζn) en fonction du facteur de vitesse γn à différents
taux d’amortissement ζn (Figure C.3).
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Figure C.3 – Valeur de f(γn, ζn) en fonction du facteur de vitesse γn

En général, la vitesse de véhicule n’excède pas 10 % de la première vitesse critique de
la structure vc,1. Si nous prenons en compte l’effet de la vitesse et de l’amortissement, les
valeurs de l’aire des courbes de déformation calculées sont de l’ordre de 1 % plus grande
que l’aire quasi-statique. Les vitesses critiques correspondent aux modes supérieurs sont
plus grandes que la première vitesse critique. Cela implique que la valeur du facteur de
vitesse est diminuée en fonction du mode. Nous pouvons donc négliger l’effet de la vitesse
du chargement et de l’amortissement.

C.4 Influence de la vitesse et de l’amortissement sur la
matrice Q

La matrice Q permet d’exprimer les coefficients du terme dépendant de temps de la
réponse forcée (qpn,j(tj)) en fonction du vecteur des coefficients de la déformée modale
correspondante (équation 2.62) :

Xn,j =
1

ω2
n


a b
−b a

0

0 c d
d c

Xn,j = QXn,j (C.18)

avec :

a =
1− γ2

n,j

(1− γ2
n,j)

2 + (2ζnγn,j)2
, b =

2ζnγn,j
(1− γ2

n,j)
2 + (2ζnγn,j)2

c =
1 + γ2

n,j

(1 + γ2
n,j)

2 − (2ζnγn,j)2
, d =

−2ζnγn,j
(1 + γ2

n,j)
2 − (2ζnγn,j)2

(C.19)

Dans cette section, nous traçons des termes a, b, c, d en fonction du facteur de vitesse
γn et du taux d’amortissement ζn.

La figure C.4 représente les termes a et c en fonction du facteur de vitesse γn avec
différents taux d’amortissement ζn. Nous observons que les fonctions a(γn, ζn) et c(γn, ζn)
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sont pratiquement symétriques. De plus, les courbes représentant la fonction a(γn, ζn) sont
relativement confondues. Nous avons la même conclusion pour les courbes représentant le
terme c(γn, ζn). Pour une vitesse qui est inférieure ou égale à 10 % de la vitesse critique
(γn ≤ 10 %), les écarts entre les fonctions a, c et 1 sont inférieurs à 1 %.

Figure C.4 – Valeur de a(γn, ζn) (courbes continues) et de c(γn, ζn) (courbes pointillées)
en fonction du facteur de vitesse γn

Figure C.5 – Valeur de b(γn, ζn) (lignes continues) et de d(γn, ζn) (lignes pointillées) en
fonction du facteur de vitesse γn

La figure C.5 représente les fonctions b(γn, ζn) et d(γn, ζn). Avec une vitesse égale à
10 % de la vitesse critique et avec ζn = 5 %, les valeurs des fonctions b et d sont de ±0.01
(courbes vertes en continu et pointillé).
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Annexe D

Détermination des coefficients de la
méthode de Fraction rationnelle
des polynômes

D.1 Poutre soumise à une impulsion

D.1.1 Réponse en déplacement (réceptance)

Considérons le k-ième mode de vibration, dont le terme sous la sommation Σn peut
être décomposé en terme d’éléments simples :

αεk
−ω2 + 2iζkωkω + ω2

k

=
rk

iω − pk
+

r∗k
iω − p∗k

(D.1)

Nous écrivons le terme à droite de l’équation (D.1) sous forme équivalente :

rk
iω − pk

+
r∗k

iω − p∗k
=
rk(iω − p∗k) + r∗k(iω − pk)

(iω − pk)(iω − p∗k)
(D.2)

Nous avons les deux équations suivantes quelque soit la valeur de ω :

−ω2 − iω(pk + p∗k) + pkp
∗
k = −ω2 + 2iωζkωk + ω2

k, ∀ω (D.3)

et :

iω(rk + r∗k)− (rkp
∗
k + r∗kpk) = αεk, ∀ω (D.4)

Étant donné un nombre complexe z = a+ ib, (a, b ∈ R), nous avons :{
z + z∗ = 2a = 2 Re(z)

zz∗ = a2 + b2 = |z|2
(D.5)

A partir des équations (D.3) et (D.5), nous avons :{
pk + p∗k = −2ωkζk = 2 Re(pk)

pkp
∗
k = ω2

k = |pk|2
(D.6)

⇒

{
Re(pk) = −ωkζk
Im(pk) =

√
|pk|2−(Re(pk))2 = ωk

√
1− ζ2

k

(D.7)
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Nous en déduisons le pôle complexe pk :

pk = −ωkζk + iωk

√
1− ζ2

k = σk + iωdk (D.8)

Pour déterminer le résidu rk en terme des constantes modales αk et ωk, ζk, à partir de
l’équation (D.4), nous avons :{

rk + r∗k = 0 = 2 Re(rk)

−(rkp
∗
k + r∗kpk) = αεk = −2 [Re(rk) Re(pk) + Im(rk) Im(pk)]

(D.9)

Nous en déduisons :

⇒

{
Re(rk) = 0

Im(rk) = −αεk/(2 Im(pk)) = −αεk/(2ωdk)
(D.10)

L’expression du résidu est (équation 6.35) :

rk = −i
αεk
2ωdk

(D.11)

Réciproquement, la pulsation propre ωk, le taux d’amortissement ζk et la constante
modale αk (il s’agit d’un nombre réel dans ce cas) sont déterminés en fonction des valeurs
du résidu rk et du pôle pk par :

ωk = |pk| (D.12)

ζk = −Re(pk)

|pk|
(D.13)

αεk = −2 Im(rk) Im(pk) = 2|Im(rk) Im(pk)| (D.14)

Nous retrouvons les relations présentées dans le tableau 6.4.

D.1.2 Réponse en accélération (accélérance)

Reprenons la fonction de réponse en accélération Ha(ω) correspondant au mode k (Eq.
6.40) et sa représentation sous forme d’éléments simples (Eq. 6.41) :

−ω2βak
−ω2 + 2iζkωkω + ω2

k

= qak +
rk

iω − pk
+

r∗k
iω − p∗k

(D.15)

Nous avons deux équations équivalentes comme suit :

−ω2 − iω(pk + p∗k) + pkp
∗
k = −ω2 + 2iωζkωk + ω2

k, ∀ω (D.16)

et :

(iω − pk)(iω − p∗k)qak + iω(rk + r∗k)− (rkp
∗
k + r∗kpk) = −ω2βak , ∀ω (D.17)
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Comme la démonstration dans les équations (D.3, D.5–D.7), le pôle complexe est :

pk = −ωkζk + iωk

√
1− ζ2

k = σk + iωdk (D.18)

A partir de l’équation (D.17) et à l’aide de la méthode des coefficients indéterminés,
nous avons :

qak = βak (D.19)

et,

2iω [ζkωkβ
a
k + Re(rk)] + ω2

kβ
a
k + 2 Re(rk)ζkωk − 2ωk

√
1− ζ2

k Im(rk) = 0, ∀ω (D.20)

Nous avons alors :

⇒

Re(rk) = −ζkωkβak
Im(rk) =

1−2ζ2k
2
√

1−ζ2k
ωkβ

a
k

(D.21)

L’expression du résidu est :

rk = ωkβ
a
k

−ζk + i
1− 2ζ2

k

2
√

1− ζ2
k

 (D.22)

Pour déterminer la constante modale correspondant au mode k, αak = ω2
kβ

a
k , nous partons

de l’équation (D.17), étant donné que qak = βak (Eq. D.19) et que (iω − pk)(iω − p∗k) =
−ω2 + 2iωζkωk + ω2

k (Eq. D.16) :

(−ω2 + 2iωζkωk + ω2
k)β

a
k + iω(rk + r∗k)− (rkp

∗
k + r∗kpk) = −ω2βak , ∀ω (D.23)

En reportant les expressions de pk et de rk (Eqs. D.18, D.22) à l’équation (D.23), nous
avons :

αak = ω2
kβ

a
k

= rkp
∗
k + r∗kpk

= 2 [Re(rk) Re(pk) + Im(rk) Im(pk)]

(D.24)

De même, les propriétés modales du mode concerné sont obtenues à partir de la valeur
du pôle complexe pk :

ωk = |pk| (D.25)

ζk = −Re(pk)

|pk|
(D.26)

Nous retrouverons alors les expressions dans le tableau 6.5.
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D.2 Poutre soumise à une force mobile

Dans le cas d’une poutre simple soumise à une force mobile, nous reprenons la fonction
transformée de Fourier de la composante homogène de l’accélération âhk(ω) correspondant
au mode k (Eq. 6.51) et sa représentation sous forme d’éléments simples (Eq. 6.52) :

ωk

√
1− ζ2

kαk + (iω + ζkωk)βk

−ω2 + 2iζkωkω + ω2
k

=
rk

iω − pk
+

r∗k
iω − p∗k

(D.27)

De même façon, nous avons les deux équations suivantes :

−ω2 − iω(pk + p∗k) + pkp
∗
k = −ω2 + 2iωζkωk + ω2

k, ∀ω (D.28)

et :

iω(rk + r∗k)− (rkp
∗
k + r∗kpk) = ωk

√
1− ζ2

kαk + (iω + ζkωk)βk, ∀ω (D.29)

A partir de l’équation (D.28), nous avons toujours :

pk = −ωkζk + iωk

√
1− ζ2

k = σk + iωdk (D.30)

En reportant la valeur du pôle pk de l’équation (D.30) à l’équation (D.29), nous avons :

iω [2 Re(rk)− βk] +

[
ζkωk (2 Re(rk)− βk)− ωk

√
1− ζ2

k (2 Im(rk) + αk)

]
= 0, ∀ω (D.31)

Nous en déduisons :

⇒

{
Re(rk) = βk/2

Im(rk) = −αk/2
(D.32)

L’expression du résidu est :

rk =
1

2
(βk − iαk) (D.33)

Réciproquement, la constante modale est maintenant un nombre complexe et est de
valeur :

αak = ωk

√
1− ζ2

kαk + (iωk + ζkωk)βk

= iωk(rk + r∗k)− (rkp
∗
k + r∗kpk)

= 2iRe(rk)|pk|−2 [Re(rk) Re(pk) + Im(rk) Im(pk)]

(D.34)

Les propriétés modales sont obtenues à partir de la valeur du pôle complexe pk :

ωk = |pk| (D.35)

ζk = −Re(pk)

|pk|
(D.36)

Nous retrouverons alors les expressions dans le tableau 6.6.
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de la durabilité vis-à-vis de la corrosion des armatures et de l’alcali-réaction. Rapp.
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ouvrages en béton armé. Great Britain : ISTE Editions, 2018, p. 224. isbn : 978-
1784054182.

[35] M. I. Friswell et J. E. T. Penny. “Crack Modeling for Structural Health Monito-
ring”. In : Structural Health Monitoring 1.2 (2002), p. 139-148.
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