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Résumé

Une simulation thermomécanique par éléments finis est développée pour le procédé
de fabrication additive DED (directed energy deposition). La simulation est conduite à
l’échelle de la pièce, en modélisant le dépôt progressif de matière et la source d’énergie.
Une expression générale du module tangent consistent est dérivée et implémentée dans la
résolution par éléments finis, dans le cas d’un comportement élasto-viscoplastique avec des
écrouissages de type isotrope et cinématique non linéaire. Pour calculer incrémentalement
les champs de déplacement, de déformation et de contrainte, une formulation théorique du
problème cinématique de positionnement est proposée pour minimiser la distorsion de la
fraction non construite en considérant les informations de déplacement et de déformation
actuelles. L’analyse de convergence de la simulation développée est effectuée à la fois
d’un point de vue temporel et spatial. La validation est effectuée par comparaison avec
des résultats expérimentaux de la littérature pour les cas d’un mur rectiligne et d’une
aube de turbine présentant une forte courbure. Pour réduire le temps de calcul, une
méthode de type "inherent strain" est d’abord proposée, dans laquelle l’inherent strain est
déterminée sur quelques cordons, de manière exacte, par une méthode inverse basée sur
les résultats de simulation du calcul élasto-visco-plastique standard. Cependant, lorsqu’on
applique cette inherent strain dans une simulation couche par couche de la pièce entière,
les résultats sont significativement dégradés par rapport à la solution de référence donnée
par le calcul standard. Ceci est confirmé, quel que soit le mode d’application de l’inherent
strain : uniforme, ou distribution spatiale dans chaque couche. En particulier les écarts
à la référence augmentent dans le cas courbe de l’aube de turbine. Pour résoudre ces
problèmes, une nouvelle méthode dite "inherent strain rate" est proposée, consistant à
linéariser le calcul de dépôt progressif. Pour ce faire, le scalaire vitesse de déformation
plastique équivalente est considéré comme étant l’inherent strain rate. Au cours de la
simulation du processus, le calcul basé sur la méthode inherent strain rate est combiné
avec le calcul standard, conservé pour simuler les extrémités de chacun des cordons. Grâce
à cette combinaison et à une mise à jour en ligne de l’inherent strain rate, des résultats
parfaits sur les déformations et contraintes sont obtenus pour le mur et l’aube de turbine.
Dans cette première version de recherche, la simulation est accélérée d’un facteur 5, ce
qui rend la méthode inherent strain rate proposée très prometteuse pour la simulation
des procédés de fabrication additive.
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Abstract

A thermo-mechanical finite element simulation is developed for additive manufactu-
ring by directed energy deposition (DED). The simulation is conducted at the scale of
the part, by modelling the progressive deposition of matter and the energy source. A
general expression of the consistent tangent modulus is derived and implemented in the
finite element resolution, considering an elastic-viscoplastic behavior with both isotropic
and non-linear kinematic hardening. To incrementally resolve the displacement, strain
and stress fields, a theoretical formulation for the kinematic positioning is proposed to
minimize the distortion of the non-constructed fraction by considering current displa-
cement and strain in the constructed part. The convergence analysis of the developed
simulation is verified by both temporal and spatial aspects. The validation is obtained by
comparison with experimental results taken from the literature for the cases of a straight
vertical wall and a turbine blade showing a strong curvature. To reduce the computational
time, an incremental inherent strain method is first proposed, where the inherent strain is
determined by an inverse method based on simulation results from the standard elastic-
viscoplastic calculation applied to a few tracks. However, when applying this inherent
strain in the case of a simulation of entire parts, the results are severely degraded with
respect to the reference solution given by the standard simulation. This is confirmed, wha-
tever the method to apply inherent strains: uniform, or spatially distributed in each new
layer. Especially the results become worse for the highly curved turbine blade structure.
To resolve such problems, a new "inherent strain rate" method is proposed, consisting of
a linearization of the progressive calculation. This is obtained by considering the scalar
equivalent viscoplastic strain rate as the inherent strain rate. During the process simula-
tion, the inherent strain rate-based calculation is combined with the standard calculation
which is kept to simulate the ends of each track. Thanks to this combination, and to a
continuous updating of the inherent strain rate, perfect results are obtained for both the
single wall and the turbine blade, with a time gain of 5. This makes the proposed inherent
strain rate method very promising for additive manufacturing process simulation.

Keywords : Additive manufacturing, Numerical simulation, Finite element, Inherent
strain, Inherent strain rate
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Chapitre 1

État de l’art sur la modélisation
thermomécanique du procédé DED

Ce chapitre a pour but l’étude du contexte du présent projet. Il s’articule autour des
grands points suivants :

— le procédé DED : sa description, ses caractéristiques, ses applications et sa problé-
matique ;

— les modèles thermomécaniques existants de ce procédé ;

— la méthode inherent strain ;
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CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART SUR LA MODÉLISATION THERMOMÉCANIQUE
DU PROCÉDÉ DED

1.1 Procédé DED

1.1.1 Définition et principe

Selon la norme ISO/ASTM 52900 :2021(fr) [1], la fabrication additive désigne le pro-
cédé d’assemblage de matériaux pour fabriquer des pièces à partir de données de modèle
3D, en général couche après couche, à l’inverse des méthodologies de fabrication soustrac-
tive et de mise en forme. Le procédé DED (Directed Energy Deposition), appelé encore
dépôt de matière sous énergie concentrée, désigne selon la même norme le procédé de
fabrication additive dans lequel l’énergie thermique focalisée est utilisée pour fusionner
des matériaux en les fondant pendant leur dépôt. Le terme "énergie thermique focalisée",
dans cette définition, signifie qu’une source d’énergie (par exemple, laser, faisceau d’élec-
trons, ou arc plasma) est focalisée pour faire fondre les matériaux pendant leur dépôt. Un
gaz protecteur est généralement requis afin de prévenir toute oxydation du métal fondu
pendant le dépôt de matière.
Par rapport aux procédés conventionnels de fabrication mécanique, ce procédé présente
les avantages suivants [2, 3, 4] :

— la diminution du temps de production et de l’intervention humaine du fait de la
réduction des procédures de calibration et d’étalonnage, coûteuses en temps, et de
son automatisation de la conception à la fabrication du produit par l’adoption d’une
technologie de conception et fabrication assistée par ordinateur (CFAO) ;

— la réduction des coûts de fabrication du fait d’un plus grand rendement d’utilisation
de la matière ;

— une plus grande aptitude à la fabrication des pièces de formes très complexes aux
moindres coûts.

Il présente néanmoins quelques inconvénients :

— durée du procédé pouvant être très importante ;

— les coûts supplémentaires de stockage et de sécurité lorsque la matière d’apport est
sous forme de poudre ;

— l’apparition des défauts géométriques des pièces résultantes.

En fonction de l’état de la matière d’apport, on distingue deux grands types de procédés
DED [2, 5] :

— le procédé DED à base de fil pour lequel la matière d’apport est un fil métallique ;

— le procédé DED à base de poudre pour lequel la matière d’apport est à l’état de
poudre de métal.
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1.1. PROCÉDÉ DED

DED à base de fil

Dans ce type de procédé, la direction d’apport du fil de métal peut correspondre ou
non à celle du faisceau de chaleur et/ou de l’apport du gaz protecteur. On parle d’apport
coaxial de fil (wire co-axial feeding en anglais) en cas de correspondance de direction,
et d’apport non coaxial de fil (wire off-axis feeding en anglais) sinon. En fonction de la
source d’énergie thermique utilisée, on distingue trois types de DED à base de fil :

— le procédé WAAM (Wire and Arc Additive Manufacturing) qui fait usage de l’arc
électrique comme source d’énergie thermique (figure 1.1.(a)) ;

— le procédé WLAM (Wire and Laser Additive Manufacturing) qui utilise le faisceau
laser comme source d’énergie thermique (figure 1.1.(b)) ;

— le procédé WEAM (Wire and Electron Beam Additive Manufacturing) qui utilise le
faisceau d’électrons et, contrairement aux deux précédents procédés, s’effectue dans
une enceinte sous vide (figure 1.1.(b)).

Figure 1.1 – Exemples de procédés DED à base de fil de métal : (a) WAAM à apport
coaxial de fil ; (b) WLAM et WEAM à apport non axial de fil [2]

DED à base de poudre de métal

Ce type de procédé fait usage d’un faisceau laser comme source d’énergie thermique,
et nécessite l’apport d’un gaz protecteur. Et, tout comme le procédé DED à base de fil,
la direction d’apport de matière peut correspondre ou non à celle du faisceau laser et de
l’apport du gaz protecteur. On parle d’apport coaxial de poudre (powder co-axial feeding
en anglais) en cas de correspondance de direction (figure 1.2.(a)), et d’apport non coaxial
de poudre (powder off-axis feeding en anglais) sinon (figure 1.2.(b)).
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CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART SUR LA MODÉLISATION THERMOMÉCANIQUE
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Figure 1.2 – Procédés DED à base de poudre de métal : (a) Apport coaxial de poudre ;
(b) Apport non coaxial de poudre [2]

Dans le cas d’apport coaxial, les grains de poudre sont dirigés suivant des directions
concourantes de manière à obtenir une zone de croisement des grains de poudre. Nous en
distinguons deux types :

— la zone de croisement des grains de poudre située dans le bain de fusion, celle des
procédés DED conventionnels (figure 1.3), permettant aux grains de fusionner dans
le bain de fusion provoquée et maintenue par le faisceau laser ;

— la zone de croisement des grains de poudre située au dessus du bain de fusion, celle
du procédé EHLA (Extreme High speed LAser metal deposition) [6], permettant la
fusion des grains avant leur pénétration dans le bain de fusion (figure 1.3).

Figure 1.3 – Types de zone de croisement des grains de poudre : (a) Dans le bain de
fusion ; (b) Au dessus du bain de fusion [2]

Dans toute la suite du présent document, nous nous intéresserons exclusivement au pro-
cédé DED à base de poudre de métal à apport coaxial et dont la zone de croisement des
grains de poudre correspond au bain de fusion.
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1.1.2 Caractéristiques

Les caractéristiques du procédé DED se regroupent en deux types : les paramètres de
base directement fixés par l’opérateur, c’est-à-dire l’utilisateur de l’imprimante 3D, et les
paramètres effectifs indirectement fixés par l’opérateur.

Les paramètres de base

Nous distinguons quatre groupes de paramètres de base [2, 7] :

1. les paramètres du faisceau laser que sont principalement :

— la puissance thermique ∼ 100− 1000W [7, 8, 9] ;

— le profil du faisceau ;

— le diamètre du faisceau ∼ 0.1− 1mm [7, 8, 9] ;

— la distance de travail ∼ 10mm [7] ;

2. les paramètres d’apport de matière et de gaz protecteur que sont principalement :

— le type de buse de pulvérisation de poudre de métal ;

— le débit massique de poudre ∼ 1− 10g/min [7, 8, 9] ;

— le débit volumique d’apport de gaz protecteur ∼ 1− 10l/min ;

3. les matériaux de construction :

— matériau des grains de poudre ;

— distribution des diamètres des grains de poudre ∼ 10− 100µm [7, 8, 9] ;

— forme des grains de poudre ;

— matériau du substrat ;

— traitement thermique du substrat ;

— géométrie du substrat ;

4. mouvement et trajectoire de construction :

— vitesse de balayage ∼ 1− 10mm/s [7, 9] ;

— trajet de dépôt de matière ;

— durée d’arrêt de construction entre deux couches successives ;

— température d’un éventuel préchauffage.

Les paramètres effectifs

Nous distinguons trois groupes de paramètres effectifs [2, 7] :

1. les paramètres d’absorption que sont principalement :
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— efficacité énergétique (pourcentage de puissance reçue du faisceau laser) < 45%
[5, 9] ;

— pourcentage d’absorption de poudre pulvérisée < 60% [8] ;
2. les paramètres du bain de fusion que sont principalement :

— morphologie ;
— dimensions longueur×largeur×profondeur ;
— température maximale ;

3. les paramètres dimensionnels du cordon construit :
— largeur ∼ 1mm [2, 7] ;
— hauteur ∼ 0.1− 1mm [2, 7] ;

1.1.3 Applications

Les applications actuelles du procédé DED se regroupent en cinq grands domaines [2] :
1. Pièces près des cotes (Near-net-shape parts en anglais) [10, 11, 12, 13, 14] ;
2. Réparation, restauration et remise à neuf [6, 14, 15, 16, 17, 18] ;
3. Revêtement poreux [5, 19, 20, 21, 22] ;
4. Matériaux et structures sur mesure [5, 3, 23, 24, 25, 26] ;
5. Gestion de la thermique [5, 27, 28, 29, 30].

Pièces près des cotes

Il est question de fabriquer des structures métalliques dont la forme et les dimensions
sont très proches de celles du produit final, réduisant ainsi les coûts de finition. La figure
1.4 nous donne un exemple de pièce près des cotes produite par le procédé DED.

Figure 1.4 – Buse d’échappement près des cotes, d’une hauteur de quelques cm, d’une
turbine à gaz produite par le procédé DED [14]
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Réparation, restauration et remise à neuf

Ce domaine d’application a pour objet la réparation des pièces endommagées, la res-
tauration et la remise à neuf des pièces avec les formes et propriétés désirées. Les objectifs
visés dans ce domaine sont :

— la réduction des délais et coûts de production, et des émissions des gaz à effet de
serre ;

— le recyclage des matériaux et pièces utilisés ;

— l’amélioration des propriétés et fonctionnalités.

La figure 1.5 nous donne un exemple d’applications du DED dans la réparation d’une
aube de turbine produite par le procédé DED [15].

Figure 1.5 – Réparation par le procédé DED d’une aube de turbine fabriquée à base du
DED : (a) État fonctionnel ; (b) État défaillant ; (c) État de restauration. [15]

Revêtement poreux

Le procédé DED permet aussi la fabrication des mousses métalliques et des structures
poreuses, en particulier pour les matériaux à usage bio-médical. Les objectifs visés sont :

— l’amélioration de la bio-compatibilité ;

— l’amélioration du rendement d’utilisation de la matière ;

La figure 1.6 nous donne un exemple de revêtement poreux portant sur l’impression 3D
de structures poreuses à la surface d’articulations artificielles à l’aide de poudre de titane
[19, 31].
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Figure 1.6 – Développement d’une articulation artificielle de la hanche par revêtement
poreux métallique [19, 31]

Matériaux et structures sur mesure

Ce domaine d’application a pour objet la fabrication des matériaux et structures à
gradient fonctionnel (Functionally graded materials and structures (FGM&S) en anglais),
le revêtement multi-couche des matériaux hétérogènes, et le revêtement dur (hardfacing
en anglais). Les objectifs visés sont :

— le contrôle des propriétés des matériaux ;

— l’amélioration de la résistance des pièces à l’usure et à la corrosion ainsi que de la
durée de vie en service ;

— la réduction du coût de la matière.

La figure 1.7 nous donne un exemple de revêtement dur d’un outil d’attaque du sol [23].

Figure 1.7 – Revêtement dur d’un outil d’attaque du sol [23]

La figure 1.8 nous donne d’autre part un exemple de FGM portant sur un cylindre
composite à gradient de titane et d’alumine (Ti/Al2O3) [26].
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Figure 1.8 – Schéma et géométrie d’un cylindre composite à gradient de titane et d’alu-
mine (Ti/Al2O3) fabriqué par le procédé DED [26]

Gestion de la thermique

Il est question dans ce domaine d’application de la fabrication par le procédé DED
des outils de formage et de moulage intégrant des canaux de refroidissement conformes
(Conformal Cooling Channels (CCCs) en anglais), des moules de gestion thermique et des
dissipateurs de température. Les objectifs visés sont :

— le contrôle des distributions de la température ;

— la rapidité et l’uniformisation du refroidissement ;

— l’amélioration de la qualité des produits.

Dans la figure 1.9, nous avons un exemple d’application portant sur la fabrication d’un
moule à injection pour matériaux polymères avec canaux de refroidissement conforme
[30]. Cette figure en présente la conception et la procédure comprenant l’usinage des
pièces de support, l’insertion des dits canaux suivie de la fabrication par DED des pièces
de moulages.
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Figure 1.9 – Conception et procédure de fabrication d’un moule à injection avec canaux
de refroidissement conforme [30]

1.1.4 Anomalies des pièces produites

Les anomalies des pièces produites par le procédé DED, que nous appelerons désormais
pièces DED, désignent les déviations de la normale de leurs réelles propriétés. Liu et al.
[32] en distinguent trois grands groupes :

1. les anomalies géométriques désignant tout écart par rapport à la géométrie nominale
(forme et dimensions), c’est-à-dire la géométrie CAO ;

2. les anomalies morphologiques comprenant les défauts de surface affectant la tex-
ture de surface (rugosité, ondulation, etc.), et les défauts internes (porosité, cavité,
inclusion, etc.) ;

3. les anomalies microstructurales liées à l’aspect microstructural des surfaces et sous-
surfaces et correspondant aux caractéristiques structurelles indésirables (décolora-
tion/oxydation/corrosion, non homogénéité, fissuration, anisotropie etc.) dans la
microstructure.

Dans cette sous-section, nous ne détaillons que les anomalies géométriques. Il en existe
plusieurs types :

— la non-uniformité des épaisseurs de couches, pouvant être causée par un mauvais
positionnement du point focal du faisceau laser. La figure 1.10 nous donne une
illustration de non-uniformité d’épaisseur de couche liée à une différence notable
entre l’incrément de coordonnée suivant l’axe Z du point focal et l’épaisseur de
couche nominale.
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Figure 1.10 – Effet de la différence entre l’incrément de coordonnée suivant l’axe Z du
faisceau laser et l’épaisseur de couche nominale : (a) Uniformité d’épaisseur (différence
nulle) ; (b) Diminution d’épaisseur (différence positive) ; (c) Augmentation d’épaisseur
(différence négative) [33]

— le gauchissement, c’est-à-dire l’ondulation de la surface supérieure causée par un
apport très élevé d’énergie du laser entraînant, en l’absence d’un dissipateur de
chaleur efficace, un plus profond bain de fusion (figure 1.11).

Figure 1.11 – Gauchissement de la surface supérieure d’une pièce DED [34]

— les défauts de bord, c’est-à-dire les écarts importants observés entre les niveaux
des bords avec le niveau moyen de la surface supérieure, généralement dus à une
discontinuité de dépôt de matière et à des trajets de buse inadaptés (figure 1.12).
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Ils se produisent généralement en début et de fin de trajet de dépôt de matière, ou
lors des changements brusques de direction du trajet de la buse.

Figure 1.12 – Défauts de bord d’une pièce DED [35]

— les satellites de surface apparaissant comme des saillies en boule plus ponctuelles que
les défauts de bord, et généralement observés aux points de chevauchement entre
les points de début et fin de dépôt de métal (figure 1.13). Ils trouvent leurs origines
dans l’apparition d’éclaboussures de poudre (non fondue) et leurs accumulations en
des points de la surface de la pièce.

Figure 1.13 – Satellites de surface sur une pièce DED [35]

— le rétrécissement des couches de matière se produisant au cours de leur refroidisse-
ment et entraînant l’inclinaison des surfaces latérales de la pièce en construction.

— le gauchissement menant à un détachement du substrat, causé par une faible adhé-
sion de la couche de matière avec le substrat réduisant ainsi la capacité de la zone
de contact pièce/substrat à résister aux contraintes résiduelles générées par le pro-
cédé (figure 1.14). Cette faible adhésion est généralement liée à une faible puissance
ou à une importante vitesse de parcours du faisceau laser réduisant ainsi l’apport
d’énergie au substrat, et menant à un bain de fusion ni assez large, ni assez profond
pour une bonne adhésion pièce-substrat [35].
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Figure 1.14 – Gauchissement d’une pièce DED menant à son détachement du substrat
[35]

1.1.5 Approches de résolution

Les anomalies des pièces DED étant en général fortement influencées par les paramètres
de base, présentés plus haut, du procédé DED, il est donc crucial d’effectuer des choix
optimaux de ceux-ci. Tel est l’objectif final des approches de résolution, lesquelles en
général visent à établir des correspondances entre les paramètres de base, les paramètres
effectifs et les propriétés finales des pièces DED. Nous distinguons deux types d’approches
de résolution : l’approche expérimentale et l’approche de modélisation multiphysique.

Approche expérimentale

Dans le but d’étudier l’influence directe d’un ou plusieurs paramètres de base sur
les paramètres effectifs, et les propriétés finales des pièces DED [35, 36, 37], l’approche
expérimentale consiste à :

— sélectionner un groupe de paramètres de base dont on voudrait étudier l’influence ;

— définir des échantillons de pièces ;

— fixer pour chaque échantillon les valeurs des paramètres de base sélectionnés ;

— fabriquer par le procédé DED les différents échantillons suivant les valeurs fixées des
paramètres de base ;

— mesurer à l’aide de dispositifs expérimentaux les paramètres effectifs et les propriétés
finales.

Cette approche présente le grand avantage d’être précise, du fait de la bonne précision des
instruments de mesure des dispositifs expérimentaux, mais présente l’inconvénient d’être
très coûteuse, du fait de l’importante quantité de ressources requises (matière, énergie, gaz
protecteur, etc.), surtout lorsqu’elle implique des matériaux coûteux à l’instar du titane
et du nickel.

Approche de modélisation multiphysique

Le but et la démarche de cette approche sont les mêmes que ceux de la précédente
approche à la seule différence qu’elle vise à reproduire numériquement, c’est-à-dire à si-
muler les expériences physique et mécanique des échantillons pendant et à la fin de leur
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fabrication. Afin d’être un substitut économique fiable à l’approche expérimentale, l’ap-
proche de modélisation multiphysique doit être numériquement consistante (convergente
en temps et en espace), suffisamment précise, simple et rapide.
Diverses approches de modélisation et simulation multiphysique du procédé DED peuvent
être adoptées. Nous avons entre autres la modélisation thermo-métallurgique s’intéressant
à l’évolution de la microstructure (recristallisation, changement de phase, orientation cris-
talline) des pièces DED sous sollicitations thermiques, et la modélisation thermomécanique
s’intéressant à la réponse mécanique des pièces DED sous sollicitations thermiques et mé-
caniques. Un couplage de ces deux approches peut être envisagé.
En ce qui concerne la modélisation thermomécanique, nous distinguons dans la littérature
scientifique en fonction de l’échelle de modélisation, différents types d’approche :

— l’approche mésoscopique à l’échelle du cordon [38, 39] (figure 1.15), visant à modé-
liser et à simuler :

— le trajet, le chauffage par le laser, ainsi que l’interaction avec le bain de fusion,
des grains de poudre ;

— l’influence thermique et mécanique du gaz protecteur sur le bain de fusion ;

— la thermo-hydrodynamique du bain de fusion ;

— la géométrie résultante du cordon construit.

Figure 1.15 – Simulations du chauffage des grains de poudre et de la thermo-
hydrodynamique du bain de fusion de la construction d’un cordon par le DED [38]

Les propriétés thermophysiques à l’état liquide comme à l’état solide des matériaux
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utilisés, la chaleur latente de fusion, la force de tension superficielle et l’effet Ma-
rangoni au niveau de l’interface bain de fusion/gaz protecteur, doivent être pris en
compte dans cette approche.

— l’approche macroscopique à l’échelle de tout le système substrat/pièce [40, 41, 42,
43, 44, 45, 46, 47] (figure 1.16), visant à modéliser et à simuler :

— la diffusion de chaleur dans tout le système et donc le comportement thermique
global de celui-ci ;

— les anomalies géométriques macroscopiques du système ;

— les déformations et contraintes mécaniques au sein du système, en particulier
dans les zones affectées thermiquement.

Figure 1.16 – Simulations de l’état final d’un cylindre construit par le DED : (a)
Contraintes résiduelles équivalentes de von-Mises ; (b) Amplitude du déplacement des
points du cylindre [43]

L’approche macroscopique doit donc prendre en compte, entre autres, les interac-
tions thermiques gaz protecteur/faisceau laser et système/gaz protecteur. Cepen-
dant, n’ayant pas pour objet la simulation thermo-hydrodynamique du bain de
fusion, cette approche ne nécessite pas de prendre en compte les propriétés ther-
mophysiques liquides des matériaux utilisés, les termes d’inertie dans l’équation de
la dynamique, encore moins les tensions superficielles et l’effet Marangoni à l’inter-
face bain de fusion/gaz protecteur. Certains auteurs [43], considèrent toutefois la
viscosité du métal fondu et les termes d’inertie dans l’équation de la dynamique.

L’approche macroscopique de la modélisation thermomécanique fera l’objet de toute la
suite du présent document.
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1.2 Modèles thermomécaniques existants

1.2.1 Domaines géométriques de modélisation

Les modèles thermomécaniques macroscopiques existant dans la littérature scientifique
reposent en général sur la méthode des éléments finis appliquée sur le domaine (modèle)
géométrique CAO du système Ωf , c’est-à-dire, l’ensemble constitué du substrat ΩS et de
la pièce à construire ΩPf ; cette dernière étant décomposée en différentes couches et en
différents cordons. Le domaine géométrique CAO Ωf fait l’objet d’un maillage régulier
partitionné à chaque instant t de l’intervalle de simulation [0, tf ] en deux ou trois sous-
domaines :
— le domaine des éléments actifs (active elements en anglais) Ωt, correspondant en

général à la partie construite du système total à obtenir et à laquelle sont attribuées
les pleines propriétés thermomécaniques et thermophysiques solides du matériau de
construction ;

— le domaine des éléments dormants (quiet elements en anglais) Ωq
t , correspondant à

la partie du système total qui reste à construire et à laquelle sont attribuées des
propriétés thermomécaniques et thermophysiques solides dégradées du matériau de
construction afin de minimiser toute interaction thermique et mécanique avec le
domaine des éléments actifs ;

— le domaine des éléments inactifs (inactive elements en anglais) Ωin
t , correspondant

également à la partie du système total qui reste à construire et à laquelle ne sont
attribuées aucune propriété thermomécanique et thermophysique solide du matériau
de construction.

En fonction des volumes des deux derniers sous-domaines, nous distinguons trois types
d’approche de modélisation numérique (figure 1.17) [40] :
— l’approche inactive element (Ωq

t = ∅) [40, 43, 44], pour laquelle les calculs thermiques
et/ou mécaniques ne s’effectuent que sur le domaine des éléments actifs Ωt. Notons
que Ωt est en constante évolution (croissante au sens ensembliste) pendant la simu-
lation du procédé, ce qui exige à chacune des activations d’éléments de redéfinir ce
domaine sur lequel la résolution par éléments finis va s’opérer.

— l’approche quiet element (Ωin
t = ∅) [40, 42, 46, 47], pour laquelle les calculs ther-

miques et/ou mécaniques s’effectuent sur tout le domaine Ωf . Le maillage de ce
domaine Ωf étant constant, l’inconvénient que nous venons de mentionner plus haut
disparaît.

— l’approche mixte (Ωq
t ,Ωin

t 6= ∅) [40, 41], pour laquelle les calculs thermiques et/ou
mécaniques s’effectuent sur les deux sous-domaines Ωt et Ωq

t . Et, pour un cordon
ΩT en cours de construction, le domaine des éléments dormants doit correspondre
à la partie de ΩT qui reste à construire.
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Figure 1.17 – Approches de modélisation numérique du DED : (a) Inactive element ; (b)
Quiet element ; (c) Approche hybride

Nous pouvons conclure de cette classification, qu’en général, à chaque instant t ∈ [0, tf ],
le domaine de calcul Ωc

t de la modélisation thermique et/ou mécanique numérique se
définit comme étant l’union du domaine des éléments actifs et du domaine des éléments
dormants, soit Ωc

t := Ωt ∪ Ωq
t .

1.2.2 Équations théoriques de la thermique et mécanique

Les équations théoriques desquelles découlent les modèles numériques thermiques et
mécaniques du DED sont issues des équations de conservation, des conséquences du second
principe de la thermodynamique et des lois rhéologiques. On distingue à cet effet deux
groupes d’équations théoriques : les équations de la thermique et les équations de la
mécanique.

Équations de la thermique

Il s’agit, à chaque instant t ∈ [0, tf ] de :

— l’équation de la chaleur, dans laquelle est négligé le terme d’advection, définie dans
Ωc
t par :
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Dans Ωt

ρcp (T ) ∂T
∂t

= −∇ · q + Q̇, q = −κ (T )∇T

⇒ ρcp (Tt)
Tt − Tt−dt

dt
≈ ∇ · (κ (Tt)∇Tt) + Q̇t

Dans Ωq
t

ρscpcp (Tt)
∂T

∂t
= −∇ · q + Q̇, q = −sκκ (T )∇T

⇒ scpρcp (Tt)
Tt − Tt−dt

dt
≈ ·

(
scpκ (Tt)∇Tt

)
+ Q̇t

(1.1)

Avec, T champ de température, Tt champ de température à l’instant t, Tt−dt champ
de température à l’instant t−dt, ρ masse volumique, cp (T ) chaleur massique, source
de chaleur volumique Q̇, q vecteur flux de chaleur, κ (T ) conductivité thermique,
scp ∈ ]0, 1] , sκ ∈ ]0, 1[ facteurs de dégradation respectivement de la chaleur massique
et de la conductivité thermique. Selon Michaleris [40], la température Tt−dt doit être
initialisée à la température ambiante pour tous les éléments nouvellement activés à
l’instant t.

— les conditions aux limites définies sur la frontière ∂Ωt du domaine Ωt par :

T = T i sur (∂Ωt)D

−q · n =

 qi sur (∂Ωt)N

h (T − T∞) + σε
(
T 4 − T 4

∞

)
sur (∂Ωt)R

(1.2)

Avec, n normale unitaire externe,
{

(∂Ωt)D , (∂Ωt)N , (∂Ωt)R
}

partitionnement de
∂Ωt, T i température imposée, qi flux de chaleur imposée, T∞ température du mi-
lieu ambiant, h coefficient de convection, σ constance de Boltzmann, ε émissivité
thermique.

— les conditions aux limites définies sur la frontière ∂Ωq
t du domaine Ωq

t , mis à part
son intersection avec la frontière ∂Ωt, correspondent à un flux imposé null. Soit
l’expression :

− q · n = 0 sur ∂Ωq
t \ (∂Ωq

t ∩ ∂Ωt) (1.3)

Équations de la mécanique

Il s’agit, à chaque instant t ∈ [0, tf ], de :

— l’équation d’équilibre définie par :

∇ · σ + f
e

= 0 dans Ωc
t (1.4)

Avec, σ tenseur de contraintes de Cauchy, f
e
vecteur force volumique, 0 vecteur nul.
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— la loi de comportement élasto-plastique définie par :

Dans Ωc
t

ε = εe + εth + εp, σ =


C (T ) : εe dans Ωt

sCC (T ) : εe dans Ωq
t

εth = α (T ) (T − T∞) , ε̇p =

 0 si σ < σY (T ) +R (T, ε)
λ̇s, avec λ̇ > 0 et σ = σY (T ) +R (T, ε)

(1.5)

Avec, 0 tenseur nul d’ordre deux, ε, εe, εth et εp désignant respectivement les tenseurs
des déformations totales, élastiques, thermiques et plastiques, ε̇p tenseur vitesse des
déformations plastiques, C (T ) tenseur des modules d’élasticité, sC ∈ ]0, 1[ facteur
de dégradation des modules d’élasticité, α (T ) coefficient de dilatation thermique, s

composante déviatorique de σ, σ :=
(3

2s : s
)1/2

contrainte équivalente de von-Mises,

ε :=
∫ t

0

2
3 ε̇

p : ε̇p déformation plastique cumulée, σY (T ) limite initiale d’élasticité,
R (T, ε) fonction d’écrouissage isotrope. Cette dernière est habituellement ignorée
par certains auteurs [41, 42, 44]. Par contre Biegler et al. [45, 46], Nain et al. [47]
prennent en compte l’écrouissage du matériau solide. Cependant Nain et al. prennent
en compte la relaxation des contraintes en réinitialisant à 0 la déformation plastique
cumulée ε à chaque élément du maillage dont la température à chaque nœud dépasse
une température limite dite température de relaxation des contraintes.

Les conditions aux limites quant à elles, se définissent sur la frontière ∂Ωc
t partitionnée

en deux surfaces : la surface encastrée (∂Ωc
t)
u ⊂ ∂ΩS et la surface libre (∂Ωc

t)
σ. Soit la

formulation :
u = 0 sur (∂Ωc

t)
u , σ.n = 0 sur (∂Ωc

t)
σ (1.6)

Avec u champ de déplacement.

1.2.3 Critère d’activation d’éléments

Deux types de critère d’activation sont identifiés dans la littérature scientifique : le
critère basé sur la source de chaleur et le critère basé sur la température.

Critère à base de la source de chaleur

Il s’agit du critère développé par Michaleris [40] dans lequel est adopté le modèle
de source de chaleur volumique à double ellipsoïdes de Goldak et al. [48]. Il se base
sur l’historique des valeurs prises par la source Q̇ en chaque point du domaine entier
Ωf . En effet, tout élément du maillage de Ωf à l’état inactif ou dormant passe à l’état
actif lorsqu’au moins un de ses points d’intégration de Gauss enregistre une valeur de
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Q̇ supérieure ou égale à 5% de la valeur maximale. Ce critère est largement repris par
d’autres auteurs [41, 42, 44].

Critère basé sur la température

Il a été développé et adopté par Biegler et al. [46] qui utilisent la méthode quiet
element, et par Stender et al. [43] qui quant à eux utilisent la méthode inactive element.
Il se base sur l’historique des valeurs de température du domaine entier Ωf . En effet, selon
ce critère, tout élément du maillage de Ωf à l’état inactif [43] ou dormant [46] passe à
l’état actif lorsque sa température moyenne enregistre une valeur supérieure ou égale à la
température de fusion du matériau utilisé.
Il est à noter que Stender et al. calculent la température des éléments inactifs en résolvant
dans tout le domaine Ωf par la méthode des éléments finis une version simplifiée de
l’équation de la chaleur 1.1, dans laquelle est négligée la diffusion, soit l’équation :

ρcp (T ) ∂T
∂t

= Q̇ dans Ωf (1.7)

La température obtenue par cette résolution permet ainsi d’activer les éléments inactifs
ayant une température moyenne au dessus de la température de fusion, d’actualiser le
domaine des éléments actifs Ωt et d’y effectuer à nouveau l’analyse thermique dans laquelle
sera résolue l’équation de chaleur 1.1 avec les conditions aux limites 1.2, suivi de l’analyse
mécanique.

1.2.4 Analyses critiques

Les analyses critiques des modèles thermomécaniques existants du DED portent sur
différents points : l’interaction thermique externe, la cinématique, l’activation des élé-
ments, la complexité numérique.

L’interaction thermique externe

Il s’agit des interactions thermiques entre le domaine actif Ωt et le milieu externe,
à chaque instant t ∈ [0, tf ] du procédé DED, notamment les flux de chaleur à la fron-
tière ∂Ωt. Les modèles thermiques macroscopiques existants ne prennent pas en compte
l’interaction thermique entre le bain de fusion à très haute température avec la matière
entrante qu’est la poudre de métal chauffée à une température a priori différente de celle
du bain de fusion. Cette éventuelle discontinuité de température implique une condition
de flux de chaleur bien différente de celle de la convection et du rayonnement. De plus,
ces modèles existants ne prennent pas en compte l’élévation de la température du gaz
inerte chauffé par le faisceau laser. En effet, dans l’expression des flux de convection et de
rayonnement donnée dans 1.2 modélisant l’interaction thermique du domaine actif/gaz
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protecteur, la température du milieu ambiant T∞ ne correspond pas à la température
réelle du gaz protecteur. Ceci peut avoir pour conséquence un retard d’élévation de la
température des points en proximité de la source de chaleur. La figure 1.18 nous en donne
un exemple par la comparaison des résultats de simulation thermique de la construction
d’un cordon par DED avec les mesures expérimentales effectuées sur trois thermocouples
fixés sur le substrat en proximité du cordon construit, suivant les trois distances 0.6mm,
1mm et 1.1mm à l’axe du cordon. Nous y observons, des différences d’élévation de tempé-
rature à l’approche de la source de chaleur. En effet, les courbes expérimentales indiquent
un premier chauffage des thermocouples du fait de leur contact avec le gaz protecteur
chauffé, un chauffage qui n’est pas pris en compte dans le modèle thermique.

Figure 1.18 – Comparaison entre simulations et données expérimentales sur l’évolution
de température de trois thermocouples fixés sur le substrat [45]

La cinématique

Dans le cadre des approches inactive element et hybride, la cinématique des éléments
inactifs n’est pas prise en compte. La distorsion de ces éléments au moment de leur activa-
tion n’est donc pas calculée. Ainsi, le champ de déplacement u correspond au déplacement
post-activation des éléments du maillage appartenant à la pièce à construire c’est-à-dire
ΩPf .
Dans le cadre de l’approche quiet element qui, contrairement aux précédentes approches,
prend en compte la cinématique des éléments dormants (non actifs), l’application d’un
faible module d’Young à ces éléments n’a pas seulement pour effet de conduire à un mau-
vais conditionnement de la matrice de rigidité, mais conduit également à une majoration
considérable de leurs déplacements, surtout pour les éléments proches de la surface su-
périeure du domaine entier Ωf . Une illustration de cet handicap nous est donnée par la
figure 1.19 présentant les résultats de calcul de déplacement sur une coupe transversale
d’une aube de turbine en acier inoxydable 316L (module d’Young de l’ordre de 100GPa)
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en cours de construction par le DED [46], suivant deux valeurs de faible module d’Young :
Equiet = 1GPa et Equiet = 10GPa. Nous y observons en effet que les flèches des deux sec-
tions sont très importantes pour la plus petite valeur de Equiet, et peu importantes pour
la plus grande. Toutefois, l’application de cette dernière valeur comme module d’Young
des éléments dormants est susceptible de provoquer une importante interaction méca-
nique entre le domaine des éléments actifs et le domaine des éléments dormants, pouvant
générer des erreurs numériques sur la prédiction de la distorsion de la pièce fabriquée.

Figure 1.19 – Simulation du déplacement d’une aube de turbine en cours de fabrication
par DED [46]

L’activation des éléments

Les critères existants d’activation présentés ci-dessus présentent deux importants in-
convénients :

1. Contrainte d’utilisation des pas de temps suffisamment petits, afin d’assurer que
chaque élément ait au moins un point d’intégration de Gauss d’activation enregis-
trant une valeur de Q̇ plus importante que 5% de la valeur maximale, ou ait une
température moyenne supérieure à la température de fusion, au passage de la source
de chaleur.

2. Irrégularité de l’interface numérique entre domaine des éléments actifs et domaine
des éléments inactifs ou tranquilles pouvant mener à des pics artificiels surtout pour
les maillages triangulaires anisotropes (figure 1.20).
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Figure 1.20 – Interface numérique entre les éléments actifs et les éléments tranquilles ou
inactifs

La complexité numérique

La dépendance à la température des propriétés thermophysiques, la non-linéarité de
la loi de comportement mécanique adoptée conduisent à la non linéarité des problèmes
thermique et mécanique à résoudre. De plus, l’usage de pas de temps assez petits pour
assurer l’activation de tous les éléments au passage de la source de chaleur et la précision
des résultats augmentent la fréquence de résolution de ces deux problèmes. Le maillage
du domaine de calcul Ωc

t devant être suffisamment raffiné, cela affecte sensiblement le
temps de calcul. En particulier, dans le cadre de l’approche quiet element, où la taille
des problèmes sera maximale, car étant de l’ordre du nombre de nœuds du maillage du
domaine entier Ωf , du début jusqu’à la fin du procédé.
Tout ceci peut avoir pour conséquence principale, un important temps de calcul, défavo-
risant ainsi par rapport à l’approche expérimentale, ces différentes approches classiques
de modélisation macroscopique numérique du DED que nous conviendrons d’appeler plus
loin modèle standard et calcul complet. Il s’avère donc nécessaire d’adopter des approches
de réduction de complexité afin d’obtenir des solutions numériques suffisamment précises
à moindre coût. La méthode inherent strain est une de ces approches et fera l’objet de la
section suivante.

1.3 Méthode inherent strain

La méthode inherent strain (IS) est une méthode de réduction de complexité du mo-
dèle standard, ayant pour but le calcul approximatif relativement direct des distorsions
et contraintes résiduelles de la pièce à la fin du procédé, après refroidissement total. Ceci,
par le biais de la résolution d’un nombre limité de problèmes d’équilibre mécanique dans
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lesquels intervient comme paramètre de sollicitation, en général sous forme incrémentale,
un champ tensoriel connu sous le nom de champ inherent strain noté ε∗. Cette méthode
a initialement été développée par Ueda et al. [49, 50, 51] pour le procédé de soudage.
Pour ce procédé, il était question de définir l’inherent strain comme champ de défor-
mation plastique, d’approcher ce dernier par des méthodes heuristiques, puis de calculer
l’état mécanique final d’un assemblage soudé en résolvant des problèmes se limitant à un
comportement élastique linéaire. Elle a, dans les dernières décennies, vu son domaine d’ap-
plication s’étendre aux procédés de fabrication additive notamment le PBF (Powder Bed
Fusion) [52, 53, 54, 55, 56, 57, 58] et le DED [44]. Dans cette section, nous présenterons
dans le cadre de la fabrication additive :

— les différentes approches de la méthode ;

— les différentes définitions et méthodes d’estimation du champ inherent strain ;

— quelques résultats d’application au DED.

1.3.1 Approches de la méthode

Dans le cadre de la fabrication additive, le calcul des distorsions et contraintes rési-
duelles s’effectue, selon la littérature, de manière itérative, couche par couche. En effet,
pour une décomposition de la pièce finale à construire ΩPf en N couches de matière
ΩL1, . . . ,ΩLN , à chaque itération I = 1, . . . , N , l’application de la méthode consiste à :

— Activer la couche ΩLI et y appliquer le champ inherent strain ε∗ (figure 1.21) ;

Figure 1.21 – Activation de la couche ΩLI , I = 1, . . . , N [56]

— Calculer les incréments de distorsions et de contraintes résiduelles par la résolution
d’un unique problème mécanique défini, à température ambiante T∞, sur le domaine
des éléments actifs actualisé ΩI .

En fonction de l’approche de comportement mécanique adoptée, on distingue dans la
littérature scientifique, deux approches : l’approche linéaire et l’approche non linéaire.
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Approche linéaire

Dans cette approche, à chaque dépôt de couche ΩLI , I = 1, . . . , N , est adopté, un
comportement élastique linéaire dans lequel, le champ inherent strain ε∗, appliqué à la
couche ΩLI , apparaît comme la composante inélastique de l’incrément de déformation
totale δε

I
[54, 55, 56]. Soit la formulation mathématique ci-dessous :

δε
I

= δεe
I

+ δε∗
I
, σ

I
= σ

I−1 + C (T∞) : δεe
I

δε∗
I

:= 1ΩLIε
∗, σ

I−1|ΩLI
= 0

(1.8)

Avec δεe
I
Ie−incrément de déformation élastique, σ

I−1 tenseurs des contraintes calculés
au dépôt de la couche ΩLI−1, σI tenseur des contraintes à calculer au dépôt de la couche
ΩLI , C (T∞) tenseur des modules d’élasticité à la température ambiante, et 1ΩLI désignant
la fonction indicatrice de la couche déposée ΩLI définie par :

∀x ∈ ΩI , 1ΩLI (x) =

 1 si x ∈ ΩI

0 sinon
(1.9)

Cette approche présente l’avantage d’être très économique en raison de la linéarité du
problème mécanique à résoudre, mais présente le grand inconvénient de surestimer les
contraintes mécaniques car elle autorise les contraintes équivalentes à dépasser de manière
non contrôlée la contrainte limite d’élasticité.

Approche non linéaire

Cette approche est une évolution notable de l’approche précédente en ce sens que, par
la loi de comportement élasto-plastique adoptée pour chaque couche ΩLI , I = 1, . . . , N
déposée, elle permet de contrôler les dépassements de la contrainte limite d’élasticité
[44, 53, 54, 59, 58]. Le champ inherent strain ε∗ appliqué à la couche ΩLI apparaît comme
une composante inélastique additionnelle de l’incrément de déformation totale δε

I
. Soit la

formulation mathématique ci-dessous dans le cadre de la plasticité parfaite (sans écrouis-
sage) :

δε
I

= δεe
I

+ δεp
I

+ δε∗
I
, σ

I
= σ

I−1 + C (T∞) : δεe
I

δε∗
I

:= 1ΩLIε
∗
I
, σ

I−1|ΩLI
= 0

σI − σY (T∞) ≤ 0, σI :=
(3

2sI : s
I

)1/2
(1.10)

Avec δεp
I
Ie−incrément de déformation plastique, s

I
, composante déviatorique de σ

I
, σI

contrainte équivalente de von Mises calculée au dépôt de la couche ΩLI , σY (T∞) limite
d’élasticité à la température ambiante.
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1.3.2 Définitions du champ inherent strain

Différentes définitions ont été attribuées au champ inherent strain ε∗. Elles peuvent
être regroupées en deux grandes approches :
— définitions à base de données référentes de distorsions et contraintes résiduelles,

données issues de la simulation détaillée par le modèle standard ou issues de mesures
expérimentales, sur tout ou une partie du domaine Ωf ;

— définitions à base des propriétés thermophysiques et thermomécaniques des maté-
riaux utilisés.

Définitions à base de données mécaniques référentes

Il s’agit de :
— La définition originale, celle de Ueda et al. [49, 50] pour laquelle l’inherent strain

ε∗ correspond à la déformation permanente du système (substrat/pièce) construit à
l’état de refroidissement total, soit donc la déformation plastique. Cette définition
est utilisée par d’autres auteurs [55, 56].

— La définition de Liang et al. [44] pour laquelle ε∗ est donnée par la différence :

ε∗ = εe
i

+ εp
i
− εe

s
(1.11)

Avec, εe
i
, εp

i
désignant respectivement les déformations élastique et plastique dans

l’état intermédiaire, et εe
s
désignant la déformation élastique au refroidissement total.

L’état intermédiaire selon Liang et al. [44] désigne l’état d’amplitude maximale de
déformation mécanique compressive suivant la direction de construction au passage
de la source de chaleur.

— La définition selon Bugatti et Semeraro [55] pour laquelle ε∗ a les propriétés sui-
vantes :
— champ constant, diagonal et de composante nulle suivant la direction de construc-

tion (habituellement la direction Z) ;
— pour un nombre donné d’échantillons de pièces de géométrie similaire, ε∗ mini-

mise l’écart entre les distorsions résiduelles calculées par la méthode inherent
strain et celles déterminées expérimentalement.

Définitions à base des propriétés thermophysiques et thermomécaniques

Il s’agit de :
— La définition de Alvarez et al. [53] pour laquelle l’inherent strain ε∗ est un équivalent

de déformation thermique donné par l’expression :

ε∗ = −P th (Tf − Ti) (1.12)
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Avec P th tenseur diagonal dont les composantes sont des multiples entiers du coef-
ficient de dilatation thermique α, Ti température initiale à l’activation, Tf tempé-
rature de fusion.

— La définition de Yaghi et al. [54] pour laquelle ε∗ est un tenseur sphérique dont les
coefficients tous identiques sont donnés par le rapport entre la limite d’élasticité σY
et le module d’Young E, tous les deux pris à la température ambiante.

1.3.3 Méthode d’estimation du champ inherent strain

Cette méthode ne concerne que les champs inherent strain définis à base des données
référentes de distorsions et/ou contraintes résiduelles. En effet, l’obtention de ces données
étant généralement coûteuse, il est essentiel de minimiser cet effort d’obtention. Dans le
cadre du procédé DED visant à fabriquer une pièce Ωf , la méthode proposée dans la
littérature scientifique, celle de Liang et al. [44], consiste à :

— réaliser, sur une petite géométrie représentative Ωfs (typiquement quelques cordons
dans le cas du DED), une simulation détaillée du procédé afin d’y calculer et moyen-
ner le champ inherent strain résultant ;

— définir cette moyenne comme champ inherent strain qui sera utilisé dans la simu-
lation de la géométrie Ωf après d’éventuels calculs de rotation tensorielle de façon
à imposer les composantes du tenseur dans les directions tangentielle, transverse
et éventuellement suivant la verticale par rapport à la trajectoire de la source de
chaleur en chaque point.

1.3.4 Quelques résultats

Nous ne nous intéresserons dans cette partie qu’au procédé DED, et donc uniquement
aux résultats de Liang et al. [44] portant sur la construction d’un mur sur un substrat
parallélépipédique, mur constitué de couches mono-cordons. Plus précisément, il s’agit
des résultats des tests de validation ; lesquels de manière générale, consistent à faire des
calculs de simulation détaillée par le modèle standard sur une géométrie donnée, à calculer
à partir des résultats de simulation détaillée le champ inherent strain, à appliquer la
méthode inherent strain sur cette même géométrie et ensuite à en comparer les résultats
avec ceux du modèle standard. Ces tests ont porté sur un mur rectiligne dont les couches
sont construites suivant des sens de trajectoire alternés du faisceau laser comme montré
dans la figure 1.22. En fonction du type de fixation du substrat, nous avons deux cas de
test : substrat en porte à faux (figure 1.22) et substrat encastré à sa surface inférieure
(figure 1.23).
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Figure 1.22 – Substrat et mur rectiligne à construire suivant un trajet à double sens du
faisceau laser [44]

Figure 1.23 – Mur rectiligne à construire sur un substrat encastré à sa surface inférieure
[44]

Le mur et le substrat sont en alliage de titane (Ti64). Le substrat est de dimension
102× 102× 3.22mm3, tandis que pour le mur, les dimensions, variant avec le nombres de
couche, sont données dans le tableau 1.1 ci-dessous :

Nombre de couches Longueur (mm) Largeur (mm) Hauteur (mm)
1 44.57 2.0 0.99
2 44.57 2.0 1.80
3 44.57 2.0 2.70
5 44.57 2.7 4.75
10 36.00 3.0 9.00

Table 1.1 – Dimensions du mur en alliage de titane (Ti64) [44]

Substrat en porte à faux

Il s’agit d’effectuer une étude comparative entre les résultats de calculs de distorsions
résiduelles par le modèle standard qu’on appellera STD, la méthode inherent strain li-
néaire (originale) qu’on appellera ISLin (équations 1.8), et la méthode inherent strain non
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linéaire selon Liang et al. qu’on appellera ISNlin (équations 1.10). Dans cette étude com-
parative, le substrat est en porte-à-faux (figure 1.22). En effet, le tableau ci-dessous nous
donne pour chaque nombre de couches construites, et pour chacune des trois méthodes de
calcul, la valeur maximale de la distorsion verticale obtenue et la durée de calcul. Nous
pouvons y observer que la méthode inherent strain non linéaire de Liang et al. est plus
efficace que la méthode inherent strain linéaire, en raison d’une plus grande proximité de
ses résultats de distorsion avec ceux du modèle standard, et de la durée de calcul presque
égale avec celle de la méthode inherent strain linéaire.

STD ISLin ISNlin
Nombre de Distorsion Durée de Distorsion Durée de Distorsion Durée de
couches (mm) calcul (min) (mm) calcul (min) (mm) calcul (min)
1 0.326 21.6 0.170 1.2 0.348 1.5
2 0.502 33.0 0.299 1.8 0.557 2.1
3 0.584 43.7 0.412 2.2 0.606 2.6
5 0.937 57.6 0.672 3.2 0.956 3.5
10 0.663 114.4 0.478 4.2 0.607 4.4

Table 1.2 – Distorsion verticale maximale et durée de calcul des applications des trois
méthodes STD, ISLin et ISNlin [44]

Par ailleurs, pour cinq couches construites, la figure 1.24 nous donne une comparaison des
distributions spatiales de la distorsion verticale du système, calculées avec les méthodes
STD et ISNlin. Nous observons un très bon accord des deux distributions au niveau du
substrat mais un accord moins satisfaisant au niveau du mur construit.
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Figure 1.24 – Distorsion verticale du système substrat/mur de cinq couches calculée :
(a) suivant la méthode STD ; (b) suivant la méthode ISNlin [44]

Substrat encastré à sa surface inférieure

Il s’agit ici d’effectuer une étude comparative similaire à la précédente, mais unique-
ment entre les résultats d’application des méthodes STD et ISNlin. Pour un mur de cinq
couches, la figure 1.25 nous présente les distributions spatiales de l’amplitude de distorsion
sur le mur obtenues à partir de ces deux méthodes. Bien que les ordres de grandeur de
la distorsion de la méthode ISNlin correspondent à ceux de la distorsion de la méthode
STD, nous observons dans cette figure une importante différence des distributions des
valeurs.
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Figure 1.25 – Distorsion du mur de cinq couches construit sur un substrat encastré à sa
surface inférieure, calculée : (a) suivant la méthode STD ; (b) suivant la méthode ISNlin
[44]

Il ressort des résultats de ces tests de validation que le champ inherent strain selon
Liang et al. [44] bien que permettant de bien approcher la distorsion résiduelle du substrat,
se trouve limité dans le calcul approximatif des distorsions de la pièce construite. La raison
de cette limite est l’inexactitude de ce champ car il ne permet pas de reproduire le profil
exact du champ de distorsion résiduelle calculé avec le modèle standard et par conséquent
ne peut pas reproduire le profil exact du champ de contraintes résiduelles calculé par
celui-ci.

1.4 Conclusions et plan du travail effectué

Ce chapitre a eu pour objet :

— la description du procédé DED, ses domaines d’application et sa problématique,
c’est-à-dire les défis auxquels il fait encore face, à savoir les anomalies des pièces
fabriquées par ce procédé DED ;

— la description des différentes approches existantes de modélisation thermomécanique
macroscopique de ce procédé, leurs principes et leurs limites ;

39



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART SUR LA MODÉLISATION THERMOMÉCANIQUE
DU PROCÉDÉ DED

— la description des différentes approches existantes de la méthode inherent strain,
leurs principes et les limites de l’approche de Liang et al.

Les limites des approches de modélisation thermomécanique macroscopique peuvent être
résumées par les principaux points suivants :

— l’absence de calcul cinématique des éléments inactifs dans le cadre de l’approche
inactive element ;

— la surestimation des déplacements des éléments dormants pour un très faible module
d’Young appliqué à ces éléments ;

— le risque d’interaction mécanique entre le domaine des éléments actifs et le domaine
des éléments dormants pour un module d’Young de ces derniers assez important ;

— la non prise en compte de l’interaction thermique entre la matière construite et la
matière entrante ;

— la non prise en compte de l’élévation, par le faisceau laser, de la température du gaz
protecteur.

En ce qui concerne la méthode inherent strain appliquée au DED, il a été montré que
l’approche de Liang et al. bien qu’étant efficace dans le calcul des distorsions résiduelles
au niveau du substrat plus que l’approche linéaire originale, présente des limites dans le
calcul des distorsions et contraintes résiduelles au niveau du mur construit. Ceci du fait
de l’inexactitude du champ inherent strain.
Dans le présent document, nous proposons d’apporter, dans le cadre de l’approche inactive
element, des solutions efficaces à ces différentes limites suivant le plan de travail ci-dessous :

1. Modélisation thermomécanique macroscopique du procédé DED, où il sera question :

— de prendre en compte l’interaction thermique entre matière déposée et matière
entrante par le biais des équations d’interfaces (équations de Rankine Hugo-
niot) ;

— de prendre en compte l’élévation de la température du gaz protecteur par une
distribution gaussienne de celle-ci ;

— d’adopter une loi de comportement élasto-viscoplastique à écrouissage isotrope
et cinématique [60] ;

— d’appliquer une stratégie de minimisation d’amplitude de distorsion et défor-
mation dans le domaine des éléments inactifs dans une approche de grandes
déformations ;

2. Applications et validations du modèle thermomécanique macroscopique qui consis-
teront principalement à :

— Mener une étude de convergence du modèle numérique découlant du modèle
théorique ;
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— Effectuer une étude comparative entre le modèle numérique et la méthode
"quiet element" ;

— Étudier l’influence de la prise en compte de l’écrouissage cinématique sur les
résultats d’applications ;

— Effectuer une étude comparative des résultats d’application du modèle numé-
rique suivant différents jeux de données thermomécaniques ;

— Effectuer la validation expérimentale.

3. Méthode inherent strain, opérée dans le cadre de l’approche non linéaire et compor-
tant les principaux points suivants :

— description du principe de la méthode dans le cadre d’un comportement élasto-
plastique à écrouissage isotrope et cinématique ;

— proposition d’une nouvelle définition du champ inherent strain ;

— tests de validation de cette nouvelle définition avec celle de Liang et al. [44] ;

— estimation du champ inherent strain par la stratégie d’apprentissage ;

— applications de la méthode sur différentes géométries, dans lesquelles seront
montrées les limites de la méthode aux géométries complexes, du fait du défaut
d’actualisation de la stratégie d’apprentissage adoptée, d’où la méthode ci-
dessous.

4. Méthode inherent strain rate, version temporelle de la méthode inherent strain,
comportant les principaux points suivants :

— linéarisation de la loi de comportement mécanique par l’estimation de la vitesse
de déformation plastique cumulée ;

— estimation de cette grandeur par la stratégie d’apprentissage actualisée ;

— applications de la méthode sur différentes géométries dans lesquelles sera mon-
trée l’efficacité de la méthode sur des géométries simples et complexes.
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Chapitre 2

Modélisation thermomécanique
macroscopique du procédé DED

La thermomécanique du procédé DED désigne l’ensemble des phénomènes thermiques
et mécaniques et de leurs interactions, observés dans le système constitué du substrat et
de la pièce en cours de construction. La modélisation thermomécanique théorique de ce
procédé, consiste donc à développer l’ensemble des équations mathématiques faisant
intervenir les grandeurs thermiques et mécaniques mises en jeu au sein de ce système. La
pièce étant sujet à une évolution matérielle du fait de l’ajout de matière pendant sa
construction, elle sera donc considérée comme un système thermodynamique ouvert.
Cette modélisation thermomécanique, nécessitant ainsi une approche de
thermomécanique des milieux continus ouverts, passera par les modélisations matérielle
et géométrique de ce procédé, et sera suivie de la modélisation thermomécanique
numérique.
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2.1 Modélisations matérielle et géométrique du pro-
cédé DED

2.1.1 Modélisation matérielle

La pièceMP et par conséquent le systèmeM =MS∪MP ,MS désignant le substrat,
étant considérés comme des corps matériels 1, la modélisation matérielle du procédé DED
consiste en la description de l’évolution temporelle de M pendant l’intervalle de temps
du procédé [0, tf ]. On considère pour cela :

— La pièce finale à obtenir notéeMPf , c’est-à-dire le volume matériel total à construire
sur le substratMS. Le système total à obtenir est notéMf =MS ∪MPf (figure
2.1)

Figure 2.1 – Substrat et pièce finale

— La partition deMPf enN parties appelées cordons (tracks en anglais)MT1, . . . ,MTN
2

(figure 2.2)

— Les N + 1 regroupements M0, . . . ,MN des cordons MT1, . . . ,MTN (figure 2.2),
définis par :

M0 =MS, ∀I = 1, . . . , N, MI =MI−1 ∪MTI (2.1)

1. Du point de vue physique, un corps matériel est un ensemble de particules ou points matériels. Du
point de vue mathématique, il s’agit d’une variété différentiable munie d’un bord, c’est-à-dire d’un sous
ensemble d’un espace affine tridimensionnel, muni d’un paramétrage local presque partout différentiable,
à l’aide de trois paramètres indépendants.

2. Il est à noter de possibles regroupements de cordons juxtaposés, constituant ainsi des couches de
matière. Dans cet exposé, nous évitons d’évoquer cette structure intermédiaire de "couche". D’autre part,
en pratique, dans le cadre de notre étude, nous nous intéressons uniquement à des couches constitués
d’un seul cordon. Par ailleurs, l’indice T utilisé renvoie à la traduction anglaise "track" de cordon.
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Figure 2.2 – Décomposition et regroupements du système total

— La décomposition de [0, tf ] en N intervalles [t0, t1] , · · · , [tN−1, tN ], intervalles de
construction des cordons respectifsMT1, . . . ,MTN vérifiant :

t0 = 0 tN = tf

∀I = 1, . . . , N, tI−1 < tI
(2.2)

— Pour chaque intervalle [tI−1, tI ], I = 1, . . . , N , sa décomposition en deux sous-
intervalles : [tI−1, t

c
I ] , tcI ∈ ]tI−1, tI ], intervalle de construction effective du cordon

MTI ; et [tcI , tI ], intervalle de temps d’attente précédant la construction du cordon
suivantMTI+1 lorsque I < N , temps refroidissement total du système, sinon.

Ainsi, le systèmeM est donc considéré comme fonction temporelle vérifiant les propriétés
suivantes (figure 2.3-2.4) :

1. Initialisation et finalisation

M(0) =MS, M(tf ) =Mf (2.3)

2. Croissance au sens de l’inclusion ensembliste (figure 2.4)

∀I = 1, . . .
∀t ∈ [tI−1, tI ] , MI−1 ⊆M(t) ⊆MI

∀ta, tb ∈ [tI−1, t
c
I ] , ta < tb ⇒ M(ta) (M(tb)

∀t ∈ [tcI , tI ] , M(t) =MI

(2.4)
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Figure 2.3 – Évolution temporelle du système

Figure 2.4 – Évolutions temporelles du système à la construction du cordonMTI

Dans la suite, à chaque instant t ∈ [0, tf ], nous considérons :

— la partition du système total à obtenirMf en deux domaines (figure 2.3) : le système
actuel M(t), partie construite de Mf , et Mnb(t) = Mf \ M(t), la partie non-
construite (restant à construire) deMf ;

— l’interface matérielle ΓM (t) := ∂M(t) ∩ ∂Mnb(t) ;

— pour tout cordon MT ∈ {MT1, . . . ,MTN}, sa partition en deux sous-domaines :
Mb

T (t), la partie construite de MT , et Mnb
T (t) = MT \ Mb

T (t), la partie non-
construite deMT .

2.1.2 Modélisation géométrique

Nous considérons au préalable l’espace affine E d’espace vectoriel euclidien associé
E de dimension 3 et le référentiel fixe de l’observateur R ≡ (O, e1, e2, e3), la famille
(ei)i=1,2,3 étant une base orthonormée directe. La modélisation géométrique du procédé
DED consiste à définir suivant R, les positions géométriques idéales, dites positions CAO
(Conception Assitée par Ordinateur) (CAD, Computer Aided Design, en anglais), et à
chaque instant t ∈ [0, tf ] les positions géométriques réelles des points matériels du système
M(t). Cette modélisation définit ainsi la cinématique du système au cours du procédé.
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Pour cela, par application du principe du placement de corps matériels de Forest et al.
[61], on définit :

— Les deux placements pl0 : Mf → Ωf0 et plt : Mf → Ωft, t ∈ [0, tf ] (figure 2.5),
applications bijectives qui à tout point matériel M du système finalMf , associent
respectivement sa position "idéale", c’est-à-dire celle donnée dans la définition CAO
du système à construire, notée X = pl0(M) et sa position réelle à l’instant t notée
x = plt(M). Les domaines géométriques Ωf0 = pl0 (Mf ) et Ωft = plt (Mf ) désignent
ainsi respectivement la configuration CAO et la configuration déformée à l’instant
t deMf .

— À chaque instant t ∈ [0, tf ], la transformation géométrique Φt = Φ(., t) := plt ◦ p−1
l0 :

Ωf0 → Ωft (figure 2.5) appelée transformation de distorsion qui au vecteur position
CAO X ∈ Ωf0 du point matériel M associe son vecteur position réelle à l’instant t,
x = Φ(X, t), et qui vérifie la propriété :

∀ (X, t) ∈ Ωf0 × [0, tf ] ,

J (X, t) = detF (X, t) > 0, F (X, t) := ∇Φt (X) = ∂Φ
∂X

(X, t)
(2.5)

F est appelé tenseur gradient de transformation géométrique de Φt

Figure 2.5 – Placement du système totalMf dans l’espace physique muni du référentiel
(E ,R) aux instants 0 et t

Ainsi, les restrictions pl0|M(t) : M(t) → Ωt0 et plt|M(t) : M(t) → Ωt à l’instant t ∈ [0, tf ]
des placements respectifs pl0 et plt au systèmeM(t), et la restriction Φt|Ωt0 : Ωt0 → Ωt =
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plt|M(t) ◦ pl0|M(t)
−1 au sous-domaine géométrique Ωt0 = pl0(M(t)), appelé domaine géo-

métrique actif de Ωf0, déterminent la cinématique effective du procédé. Tandis que les
restrictions pl0|Mnb(t) : Mnb(t) → Ωnb

t0 et plt|Mnb(t) : Mnb(t) → Ωnb
t de pl0 et plt àMnb(t),

et la restriction Φt|Ωnbt0 : Ωnb
t0 → Ωnb

t = plt|Mnb(t) ◦ pl0|Mnb(t)
−1 au sous-domaine géométrique

Ωnb
t0 = pl0(Mnb(t)), domaine géométrique inactif de Ωf0, déterminent la cinématique de

positionnement et donc d’initialisation de distorsion de ce domaine. L’interface géomé-
trique Γt = ∂Ωt ∩ ∂Ωnb

t (:= plt (ΓM(t))) est donc considérée comme frontière d’activation.
Nous définissons donc d’autres champs tensoriels caractéristiques de la cinématique du
procédé que sont :

— Les champs lagrangiens (définis dans Ωf0) de distorsion U f et de vitesse V f , et les
champs eulériens 3 (définis dans Ωft) qui leur correspondent notés respectivement
uf et vf du système totalMf , par :

Champs lagrangiens :
∀ (X, t) ∈ Ωf0 × [0, tf ] ,

U f (X, t) = Φ (X, t)−X, V f (X, t) = ∂U

∂t
(X, t) = ∂Φ

∂t
(X, t)

Champs eulériens :
∀ (x, t) ∈ Ωft × [0, tf ] ,

uf (x, t) = U f

(
Φ−1
t (x) , t

)
, vf (x, t) = V f

(
Φ−1
t (x) , t

)
(2.6)

— Les champs lagrangiens de distorsion U et de vitesse effective V , et les champs
eulériens correspondants u et v du systèmeM(t) à l’instant t ∈ [0, tf ], par :

Champs lagrangiens :
U (., t) = U f (., t)|Ωt0 , V (., t) = V f (., t)|Ωt0

Champs eulériens :
u (., t) = uf (., t)Ωt , v (., t) = vf (., t)Ωt

(2.7)

— Le champ lagrangien de distorsion Un et de vitesse de positionnement V n, et les
champs eulériens correspondants un et vn du domaine matériel non construitMnb(t),
à l’instant t ∈ [0, tf ], par :

Champs lagrangiens :
Un (., t) = U f (., t)|Ωnbt0 , V n (., t) = V f (., t)|Ωnbt0

Champs eulériens :
un (., t) = uf (., t)|Ωnbt , vn (., t) = vf (., t)|Ωnbt

(2.8)

3. L’usage du terme "eulérien" dans le présent contexte de matériau solide est certes abusif, mais
toutefois jugé utile car c’est dans le but de mentionner la dépendance spatiale des champs tensoriels en
général aux variables d’Euler que sont le temps et les coordonnées dans la base (e1, e2, e3) du vecteur
position réelle x ∈ Ωft
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— Le champ lagrangien du tenseur des déformations de Green-Lagrange E
f
du système

totalMf par :
E
f

= 1
2
(
F T F − I

)
, I = δijei ⊗ ej (2.9)

— Les champs lagrangiens des tenseurs des déformations de Green-Lagrange E du
systèmeM(t), et E

n
du domaine matériel non construitMnb(t), à l’instant t ∈ [0, tf ]

par :
E (., t) = E

f
(., t)|Ωt0 , En

(., t) = E
f

(., t)|Ωnbt0 (2.10)

— Le champ eulérien du tenseur taux de déformation ε̇
(
vf
)
deMf par :

∀ (x, t) ∈ Ωft × [0, tf ] , ε̇
(
vf
)

(x, t) = 1
2

(
∇vf +

(
∇vf

)T)
(x, t)

∇vf (x, t) :=
∂vf
∂x

(x, t) =
∂F

∂t

(
Φ−1
t (x) , t

)
F
(
Φ−1
t (x) , t

)−1 (2.11)

— Les champs eulériens des tenseurs taux de déformation ε̇ (v) deM(t), et ε̇ (vn) de
Mnb(t), à l’instant t ∈ [0, tf ] par :

ε̇ (v) (., t) = 1
2
(
∇v + (∇v)T

)
(., t) , ε̇ (vn) (., t) = 1

2
(
∇vn + (∇vn)T

)
(., t) (2.12)

En particulier, pour chaque cordon MT ∈ {MT1, . . . ,MTN}, nous admettrons tout
d’abord que sa configuration CAO ΩT0 (:= pl0 (MT )) correspond à une géométrie de
poutre curviligne horizontale, c’est-à-dire contenu dans le plan (e1, e2) (figure 2.6), prin-
cipalement caractérisée par :

— la courbe axiale CT0 dont chaque point C est repéré par son abscisse curviligne s ∈
[0, LT ] (LT longueur curviligne de ΩT0), en particulier les points initial C0 = C (0)
et final Cf = C (LT ) ;

— la longueur curviligne algébrique P̂Q entre deux points quelconques P et Q de CT0

d’abscisses curvilignes respectives sP et sQ, définie par :

P̂Q = sQ − sP (2.13)

— le repère local orthonormé direct (C (s) , et (s) , en (s) , e3 (s)), dans lequel et (s) dé-
signe en C (s) le vecteur tangent de CT0 et détermine la direction de de parcours de
la source de chaleur et donc la direction de construction de MT , et e3 (s) désigne
au même point le vecteur directeur opposé du faisceau laser ;

— la section transversale plane et rectangulaire S (s), pour s ∈ [0, LT ], de largeur et
de hauteur lT ×HT , de repère local (C (s) , en (s) , e3 (s)) et dont la frontière ∂S (s)
se partitionne en quatre segments de droite : (∂S (s))t segment supérieur en contact
direct et orthogonal avec le faisceau de chaleur, (∂S (s))b segment droit inférieur

49



CHAPITRE 2. MODÉLISATION THERMOMÉCANIQUE MACROSCOPIQUE DU
PROCÉDÉ DED

opposé au segment supérieur et en contact direct avec la cordon en dessous ou le
substrat, (∂S (s))i segment latéral du côté du sens de en (s), et (∂S (s))o segment
latéral du côté du sens opposé de en (s) ;

— les sections initiale S0 := S (0) et finale Sf := S (LT ) confondues ou non, de repères
respectifs (C0, en0, e3) et

(
Cf , enf , e3

)
.

Figure 2.6 – Géométrie de poutre curviligne de la configuration CAO ΩTI0 du cordon
MTI

Nous définissons ensuite pour tout t ∈ [0, tf ] (figure 2.7) :

— le sous-domaine géométrique Ωb
T t0 = pl0(Mb

T (t)) appelé domaine géométrique actif
de ΩT0 ;

— le sous-domaine géométrique Ωnb
T t0 = pl0(Mnb

T (t)) appelé domaine géométrique inac-
tif de ΩT0 ;

— l’interface géométrique ΓTt0 = ∂Ωb
T t0 ∩ ∂Ωnb

T t0 appelée frontière d’activation de ΩT0.
On admettra dans la suite qu’elle correspond à une section plane transversale de
ΩT0, c’est-à-dire qu’il existe un unique st ∈ [0, LT ] tel que ΓTt0 = ST (st)
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Figure 2.7 – Placement du cordonMT dans l’espace physique muni du référentiel (E ,R)
aux instants 0 et t

Ainsi, en considérant pour tout vecteur position X ∈ ΩT0 son instant d’activation
tTa (X) c’est-à-dire l’instant de son franchissement par la frontière d’activation par ΓTt0,
correspondant à l’instant du dépôt de point matériel correspondant p−1

l0 (X) ∈ MT , on
définit à tout instant t ∈ [0, tf ] les transformations géométriques initiale de distorsion
Φi
T t : ΩT0 → Ωi

T t et post-dépôt Φpd
T t : Ωi

T t → ΩTt par :

∀X ∈ ΩT0, Φi
T t (X) =

 Φt (X) si t ≤ tTa (X)⇔ X ∈ Ωnb
T t0

ΦtTa(X) (X) sinon

∀X i ∈ Ωi
T t, Φpd

T t

(
X i
)

= Φt

(
Φi
T t

−1 (
X i
)) (2.14)

Nous pouvons donc observer que, par définition, le champ Φi
T t permet de déterminer les

positions des points matériels deMT à leurs instants de dépôt, tandis que le champ Φpd
T t

permet de suivre l’écart géométrique entre ces positions et leurs positions actuelles. De
plus Φi

T t et Φpd
T t, bien qu’étant continus, peuvent néanmoins ne pas être différentiables aux
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interfaces géométriques respectives ΓTt0 et ΓiT t0 := Φi
T t (ΓTt0) et leurs gradients (au sens

des distributions) respectifs F i
T

(X, t) et F pd
T

(
X i, t

)
sont donnés par :

∀X ∈ ΩT0, F
i
T

(X, t) =

 F (X, t) si X ∈ Ωnb
T t0

F (X, tTa (X)) sinon

∀X i ∈ Ωi
T t, F

pd
T

(
X i, t

)
=

 1 si X ∈ Ωnb
T t0

F (X, t) F (X, tTa (X))−1 sinon

(2.15)

Nous définissons en plus les champs lagrangiens (définis dans ΩT0) de distorsion initiale
U i
T , de déplacement post-dépôt Upd

T , et les champs eulériens (définis dans ΩTt) correspon-
dants notés respectivement uiT et updT deMT , par :

Champs lagrangiens :
∀ (X, t) ∈ ΩT0 × [0, tf ] ,

U i
T (X, t) = Φi

T t (X)−X =

 Un (X, t) si X ∈ Ωnb
T t0

Un (X, tTa (X)) sinon

Upd
T (X, t) = Φt (X)− Φi

T t (X) =

 0 si X ∈ Ωnb
T t0

U (X, t)− U (X, tTa (X)) sinon

Champs eulériens :
∀ (x, t) ∈ ΩTt × [0, tf ] ,

uiT (x, t) = U i
T

(
Φ−1
t (x) , t

)
, updT (x, t) = Upd

T

(
Φ−1
t (x) , t

)

(2.16)

Les extensions au système totalMf de tous ces champs cinématiques sont données par :

— Les champs tensoriels lagrangiens de transformations initiale F i et post-dépôt F pd

définis par :

∀t ∈ [0, tf ] ,∀X ∈ ΩS0 := pl0 (MS) , F i (X, t) = 1, F pd (X, t) = F (X, t)
∀MT ∈ {MT1, . . . ,MTN} , ∀X ∈ ΩTt0,

F i (X, t) = F i
T

(X, t) , F pd (X, t) = F pd
T

(
Φi
T t (X) , t

) (2.17)

Avec, ΩS0, configuration CAO du substratMS ;

— les champs lagrangiens de distorsion initiale U i
f et de déplacement post-dépôt Upd

f ,
et les champs eulériens correspondants notés respectivement uif et updf deMf , par :
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∀t ∈ [0, tf ] ,
Champs lagrangiens :

∀X ∈ ΩS0,

U i
f (X, t) = 0, Upd

f (X, t) = U (X, t)
∀MT ∈ {MTI , I = 1, . . . , N} , ∀X ∈ ΩTt0,

U i
f (X, t) = U i

T (X, t) , Upd
f (X, t) = Upd

T (X, t)
Champs eulériens :

∀x ∈ ΩSt,

uif (x, t) = 0, updf (x, t) = u (x, t)
∀MT ∈ {MT1, . . . ,MTN} , ∀x ∈ ΩTt,

uif (x, t) = uiT (x, t) , updf (x, t) = updT (x, t)

(2.18)

Avec, ΩSt, configuration réelle du substratMS à l’instant t ∈ [0, tf ] ;

Ces extensions àMf vérifient les propriétés suivantes :

— Pour F i et F pd :

F = F pd F i, ∀t ∈ [0, tf ] , F pd (., t)|Ωnbt0 = 1,
∂F i

∂t
(., t)|Ωt0 = 0

E
f

= F iT Epd
f
F i + Ei

f
, Ei

f
= 1

2
(
F iT F i − 1

)
, Epd

f
= 1

2
(
F pdT F pd − 1

)
∀t ∈ [0, tf ] ,

Ei
f

(., t)|Ωnbt0 = E
n

(., t) , Epd
f

(., t)|Ωnbt0 = 0
Ei
f

(., t)|ΩS0
= 0, Epd

f
(., t)|ΩS0

= E (., t)

(2.19)

Avec 0, tenseur nul d’ordre 2, Ei
f
et Epd

f
, tenseur des déformations de Green-

Lagrange initial et post-dépôts ;

— pour les champs lagrangiens U i
f et Upd

f :

Upd
f = U f − U i

f

∀t ∈ [0, tf ] ,

U i
f (., t)|Ωnbt0 = Un (., t) ,

∂U i
f

∂t
(., t)

|Ωt0
= 0, U i

f (., t)|ΩS0
= 0,

Upd
f (., t)|Ωnbt0 = 0,

∂Upd
f

∂t
(., t)

|Ωt0
= V (., t) , Upd

f (., t)|ΩS0
= U (., t)

(2.20)

— pour les champs eulériens uif et updf :

updf = uf − uif
∀t ∈ [0, tf ] ,

uif (., t)|Ωnbt = un (., t) , u̇if (., t)|Ωt = 0, uif (., t)|ΩSt = 0,
updf (., t)|Ωnbt = 0, u̇pdf (., t)|Ωt = v (., t) , updf (., t)|ΩSt = u (., t)

(2.21)
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Avec u̇if et u̇pdf , dérivées particulaires des champs respectifs uif et updf .

2.2 Modélisation thermomécanique du procédé DED

Le système final Mf étant construit progressivement, cordon par cordon, et ce, à
des intervalles de temps successifs, nous nous intéressons donc, dans cette partie, à la
construction d’un cordon quelconque MT ∈ {MT1, . . . ,MTN} pendant l’intervalle de
temps [tT0, tTf ] ∈ {[t0, t1] , . . . , [tN−1, tN ]}.
Pour le systèmeM(t) en évolution, il s’agit de présenter :

— les équations de conservation découlant de l’application des lois de la mécanique
newtonienne et des principes de la thermodynamique appliqués à des systèmes ther-
modynamiques ouverts ;

— les équations constitutives, c’est-à-dire les lois de comportement thermique et ther-
momécanique ;

— les formulations mathématiques théoriques des problèmes thermique et mécanique
qui en découlent.

Et pour le domaine non construitMnb(t), il s’agit de présenter :

— la formulation mathématique théorique du problème cinématique de positionnement
sous forme de problème d’optimisation

2.2.1 Équations de conservation

Il s’agit des équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de
l’énergie. L’inégalité de l’entropie sera également présentée. À tout instant t ∈ [tT0, tTf ],
nous adoptons une description eulérienne, c’est-à-dire pour toute grandeur tensorielle la-
grangienne B(X, t) définie dans la configuration de référence Ωt0, nous travaillons avec la
grandeur tensorielle eulérienne correspondante b(x, t) définie dans la configuration défor-
mée Ωt ; la dérivée particulaire de cette dernière, notée ḃ(x, t), étant définie par :

∀x ∈ Ωt, ḃ (x, t) :=
(
∂b

∂t
+∇b · v

)
(x, t)

= Ḃ (X, t) := ∂B

∂t
(X, t) , X = Φ−1

t (x)
(2.22)

Par ailleurs, nous appliquons la théorie de la thermomécanique des milieux continus ou-
verts développée par Fer [62]. Cette application, nécessite de considérer ΓTt := Φt (ΓTt0),
l’interface d’activation de ΩTt qui n’est autre que la partie de l’interface géométrique ins-
tantané Γt par où pénètre la matière (figure 2.8), c’est-à-dire le lieu de Γt où la vitesse
normale de déplacement diffère de celle des points matériels.
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Figure 2.8 – SystèmeM(t) en construction

Pour chacune des équations de conservation, nous présentons la forme intégrale puis
la forme locale à laquelle s’ajoutent les équations aux frontières, en particulier les équa-
tions d’interface que sont les équations de Rankine-Hugoniot [61, 62]. Pour ces dernières,
nous admettons, que la matière pénétrante par ΓTt, n’étant rien d’autre que la partie
non construite deMT , présente une distribution uniforme de l’ensemble de ces proprié-
tés thermiques et mécaniques, en particulier la nullité totale du flux de chaleur et des
contraintes mécaniques.

Équation de conservation de la masse

La forme intégrale est donnée par :

d

dt

∫
Ωt
ρ = −

∫
ΓTt

ρ (v · n− ωn) (2.23)

Avec, ρ masse volumique, n normale unitaire sortante de ∂Ωt et ωn vitesse normale de
propagation de ΓTt.
Sous forme locale, nous obtenons : ρ̇+ ρ∇ · v = 0 dans Ωt

ρ(v · n− ωn) = ρ∞(v∞ · n− ωn) sur ΓTt
(2.24)

Avec, ρ∞ masse volumique, v∞ vitesse moyenne de la matière pénétrante.
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Équation de conservation de la quantité de mouvement

La forme intégrale, par application de la deuxième loi de Newton, est donnée par :

d

dt

∫
Ωt
ρv =

∫
Ωt
f
e

+
∫
∂Ωt\ΓTt

te −
∫

ΓTt
ρv (v · n− ωn) (2.25)

Avec, a := v̇ = dv

dt
vecteur accélération, f

e
vecteur force volumique externe, te vecteur

force surfacique externe sur ∂Ωt \ ΓTt.
Sous forme locale, nous obtenons :

ρa = ∇ · σ + f
e
dans Ωt

σ · n =

 ρ (v · n− ωn) (v − v∞) sur ΓTt
te sur ∂Ωt \ ΓTt

(2.26)

Avec, σ tenseur (symétrique) des contraintes de Cauchy.
Par la suite, les termes d’inertie seront ignorés du fait du contexte des présents travaux,
donnant ainsi lieu à des équations de quasi-statique.

Équation de conservation de l’énergie

La forme intégrale, par application du théorème de l’énergie cinétique et du premier
principe de la thermodynamique, est donnée par :

d

dt

∫
Ωt
ρ

(
e+ v2

2

)
=
∫

Ωt
f
e
· v +

∫
∂Ωt\ΓTt

te · v +
∫

Ωt
Q̇+

∫
∂Ωt\Σt

qe

−
∫

ΓTt
ρ

(
e+ v2

2

)
(v · n− ωn)

(2.27)

Avec, e énergie interne massique, Q̇ puissance volumique de chaleur, qe flux de chaleur
externe.
Sous forme locale, nous obtenons :

ρė = σ : ε̇ (v)−∇ · q + Q̇ dans Ωt(
q − v · σ

)
· n = −ρ (v · n− ωn)

((
e+ v2

2

)
−
(
e∞ + v2

∞
2

))
sur ΓTt

−q · n = qe sur ∂Ωt \ ΓTt

(2.28)

Avec, e∞ énergie interne massique de la matière pénétrante, q vecteur flux de chaleur.

Inégalité de l’entropie

La forme intégrale, par application du deuxième principe de la thermodynamique, est
donnée par :
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d

dt

∫
Ωt
ρs ≥

∫
Ωt

Q̇

T
+
∫
∂Ωt\ΓTt

qe
T
−
∫

ΓTt
ρs (v · n− ωn) (2.29)

Avec, s entropie massique.
Sous forme locale, nous obtenons :

Dans Ωt

ρṡ+∇ ·
( q
T

)
− Q̇

T
≥ 0

⇒ d := ρT ṡ+ T∇ ·
( q
T

)
− Q̇

= σ : ε̇ (v)− ρ
(
ψ̇ + Ṫ s

)
− q · ∇T

T
≥ 0

ρ (v · n− ωn) (s− s∞) +
q · n
T
≥ 0 sur ΓTt

(2.30)

Avec, s∞ entropie massique de la matière pénétrante, d, dissipation volumique, ψ := e−Ts,
énergie libre massique. La grandeur d admet la décomposition suivante :

d = d(int) + d(th)

d(int) = σ : ε̇ (v)− ρ
(
ψ̇ + Ṫ s

)
, d(th) = −q · ∇T

T

(2.31)

d(int) et d(th) sont respectivement appelées dissipation intrinsèque et dissipation thermique
et par la suite nous considérerons qu’elles sont toutes les deux positives.

Les équations de conservation faisant intervenir plus de grandeurs physiques que d’équa-
tions, celles-ci, afin d’obtenir un problème thermomécanique bien posé, doivent donc être
complétées par des équations complémentaires appelées équations constitutives, c’est-à-
dire les lois de comportement.

2.2.2 Les lois de comportement

Il s’agit essentiellement de la loi de comportement thermique et de la loi de comporte-
ment thermomécanique adoptées pour le systèmeM(t) que nous considérons, en première
approche, comme un matériau isotrope.

Loi de comportement thermique

La loi de comportement thermique, établissant la relation entre le vecteur flux de chaleur
q et le gradient de température T , dans le respect du principe de la positivité de la
dissipation thermique d(int), pour un matériau isotrope est donnée par la loi de Fourier :

q = −κ(T )∇T dans Ωt (2.32)
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Avec, κ(T ) > 0, conductivité thermique.

Loi de comportement thermomécanique

De par le principe du procédé DED, la plage de variation de la température est très
importante, car s’étendant de la température ambiante jusqu’à la température de fu-
sion, voire plus. Il est démontré expérimentalement que les métaux, pour la plupart,
obéissent, à une loi de comportement élasto-plastique à basse température, une loi élasto-
viscoplastique à haute température avoisinant éventuellement la température de solidus
notée Ts, et une loi de fluide newtonien de Stokes au delà de la température de liquidus
notée Tl. Une loi viscoplastique entre les températures Ts et Tl peut cependant être adop-
tée afin d’assurer le passage solide à liquide et inversement [63]. Dans le présent document,
en raison de l’approche macroscopique adoptée de notre modélisation thermomécanique,
laquelle nous dispense des détails de modélisation d’écoulement de fluide dans la zone fon-
due, nous proposons d’adopter la loi de comportement d’élasto-viscoplasticité à écrouis-
sage isotrope et cinématique [60, 64]. Pour pouvoir développer cette loi de comportement,
on considère au préalable, partant des propriétés 2.19, la décomposition multiplicative de
la transformation géométrique de distorsion F en trois composantes (figure 2.9) :

— la transformation initiale incompressible F i, encore appelée transformation de po-
sitionnement, transformant un élément de volume dV avoisinant le point X de la
configuration idéale CAO Ωt0 en un élément de volume dV i de la configuration de
référence ;

— la transformation viscoplastique incompressible F vp transformant l’élément de vo-
lume dV i en dV r de la configuration intermédiaire dite relâchée ;

— la transformation élastique F e transformant dV r en dv de Ωt.

Nous obtenons donc l’expression :

F = F pd F i, F pd = F e F vp,

det
(
F i
)

= det
(
F vp

)
= 1, det

(
F pd

)
= det

(
F e
)

= J
(2.33)

Nous admettrons dans la suite l’hypothèse de petites perturbations post-dépôts, c’est-à-

Figure 2.9 – Décomposition de la transformation géométrique F
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dire que les tenseurs F pd, F vp et F e vérifient,

F pd ≈ I + εpd + ωpd, F vp ≈ I + εvp, F e ≈ I + εe + ωe∥∥∥εpd∥∥∥ , ∥∥∥ωpd∥∥∥ , ∥∥∥εvp∥∥∥ , ∥∥∥εe∥∥∥ , ∥∥∥ωe∥∥∥� 1
(2.34)

avec εpd := εvp+εe, εe, εvp, tenseurs symétriques désignant respectivement les tenseurs des
déformations infinitésimales post-dépôts, élastiques et visco-plastiques, et ωpd, ωe = ωpd,
tenseurs anti-symétriques désignant respectivement les tenseurs des rotations infinitési-
males post-dépôts et élastiques.
Les tenseurs des déformations de Green-Lagrange E, et des taux de déformation ε̇ (v)
admettent donc les décompositions approximatives données par :

E ≈ F iT εpd F i + Ei, ε̇ (v) ≈ ε̇pd (2.35)

En plus des différentes composantes de F , nous considérerons d’autres variables sup-
plémentaires, que sont la variable interne d’écrouissage isotrope ε ainsi que la variable
d’écrouissage associée χε, et les Nc variables internes tensorielles d’écrouissage cinéma-
tique α

i
, i = 1, . . . , Nc, ainsi que leurs variables d’écrouissage associées respectives X i

, i =
1, . . . , Nc.
La loi de comportement à adopter correspondant à un matériau standard, nous consi-
dérerons donc ces trois principales fonctions permettant d’établir des relations entre des
variables d’état :

— la fonction d’énergie libre volumique ρ0ψ
(
εe, ε,

(
α
i

)
i=1,...,Nc

, T
)
définie par :

ρ0ψ
(
εe, ε,

(
α
i

)
i=1,...,Nc

, T
)

= ρ0ψ
e
(
εe, T

)
+
∫ ε

0
Rε (T, u) du

+
Nc∑
i=1

Ci(T )
3 α

i
: α

i

(2.36)

Avec ρ0, masse volumique initiale, Rε > 0, Ci > 0, i = 1, . . . , Nc.

— La fonction de charge f(σ,
(
X
i

)
i=1,...,Nc

,
(
α
i

)
i=1,...,Nc

, χε, T ) définie par :

f(σ,
(
X
i

)
i=1,...,Nc

,
(
α
i

)
i=1,...,Nc

, χε, T ) = σ − σY (T ) + χε

+
Nc∑
i=1

3
4
γi
Ci

(
X
i

: X
i
− 4

9C
2
i αi : α

i

)
≤ 0, σ =

√
3
2
(
s−X

)
:
(
s−X

) (2.37)

Avec σ contrainte équivalente de von-Mises, s := σ − 1
3tr

(
σ
)
I composante déviatorique

de σ, X :=
Nc∑
i=1

X
i
tenseur d’écrouissage cinématique, γi > 0, i = 1, . . . , Nc.

Il sera montré par la suite que f ne dépend que σ, X et χε.

— Le potentiel dual de dissipation ϕ∗
(
σ,X, χε, T

)
défini par :
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ϕ∗
(
σ,X, χε, T

)
= g

(
[f(σ,X, χε)]+, T

)
g
(
[f(σ,X, χε)]+, T

)
=
√

3m(T )+1
Kvp

1 + 1/m(T )

 f
(
σ,X, χε

)
√

3m(T )+1
Kvp

1+1/m(T )

+

(2.38)

Avec, m(T ) ∈ [0, 1] sensibilité viscoplastique, Kvp > 0 consistance viscoplastique.
La loi de comportement élasto-viscoplastique adoptée est ainsi donnée par l’ensemble des
équations suivantes dites :

Lois d′état :

σ =
∂ρ0ψεe

∂εe
, s = −∂ψ

∂T
,

χε = ∂ρ0ψ

∂ε
= −Rε,

X
i

= ∂ρ0ψ

∂α
i

= 2
3Ci(T )α

i
, i = 1, . . . , Nc

Lois complémentaires :

ε̇vp = g′([f ]+)∂f
∂σ

= 3
2

σ − σY (T ) + χε(ε)
√

3m(T )+1
Kvp(T )

1/m(T )

+

s−X
σ

= λ̇
(
s−X

)

ε̇ = g′([f ]+) ∂f
∂χε

=
σ − σY (T ) + χε(ε)
√

3m(T )+1
Kvp(T )

1/m(T )

+

=
√

2
3 ε̇

vp : ε̇vp

Pour i = 1, . . . , Nc

α̇
i

= −g′([f ]+) ∂f
∂X

i

= ε̇vp − 3
2
γi
Ci
X
i
ε̇ = ε̇vp − γiαiε̇

Dissipation intrinsèque

⇒ dint =
(
σY (T ) +

Nc∑
i=1

3
2
γi
Ci
X
i

: X
i
+
√

3m(T )+1
Kvpε̇

m(T )
)
ε̇

(2.39)

La formulation hypoélastique de la loi d’état mécanique de 2.39 nous donne :

σ̇
(
εe, T

)
=
∂2ρ0ψεe

∂εe2

(
εe, T

)
: ε̇e +

∂2ρ0ψεe

∂εe∂T

(
εe, T

)
Ṫ

=
∂2ρ0ψεe

∂εe2

(
εe, T

)
:
(
ε̇e − P

(
εe, T

)
Ṫ
)
, P := −

∂2ρ0ψεe

∂εe2

−1

:
∂2ρ0ψεe

∂εe∂T

≈
∂2ρ0ψεe

∂εe2 (T ) :
(
ε̇e − P (T ) Ṫ

)
, car ‖εe‖ � 1

σ̇
(
εe, T

)
≈ Λ (T )

(
ε̇e − P (T ) Ṫ

)
(2.40)

Avec, Λ (T ) :=
∂2ρ0ψεe

∂εe2 (T ) tenseur des modules d’élasticité, P (T ) tenseur des dilatations

thermiques. L’isotropie de la matière nous permet d’obtenir des formes simplifiées de ces
tenseurs :
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Λ (T ) = 2µ (T ) J + 3χ (T )K, J = 1−K, K = 1
31⊗ 1

P (T ) = α (T ) 1
(2.41)

Avec, µ (T ) module de cisaillement, χ (T ) module de compression, α (T ) coefficient de
dilatation thermique, 1 := δikδjlei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el, désignant le tenseur identité d’ordre 4,
et J,K projeteur d’ordre 4 qui à tout tenseur symétrique d’ordre 2 A font correspondre

respectivement les composantes sphérique K : A =
trA

3 1 et déviatorique J : A = A −
trA

3 1.
Par application de ces deux opérateurs au tenseur des contraintes σ, au tenseur taux
de déformation ε̇ (v) et à ses composantes, dans les équations 2.35, 2.39 et 2.40 nous
obtenons :

ṡ = 2µ (T ) ėe = 2µ (T )
(
ė (v)− ε̇vp

)
= 2µ (T )

(
ė (v)− λ̇ (ε̇)

(
s−X

))
⇔ ṡ+ 2µ (T ) λ̇ (ε̇)

(
s−X

)
= 2µ (T ) ė (v) , X =

Nc∑
i=1

X
i

λ̇ (ε̇) = 3ε̇
2σ , ε̇ =

σ − σY (T ) + χε(ε)
√

3m(T )+1
Kvp(T )

1/m(T )

+
Pour i = 1, . . . , Nc

α̇
i

= ε̇vp − γiαiε̇, X i
= 2

3Ciαi
−∇ · v − ṗ

χ (T ) + 3α (T ) Ṫ = 0

(2.42)

Avec, p := −1
3trσ, désignant la pression, ė (v) et ėe, composantes déviatoriques respectives

de ε̇ (v) et ε̇e.
Par ailleurs, la loi d’état entropique de 2.39 de par l’isotropie du matériau nous donne :

ṡ = −∂
2ψ

∂T 2 Ṫ −
∂2ψεe

∂T∂εe
: ε̇e − ∂2ψ

∂T∂ε
ε̇+

Nc∑
i=1

∂2ψ

∂T∂α
i

: α̇
i

≈ 1
T
cpṪ + 1

ρ0
Λ : P (T ) : ε̇e + 1

ρ0

∂Rε

∂T
ε̇− 1

ρ0

Nc∑
i=1

2
3C
′
i (T )α

i
: α̇

i
, cp := −T ∂

2ψ

∂T 2

ṡ ≈ 1
T
cp (T ) Ṫ + 1

ρ0
× 3χ (T )α (T ) trε̇e + ρ−1

0
∂Rε

∂T
ε̇− ρ−1

0

Nc∑
i=1

2
3C
′
i (T )α

i
: α̇

i

⇒ ρ0T ṡ ≈ ρ0cpṪ + 3χ (T )α (T ) trε̇e + T
∂Rε

∂T
ε̇−

Nc∑
i=1

2
3C
′
i (T )α

i
: α̇

i

(2.43)
Où cp (T ) désigne la chaleur massique.
Les équations du second principe de la thermodynamique 2.30 deviennent :
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

Dans Ωt

ρT ṡ+∇ · q − Q̇ = dint

⇔ ρcpṪ + J−1
(

3χαtrε̇e + T
∂Rε

∂T
ε̇−

Nc∑
i=1

2
3C
′
i (T )α

i
: α̇

i

)
+∇ · q − Q̇

=
(
σY (T ) +

Nc∑
i=1

3
2
γi
Ci
X
i

: X
i
+
√

3m(T )+1
Kvpε̇

m(T )
)
ε̇

Sur ΓTt
ρ (v · n− ωn) (s− s∞) +

q · n
T

= 0

(2.44)

Dans la suite de ce rapport, pour raison de simplicité, les termes de couplages thermo-
mécaniques de l’équation entropique seront négligés. Ainsi, on considérera que l’entropie
s ne dépend que de la température. Ainsi les équations 2.32, 2.43 et 2.44 résultent en :

Dans Ωt

ρcpṪ +∇ · q − Q̇ = 0, q = −κ(T )∇T, s′ (T ) = T−1cp (T )
Sur ΓTt

−q · n = ρ (v · n− ωn) (s (T )− s (T∞)) , s∞ = s (T∞)

(2.45)

Par ailleurs, du fait de l’état de poudre de l’ensemble des particules matérielles ajoutées au
systèmeM lors de la construction du cordonMT , il serait judicieux d’en tenir compte en
appliquant dans la zone de chauffage, qui sera décrite dans la partie suivante, les propriétés
thermomécaniques minimales (du solidus). Cela consiste à remplacer les coefficients µ(T ),
χ(T ), Kvp(T ) et m(T ) respectivement par µ(Ts), χ(Ts), Kvp(Ts) et m(Ts) ; l’objectif étant
d’assurer des contraintes mécaniques négligeables dans cette zone.

2.2.3 Formulations théoriques des problèmes thermique et mé-
canique du procédé DED

Elles s’appuient largement sur la plupart des équations de conservation et des lois de
comportement présentées ci-dessus. Par ailleurs, comme mentionné dans la partie décri-
vant la cinématique de MT , l’interface ΓTt0 est une section plane se déplaçant le long
de la courbe axiale CT0 de ΩT0 à vitesse normale constante vH au cours de l’intervalle[
tT0, t

c
Tf

[
⊂ [tT0, tTf ], intervalle de construction effective deMT , de la section initiale S0

de centre C0 à la section finale Sf de centre Cf . À chaque instant t ∈
[
tT0, t

c
Tf

[
, ΓTt coïn-

cide avec une section St de centre Ct (figure 2.10), et après la fin de construction à l’instant
tcTf , ΓTt devient négligeable (= ∅). Nous considérerons dans la suite l’approximation :

ρ (v · n− ωn) ≈ −ρ0vH sur ΓTt, ∀t ∈
[
tT0, t

c
Tf

[
(2.46)
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Figure 2.10 – CordonMT en construction

Formulation théorique du problème thermique

On considère au préalable que la source de chaleur volumique Q̇ au cours du chauffage
du cordonMT est uniformément distribuée en une zone localisée dite zone de chauffage
à définir et à caractériser. Pour ce faire, on considère de plus :

— L’extension fictive de ΩT0, d’une longueur de lT , au niveau des sections extrêmes S0

et Sf suivant leurs normales externes correspondantes (figure 2.11.(a)) ;

— l’intervalle de temps de chauffage, intervalle de temps d’exposition du cordonMT

à la source de chaleur, noté
[
tHT0, t

H
Tf

]
⊂ [tT0, tTf ], où tHT0 et tHTf désignent respecti-

vement les instants de début et de fin de chauffage deMT vérifiant :

tHT0 ≥ tT0, t
H
Tf ≥ tcTf (2.47)

— À tout instant t ∈
[
tHT0, t

H
Tf

]
, la portion ΩΣTt0 de l’extension fictive de ΩT0, comprise

entre les deux sections Σb
T t0 et Σf

T t0 de centres respectifs Cb
t et Cf

t (figure 2.11.(b)).
Cette portion représente géométriquement la source de chaleur se déplaçant à la
vitesse uniforme vH et dont le centre CH

t est un point de l’extension fictive de C
vérifiant :

ĈH
t C

b
t = −ĈH

t C
f
t = − lT2 (2.48)

La section Σf
T t0 coïncide avec l’interface ΓTt en période de construction (lorsque

t ≤ tcTf ) ;

— les positions initiale CH
0 et finale CH

f de CH
t (figure 2.11.(b)) vérifiant :
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Ĉ0CH
0 = −ĈfCH

f ∈
[
− lT2 ,

lT
2

]
⇒



tHT0 := tT0 + Ĉ0C
f
0

vH
∈
[
tT0, tT0 + lT

vH

]
,

tHTf := tcTf +
ĈfC

f
f

vH
∈
[
tcTf , t

c
Tf + lT

vH

]
,

tHT0 − tT0 + tHTf − tcTf = lT
vH

(2.49)

La zone de chauffage, à chaque instant t ∈
[
tHT0, t

H
Tf

]
, notée ΩH

Tt0 se définit par le lieu
géométrique de ΩT0 contenu dans la source de chaleur ΩΣTt0 (figure 2.11.(b)), soit la
formulation mathématique :

ΩH
Tt0 = ΩΣTt0 ∩ ΩT0, ∀t ∈

[
tHT0, t

H
Tf

]
(2.50)

La source de chaleur volumique Q̇ est ainsi définie par :

∀ (X, t) ∈ Ωt0 × [tT0, tTf ] ,

Q̇ (Φt (X) , t) =


ηP

|ΩΣTt0|
J (X, t) 1ΩHTt0

(X) si t ∈
[
tHT0, t

H
Tf

]
0 sinon

(2.51)

Avec, P puissance de la source de chaleur, η coefficient d’absorption, |ΩΣTt0| volume de
ΩΣTt0 et 1ΩHTt0

fonction de présence associée à ΩH
Tt0.
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Figure 2.11 – Trajet de la source de chaleur le long de CT0

En ce qui concerne les conditions aux limites, on considère la partition de ∂Ωt en
quatre sous-ensembles : ΓTt, l’interface d’apport de matière déjà définie, (∂Ωt)d ( ∂ΩSt,
sur lequel est imposée une température Td, (∂Ωt)n ( ∂ΩSt sur lequel est imposé un flux
de chaleur connu qn, (∂Ωt)r, sur lequel sont imposés le flux de convection forcée faisant
intervenir le coefficient de convection h (x, t) et le flux de radiation thermique faisant
intervenir la constante de Stefan-Boltzmann σ et l’émission ε. Comme montré dans la
figure 2.12, dans le procédé DED, le gaz inerte est chauffé par la source de chaleur et se
propage le long du système en période de chauffage. Les expressions des flux de convection
forcée et de radiation doivent donc prendre en compte l’élévation de la température du
gaz notée Tg (x, t) pouvant atteindre des valeurs de l’ordre de 103K [65].
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Figure 2.12 – Chauffage et écoulement du gaz inerte

En considérant par (et, en, e3) la base locale associée au point central CH
t de ΩΣTt0,

Tg (x, t) est dans la suite considérée comme une distribution gaussienne ellipsoïdale définie
par :

∀X ∈ (∂Ωt)r ,

Tg (Φt (X) , t) = T∞ + (Tgm − T∞) exp
(
−X

2
t

r2
t

− X2
n

r2
n

− X2
3
r2

3

)
(2.52)

Avec (Xt, Xn, X3), coordonnées de X dans le repère
(
CH
t , et, en, e3

)
, Tgm température

maximale du gaz inerte (= T∞ en période de refroidissement), rt, rn et r3 rayons caracté-
ristiques de la distribution gaussienne ellipsoïdale de Tg (x, t).
Ainsi, le problème thermique théorique noté (PTt) , t ∈ [tT0, tTf ], par exploitation de 2.45,
se formule comme suit :

(PTt)



Trouver T (., t) ∈ H1 (Ωt) vérifiant :
ρcpṪ = ∇ · (κ (T )∇T ) + Q̇ dans Ωt

T = Td sur (∂Ωt)d

−κ (T )∇T · n =


qn sur (∂Ωt)n

h (T − Tg) + σε
(
T 4 − T 4

g

)
sur (∂Ωt)r

ρ0vlT (s (T )− s (T∞)) sur ΓTt

(2.53)

Formulation théorique du problème mécanique

Pour le problème mécanique, comme mentionné plus haut, du fait de l’échelle ma-
croscopique du modèle thermomécanique du procédé, nous travaillons en quasi-statique :
nous négligeons les termes d’accélération et de vitesse dans les équations de conservation
de la quantité de mouvement 2.26, et négligeons toute tension de surface sur la frontière
∂Ωt. De plus, en raison des contraintes mécaniques très importantes au sein du système,
nous négligeons les forces mécaniques volumiques.
En ce qui concerne les conditions aux limites, on considère la partition de ∂Ωt en deux
sous-ensembles : (∂Ωt)u ( ∂ΩSt, sur lequel est considéré un encastrement, et (∂Ωt)f sur
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lequel aucune force n’est considérée.
Par ailleurs, pour la prise en compte des propriétés mécaniques du solidus appliquées à
la zone de chauffage, à l’exception du coefficient de dilation thermique (pour lequel on
prend α (T )), nous définissons le champ eulérien de température d’usage T u par :

∀t ∈ [tT0, tTf ] , ∀x ∈ Ωt, T
u (x, t) =

 T (x, t) si x ∈ Ωt\ΩH
Tt

Ts sinon
(2.54)

Avec, ΩH
Tt := Φt

(
ΩH
Tt0

)
, configuration réelle de la zone de chauffage à l’instant t ∈ [tT0, tTf ].

Le problème mécanique théorique noté (PMt) , t ∈ [tT0, tTf ], par exploitation des équations
2.24, 2.26, 2.40 et 2.54, se formule comme suit :

(PMt)



Trouver v (., t) ∈
(
H1 (Ωt)

)3
et p (., t) ∈ L2 (Ωt) , vérifiant :

Dans Ωt

∇ · s−∇p = 0
ε̇ (v) = ε̇e + ε̇vp, ε̇vp = λ̇

(
s−X

)

ṡ

ṗ

ε̇

 =



2µ (T u)
(
ė (v)− λ̇

(
s−X

))
−χ (T u)

(
∇ · v − 3α (T ) Ṫ

)
σ − σY (T u)−Rε (T u)
√

3m(Tu)+1
Kvp (T u)

m(Tu)−1

+


Pour i = 1, . . . , Nc

α̇
i

= ε̇vp − γi (T u)αiε̇, X i
= 2

3Ci (T
u)α

i
, X =

Nc∑
i=1

X
i

Sur ∂Ωt

v = 0 sur (∂Ωt)u , σ · n = 0 sur (∂Ωt)f

(2.55)

2.2.4 Formulation théorique du problème cinématique de posi-
tionnement

Cette partie consiste à décrire l’ensemble des équations que doit vérifier le champ
lagrangien de distorsion de positionnement Un de la partie non construite Mnb

t (figure
2.13) de Mf lors de la construction du cordon MT au cours de l’intervalle de temps
[tT0, tTf ]. Le principe global de ces équations sera de présenter ce champ lagrangien comme
celui qui minimisera l’intensité des distorsions et déformations initiales au sein de Ωnb

t0

configuration CAO de Mnb
t , sous la contrainte de continuité de la distorsion globale U f

à l’interface d’activation Γt0, avec celle de l’incompressibilité de la transformation initiale
F i. Cette intensité sera donnée sous la forme d’une fonctionnelle intégrale d’un quelconque
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champ vectoriel W n, notée Ft (W n) définie par :

∀W n : Ωnb
t0 → E suffisamment régulier,

Ft (W n) := 1
2

∫
Ωnbt0

(
E (W n) : E (W n) + ηpW n ·W n

)
E (W n) := 1

2
(
F (W n)T F (W n)− 1

)
, F (W n) := 1 +∇W n

(2.56)

Avec, ηp ∈ [0, 1] facteur de pénalisation de la distorsion.

Figure 2.13 – Positionnement de la partie non construiteMnb(t) deMf

Ainsi, le problème cinématique de positionnement noté (PCt) , t ∈ [tT0, tTf ], avec prise
en compte de la contrainte d’incompressibilité de F i se formule théoriquement comme
suit :

(PCt)



Trouver Un (., t) : Ωnb
t0 → E = minFt (W n) , vérifiant :

Un (., t) = U (., t) sur Γt0
−detF (Un (., t)) + 1 = 0
⇔ ∀δRn ∈ L1

loc

(
Ωnb
t0

)
,
∫

Ωnbt0
δRn

(
−detF (Un (., t)) + 1

)
= 0

(2.57)

Par cette contrainte d’incompressibilité, nous introduisons le multiplicateur de Lagrange
associé Qn (., t), et la fonctionnelle Gt (δRn,W n) définie par :

∀δRn ∈ L1
loc

(
Ωnb
t0

)
,∀W n : Ωnb

t0 → E suffisamment régulier,
Gt (Qn (., t) ,W n) :=

∫
Ωnbt0

δRn

(
−detF (Un (., t)) + 1

) (2.58)

Ainsi, dans l’hypothèse d’existence et d’unicité de solution, et par la différentiabilité de

68



2.3. MODÉLISATION THERMOMÉCANIQUE NUMÉRIQUE DU PROCÉDÉ DED

Ft en Un (., t), (PCt) se reformule comme suit :

(PCt)



Trouver Un (., t) : Ωnb
t0 → E, vérifiant :

Un (., t) = U (., t) sur Γt0
∀δW n : Ωnb

t0 → E suffisamment régulier, tel que δW n = 0 sur Γt0,(
F ′t (Un (., t)) + ∂Gt

∂W n

(Qn (., t) , Un (., t))
)
δW n = 0

⇔
∫

Ωnbt0

(
Ei :

(
F iT ∇δW n

)
+ ηpUn (., t) · δW n

)
−
∫

Ωnbt0
Qn (., t)

d detF

dF
(Un (., t)) : ∇δW n = 0

⇔
∫

Ωnbt0

(
Ei :

(
F iT ∇δW n

)
+ ηpUn (., t) · δW n

)
−
∫

Ωnbt0
Qn (., t) detF (Un (., t))F (Un (., t))−T : ∇δW n = 0

⇔
∫

Ωnbt0

(
Ei :

(
F iT ∇δW n

)
+ ηpUn (., t) · δW n

)
−
∫

Ωnbt0
detF iQn (., t) tr

(
∇δW n F

i−1) = 0

⇔
∫

Ωnbt

1
detF i

(
Ei :

(
F iT ∇δwn F i

)
+ ηpun (., t) · δwn

)
−
∫

Ωnbt
qn (., t)∇ · δwn = 0

∀δRn ∈ L1
loc

(
Ωnb
t0

)
, Gt (δRn, Un (., t)) = 0

(2.59)
Avec δwn champ eulérien correspondant du champ lagrangien δW n, qn (., t) désignant le
champ eulérien correspondant au multiplicateur de LagrangeQn (., t) relatif à la contrainte
d’incompressibilité.

2.3 Modélisation thermomécanique numérique du pro-
cédé DED

La modélisation thermomécanique numérique du procédé DED consiste en la numéri-
sation des problèmes thermique, mécanique et cinématique de positionnement formulés
ci-dessus afin d’en obtenir des problèmes numériques à résoudre. Cette numérisation pas-
sera par les discrétisations temporelle et spatiale des équations caractéristiques de ces
problèmes.

2.3.1 Discrétisation temporelle

Nous considérons tout d’abord pour deux instants distincts τ = t− dt (dt > 0) et t de
l’intervalle [tT0, tTf ], les deux configurations réelles Ωfτ et Ωft du système finalMf aux
instant respectifs τ et t, et la transformation géométrique intermédiaire Φτ,t := Φt ◦ Φ−1

τ

de gradient F
τ,t

:= ∇Φτ,t (figure 2.14).
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Figure 2.14 – Configuration intermédiaire Ωfτ , τ < t du système finalMf

Nous définissons de plus dans Ωfτ le champ de déplacement intermédiaire ufτ,t par :

∀xτ ∈ Ωfτ , uτ,t (xτ ) := Φτ,t (xτ )− xτ
= uf (Φτ,t (xτ ) , t)− uf (xτ , τ) ,

(2.60)

Le domaine géométrique Ωfτ est donc considéré comme configuration intermédiaire et
servira de configuration lagrangienne actualisée. En effet, pour toute grandeur tensorielle
eulérienne bf définie dans tout le domaine Ωft, nous considérons les restrictions bt := b (., t)
et ḃft := ḃf (., t), et définissons les grandeurs lagrangiennes actualisées correspondantes
bfτ,t et ḃfτ,t dans Ωfτ par :

∀xτ ∈ Ωfτ , bfτ,t (xτ ) = bft (Φτ,t (xτ )) ḃfτ,t (xτ ) = ḃft (Φτ,t (xτ )) (2.61)

Les gradients ∇bfτ,t et ∇bft des champs respectifs bfτ,t et bft sont donc reliés par la
relation :

∇bft = ∇bfτ,t F τ,t
−1 = ∇bfτ,t

(
1 +∇ufτ,t

)−1
(2.62)

Et dans l’hypothèse de régularité temporelle suffisante, les développements limités de bfτ,t
et ḃfτ,t à l’instant t sont donnés par :
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∀ (xτ , xt) ∈ Ωfτ × Ωft tel que xt = Φt (xτ ) bft (xt) = bfτ (xτ ) + ḃft (xt) dt− b̈f (xt, t)
dt2

2 +O
(
dt3
)

ḃft (xt) = ḃfτ (xτ ) + b̈f (xt, t) dt+O
(
dt2
)

⇔

 bfτ,t (xτ ) = bfτ (xτ ) + ḃfτ,t (xτ ) dt− b̈f (xt, t)
dt2

2 +O
(
dt3
)

ḃfτ,t (xτ ) = ḃfτ (xτ ) dt+ b̈f (xt, t) dt+O
(
dt2
)

⇒



bfτ,t (xτ ) = bfτ (xτ ) +
(
θḃfτ,t (xτ ) + (1− θ) ḃfτ (xτ )

)
dt

+
(1

2 − θ
)
b̈f (xt, t)

dt2

2 +O
(
dt3
)

ḃfτ,t (xτ ) = bfτ,t (xτ )− bfτ (xτ )− (1− θ) ḃfτ (xτ ) dt
θdt

+
(

1− 1
2θ

)
b̈f (xt, t)

dt

2 +O
(
dt2
)

∀θ ∈ ]0, 1]

(2.63)

En particulier, pour le champ lagrangien actualisé de distorsion ufτ,t, en considération de
2.60, le développement limité à t nous donne,

∀xτ ∈ Ωfτ , ufτ,t (xτ ) = ufτ (xτ ) +
(
θvfτ,t (xτ ) + (1− θ) vfτ (xτ )

)
dt+O

(
dt2
)

⇒ ufτ,t (xτ ) =
(
θvfτ,t (xτ ) + (1− θ) vfτ (xτ )

)
dt+O

(
dt2
) (2.64)

L’application de 2.64 dans 2.62 nous donne :

∇bft = ∇bfτ,t.
(
1−

(
θ∇vfτ,t + (1− θ)∇vfτ

)
dt+O

(
dt2
))

(2.65)

Cependant, pour toute grandeur tensorielle eulérienne b définie uniquement dans tout
le domaine Ωt, nous considérons également les restrictions bt := b (., t) et ḃt := ḃ (., t),
et définissons les grandeurs lagrangiennes actualisées correspondantes bτ,t et ḃτ,t dans
Ωτ,t := Φ−1

τ,t (Ωt) (Figure 2.14) par :

∀xτ ∈ Ωτ,t, bτ,t (xτ ) = bt (Φτ,t (xτ )) ḃτ,t (xτ ) = ḃt (Φτ,t (xτ )) (2.66)

Ainsi, dans l’hypothèse de régularité temporelle suffisante et en application du même
raisonnement que celui de la grandeur eulérienne bf dans les équations 2.63, on obtient :

∀ (xτ , xt) ∈ Ωτ,t × Ωt tel que xt = Φt (xτ ) , ∀θ ∈ ]0, 1]

bτ,t (xτ ) = bτ (xτ ) +
(
θḃτ,t (xτ ) + (1− θ) ḃτ (xτ )

)
dt+

(1
2 − θ

)
b̈ (xt, t)

dt2

2 +O
(
dt3
)

ḃτ,t (xτ ) = bτ,t (xτ )− bτ (xτ )− (1− θ) ḃτ (xτ ) dt
θdt

+
(
θ − 1

2

)
b̈ (xt, t)

dt

2 +O
(
dt2
)

∇bt = ∇bτ,t.
(
1−

(
θ∇vτ,t + (1− θ)∇vτ

)
dt+O

(
dt2
))

(2.67)
Nous notons que Ωτ , domaine de définition à l’instant τ des champs bτ et ḃτ a fait l’objet
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d’une extension au domaine Ωτ,t de sorte que nous ayons :

∀xτ ∈ δΩτ,t := Ωτ,t \ Ωτ , bτ (xτ ) = b∞, ḃτ (xτ ) = 0 (2.68)

Avec b∞, grandeur initiale de b définie à température ambiante T∞.
Nous pouvons y observer que δΩτ,t, par définition, correspond à la configuration réelle à
l’instant τ de la matière δMτ,t := Mt \Mτ ajoutée au système au cours de l’intervalle
de temps [τ, t].
Ainsi, la discrétisation temporelle des problèmes thermique, mécanique et cinématique de
positionnement reposera donc sur l’hypothèse suivante :

Le pas de temps dt est suffisamment petit pour que non seulement le

terme O
(
dt2
)
des développements limités 2.63− 2.65 soit négligeable,

mais aussi la transformation géométrique F
τ,t
soit infinitésimale,

c′est− à − dire F
τ,t

= O (1)⇔ ‖∇uτ,t‖ � 1

(2.69)

Sous cette hypothèse, les équations 2.63, 2.65 et 2.67 nous donnent, pour θ ∈ [0, 1], :

∀xτ ∈ Ωfτ ,
bfτ,t (xτ ) ≈ bfτ (xτ ) +

(
θḃfτ,t (xτ ) + (1− θ) ḃfτ (xτ )

)
dt

ufτ,t (xτ ) ≈
(
θvfτ,t (xτ ) + (1− θ) vfτ (xτ )

)
dt

∇bft (xt) ≈ ∇bfτ,t (xτ ) , xt = Φτ,t (xτ )
∀xτ ∈ Ωτ ,

bτ,t (xτ ) ≈ bτ (xτ ) +
(
θḃτ,t (xτ ) + (1− θ) ḃτ (xτ )

)
dt

uτ,t (xτ ) ≈
(
θvfτ,t (xτ ) + (1− θ) vfτ (xτ )

)
dt

∇bt (xt) ≈ ∇bτ,t (xτ ) , xt = Φτ,t (xτ )

(2.70)

Il sera donc question pour la suite d’appliquer 2.70 aux équations des problèmes thermique,
mécanique et cinématique de positionnement en vue de leur discrétisation temporelle.

Discrétisation temporelle des problèmes thermique et mécanique

Ces deux problèmes portant sur le systèmeMt, nous considérerons donc sa configura-
tion intermédiaire Ωτ,t servant de configuration lagrangienne actualisée. Plus précisément,
nous aurons à effectuer un changement de variable spatiale afin de réaliser le passage
du domaine géométrique Ωt au domaine Ωτ,t (figure 2.15). Nous considérerons de plus,
l’interface Στ,t = Φ−1

τ,t (Σt) (Figure 2.15).

72



2.3. MODÉLISATION THERMOMÉCANIQUE NUMÉRIQUE DU PROCÉDÉ DED

Figure 2.15 – Configuration intermédiaire Ωτ,t, τ < t du systèmeMt

Discrétisation temporelle du problème thermique

Elle repose sur la discrétisation de l’équation de la chaleur 2.45 qui, en application de
2.70, est donnée par :



Dans Ωτ,t

ρτcp (Tτ,t)
Tτ,t − Tτ − (1− θ) Ṫτdt

θdt
≈
(
−∇ · q

τ,t
+ Q̇τ,t

)
,

q
τ,t
≈ −κ(Tτ,t)∇Tτ,t, s′ (Tτ,t) = T−1

τ,t cp (Tτ,t)
Sur ΓTτ,t := Φ−1

τ,t (ΓTt)

−ρ0vH (s (Tτ,t)− s (T∞)) +
q
τ,t
· n

Tτ,t
= 0

(2.71)

Ainsi le problème thermique temporellement discrétisé noté (PTτ,t) , τ, t ∈ [tT0, tTf ], par
exploitation de 2.71, se formule comme suit :
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(PTτ,t)



Trouver Tτ,t ∈ H1 (Ωτ,t) vérifiant :
Dans Ωτ,t

ρτcp (Tτ,t)
Tτ,t − Tτ − (1− θ) Ṫτdt

θdt
= ∇ · (κ (Tτ,t)∇Tτ,t) + Q̇τ,t

Sur ∂Ωτ,t

Tτ,t = Td sur (∂Ωτ,t)d := Φ−1
τ,t

(
(∂Ωt)d

)

−κ (Tτ,t)∇Tτ,t · n =


qn sur (∂Ωτ,t)n := Φ−1

τ,t ((∂Ωt)n)
h (Tτ,t − Tg) + σε

(
T 4
τ,t − T 4

g

)
sur (∂Ωτ,t)r := Φ−1

τ,t ((∂Ωt)r)
ρ0vlTτ,t (s (Tτ,t)− s (T∞)) sur ΓTτ,t

(2.72)
Sous forme variationnelle, le problème thermique (PTτ,t) se formule comme suit :

(PTτ,t)



Trouver Tτ,t ∈ H1 (Ωτ,t) tel que Tτ,t|(∂Ωτ,t)d = Td, vérifiant :
∀Tv ∈ H1 (Ωτ,t) , tel que Tv|(∂Ωτ,t)d = 0,∫

Ωτ,t
ρτcp (Tτ,t)

Tτ,t − Tτ − (1− θ) Ṫτdt
θdt

Tv +
∫

Ωτ,t
κ (Tτ,t)∇Tτ,t : ∇Tv

+
∫

(∂Ωτ,t)r

[
h (Tτ,t − Tg) + σε

(
T 4
τ,t − T 4

g

)]
Tv +

∫
ΓTτ,t

ρ0vlTτ,t (s (Tτ,t)− s (T∞))Tv

=
∫

Ωτ,t
Q̇τ,tTv +

∫
(∂Ωτ,t)n

qnTv

(2.73)
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Discrétisation temporelle du problème mécanique

Elle repose principalement sur la discrétisation de la loi de comportement mécanique
2.42 qui, en application de 2.70, est donnée par :

Dans Ωτ,t

s
τ,t
− s

τ
− (1− θ) ṡ

τ
dt

θdt
+ 2µ

(
T uτ,t

)
λ̇ (ε̇τ,t)

(
s
τ,t
−X

τ,t

)
≈ 2µ

(
T uτ,t

)
ė
(
vτ,t

)
⇒ s

τ,t
−X

τ,t
≈
s
τ

+ (1− θ) ṡ
τ
dt+ 2µ

(
T uτ,t

)
θdtė

(
vτ,t

)
−X

τ,t

1 + 2µ
(
T uτ,t

)
θdtλ̇ (ε̇τ,t)

, λ̇ (ε̇τ,t) = 3ε̇τ,t
2στ,t

ε̇τ,t =
στ,t − σY (T uτ,t)−Rε (ετ,t)
√

3m(Tuτ,t)+1
Kvp(T uτ,t)

m(Tuτ,t)−1

+

≈ ετ,t − ετ − (1− θ) ε̇τdt
θdt

−∇ · vτ,t −
pτ,t − pτ − (1− θ) ṗτdt

χ
(
T uτ,t

)
θdt

+ 3α (Tτ,t) Ṫτ,t = 0

Pour i = 1, . . . , Nc

α
iτ,t
− α

iτ
− (1− θ) α̇

iτ
dt

θdt
≈ λ̇ (ε̇τ,t)

(
s
τ,t
−X

τ,t

)
− γiε̇τ,tαiτ,t

⇒ α
iτ,t
≈
α
iτ

+ (1− θ) α̇
iτ
dt+ θdtλ̇ (ε̇τ,t)

(
s
τ,t
−X

τ,t

)
1 + γiε̇τ,tθdt

⇒


X
τ,t
≈ X̃

τ
(ε̇τ,t) + 2hX (ε̇τ,t) θdtλ̇ (ε̇τ,t)

(
s
τ,t
−X

τ,t

)
hX (ε̇τ,t) :=

Nc∑
i=1

Ci
3 (1 + γiε̇τ,tθdt)

, X̃
τ

(ε̇τ,t) :=
Nc∑
i=1

2
3Ci

α
iτ

+ (1− θ) α̇
iτ
dt

1 + γiε̇τ,tθdt

⇒


[
1 + 2

(
µ
(
T uτ,t

)
+ hX (ε̇τ,t) θdtλ̇ (ε̇τ,t)

)] (
s
τ,t
−X

τ,t

)
≈ sp

τ,t
− X̃

τ
(ε̇τ,t)

sp
τ,t

:= s
τ

+ (1− θ) ṡ
τ
dt+ 2µ

(
T uτ,t

)
θdtė

(
vτ,t

)

(2.74)

On remplacera dans la suite le terme ” ≈ ” par l’égalité ” = ” de 2.74. De plus, nous
admettrons l’équivalence :

στ,t ≥ σY (T uτ,t) +Rε (ετ,t) ⇔ σpτ,t (0) ≥ σY (T uτ,t) +Rε (ετ + (1− θ) dtε̇τ )

σpτ,t (ε̇τ,t) :=
√

3
2
(
spτ,t − X̃τ

(ε̇τ,t)
)

:
(
spτ,t − X̃τ

(ε̇τ,t)
) (2.75)

En vertu de celle-ci, nous distinguons deux cas :

— 1er cas : σpτ,t (0) < σY (T uτ,t) + Rε (ετ + (1− θ) dtε̇τ ) ⇒ στ,t < σY (T uτ,t) + Rε(ετ,t),
comportement purement élastique de s

τ,t

Dans 2.74 on obtient,

Dans Ωτ,t

s
τ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
= s

τ
+ (1− θ) ṡ

τ
dt+ 2µ

(
T uτ,t

)
θdtė

(
vτ,t

)
⇒

ds
τ,t

dε̇

(
ε̇
(
vτ,t

))
= 2µ

(
T uτ,t

)
θdtJ

λ̇ (ε̇τ,t) = ε̇τ,t = 0

(2.76)
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— 2e cas : σpτ,t (0) ≥ σY (T uτ,t) + Rε (ετ + (1− θ) dtε̇τ ) ⇒ στ,t ≥ σY (T uτ,t) + Rε(ετ,t),
comportement élasto-viscoplastique de s

τ,t

De 2.74 on obtient,

Dans Ωτ,t

s
τ,t
−X

τ,t
=

sp
τ,t
− X̃

τ
(ε̇τ,t)

1 + 3
(
µ
(
T uτ,t

)
+ hX (ε̇τ,t)

)
θdt

ε̇τ,t
στ,t (ε̇τ,t)

⇒ στ,t (ε̇τ,t) + 3
(
µ
(
T uτ,t

)
+ hX (ε̇τ,t)

)
θdtε̇τ,t = σpτ,t (ε̇τ,t)

στ,t (ε̇τ,t) = σY (T uτ,t) +Rε(ετ + ((1− θ) ε̇τ + θε̇τ,t) dt))
+
√

3m(Tuτ,t)+1
Kvp(T uτ,t)ε̇

m(Tuτ,t)
τ,t(

1 + 2hX (ε̇τ,t) θdtλ̇ (ε̇τ,t)
)
X
τ,t

= X̃
τ

(ε̇τ,t) + 2hX (ε̇τ,t) θdtλ̇ (ε̇τ,t) sτ,t

⇒


s
τ,t

= (1− hs (ε̇τ,t)) spτ,t + hs (ε̇τ,t) X̃τ
(ε̇τ,t) ,

hs (ε̇τ,t) :=
2µ
(
T uτ,t

)
θdtλ̇ (ε̇τ,t)

1 + 2
(
µ
(
T uτ,t

)
+ hX (ε̇τ,t)

)
θdtλ̇ (ε̇τ,t)

(2.77)

Nous pouvons observer de 2.77 que s
τ,t

et X
τ,t

sont deux fonctions de ė
(
vτ,t

)
et

ε̇τ,t, et que ce dernier pour dt suffisamment petit est une fonction de ė
(
vτ,t

)
. Nous

en déduisons donc que s
τ,t

est une fonction de ε̇
(
vτ,t

)
et la dérivée

ds
τ,t

dε̇
, appelée

module tangent, est donnée par :

ds
τ,t

dε̇
= 2µ

(
T uτ,t

)
θdt (1− hs (ε̇τ,t)) J

+3µ
(
T uτ,t

)
θdtγg

(
−h′s (ε̇τ,t)

(
sp
τ,t
− X̃

τ
(ε̇τ,t)

)
+ hs (ε̇τ,t) X̃

′
τ

(ε̇τ,t)
)

⊗
sp
τ,t
− X̃

τ
(ε̇τ,t)

σpτ,t (ε̇τ,t)
γ−1
g = (στ,t)′ (ε̇τ,t) + 3

(
µ
(
T uτ,t

)
+ hX (ε̇τ,t)

)
θdt+ 3h′X (ε̇τ,t) θdtε̇τ,t

−
(
σpτ,t

)′
(ε̇τ,t)

(2.78)

En absence d’écrouissage cinématique, c’est-à-dire pour Ci (T u) = 0, i = 1, . . . , Nc,
nous obtenons les simplifications :
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

X
τ,t

= X̃
τ

(ε̇τ,t) = 0, hX (ε̇τ,t) = 0

s
τ,t

=
sp
τ,t

1 + 3µ
(
T uτ,t

)
θdt

ε̇τ,t
στ,t (ε̇τ,t)

στ,t (ε̇τ,t) + 3µ
(
T uτ,t

)
θdtε̇τ,t = σpτ,t0, σ

p
τ,t0 :=

√
3
2s

p
τ,t : spτ,t

⇒



ds
τ,t

dε̇
= 2µ

(
T uτ,t

)
θdt

[
βJ − γs

τ,t
⊗ s

τ,t

]

β = στ,t
σpτ,t0

, γ = 3
2στ,t2


1

1 + 1
3µ
(
T uτ,t

)
θdt

dστ,t
dε̇τ,t

+ β − 1



(2.79)

Cette expression du module tangent
ds

τ,t

dε̇
correspond à celle de Jaouen [66] dévelop-

pée dans le cadre d’un comportement élasto-viscoplastique à écrouissage purement

isotrope. Ceci démontre la généralité de l’expression 2.78 de
ds

τ,t

dε̇
que nous avons

développée dans le cadre de l’écrouissage mixte (isotrope et cinématique).

Nous pouvons donc conclure que le tenseur s
τ,t

est, dans les deux cas énumérés ci-dessus,
une fonction du tenseur ε̇

(
vτ,t

)
et dans la suite, on conviendra de noter s

τ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
.

Par ailleurs, nous notons également que la discrétisation temporelle du problème méca-
nique repose aussi sur la discrétisation temporelle de l’équation de conservation de la
masse 2.24 donnée par :

Dans Ωτ,t

ρτ,t − ρτ − (1− θ) ρ̇τdt
θdt

+ ρτ,t∇ · vτ,t ≈ 0
⇒ ρτ,t ≈

(
1− θdt∇ · vτ,t

)
(ρτ + (1− θ) ρ̇τdt)

(2.80)

Ainsi le problème mécanique temporellement discrétisé noté (PMτ,t) , τ, t ∈ [tT0, tTf ], par
exploitation de 2.74 et 2.80, se formule comme suit :
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(PMτ,t)



Trouver vτ,t ∈
(
H1 (Ωτ,t)

)3
et pτ,t ∈ L2 (Ωτ,t) , vérifiant :

Dans Ωτ,t

∇ · s
τ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
−∇pτ,t = 0

−∇ · vτ,t −
pτ,t

χ
(
T uτ,t

)
θdt

= −pτ + (1− θ) ṗτdt
χ
(
T uτ,t

)
θdt

− 3α (Tτ,t) Ṫτ,t

ε̇
(
vτ,t

)
= ε̇e

τ,t
+ ε̇vp

τ,t
, ε̇vp

τ,t
= λ̇ (ε̇τ,t)

(
s
τ,t
−X

τ,t

)
s
τ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
= (1− hs (ε̇τ,t)) spτ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
+ hs (ε̇τ,t) X̃τ

(ε̇τ,t)

ε̇τ,t =
στ,t − σY (T uτ,t)−Rε (ετ,t)
√

3m(Tuτ,t)+1
Kvp(T uτ,t)

m(Tuτ,t)−1

+
ρτ,t =

(
1− dtθ∇ · vτ,t

)
(ρτ + (1− θ) ρ̇τdt)

Sur ∂Ωτ,t

vτ,t = 0 sur (∂Ωτ,t)u := Φ−1
τ,t ((∂Ωt)u) ,

σ
τ,t
· n = 0 sur (∂Ωτ,t)f := Φ−1

τ,t

(
(∂Ωt)f

)

(2.81)

Sous forme variationnelle, le problème mécanique (PMτ,t) se formule comme suit :

(PMτ,t)



Trouver vτ,t ∈
(
H1 (Ωτ,t)

)3
tel que vτ,t|(∂Ωτ,t)u = 0 et pτ,t ∈ L2 (Ωτ,t)
vérifiant :

∀w ∈
(
H1 (Ωτ,t)

)3
, tel que w|(∂Ωτ,t)u = 0,∫

Ωτ,t
s
τ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
: e (w)−

∫
Ωτ,t

pτ,t∇ · w = 0

∀q ∈ L2 (Ωτ,t) ,

−
∫

Ωτ,t
q∇ · vτ,t −

∫
Ωτ,t

pτ,t − pτ − (1− θ) ṗτdt
χ
(
T uτ,t

)
θdt

q +
∫

Ωτ,t
3α (Tτ,t) Ṫτ,t q = 0

Dans Ωτ,t

ε̇
(
vτ,t

)
= ε̇e

τ,t
+ ε̇vp

τ,t
, ε̇vp

τ,t
= λ̇ (ε̇τ,t)

(
s
τ,t
−X

τ,t

)
s
τ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
= (1− hs (ε̇τ,t)) spτ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
+ hs (ε̇τ,t) X̃τ

(ε̇τ,t)

ε̇τ,t =
στ,t − σY (T uτ,t)−Rε (ετ,t)
√

3m(Tuτ,t)+1
Kvp(T uτ,t)

m(Tuτ,t)−1

+
ρτ,t =

(
1− dtθ∇ · vτ,t

)
(ρτ + (1− θ) ρ̇τdt)

(2.82)
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Discrétisation temporelle du problème cinématique de positionnement

Le problème cinématique de positionnement (PCτ,t) , τ, t ∈ [tT0, tTf ] portant sur le
domaine matériel non construit Mnb (t), nous considérons donc sa configuration inter-
médiaire Ωnb

τ,t := Φ−1
τ,t

(
Ωnb
t

)
servant de configuration lagrangienne actualisée (figure 2.16).

Plus précisément, un changement de variable spatiale sera effectué afin de passer du do-
maine géométrique CAO Ωnb

t0 au domaine Ωnb
τ,t. Nous considérerons de plus la configuration

intermédiaire de l’interface Γτ,t = Φ−1
τ,t (Γt) de l’interface matérielle ΓM (t) (figure 2.16).

Figure 2.16 – Configuration intermédiaire Ωnb
τ,t, τ < t du domaine non construitMnb

t

La discrétisation temporelle du problème cinématique de positionnement repose prin-
cipalement sur l’hypothèse 2.69 selon laquelle la transformation géométrique Φτ,t est in-
finitésimale. En effet, le tenseur des déformations de Green-Lagrange Ei

t
:= Ei (., t) à

l’instant t, de par sa définition, admet dans Ωnb
t0 la décomposition suivante :

Ei
t

:= 1
2
(
F i
t

T
F i
t
− 1

)
, F i

t
:= F i (., t)

= 1
2
(
F i
τ

T
F i
τ,t

T
F i
τ,t
F i
τ
− 1

)
, F i

τ,t
:= F i

t
F i
τ

−1

= F i
τ

T
Ei
τ,t
F i
τ

+ Ei
τ
, Ei

τ,t
:= 1

2
(
F i
τ,t

T
F i
τ,t
− 1

)
= F i

τ

T
(
ε
(
unτ,t

)
+O

(
‖∇unτ,t‖

2
))
.F i

τ
+ Ei

τ

Ei
t

= F i
τ

T
ε
(
unτ,t

)
F i
τ

+ Ei
τ

+O
(
‖∇unτ,t‖

2
)

(2.83)

Ainsi, dans la formulation variationnelle de (PCt) nous obtenons par application de 2.70
et 2.83 :

79



CHAPITRE 2. MODÉLISATION THERMOMÉCANIQUE MACROSCOPIQUE DU
PROCÉDÉ DED

F ′t (Unt) δW n =
∫

Ωnbτ,t

1
detF i

τ

(
F i
τ

T
ε
(
unτ,t

)
F i
τ

+ Ei
τ

+O
(
‖∇unτ,t‖

2
))

:
(
F i
τ

T
(
1 +∇uTnτ,t

)
∇δwn F i

τ

)
+ ηp

∫
Ωnbτ,t

1
detF i

τ

(
unτ + unτ,t

)
· δwn

F ′t (Unt) δW n ≈
∫

Ωnbτ,t

1
detF i

τ

(
F i
τ

T
dt
(
(1− θ) ε̇ (vnτ ) + θε̇

(
vnτ,t

))
F i
τ

+ Ei
τ

)
:
(
F i
τ

T ∇δwn F i
τ

)
+ ηp

∫
Ωnbτ,t

1
detF i

τ

(
unτ + dt

(
(1− θ) vnτ + θvnτ,t

))
· δwn

∂Gt
∂W n

(Qnt, Unt) δW n = −
∫

Ωnbτ,t
qnτ,ttr

(
∇δwn F i

τ,t

)
= −

∫
Ωnbτ,t

qnτ,ttr
(
∇δwn

(
1 +∇unτ,t

))
≈ −

∫
Ωnbτ,t

qnτ,t∇ · δwn
dGt
dt

(δRn, Unt0) = −
∫

Ωnbt0
δRn

d detF

dF
(Unt0) : ∇V nt0 = −

∫
Ωnbt0

δRn detF
i
t
F i
t

−T : ∇V nt0

= −
∫

Ωnbτ,t
δrntr

(
∇vnτ,t F i

τ,t

−1)
≈
∫

Ωnbτ,t
δrn∇ · vnτ,t

Unt = U t sur Γt0 ⇒
dUnt

dt
= dU t

dt
sur Γt0 ⇒ vnτ,t = vτ,t sur Γτ,t

(2.84)
Avec, δwn := δW n ◦ Φ−1

τ et δrn := δRn ◦ Φ−1
τ .

Ainsi le problème cinématique de positionnement temporellement discrétisé noté (PCτ,t) , τ, t ∈
[tT0, tTf ], par exploitation de 2.84 et de la formulation variationnelle de (PCτ ), problème
cinématique posé à l’instant τ se formule comme suit :

(PCτ,t)



Trouver vnτ,t ∈
(
H1

(
Ωnb
τ,t

))3
tel que vnτ,t = vτ,t sur Γτ,t

et δqnτ,t = qnτ,t − qnτ |Ωnbτ,t ∈ L
2
(
Ωnb
τ,t

)
vérifiant :

∀δwn ∈
(
H1

(
Ωnb
τ,t

))3
tel que δwn = 0 sur Γτ,t,∫

Ωnbτ,t

1
detF i

τ

(
F i
τ

T
dt
(
(1− θ) ε̇ (vnτ ) + θε̇

(
vnτ,t

))
F i
τ

)
:
(
F i
τ

T ∇δwn F i
τ

)
+
∫

Ωnbτ,t

ηpdt

detF i
τ

(
(1− θ) vnτ + θvnτ,t

)
· δwn −

∫
Ωnbτ,t

δqnτ,t∇ · δwn = 0

∀δrn ∈ L2
(
Ωnb
τ,t

)
, −

∫
Ωnbτ,t

δrn∇ · vnτ,t = 0

(2.85)
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2.3.2 Discrétisation spatiale

La discrétisation spatiale du modèle thermomécanique du procédé DED repose sur la
discrétisation temporelle présentée ci-dessus. En effet, pour chacun des trois problèmes
discrétisés, elle consiste à :

— définir un maillage régulier et conforme du domaine du calcul, c’est-à-dire qu’au
minimum la frontière de ce dernier, ainsi que sa partition doit être valablement
représentée ;

— définir le/les espaces d’approximations des différentes variables mises en jeu ;

— formuler numériquement le problème en question par application de la méthode des
éléments finis.

Nous adopterons dans la suite du présent document, un maillage triangulaire (d’éléments
tétraèdres) en raison de sa grande flexibilité pour les géométries très complexes notamment
dans les opérations d’adaptation de maillage.

Discrétisation spatiale du problème thermique

On considère un maillage triangulaire Thτ,t du domaine Ωτ,t caractérisé par les en-
sembles des nœuds (SI)I=1,...,N et des tétraèdres (Tl)l=1,...,NT , et la connectivité
(C (l, k))l=1,...,NT ,k=1,...,4 : chaque tétraèdre Tl, l = 1, . . . ,NT a pour sommets les quatre
nœuds SC(l,1), . . . , SC(l,4). Thτ,t doit conformément représenter les différentes parties (∂Ωτ,t)d,
(∂Ωτ,t)n, (∂Ωτ,t)r et ΓTτ,t de la frontière ∂Ωτ,t. Il doit aussi conformément représenter l’in-
terface ∂Ωτ ∩ ∂δΩτ,t afin d’initialiser convenablement la température des éléments nou-
vellement activés.
On définit donc :

— les deux ensembles d’indicesDh =
{
I = 1, . . . ,N , SI ∈ (∂Ωhτ,t)d

}
etDc

h = {1, . . . ,N}\
Dh ;

— l’espace des fonctions continues P1 par morceaux
Vh =

{
v ∈ H1 (Ωhτ,t) , v|Tl est P1 ∀l = 1, . . . ,NT

}
;

— la base de l’espace Vh donnée par la famille des fonctions de type chapeau (ϕI)I=1,...,N ⊂
Vh vérifiant ϕI (SJ) = δIJ ,∀I, J = 1, . . . ,N ;

— l’espace des fonctions P1 par morceaux
Vdish =

{
v ∈ L2 (Ωhτ,t) , v|Tl est P1 ∀l = 1, . . . ,NT

}
;

— l’espace des fonctions P0 par morceaux
Vh0 =

{
v ∈ L2 (Ωhτ,t) , v|Tl est P0 ∀l = 1, . . . ,NT

}
;

— l’opérateur de moyennisation P0 qui à tout champ v ∈ Vdish associe l’unique champ

P0v ∈ Vh0 vérifiant : P0v|Tl = 1
|Tl|

∫
Tl

v = 1
4

4∑
k=1

v
(
SC(l,k)

)
, ∀l = 1, . . . ,NT .
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Ainsi, le problème thermique spatialement discrétisé noté (PThτ,t) , τ, t ∈ [tT0, tTf ], par
exploitation de 2.73, se formule comme suit :

(PThτ,t)



Trouver Thτ,t =
∑
J∈Dc

h

Thτ,t (SJ)ϕJ +
∑
J∈Dh

T d (SJ)ϕJ ∈ Vh tel que ∀ϕI , I ∈ Dc
h :

FI (Thτ,t) =
∫

Ωhτ,t
ρτcp (P0Thτ,t)

Thτ,t − Thτ − (1− θ) Ṫhτdt
θdt

ϕI

+
∫

Ωhτ,t
κ (P0Thτ,t)∇Thτ,t : ∇ϕI

+
∫
(∂Ωhτ,t)r

[
h+ σε

(
P0T

2
hτ,t + T 2

g

)
(P0Thτ,t + Tg)

]
(Thτ,t − Tg)ϕI

+
∫

ΓThτ,t
ρ0vl (s (P0Thτ,t)− s (T∞))Tτ,t ϕI −

∫
Ωhτ,t

Q̇τ,tϕI −
∫
(∂Ωhτ,t)n

ϕi = 0

(2.86)

Discrétisation spatiale du problème mécanique

On considère le même maillage triangulaire Thτ,t du domaine Ωτ,t que celui utilisé
pour le problème thermique. En plus des propriétés de conformité vérifiées dans le cadre
de la discrétisation spatiale du problème thermique, Thτ,t doit également conformément
représenter les différentes parties (∂Ωτ,t)u et (∂Ωτ,t)σ de la frontière ∂Ωτ,t. Il doit aussi
conformément représenter la zone de chauffage ΩH

τ,t afin d’y appliquer convenablement les
propriétés mécaniques à la température du solidus.
Nous proposons d’adopter la formulation d’éléments finis mixte P1 + /P1 mini− élément
telle que développée par O. Jaouen [66]. Pour cela, nous définissons :

— les deux ensembles d’indices Uh = {I = 1, . . . ,N , SI ∈ (∂Ωhτ,t)u} et U c
h = {1, . . . ,N}\

Uh ;

— l’espace des fonctions vectorielles continues par morceaux
Vh3 =

{
v = viei ∈

(
H1 (Ωhτ,t)

)3
, vi ∈ Vh

}
et sa base donnée par la famille des fonc-

tions vectorielles chapeaux
(
ϕ
I,i

= ϕIei
)
I=1,...,N ,i=1,2,3

⊂ Vh3 ;

— Pour chaque tétraèdre Tl, l = 1, . . . ,NT , son centre de gravité SGl et ses quatre
sous-tétraèdres Tl,1 ≡

(
SGl, SC(l,2), SC(l,3), SC(l,4)

)
, Tl,2 ≡

(
SC(l,1), SGl, SC(l,3), SC(l,4)

)
,

Tl,3 ≡
(
SC(l,1), SC(l,2), SGl, SC(l,4)

)
et Tl,4 ≡

(
SC(l,1), SC(l,2), SC(l,3), SGl

)
;

— l’espace des fonctions bulles
Vhb =

{
vb ∈ H1 (Ωhτ,t) , vb|Tl,k est P1 et vb|∂Tl = 0, ∀l = 1, . . . ,NT , k = 1, . . . , 4

}
et sa

base donnée par la famille des fonctions bulles de type chapeau (ϕbl)l=1,...,NT ⊂ Vbh
vérifiant ϕbl (SGl′) = δll′ ,∀l, l′ = 1, . . . ,NT ;

— l’espace des fonctions vectorielles bulles Vhb3 =
{
v = vbiei ∈ H1 (Ωhτ,t) , vbi ∈ Vhb

}
et

sa base donnée par la famille des fonctions vectorielles bulles de type chapeau(
ϕ
bl,i

= ϕblei
)
l=1,...,NT ,i=1,2,3

⊂ Vbh3 ;
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— l’espace des fonctions tensorielles symétriques P0 par morceaux
(Vh0)3×3

s =
{
v = vijei ⊗ ej ∈

(
L2 (Ωhτ,t)

)3×3
, vij = vji et vij|Tl est P0 ∀l = 1, . . . ,NT

}
.

Ainsi, le problème mécanique spatialement discrétisé noté (PMhτ,t) , τ, t ∈ [tT0, tTf ], par
exploitation de 2.82, se formule comme suit :

(PMhτ,t)



Trouver vhτ,t + vhbτ,t ∈ Vh3 ⊕ Vhb3, avec vhτ,t =
∑
J∈Uc

h

vjhτ,t (SJ)ϕJej ∈ Vh3,

vhbτ,t =
∑

l=1,...,NT
vjhblτ,tϕblej ∈ Vhb3, et phτ,t =

N∑
J=1

phτ,t (SJ)ϕJ ∈ Vh

vérifiant :
∀ϕ

I,i
, I ∈ U c

h, i = 1, 2, 3,
FvI,i

(
vhτ,t, vhbτ,t, phτ,t

)
=
∫

Ωhτ,t

(
s
hτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
+ s

hbτ,t

(
ε̇
(
vhbτ,t

)))
: e
(
ϕ
I,i

)
−
∫

Ωhτ,t
phτ,t∇ · ϕI,i = 0

∀ϕ
bl,i
, l = 1, . . . ,NT , i = 1, 2, 3,

Fbl,i
(
vhτ,t, vhbτ,t, phτ,t

)
=
∫

Ωhτ,t

(
s
hτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
+ s

hbτ,t

(
ε̇
(
vhbτ,t

)))
: e
(
ϕ
bl,i

)
−
∫

Ωhτ,t
phτ,t∇ · ϕbl,i = 0

∀ϕI , I = 1, . . . ,N ,
FpI

(
vhτ,t, vhbτ,t, phτ,t

)
=

−
∫

Ωhτ,t
ϕI∇ ·

(
vhτ,t + vhbτ,t

)
−
∫

Ωhτ,t

phτ,t − phτ − (1− θ) ṗhτdt
χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

ϕI

+
∫

Ωhτ,t
3α (P0Thτ,t) Ṫhτ,t ϕI = 0

Dans Ωhτ,t

ε̇
(
vhτ,t

)
= ε̇e

hτ,t
+ ε̇vp

hτ,t
, ε̇vp

hτ,t
= λ̇ (ε̇hτ,t)

(
s
hτ,t
−X

hτ,t

)
s
hτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
= (1− hs (ε̇hτ,t)) sphτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
+ hs (ε̇hτ,t) X̃hτ

(ε̇hτ,t)
sp
hτ,t

= s
hτ

+ (1− θ) ṡ
hτ
dt+ 2µ

(
P0T

u
hτ,t

)
θdtė

(
vhτ,t

)
,

s
hbτ,t

= 2µ
(
P0T

u
hτ,t

)
(1− hs (ε̇hτ,t)) θdtė

(
vhbτ,t

)
ε̇hτ,t =

σhτ,t − σY (P0T
u
hτ,t)−Rε (εhτ,t)

√
3m(P0Tuhτ,t)+1

Kvp(P0T uhτ,t)

m(P0Tuhτ,t)
−1

+
ρhτ,t =

(
1− dtθ∇ · vhτ,t

)
(ρhτ + (1− θ) ρ̇hτdt)

(2.87)
Or, chaque fonction vectorielle bulle ϕbl, l = 1, . . . ,NT vérifie la propriété :

∫
Tl

∂ϕbl
∂Xi

= 0 ∀i = 1, 2, 3 (2.88)

En exploitation de celle-ci, et des propriétés de support réduit de ces fonctions ainsi que
des fonctions ϕI , I = 1, . . . ,N , nous obtenons de 2.87,
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

∀ϕ
I,i
, i ∈ U c

h, i = 1, 2, 3,
FvI,i

(
vhτ,t, vhbτ,t, phτ,t

)
=
∫

Ωhτ,t
s
hτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
: e
(
ϕ
I,i

)
−
∫

Ωhτ,t
phτ,t∇ · ϕI,i = 0

⇔
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′
s
hτ,t

(
ε̇

( 4∑
k=1

vjhτ,t
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)ej

))
: e
(
ϕ
I,i

)
−

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

phτ,t
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)∇ · ϕI,i = 0

∀ϕ
bl,i
, l = 1, . . . ,NT , i = 1, 2, 3,

Fbl,i
(
vhτ,t, vhbτ,t, phτ,t

)
=
∫

Ωhτ,t
s
hbτ,t

(
ε̇
(
vhbτ,t

))
: e
(
ϕ
bl,i

)
−
∫

Ωhτ,t
phτ,t∇ · ϕbl,i = 0

⇔
∫
Tl

s
hbτ,t

(
ε̇
(
vjhblτ,tϕblej

))
: e
(
ϕ
l,i

)
−
∫
Tl

4∑
k=1

phτ,t
(
SC(l,k)

)
ϕC(l,k)∇ · ϕbl,i = 0

Kbbl,ijvjhblτ,t =
4∑

k=1
Kbpl,ikphτ,t

(
SC(l,k)

)
⇔ vihblτ,t =

4∑
k=1

K−1
bbl,ii′Kbpl,i′kphτ,t

(
SC(l,k)

)
Kbbl,ij :=

∫
Tl

s
hbτ,t

(
ε̇
(
ϕblej

))
: e
(
ϕ
l,i

)
, K−1

bbl,ii′Kbbl,i′j = δij ∀i, j = 1, 2, 3

Kbpl,ik :=
∫
Tl

ϕC(l,k)∇ · ϕbl,i =
∫
Tl

ϕC(l,k)
∂ϕbl
∂Xi

∀i = 1, 2, 3, k = 1, . . . , 4
(2.89)

Ainsi, par le procédé de condensation de la fonction bulle, nous pouvons obtenir une
simplification de l’équation FpI

(
vhτ,t, vhbτ,t, phτ,t

)
= 0, i = 1, . . . ,N . En effet, de 2.87 et

2.89, nous obtenons :

∀ϕI , I = 1, . . . ,N ,
FpI

(
vhτ,t, vhbτ,t, phτ,t

)
= −

∫
Ωhτ,t

ϕI∇ ·
(
vhτ,t + vhbτ,t

)
−
∫

Ωhτ,t

phτ,t

χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

ϕI

+
∫

Ωhτ,t

phτ + (1− θ) ṗhτdt
χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

+ 3α (P0Thτ,t) Ṫhτ,t

 ϕI = 0

⇔ −
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′
ϕI

4∑
k=1

vjhτ,t
(
SC(l′,k)

) ∂ϕC(l′,k)

∂Xj

−
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′
vjhbl′τ,t

∂ϕbl′

∂Xj

ϕI

−
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

∑4
k=1 phτ,t

(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)

χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

ϕI

+
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

phτ + (1− θ) ṗhτdt
χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

+ 3α (P0Thτ,t) Ṫhτ,t

 ϕI = 0

⇔ −
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′
ϕI

4∑
k=1

vjhτ,t
(
SC(l′,k)

) ∂ϕC(l′,k)

∂Xj

−
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

K−1
bbl′,jj′Kbpl′,j′k

∂ϕbl′

∂Xj

ϕI + ϕC(l′,k)

χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

ϕI

 phτ,t (SC(l′,k)
)

+
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

phτ + (1− θ) ṗhτdt
χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

+ 3α (P0Thτ,t) Ṫhτ,t

(SC(l′,k)
)
ϕC(l′,k) ϕI = 0

(2.90)
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Étant donc dispensé du calcul de l’inconnue vhb du problème (PMhτ,t) , τ, t ∈ [tT0, tTf ],
nous pouvons donc le reformuler comme suit :

(PMhτ,t)



Trouver vhτ,t =
∑
J∈Uc

h

vjhτ,t (SJ)ϕJej ∈ Vh3 et phτ,t =
N∑
I=1

phτ,t (SJ)ϕJ ∈ Vh, vérifiant :

∀ϕ
I,i
, I ∈ U c

h, i = 1, 2, 3,

FvI,i
(
vhτ,t, phτ,t

)
=

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′
s
hτ,t

(
ε̇

( 4∑
k=1

vjhτ,t
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)ej

))
: e
(
ϕ
I,i

)
−

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

phτ,t
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)∇ · ϕI,i = 0

∀ϕI , I = 1, . . . ,N ,

FpI
(
vhτ,t, phτ,t

)
= −

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′
ϕi

4∑
k=1

vjhτ,t
(
SC(l′,k)

) ∂ϕC(l′,k)

∂Xj

−
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

K−1
bbl′,jj′Kbpl′,j′k

∂ϕbl′

∂Xj

ϕI + ϕC(l′,k)

χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

ϕI

 phτ,t (SC(l′,k)
)

+
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

phτ + (1− θ) ṗhτdt
χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

+ 3α (P0Thτ,t) Ṫhτ,t

(SC(l′,k)
)
ϕC(l′,k) ϕI = 0

Dans Ωhτ,t

ε̇
(
vhτ,t

)
= ε̇e

hτ,t
+ ε̇vp

hτ,t
, ε̇vp

hτ,t
= λ̇ (ε̇hτ,t)

(
s
hτ,t
−X

hτ,t

)
s
hτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
= (1− hs (ε̇hτ,t)) sphτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
+ hs (ε̇hτ,t) X̃hτ

(ε̇hτ,t)
sp
hτ,t

= s
hτ

+ (1− θ) ṡ
hτ
dt+ 2µ

(
P0T

u
hτ,t

)
θdtė

(
vhτ,t

)
,

ε̇hτ,t =
σhτ,t − σY (P0T

u
hτ,t)−Rε (εhτ,t)

√
3m(P0Tuhτ,t)+1

Kvp(P0T uhτ,t)

m(P0Tuhτ,t)
−1

+
ρhτ,t =

(
1− dtθ∇ · vhτ,t

)
(ρhτ + (1− θ) ρ̇hτdt)

(2.91)

Discrétisation spatiale du problème cinématique de positionnement

On considère un maillage triangulaire T nbhτ,t du domaine inactif Ωnb
τ,t caractérisé par

les ensembles des nœuds (SI)I=1,...,Nnb et des tétraèdres (Tl)l=1,...,NnbT
, et la connectivité

(C (l, k))l=1,...,NnbT ,k=1,...,4 : chaque tétraèdre Tl, l = 1, . . . ,N nb
T a pour sommets les quatre

nœuds SC(l,1), . . . , SC(l,4). T nbhτ,t doit conformément représenter l’interface Γτ,t := ∂Ωτ,t ∩
∂Ωnb

τ,t.
Afin de prendre en compte la contrainte de dualité sur le champ de vitesse vnτ,t, nous
proposons d’adopter la formulation d’éléments finis mixte P1+/P1 mini−élément suivant
la même démarche que celle de la discrétisation du problème mécanique abordé ci-dessus.
Pour cela, nous définissons :

— les deux ensembles d’indices Unb
h =

{
I = 1, . . . ,N nb, SI ∈ Γτ,t

}
et Unb

h

c =
{

1, . . . ,N nb
}
\

Unb
h ;
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— l’espace des fonctions continues P1 par morceaux
Vnbh =

{
v ∈ H1

(
Ωnb
hτ,t

)
, v|Tl est P1 ∀l = 1, . . . ,N nb

T

}
;

— la base de l’espace Vnbh donnée par la famille des fonctions chapeaux (ϕI)I=1,...,Nnb ⊂
Vh vérifiant ϕI (SJ) = δIJ ,∀I, J = 1, . . . ,N nb ;

— l’espace des fonctions vectorielles continues par morceaux(
Vnbh

)3
=
{
v = viei ∈

(
H1

(
Ωnb
hτ,t

))3
, vi ∈ Vnbh

}
et sa base donnée par la famille des

fonctions vectorielles de type chapeau
(
ϕ
I,i

= ϕIei
)
I=1,...,N ,i=1,2,3

⊂ Vnbh
3 ;

— Pour chaque tétraèdre Tl, l = 1, . . . ,N nb
T , son centre de gravité SGl et ses quatre

sous-tétraèdres Tl,1 ≡
(
SGl, SC(l,2), SC(l,3), SC(l,4)

)
, Tl,2 ≡

(
SC(l,1), SGl, SC(l,3), SC(l,4)

)
,

Tl,3 ≡
(
SC(l,1), SC(l,2), SGl, SC(l,4)

)
et Tl,4 ≡

(
SC(l,1), SC(l,2), SC(l,3), SGl

)
;

— l’espace des fonctions bulles
Vnbhb =

{
vb ∈ H1

(
Ωnb
hτ,t

)
, vb|Tl,k est P1 et vb|∂Tl = 0,∀l = 1, . . . ,N nb

T , k = 1, . . . , 4
}
et

sa base donnée par la famille des fonctions bulles de type chapeau (ϕbl)i=l,...,NnbT ⊂
Vnbbh vérifiant ϕbl (SGl′) = δll′ ,∀l, l′ = 1, . . . ,N nb

T ;

— l’espace des fonctions vectorielles bulles
(
Vnbhb

)3
=
{
v = vibei ∈ H1

(
Ωnb
hτ,t

)
, vib ∈ Vnbhb

}
et sa base donnée par la famille des fonctions vectorielles bulles de type chapeau(
ϕ
bl,i

= ϕblei
)
l=1,...,NnbT ,i=1,2,3

⊂ Vnbbh
3 ;

— l’espace des fonctions tensorielles P0 par morceaux(
Vnbh0

)3×3
=
{
v = vijei ⊗ ej ∈

(
L2 (Ωhτ,t)

)3×3
, vij|Tl est P0 ∀l = 1, . . . ,N nb

T

}
.

Ainsi, le problème cinématique de positionnement spatialement discrétisé noté (PChτ,t) , τ, t ∈
[tT0, tTf ], par exploitation de 2.85, se formule comme suit :
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(PChτ,t)



Trouver vnhτ,t + vnhbτ,t ∈
(
Vnbh

)3
⊕
(
Vnbhb

)3
,

vnhτ,t =
∑

J∈Unb
h
c

vnjhτ,t (SJ)ϕJej +
∑

J∈Unb
h

vjhτ,t (SJ)ϕJej ∈
(
Vnbh

)3
,

vnhbτ,t =
∑

l=1,...,NnbT

vnjbhlτ,tϕblej ∈
(
Vnbhb

)3
, δqnhτ,t =

Nnb∑
J=1

δqnhτ,t (SJ)ϕJ ∈ Vnbh ,

F
hτ,t
∈
(
Vnbh0

)3×3
, vérifiant :

∀ϕ
I,i
, i ∈ Unb

h

c
, i = 1, 2, 3,

FvI,i
(
vnhτ,t, vnhbτ,t, δqnhτ,t

)
=∫

Ωnb
hτ,t

1
detF i

hτ

(
F i
hτ

T
dt
(
(1− θ) ε̇ (vnhτ ) + θε̇

(
vnhτ,t

))
F i
hτ

)
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
I,i
F i
hτ

)
+
∫

Ωnb
hτ,t

1
detF i

hτ

(
F i
hτ

T
dtθε̇

(
vnbhτ,t

)
F i
hτ

)
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
I,i
F i
hτ

)
+
∫

Ωnb
hτ,t

ηpdt

detF i
τ

(
(1− θ) vnhτ + θvnhτ,t + θvnbhτ,t

)
· ϕ

I,i
−
∫

Ωnb
hτ,t

δqnhτ,t∇ · ϕI,i = 0

∀ϕ
bl,i
, l = 1, . . . ,N nb

T , i = 1, 2, 3,
Fbl,i

(
vnhτ,t, vnhbτ,t, δqnhτ,t

)
=∫

Ωnb
hτ,t

1
detF i

hτ

(
F i
hτ

T
dt
(
(1− θ) ε̇ (vnhτ ) + θε̇

(
vnhτ,t

))
F i
hτ

)
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
bl,i
F i
hτ

)
+
∫

Ωnb
hτ,t

1
detF i

hτ

(
F i
hτ

T
dtθε̇

(
vnbhτ,t

)
F i
hτ

)
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
bl,i
F i
hτ

)
+
∫

Ωnb
hτ,t

ηpdt

detF i
τ

(
(1− θ) vnhτ + θvnhτ,t + θvnbhτ,t

)
· ϕ

bl,i
−
∫

Ωnb
hτ,t

δqnhτ,t∇ · ϕbl,i = 0

∀ϕI , I = 1, . . . ,N nb,

FpI
(
vnhτ,t, vnhbτ,t, δqnhτ,t

)
= −

∫
Ωnbτ,t

ϕI
(
∇ · vnhτ,t +∇ · vnbhτ,t

)
= 0

F
hτ,t

= dt
(
(1− θ)∇vnhτ + θ∇vnhτ,t

)
F
hτ |Ωnbτ,t

(2.92)
Un raisonnement semblable à celui de la discrétisation spatiale du problème mécanique
nous permet d’obtenir de 2.92, les simplifications ci-dessous :
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

∀ϕ
I,i
, I ∈ Unb

h

c
, i = 1, 2, 3,

FvI,i
(
vnhτ,t, vnhbτ,t, δqnhτ,t

)
=∫

Ωnb
hτ,t

1
detF i

hτ

(
F i
hτ

T
dt
(
(1− θ) ε̇ (vnhτ ) + θε̇

(
vnhτ,t

))
F i
hτ

)
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
I,i
F i
hτ

)
+
∫

Ωnb
hτ,t

ηpdt

detF i
τ

(
(1− θ) vnhτ + θvnhτ,t + θvnbhτ,t

)
· ϕ

I,i
−
∫

Ωnb
hτ,t

δqnhτ,t∇ · ϕI,i = 0

⇔
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

θdt

detF i
hτ

(
F i
hτ

T
ε̇

( 4∑
k=1

vnjhτ,t
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)ej

)
F i
hτ

)
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
I,i
F i
hτ

)
+

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

(1− θ) dt
detF i

hτ

(
F i
hτ

T
ε̇

( 4∑
k=1

vnjhτ
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)ej

)
F i
hτ

)
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
I,i
F i
hτ

)
+

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

ηpθdt

detF i
τ

( 4∑
k=1

vnihτ,t
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k) + vnihbl′τ,tϕbl′

)
ϕI

+
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

ηp (1− θ) dt
detF i

τ

4∑
k=1

vnihτ
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)ϕI

−
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

δqnhτ,t
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)∇ · ϕI,i = 0
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∀ϕ
bl,i
, l = 1, . . . ,N nb

T , i = 1, 2, 3,
Fbl,i

(
vnhτ,t, vnhbτ,t, δqnhτ,t

)
=∫

Ωnb
hτ,t

1
detF i

hτ

(
F i
hτ

T
dtθε̇

(
vnbhτ,t

)
F i
hτ

)
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
bl,i
F i
hτ

)
+
∫

Ωnb
hτ,t

ηpdt

detF i
τ

(
(1− θ) vnhτ + θvnhτ,t + θvnbhτ,t

)
· ϕ

bl,i
−
∫

Ωnb
hτ,t

δqnhτ,t∇ · ϕbl,i = 0

⇔
∫
Tl

θdt

detF i
hτ

(
F i
hτ

T
ε̇
(
vnjbhlτ,tϕblej

)
F i
hτ

)
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
bl,i
F i
hτ

)
+
∫
Tl

ηpθdt

detF i
τ

( 4∑
k=1

vnihτ,t
(
SC(l,k)

)
ϕC(l,k) + vnibhlτ,tϕbl

)
ϕbl

+
∫
Tl

ηp (1− θ) dt
detF i

τ

4∑
k=1

vnihτ
(
SC(l,k)

)
ϕC(l,k)ϕbl −

∫
Tl

4∑
k=1

δqnhτ,t
(
SC(l,k)

)
ϕC(l,k)∇ · ϕbl,i = 0

⇔ Kbbl,ijvnjbhlτ,t +
4∑

k=1
Mbvl,ik

(
θvnihτ,t

(
SC(l,k)

)
+ (1− θ) vnihτ

(
SC(l,k)

))
=

4∑
k=1

Kbpl,ikδqnbhτ,t
(
SC(l,k)

)
⇔ vnibhlτ,t = −

4∑
k=1

K−1
bbl,ii′Mbvl,i′k

(
θvnihτ,t

(
SC(l,k)

)
+ (1− θ) vnihτ

(
SC(l,k)

))
+

4∑
k=1

K−1
bbl,ii′Kbpl,i′kδqnhτ,t

(
SC(l,k)

)
(2.94)

Avec,
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Kbbl,ij :=
∫
Tl

θdt

detF i
hτ

(
F i
hτ

T
ε̇
(
ϕblej

)
F i
hτ

)
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
bl,i
F i
hτ

)
+
∫
Tl

ηpθdt

detF i
τ

|ϕbl|2δij

K−1
bbl,ii′Kbbl,i′j = δij, Mbvl,ik =

∫
Tl

ηpdt

detF i
τ

ϕblϕC(l,k)

Kbpl,ik :=
∫
Tl

ϕC(l,k)∇ · ϕbl,i =
∫
Tl

ϕC(l,k)
∂ϕbl
∂Xi

∀i, j = 1, 2, 3, k = 1, . . . , 4
(2.95)

∀ϕI , I = 1, . . . ,N nb,

FpI
(
vnhτ,t, vnhbτ,t, δqnhτ,t

)
= −

∫
Ωnbτ,t

ϕI
(
∇ · vnhτ,t +∇ · vnbhτ,t

)
= 0

⇔ −
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

vnjhτ,t
(
SC(l′,k)

) ∂ϕC(l′,k)

∂Xj

ϕI −
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′
vnjbhl′τ,t

∂ϕbl′

∂Xj

ϕI = 0

(2.96)
Ainsi, par le procédé de condensation de la fonction bulle, nous pouvons obtenir une sim-
plification de équations FpI

(
vhτ,t, vhbτ,t, phτ,t

)
= 0, I = 1, . . . ,N et FvI,i

(
vhτ,t, vhbτ,t, phτ,t

)
=

0, I ∈ Unb
h

c
, i = 1, 2, 3, et donc une reformulation du problème (PChτ,t). En effet, de 2.92-

2.96, (PChτ,t) se reformule comme suit :
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(PChτ,t)



Trouver vnhτ,t =
∑

J∈Unb
h
c

vnjhτ,t (SJ)ϕJej +
∑

J∈Unb
h

vjhτ,t (SJ)ϕJej ∈
(
Vnbh

)3
,

δqnhτ,t =
Nnb∑
J=1

δqnhτ,t (SJ)ϕJ ∈ Vnbh , F hτ,t
∈
(
Vnbh0

)3×3
, vérifiant :

∀ϕ
I,i
, I ∈ Unb

h

c
, i = 1, 2, 3,

FvI,i
(
vnhτ,t, δqnhτ,t

)
=∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

θdt

detF i
hτ

σ
nh

(
ε̇

( 4∑
k=1

vnjhτ,t
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)ej

))
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
I,i
F i
hτ

)
+

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

(1− θ) dt
detF i

hτ

σ
nh

(
ε̇

( 4∑
k=1

vnjhτ
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)ej

))
:
(
F i
hτ

T ∇ϕ
I,i
F i
hτ

)
+

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

ηpθdt

detF i
τ

4∑
k=1

(
ϕC(l′,k) − θK−1

bbl′,ii′Mbvl′,i′kϕbl′
)
ϕIvnihτ,t

(
SC(l′,k)

)
+

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

ηp (1− θ) dt
detF i

τ

4∑
k=1

(
ϕC(l′,k) − θK−1

bbl′,ii′Mbvl′,i′kϕbl′
)
ϕIvnihτ

(
SC(l′,k)

)
−

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

(
ϕC(l′,k)

∂ϕI
∂Xi

− θdtK−1
bbl′,ii′Kbpl′,i′kϕbl′ϕI

)
δqnhτ,t

(
SC(l′,k)

)
= 0

∀ϕI , I = 1, . . . ,N nb,

FpI
(
vnhτ,t, δqnhτ,t

)
=

−
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

(
∂ϕC(l′,k)

∂Xj

− θK−1
bbl′,ji′Mbvl′,i′k

∂ϕbl′

∂Xj

)
ϕIvnjhτ,t

(
SC(l′,k)

)
+

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

(1− θ)K−1
bbl′,ji′Mbvl′,i′k

∂ϕbl′

∂Xj

ϕIvnjhτ
(
SC(l′,k)

)
−

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

K−1
bbl,ji′Kbpl,i′k

∂ϕbl′

∂Xj

ϕIδqnhτ,t
(
SC(l,k)

)
= 0

F
hτ,t

= dt
(
(1− θ)∇vnhτ + θ∇vnhτ,t

)
F
hτ |Ωnbτ,t

(2.97)
Avec σ

nh

(
ε̇ (wnh)

)
:= F i

hτ

T
ε̇ (wnh) F i

hτ
∀wnh ∈

(
Vnbh

)3
.

Conclusion

Ce chapitre avait pour objet le développement d’un modèle numérique, appelé modèle
standard, du procédé DED ; un modèle numérique apportant des améliorations aux mo-
dèles existants de la littérature scientifique.
En ce qui concerne le système, c’est-à-dire la matière déjà déposée, ce modèle est issu
d’un modèle théorique développé à base des équations de conservation, de l’inégalité de
l’entropie et des lois de comportement thermique et mécanique. Dans le cas du modèle
thermique, nous avons adopté la loi de Fourier comme loi de comportement thermique,
appliqué les équations aux interfaces afin de modéliser l’interaction thermique entre sys-
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tème et la matière entrante, adopté une loi gaussienne afin de modéliser l’élévation de
la température du gaz par le faisceau laser. Pour ce qui concerne le modèle mécanique,
nous avons, adopté la loi de comportement élasto-viscoplastique à écrouissage isotrope
et cinématique, laquelle nous a permis de définir un schéma de discrétisation temporelle
donnant lieu à l’expression d’un module tangent plus général que celui exprimé dans le
cadre de l’écrouissage purement isotrope.
En ce qui concerne, la matière restant à déposer, afin de déterminer sa position au mo-
ment de son dépôt, le modèle numérique est issu d’un modèle théorique établi sur la base
d’un problème de minimisation de distorsion et de déformation formulé dans le cadre des
grandes déformations que nous avons appelé problème cinématique de positionnement. Il
a été montré que le choix d’un pas de temps suffisamment petit permet de reformuler ce
problème dans un cadre de petites déformations sous réserve de procéder à chaque incré-
ment de temps à l’actualisation de la configuration lagrangienne de la matière restant à
déposer.
Comme les modèles numériques DED de la littérature scientifique, notre modèle numé-
rique fait appel à la méthode des éléments finis à la seule différence que pour le problème
mécanique, l’adoption de la méthode des éléments finis s’effectue dans un cadre mixte, en
formulation vitesse pression. Pour le problème cinématique de positionnement, en raison
de la contrainte d’incompressibilité imposée à la matière à déposer, la méthode des élé-
ments finis s’effectue dans le même cadre. Ainsi, la pertinence et la cohérence de notre
modèle numérique restent donc à démontrer. Tel sera l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Application et validation du modèle
thermomécanique du procédé DED

Ce chapitre a pour objectif principal de démontrer la pertinence du modèle numérique
du procédé DED, dit modèle standard, développé au chapitre précédent, notamment les
améliorations qu’il apporte par rapport aux modèles existant dans la littérature scienti-
fique. Il porte sur la simulation numérique de la construction des structures par ce procédé,
et s’articule autour des points suivants :

— Description mathématique de la géométrie CAO des structures construites

— Données d’applications

— Étude de convergence

— Étude de sensibilité thermique

— Étude de sensibilité mécanique

— Étude comparative avec la méthode "quiet element"

— Étude de l’influence de l’écrouissage cinématique

— Validation expérimentale
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3.3.2 Distribution spatiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

3.4 Étude de sensibilité mécanique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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3.6 Étude de l’influence de l’écrouissage cinématique . . . . . . . 135

3.6.1 À l’instant t = t14 + 0.5LT /vH . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

3.6.2 À l’instant final t = tf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

3.7 Validation expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

3.7.1 Validation thermique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
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3.1 Données d’application

Il s’agit du type de géométrie CAO des structures construites, des paramètres du
procédé DED et des paramètres de modélisation théorique et numérique.

3.1.1 Type de géométrie CAO des structures construites

La géométrie CAO ΩPf0 de la pièceMPf à construire, est de type coque mince (figure
3.1). Afin de la décrire mathématiquement on considère, pour un système de coordonnées
cartésiennes (X1, X2, X3) défini dans le repère orthonormé direct (O, e1, e2, e3) :

— la courbe plane Cb, appelée courbe de base, définie par :

∀s ∈ [0, L] , Xc (s) = Xc1 (s) e1 +Xc2 (s) e2 (3.1)

Avec L, longueur curviligne de Cb.

— la surface moyenne Sm définie à partir de Cb par :

∀s ∈ [0, L] , X3 [0, H] ∈, Xs (s,X3) = Xc (s) +X3e3 (3.2)

Avec H hauteur de ΩPf0.

— la base locale (et (s) , en (s) , e3) définie en chaque point Ms ∈ Sm par :

et (s) := dXc

ds
(s) , en (s) := e3 ∧ et (s) (3.3)
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La géométrie CAO ΩPf0 de la pièce à construireMPf est donc donnée par :

ΩPf0 :=
{
X = Xs (s,X3) +Xnen, s ∈ [0, L] , X3 ∈ [0, H] , Xn ∈

[
− l2 ,

l

2

]}
(3.4)

Avec l� min {L,H} épaisseur de ΩPf0.
Ainsi tout point M ∈ ΩPf0 peut donc être identifié par le triplet (s,Xn, X3) ∈ [0, L] ×

[0, H] ×
[
− l2 ,

l

2

]
, lequel constitue un système de coordonnées locales de M . De plus, on

peut définir en ce point la base locale à partir de la donnée d’abscisse curviligne s.
La géométrie CAO ΩS0 du substrat MS, de forme parallélépipédique, est quant à elle
définie par :

ΩS0 :=
{
X = Xiei, X1 ∈

[
−LS2 ,

LS
2

]
, X2 ∈

[
− lS2 ,

lS
2

]
, X3 ∈ [−HS, 0]

}
(3.5)

Avec LS, lS et HS désignant respectivement la longueur, la largeur et la hauteur de ΩS0.
Pour besoin de généralisation de la base locale à tout le domaine géométrique CAO Ωf0,
on considérera que la base locale en chaque pointM ∈ ΩS0, est identique à la base globale
(e1, e2, e3).

Figure 3.1 – Géométrie CAO Ωf0 = ΩS0 ∪ ΩPf0 du système totalMf =MS ∪MPf

Ainsi, pour des champs vectoriel W = Wiei et tensoriel T = Tijei ⊗ ej quelconques
définis dans Ωf0, on considère leurs décompositions dans la base locale (et, en, e3) données
par :

W = Wtet +Wnen +W3e3

T = Tttet ⊗ et + Ttnet ⊗ en + Tt3et ⊗ e3

+Tnten ⊗ et + Tnnen ⊗ en + Tn3en ⊗ e3

+T3te3 ⊗ et + T3ne3 ⊗ en + T33e3 ⊗ e3

(3.6)
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Avec, (Wt,Wn,W3) ∈ R3 et (Tαβ)α,β∈{t,n,3} ∈ R3×3 désignant les coordonnées respectives
des champs vectoriel W et tensoriel T dans la base locale (et, en, e3). Leurs relations
avec les coordonnées de ces derniers dans la base globale (e1, e2, e3) notées respectivement
(W1,W2,W3) ∈ R3 et (Tij)i,j∈{1,2,3} ∈ R3×3 sont données par les produits matriciels :

{W}(et,en,e3) = [R]ϕ
T {W}(e1,e2,e3) ,

[
T
]
(et,en,e3)

= [R]ϕ
T
[
T
]
(e1,e2,e3)

[R]ϕ

[R]ϕ :=


cosϕ −sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 (3.7)

Avec, ϕ := mes(̂e1, et) mesure de l’angle orienté entre e1 et et, {W}(e1,e2,e3) = (W1,W2,W3),
{W}(et,en,e3) = (Wt,Wn,W3) ∈ R3, et

[
T
]
(e1,e2,e3)

= (Tij)i,j∈{1,2,3},
[
T
]
(et,en,e3)

= (Tαβ)α,β∈{t,n,3} ∈

R3×3.

On considère en plus, la décomposition de ΩPf en N couches mono-cordons, donc
N cordons ΩT1,0, . . . ,ΩTN,0 (figure 3.2). En supposant de plus une stratégie de dépôt
des différentes cordons en va-et-vient horizontal, chaque cordon ΩTI,0, I = 1, . . . , N , se
caractérise par :

— sa courbe axiale CT définie par :

∀sT ∈ [0, L] , XTc (sT ) =


Xc (sT ) +

(
I − 1

2

)
HT e3 si I impair

Xc (L− sT ) +
(
I − 1

2

)
HT e3 sinon

(3.8)

Avec sT et HT = L

N
désignant respectivement l’abscisse curviligne locale et la

hauteur de ΩTI,0, par opposition à s désignant l’abscisse curviligne globale.

— la base locale (eTt, eTn, e3) définie en chaque point C (sT ) de CT par :

∀sT ∈ [0, L] , eTt (sT ) := dXTc

dsT
(sT ) =

 et si I impair

−et sinon
eTn (sT ) := e3 ∧ eTt (sT )

(3.9)

— la section ST (sT ) définie par :

∀sT ∈ [0, L] , ST (sT ) =


X = XTc (sT ) +XTneTn +XT3e3,

XTn ∈
[
− l2 ,

l

2

]
, XT3 ∈

[
−HT

2 ,
HT

2

]
 (3.10)
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Figure 3.2 – Décomposition de la pièce ΩPf0 en N cordons ΩT1,0, . . . ,ΩTN,0

Dans toute la suite du présent document, les structures de Biegler et al. [45, 46]
auxquelles nous nous intéresserons sont le mur rectiligne et l’aube de turbine dont les
courbes de base Cb sont données dans la figure 3.3.

Figure 3.3 – Courbe de base Cb : (a) du mur ; (b) de l’aube de turbine

Les paramètres dimensionnels de ces deux structures, sauf mention contraire, sont
donnés dans le tableau 3.1 ci-dessous :
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Mur Aube
Longueur curviligne L 65mm 155.4mm
Largeur/épaisseur l 1.4mm 1.2mm
Hauteur totale H 18.6mm 18mm
Nombre de cordons N 30 30
Hauteur des cordons HT 0.62mm 0.6mm
Dimensions du substrat LS × lS ×HS 100× 30× 8mm3 100× 100× 6mm3

Table 3.1 – Paramètres dimensionnels [45, 46]

3.1.2 Paramètres du procédé DED

Les paramètres du procédé DED que nous considérerons dans toute la suite du présent
document reposent essentiellement sur les données des travaux de Biegler et al [45, 46]
portant sur la fabrication d’un mur et d’une aube de turbine par le procédé DED. Il s’agit
des paramètres de base et des paramètres effectifs du DED, tels que présentés au chapitre
1, intervenant dans la modélisation théorique. Ce sont notamment :

— la puissance du laser ;

— le coefficient d’absorption de la puissance du laser appelé encore efficacité énergé-
tique ;

— la vitesse de parcours du laser ;

— le matériau utilisé ;

— l’intervalle de temps d’attente inter-cordons (dwell time en anglais) ;

Le tableau 3.2 nous en donne les valeurs :

Puissance du laser P = 400W [45, 46]
Efficacité énergétique η = 0.30
Vitesse du laser vH = 10mm.s−1 [45, 46]
Matériau utilisé Acier 316L (propriétés en annexe)

Temps d’attente inter-cordons ta =
{

31s (mur)
31.5s (aube) [45, 46]

Table 3.2 – Paramètres du procédé DED

3.1.3 Paramètres de modélisation

Nous en avons de deux types : paramètres de modélisation théorique, paramètres de
modélisation numérique.
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Paramètres de modélisation théorique

Il s’agit de :

— données thermiques et mécaniques initiales ;

— données thermophysiques et thermomécaniques du matériau utilisé (Acier 316L) ;

— données des flux de convection et de radiation ;

— données de positions initiale et finale de la source de chaleur définie dans 2.49 ;

— Surfaces des conditions aux limites (thermique et mécanique).

— facteur de pénalisation ηp de la fonctionnelle Ft (W n) définie dans l’équation 2.56.

Sauf mention contraire, elles sont données dans le tableau ci-dessous :

Données initiales Température ambiante T∞
État de contraintes et de déformations nulles

Données thermophysiques Données de Kim et al. [67] (équations 7.1)
Données thermomécaniques Données de Múransky et al. [68, 69] (table 7.4)
Coefficient de convection h = 35W.m−2.K.−1 [45]
Constante de Stefan-Boltzmann σ = 5.670374× 10−8W.m−2.K.−4

Émissivité ε = 0.6 [45]
Température ambiante T∞ = 298.15K [46]
Température maximale du Tgm = 2600K
gaz inerte chauffé
Rayons caractéristiques de la rt = rn = 10mm, r3 = 5mm
température Tg du gaz protecteur définis dans 2.12
Positions initiale et finale Ĉ0CH

0 = −ĈfCH
f = − lT2

de la source de chaleur
Surfaces de conditions aux limites (Ωt0)d = (Ωt0)n = ∅

(Ωt0)u = {X = Xiei ∈ ∂ΩS0, X3 = −HS}
Facteur de pénalisation ηp = 0.05

Table 3.3 – Paramètres de modélisation théorique

Paramètres de modélisation numérique

Il s’agit essentiellement des données de discrétisations temporelle et spatiale des trois
problèmes théoriques (thermique, mécanique et cinématique de positionnement).
Les données de discrétisation temporelle sont données dans le tableau ci-dessous :
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Mur Aube
Type de schéma (valeur de θ) Schéma implicite (θ = 1) Schéma implicite (θ = 1)
Pas de temps dt (chauffage) dt0/4 = 0.035s dt0/2 = 0.06s
Pas de temps dt (refroidissement) Arbitrairement variable Arbitrairement variable

Table 3.4 – Données de discrétisation temporelle

Avec dt0 := lT/vH désignant le pas de temps référent correspondant à la durée de parcours
d’une longueur lT de la source de chaleur.
Les paramètres de discrétisation spatiale sont la technique de génération et les données
des maillages triangulaires Tτ,t et T nbτ,t des domaines respectifs Ωτ,t et Ωnb

τ,t. En effet, dans le
cadre des présents travaux nous avons opté pour des maillages à topologie constante mais
dont les coordonnées des différents nœuds se voient actualisées par la distorsion calculée
numériquement. La technique de génération de maillage utilisée consiste en la démarche
suivante :

— Pour chaque ΩTI,0, I = 1, . . . , N , fractionnement en différents tronçons ;

— Définition du maillage triangulaire Tf0 régulier et conforme du domaine CAO total
Ωf0 pour lequel sont conformément représentés chaque cordon ainsi que ses tronçons
constitutifs ;

— Définition du maillage triangulaire Tfτ du domaine Ωfτ à partir du maillage Tf0 par
actualisation des coordonnées des nœuds de ce dernier ;

— Définition des maillages Tτ,t et T nbτ,t à partir du maillage Tfτ par extraction d’éléments
et de nœuds.

Les données des maillages sont principalement les pas de maillage utilisés. Ils sont donnés
dans le tableau suivant :

Mur Aube
Pas de maillage h (pièce) lT/4 = 0.35mm lT/2 = 0.6mm
Pas de maillage hS (substrat) HS/3 ≈ 2.67mm HS/2 = 3mm

Table 3.5 – Données de discrétisation spatiale

À l’aide du logiciel Gmsh [70], les données ci-dessus nous permettent d’obtenir les maillages
du mur et de l’aube représentés dans la figure 3.4 ci-dessous.
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Figure 3.4 – Maillage du domaine entier Ωf0 : (a) du mur ; (b) de l’aube

Dans toute la suite du présent document, pour comparer différentes variables issues de
différentes résolutions, nous considérerons pour les deux structures étudiées, leurs profils
selon trois axes verticaux dénommés "initial" (A)i, "central" (A)c et "final" (A)f (figures
3.5) d’équations :

∀X3 ≥ 0,

(A)i : X (X3) = Xc (0) +X3e3 (A)c : X (X3) = Xc

(
LT
2

)
+X3e3

(A)f : X (X3) = Xc (LT ) +X3e3

(3.11)

Figure 3.5 – Les trois axes "initial" (A)i, "central" (A)c et "final" (A)f : (a) du mur ;
(b) de l’aube. La dénomination des axes fait référence au sens de parcours des cordons
impairs.
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3.2 Étude de convergence

La convergence du modèle thermomécanique numérique du procédé DED est étudiée
sous deux aspects :

— l’aspect temporel dans lequel pour un maillage donné suffisamment raffiné et conforme
du domaine géométrique Ωft, les solutions numériques convergent avec une discré-
tisation temporelle de plus en plus raffinée ;

— l’aspect spatial dans lequel pour une discrétisation temporelle donnée suffisamment
raffinée, les solutions numériques convergent avec un maillage de plus en plus raffiné.

Pour raison de simplicité, l’étude de convergence ne portera que sur la simulation numé-
rique de la construction du premier cordon du mur (N = 1) et donc le domaine lagrangien
de calcul correspondra au domaine géométrique Ω1,0.

3.2.1 Aspect temporel de la convergence

Dans cette étude, le maillage utilisé est un maillage uniforme et structuré au niveau du
mur dont le pas h0 est sensiblement égal à l1

24, soit h0 ≈ 58µm (Figure 3.6).

Figure 3.6 – Maillage raffiné du domaine géométrique CAO Ω1,0

Les discrétisations temporelles adoptées en période de chauffage sont données par les
fractions entières du pas de temps référent dt0 (figure 3.7) que sont : dt0,

dt0
2 , dt04 et dt08 .
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Figure 3.7 – Positions discrètes de la source de chaleur en fonction du pas de temps :
(a) dt0 ; (b)

dt0
2 ; (c) dt04 ; (d) dt08 ;

L’étude de convergence consiste tout d’abord en l’analyse des évolutions temporelles de
la température T , de sa dérivée temporelle Ṫ , et du déplacement post-dépôt upd, observées

en un capteur C fixé au point matériel correspondant au centre de ΩT1,0 (XC = H1

2 e3 =
0.31e3 (mm)). Puis elle se poursuit par l’analyse des distributions spatiales, sur la courbe
axiale C1,0 de ΩT1,0, des champs de température, de dérivée temporelle de la température,
de distorsion et des contraintes aux instants t = LT

2vH
= 3.25s (fin de la construction de

la première moitié de ΩT1,0) et t = t1 = 36.5s (soit 31s après la fin de la construction
à t = 6.5s de ΩT1,0). Nous effectuerons tout d’abord l’étude de convergence du modèle
thermique puis celle du modèle mécanique.

Cas du modèle thermique

Évolutions temporelles

Les évolutions temporelles de la température et de sa dérivée temporelle, sont données
dans la figure 3.8.
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Figure 3.8 – Évolutions temporelles de la température T et de sa dérivée temporelle Ṫ
calculées sur le capteur C (0, 0, 0.31)(mm) pour différents pas de temps

En ce qui concerne la température, nous observons une bonne convergence de l’évolu-
tion temporelle au point C. Le comportement limite pour le maillage donné, correspond
tout d’abord à un saut de température au moment de l’activation du point matériel cor-
respondant, puis à une forte élévation de la température du fait de la proximité de ce
point avec le centre de la source de chaleur, suivie de sa décroissance rapide du fait de
l’éloignement de cette dernière.
En ce qui concerne la dérivée temporelle de la température, nous observons une bonne
convergence mais moins régulière. En effet, en raison du saut de température observé à
l’instant d’activation du point C, les courbes de cette dérivée convergent vers la dérivée
temporelle au sens des distributions Ṫ de la température T , donnée par l’expression [71] :

Ṫ (C, .) = (T (C, ta (C))− T∞) δta(C) +
{
Ṫ (C, .)

}
,
{
Ṫ (C, .)

}
:= Ṫ (C, .)|[t0,t1]\ta(C) (3.12)

Avec, ta (C) désignant l’instant d’activation du point C, soit 3.25s, δta(C) (t) désignant la
distribution de Dirac en ta (C) définie par :

〈
δta(C), ϕ

〉
= ϕ (ta (C)) , ∀ϕ ∈ D (]t0, t1[) (3.13)

Avec D (]t0, t1[) désignant l’espace vectoriel des fonctions réelles définies dans ]t0, t1[, infi-
niment différentiables et à support compact contenu dans ]t0, t1[.
Cependant, aux instants ultérieurs à celui de l’activation de C, nous observons une bonne
convergence. Le comportement limite à ces instants correspond tout d’abord à une chute
brutale à des valeurs négatives de Ṫ liée à la diminution de la température du fait de
l’éloignement de la source de chaleur, puis à une augmentation exponentielle vers la va-
leur nulle. Ce dernier comportement traduit la diminution de vitesse de refroidissement
au fur et à mesure que la température se rapproche de la température initiale, c’est-à-dire
la température ambiante T∞.
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Distributions spatiales

En période de chauffage Les distributions spatiales de la température et de sa
dérivée temporelle, à l’instant t = 3.25s, sur la courbe axiale C1,0, sont données dans la
figure 3.9.

Figure 3.9 – Distribution spatiale de la température T et de sa dérivée temporelle Ṫ sur
la courbe axiale C1,0 à l’instant t = 3.25s pour différents pas de temps

En ce qui concerne la température, nous observons une bonne convergence de la dis-
tribution spatiale. Le comportement limite correspond principalement à un saut de dis-
continuité observé à l’abscisse s = 32.5mm de l’interface géométrique d’activation ΓTt
(t = 3.25s) et à une zone d’élévation de température avoisinant la zone de chauffage.
En ce qui concerne la dérivée temporelle de la température, nous observons une bonne
convergence mais moins régulière. En effet, en raison du saut de température observé à
l’interface ΓTt, les courbes de cette dérivée convergent vers la dérivée au sens des distri-
butions Ṫ (s, t) de T , donnée par l’expression [71] :

Ṫ (., t) = (T (., t)− T∞) vHδΓTt +
{
Ṫ (., t)

}
,
{
Ṫ (., t)

}
:= Ṫ (., t)|Ω1,0\ΓTt (3.14)

Avec δΓTt désignant la distribution surfacique de Dirac sur l’interface ΓTt défini :

〈δΓTt , ϕ〉 =
∫

ΓTt
ϕ, ∀ϕ ∈ D (Ω1,0) (3.15)

Avec D (Ω1,0) désignant l’espace vectoriel des fonctions réelles définies dans Ω1,0, infini-
ment différentiables et à support compact contenu dans Ω1,0.
Cependant, aux points suffisamment éloignés de l’interface ΓTt, nous observons une bonne
convergence. Le comportement limite en ces points, correspond à de très faibles valeurs né-
gatives de Ṫ pour les points très éloignés ΓTt (s < 24.375mm), à des valeurs négatives im-
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portantes en des points suffisamment proches de la zone de chauffage (24.375mm<s<31.1mm),
c’est-à-dire des points venant d’être traversés par cette dernière. Cela traduit donc la dé-
croissance rapide de la vitesse de refroidissement avec la diminution en abscisse.

En période de refroidissement Les distributions spatiales de la température et
de sa dérivée temporelle, à l’instant t = 37.5s, sur la courbe axiale C1,0, sont données dans
la figure 3.10.

Figure 3.10 – Distributions spatiales de la température T et de sa vitesse Ṫ sur la courbe
axiale C1,0 à l’instant t = 37.5s pour différents pas de temps

En ce qui concerne la température, nous observons une bonne convergence. Le compor-
tement limite correspond à une distribution spatiale de température autour d’une valeur
moyenne proche de 45◦C, avec un refroidissement plus prononcé aux extrémités de du
cordon, ce qui est logique compte tenu du caractère tridimensionnel de l’extraction de la
chaleur en ces extrémités. On constate ainsi une quasi-symétrie du profil de température
(toutefois légèrement déporté vers la fin du dépôt).
En ce qui concerne la dérivée temporelle de la température, nous observons également
une bonne convergence. Le comportement limite correspondant à une distribution de très
faibles valeurs négatives de Ṫ en raison des faibles variations de la température. Ces va-
leurs négatives sont plus faibles au niveau des extrémités auxquelles la température est
plus faible.

Cas du modèle mécanique

Comme montré dans le problème mécanique 2.55, formulé au chapitre précédent, le
paramètre de sollicitation mécanique est la vitesse de dilatation thermique 3α (T ) Ṫ . Or
il a été montré dans la section précédente, que la vitesse de température Ṫ ne vérifie pas
de régularité spatiale du fait du saut de température observé sur l’interface d’activation.
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Par conséquent, pour notre étude de convergence, nous nous proposons d’adopter, pour
les quatre pas de temps, les mêmes approximations de la température et de sa vitesse,
compte tenu du même maillage utilisé pour ces quatre pas de temps. Pour cela, nous
choisissons celles obtenues par le plus petit pas de temps, c’est-à-dire dt0/8.

Évolutions temporelles

L’évolution temporelle du champ de déplacement post-dépôt upd est donnée dans la
figure 3.11.

Figure 3.11 – Évolution temporelle du déplacement post-dépôt upd calculée sur le capteur
C (0, 0, 0.31) pour différents pas de temps

Nous observons une bonne convergence de l’évolution temporelle du déplacement post-
dépôt suivant et et e3. Le comportement limite correspond tout d’abord à un déplacement
positif suivant les deux directions à l’approche de la source de chaleur, puis un changement
de signe du déplacement tangentiel updt et une augmentation du déplacement vertical upd3

au passage de celle-ci, suivi d’une augmentation du déplacement tangentiel dans le sens
opposé à et et d’une diminution du déplacement vertical du fait de l’éloignement de la
source de chaleur. Nous constatons également la non annulation de ces deux déplace-
ments pendant l’éloignement de la source de chaleur : cela traduit ainsi le comportement
plastique et l’effet des contraintes résiduelles, observés en ce capteur.

Distributions spatiales

En période de chauffage Les distributions spatiales de la distorsion et des contraintes,
à l’instant t = 3.25s, sur la courbe axiale C1,0, sont données dans la figure 3.12.
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Figure 3.12 – Distributions spatiales de la distorsion u et des contraintes σ sur la courbe
axiale C1,0 à l’instant t = 3.25s pour différents pas de temps

En ce qui concerne la distorsion, nous observons une bonne convergence. Le com-
portement limite suivant et correspond principalement à une très large zone de valeurs
négatives étant la zone franchie par la source de chaleur, et à une zone très étroite de
valeurs positives étant celle à franchir par la source de chaleur. Le comportement limite
suivant e3 correspond principalement à une très large zone de valeurs fortement posi-
tives, zone franchie par la source de chaleur. Ces comportements limites traduisent ainsi
non seulement le phénomène de dilatation thermique observé dans le cordon en cours de
construction, mais également les contraintes mécaniques, les déformations permanentes,
et l’écart géométrique entre la configuration réelle et la configuration CAO induit par le
chauffage.
En ce qui concerne les contraintes, nous observons également une bonne convergence. Le
comportement limite de la contrainte σtt correspond à une large zone de traction étant
la zone franchie par la source de chaleur, et à une zone de très faible traction au voisi-
nage la source de chaleur. Le comportement limite de σ33 correspond à une distribution
relativement faible de valeurs négatives.

En période de refroidissement Les distributions spatiales de la distorsion et des
contraintes, à l’instant t = 37.5s, sur la courbe axiale C1,0, sont données dans la figure 3.13.
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Figure 3.13 – Distributions spatiales de la distorsion u et des contraintes σ sur la courbe
axiale C1,0 à l’instant t = 37.5s pour différents pas de temps

En ce qui concerne la distorsion, nous observons une bonne convergence. Le comporte-
ment limite suivant et correspond à un déplacement négatif du cordon construit mis à part
l’extrémité initiale de ce dernier. Ce déplacement négatif est presque uniforme loin des
extrémités et plus important à l’extrémité finale. Globalement, le comportement suivant
et correspond à une compression. Le comportement suivant e3 de la distorsion correspond
à un déplacement positif quasi-uniforme (variant faiblement autour de 0.01mm) du cordon
construit. Ce déplacement est plus important au centre du cordon.
En ce qui concerne les contraintes, nous observons également une bonne convergence. Le
comportement limite de la contrainte σtt correspond à une traction quasi-uniforme (variant
très faiblement autour de 300MPa) du cordon en chaque point suffisamment éloigné de
ses extrémités. Le comportement limite de σ33 correspond à une distribution relativement
faible de valeurs négatives.

3.2.2 Aspect spatial de la convergence

Dans cette étude, la discrétisation temporelle en période de chauffage repose sur le pas
de temps dt0/4 en raison d’un bon compromis entre efficacité et précision. Les différents
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pas de maillage utilisés au niveau du mur sont les suivants (figure 3.14) : 6h0, 3h0, 1.5h0

et h0.

Figure 3.14 – Maillages d’étude de convergence spatiale en fonction du pas : (a) 6h0 ;
(a) 3h0 ; (b) 1.5h0 ; (d) h0

Tout comme pour l’aspect temporel, l’étude de convergence sous l’aspect spatial consiste
tout d’abord en l’analyse des évolutions temporelles de la température T , de sa dérivée
temporelle Ṫ , et du déplacement post-dépôt upd, observées en un capteur C fixé au point

matériel de position CAO correspondant au centre de ΩT1,0 (XC = H1

2 e3 = 0.31e3 (mm)).
Puis elle se poursuit par l’analyse des distributions spatiales, sur la courbe axiale C1,0 de
ΩT1,0, des champs de température, de dérivée temporelle de la température, de distorsion
et des contraintes aux instants t = LT

2vH
= 3.25s (fin de la construction de la première

moitié de ΩT1,0) et t = t1 = 36.5s (soit 31s après la fin de la construction à t = 6.5s de
ΩT1,0). Nous effectuerons tout d’abord l’étude de convergence du modèle thermique puis
celle du modèle mécanique.

Cas du modèle thermique

Évolutions temporelles Les évolutions temporelles de la température et de sa dérivée
temporelle, sont données dans la figure 3.15.

110



3.2. ÉTUDE DE CONVERGENCE

Figure 3.15 – Évolutions temporelles de la température T et de sa dérivée temporelle Ṫ
calculées sur le capteur C (0, 0, 0.31)(mm) pour différents pas de maillage

En ce qui concerne la température, nous observons une bonne convergence de son
évolution temporelle au point C. Le comportement limite est similaire à celui trouvé dans
l’aspect temporel.
En ce qui concerne la dérivée temporelle de la température, nous observons une bonne
convergence régulière en raison du pas de temps fixé. Le comportement limite correspond
à une élévation à de fortes valeurs positives en raison du passage de la source de chaleur,
puis à une chute rapide à des valeurs négatives moins importantes (en valeur absolue) que
les fortes valeurs positives mais considérables, et enfin à une croissance exponentielle vers
la valeur nulle.

Distributions spatiale

En période de chauffage Les distributions spatiales de la température et de sa
dérivée temporelle, à l’instant t = 3.25s, sur la courbe axiale C1,0, sont données dans la
figure 3.16.
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Figure 3.16 – Distribution spatiale de la température T et de sa dérivée temporelle Ṫ
sur la courbe axiale C1,0 à l’instant t = 3.25s pour différents pas de maillage

En ce qui concerne la température, nous observons une bonne convergence de la distri-
bution spatiale. Le comportement limite est similaire à celui trouvé dans l’aspect temporel.
En ce qui concerne la dérivée temporelle de la température, nous observons une bonne
convergence en raison du pas de temps fixé. Le comportement limite, pour les points suf-
fisamment éloignés de l’interface ΓTt, est similaire à celui de l’aspect temporel. Et pour
les points proches de cette interface, notamment ceux situés dans la zone de chauffage, le
comportement limite correspond à de fortes valeurs positives du fait de l’élévation brusque
de la température causée par la source de chaleur.

En période de refroidissement Les distributions spatiales de la température et
de sa dérivée température, à l’instant t = 37.5s, sur la courbe axiale C1,0, sont données
dans la figure 3.17.

Figure 3.17 – Distributions spatiales de la température T et de sa vitesse Ṫ sur la courbe
axiale C1,0 à l’instant t = 37.5s pour différents pas de maillage
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Nous observons une bonne convergence des distributions spatiales de la température
et de sa vitesse. Les comportements limites correspondent à ceux de l’aspect temporel.

Cas du modèle mécanique

Compte tenu de la régularité de la convergence spatiale à pas de temps fixé de la
dérivée temporelle de la température, pour l’étude de convergence du modèle mécanique,
on adopte pour chacun des quatre pas de maillage, le champ Ṫ calculée.

Évolutions temporelles

L’évolution temporelle du champ de déplacement post-dépôt upd est donnée dans la
figure 3.18.

Figure 3.18 – Évolution temporelle du déplacement post-dépôt upd calculée sur le capteur
C (0, 0, 0.31) pour différents pas de maillage

Nous observons une bonne convergence de l’évolution temporelle du déplacement post-
dépôt suivant et et e3. Le comportement limite correspond à celui de l’aspect temporel.

Distributions spatiales

En période de chauffage Les distributions spatiales de la distorsion et des contraintes,
à l’instant t = 3.25s, sur la courbe axiale C1,0, sont données dans la figure 3.19.
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Figure 3.19 – Distributions spatiales de la distorsion u et des contraintes σ sur la courbe
axiale C1,0 à l’instant t = 3.25s pour différents pas de maillage

Nous observons une bonne convergence des distributions spatiales de la distorsion
et des contraintes résiduelles. Le comportement limite est similaire à celui de l’aspect
temporel.

En période de refroidissement Les distributions spatiales de la distorsion et des
contraintes, à l’instant t = 37.5s, sur la courbe axiale C1,0, sont données dans la figure
3.20.
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Figure 3.20 – Distributions spatiales de la distorsion u et des contraintes σ sur la courbe
axiale C1,0 à l’instant t = 37.5s pour différents pas de maillage

Nous observons une bonne convergence des distributions spatiales de la distorsion
et des contraintes résiduelles. Le comportement limite est similaire à celui de l’aspect
temporel.

3.3 Étude de sensibilité thermique

Il s’agit d’étudier, pour le mur, le comportement thermique du système en fonction des
positions extrêmes de la source de chaleur pour chaque cordonMT , positions déterminant
sa durée totale de chauffage tHTf − tHT0. Nous considérons trois cas :

1. C0CH
0 = − lT2 (Figure 3.21.(a)) : Le débordement total de la source de chaleur

permet aux points extrêmes (suivant la longueur) du cordon d’expérimenter une
durée de chauffage identique à celle, c’est-à-dire dt0 (:= lT

vH
), des points centraux.

On obtient :
tHTf − tHT0 = LT + lT

vH
(3.16)

2. C0CH
0 = 0 (Figure 3.21.(b)) : Le débordement à moitié de la source de chaleur

permet aux points extrêmes du cordon de n’expérimenter que la moitié de la durée
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de chauffage des points centraux. On obtient :

tHTf − tHT0 = LT
vH

(3.17)

La durée de chauffage total du cordonMT est donc identique à sa durée de construc-
tion.

3. C0CH
0 = lT

2 (Figure 3.21.(c)) : L’absence totale de débordement de la source de
chaleur implique une durée de chauffage quasi-nulle des points extrêmes du cordon.
On obtient :

tHTf − tHT0 = LT − lT
vH

(3.18)

Figure 3.21 – Différents cas de positions extrêmes de la source de chaleur

Deux types de résultats sont présentés : l’évolution temporelle de la température en dif-
férents capteurs, et la distribution spatiale en différents instants.

3.3.1 Évolution temporelle

Nous intéressons ici aux trois capteurs C1, C2 et C3 positionnés respectivement à
l’extrémité initiale (sT = 0), le centre (sT = LT/2) et l’extrémité finale (sT = LT ) de la
courbe axiale CT15 de la géométrie CAO ΩT15,0 du cordonMT15. La figure 3.22 ci-dessous
nous présente l’évolution temporelle de la température en ces trois capteurs pendant la
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construction de ce cordon au cours de l’intervalle [t14, t15], suivant chacun des trois cas de
débordement de la source de chaleur.

Figure 3.22 – Évolution temporelle de la température calculée en fonction de C0CH
0 :

(a) au capteur C1 ; (b) au capteur C2 ; (c) au capteur C3

Nous observons dans cette figure, que la réponse thermique des capteurs C1 et C2 situés
aux extrémités de l’axe CT15, est nettement croissante avec le niveau de débordement
de la source de chaleur. Toutefois le niveau de cette croissance diminue avec ce dernier
étant donné que l’écart observé entre les réponses thermiques de ces capteurs suivant
les deux premiers cas de débordement C0CH

0 = − lT2 et C0CH
0 = 0 est bien inférieur à

celui observé entre celles suivant les deux derniers cas de débordement 0 et C0CH
0 = lT

2 .
Cependant, en ce qui concerne le capteur C2 situé bien loin des extrémités de l’axe CT15,
les réponses thermiques suivant les trois cas de débordement sont quasi-identiques. L’effet
de débordement de la source de chaleur est donc négligeable dans les zones suffisamment
éloignées des extrémités de ΩT15,0.

3.3.2 Distribution spatiale

Nous nous intéressons ici à la distribution spatiale de la température suivant différents
cas de débordement, aux instants t = t14 + 0.5LT/vH , fin de construction de la première
moitié de MT15, et t = tf , fin de refroidissement total après la construction du dernier
cordonMT30. La figure 3.23 nous présente, à l’instant t = t14 + 0.5LT/vH la distribution
spatiale de la température sur l’axe CT15 de ΩT15,0, et à l’instant t = tf la distribution
spatiale de la température sur l’axe CT30 de ΩT30,0.
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Figure 3.23 – Distribution spatiale de la température calculée en fonction de C0CH
0 : (a)

à l’axe CT15 de ΩT15,0 à l’instant t = t14 + 0.5LT/vH ; (b) à l’axe CT30 de ΩT30,0 à l’instant
t = tf

Sur la figure 3.23.(a)), de légères différences ne sont observées que dans la zone proche
de l’extrémité initiale de l’axe CT15 ; ailleurs les trois courbes sont pratiquement identiques.
Comme constaté dans la figure précédente (figure 3.22.(a)), l’effet de débordement de la
source de chaleur ne se limite donc qu’aux extrémités de ΩT15,0.
Sur la figure 3.23.(b), les trois courbes sont quasi-identiques car l’écart maximal de l’ordre
10−1K. L’effet de débordement de la source de chaleur en plus d’être limité en espace, se
limite également en temps, dans la mesure où il n’est que temporaire, car en période de
refroidissement il devient négligeable.

3.4 Étude de sensibilité mécanique

Il s’agit d’étudier, pour l’aube, les comportements mécanique du systèmeM, et ciné-
matique de la partie non construitesMnb, en fonction des différentes valeurs du facteur de
pénalisation ηp. que sont : 0.05, 0.25 et 0.50. Pour cette étude, nous nous intéressons aux
distributions spatiales des champs de distorsions uf et de contraintes σ aux deux instants
t = t14 + 0.5LT/vH et t = tf .

3.4.1 À l’instant t = t14 + 0.5LT/vH

La figure 3.24 nous présente, pour cet instant et suivant les trois valeurs de ηp, les
différents profils des champs de distorsions uf et de contraintes σ tracés le long des axes
(A)i, (A)c et (A)f de l’aube ; les profils des distorsions de la partie non construite Mnb

étant données en traits interrompus. Nous y observons :
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— un comportement convergent, avec une décroissance de l’amplitude, de la distorsion
uf du système totalMf avec l’augmentation de ηp ;

— pour des valeurs de ηp suffisamment importantes, une décroissance progressive et
régulière vers des valeurs quasi-nulles de l’amplitude de la distorsion un deMnb avec
l’augmentation de la coordonnée X3 ;

— une insensibilité quasi-totale du champ de contraintes deM aux différentes valeurs
de ηp.
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Figure 3.24 – Profils de distorsions uf et de contraintes σ de l’aube en fonction de ηp à
t = t14 + tb tracés le long des axes (A)i, (A)c et (A)f de l’aube
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3.4.2 À l’instant final t = tf

La figure 3.25 nous présente, pour l’instant final et suivant les trois valeurs de ηp, les
différents profits des champs de distorsions u et de contraintes σ tracés le long des axes
(A)i, (A)c et (A)f de l’aube. Nous y observons :

— un comportement convergent, avec une décroissance de l’amplitude, du champ de
distorsion u avec l’augmentation de ηp ;

— une insensibilité quasi-totale du champ de contraintes du systèmeM aux différentes
valeurs de ηp.
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Figure 3.25 – Profils de distorsions u et de contraintes σ de l’aube en fonction de ηp à
t = tf tracés le long des axes (A)i, (A)c et (A)f de l’aube
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3.5 Étude comparative avec la méthode quiet ele-
ment

Cette étude consiste à comparer, pour l’aube, les résultats d’application du modèle
standard (standard model (SM)) avec ceux de la méthode quiet element (QE) suivant les
deux valeurs 1GPa et 10GPa du module d’Young Eq (celle de Biegler et al. [46]) attribués
au domaine non actif. Plus précisément, nous comparerons les champs de distorsions et
de contraintes observés sur le système M et sur la partie non construite M issus des
applications de ces différentes méthodes. La comparaison étant purement mécanique, le
modèle thermique utilisé pour la méthode quiet element est celui du modèle standard.
Pour cette étude, nous faisons usage aux données thermomécaniques de Depradeux dé-
crites en annexe, fixons la valeur du facteur ηp à 0.25, et nous intéressons également aux
deux instants t = t14 + 0.5LT/vH et t = tf .

3.5.1 À l’instant t = t14 + 0.5LT/vH

Les figures 3.26-3.30 nous présentent, pour cet instant, les champs de distorsions uf
et de contraintes σ issus des applications du modèle standard (SM) pour ηp = 0.25, et de
la méthode quiet element (QE) pour Eq=1GPa et Eq=10GPa. La partie non construite
Mnb est donnée en transparent les figures 3.26-3.29, et en traits interrompus dans la
figure 3.30. Et, pour raisons de comparaisons, nous étendons le domaine de définition des
contraintes issues du modèle standard à tout le système Mf , en attribuant des valeurs
nulles de contraintes dansMnb.
En ce qui concerne les distorsions, par rapport au modèle standard, nous observons dans
ces figures :

— une importante surestimation des amplitudes de distorsions du système totalMf ,
en particulier dans la partie non construiteMnb de la méthode quiet element pour
Eq=1GPa ;

— une importante surestimation des amplitudes de distorsions dans la partie non
construiteMnb de la méthode quiet element pour Eq=10GPa ;

— une proximité moyennement bonne des distorsions suivant la direction tangentielle
et, une diminution d’amplitude des distorsions suivant la direction normale en, des
distorsions suivant la direction verticale e3 très négatives de la méthode quiet ele-
ment pour Eq=10GPa.

En ce qui concerne les contraintes, par rapport au modèle standard, nous observons dans
ces figures :

— une bonne approximation des contraintes de la méthode quiet element pour Eq=1GPa ;
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— une importante surestimation des amplitudes des contraintes au niveau de l’interface
entre le système M et la partie non construite Mnb de la méthode quiet element
pour Eq=10GPa, et donc une moins bonne approximation des contraintes.

Figure 3.26 – Champs de distorsions u à t = t14 + 0.5LT/vH de l’aube. À gauche, les
résultats obtenus par le modèle standard pour ηp = 0.25 ; à droite les résultats obtenus
par la méthode quiet element pour Eq=1GPa.
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Figure 3.27 – Champs de distorsions u à t = t14 + 0.5LT/vH de l’aube. À gauche, les
résultats obtenus par le modèle standard pour ηp = 0.25 ; à droite les résultats obtenus
par la méthode quiet element pour Eq=10GPa.
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Figure 3.28 – Champs de contraintes σ à t = t14 + 0.5LT/vH de l’aube. À gauche, les
résultats obtenus par le modèle standard pour ηp = 0.25 ; à droite les résultats obtenus
par la méthode quiet element pour Eq=1GPa.
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Figure 3.29 – Champs de contraintes σ à t = t14 + 0.5LT/vH de l’aube. À gauche, les
résultats obtenus par le modèle standard pour ηp = 0.25 ; à droite les résultats obtenus
par la méthode quiet element pour Eq=10GPa.
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Figure 3.30 – Applications du modèle standard (SM) pour ηp = 0.25, et de la mé-
thode quiet element (QE) pour Eq=1GPa et Eq=10GPa : Profils de distorsions uf et de
contraintes σ à t = t14 + 0.5LT/vH tracés le long des axes (A)i, (A)c et (A)f de l’aube
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3.5.2 À l’instant final t = tf

Les figures 3.31-3.35 nous présentent, pour l’instant final, les champs de distorsions u
et de contraintes σ issus des applications du modèle standard (SM) pour ηp = 0.25, et de
la méthode quiet element (QE) pour Eq=1GPa et Eq=10GPa.
En ce qui concerne les distorsions, par rapport au modèle standard, nous observons dans
ces figures :

— une importante surestimation des amplitudes des distorsions de la méthode quiet
element pour Eq=1GPa ;

— une importante surestimation des amplitudes des distorsions suivant la direction tan-
gentielle et, une diminution d’amplitude des distorsions suivant la direction normale
en et des distorsions suivant la direction verticale e3 très négatives de la méthode
quiet element pour Eq=10GPa.

En ce qui concerne les contraintes, par rapport au modèle standard, nous observons dans
ces figures :

— une très bonne approximation des contraintes de la méthode quiet element pour
Eq=1GPa ;

— une bonne approximation des contraintes de la méthode quiet element pour Eq=10GPa.
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Figure 3.31 – Champs de distorsions u à t = tf de l’aube. À gauche, les résultats obtenus
par le modèle standard pour ηp = 0.25 ; à droite les résultats obtenus par la méthode quiet
element pour Eq=1GPa.
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Figure 3.32 – Champs de distorsions u à t = tf de l’aube. À gauche, les résultats obtenus
par le modèle standard pour ηp = 0.25 ; à droite les résultats obtenus par la méthode quiet
element pour Eq=10GPa.

131



CHAPITRE 3. APPLICATION ET VALIDATION DU MODÈLE
THERMOMÉCANIQUE DU PROCÉDÉ DED

Figure 3.33 – Champs de contraintes σ à t = tf de l’aube. À gauche, les résultats obtenus
par le modèle standard pour ηp = 0.25 ; à droite les résultats obtenus par la méthode quiet
element pour Eq=1GPa.
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Figure 3.34 – Champs de contraintes σ à t = tf de l’aube. À gauche, les résultats obtenus
par le modèle standard pour ηp = 0.25 ; à droite les résultats obtenus par la méthode quiet
element pour Eq=10GPa.
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Figure 3.35 – Applications du modèle standard (SM) pour ηp = 0.25, et de la mé-
thode quiet element (QE) pour Eq=1GPa et Eq=10GPa : Profils de distorsions u et de
contraintes σ à t = tf tracés le long des axes (A)i, (A)c et (A)f de l’aube
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3.6 Étude de l’influence de l’écrouissage cinématique

Cette étude, s’effectuant dans le cadre des données thermomécaniques de Múransky,
consiste en une étude comparative des résultats d’application du modèle standard sui-
vant les coefficients du comportement élasto-viscoplastique à écrouissage mixte et ceux
à écrouissage isotrope. Nous nous intéressons également aux deux instants t = t14 +
0.5LT/vH et t = tf .

3.6.1 À l’instant t = t14 + 0.5LT/vH
Les figures 3.36-3.38 nous présentent, pour cet instant, les champs de distorsions uf

et de contraintes σ issus des applications du modèle standard à écrouissage mixte et à
écrouissage isotrope.
En ce qui concerne les distorsions, par rapport au modèle standard à écrouissage isotrope,
le modèle standard en écrouissage mixte présente suivant chaque direction, de bonnes
correspondances avec toutefois des amplitudes légèrement moins importantes. En ce qui
concerne les contraintes, par rapport au modèle standard à écrouissage isotrope, le modèle
standard en écrouissage mixte présente globalement :

— des fluctuations de valeurs de plus faibles amplitudes, en particulier dans les zones
avoisinant l’axe central (A)c ;

— des contraintes de plus faibles amplitudes, en particulier les contraintes tangentielles
σtt et verticales σ33.
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Figure 3.36 – Champs de distorsions u à t = t14 + 0.5LT/vH de l’aube. À gauche,
les résultats obtenus par le modèle standard à écrouissage mixte ; à droite les résultats
obtenus par le modèle standard à écrouissage isotrope.
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Figure 3.37 – Champs de contraintes σ à t = t14 + 0.5LT/vH de l’aube. À gauche,
les résultats obtenus par le modèle standard à écrouissage mixte ; à droite les résultats
obtenus par le modèle standard à écrouissage isotrope.
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Figure 3.38 – Applications du modèle standard (SM) à écrouissage mixte et à écrouissage
isotrope : Profils de distorsions uf et de contraintes σ à t = t14 + 0.5LT/vH tracés le long
des axes (A)i, (A)c et (A)f de l’aube
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3.6.2 À l’instant final t = tf

Les figures 3.39-3.41 nous présentent, pour l’instant final, les champs de distorsions u
et de contraintes σ issus des applications du modèle standard à écrouissage mixte et à
écrouissage isotrope.
En ce qui concerne les distorsions, par rapport au modèle standard à écrouissage isotrope,
le modèle standard à écrouissage mixte présente globalement des distorsions tangentielles
ut et u3 de plus grandes amplitudes et des distorsions normales un de plus faibles ampli-
tudes.
En ce qui concerne les contraintes, par rapport au modèle standard à écrouissage isotrope,
le modèle standard en écrouissage mixte présente globalement :

— des fluctuations de valeurs de plus faibles amplitudes, en particulier dans les zones
avoisinant l’axe central (A)c ;

— des contraintes de plus faibles amplitudes, en particulier les contraintes tangentielles
σtt et verticales σ33.
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Figure 3.39 – Champs de distorsions u à t = tf de l’aube. À gauche, les résultats obtenus
par le modèle standard en écrouissage mixte ; à droite les résultats obtenus par le modèle
standard à écrouissage isotrope.
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Figure 3.40 – Champs de contraintes σ à t = tf de l’aube. À gauche, les résultats obtenus
par le modèle standard en écrouissage mixte ; à droite les résultats obtenus par le modèle
standard à écrouissage isotrope.
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Figure 3.41 – Applications du modèle standard (SM) en écrouissage mixte et en écrouis-
sage isotrope : Profils de distorsions u et de contraintes σ à t = tf tracés le long des axes
(A)i, (A)c et (A)f de l’aube

142



3.7. VALIDATION EXPÉRIMENTALE

3.7 Validation expérimentale

La validation expérimentale du modèle thermomécanique DED consiste en une étude
comparative des simulations numériques à des données expérimentales. Ces dernières,
issues des articles de Biegler et al. [45, 46], consistent en des enregistrements par des
capteurs des évolutions temporelles des champs de température et de déplacement en
différents points de la structure pendant le procédé. Nous avons donc deux types de
validation expérimentale : validation thermique et validation mécanique.

3.7.1 Validation thermique

Elle ne concerne que le mur. Deux validations sont effectuées :

Première validation

Les données expérimentales portent sur l’évolution de la température mesurée sur trois
capteurs thermiques C1, C2 et C3 fixés sur le substrat (figure 3.42), pendant la construc-
tion du premier cordon.

Figure 3.42 – Trois capteurs thermiques fixés sur le substrat

En ce qui concerne la simulation numérique, les calculs thermiques ont été effectués
suivant deux approches :

— l’approche 1 pour laquelle l’élévation de la température du gaz protecteur n’est pas
prise en compte (soit Tgm = 25◦C) et l’efficacité énergétique η est fixée à 60% (celle
de Biegler et al. [45]) ;

— l’approche 2 pour laquelle nous considérons l’élévation de la température du gaz
inerte et l’efficacité suivant les données d’application décrites ci-dessus

La figure 3.43 nous donne pour ces deux approches, les comparaisons entre données expé-
rimentales et simulation numérique de l’évolution de la température en ces trois capteurs.
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Figure 3.43 – Comparaison entre les données expérimentales et les simulations numé-
riques des évolutions temporelles de la température pour les trois capteurs fixés sur le
substrat au cours de la construction du premier cordon MT1 : (a) Cas de l’approche 1
(Tgm = 25◦C, η = 0.60) ; (b) Cas de l’approche 2 (Tgm = 2327◦C, η = 0.30) ;

Dans la figure 3.43.(a) en chaque capteur, les simulations, par rapport aux données
expérimentales, ont les comportements suivants :

— retard d’élévation de la température à l’approche de la source de chaleur du fait de
la non prise en compte de l’élévation de température du gaz protecteur ;

— surestimation de la température au passage de la source de chaleur du fait de la
surestimation de l’efficacité énergétique ;

— correspondance pendant l’éloignement de la source de chaleur.

Tandis que dans la figure 3.43.(b) nous observons une bonne correspondance entre les
données expérimentales et les simulations à l’approche, au passage et à l’éloignement
de la source de chaleur. Cela met donc en évidence l’intérêt de la prise en compte de
l’élévation de la température du gaz protecteur chauffé par le faisceau laser.

Seconde validation

Les données expérimentales portent sur l’évolution de la température mesurée sur deux
capteurs thermiques fixés C1 et C2 sur le mur (figure 3.44), pendant la construction des
dix derniers cordons MTI , I = 21, . . . , 30. Ces deux capteurs ont été installés sur les 20
premiers cordons suite à la construction de ces derniers et de leur refroidissement à la
température ambiante.
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Figure 3.44 – Deux capteurs thermiques fixés sur le mur

Dans ce cas particulier d’étude, quelques modifications sur la géométrie et le maillage
du domaine CAO total Ωf0, données dans le tableau 3.6 sont à considérer :

Largeur/épaisseur l 1.2mm
Hauteur totale H 18mm
Hauteur des cordons HT 0.6mm
Hauteur du substrat HS 6mm
Pas de maillage du substrat hS HS/3 = 2mm
Pas de maillage du mur h lT/4 = 0.3mm

Table 3.6 – Paramètres dimensionnels et de maillage modifiés du mur [46]

Ainsi, la figure 3.45 ci-dessous nous donne les comparaisons entre données expérimentales
et simulation numérique de l’évolution de la température en ces deux capteurs.

145



CHAPITRE 3. APPLICATION ET VALIDATION DU MODÈLE
THERMOMÉCANIQUE DU PROCÉDÉ DED

Figure 3.45 – Comparaison entre les données expérimentales et les simulations numé-
riques des évolutions temporelles de la température pour les deux capteurs fixés sur le
mur au cours de la construction des dix derniers cordonsMTI , I = 21, . . . , 30

Nous observons pour ces deux capteurs une bonne correspondance des courbes ex-
périmentales et numériques en période de chauffage, et moyennement bonne en période
de refroidissement. En effet, les simulations numériques surestiment la vitesse de refroi-
dissement, notamment après le dépôt du dernier cordon MT30. Ceci peut être lié à une
éventuelle surestimation globale du coefficient de convection h (fixé à 35W/m2K) ou à
une éventuelle sous-estimation globale de la température ambiante T∞ (fixé à 25◦C) en
période de refroidissement.

3.7.2 Validation mécanique

Elle concerne le mur et l’aube. Les calculs mécaniques sont effectués suivant les en-
sembles de données thermomécaniques de Biegler, de Depradeux, puis de Muránsky (table
7.4) décrits en annexe. Deux validations sont effectuées :

Première validation : cas du mur

Les données expérimentales portent sur l’évolution des déplacements mesurés sur
six capteurs de déplacement Ck, k = 1, . . . , 6 fixés sur le mur (figure 3.46), pendant
la construction des dix derniers cordons MTI , I = 21, . . . , 30. Ces six capteurs ont été
installés sur les 20 premiers cordons suite à la construction de ces derniers et de leur
refroidissement à la température ambiante.
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Figure 3.46 – Six capteurs de mesure de déplacement fixés sur le mur

Ainsi, la figure 3.47 ci-dessous nous donne les comparaisons entre données expérimen-
tales et simulation numérique suivant ces trois ensembles de données thermomécaniques,
des déplacements mesurés dès l’instant t = t20 (instant de début de construction du cor-
don MT20), suivant la direction tangentielle et pour les capteurs C1, C3, C4 et C6, et
suivant la direction verticale e3 pour les capteurs C2 et C4.

Figure 3.47 – Comparaison entre les données expérimentales et les simulations numé-
riques des évolutions temporelles du déplacement pour les six capteurs fixés sur le mur
au cours de la construction des dix derniers cordonsMTI , I = 21, . . . , 30

Nous observons dans cette figure :

— une assez bonne correspondance entre les déplacements suivant la direction et si-
mulés et expérimentaux pour les capteurs C1 et C3 (extrémités des cordons haut de
pièce) ;

— une sous-estimation globale importante de l’amplitude des déplacements suivant la
direction e3 pour les capteurs C2 et C5 (milieu de cordon) ;
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— une sous-estimation globale, de moindre importance, des déplacements suivant la
direction et des capteurs C4 et C6 (extrémités des cordons, mi-hauteur de pièce) ;

— une légère différence des déplacements calculés suivant les trois différents ensembles
de données thermomécaniques. En effet, les données de Depradeux conduisent glo-
balement, par rapport aux autres données, à des déplacements présentant une plus
forte amplitude, notamment pour les capteurs C1 et C3. Les données de Muránsky
conduisent globalement, par rapport aux autres données, à des déplacements de plus
faibles amplitude.

— un bon accord qualitatif entre les déplacements expérimentaux et les déplacements
numériques.

Dans l’ensemble, les déplacements numériques par rapport aux déplacements expérimen-
taux sont de plus faibles amplitudes et la correspondance entre ces déplacements n’est
que qualitative. Cela peut avoir pour cause :

— une mauvaise définition des conditions aux limites en déplacement ; notamment des
conditions de bridage de la pièce ;

— une sous-estimation de la réponse thermique du mur au chauffage par le faisceau
laser ;

— la non prise en compte d’un éventuel effet d’anisotropie dans la loi de comportement
élasto-viscoplastique adoptée dans notre modèle thermomécanique ; anisotropie qui
pourrait être due à l’orientation de la structure de grains résultant de la solidification
dans le contexte DED.

Deuxième validation : Cas de l’aube

Les données expérimentales portent également sur l’évolution des déplacements me-
surés sur six capteurs de déplacement Ck, k = 1, . . . , 6 fixés sur l’aube à une altitude
de 9mm (X3 = 9mm) (figure 3.48), pendant la construction des dix derniers cordons
MTI , I = 21, . . . , 30. Ces six capteurs ont été installés sur les 20 premiers cordons suite à
la construction de ces derniers et de leur refroidissement à la température ambiante.
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Figure 3.48 – Six capteurs de mesure de déplacement fixés sur l’aube

Ainsi, la figure 3.49 ci-dessous nous donne les comparaisons entre données expérimen-
tales et simulation numérique suivant ces trois ensembles de données thermomécaniques,
des déplacements suivant les trois directions et, en et e3 mesurés dès l’instant t = t20
(instant de début de construction du cordonMT20) sur ces six capteurs.
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Figure 3.49 – Comparaison entre les données expérimentales et les simulations numé-
riques des évolutions temporelles du déplacement pour les six capteurs fixés sur l’aube au
cours de la construction des dix derniers cordonsMTI , I = 21, . . . , 30

Dans cette figure, nous observons :

1. En ce qui concerne les déplacements suivant la direction et :

— une bonne correspondance entre les déplacements suivant les données de Bie-
gler et de Depradeux, et les déplacements expérimentaux sur le capteur C4
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contrairement aux déplacements numériques issus des autres données étant de
plus faibles amplitudes ;

— une sous-estimation globalement importante des déplacements sur les autres
capteurs ;

— un manque global d’accord qualitatif entre les déplacements expérimentaux et
les déplacements numériques ;

— des écarts notables des réponses numériques des déplacements suivant les trois
différents ensembles de données thermomécaniques.

Ces importants écarts entre données expérimentales et résultats numériques peuvent
trouver leurs origines dans d’éventuelles erreurs de mesures expérimentales des dé-
placements sur chaque capteurs suivant leurs directions tangentielles respectives ;
d’autant que les ordres de grandeurs des déplacements tangentielles se rapprochent
de ceux des déplacements normaux (suivant la direction en). La non prise en compte
de l’anisotropie dans notre modèle thermomécanique peut également être à l’origine
de ces écarts.

2. En ce qui concerne les déplacements suivant la direction normale en :

— une bonne correspondance entre les déplacements numériques et les déplace-
ments expérimentaux sur les capteurs C1, C4 et C6. Toutefois, les déplacements
suivant les données de Depradeux surestiment légèrement les déplacements ex-
périmentaux.

— une surestimation importante des déplacements sur les autres capteurs ; tou-
tefois, les déplacements suivant les données de Biegler approchent mieux les
déplacements expérimentaux sur le capteur C2 ;

— un accord qualitatif global entre les déplacements expérimentaux et les dépla-
cements numériques ;

— des différences notables des réponses numériques des déplacements suivant les
trois différents ensembles de données thermomécaniques.

La surestimation des déplacements normaux des capteurs C2, C3 et C5 peut avoir les
mêmes causes que celles des écarts importants entre déplacements expérimentaux et
déplacements numériques suivant la direction et présentées ci-dessus. Elle peut aussi
trouver son origine dans une éventuelle surestimation de l’efficacité énergétique η
entraînant une surestimation de la réponse thermique en période de chauffage.

3. En ce qui concerne les déplacements suivant la direction normale e3 :

— une bonne correspondance entre les déplacements numériques et les déplace-
ments expérimentaux sur les capteurs C3 et C6. Toutefois, les déplacements
numériques deviennent moins importants pendant la période de refroidisse-
ment à la température ambiante.
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— une sous-estimation des déplacements sur les autres capteurs ; toutefois, les
déplacements numériques approchent mieux les déplacements expérimentaux
pendant et après la construction des 10 derniers cordons.

— un accord qualitatif global entre les déplacements expérimentaux et les dépla-
cements numériques ;

— de légers écarts des réponses numériques des déplacements suivant les trois
différents ensembles de données thermomécaniques.

La sous-estimation constatée des déplacements suivant e3 des capteurs C1, C2, C4

et C5 est très probablement liée à une éventuelle mauvaise définition des conditions
aux limites en déplacement. En effet, nous avons considéré un encastrement à la
surface inférieure du substrat. Or le substrat échange de la chaleur avec son support,
entrainant ainsi le chauffage de ce dernier. Le support du substrat subit donc un
effet de dilatation thermique conduisant à un déplacement non négligeable de sa
frontière de contact avec le substrat, en particulier suivant la direction e3. La non
prise en compte de ce déplacement dans notre modèle entraîne sans doute une sous-
estimation de déplacement. Nous notons également que l’absence d’anisotropie dans
notre modèle thermomécanique peut également être à l’origine de cet écart.

Conclusion

Ce chapitre a eu pour objet l’application du modèle numérique du procédé DED, dit
modèle standard, développé dans le précédent chapitre. Ceci dans le but de démontrer
sa pertinence et sa cohérence. Cette application a été faite dans le cadre de la simula-
tion numérique de la construction par DED du mur et de l’aube de turbine de Biegler
et al. [45, 46]. Elle a consisté en des études de convergence, de sensibilités thermique
et mécanique, des comparaisons à la méthode quiet element, des études d’influence de
l’écrouissage cinématique et de validation expérimentale.
En ce qui concerne l’étude de convergence, faite sur le premier cordon du mur, l’aspect
temporel de cette étude a démontré une très bonne convergence du modèle thermique,
avec toutefois une convergence moins régulière de la dérivée temporelle de la température
en période de construction. Sur la base de l’application de l’uniformisation du choix de
la dérivée temporelle approchée de la température pour le modèle mécanique, l’aspect
temporel de l’étude de convergence a démontré une très bonne convergence. L’aspect spa-
tial, en raison du pas temps fixé, a également démontré une très bonne convergence des
modèles thermique et mécanique.
En ce qui concerne l’étude de sensibilité thermique, faite sur le mur, il a été démontré que
le niveau de débordement de la source au niveau des extrémités cordons construits n’avait
d’influence considérable qu’en ces extrémités pendant une durée limitée. Il a également
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été démontré que le cas du débordement total et celui du débordement à moitié menaient
à des écarts de réponse thermique plus faibles que ceux menés par le cas du débordement
à moitié et celui du débordement nul.
En ce qui concerne l’étude de sensibilité mécanique, un comportement convergent du
champ de distorsion avec l’augmentation du facteur de pénalisation ηp a été observé, ceci
avec une diminution de l’amplitude de ce champ. Une insensibilité quasi-totale du champ
des contraintes au facteur ηp a également été observé.
En ce qui concerne la comparaison à la méthode quiet element, il a été démontré que la
méthode quiet element appliquée avec un module d’Young des éléments non actifs, relati-
vement important (Eq=10GPa) bien qu’approchant les contraintes obtenues par le modèle
standard, ne permet pas de résoudre le problème de surestimation globale des distorsions
en période de chauffage, comme en période de refroidissement total. De plus, par rapport
au modèle standard, elle mène à une diminution de l’amplitude des distorsions normales
et en un sens opposé des distorsions verticales. Par conséquent, le modèle cinématique
de positionnement du modèle standard se révèle donc être une solution alternative ef-
ficace pour le calcul des distorsions des éléments non actifs car il permet d’assurer une
décroissance progressive et régulière avec la coordonnée verticale X3 de l’amplitude des
distorsions de ces éléments.
En ce qui concerne l’étude de l’influence de l’écrouissage cinématique, il a été démontré
que le modèle standard à écrouissage mixte, par rapport au modèle standard à écrouis-
sage isotrope, mène globalement à des contraintes de plus faibles amplitudes, et à des
distorsions, très approximatives en période de chauffage, et de plus importantes ampli-
tudes en période de refroidissement total hors mis celles suivant la direction normale. En
ce qui concerne, l’étude de validation expérimentale, deux types d’études ont menés : la
validation thermique et la validation mécanique.
La validation thermique, faite sur le mur, a démontré une bonne efficacité du modèle
thermique, en particulier celle de la prise en compte de l’élévation de la température du
gaz protecteur causée par le faisceau laser.
La validation mécanique, faite sur le mur et l’aube suivant différentes données méca-
niques du matériau utilisé (Acier 316L), a dans l’ensemble présenté un bon accord avec
les mesures expérimentales. Toutefois, certains désaccords ont été observés, possiblement
imputables à l’anisotropie du comportement non prise en compte dans nos simulations,
ou à une représentation non fidèle des conditions aux limites dans l’expérience. Cette
étude a aussi mis en évidence quelques différences notables entre les résultats numériques
obtenus suivant les différentes données du matériau utilisé. Les données de Depradeux
ont eu tendance à donner des déplacements de grande amplitude, tandis que les don-
nées de Muránsky ont eu tendance à donner des déplacements de faible amplitude. En
conclusion de cette étude, les données numériques pourront mieux approcher les données
expérimentales, sous réserve de mieux définir les conditions aux limites en déplacements,
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de mieux prendre en compte l’éventuelle variation de l’efficacité énergétique effective du
procédé, de mieux caractériser le matériau utilisé, de mieux mesurer expérimentalement
les déplacements dans les bases locales (intrinsèques) des structures étudiées.
Au delà de ces constatations, le modèle standard est, par définition et par principe, très
coûteux en temps de calcul (de l’ordre de 6 jours pour une parallélisation à mémoire
partagée, avec 32 cœurs de calcul). Il est donc essentiel de réduire sa complexité. Tel sera
l’objet des chapitres suivants.
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Chapitre 4

Méthode inherent strain

La méthode inherent strain (IS) développée dans ce chapitre est une amélioration
de l’approche non linéaire de Liang et al. [44]. En effet, dans son développement, nous
intégrons l’écrouissage dans la loi de comportement élasto-plastique adoptée, lequel nous
sert à proposer une définition plus exacte du champ inherent strain, champ de sollicitation
mécanique. Ce chapitre s’articule donc autour des points suivants :

— description du principe de la méthode, dans une approche de grande déformation ;

— Amélioration de la définition du champ inherent strain, ainsi que ses tests de vali-
dation ;

— Méthodes d’estimation de ce champ et applications.

Les exemples d’illustration et d’application porteront sur le mur et l’aube de turbine
présentés au chapitre 3.
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4.1 Principe de la méthode

Le principe de la méthode inherent strain comporte deux grands points : la loi de
comportement élasto-plastique adoptée, le problème mécanique non linéaire qui en dé-
coule, et le problème de cinématique de positionnement. Leurs présentations nécessitent
tout d’abord de considérer pour chaque I = 1, . . . , N , la construction successive sur le
substratMS des cordonsMT1, . . . ,MTI , avec un refroidissement jusqu’à la température
ambiante T∞ après la fin de la construction effective du cordonMTI à l’instant tcI (figure
4.1).

Figure 4.1 – Construction du systèmeMI suivi du refroidissement total

On considère ensuite l’ensemble des grandeurs mécaniques et cinématiques qui en
résultent. Nous avons parmi ces grandeurs :

— la transformation géométrique de distorsion ΦI : Ωf0 → ΩfI et son gradient associé
F
I

:= ∇ΦI (figure 4.2) ;

— les champs tensoriels lagrangiens BfI (X) définis dans Ωf0 et les champs eulériens
correspondants bfI (x) définis dans ΩfI ;

— les champs tensoriels lagrangiens BI (X) définis dans ΩI0 := pl0 (MI) et les champs
eulériens correspondants bI (x) définis dans ΩI := plI (MI),MI désignant la partie
construite du système totalMf et plI le placement réel de ce dernier ;

— les champs tensoriels lagrangiens BnI (X) définis dans Ωnb
I0 := pl0

(
Mnb

I

)
et les

champs eulériens correspondants bnI (x) définis dans Ωnb
I := plI

(
Mnb

I

)
, Mnb

I :=
Mf \MI désignant la partie non construite deMf .
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Figure 4.2 – Placement du système totalMf dans l’espace physique muni du référentiel
(E ,R) aux instants 0 et tI

On définit ainsi la transformation géométrique de distorsion ΦI−1,I := ΦI ◦ Φ−1
I−1 :

ΩfI−1 → ΩfI , transformant la configuration géométrique déformée intermédiaire ΩfI−1 :=
plI−1 (Mf ), c’est-à-dire la configuration déformée après dépôt du cordonMTI−1 et refroi-
dissement à T∞, en ΩfI (configuration déformée après dépôt du cordonMTI et refroidis-
sement à T∞) et son gradient associé F

I−1,I := ∇ΦI−1,I (figure 4.3).
Dans toute la suite, la transformation F

I−1,I sera considérée comme infinitésimale. Ainsi,
pour toute grandeur eulérienne bfI définie dans ΩfI , nous définissons la grandeur lagran-
gienne actualisée bfI−1,I et sa variation δbfI par :

∀ (xI−1, xI) ∈ ΩfI−1 × ΩfI tel que xI = ΦI−1,I (xI−1) ,
bfI−1,I (xI−1) = bfI (xI) , δbfI (xI−1) = bfI−1,I (xI−1)− bfI−1 (xI−1)

(4.1)

Par contre, pour toute grandeur eulérienne bI définie dans ΩI , nous définissons la grandeur
lagrangienne actualisée bI−1,I et sa variation δbI définie dans ΩI−1,I := ΦI−1 (ΩI0) par :

∀ (xI−1, xI) ∈ ΩI−1,I × ΩI tel que xI = ΦI−1,I (xI−1) ,
bI−1,I (xI−1) = bI (xI) , δbI (xI−1) = bI−1,I (xI−1)− bI−1 (xI−1)

(4.2)

Nous notons que dans cette dernière équation, ΩI−1, domaine de définition du champ
bI−1 fait l’objet d’une extension au domaine ΩI−1,I de sorte que, mis à part le champ de
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distorsion uI−1, nous ayons :

∀xI−1 ∈ δΩI := ΩI−1,I \ ΩI−1, bI−1 (xI−1) = b∞ (4.3)

Avec b∞, grandeur initiale de b définie à température ambiante T∞.
Dans la suite de ce chapitre, pour des raisons de simplicité de notation, nous convien-
drons de confondre les champs eulériens bfI et bI avec leurs champs lagrangiens actualisés
respectifs bfI−1,I et bI−1,I à leurs domaines de définition près.

Figure 4.3 – Configuration intermédiaire ΩfI−1 du système finalMf

4.1.1 Loi de comportement élasto-plastique

La loi de comportement élasto-plastique, dans le cadre de la présente méthode, est
formulée sous forme incrémentale dans la configuration intermédiaire ΩI−1,I du système
MI (figure 4.4). En effet, elle est issue de la discrétisation temporelle totalement implicite
et à pas de temps unitaire de la loi d’élasto-viscoplasticité (présentée au chapitre 2) à
température ambiante et dans laquelle est négligé tout éventuel effet de viscosité observé
à cette température (soit Kvp (T∞) = 0). La transformation géométrique F

I
admet ainsi

la décomposition suivante :
F
I

= F e
I
.F p

I
.F ∗

I
(4.4)
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Avec F e
I
, transformation élastique, F p

I
, transformation plastique incompressible et symé-

trique, et F ∗
I
l’inherent transformation.

En considérant F e
I
et F p

I
infinitésimales, on obtient :

F e
I
≈ 1 + ωe

I
+ εe

I
, F p

I
≈ 1 + εp

I
,
∥∥∥ωe

I

∥∥∥ , ∥∥∥εe
I

∥∥∥ , ∥∥∥εp
I

∥∥∥� 1

⇒

 F
I
≈
(
1 + ωe

I
+ εe

I

)
.
(
1 + εp

I

)
.F ∗

I

dF
I
.F

I
−1 ≈ dωe

I
+ dεe

I
+ dεp

I
+ dF ∗

I
.F ∗

I

−1
(4.5)

En considérant de plus, l’hypothèse selon laquelle F
I−1,I est infinitésimale, c’est-à-dire

F
I−1,I = O

(
1
)
, nous obtenons de 4.5 :

∇δuI ≈ δωe
I

+ δεe
I

+ δεp
I

+ δF ∗
I
.F ∗

I−1
−1, δF ∗

I
:= F ∗

I
− F ∗

I−1
⇒ ε (δuI) ≈ δεe

I
+ δεp

I
+ δε∗

I
,

δε∗
I

:= 1
2

((
δF ∗

I
.F ∗

I−1
−1
)T

+ δF ∗
I
.F ∗

I−1
−1
) (4.6)

Dans la suite nous remplacerons, dans l’équation 4.6, le terme ” ≈ ” par l’égalité ” = ”,
et le tenseur δε∗

I
désignera le Ième champ inherent strain incrémental, associé au dépôt du

cordonMTI .

Figure 4.4 – Configuration intermédiaire ΩI−1,I du systèmeMI

Ainsi, la loi de comportement mécanique adoptée, pour le dépôt du cordonMT , I =
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1, . . . , N , dans le cadre de notre méthode inherent strain, est donnée par l’ensemble des
équations ci-dessous :

Dans ΩI−1,I

δs
I

= 2µ (T∞) δee
I

= 2µ (T∞)
(
e (δuI)− δεpI − δε

∗
I

)
= 2µ (T∞)

(
e (δuI)− δλ (δεI)

(
s
I
−X

I

)
− δε∗

I

)
⇔ δs

I
+ 2µ (T∞) δλ (δεI)

(
s
I
−X

I

)
= 2µ (T∞)

(
e (δuI)− δe∗I

)
δλ (δεI) = 3δεI

2σI
, X

I
=

Nc∑
i=1

X
iI

σI − σY (T∞)−Rε (εI) ≤ 0
Pour i = 1, . . . , Nc

δα
iI

= δεp
I
− γiαiIδεI , X iI

= 2
3CiαiI

−∇ · δuI −
δpI

χ (T∞) + trδε∗
I

= 0

(4.7)

Avec δe∗
I

:= δε∗
I
−
trδε∗

I

3 1.
Par un raisonnement analogue à celui de la discrétisation temporelle de la loi de com-
portement élasto-viscoplastique présenté au chapitre 2, nous obtenons de 4.7 l’ensemble
d’équations :

Dans ΩI−1,I

s
I

= (1− hs (δεI)) spI + hs (δεI) X̃
p

I−1 (δεI) ,
[1 + 2 (µ (T∞) + hX (δεI)) δλ (δεI)]

(
s
I
−X

I

)
= sp

I
− X̃

I−1 (δεI) ,

hs (δεI) := 2µ (T∞) δλ (δεI)
1 + 2 (µ (T∞) + hX (δεI)) δλ (δεI)

, hX (δεI) :=
Nc∑
i=1

Ci
3 (1 + γiδεI)

,

sp
I

:= s
I−1 + 2µ (T∞)

(
e (δuI)− δe∗I

)
, X̃

I−1 (δεI) :=
Nc∑
i=1

2
3Ci

α
iI−1

1 + γiδεI

σI − σY (T∞)−Rε (εI) ≤ 0

−∇ · δuI −
δpI

χ (T∞) + trδε∗
I

= 0

(4.8)

Nous admettons également l’équivalence :

σI ≥ σY (T∞) +Rε (εI) ⇔ σpI (0) ≥ σY (T∞) +Rε (εI−1)

σpI (δεI) :=
√

3
2
(
spI − X̃I−1 (δεI)

)
:
(
spI − X̃I−1 (δεI)

) (4.9)

En vertu de celle-ci, nous distinguons deux cas :

— 1er cas : σpI (0) < σY (T∞) + Rε (εI−1) ⇒ σI < σY (T∞) + Rε(εI), comportement
purement élastique de s

I

Nous obtenons de 4.8,
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Dans ΩI−1,I

s
I

(
ε (δuI)

)
= s

I−1 + 2µ (T∞)
(
e (δuI)− δe∗I

)
ds

I

dε

(
ε (δuI)

)
= 2µ (T∞) J

δλ (δεI) = δεI = 0

(4.10)

— 2e cas : σpI (0) ≥ σY (T∞) + Rε (εI−1) ⇒ σI ≥ σY (T∞) + Rε(εI), comportement
élasto-plastique de s

I

De 4.8 on obtient,

Dans ΩI−1,I s
I

= (1− hs (δεI)) spI + hs (δεI) X̃
p

I−1 (δεI) ,
[1 + 2 (µ (T∞) + hX (δεI) δλ (δεI))]

(
s
I
−X

I

)
= sp

I
− X̃

I−1 (δεI)

⇒



σI (δεI) + 3 (µ (T∞) + hX (δεI)) δεI = σpI (ε̇τ,t) ,
σI (δεI) = σY (T∞) +Rε (εI−1 + δεI)
ds

I

dε
= 2µ (T∞) (1− hs (δεI)) J

+3µ (T∞) γg
(
−h′s (δεI)

(
sp
I
− X̃

I−1 (δεI)
)

+ hs (δεI) X̃
′
I−1 (δεI)

)
⊗
sp
I
− X̃

I−1 (δεI)
σpI (δεI)

γ−1
g = (σI)′ (δεI) + 3 (µ (T∞) + hX (δεI)) + 3h′X (δεI) δεI
− (σpI)

′ (δεI)

(4.11)

En absence d’écrouissage cinématique, c’est-à-dire pour Ci (T ) = 0, i = 1, . . . , Nc,
nous obtenons les simplifications :



X
I

= X̃
I−1 (δεI) = 0, hX (δεI) = 0

s
I

=
sp
I

1 + 3µ (T∞) δεI
σI (δεI)

σI (δεI) + 3µ (T∞) δεI = σpI0, σ
p
I0 :=

√
3
2s

p
I : spI

⇒



ds
I

dε
= 2µ (T∞)

[
βJ − γs

I
⊗ s

I

]

β = σI
σpI0

, γ = 3
2σI2

 1

1 + 1
3µ (T∞)

dσI
dδεI

+ β − 1



(4.12)

Nous pouvons donc conclure que le tenseur s
I
est, dans les deux cas énumérés ci-dessus,

une fonction du tenseur ε (δuI) et dans la suite, on conviendra de noter s
I

(
ε (δuI)

)
.
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4.1.2 Problème mécanique non linéaire

Le calcul des distorsions et contraintes résiduelles par la méthode inherent strain,
consiste à résoudre séquentiellement les N problèmes mécaniques non linéaires (PMI) , I =
1, . . . , N visant à déterminer respectivement les N déplacements incrémentaux δuI , I =
1, . . . , N et les N contraintes σ

I
, I = 1, . . . , N . Il sera question dans cette partie de pré-

senter leurs formulations théoriques et numériques. Pour cela, pour chaque I = 1, . . . , N ,
nous définissons les conditions aux limites du problème mécanique (PMI), en partition-
nant la frontière ∂ΩI−1,I en deux sous-ensembles : (∂ΩI−1,I)u ( ∂ΩSI−1,I , sur lequel est
considéré un encastrement, et (∂ΩI−1,I)f sur lequel aucune force n’est considérée.

Formulation théorique

Le problème mécanique (PMI) , I = 1, . . . , N se formule comme suit :

(PMI)



Trouver δuI ∈
(
H1 (ΩI−1,I)

)3
, εI ∈ L2 (ΩI−1,I) ,

σ
I
∈ (H (div,ΩI−1,I))3

s , ε
e
I
, εp
I
,∈

(
L2 (ΩI−1,I)

)6
,

vérifiant :
Dans ΩI−1,I

∇ · s
I

(
ε (δuI)

)
−∇pI = 0

−∇ · δuI −
δpI

χ (T∞) + trδε∗
I

= 0

ε (δuI) = δεe
I

+ δεp
I

+ δε∗
I
, δεp

I
= δλ (δεI)

(
s
I
−X

I

)
s
I

(
ε (δuI)

)
= (1− hs (δεI)) spI

(
ε (δuI)

)
+ hs (δεI) X̃I−1 (δεI)

σI − σY (T∞)−Rε (εI) ≤ 0
ρI = (1−∇ · δuI) ρI−1

Sur ∂ΩI−1,I

δuI = 0 sur (∂ΩI−1,I)u ,
σ
I
· n = 0 sur (∂ΩI−1,I)f

(4.13)

4.1.3 Problème cinématique de positionnement

Dans le cadre de la méthode inherent strain, le calcul de la distorsion résiduelle de
positionnement nécessite de résoudre séquentiellement les N − 1 problèmes cinématiques
de positionnement (PCI) , I = 1, . . . , N − 1 visant à déterminer respectivement les N − 1
déplacements incrémentaux δunI , I = 1, . . . , N − 1 définis dans les N − 1 domaines géo-
métriques inactifs respectifs Ωnb

I−1,I := ΦI−1
(
Ωnb
I0

)
, I = 1, . . . , N − 1 considérés chacun

comme configurations lagrangiennes actualisées (figure 4.5). Ce calcul repose sur l’hypo-
thèse selon laquelle, les N − 1 transformations géométriques F

I−1,I , I = 1, . . . , N sont
infinitésimales. Le tenseur des déformations initiales de Green-Lagrange Ei

I
admet donc
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la décomposition suivante :

Ei
I

:= 1
2
(
F i
I

T
.F i

I
− 1

)
Ei
I

= F i
I−1

T
.ε (δunI) .F i

I−1 + Ei
I−1 +O

(
‖∇δunI‖

2
)

≈ F i
I−1

T
.ε (δunI) .F i

I−1 + Ei
I−1

(4.14)

Il sera question dans cette partie de présenter, pour chaque I = 1, . . . , N − 1, les formu-
lations théorique et numérique du problème cinématique de positionnement (PCI). On
considère pour cela la configuration intermédiaire ΓI−1,I := ΦI−1 (ΓI0) de l’interface ΓMI

(Figure 4.5).

Figure 4.5 – Configuration intermédiaire Ωnb
I−1,I du domaine non construitMnb

I

Formulation théorique

Par un raisonnement analogue à celui du chapitre 2, le problème cinématique de po-
sitionnement (PCI) , I = 1, . . . , N − 1, avec prise en compte de l’incompressibilité de F i

I
,

se formule comme suit :

(PCτ,t)



Trouver δunτ,t ∈
(
H1

(
Ωnb
I−1,I

))3
tel que δunI = δuI sur ΓI−1,I

et δqnI = qnI − qnI−1|ΩnbI−1,I
∈ L2

(
Ωnb
I−1,I

)
vérifiant :

∀δwn ∈
(
H1

(
Ωnb
I−1,I

))3
tel que δwn = 0 sur ΓI−1,I ,∫

ΩnbI−1,I

(
F i
I−1

T
.ε (δunI) .F i

I−1

)
:
(
F i
I−1

T
.ε (δwn) .F i

I−1

)
+ηp

∫
ΩnbI−1,I

δunI · δwn −
∫

ΩnbI−1,I

δqnI∇ · δwn = 0

∀δrn ∈ L2
(
Ωnb
I−1,I

)
, −

∫
ΩnbI−1,I

δrn∇ · δunI = 0

(4.15)
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4.2 Calcul du champ inherent strain incrémental et
tests de validation

Cette partie a pour objet de décrire les méthodes de calcul des N champs inherent
strain incrémentaux δε∗

I
, I = 1, . . . , N . Celles-ci reposent sur l’application du modèle

thermomécanique standard développé au chapitre 2 dans la simulation du procédé dans
l’intervalle de temps [0, tf ]. Deux méthodes y seront présentées : la méthode de Liang
et al. [44] et la nouvelle méthode développée dans le cadre des présents travaux. Pour
chacune de ces deux méthodes, il sera présenté la définition, quelques exemples de calcul
ainsi qu’une étude de validation.

4.2.1 Selon la méthode de Liang et al.

Définition

Selon Liang et al. [44], les champs inherent strain incrémentaux δε∗
I
, I = 1, . . . , N , se

définissent à partir d’un champ inherent strain de base lagrangien ε∗ défini dans Ωf0. Ils
sont donnés par les expressions :

∀I = 1, . . . , N, ∀x ∈ ΩI , δε
∗
I

(x) =

 ε∗
(
Φ−1
I (x)

)
si x ∈ ΩTI

0 sinon
(4.16)

Avec ΩTI := ΦI (ΩTI0), configuration déformée du cordonMTI après dépôt et refroidis-
sement. Afin de définir le champ inherent strain de base ε∗, Liang et al. considèrent :

— le tenseur de déformation purement mécanique instantané εm
t
, t ∈ [0, tf ] défini dans

Ωt et dont la "vitesse" est donnée par :

ε̇m
t

:= ε̇ (vt)− α (Tt) Ṫt1

=
ṡ
t

2µ (T ut ) −
ṗt

3χ (T ut )1 + ε̇vp
t

(4.17)

— l’état dit "intermédiaire" de chaque point matériel du système finalMf se définit se-
lon les auteurs comme étant l’état de déformation mécanique compressive maximale
suivant la direction et au passage de la source de chaleur. La figure 4.6 nous donne,
pour le mur, l’état intermédiaire du capteur C situé à hauteur de HT à mi-longueur
du premier cordon (s = LT

2 ), état observé sur les courbes d’évolution temporelle de
la déformation mécanique tangentielle εtt et de la température en C. La déforma-
tion compressive maximale suivant et de ce capteur est en effet obtenue au second
passage de la source de chaleur.
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Figure 4.6 – État intermédiare du capteur C du mur

— L’état stable correspondant à l’état de refroidissement à T∞ après le dépôt du dernier
cordonMTN , et caractérisé entre autres par la déformation élastique εe

s
.

Ainsi, le champ tensoriel ε∗ est donné par la différence :

ε∗ = εm
i
− εe

s
(4.18)

Avec εm
i
, tenseur de déformation mécanique caractéristique de l’état intermédiaire.

Tests de validation sur une construction de quelques cordons

Nous ne nous intéressons, dans cette partie, qu’aux huit premiers cordons du mur et
de l’aube de turbine. La validation consiste tout d’abord à appliquer la méthode inherent
strain aux huit premiers cordons du mur et de l’aube, avec les champs inherent strain
incrémentaux δε

I
, I = 1, . . . , 8 calculés suivant la méthode de Liang et al., et ensuite à

en comparer les résultats avec ceux issus du modèle standard. Pour chacune de ces deux
structures sont tout d’abord présentés ci-dessous :

— une distribution des composantes diagonales du champ inherent strain de base ε∗

suivant la base locale (et, en, e3) (figure 4.7), le long des trois axes (A)i, (A)c et (A)f
(figure 3.5) ;

— un tableau de valeurs moyennes (tables 4.1-4.2), obtenues au sein de chaque cordon
respectif MTI , I = 1, . . . , 8 1, des composantes des champs incrémentaux obtenus
δε∗

I
, I = 1, . . . , 8 suivant (et, en, e3) par la formule :

∀MTI , I = 1, . . . , 8,∀α, β ∈ {t, n, 3} ,

δε∗Iαβmoy := 1
|ΩTI |

∫
ΩTI

δε∗Iαβ
(4.19)

1. Nous notons que le maillage utilisé décrit dans le chapitre 3 permet de représenter conformément
la géométrie CAO et déformée de chaque cordonMT I , I = 1, . . . , N de toute la pièceMP , rendant ainsi
évident le calcul précis des différentes moyennes.
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Figure 4.7 – Profils des composantes ε∗tt, ε∗nn et ε∗33 de ε∗ au sens de Liang et al. tracés
le long des axes verticaux (A)i, (A)c et (A)f : (a) dans le cas du mur de huit cordons ; (b)
dans le cas de l’aube de huit cordons. L’origine du profil est prise sur le substrat.

CordonsMTI δε∗Ittmoy δε∗Innmoy δε∗I33moy δε∗Itnmoy δε∗It3moy δε∗In3moy
MT1 −0.0024 −0.0002 0.0017 0. 0.0002 0.
MT2 −0.0020 0.0003 0.0012 0. −0.0001 0.
MT3 −0.0020 0.0006 0.0009 0. 0. 0.
MT4 −0.0022 0.0007 0.0009 0. −0.0001 0.
MT5 −0.0022 0.0007 0.0009 0. 0.0001 0.
MT6 −0.0022 0.0008 0.0009 0. −0.0002 0.
MT7 −0.0022 0.0007 0.0009 0. 0.0002 0.
MT8 −0.0019 0.0006 0.0007 0. −0.0001 0.

Table 4.1 – Moyennes tronquées à 10−5 des composantes de δε∗
I
au sens de Liang et al.

suivant (et, en, e3) en chacun des huit cordon du mur
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CordonsMTI δε∗Ittmoy δε∗Innmoy δε∗I33moy δε∗Itnmoy δε∗It3moy δε∗In3moy
MT1 −0.0025 −0.0007 0.0014 0. 0.0004 −0.0002
MT2 −0.0026 0.0004 0.0008 0. −0.0004 0.
MT3 −0.0030 0.0008 0.0007 0. 0.0006 0.
MT4 −0.0037 0.0011 0.0008 0. −0.0008 0.
MT5 −0.0036 0.0011 0.0010 0.0001 0.0012 0.
MT6 −0.0037 0.0011 0.0011 −0.0001 −0.0012 0.
MT7 −0.0036 0.0011 0.0011 0.0001 0.0014 0.
MT8 −0.0030 0.0008 0.0007 0. −0.0012 0.

Table 4.2 – Moyennes tronquées à 10−5 près des composantes de δε∗
I
au sens de Liang

et al. suivant (et, en, e3) en chacun des huit cordons de l’aube

Nous observons dans la figure 4.7 et les tableaux 4.1-4.2 :

— des chutes d’ordre de grandeur, suivant la coordonnée X3, des valeurs des compo-
santes diagonales ε∗tt, ε∗nn et ε∗33 de 10−2 vers 10−3, surtout au niveau des extrémités
des deux premiers cordons. Ces chutes sont suivies de valeurs quasi-stationnaires de
même ordre de grandeur (10−3) pour les cordons suivants. Nous notons toutefois
que les chutes d’ordre de grandeur au niveau des centres des cordons sont moins im-
portantes qu’à leurs extrémités. Cependant, les valeurs aux centres sont de l’ordre
de 10−3 comme celles des extrémités des cordons supérieurs.

— Pour I croissant, de faibles variations des valeurs moyennes, lesquelles étant de
l’ordre de 10−3, négatives pour δε∗Itt et positives pour les autres composantes diago-
nales δε∗Inn et δε∗I33 (cf 3 premières colonnes des tableaux 4.1-4.2) ;

— la composante δε∗Inn présentant des valeurs moyennes faibles mais non négligeables
par rapport à celles de δε∗Itt et δε∗I33 ;

— la composante de cisaillement δε∗It3 ayant des valeurs moyennes positives pour les
cordons impairs et négatives pour ceux impairs, et contrairement à celles de δε∗Itn
et ε∗In3, sont non négligeables par rapport à celles des composantes diagonales.

Nous notons que l’ordre de grandeur de 10−3 des valeurs moyennes des composantes dia-
gonales de δε∗

I
ne correspond pas à l’ordre de grandeur de 10−2 des valeurs moyennes

calculées par Liang et al. sur le mur de cinq couches construit sur un substrat également
encastré par le bas, présenté au chapitre 1 (figure 1.23). En effet ces valeurs moyennes sont
données par : δε∗Ittmoy = −0.013, δε∗Innmoy = −0.003 et δε∗I33moy = 0.012. Cette grande
différence peut être liée à l’intégration de l’écrouissage et de la visco-plasticité dans la loi
de comportement adoptée dans notre modèle standard.
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CHAPITRE 4. MÉTHODE INHERENT STRAIN

Ces valeurs d’inherent strain ayant été obtenues, nous nous intéressons maintenant,
comme annoncé, à la simulation du dépôt de ces huit cordons en appliquant la méthode
inherent strain. Cette simulation consiste donc en huit résolutions non linéaires, avec
à chaque fois ajout d’un cordon entier et prise en compte du tenseur inherent strain
incrémental δε∗

I
extrait de δε∗.

Les figures 4.8-4.12 nous présentent les distorsions uI=8 et les contraintes σ
I=8 résiduelles

du mur et de l’aube, obtenues par nos propres simulations pour le calcul complet (modèle
standard) et d’autre part pour le calcul inherent strain (méthode inherent strain).
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VALIDATION

Figure 4.8 – Test de validation de la méthode inherent strain selon Liang et al : Champs
de distorsions uI=8 et de contraintes σ

I=8 résiduelles du mur de huit cordons. À gauche,
les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la méthode
inherent strain.
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Figure 4.9 – Test de validation de la méthode inherent strain selon Liang et al : Profils
de distorsions uI=8 et de contraintes σ

I=8 résiduelles tracés le long des axes (A)i, (A)c et
(A)f du mur de huit cordons.
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Figure 4.10 – Test de validation de la méthode inherent strain selon Liang et al : Champs
de distorsions uI=8 résiduelles de l’aube de huit cordons. À gauche, les résultats obtenus
par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la méthode inherent strain.
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Figure 4.11 – Test de validation de la méthode inherent strain selon Liang et al : Champs
de contraintes σ

I=8 résiduelles de l’aube de huit cordons. À gauche, les résultats obtenus
par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la méthode inherent strain.
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Figure 4.12 – Test de validation de la méthode inherent strain selon Liang et al : Profils
de distorsions uI=8 et de contraintes σ

I=8 résiduelles tracés le long des axes (A)i, (A)c et
(A)f de l’aube de huit cordons.
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Nous observons dans ces figures :

— les distorsions résiduelles du calcul inherent strain de très faibles ordre de grandeur
par rapport à celles du calcul standard ; cela est contraire aux résultats bibliogra-
phique de Liang et al. présentés au chapitre 1 dans la figure 1.25. Cette différence est
très certainement liée à celle constatée ci-dessus des ordres de grandeur des inherent
strain.

— les contraintes résiduelles du calcul inherent strain de même ordre de grandeur et
approchant plus ou moins bien les contraintes résiduelles du calcul complet.

En conclusion, l’approche de Liang et al. ne permet pas de reproduire les distorsions et
contraintes résiduelles issues du calcul complet.

4.2.2 Nouvelle méthode proposée

4.2.3 Définition

La nouvelle méthode de calcul des champs inherent strain incrémentaux δε∗
I
, I =

1, . . . , N que nous proposons repose sur un principe d’analyse inverse. En effet, il s’agit
pour chaque I = 1, . . . , N :

— d’effectuer les calculs des champs de distorsions uI et contraintes σI résiduelles par
le modèle standard ;

— de déterminer le champ inherent strain incrémental δε∗
I
de manière à ce que les

champs δuI , σI−1 et σ
I
vérifient la loi de comportement non linéaire décrite dans la

section précédente.

En effet, en ce qui concerne la trace trδε∗
I
de δε∗

I
, la linéarité de l’équation de la pression

pI nous permet de la calculer par l’expression :

∀x ∈ ΩI−1,I , trδε
∗
I

(x) = ∇ · δuI (x) + δpI
χ (T∞) (x) (4.20)

En revanche, en ce qui concerne la composante déviatorique δe∗
I
de δε∗

I
, il a été montré dans

la section précédente que les champs δεI et donc sI sont, en chaque point x ∈ ΩI−1,I , des
fonctions non linéaires de la différence e (δuI)−δe∗I , soit les formulations δεI

(
e (δuI)− δe∗I

)
et s

I
= f

(
e (δuI)− δe∗I

)
. Ainsi, le calcul de δe∗

I
se fera par la résolution, en chacun des

points x ∈ ΩI−1,I de l’équation non linéaire locale :

s
I

(x) = f
((
e (δuI)− δe∗I

)
(x)
)

⇔ s
I

(x) =
(
1− hs

(
δεI

((
e (δuI)− δe∗I

)
(x)
))) (

s
I−1 (x) + 2µ (T∞)

(
e (δuI)− δe∗I

)
(x)
)

+hs
(
δεI

((
e (δuI)− δe∗I

)
(x)
))
X̃
p

I−1

(
δεI

((
e (δuI)− δe∗I

)
(x)
))

(4.21)
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L’application de l’algorithme de Newton-Raphson en chaque point x ∈ ΩI−1,I nous permet
de calculer très approximativement le tenseur δe∗

I
(x). En effet, cet algorithme consiste à

déterminer de façon récurrente, pour tout x ∈ ΩI−1,I , la suite de tenseur
(
δe∗(k)
I

(x)
)
k∈N

convergeant vers δe∗
I

(x). δe∗(k+1)
I

(x) se calcule à partir de δe∗(k)
I

(x) par :

δe∗(k+1)
I

(x) = δe∗(k)
I

(x)−
(
dsk

I

dδe∗
I

)−1 ((
e (δuI)− δe∗(k)

I

)
(x)
)

:
(
sk
I
− s

I

)
(x)

sk
I

(x) = f
((
e (δuI)− δe∗(k)

I

)
(x)
) (4.22)

Dans le cadre de la méthode des éléments finis, le champ δε∗
I
est approché par un champ

tensoriel P0 calculé en chaque centre des différents tétraèdres du maillage.

Test de validation sur une construction de quelques cordons

Tout comme pour la méthode de Liang, nous nous limitons également, pour valider
la méthode proposée, aux huit premiers cordons du mur et de l’aube. Sont présentés
ci-dessous pour chacune de ces deux structures :

— une distribution des composantes diagonales de chaque champ inherent strain in-
crémental δε∗

I
, I = 1, . . . , 8, suivant la base locale (et, en, e3) (figures 4.13-4.14), le

long des axes (A)i, (A)c et (A)f ;

— un tableau de valeurs moyennes (tables 4.3-4.4), obtenues au sein de chaque cordon
respectif MTI , I = 1, . . . , 8, des composantes des champs incrémentaux δε∗

I
, I =

1, . . . , 8 suivant (et, en, e3), suivant la formule 4.19.
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Figure 4.13 – Profils des composantes δε∗Itt, δε∗Inn et δε∗I33 de δε∗
I
tracés le long des axes

(A)i, (A)c et (A)f du mur de huit cordons : (a) pour I impair ; (b) pour I pair.
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Figure 4.14 – Profils des composantes δε∗Itt, δε∗Inn et δε∗I33 de δε∗
I
tracés le long des axes

(A)i, (A)c et (A)f de l’aube de huit cordons : (a) pour I impair ; (b) pour I pair.
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CordonsMTI δε∗Ittmoy δε∗Innmoy δε∗I33moy δε∗Itnmoy δε∗It3moy δε∗In3moy
MT1 −0.0126 −0.0007 0.01270 0. −0.0081 0.
MT2 −0.0144 0.0046 0.0093 0. 0.0079 0.
MT3 −0.0152 0.0058 0.0090 0. −0.0079 0.
MT4 −0.0153 0.0063 0.0085 0. 0.0081 0.
MT5 −0.0151 0.0067 0.0079 0. −0.0081 0.
MT6 −0.0148 0.0067 0.0074 0. 0.0089 −0.0001
MT7 −0.0144 0.0067 0.0072 0. −0.0089 0.
MT8 −0.0141 0.0068 0.0068 0. 0.0092 0.

Table 4.3 – Moyennes tronquées à 10−5 des composantes de δε∗
I
suivant (et, en, e3) en

chacun des huit cordons du mur

CordonsMTI δε∗Ittmoy δε∗Innmoy δε∗I33moy δε∗Itnmoy δε∗It3moy δε∗In3moy
MT1 −0.0134 −0.0024 0.0144 0. −0.0062 −0.0003
MT2 −0.0151 0.0051 0.0087 −0.0002 0.0054 −0.0004
MT3 −0.0160 0.0067 0.0082 0. −0.0051 −0.0006
MT4 −0.0160 0.0072 0.0071 −0.0002 0.0058 −0.0007
MT5 −0.0157 0.0075 0.0069 0. −0.0061 −0.001
MT6 −0.0149 0.0072 0.0063 −0.0002 0.0063 −0.0012
MT7 −0.0143 0.0071 0.0058 0. −0.0069 −0.0015
MT8 −0.0135 0.0068 0.0053 −0.0002 0.0071 −0.0019

Table 4.4 – Moyennes tronquées à 10−5 des composantes de δε∗
I
suivant (et, en, e3) en

chacun des huit cordons de l’aube

Pour le mur, nous observons dans la figure 4.13, une forte concentration des valeurs des
champs δε∗

I
, I = 1, . . . , 8 au sein des cordons respectifsMTI , I = 1, . . . , 8. Les profils des

courbes de valeurs respectives se transportent plus ou moins d’un cordon à un autre de
même parité. Nous observons également, pour chaque cordonMTI , un fort accroissement
des amplitudes de variations de ces valeurs à son extrémité finale correspondant à s = 0
pour I impair, et s = LT pour I pair. Pour l’aube, dans la figure 4.14, nous observons
pratiquement les mêmes phénomènes de concentration de valeurs et d’accroissement d’am-
plitudes aux extrémités finales. Néanmoins, les profils des courbes de valeurs des champs
δε∗

I
, I = 1, . . . , 8 ne montrent le même phénomène de reproduction de profil d’un cordon à

l’autre qu’au niveau des extrémités de la dite structure (axes (A)i et (A)f ). Ceci en raison
de la courbure importante de l’aube. Pour les deux structures, nous observons dans les
deux tableaux 4.3-4.4 le même comportement des valeurs moyennes que pour la méthode
précédente, les ordres de grandeurs étant toutefois plus importants (10−2).
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Pour le mur et l’aube, les tests de validation consistent à effectuer le même travail
que pour la méthode précédente, en appliquant cette fois les huit champs inherent strain
incrémentaux σ

I
, I = 1, . . . , 8 issus de la nouvelle méthode proposée. Ce faisant, nous

obtenons les champs de distorsions uI=8 et les contraintes σ
I=8 résiduelles du mur et de

l’aube représentés dans les figures 4.15-4.19.

Figure 4.15 – Test de validation de la nouvelle méthode inherent strain proposée :
Champs de distorsions uI=8 et de contraintes σ

I=8 résiduelles du mur de huit cordons. À
gauche, les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la
méthode inherent strain.
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Figure 4.16 – Test de validation de la nouvelle méthode inherent strain proposée : Profils
de distorsions uI=8 et de contraintes σ

I=8 résiduelles tracés le long des axes (A)i, (A)c et
(A)f du mur de huit cordons.
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VALIDATION

Figure 4.17 – Test de validation de la nouvelle méthode inherent strain proposée :
Champs de distorsions uI=8 résiduelles de l’aube de huit cordons. À gauche, les résul-
tats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la méthode inherent
strain.
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Figure 4.18 – Test de validation de la nouvelle méthode inherent strain proposée :
Champs de contraintes σ

I=8 résiduelles de l’aube de huit cordons. À gauche, les résul-
tats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la méthode inherent
strain.
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Figure 4.19 – Test de validation de la nouvelle méthode inherent strain proposée : Profils
de distorsions uI=8 et de contraintes σ

I=8 résiduelles tracés le long des axes (A)i, (A)c et
(A)f de l’aube de huit cordons.
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Nous observons cette fois un excellent accord entre les résultats du modèle standard
et ceux de la nouvelle méthode proposée. Ceci révèle donc un meilleur comportement de
cette dernière, nettement supérieur à celui de la méthode proposée par Liang et al.. Suite
à ce résultat très encourageant au termes de première validation, l’application de cette
nouvelle méthode va donc être l’objet de la suite de ce chapitre.

4.3 Méthodes d’estimation et applications

Il a été montré dans la section précédente que la nouvelle méthode inherent strain
que nous proposons se révèle très prometteuse avec une très bonne réponse sur le test
de validation à l’échelle réduite de quelques cordons. Dans le cadre d’une application
de la méthode inherent strain à des constructions comportant un plus grand nombre de
cordons/couches, notre objectif est bien évidemment de minimiser autant que possible
le recours au calcul complet standard. Ainsi, il est donc impératif de pouvoir calculer
approximativement les champs inherent strain incrémentaux sans y avoir pleinement re-
cours. Deux méthodes sont présentées et appliquées dans cette section, à savoir : le calcul
de moyenne et le transport de profil.

4.3.1 Le calcul de moyenne

Description

Cette méthode s’inspire de celle de Liang et al. [44], présentée dans le chapitre 1,
dans laquelle il est question d’effectuer une simulation détaillée au moyen du modèle
standard sur une pièce de faibles dimensions par rapport la pièce d’application visée, puis
d’en déduire le champ inherent strain de base, et enfin d’appliquer sa moyenne à chaque
cordon de la pièce d’application. La pièce de faibles dimensions, objet de la simulation
détaillée, ne fait en général pas partie intégrante de la pièce d’application visée. Mais dans
le cadre de cette nouvelle méthode, nous définissons cette pièce à partir des Nl premiers
cordons du mur et de l’aube. Il a en effet été montré dans la section précédente, par les
tableaux 4.3-4.4, que les valeurs moyennes des composantes des champs incrémentaux
δε∗

I
, I = 1, . . . , 8, pour les cordons suffisamment éloignés du substrat, variaient légèrement

avec la coordonnée X3, et que le signe de la valeur moyenne de la composante tangentielle
δε∗It3 s’alternait avec l’augmentation unitaire de l’indice I. La méthode d’estimation par
le calcul de moyenne consiste donc à :

— Pour les Nl premiers cordons, que nous appellerons cordons d’apprentissage (l pour
learning), calculer par le modèle standard les champs de distorsions uI , I = 1, . . . , Nl

et contraintes σ
I
, I = 1, . . . , Nl résiduelles ;

— calculer les champs inherent strain incrémentaux δε∗
I
, I = 1, . . . , Nl ainsi que les
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variables d’état d’écrouissage interne εI , I = 1, . . . , Nl et αiI , i = 1, . . . , Nc, I =
1, . . . , Nl ;

— moyenner les composantes des champs δε∗
I

= 1, . . . , Nl dans la base locale (et, en, e3)
au sein des cordons respectifsMTI , I = 1, . . . , Nl ;

— appliquer les valeurs moyennes des composantes du dernier champ δε∗
I=Nl

aux cor-
dons suivants en alternant à chaque fois le signe de la moyenne de la composante
tangentielle δε∗It3 ;

— appliquer la méthode inherent strain à partir de I = Nl + 1 jusqu’à la fin de la
construction, en n’effectuant donc plus aucun calcul complet.

Application et résultats

Pour le mur et l’aube, nous effectuons notre application avec 4 cordons d’apprentissage,
soit Nl = 4. Les figures 4.20-4.24 nous en donnent les résultats.
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Figure 4.20 – Application de la nouvelle méthode IS par le calcul de moyenne pour 4
cordons d’apprentissage : Champs de distorsions uN et de contraintes σ

N
résiduelles du

mur. À gauche, les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus
par la nouvelle méthode IS.
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Figure 4.21 – Application de la nouvelle méthode IS par le calcul de moyenne pour 4
cordons d’apprentissage : Profils de distorsions uN et de contraintes σ

N
résiduelles tracés

le long des axes (A)i, (A)c et (A)f du mur.
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Figure 4.22 – Application de la nouvelle méthode IS par le calcul de moyenne pour
4 cordons d’apprentissage : Champs de distorsions uN résiduelles de l’aube. À gauche,
les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la nouvelle
méthode IS.
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Figure 4.23 – Application de la nouvelle méthode IS par le calcul de moyenne pour
4 cordons d’apprentissage : Champs de contraintes σ

N
résiduelles de l’aube. À gauche,

les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la nouvelle
méthode IS.
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Figure 4.24 – Application de la nouvelle méthode IS par le calcul de moyenne pour 4
cordons d’apprentissage : Profils de distorsions uN et de contraintes σ

N
résiduelles tracés

le long des axes (A)i, (A)c et (A)f de l’aube.
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Dans ces figures, les distorsions résiduelles issues du calcul inherent strain ne présentent
pas un bon accord quantitatif avec celles du modèle standard car elles sont de plus faibles
amplitudes, en particulier suivant la direction normale en pour le cas de l’aube. Mais elles
présentent toutefois un bon accord qualitatif du fait de la compression suivant la direc-
tion tangentielle et des cordons supérieurs et de la positivité de la distorsion suivant la
direction verticale e3 des surfaces latérales du mur et de l’aube. Les contraintes résiduelles
du calcul inherent strain quant à elles, sont visiblement de même ordre de grandeur que
celles du calcul complet, et présentent avec celles-ci un accord quantitatif et qualitatif
moyennement bon mis à part la composante σ33 au niveau des extrémités.
Par conséquent, le calcul de moyenne pour estimer δε∗

I
, I = Nl + 1, . . . , N , se révèle inef-

ficace dans le cadre de la méthode inherent strain, car elle ne permet pas de reproduire
les distributions complexes des champs de distorsions et contraintes résiduelles. Cela s’ex-
plique par le fait que cette méthode ne prend pas en compte la complexité des distributions
spatiales des champs inherent strain incrémentaux δε∗

I
, I = 1, ..., N , surtout au niveau des

extrémités des cordons comme montré dans les figures 4.13-4.14. Ceci nous a encouragé
à développer une approche alternative à la prise de moyenne que nous décrivons dans la
section qui suit.
Pour des calculs effectués sur 32 cœurs dans une parallélisation à mémoire partagée, le
tableau 4.5 nous donne les temps de calcul des applications de la méthode de calcul de
moyenne et du modèle standard.

Structure Modèle standard Méthode IS par le calcul de moyenne Facteur de gain en temps
Mur 131h16min 05h36min 23
Aube 133h02min 05h33min 24

Table 4.5 – Temps de calcul des applications de la nouvelle méthode IS par le calcul de
moyenne et du modèle standard

Nous observons dans ce tableau que, pour le mur et l’aube, les durées de calcul d’appli-
cation de la méthode de calcul de moyenne sont environ 20 fois moins importantes que
celles du modèle standard.

4.3.2 Transport de profil

Description

Cette méthode consiste à approcher les distributions spatiales des champs inherent
strain incrémentaux des cordons supérieurs, par la translation des distributions spatiales
des champs inherent strain incrémentaux des premiers cordons, que sont les cordons d’ap-
prentissage. Elle trouve son origine dans la constatation de la reproduction plus ou moins
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conforme des profils des champs inherent strain incrémentaux d’un cordon à un autre
de même parité. Il a en effet été démontré dans la section précédente par les graphes des
figures 4.13-4.14, que ce phénomène était bien visible pour les cordons du mur et non pour
l’aube en raison de l’importante courbure de celle-ci. Tout comme la précédente méthode,
cette méthode nécessite de calculer, sur les Nl premiers cordons, par le modèle standard,
les champs de distorsions uI , I = 1, . . . , Nl et des contraintes σI , I = 1, . . . , Nl résiduelles,
les champs inherent strain incrémentaux δε∗

I=1,...,Nl
, et les variables d’état d’écrouissage

interne ε∗I , I = 1, . . . , Nl et αiI , i = 1, . . . , Nc, I = 1, . . . , Nl. Suite à quoi, pour tout I > Nl,
l’estimation du profil du champ inherent strain incrémental δε∗

I
s’effectue par la formule :

Pour I −Nl pair

∀X ∈ ΩI0, δε
∗
I

(ΦI−1 (X)) =


δε∗

Nl
(ΦI−1 (X − (I −Nl) ∗HT e3))

si X − (I −Nl) ∗HT e3 ∈ ΩNl,0 \ ΩS0

0 sinon
Pour I −Nl impair

∀X ∈ ΩI0, δε
∗
I

(ΦI−1 (X)) =


δε∗

Nl−1 (ΦI−1 (X − (I −Nl + 1) ∗HT e3))
si X − (I −Nl + 1) ∗HT e3 ∈ ΩNl−1,0 \ ΩS0

0 sinon

(4.23)

Avec ΩNl−1,0 et ΩNl,0 désignant respectivement les configurations CAO des systèmes
MNl−1 etMNl (voir figures 4.1-4.2).
La figure 4.25 ci-dessous nous donne un exemple d’estimation des champs incrémentaux
de transport δε∗19 et δε∗20 par transport de profil des champs respectifs δε∗3 et δε∗4 dans le
cas du mur.
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Figure 4.25 – Estimation des champs incrémentaux δε∗19 et δε∗20 par transport de profil
des champs respectifs δε∗3 et δε∗4 dans le cas du mur

Application

Pour le mur et l’aube, nous effectuons à nouveau notre application avec 4 cordons
d’apprentissage, soit Nl = 4. Les figures 4.26-4.30 nous en donnent les résultats.
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Figure 4.26 – Application de la nouvelle méthode IS par le transport de profil pour 4
cordons d’apprentissage : Champs de distorsions uN et de contraintes σ

N
résiduelles du

mur. À gauche, les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus
par la nouvelle méthode IS.

194



4.3. MÉTHODES D’ESTIMATION ET APPLICATIONS

Figure 4.27 – Application de la nouvelle méthode IS par le transport de profil pour 4
cordons d’apprentissage : Profils de distorsions uN et de contraintes σ

N
résiduelles tracés

le long des axes (A)i, (A)c et (A)f du mur.
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Figure 4.28 – Application de la nouvelle méthode IS par le transport de profil pour
4 cordons d’apprentissage : Champs de distorsions uN résiduelles de l’aube. À gauche,
les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la nouvelle
méthode IS.

196



4.3. MÉTHODES D’ESTIMATION ET APPLICATIONS

Figure 4.29 – Application de la nouvelle méthode IS par le transport de profil pour
4 cordons d’apprentissage : Champs de contraintes σ

N
résiduelles de l’aube. À gauche,

les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la nouvelle
méthode IS.
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Figure 4.30 – Application de la nouvelle méthode IS par le transport de profil pour 4
cordons d’apprentissage : Profils de distorsions uN et de contraintes σ

N
résiduelles tracés

le long des axes (A)i, (A)c et (A)f de l’aube.
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Dans ces figures, les distorsions résiduelles issues du calcul inherent strain présentent
un bon accord avec celles du calcul complet suivant les directions et et e3, contrairement
aux distorsions suivant la direction en qui présentent de faibles valeurs par rapport à
celles issues du calcul complet, dans le cas de l’aube. Les contraintes résiduelles du calcul
inherent strain quant à elles présentent dans l’ensemble un bon accord avec celles du calcul
complet, mis à part la contrainte σ33, pour laquelle on observe encore un écart important
entre les résultats des deux calculs.
Par conséquent, le transport de profil ne se révèle efficace que pour les géométries simples
ne présentant pas de courbure, car le profil des champs inherent strain incrémentaux
ε∗
I
, I = 1, . . . , N , ne se reproduit pas d’un cordon à un autre de même parité dans les

zones d’importante courbure, comme montré dans les figures 4.13-4.14.
Pour un calcul effectué sur 32 coeurs dans une parallélisation à mémoire partagée, les
durées d’exécution des calculs complet et inherent strain sont données dans le tableau
4.6.

Structure Modèle standard Méthode IS par le transport de profil Facteur de gain en temps
Mur 131h16min 07h00min 19
Aube 133h02min 07h22min 18

Table 4.6 – Temps de calcul des applications de la nouvelle méthode IS par le transport
de profil pour 4 cordons d’apprentissage, et du modèle standard

Nous observons dans ce tableau 4.6 que, pour le mur et l’aube, les durées de calcul
d’application de la méthode de transport de profil sont environ 20 fois moins importantes
que celles du modèle standard bien que légèrement supérieures à celles de la précédente
application.

Conclusion

Ce chapitre avait pour objet d’améliorer la méthode inherent strain élastoplastique
existante appliquée au procédé DED, par un meilleur calcul du champ inherent strain,
et ensuite de l’appliquer aux calculs de distorsions et contraintes résiduelles du mur et
de l’aube. Pour ce faire, nous avons tout d’abord présenté en détail le principe de cette
méthode et les différentes méthodes de calcul exact : la méthode de Liang et al. [44] basée
sur l’état dit intermédiaire au cours du chauffage et l’état stable au refroidissement à la
température, et la nouvelle méthode proposée basée sur un principe d’analyse inverse im-
pliquant la résolution d’une équation non linéaire en chaque point du domaine. L’étude de
validation de ces deux méthodes a mis en évidence les insuffisances de la méthode inherent
strain de Liang et al. et révélé un meilleur comportement et un potentiel intéressant pour
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la nouvelle méthode proposée. Nous avons ensuite présenté et appliqué deux méthodes
d’estimation du champ inherent strain incrémental : le calcul de moyenne visant à estimer
et à appliquer la moyenne du champ inherent incrémental à chaque cordon à leur dépôt
et le transport de profil visant à reproduire la distribution spatiale du champ inherent
strain incrémental par le biais de la translation. Le calcul de moyenne n’a montré d’effi-
cacité que sur l’estimation des contraintes résiduelles. Son inaptitude à bien approcher la
distorsion résiduelle est liée à sa non prise en compte de la complexité de la distribution
spatiale du champ inherent strain incrémental exact. Par contre, le transport de profil, en
plus de l’estimation des contraintes résiduelles, s’est révélé plus efficace dans l’estimation
des distorsions résiduelles, mis à part son incapacité à donner une bonne estimation de
la distorsion suivant la normale de l’aube. Au total, la méthode inherent strain, en dépit
des améliorations que nous lui avons apportée n’est donc pas très adaptée aux géométries
complexes, car les profils des champs inherent strain incrémentaux des cordons d’appren-
tissage ne correspondent pas aux profils de ceux des cordons supérieurs. L’actualisation de
l’apprentissage se révèle donc indispensable pour le transport de profil. Dans le chapitre
suivant, une méthode de réduction de complexité intégrant le facteur temps et le principe
d’apprentissage actualisé est développée.
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Chapitre 5

Méthode inherent strain rate

La méthode inherent strain rate (ISr) est une méthode de réduction de complexité du
modèle standard présenté au chapitre 2 de ce rapport. Cette méthode apparaît comme
la version temporelle de la méthode inherent strain présentée au chapitre précédent. Elle
consiste en effet en des calculs approximatifs des distorsions et contraintes des pièces
tout le long de leur fabrication par le procédé DED comme dans le calcul complet. Mais
contrairement à ce dernier, ces calculs sont entièrement linéarisés par le biais de l’applica-
tion d’un champ approximatif ε̇∗ de la vitesse de déformation plastique cumulée ε̇ comme
donnée du problème mécanique à résoudre.
Par rapport à la méthode inherent strain, cette méthode, pour la pièce à fabriquer, est
plus coûteuse en temps et en calculs car on suit le déplacement de la source d’énergie et
de matière et on simule l’étape de refroidissement, au lieu de procéder couche par couche
ou cordon par cordon selon une simulation isotherme à température ambiante. Ainsi, de
par son principe, la méthode présente les potentiels avantages suivants :

— la prédiction de la distorsion tout au long du procédé permettant ainsi de définir un
meilleur trajet de la source de chaleur et de l’apport de matière en les adaptant à
la réelle configuration géométrique de la pièce en cours ;

— la prédiction des contraintes mécaniques permettant potentiellement d’éviter la rup-
ture et l’endommagement pendant la construction de la pièce.

Ce chapitre a donc pour objet de présenter le principe de la méthode inherent strain
rate, ses origines, la méthode d’estimation du champ approximatif ε̇∗, les applications de
cette méthode sur différentes géométries (le mur et l’aube), et enfin d’évaluer et de
discuter de son efficacité.

Contents
5.1 Principe de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

5.1.1 Linéarisation de la loi de comportement thermomécanique . . . 202

5.1.2 Formulation théorique du problème mécanique linéarisé . . . . 203
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5.1.3 Formulation numérique du problème mécanique linéarisé . . . . 204
5.2 Origines de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

5.2.1 Filtrage et moyenne de la vitesse de déformation plastique cumulée206
5.2.2 Étude de l’évolution de la vitesse de déformation filtrée . . . . 207

5.3 Méthodes d’estimation de la vitesse de déformation plas-
tique cumulée et applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

5.3.1 Méthodes d’estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
5.3.2 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

5.1 Principe de la méthode

Le principe de la méthode inherent strain rate repose essentiellement sur la linéari-
sation de la loi de comportement thermomécanique à laquelle obéit le systèmeMt et la
résolution du problème mécanique devenu linéaire, appelé problème mécanique inherent
strain rate, qui en découle.

5.1.1 Linéarisation de la loi de comportement thermomécanique

Elle porte sur la forme discrétisée de la loi de comportement thermomécanique pré-
sentée au chapitre 2 dans l’ensemble d’équations 2.74. Il a, en effet, été montré qu’en cas
de plasticité, la contrainte déviatorique s

τ,t
, du fait de la dépendance non linéaire de ε̇τ,t

par rapport au tenseur taux de déformation ε̇
(
vτ,t

)
, était une fonction non linéaire de

ce tenseur. La linéarisation de la loi de comportement mécanique consiste à linéariser la
dépendance de s

τ,t
par rapport à ε̇τ,t en appliquant une grandeur approximative ε̇∗τ,t de

ε̇τ,t à la place de cette dernière. Ainsi, partant de l’ensemble d’équations 2.77, on obtient :

Dans Ωτ,t,

s
τ,t

=
(
1− h∗s

(
ε̇
∗
τ,t

))
sp
τ,t

+ h∗s
(
ε̇
∗
τ,t

)
X̃
τ

(
ε̇
∗
τ,t

)
,

h∗s (ε̇τ,t) :=
2µ
(
T uτ,t

)
θdtλ̇∗

(
ε̇
∗
τ,t

)
1 + 2

(
µ
(
T uτ,t

)
+ hX

(
ε̇
∗
τ,t

))
θdtλ̇∗

(
ε̇
∗
τ,t

) , λ̇∗ (ε̇∗τ,t) :=
3ε̇∗τ,t

2σ∗τ,t
(
ε̇
∗
τ,t

)
σ∗τ,t

(
ε̇
∗
τ,t

)
:= σY (T uτ,t) +Rε

(
ετ +

(
(1− θ) ε̇τ + θε̇

∗
τ,t

)
dt)
)

+
√

3m(Tuτ,t)+1
Kvp(T uτ,t)ε̇

m(Tuτ,t)
τ,t

⇒
ds

τ,t

dε̇
= 2µ

(
T uτ,t

)
θdt

(
1− h∗s

(
ε̇
∗
τ,t

))
J

(5.1)

En absence d’écrouissage cinématique, c’est-à-dire pour Ci (T u) = 0, i = 1, . . . , Nc, nous
obtenons les simplifications :
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s
τ,t

=
sp
τ,t

1 + 2µ
(
T uτ,t

)
θdtλ̇∗

(
ε̇
∗
τ,t

)
⇒

ds
τ,t

dε̇
=

2µ
(
T uτ,t

)
θdt

1 + 2µ
(
T uτ,t

)
θdtλ̇∗

(
ε̇
∗
τ,t

)J (5.2)

Cette linéarisation est également valable dans le cas du comportement élastique dans la
mesure où lorsque ε̇∗τ,t est nul, s

τ,t
est égal à sp

τ,t
. Il nous est donc à présent possible de

formuler le problème mécanique linéaire qui en découle.

5.1.2 Formulation théorique du problème mécanique linéarisé

Le problème mécanique (PMτ,t) , τ, t ∈ [tT0, tTf ], dans le cadre de la méthode inherent
strain rate, se formule en deux étapes comme suit :

— Étape 1 : Calcul du champ vτ,t ∈
(
H1 (Ωτ,t)

)3
et pτ,t ∈ L2 (Ωτ,t)

(
P(1)
Mτ,t

)



Trouver vτ,t ∈
(
H1 (Ωτ,t)

)3
et pτ,t ∈ L2 (Ωτ,t) , vérifiant :

Dans Ωτ,t

∇ · s∗
τ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
−∇pτ,t = 0

−∇ · vτ,t −
pτ,t

χ
(
T uτ,t

)
θdt

= −pτ + (1− θ) ṗτdt
χ
(
T uτ,t

)
θdt

− 3α (Tτ,t) Ṫτ,t

s∗
τ,t

=
(
1− h∗s

(
ε̇
∗
τ,t

))
sp
τ,t

+ h∗s
(
ε̇
∗
τ,t

)
X̃
τ

(
ε̇
∗
τ,t

)
Sur ∂Ωτ,t

vτ,t = 0 sur (∂Ωτ,t)u := Φ−1
τ,t ((∂Ωt)u) ,

σ∗
τ,t
· n = 0 sur (∂Ωτ,t)f := Φ−1

τ,t

(
(∂Ωt)f

)

(5.3)

Sous forme variationnelle,
(
P(1)
Mτ,t

)
se formule comme suit :

(
P(1)
Mτ,t

)



Trouver vτ,t ∈
(
H1 (Ωτ,t)

)3
tel que vτ,t|(∂Ωτ,t)u = 0,

et pτ,t ∈ L2 (Ωτ,t) , vérifiant :
∀w ∈

(
H1 (Ωτ,t)

)3
, tel que w|(∂Ωτ,t)u = 0,∫

Ωτ,t
s∗
τ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
: e (w)−

∫
Ωτ,t

pτ,t∇ · w = 0

∀q ∈ L2 (Ωτ,t) ,

−
∫

Ωτ,t
q∇ · vτ,t −

∫
Ωτ,t

pτ,t − pτ − (1− θ) ṗτdt
χ
(
T uτ,t

)
θdt

q +
∫

Ωτ,t
3α (Tτ,t) Ṫτ,t q = 0

Dans Ωτ,t

s∗
τ,t

=
(
1− h∗s

(
ε̇
∗
τ,t

))
sp
τ,t

+ h∗s
(
ε̇
∗
τ,t

)
X̃
τ

(
ε̇
∗
τ,t

)
(5.4)

— Étape 2 : Calculs, à partir du champ vτ,t, des champs s
τ,t
, εe

τ,t
, εvp
τ,t
∈
(
L2 (Ωτ,t)

)6
et

ρτ,t, ετ,t ∈ L2 (Ωτ,t) par les expressions :
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

Dans Ωτ,t

ε̇
(
vτ,t

)
= ε̇e

τ,t
+ ε̇vp

τ,t
, ε̇vp

τ,t
= λ̇ (ε̇τ,t)

(
s
τ,t
−X

τ,t

)
s
τ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
= (1− hs (ε̇τ,t)) spτ,t

(
ε̇
(
vτ,t

))
+ hs (ε̇τ,t) X̃τ

(ε̇τ,t)

ε̇τ,t =
στ,t − σY (T uτ,t)−Rε (ετ,t)
√

3m(Tuτ,t)+1
Kvp(T uτ,t)

m(Tuτ,t)−1

+
ρτ,t =

(
1− dtθ∇ · vτ,t

)
(ρτ + (1− θ) ρ̇τdt)

(5.5)

5.1.3 Formulation numérique du problème mécanique linéarisé

On considère dans cette partie, le maillage Thτ,t du domaine géométrique Ωτ,t avec
toutes ces propriétés de conformité, ainsi que les espaces d’approximations numériques
définis au chapitre 2 dans la partie présentant la discrétisation numérique de la modéli-
sation thermomécanique théorique du procédé DED.
Ainsi, le problème mécanique spatialement discrétisé noté (PMhτ,t) , τ, t ∈ [tT0, tTf ], dans
le cadre de la méthode inherent strain rate, en considération de la propriété des fonctions
bulles 2.88, se formule aux deux étapes suivantes :

— Étape 1 : Calculs des champs vhτ,t + vhbτ,t ∈ Vh3 ⊕ Vhb3 et phτ,t ∈ Vh

(
P(1)
Mτ,t

)



Trouver vhτ,t + vhbτ,t ∈ Vh3 ⊕ Vhb3 avec vhτ,t =
∑
J∈Uc

h

vjhτ,t (SJ)ϕJej ∈ Vh3,

vhbτ,t =
∑

l=1,...,NT
vjhblτ,tϕblej ∈ Vhb3, phτ,t =

N∑
J=1

phτ,t (SJ)ϕJ ∈ Vh, vérifiant :

∀ϕ
I,i
, I ∈ U c

h, i = 1, 2, 3,
FvI,i

(
vhτ,t, p

∗
hτ,t

)
=
∫

Ωhτ,t
s∗
hτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
: e
(
ϕ
I,i

)
−
∫

Ωhτ,t
phτ,t∇ · ϕI,i = 0

∀ϕ
bl,i
, l = 1, . . . ,NT , i = 1, 2, 3,

Fbl,i
(
vhbτ,t, phτ,t

)
=
∫

Ωhτ,t
s∗
hbτ,t

(
ε̇
(
vhbτ,t

))
: e
(
ϕ
bl,i

)
−
∫

Ωhτ,t
phτ,t∇ · ϕbl,i = 0

∀ϕI , I = 1, . . . ,N ,
FpI

(
vhτ,t, vhbτ,t, phτ,t

)
=

−
∫

Ωhτ,t
ϕI∇ ·

(
vhτ,t + vhbτ,t

)
−
∫

Ωhτ,t

phτ,t − phτ − (1− θ) ṗhτdt
χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

ϕI

+
∫

Ωhτ,t
3α (P0Thτ,t) Ṫhτ,t ϕI = 0

Dans Ωhτ,t

s∗
hτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
=
(
1− h∗s

(
ε̇
∗
hτ,t

))
sp
hτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
+ h∗s

(
ε̇
∗
hτ,t

)
X̃
∗
hτ

(
ε̇
∗
hτ,t

)
sp
hτ,t

= s
hτ

+ (1− θ) ṡ
hτ
dt+ 2µ

(
P0T

u
hτ,t

)
θdtė

(
vhτ,t

)
,

s∗
hbτ,t

(
ε̇
(
vhbτ,t

))
= 2µ

(
P0T

u
hτ,t

) (
1− h∗s

(
ε̇
∗
hτ,t

))
θdtė

(
vhbτ,t

)
(5.6)

— Étape 2 : Calculs, à partir de vhτ,t, des champs s
hτ,t
, εe
hτ,t
, εvp
hτ,t
∈ (Vh0)3×3

s et ρhτ,t, εhτ,t ∈
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Vh0 par les expressions :

Dans Ωhτ,t

ε̇
(
vhτ,t

)
= ε̇e

hτ,t
+ ε̇vp

hτ,t
, ε̇vp

hτ,t
= λ̇ (ε̇hτ,t)

(
s
hτ,t
−X

hτ,t

)
s
hτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
= (1− hs (ε̇hτ,t)) sphτ,t

(
ε̇
(
vhτ,t

))
+ hs (ε̇hτ,t) X̃hτ

(ε̇hτ,t)

ε̇hτ,t =
σhτ,t − σY (P0T

u
hτ,t)−Rε (εhτ,t)

√
3m(P0Tuhτ,t)+1

Kvp(P0T uhτ,t)

m(P0Tuhτ,t)
−1

+
ρhτ,t =

(
1− dtθ∇ · vhτ,t

)
(ρhτ + (1− θ) ρ̇hτdt)

(5.7)

Or, l’application de la condensation de bulle au présent problème mécanique (PMhτ,t) sui-
vant le même principe que celui appliquée au problème mécanique spatialement discrétisé
2.87, nous permet d’être affranchis de l’exigence de calcul de la composante bulle vhbτ,t
dans la résolution de ce problème. En effet, nous obtenons la reformulation ci-dessous de
l’étape 1 :

(
P(1)
Mhτ,t

)



Trouver vhτ,t =
∑
J∈Uc

h

vjhτ,t (SJ)ϕJej ∈ Vh3, phτ,t =
N∑
I=1

phτ,t (SJ)ϕJ ∈ Vh,

vérifiant :
∀ϕ

I,i
, I ∈ U c

h, i = 1, 2, 3,

FvI,i
(
vhτ,t, phτ,t

)
=

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′
s∗
hτ,t

(
ε̇

( 4∑
k=1

vjhτ,t
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)ej

))
: e
(
ϕ
I,i

)
−

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

phτ,t
(
SC(l′,k)

)
ϕC(l′,k)∇ · ϕI,i = 0

∀ϕI , I = 1, . . . ,N ,

FpI
(
vhτ,t, phτ,t

)
= −

∑
Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′
ϕi

4∑
k=1

vjhτ,t
(
SC(l′,k)

) ∂ϕC(l′,k)

∂Xj

−
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

K∗bbl′,jj′−1Kbpl′,j′k
∂ϕbl′

∂Xj

ϕI + ϕC(l′,k)

χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

ϕI

 phτ,t (SC(l′,k)
)

+
∑

Tl′ ,SI∈Tl′

∫
Tl′

4∑
k=1

phτ + (1− θ) ṗhτdt
χ
(
P0T uhτ,t

)
θdt

+ 3α (P0Thτ,t) Ṫhτ,t

(SC(l′,k)
)
ϕC(l′,k) ϕI = 0

(5.8)
Avec, K∗bbl,ij :=

∫
Tl

s∗
hbτ,t

(
ε̇
(
ϕblej

))
: e
(
ϕ
l,i

)
, ∀l = 1, . . . ,NT , i, j = 1, 2, 3

5.2 Origines de la méthode

Les origines de la méthode inherent strain rate reposent essentiellement sur l’évolution
de la distribution de la vitesse de déformation plastique cumulée ε̇ tout au long de la
période de construction de chaque cordon. La présentation de ce comportement passera
par la définition du filtrage au coefficient α ∈ ]0, 1[ près noté ε̇α de ce champ, ainsi que le
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calcul de la moyenne ε̇αmoy de ε̇α.

5.2.1 Filtrage et moyenne de la vitesse de déformation plastique
cumulée

Au cours de la construction du cordonMT , à l’instant t ∈ [tT0, tTf ], pour un coefficient
α ∈ ]0, 1[, nous définissons de la manière suivante le filtrage à α près ε̇αt de ε̇t, comme le
champ scalaire dans Ωt :

∀x ∈ Ωt, ε̇
α
t (x) =

 ε̇t (x) si ε̇t (x) ≥ αmax
Ωt

ε̇t

0 sinon
(5.9)

Le champ scalaire filtré moyen ε̇αmoyt est alors défini dans Ωt comme suit :

∀x ∈ Ωt, ε̇
α
moyt (x) =


1
|Ωα

t |

∫
Ωαt
ε̇t si x ∈ Ωα

t

0 sinon
Ωα
t :=

{
x ∈ Ωt, ε̇

α
t (x) > 0

} (5.10)

Dans toute la suite de ce rapport, nous prendrons α = 0.1.
La figure 5.1 nous donne, pour le mur, les profils respectifs des champs ε̇t, ε̇αt et ε̇αmoyt, à
l’instant t = t2 +LT/2vH , instant correspondant à la fin de la construction de la première
moitié du cordonMT3. Nous y observons une forte concentration des valeurs non nulles de
ε̇t au voisinage en dessous de la zone de chauffage, et une forme plus ou moins trapézoïdale
du support Ωα

t de ε̇αt et ε̇αmoyt.
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Figure 5.1 – Champs ε̇t, ε̇αt et ε̇αmoyt, à l’instant t = t2+LT/2vH (milieu de la construction
duMT3

5.2.2 Étude de l’évolution de la vitesse de déformation filtrée

Nous nous intéressons à l’évolution globale de ε̇αt , le long de la construction du cordon
MT3 du mur et de l’aube. En reprenant les notations du chapitre 3 (LT longueur du cordon
considéré, lT largeur du cordon), nous considérons les trois instants suivants : t2+ta, t2+tb,
et t2 + tc ; avec ta := 3lT

vH
, tb := LT

2vH
et tc := LT − 2lT

vH
. La figure 5.2 et la figure 5.3 nous

présentent en effet le profil de ε̇αt à ces trois instants observés sur les deux structures. Pour
le mur en particulier, nous considérons en plus le comportement axial de ce champ le long
de la construction des cordonsMT3,MT7 etMT11. Plus précisément, nous étudions pour
chacun de ces cordons, l’évolution temporelle du profil de ε̇αt sur l’axe du cordon inférieur.
La figure 5.4 nous donne en effet pour chaque cordonMTI , I ∈ {3, 7, 11}, les profils des
champs ε̇t, ε̇αt et ε̇αmoyt sur l’axe du cordon inférieur MTI−1 aux trois instants tI−1 + ta,
tI−1 + tb et tI−1 + tc.
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Figure 5.2 – Champ ε̇αt aux trois instants t2 + ta, t2 + tb, et t2 + tc dans le cas du mur
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Figure 5.3 – Champ ε̇αt aux trois instants t2 + ta, t2 + tb, et t2 + tc dans le cas de l’aube
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Figure 5.4 – Cas du mur. Profils axiaux des champs ε̇t, ε̇αt et ε̇αmoyt aux trois instants ta,
tb, et tc après le début de construction des couches : (a)MT3, (b)MT7 et, (c)MT11

Nous observons dans toutes ces figures :

— une forte concentration des valeurs non négligeables de ε̇t, et donc des valeurs non
nulles de ε̇αt dans une zone avoisinant la zone de chauffage et présentant de très
faibles dimensions par rapport à celles du domaine géométrique Ωt ;

— pour chaque cordon MTI , I ∈ {3, 7, 11}, des reproductions relativement similaires
du profil de ε̇αt ainsi que de sa valeur moyenne à t = tI−1 + ta aux instants ultérieurs
t = tI−1 + tb et t = tI−1 + tc.

En conclusion, pour chaque cordon en cours de construction et suffisamment éloigné du
substrat, la connaissance du profil de ε̇ατ en un instant donné τ , nous permet de prédire
ce champ aux instants ultérieurs de l’intervalle de construction, instants pour lesquels la
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frontière d’activation ΓTt est suffisamment éloignée de l’extrémité finale du cordon. Ainsi
cette estimation, destinée à approcher ε̇t, pourra donc être considérée non comme une
inconnue mais comme un paramètre du problème mécanique à résoudre. Ceci aura donc
pour effet principal de réduire la complexité de ce dernier, d’où les origines de la méthode
inherent strain rate.

5.3 Méthodes d’estimation de la vitesse de déforma-
tion plastique cumulée et applications

5.3.1 Méthodes d’estimation

L’estimation de la vitesse de déformation plastique ε̇τ,t repose sur un principe d’ap-
prentissage actualisé, c’est-à-dire un apprentissage renouvelé à chaque pas de temps des
périodes de chauffage et de refroidissement du système. En effet, pour chaque cordonMT

en construction au cours de l’intervalle [tT0, tTf ], il s’agit de calculer le champ ε̇∗τ,t, estima-
tion de ε̇τ,t à l’instant t ∈ [tT0, tTf ], à partir d’un ou plusieurs profils du champ ε̇ calculés
aux pas de temps précédents par le modèle standard ou par la méthode inherent strain
rate. Deux méthodes de calcul sont utilisées : le calcul de moyenne, utilisée en période de
chauffage, et l’interpolation linéaire en période de refroidissement.
En période de chauffage, c’est-à-dire pour t ∈

[
tT0, t

c
Tf

]
, le calcul de moyenne vise à cal-

culer le champ ε̇∗τ,t de manière à approcher ε̇αmoyτ,t, à base du champ ε̇τ calculé à l’instant
τ = t− dt ∈ [tT0, tTf ], suivant la méthodologie ci-dessous :

— Calcul de ε̇ατ et ε̇αmoyτ ;

— Définition arbitraire du domaine Ωα∗
τ,t avoisinant la zone de chauffage ΩH

Tτ,t := Φτ

(
ΩH
Tt0

)
et destiné à approcher Ωα

τ,t := Φ−1
τ,t (Ωα

t ) support de ε̇αmoyτ,t ;

— Définition de ε̇∗τ,t suivant la formule :

∀xτ ∈ Ωτ,t, ε̇
∗
τ,t (xτ ) :=


1
|Ωα∗

τ,t|

∫
Ωατ
ε̇τ si xτ ∈ Ωα∗

τ,t

0 sinon
(5.11)

La figure 5.5 nous donne, pour le mur et l’aube, un exemple de calcul du champ ε̇
∗
τ,t à

l’instant t = t2 + ta à partir du champ ε̇αmoyτ calculé à l’instant τ = t2 + ta. En effet, nous
définissons de manière générale le domaine géométrique Ωα∗

τ,t comme l’union d’un ou de
plusieurs pavés droits ou courbés dont les dimensions (longueur curviligne, épaisseur et
hauteur) sont calculées à partir de celles du domaine géométrique Ωα

τ .
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Figure 5.5 – Champ ε̇∗τ,t à t = t2 + ta + dt à base de ε̇αmoyτ , τ = t2 + ta : (a) pour le mur ;
(b) pour l’aube

En période de refroidissement, c’est-à-dire pour t ∈
[
tcTf , tTf

]
, l’extrapolation linéaire

vise à calculer le champ ε̇∗τ,t de manière à approcher ε̇τ,t, à base des champs eulériens ε̇τ ′
et ε̇τ calculés aux instants respectifs τ ′ < τ = t− dt ∈ [tT0, tTf ], suivant la formule :

∀xτ ∈ Ωτ,t, ε̇
∗
τ,t (xτ ) =

ε̇τ (xτ )− ε̇τ ′
(
Φ−1
τ ′,τ (xτ )

)
τ − τ ′

(t− τ ′) + ε̇τ ′
(
Φ−1
τ ′,τ (xτ )

)
(5.12)

5.3.2 Applications

Pour le mur et l’aube, elles se feront suivant le schéma suivant (figure 5.6) :

— Pour les premiers cordonsMT ∈ {MTI , I = 1, 2} :
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— Application du modèle standard de l’instant tT0 à l’instant tcTf + 2 ∗ lT
vH

;

— Application de la méthode inherent strain rate de l’instant tcTf + 2 ∗ lT
vH

+ dt à
l’instant tTf .

— Pour tous les cordons suivantsMT ∈ {MTI , I = 3, . . . , N} :

— Application du modèle standard de l’instant tT0 à l’instant tTa ∈
[
tT0, t

c
Tf

[
,

pour lequel l’interface ΓTtTa soit suffisamment éloignée de la section initiale S0

du cordon. En pratique, on prendra tTa = tT0 + ta = tT0 + 3 lT
vH

.

— Application de la méthode inherent strain rate de l’instant tTa + dt à l’instant
tTc ∈

]
tTa + dt, tcTf

[
, pour lequel l’interface ΓTtTc soit suffisamment éloignée de

la section finale Sf . En pratique, on prendra tTc = tT0 + tc = tT0 + 3LT − 2lT
vH

.

— Application du modèle standard de l’instant tTc + dt à l’instant tcTf + 2 ∗ lT
vH

;

— Application de la méthode inherent strain rate de l’instant tcTf + 2 ∗ lT
vH

+ dt à
l’instant tTf .

Figure 5.6 – Schéma d’application de la méthode inherent strain rate pour le mur et
l’aube

Les résultats portent essentiellement sur deux instants : l’instant t14 + tb, correspondant à
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la fin de la construction de la première moitié du cordonMT15, et l’instant final tN = tf ,
correspondant au refroidissement quasi-total du système totalMf ainsi construit.

Résultats à l’instant t14 + tb

Les champs de distorsion et de contraintes correspondant à l’application des deux
modèles, standard d’une part et inherent strain rate d’autre part, sont donnés dans les
figures 5.7-5.11.

Figure 5.7 – Champs de distorsions ut et de contraintes σ
t
à t = t14 + tb du mur. À

gauche, les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la
méthode inherent strain rate.
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Figure 5.8 – Application de la méthode inherent strain rate : Profils de distorsions u et
de contraintes σ à t = t14 + tb tracés le long des axes (A)i, (A)c et (A)f du mur
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Figure 5.9 – Champs de distorsions ut à t = t14 + tb de l’aube. À gauche, les résultats
obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la méthode inherent strain
rate.
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Figure 5.10 – Champs de contraintes σ
t
à t = t14 + tb de l’aube. À gauche, les résultats

obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la méthode inherent strain
rate.
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Figure 5.11 – Application de la méthode inherent strain rate : Profils de distorsions u
et de contraintes σ à t = t14 + tb tracés le long des axes (A)i, (A)c et (A)f de l’aube
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Nous observons de très bons accords entre les deux résultats, en distorsions comme
en contraintes, issus de ces deux modèles. Ceci révèle l’efficacité de la méthode inherent
strain rate en période de chauffage.

Résultats à l’instant final tf

Les champs de distorsion et de contraintes résiduelles suivant l’application des deux
modèles, standard et inherent strain rate, sont donnés dans les figures 5.12-5.16.

Figure 5.12 – Champs de distorsions u et de contraintes σ résiduelles au refroidissement
total du mur. À gauche, les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats
obtenus par la méthode inherent strain rate.
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Figure 5.13 – Application de la méthode inherent strain rate : Profils de distorsions u
et de contraintes σ résiduelles au refroidissement total tracés le long des axes (A)i, (A)c
et (A)f du mur
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Figure 5.14 – Champs de distorsions u résiduelles au refroidissement total de l’aube. À
gauche, les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats obtenus par la
méthode inherent strain rate.
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Figure 5.15 – Champs de contraintes σ résiduelles au refroidissement total de l’aube
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Figure 5.16 – Application de la méthode inherent strain rate : Profils de distorsions u et
de contraintes σ résiduelles au refroidissement total tracés le long des axes (A)i, (A)c et
(A)f de l’aube. À gauche, les résultats obtenus par le calcul complet ; à droite les résultats
obtenus par la méthode inherent strain rate.
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Nous observons un très bon accord entre les deux résultats, en distorsions comme en
contraintes résiduelles, issus de ces deux modèles. Ceci révèle l’efficacité de la méthode
inherent strain rate en période de refroidissement.

Évaluation de l’efficacité de la méthode inherent strain rate

Elle consiste à comparer sa complexité avec celle du modèle standard. En effet, pour un
calcul effectué sur 32 cœurs dans une parallélisation à mémoire partagée, le tableau 5.1 ci-
dessous nous donne, pour le mur et l’aube, les différentes durée de calcul de l’application
de ces deux modèles et le pourcentage de réduction de temps de calcul de la méthode
inherent strain rate.

Structure Modèle standard Méthode Inh. str.rate Gain en temps
Mur 131h16min 25h04min 5
Aube 133h02min 24h29min 5

Table 5.1 – Temps de calcul des applications de la méthode inherent strain rate et du
modèle standard

Nous pouvons donc observer que l’application de la méthode inheren strain rate en géomé-
trie simple comme complexe nous permet d’obtenir de bonnes approximations numériques
avec au moins cinq fois moins de temps de calcul.

Conclusion

Ce chapitre avait pour objet de développer la méthode inherent strain rate comme
version temporelle de la méthode inherent strain nous permettant de bien approcher
les distorsions et contraintes de la pièce en cours de construction. Pour ce faire, nous
avons tout d’abord présenté le principe de cette méthode par la linéarisation de la loi
de comportement élasto-viscoplastique discrétisée et donc la linéarisation du problème
mécanique à résoudre permettant de calculer plus simplement et plus rapidement les
champs de vitesse et de pression. Nous avons également présenté les origines de cette
méthode, essentiellement fondée sur la reproduction plus ou moins conforme du profil du
filtrage de la vitesse de déformation plastique cumulée d’un instant à l’autre, tout au long
de la construction de chaque cordon du système. Ainsi, la connaissance de ce profil à un
instant donné nous permet de le prédire aux instants suivants. Les applications de cette
méthode ont porté sur le mur et l’aube. Contrairement à celles de la méthode inherent
strain développée au précédent chapitre, elles se sont révélées très efficaces avec un très
bon accord de ses résultats, en distorsions comme en contraintes, avec ceux du modèle
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standard, en période de chauffage, comme en période de refroidissement. Le facteur de
gain en temps de calcul s’élevant à 5 reste toutefois bien inférieur à celui de la méthode
inherent strain s’élevant à 20.
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Chapitre 6

Conclusions et perspectives
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6.1 Conclusions

Ce projet de thèse a eu pour objet le développement d’un modèle numérique efficace de
simulation thermomécanique macroscopique par éléments finis du procédé de fabrication
additive DED (directed energy deposition). Il s’est articulé en différents points que sont
les travaux bibliographiques, la modélisation thermomécanique du DED, l’application et
validation du modèle numérique développé, le développement et la mise en œuvre de la
méthode inherent strain et de la méthode inherent strain rate.

Les travaux bibliographiques, présentés au chapitre 1 du présent document, nous ont
permis de recenser et d’étudier les modèles numériques existant dans la littérature, no-
tamment leurs efficacités et leurs limitations. Ces dernières ont principalement été :

— Les non prises en compte des interactions thermiques entre gaz protecteur et faisceau
laser, et entre pièce construite et matière entrante ;

— la loi de comportement mécanique limitée à l’élasto-plasticité parfaite ou avec écrouis-
sage isotrope ;

— l’incapacité de l’approche inactive element à calculer la position géométrique de la
matière au moment de son dépôt ;
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— l’incapacité de l’approche quiet element à calculer la position géométrique de la ma-
tière au moment de son dépôt sans surestimation du module d’Young des éléments
dormants ;

— l’incapacité de la méthode inherent strain de reproduire approximativement les dis-
torsions et contraintes résiduelles d’une pièce construite par DED.

La modélisation thermomécanique du DED, faite dans le chapitre 2, apporte des solu-
tions à ces limitations mis à part la dernière. En effet, en ce qui concerne les interactions
thermiques, nous avons pris en compte l’interaction gaz protecteur/faisceau laser par une
loi gaussienne modélisant l’élévation de température du gaz protecteur et intervenant
dans les expressions de flux de convection et de rayonnement. Nous avons également pris
en compte l’interaction pièce construite/matière entrante par l’équation aux interfaces
de Rankine Hugoniot relative à l’entropie. En ce qui concerne la loi de comportement
mécanique, nous avons adopté la loi de comportement élasto-viscoplastique avec écrouis-
sage mixte (isotrope et cinématique non linéaire) proposée par Chaboche et al. [60, 64] ;
laquelle nous a permis de définir un module tangent consistent plus général que celui de la
loi de comportement élasto-viscoplastique à écrouissage isotrope calculé par Jaouen [66] et
numériquement implémentée dans la librairie CimLib du CEMEF. En ce qui concerne la
position géométrique de la matière au moment de son dépôt, comme solution nous avons
proposé de calculer la distorsion du domaine inactif par une stratégie de minimisation de
distorsion et de déformation sous contraintes d’incompressibilité et de distorsion imposée
à l’interface entre domaine actif et domaine inactif.

L’application et la validation du modèle numérique développé, faites dans le chapitre
3, nous ont permis de démontrer la pertinence du modèle numérique développé, princi-
palement par l’étude de convergence, la comparaison à la méthode quiet element et la
validation expérimentale. En effet, l’étude de convergence a montré de bons résultats sous
les aspects temporel et spatial. La comparaison à la méthode quiet element, a démontré
la grande efficacité du calcul des distorsions des éléments non actifs par la stratégie de
minimisation de l’intensité des déformations et des distorsions, en ce que, contrairement
à la méthode quiet element, elle permet d’obtenir des distorsions à la fois régulières et
de très faibles amplitudes de ces éléments notamment dans les zones très éloignées de
l’interface géométrique entre les domaines actif et non actif. La validation expérimentale,
quant à elle, a été effectuée sur la base des résultats de Biegler et al. [45, 46]. Pour ce qui
est de la thermique, nous avons montré de bons accords entre les résultats numériques
et les données expérimentales, notamment du fait de la prise en compte de l’élévation
de la température du gaz protecteur par le faisceau laser. Mais pour ce qui est de la
mécanique, la comparaison avec les mesures expérimentales a montré des écarts signifi-
catifs en termes de déplacements. Toutefois dans l’ensemble nous avons observé un bon
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accord qualitatif. Un meilleur accord quantitatif pourra dans l’ensemble être obtenu sous
réserve d’une meilleure calibration de l’efficacité énergétique, d’une meilleure caractérisa-
tion quantitative des différents paramètres de la loi de comportement mécanique adoptée,
d’une meilleure définition des conditions aux limites et éventuellement de mesures expé-
rimentales plus précises.

La méthode inherent strain, développée dans le chapitre 4, a apporté une amélioration
du calcul du champ inherent strain incrémental, paramètre de sollicitation mécanique
intervenant dans le problème mécanique non linéaire à résoudre relatif à chaque cordon
déposé. En effet, les tests de validation de la nouvelle méthode de calcul de ce champ,
basée sur une méthode inverse appliquée à la loi de comportement mécanique non linéaire,
ont montré de meilleurs résultats que ceux de la méthode de calcul initialement proposée
par Liang et al. [44]. Cependant, cette nouvelle méthode, comme celle de Liang et al,
fait appel au modèle standard. Par conséquent, afin de rendre la méthode inherent strain
compétitive, l’utilisation du modèle standard pour le calcul des champs inherent strain
incrémentaux doit être minimisé. A cet effet, deux méthodes d’estimation des champs
inherent strain incrémentaux ont été proposées et développées : le calcul de moyenne et
le transport de profil. Le principe de ces méthodes consiste à estimer les champs inherent
strain incrémentaux des cordons supérieurs à partir des champs inherent strain incrémen-
taux des premiers cordons, dits cordons d’apprentissage, champs calculés par la nouvelle
méthode proposée. Ces deux méthodes ont fait l’objet d’application dans le calcul des dis-
torsions et contraintes résiduelles du mur et de l’aube de turbine. Bien que présentant des
facteurs de gain en temps de calcul de l’ordre de 20, des écarts ont été observés entre les
distorsions et contraintes de ces deux méthodes et celles du modèle standard. Toutefois le
transport s’est révélé plus efficace que le calcul de moyenne uniquement sur les distorsions
suivant les directions tangentielle et verticale, les distorsions suivant la direction normale
étant de faible amplitude par rapport à celles du modèle standard. Cet écart étant forte-
ment lié à la complexité de la géométrie de l’aube de turbine et à la non-actualisation de
l’apprentissage, la méthode inherent strain, de manière globale, en dépit des améliorations
que nous lui avons apportées voit son efficacité réduite aux géométries simples (de très
faibles courbures).

La méthode inhrent strain rate, développée au chapitre 5, apparaît comme la version
temporelle de la méthode inherent strain, dans la mesure où elle vise à calculer approxi-
mativement et plus simplement les distorsions et contraintes de la pièce tout au long de sa
construction. Ce calcul approximatif et simple part de la linéarisation de la loi de compor-
tement mécanique, menant ainsi à la résolution d’un problème mécanique linéarisé faisant
intervenir un paramètre scalaire calculé de manière à approcher la vitesse de déformation
plastique cumulée. Il a été montré dans ce chapitre, que la méthode inherent strain rate
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trouve son origine dans le transport plus ou moins conforme du profil de la vitesse de
déformation cumulée au voisinage de la zone de chauffage le long du cordon en cours de
construction pour les zones suffisamment éloignées de ses extrémités. Ainsi, en période de
construction du cordon, la connaissance à un instant donné du profil de ce champ peut
permettre d’estimer son profil à un instant ultérieur. En période de refroidissement, une
technique d’interpolation linéaire est développée. L’application de cette méthode dans le
calcul des distorsions et contraintes de la pièce tout au long de sa construction nous a
donné de très bons résultats : l’accord entre les résultats de la méthode inherent rate et
ceux du modèle standard est excellent en période de chauffage et en période de refroidis-
sement. Le facteur de gain en temps de calcul a été évalué à 5 soit quatre fois plus petit
que celui de la méthode inherent strain, mais avec des résultats beaucoup plus fiables.

6.2 Perspectives

Les perspectives portent sur trois différents points : la modélisation théorique, la mo-
délisation numérique, la réduction de complexité.

6.2.1 La modélisation théorique

Les perspectives envisageables dans ce cadre sont :

— la poursuite de l’étude de validation expérimentale mécanique et thermique ;

— la modélisation de la thermofluidique du gaz protecteur permettant un calcul plus
précis de son élévation de température, de son écoulement autour de la pièce construite
et une définition plus précise des flux thermiques de convection et de rayonnement
avec la pièce en construction ;

— le couplage entre modélisation thermomécanique et modélisation thermo-métallurgique
permettant de simuler les évolutions de microstructure en vue d’une meilleure ca-
ractérisation de la loi de comportement mécanique, éventuellement anisotrope ;

— le couplage entre modélisation thermomécanique macroscopique et modélisation
thermomécanique mésoscopique qui devrait inclure pour cette dernière la thermo-
fluidique du bain de fusion.

6.2.2 La modélisation numérique

Les perspectives envisageables dans ce cadre sont :

— l’adoption d’un schéma adaptatif de discrétisation temporelle en période de refroi-
dissement à partir du θ-schéma développé au chapitre 2 ;

— l’adoption d’un maillage adaptatif en période de construction de la pièce dans lequel
l’interface entre le domaine actif et le domaine inactif soit conformément représentée ;
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— l’implémentation informatique du modèle numérique dans la librairie CimLib.

6.2.3 La réduction de complexité

Les perspectives envisageables dans ce cadre sont :

— le développement de la méthode de réduction d’ordre de modèle de type POD-
Galerkin et son couplage avec la méthode inherent strain rate ;

— le couplage entre méthode inherent strain et inherent strain rate dans lequel la
méthode inherent strain rate serait utilisée à la place du modèle standard lors du
calcul des champs inhrent strain incrémentaux d’apprentissage ;

— l’amélioration de la méthode inherent strain par l’intégration de l’actualisation de
l’apprentissage dans l’estimation des champs inherent strain incrémentaux. Ce der-
nier axe semble le plus à même d’offrir à relativement court terme un gain en temps
de calcul comparable à la méthode de inherent strain et une qualité de résultats
comparable à la méthode inherent strain rate
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Chapitre 7

Annexe : Propriétés
thermophysiques et
thermomécaniques de l’acier
inoxydable 316L

Il est question dans cette annexe de déterminer les propriétés thermophysiques et
thermomécaniques intervenant dans les équations modélisant la thermomécanique du
procédé DED. Au préalable, nous présenterons, et comparerons le cas échéant, les
différentes données issues de la littérature scientifique.

Contents
7.1 Propriétés thermophysiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233

7.1.1 Températures de solidus et liquidus . . . . . . . . . . . . . . . 234
7.1.2 Masse volumique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
7.1.3 Chaleur massique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
7.1.4 Conductivité thermique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
7.1.5 Coefficient de dilatation thermique . . . . . . . . . . . . . . . . 235
7.1.6 Choix des valeurs des propriétés thermophysiques . . . . . . . . 236

7.2 Propriétés thermomécaniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
7.2.1 Comportement élastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
7.2.2 Comportement viscoplastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
7.2.3 Valeurs des coefficients du comportement élasto-viscoplastique 241

7.1 Propriétés thermophysiques

Il s’agit essentiellement de :
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— les températures de solidus (Ts) et de liquidus (Tl) ;

— la masse volumique (ρ (T ))

— la chaleur massique (cp (T )) ;

— la conductivité thermique (κ (T )) ;

— le coefficient de dilatation thermique (α (T )) ;

7.1.1 Températures de solidus et liquidus

Le tableau ci-dessous présente les différentes valeurs de ces températures issues des
revues scientifiques ainsi que leurs auteurs respectifs.

Auteur Ts (K) Tl (K)
Biegler [45] 1553 1723
Kim [67] 1670 1730

Nous observons un bon accord des températures de liquidus contrairement aux tempéra-
tures de solidus.

7.1.2 Masse volumique

Les différents auteurs des différentes valeurs de ρ (T ) fonction de la température T
sont :

— Depradeux [72] ;

— Kim [67].

La figure 7.1 ci-dessous nous présente les courbes correspondantes. Nous y observons un
bon accord.

Figure 7.1 – Différentes courbes de ρ (T )
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7.1.3 Chaleur massique

Les différents auteurs des différentes valeurs de cp (T ) fonction de la température T
sont :
— Biegler [46] ;
— Depradeux [72] ;
— Muránsky [68] ;
— Kim [67].

La figure 7.2 ci-dessous nous présente les courbes correspondantes. Nous observons entre
elles un bon accord jusqu’à la température 1700K.

Figure 7.2 – Différentes courbes de cp (T )

7.1.4 Conductivité thermique

Les différents auteurs des différentes valeurs de κ (T ) fonction de la température T
sont :
— Biegler [46] ;
— Depradeux [72] ;
— Muránsky [68] ;
— Kim [67].

La figure 7.3 ci-dessous nous présente les courbes correspondantes. Nous y observons un
bon accord jusqu’à la température 1700K.

7.1.5 Coefficient de dilatation thermique

Les différents auteurs des différentes valeurs de α (T ) fonction de la température T
sont :
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Figure 7.3 – Différentes courbes de κ (T )

— Biegler [46] ;

— Depradeux [72] ;

— Muránsky [68] ;

— Kim [67].

La figure 7.4 ci-dessous nous présente les courbes correspondantes. Nous y observons dans
l’ensemble un bon accord entre ces courbes, en particulier entre la courbe de Biegler et
celle de Muránsky, puis entre la courbe de Kim et celle de Depradeux.

Figure 7.4 – Différentes courbes de α (T )

7.1.6 Choix des valeurs des propriétés thermophysiques

En raison de leurs exhaustivités, de leur proximité avec les données thermophysiques
des autres auteurs, nous utiliserons, à l’exception du coefficient de dilatation thermique, les
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données de Kim à l’état solide, compte tenu l’échelle macroscopique de notre modélisation
thermomécanique du procédé DED. Ces données thermophysiques sont données par les
équations :

ρ (T ) = 8084.2− 0.042086T − 3.8942× 10−5T 2
(
kg.m−3

)
cp (T ) = 458.9848 + 0.1328T

(
J.(Kg.K)−1

)
κ (T ) = 9.248 + 0.01571T

(
W.(m.K)−1

) (7.1)

7.2 Propriétés thermomécaniques

Nous nous proposons dans cette partie de les regrouper par comportement mécanique.
En effet, nous les présenterons pour chacun des comportements mécaniques élémentaires
que sont : les comportements élastique et viscoplastique.

7.2.1 Comportement élastique

Il est principalement donné par le module d’Young E (T ) et le coefficient de Poisson
ν (T ) dont les expressions en fonction des modules de cisaillement µ (T ) et de compression
χ (T ) sont données par :

E (T ) = 9χ (T )µ (T )
3χ (T ) + µ (T ) , ν (T ) = 3χ (T )− 2µ (T )

2 (3χ (T ) + µ (T ))
⇔ µ (T ) = E (T )

2 (1 + ν (T )) , χ (T ) = E (T )
3 (1− 2ν (T ))

(7.2)

Les différents auteurs des différentes valeurs de E (T ) et ν (T ) fonction de la température
T sont :

— Biegler [46] ;

— Muránsky [68] ;

— Depradeux [72].

La figure 7.5 ci-dessous nous présente les courbes correspondantes. Dans la figure 7.5.(a),
nous observons de bons accords des différentes courbes de E (T ) jusqu’à 1000K ; les
courbes de Muránsky et Depradeux présentant cependant un très bon accord au delà
de cette température.

7.2.2 Comportement viscoplastique

Il se caractérise entre autres par la limite d’élasticité initiale σy (T ) et les courbes
d’écrouissage σ = f (ε) pour différentes valeurs de température et en fonction de la vitesse
de déformation imposée dans le cadre d’un essai de traction donné. Les différents auteurs
de ces données sont :
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Figure 7.5 – Différentes courbes de E (T ) et ν (T )

— Biegler [46] ;

— Muránsky [68] ;

— Depradeux [72].

Nous précisons que seul Depradeux de ces quatre auteurs présente des essais de traction
pour deux différentes valeurs de vitesse de déformation que sont : 2, 5 × 10−3s−1 (essai
rapide) et 2, 5× 10−4s−1 (essai lent).
La figure 7.6 ci-dessous nous présente les courbes de σy (T ) des différents auteurs. Nous y
observons :

— une importante décroissance des valeurs de σy (T ) avec l’augmentation de T ;

— de faibles accords, dans l’ensemble, des différentes valeurs de σy (T ), surtout pour
de faibles valeurs de T ;

— de bons accords entre les courbes de Múransky et Depradeux (essai lent) à partir
de 600K ;

— la sensibilité à la vitesse de déformation de σy (T ) à partir de 1073K.

La figure 7.7 ci-dessous nous présente les courbes d’écrouissage de Biegler pour différentes
valeurs de T . Nous y observons principalement une importante diminution de l’écrouissage
avec l’augmentation de T . La figure 7.8 ci-dessous nous présente les courbes d’écrouissage
de Múransky pour différentes valeurs de T . Nous y observons également une importante
diminution de l’écrouissage avec l’augmentation de T , et par rapport à celles de Biegler,
une stabilisation plus rapide des valeurs de σ. La figure 7.9 ci-dessous nous présente les
courbes d’écrouissage de Depradeux pour différentes valeurs de T , suivant les deux vitesses
de déformation données ci-dessus. Nous y observons :

— une importante diminution de l’écrouissage avec l’augmentation de T

— de faibles sensibilités à la vitesse de déformation jusqu’à 873K ;

238



7.2. PROPRIÉTÉS THERMOMÉCANIQUES

Figure 7.6 – Différentes courbes de σy (T )

Figure 7.7 – Courbes d’écrouissage de Biegler

Figure 7.8 – Courbes d’écrouissage de Múransky
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— d’importantes sensibilités à la vitesse de déformation à partir de 1073K, mettant
ainsi en évidence l’effet visqueux des déformations plastiques du matériau aux hautes
températures.

Figure 7.9 – Courbes d’écrouissage de Depradeux

La figure 7.10 ci-dessous nous présente des comparaisons des différentes courbes d’écrouis-
sage pour quelques valeurs de T : 293K, 1073K, 1173K et 1273K. Nous y observons :

— pour T = 293K (figure 7.9.(a)), un accord moyennement bon des courbes de Biegler,
Muránsky, et de l’allure des deux courbes de Depradeux pour des valeurs suffisam-
ment importantes de ε ;

— pour T = 1073K (figure 7.9.(b)), un bon accord de l’allure de la courbe Depradeux
(essai lent) et de la courbe de Biegler ;

— pour T = 1173K et T = 1273K (figure 7.9.(c)-(d)), un faible accord de l’allure des
courbes de Depradeux et des courbes de Biegler et Múransky.
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Figure 7.10 – Comparaison des courbes d’écrouissage des différents auteurs

7.2.3 Valeurs des coefficients du comportement élasto-viscoplastique

Ces valeurs sont présentées suivant les données d’écrouissage de chacun des trois au-
teurs cités ci-dessus.

1. Suivant les données de Biegler :
Nous négligeons l’écrouissage cinématique et considérons la fonction d’écrouissage
isotrope Rε comme une fonction puissance, soit l’expression :

Rε (ε) = H (T ) εn(T ), ∀ε ≥ 0 (7.3)

Ainsi, les coefficients de la loi de comportement élasto-viscoplastique, fonctions de
la température T , sont donnés dans le tableau ci-dessous :

T (◦C) 20 200 400 600 800 1000 1200 1400
σY (T ) (MPa) 275 198 157 145 100 60 22.75 5.8
H (T ) (MPa) 550 500 400 400 350 0 0 0
n (T ) 0.55 0.56 0.58 0.59 0.61 0.36 0.36 0.36
Kvp (T ) (MPa.s−m) 0 0 0 40 140 100 80 60
m (T ) 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3

Table 7.1 – Coefficients de la loi de comportement élasto-viscoplastique suivant les don-
nées d’écrouissage de Biegler
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2. Suivant les données de Depradeux :
Nous négligeons également l’écrouissage cinématique et considérons la même fonc-
tion puissance 7.3 pour la fonction d’écrouissage isotrope Rε. Les coefficients de la
loi de comportement élasto-viscoplastique, fonctions de la température, sont ainsi
donnés dans le tableau ci-dessous :

T (◦C) 20 200 400 600 800 1000 1200 1400
σY (T ) (MPa) 310 230 207 159 90 37 19.73 2.1
H (T ) (MPa) 550 500 400 400 350 0 0 0
n (T ) 0.45 0.45 0.45 0.45 0.45 0.45 0.45 0.45
Kvp (T ) (MPa.s−m) 0 0 0 40 140 100 80 60
m (T ) 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3

Table 7.2 – Coefficients de la loi de comportement élasto-viscoplastique suivant les don-
nées d’écrouissage de Depradeux

3. Suivant les données de Muránsky : Nous considérons deux cas de définition des
coefficients de la loi de comportement élasto-viscoplastique : le cas d’écrouissage
isotrope et le cas d’écrouissage mixte.
Dans le cas d’écrouissage isotrope, nous considérons également la même fonction
puissance 7.3 pour la fonction d’écrouissage isotrope Rε. Les coefficients de la loi de
comportement élasto-viscoplastique, fonctions de la température, sont ainsi donnés
dans le tableau ci-dessous :

T (◦C) 20 275 550 750 900 1000 1100 1400
σY (T ) (MPa) 120.6 91.12 82.6 66. 65.5 31.82 19.73 2.1
H (T ) (MPa) 522.2 478.3 447.2 262.5 10.9 0 0 0
n (T ) 0.230 0.269 0.300 0.245 0.270 0.270 0.270 0.270
T (◦C) 20 200 400 600 800 1000 1200 1400
Kvp (T ) (MPa.s−m) 0 0 0 40 140 100 80 60
m (T ) 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3

Table 7.3 – Coefficients de la loi de comportement élasto-viscoplastique à écrouissage
isotrope (Nc = 0) suivant les données d’écrouissage de Muránsky

Dans le cas d’écrouissage mixte, nous considérons l’écrouissage cinématique avec un
nombre de composantes s’élevant à 2 (Nc = 2) et considérons la fonction d’écrouis-
sage isotrope Rε comme une fonction à variation exponentielle, soit l’expression :

Rε (ε) = Q (T )
(
1− e−b(T )ε

)
, ∀ε ≥ 0 (7.4)
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Les coefficients de la loi de comportement élasto-viscoplastique, fonctions de la tem-
pérature, sont ainsi donnés dans le tableau ci-dessous :

T (◦C) 20 275 550 750 900 1000 1100 1400
σY (T ) (MPa) 125.6 97.6 90.9 71.4 66.2 31.82 19.73 2.1
Q (T ) (MPa) 153.4 154.7 150.6 57.9 0 0 0 0
b (T ) 6.9 6.9 6.9 6.9 6.9 6.9 6.9 6.9
C1 (T ) (GPa) 156.435 100.631 64.341 56.232 0 0 0 0
γ1 (T ) 1410.9 1410.9 1410.9 1410.9 1410.9 1410.9 1410.9 1410.9
C2 (T ) (GPa) 6.134 5.568 5.227 4.108 0.292 0 0 0
γ2 (T ) 47.19 47.19 47.19 47.19 47.19 47.19 47.19 47.19
T (◦C) 20 200 400 600 800 1000 1200 1400
Kvp (T ) (MPa.s−m) 0 0 0 40 140 100 80 60
m (T ) 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3

Table 7.4 – Coefficients de la loi de comportement élasto-viscoplastique à écrouissage
mixte (Nc = 2) suivant les données d’écrouissage de Muránsky
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MOTS CLÉS

Fabrication additive, simulation numérique, éléments finis, Inherent strain, Inherent strain rate

RÉSUMÉ

Une simulation thermomécanique par éléments finis est développée pour le procédé de fabrication additive DED (directed
energy deposition). La simulation est conduite à l’échelle de la pièce, en modélisant le dépôt progressif de matière et la
source d’énergie. Une expression générale du module tangent consistent est dérivée et implémentée dans la résolution
par éléments finis, dans le cas d’un comportement élasto-viscoplastique avec des écrouissages de type isotrope et
cinématique non linéaire. Pour calculer incrémentalement les champs de déplacement, de déformation et de contrainte,
une formulation théorique du problème cinématique de positionnement est proposée pour minimiser la distorsion de
la fraction non construite en considérant les informations de déplacement et de déformation actuelles. L’analyse de
convergence de la simulation développée est effectuée à la fois d’un point de vue temporel et spatial. La validation
est effectuée par comparaison avec des résultats expérimentaux de la littérature pour les cas d’un mur rectiligne et
d’une aube de turbine présentant une forte courbure. Pour réduire le temps de calcul, une méthode de type "inherent
strain" est d’abord proposée, dans laquelle l’inherent strain est déterminée sur quelques cordons, de manière exacte,
par une méthode inverse basée sur les résultats de simulation du calcul élasto-visco-plastique standard. Cependant,
lorsqu’on applique cette inherent strain dans une simulation couche par couche de la pièce entière, les résultats sont
significativement dégradés par rapport à la solution de référence donnée par le calcul standard. Ceci est confirmé, quel
que soit le mode d’application de l’inherent strain : uniforme, ou distribution spatiale dans chaque couche. En particulier
les écarts à la référence augmentent dans le cas courbe de l’aube de turbine. Pour résoudre ces problèmes, une nouvelle
méthode dite "inherent strain rate" est proposée, consistant à linéariser le calcul de dépôt progressif. Pour ce faire, le
scalaire vitesse de déformation plastique équivalente est considéré comme étant l’inherent strain rate. Au cours de la
simulation du processus, le calcul basé sur la méthode inherent strain rate est combiné avec le calcul standard, conservé
pour simuler les extrémités de chacun des cordons. Grâce à cette combinaison et à une mise à jour en ligne de l’inherent
strain rate, des résultats parfaits sur les déformations et contraintes sont obtenus pour le mur et l’aube de turbine. Dans
cette première version de recherche, la simulation est accélérée d’un facteur 5, ce qui rend la méthode inherent strain
rate proposée très prometteuse pour la simulation des procédés de fabrication additive.

ABSTRACT

A thermo-mechanical finite element simulation is developed for additive manufacturing by directed energy deposition
(DED). The simulation is conducted at the scale of the part, by modelling the progressive deposition of matter and
the energy source. A general expression of the consistent tangent modulus is derived and implemented in the finite
element resolution, considering an elastic-viscoplastic behavior with both isotropic and non-linear kinematic hardening.
To incrementally resolve the displacement, strain and stress fields, a theoretical formulation for the kinematic positioning is
proposed to minimize the distortion of the non-constructed fraction by considering current displacement and strain in the
constructed part. The convergence analysis of the developed simulation is verified by both temporal and spatial aspects.
The validation is obtained by comparison with experimental results taken from the literature for the cases of a straight
vertical wall and a turbine blade showing a strong curvature. To reduce the computational time, an incremental inherent
strain method is first proposed, where the inherent strain is determined by an inverse method based on simulation results
from the standard elastic-viscoplastic calculation applied to a few tracks. However, when applying this inherent strain in
the case of a simulation of entire parts, the results are severely degraded with respect to the reference solution given by
the standard simulation. This is confirmed, whatever the method to apply inherent strains: uniform, or spatially distributed
in each new layer. Especially the results become worse for the highly curved turbine blade structure. To resolve such
problems, a new "inherent strain rate" method is proposed, consisting of a linearization of the progressive calculation.
This is obtained by considering the scalar equivalent viscoplastic strain rate as the inherent strain rate. During the process
simulation, the inherent strain rate-based calculation is combined with the standard calculation which is kept to simulate
the ends of each track. Thanks to this combination, and to a continuous updating of the inherent strain rate, perfect results
are obtained for both the single wall and the turbine blade, with a time gain of 5. This makes the proposed inherent strain
rate method very promising for additive manufacturing process simulation.

KEYWORDS

Additive manufacturing, Numerical simulation, Finite element, Inherent strain, Inherent strain rate
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