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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Contexte général

1.1.1 Le projet FIMALIPO

Le sable à liant polyuréthane est utilisé dans les fonderies d’alliage d’aluminium. Dans ces
travaux, nous nous sommes intéressés au moulage de culasses de moteurs thermiques pour l’au-
tomobile. Ce sont des pièces moulées comportant des cavités internes qui sont, entres autres, les
circuits de refroidissement en eau ainsi que les admissions et échappements de carburant. Afin
de mouler ces conduits, des noyaux de fonderie sont utilisés. Ces noyaux sont généralement
constitués de sable et d’un liant - ici du polyuréthane. Cet ajout de liant, artificiel ou non, permet
de donner une meilleure rigidité au sable et de meilleures propriétés mécaniques. Ainsi le sable
lié peut être mise en forme pour être placé dans le moule (étape dite de noyautage) et doit aussi
résister à la coulée de l’aluminium. Le sable lié permet de mouler des formes de faible section,
comme les noyaux d’eau d’une culasse présentés en Figure 1.1.

FIGURE 1.1 – Noyau d’eau d’une culasse

Du fait des normes environnementales européennes, les constructeurs automobiles ont pour
objectif l’allégement des véhicules, ce qui permet une réduction d’émission de CO2. Afin de ré-
duire le poids des voitures, les pièces de moteur peuvent être miniaturisées. Ces enjeux vont donc
impacter directement le design des culasses et de leurs cavités internes, de plus en plus petites
et complexes. L’extraction des noyaux de fonderie après coulée et solidification de l’aluminium
devient donc de plus en plus complexe. Cette étape demeure cruciale pour l’amélioration de la
qualité des culasses. On nomme cette étape le "débourrage". Elle consiste au martelage de la
pièce au niveau de ses masselottes suivi d’une mise en vibration afin de faire écouler les noyaux
fragmentés. Cet écoulement est d’ailleurs rendu plus difficile par la réduction des sections des
cavités internes. Il faut donc fragmenter encore plus les noyaux afin qu’ils s’écoulent.
De plus, il est à noter que le taux d’acceptation de sable dans les culasses a été divisé par 10 en
10 ans, passant de 2,5 g à 250 mg.
La qualité du processus de production de culasses se retrouve donc très fortement lié à la bonne
conduite du débourrage. Bien que les noyaux soient employés par les fonderies depuis des di-
zaines d’années, leurs propriétés mécaniques sont encore bien méconnues.

Cette thèse s’inscrit dans le projet ANR FIMALIPO, pour Fissuration de Matériaux à Liant
Polymère. Le projet est issu d’une collaboration entre Linamar Montupet, le laboratoire MA-
TEIS de l’INSA de Lyon et le Centre des Matériaux des Mines de Paris. Le projet FIMALIPO
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se divise en deux études, une expérimentale et une numérique. L’aspect expérimental du projet
est réalisé au MATEIS à Lyon au travers de la thèse de Claire Menet soutenue en décembre 2016
(voir Menet (2017)). Les travaux de Claire Menet ont permis d’avoir une base de données com-
plète et pertinente des propriétés mécaniques des noyaux de fonderie. L’étude inclut notamment
l’impact de la température de vieillissement θ qui va provoquer une dégradation de la résine et
donc une altération des propriétés mécaniques des noyaux. L’aspect modélisation/simulation a
été effectué durant cette présente thèse. La base de données expérimentale a servi à mettre au
point, calibrer et valider un modèle élastoplastique en vue de la modélisation du débourrage des
culasses.

1.1.2 Cycle de vie d’un noyau de fonderie

Les noyaux sont produits, détruits et recyclés par Montupet. Le cycle de vie d’un noyau de
fonderie contient 5 étapes :

1. Noyautage

2. Coulée de l’aluminium

3. Refroidissement de la pièce

4. Débourrage

5. Recyclage

On appelle noyautage l’étape consistant à préparer les noyaux en sable. Le mélange sable-
liant est d’abord malaxé afin de le rendre homogène. Ensuite, il est injecté dans la boîte à noyaux
pour être ensuite durci. La panoplie des noyaux est après ébavurée et assemblée.
Le noyautage est très dépendant du liant considéré. Dans le cas du liant polyuréthane, le durcisse-
ment de la résine se fait par réticulation (polycondensation ou polyaddition). La polymérisation
de la résine s’effectue grâce au procédé de Ashland (dit boîte froide ou cold box). Deux résines
différentes sont utilisées et le catalyseur est ajouté sous forme gazeuse, une fois que le mélange
sable/résine est dans le moule. Le durcissement se fait sans chauffage (Bargaoui et al., 2017).

La coulée de l’aluminium ainsi que le refroidissement de la pièce ont un impact important
sur les noyaux de fonderie. Le gradient de température vu par le sable influe énormément sur
les propriétés mécaniques et sur la dégradation du liant polyuréthane. De plus, le refroidisse-
ment de la pièce induit une importante précontrainte thermique, due à la dilatation relative de
l’aluminium sur le sable.

Le débourrage est le procédé mécanique utilisé pour fragmenter et évacuer les noyaux. Il se
déroule en deux étapes :

1. Martelage de la pièce au niveau de la masselotte afin de fragmenter les noyaux progressi-
vement

2. Mise en vibration afin d’écouler le sable flou, c’est-à-dire fragmenté

Une culasse positionnée dans une "débourreuse", c’est-à-dire la machine qui martèle et met
en vibration la pièce. Cette machine est visible en Figure 1.2. Les marteaux sont à gauche, la
culasse au milieu, et à droite on aperçoit une partie du système de bridage. On a considéré que
seule la phase de martelage participait à la fragmentation des noyaux, ainsi seule cette première
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FIGURE 1.2 – Culasse dans une débourreuse

partie sera étudiée. On remarque que le sable lié doit être suffisamment robuste pour résister à
la coulée, notamment aux zones à faibles sections, mais pas trop résistants afin de pouvoir être
"débourrés", c’est-à-dire fragmentés et évacués.
La dernière étape, le recyclage, consiste à récupérer le sable débourré, et le régénérer thermique-
ment par pyrolyse du liant. On réintroduit ce sable dans le cycle de vie des noyaux. On ajoute
toujours une partie de sable dit "neuf" au sable régénéré. Au niveau des faciès des grains, le sable
régénéré a tendance à être plus émoussé, plus rond. Dans toute l’étude qui suit, on ne distinguera
jamais le noyaux contenant du sable neuf et ceux contenant du sable régénéré, les expériences
de caractérisation mécanique n’ayant pas mis en évidence des différences flagrantes.
Ainsi pour la simulation du débourrage, chaque étape du cycle de vie du noyau a son importance,
hormis le recyclage dont l’impact a été négligé. Ce cycle de vie et les changements notables vus
par le noyau sont résumés en Figure 1.3.

FIGURE 1.3 – Cycle de vie d’un noyau
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1.2 Organisation du mémoire

Le chapitre 2 présente un état de l’art concernant les matériaux granulaires cimentés comme
les noyaux de fonderie. Cette partie s’intéresse aux résultats expérimentaux, et notamment ceux
obtenus dans le cadre du projet FIMALIPO (Section 2.3) ainsi que les différentes familles de
modèles constitutifs macroscopiques (Section 2.4).
Le chapitre 3 concerne la justification de l’adaptation d’un modèle constitutif macroscopique.
La modélisation tient compte de l’effet de la température de vieillissement θ et une loi d’endom-
magement a été rajoutée.
Ce modèle est ensuite validé dans le chapitre 4. Deux cas illustratifs sont mis en évidence. Tout
d’abord, un essai de compression uniaxiale observé aux rayons X est étudié et simulé. L’essai
sert ensuite de support à une méthode d’élagage de données (Section 4.2) ainsi qu’à une nouvelle
méthode d’optimisation de paramètres d’un modèle éléments finis utilisant une méthode hybride
d’hyper-réduction de modèles appelée FEMU-H2ROM (Finite Element Updating - Hybrid Hy-
per Reduced Order Model). Le deuxième cas concerne la simulation d’un essai de push-out, qui
met notamment en évidence l’importance de la cohésion au niveau de l’interface aluminium/-
noyau ainsi que la dépendance à la température de vieillissement.
Le chapitre 5 concerne la modélisation et l’étude du débourrage. Une chaine de calculs a été mise
au point, et deux méthodes de détermination du faciès de rupture final d’un noyau de fonderie
sont présentées.

1.3 Communications scientifiques

— Article soumis dans une revue à comité de lecture :
— Data pruning of tomographic data for the calibration of strain localization models

William Hilth, David Ryckelynck
Soumise au Journal of the Mechanics and Physics of Solids

— Communications lors de conférences :
— Etablissement et calibration d’un modèle mécanique simplifié pour un sable artifi-

ciellement cimenté - CSMA 2017, 13ème colloque National en Calcul des Structures
— Fragmentation modeling of a resin bonded sand - Powders&Grains 2017
— Data Pruning of Tomographic Data for the Calibration of Constitutive Models :

Application to a Resin-bonded Sand - 13th World Congress on Computational Me-
chanics
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2.1 Etude du liant polyuréthane

Le polyuréthane utilisé pour l’élaboration des noyau est obtenu par polyaddition d’une résine
formo-phénolique de type Novolac (Avecure 331/631) et d’un durcisseur, le diisocyanate de di-
phénylméthane (MDI, AKTIVATOR 32256) fournis par Huttenes Albertus. Résine et durcisseur
sont utilisés dans des proportions 50 :50 en masse. La catalyse de la réaction de polymérisation
est déclenchée après injection du mélange sable-résine dans la boîte à noyaux. C’est une amine
gazeuse, la dimétyléthanolamine (DMEA), qui sert de catalyseur.
L’étude de l’effet du la température sur le polyuréthane est cruciale pour comprendre le compor-
tement mécanique des noyaux de fonderie en fonction de leur température de vieillissement.

2.1.1 Analyse thermogravimétrique

L’analyse thermogravimétrique (ATG) permet de mesurer la variation de masse d’un échan-
tillon en fonction à une température de vieillissement, notée θ, donnée. Des ATG sur le poly-
uréthane utilisé pour l’élaboration des noyaux de fonderie de Montupet ont été effectuées par
Jomaa et al. (2015) et Bargaoui et al. (2017).

— Jomaa et al. (2015) ont testé la résine sous azote à 20◦C /min, 60◦C /min et 80◦C /min :
voir Figure 2.1

— Bargaoui et al. (2017) ont testé la résine sous argon a 2◦C /min et 10◦C /min : voir Figure
2.2

FIGURE 2.1 – ATG du polyréthane (issue de Jomaa et al. (2015))

Les deux études font apparaître assez nettement deux domaines de perte de masse lors du
vieillissement thermique. Le premier s’étend entre 100◦C et 240◦C . La perte de masse est de
l’ordre de 20-27%. Le pic de perte de masse se situe vers 200◦C . On explique ce premier do-
maine de dégradation par l’évaporation du solvant utilisé par Montupet qui constitue environ
30% de la résine. Il s’agit d’un naphta lourd s’évaporant dans cette plage de température.
Le deuxième domaine d’évaporation se situe entre 280◦C et 580◦C . Le pic de perte de masse se
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FIGURE 2.2 – ATG du polyréthane (issue de Bargaoui et al. (2017))

situe autour de 400◦C . Cette seconde plage est plus complexe et est vraisemblablement causée
par la formation de plusieurs gaz du fait de l’oxydation de la résine.
Passé 600◦C , les deux études montrent qu’il reste encore des résidus de la résine (environ un
quart de la masse totale).

2.1.2 Microstructure et évolution en vieillissement thermique

L’ajout d’une cimentation peut avoir plusieurs conséquences sur la microstructure du sable
cimenté à l’échelle de l’agrégat. Les possibilités sont mises en image dans la Figure 2.3. La
première possibilité consiste à lier les grains entre eux par des ponts. Cela survient généralement
dans le cas d’une faible cimentation. La pression capillaire et la mouillabilité vis-à-vis des grains
de sable du liant liquide avant réticulation entraîne cette répartition du liant sous forme de ponts
entre les grains de sable. Si l’on augmente le taux de liant dans le mélange, la configuration
change et on ne parle plus de liant mais de matrice. Une dernière configuration est possible : le
liant va enrober chaque grain. Cet enrobage va aussi générer des ponts entre grains.

(a) Non lié (b) Faiblement lié (c) Fortement lié (d) Enrobage

FIGURE 2.3 – Cimentations possibles pour un agrégat de grains (adapté de Topin (2008))

Le taux de polyuréthane utilisé pour fabriquer des noyaux de fonderie est de l’ordre de 1%
massique. Le liant va alors faire des ponts entre les grains de sable comme présenté en Figure
2.4 (b). D’après Menet (2017), les ponts de résine sont relativement bien répartis au sein des
noyaux, après observations en microscopie électronique à balayage (MEB). Les ponts ont une
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section ellipsoïde dont les axes moyens sont estimés à 45 et 30µm (le diamètre moyen d’un grain
est de 250 µm).

Il est à noter que le liant inorganique, expérimenté à l’heure actuelle par Montupet, va plutôt
enrober les grains. Le taux de résine est cependant plus élevé : environ 2% massique.

FIGURE 2.4 – Pont de liant inter-grain (issu de Bargaoui et al. (2017))

Si l’on teste les noyaux de fonderie en flexion 4 points, les faciès de rupture des ponts de liant
intergranulaires évolue sensiblement en fonction de la température de vieillissement θ. L’évolu-
tion de ces faciès de rupture est présentée en Figure 2.5.
Les ponts non vieillis ont un faciès de rupture en "écailles", typique d’une rupture semi-fragile.
La rupture fragile survient par à-coups (écailles) mais est entrecoupée par de la plasticité. Cette
plasticité est d’ailleurs visible sur la Figure 2.5 a. : il s’agit des zones plus blanches séparant les
écailles nettes.
Pour des températures de vieillissement plus élevées, le premier pic d’évaporation mis en évi-
dence par l’ATG se caractérise pas des ponts de liant beaucoup plus poreux. Ces bulles d’évapo-
ration vont rendre la liaison résine-grain beaucoup moins forte (diminution des surfaces de grain
en contact avec la résine). La résine ne présente plus un comportement élastoplastique (plus de
faciès en écailles). Ces bulles vont grossir à mesure que la température de vieillissement aug-
mente.
Pour de plus hautes températures, situées dans le deuxième domaine de décomposition de la
résine, on note aussi l’apparition de ponts décollés voire complètement dégradés.
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a. Non vieilli

c. θ = 250◦C

b. θ = 200◦C

d. θ = 350◦C
FIGURE 2.5 – Evolution des faciès de rupture de la résine (issu de Menet (2017))

2.2 Mécanique des matériaux granulaires

2.2.1 Les matériaux granulaires cimentés

Les noyaux de fonderie s’inscrivent dans la famille des matériaux granulaires cimentés. On
peut en distinguer deux types : ceux à cimentation naturelle et ceux à cimentation artificielle. La
première sous-famille inclut notamment les sables argileux, le sable humide ainsi que les roches
douces comme le grès (Dewers et al., 2017) et les conglomérats (brèches, poudingues et tillites).
On peut aussi citer l’albumen de blé étudié par Topin (2008).
Les matériaux artificiellement cimentés sont notamment les asphaltes, les bétons, les sols injec-
tés (à liant polymère, plus particulièrement), ainsi que les sables de fonderie (à liant furanique,
polyuréthane, ou inorganique par exemple).
D’un point de vue strictement mécanique, la cimentation permet notamment de tolérer de la
traction (comportement cohésif) et augmente globalement certaines caractéristiques mécaniques
comme le module d’Young ou la résistance à la compression. C’est cette dualité entre le compor-
tement frictionnel des sols et le comportement cohésif dû à la cimentation qui rend le comporte-
ment mécanique de matériaux granulaires cimentés particulièrement complexe et riche, que ce
soit au niveau des grains, d’un assemblage de grains ou à plus grande échelle.
Dans tout ce qui suit, on s’intéressera uniquement aux matériaux granulaires faiblement cimen-
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tés.

2.2.2 Le squelette granulaire

Lors de l’application d’une charge sur une structure en matériau granulaire, des chaînes de
transmission des efforts apparaissent et mettent en évidence le squelette granulaire. Ce sont des
contacts intergranulaires ou grain-résine-grain qui vont porter la charge appliquée. Ces chaînes
de transmission ont été mise en évidence par Drescher et de Josselin de Jong (1972) après l’étude
de la compaction de cylindres photoélastiques. Une illustration de ce réseau de contacts est pro-
posée en Figure 2.6.
Ce phénomène de squelette granulaire est une caractéristique typique des matériaux granulaires,
cimentés ou non. Il a un impact de premier plan concernant le comportement global du ma-
tériau. Ceci distingue les matériaux granulaires cimentés des composites plus traditionnels où
ce phénomène n’apparait pas. Il est à noter que l’application d’une force peut provoquer une
réorganisation du squelette granulaire afin de mieux répartir le réseau de contacts. A l’échelle
macroscopique, cela peut se traduire par une augmentation ou une diminution du volume de la
structure suivant le confinement.

FIGURE 2.6 – Réseau de contacts lors de la compaction (issu de Drescher et de Josselin de Jong
(1972))

L’étude du squelette granulaire d’un matériau cimenté est peu présente dans la littérature.
On peut toutefois mettre en évidence les travaux de Topin et al. (2007), Affes et al. (2012) et
Chichti et al. (2016) au LMGC à Montpellier. Le comportement d’un agrégat d’un matériau ci-
menté est simulé grâce à une méthode appelée Lattice Element Method (LEM). Cette méthode
consiste à discrétiser le milieu par un réseau triangulaire. On distingue trois phases pour le ma-
tériau cimenté (le grain, le liant et le vide), et deux interfaces (contact grain-grain ou contact
grain-liant-grain). Un exemple de maillage est proposé en Figure 2.7 où le grain est de l’amidon
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(starch) et le liant de la protéine. Les éléments 1D du treillis peuvent être de type ressort linéaire
élastique fragile ou poutre fragile. Après application d’une perturbation, les positions des nœuds
sont calculées par minimisation de l’énergie potentielle.
Ces études ont permis de montrer que lors d’une compression, les contraintes vont préféren-
tiellement se transmettre par contact sur le squelette granulaire. Cependant, en traction, c’est la
résine ou la matrice qui porte la contrainte. Il découle une différence de comportement en trac-
tion et en compression du matériau, ainsi que des modules d’Young différents. Un exemple de
chaine de contacts d’un agrégat en compression et en traction est illustré en Figure 2.8.

FIGURE 2.7 – Maillage d’un agrégat par la méthode LEM (issu de Chichti et al. (2016))

FIGURE 2.8 – Comportement de l’agrégat (a) en compression (b) en traction (issu de Topin
(2008))

Lors de leur sollicitation, les grains peuvent aussi former des arches ou des voûtes. Les for-
mations d’arche sont notamment étudiées pour les écoulements de silos où les grains peuvent
obstruer la sortie. Un effet de "jamming" peut aussi être observé : le squelette granulaire por-
tant la transmission des efforts, certains grains peuvent se trouver complètement déchargés et
coincés. Ces deux phénomènes, propres aux matériaux granulaires, sont illustrés en Figure 2.9.



2.2. MÉCANIQUE DES MATÉRIAUX GRANULAIRES 21

(a)

Particules 
non chargées

(b)

FIGURE 2.9 – Effet de voûte : (a) effet d’arche dans un écoulement de silo (issu de Ahmadi et
Hosseininia (2018)) (b) "jamming" (adapté de Topin (2008))

2.2.3 Localisation de la déformation

En compression triaxiale, les matériaux granulaires, cimentés ou non, vont rompre selon
une bande de cisaillement. La taille de la zone de concentration des déformations est de l’ordre
de quelques grains, et dépend naturellement de la taille de ceux-ci. Une illustration peut être
trouvée dans Desrues et Andò (2015) où deux échantillons de taille de grains différentes ont
été testés en compression triaxiale. Le sable fin a un diamètre moyen de 0.32mm tandis que le
grossier 3.2mm. Les échantillons en fin d’essai sont visibles en Figure 2.10. Cette localisation
semble lier le matériau à son échelle microscopique mais aussi à son échelle macroscopique.
La bande dépend du grain de sable, mais aussi de micro-défauts locaux. L’initiation de la bande
transforme aussi l’échantillon, qui ne peut plus être considéré comme un ensemble homogène
mais comme structure.

(a) (b)

FIGURE 2.10 – Bande de localisation après essai de compression triaxiale : (a) sable fin (b) sable
grossier (issu de Desrues et Andò (2015))

Pour étudier plus en détails ce phénomène de localisation de la déformation au cours d’un
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chargement, des méthodes de mesure de champs de déformation complets ont été développées
et utilisées dans la littérature. Ces méthodes s’appuient généralement sur de l’analyse d’images.
Dès les années 60, l’utilisation tomographie aux rayons X à Cambridge a permis la détermina-
tion de champs 2D (voir Roscoe (1963), Arthur et al. (1964) et Roscoe (1970)).
Durant les années 80-90, la localisation du sable a été étudiée par Desrues et son équipe à Gre-
noble, avec notamment l’utilisation de la False Relief Stereophotogrammetry (stéréophotogram-
métrie de faux relief). Cette méthode est décrite plus précisément dans Desrues et Duthilleuil
(1984) et a été appliquée pour la première fois sur des géomatériaux pendant les travaux de
thèse de Desrues (Desrues, 1984). Un tour d’horizon des résultats expérimentaux obtenus à Gre-
noble avec la FRS concernant la localisation des déformation dans le sable est disponible dans
Desrues et Viggiani (2004).
La localisation a aussi été étudiée de manière expérimentale à Karlsruhe en Allemagne dans les
années 70 par l’équipe de Vardoulakis (voir par exemple Vardoulakis et Graf (1985)). De plus,
avec les développements de Rice (voir Rice (1973) et Rice (1976)), Rudnicki et Rice (1975),
les travaux de Vardoulakis ont posé les bases de la théorie de la bifurcation dans les géomaté-
riaux (voir par exemple Vardoulakis (1976) et Vardoulakis et al. (1978)). Depuis, l’utilisation de
la tomographie aux rayons X (X-ray CT), de résolution de plus en plus élevée, s’est démocra-
tisée. Cette méthode non destructive permet notamment de faire des observations à l’intérieur
de l’échantillon. Les méthodes de corrélation de volume (DVC : Digital Volume Correlation)
sont applicables pour des données 3D depuis le milieu des années 2000. Cela permet désormais
d’avoir accès à tout le champ 3D de déformation au cours d’un essai (Viggiani et Hall, 2008).
Cette technique a permis d’étudier plus finement la localisation qui intervient manifestement
au cours d’essais standards. On peut citer notamment Desrues et al. (1996) où l’influence des
conditions aux limites lors d’essais de compression triaxiale s’est montrée prédominante sur des
éventuels défauts locaux. Malgré tout, la localisation dans le sable non structuré demeure un
problème épineux où beaucoup de questions restent sans réponse concernant la quantification de
l’impact de caractéristiques à l’échelle microscopique (taille, distribution ou forme, des grains,
défauts locaux,...) ou à l’échelle macroscopique (à la taille de l’échantillon) (voir Desrues et
Andò (2015)). Hall et al. (2010) a montré que la rotation des grains a un impact sur la bande de
cisaillement finale.
Une autre question ouverte concerne l’apparition des bandes de cisaillement. De nombreuses
études montrent que les géomatériaux présentent des initiations de bande de localisation avant
le pic de la courbe de chargement (appelées bandes pré-pic). On peut citer à titre d’exemple
Desrues et al. (1996); Desrues et Viggiani (2004); Alshibli et al. (2000); Otani et al. (2002);
Hall et al. (2010); Andò et al. (2012); Desrues et Andò (2015); Takano et al. (2015); Le Bouil
et al. (2014).
On peut notamment citer l’étude menée par Le Bouil et al. (2014) sur un échantillon constitué
de billes de verre de diamètres compris entre 200 et 300 µm. L’éprouvette y subit une pression
de confinement de 30kPa. Un déplacement vertical est imposé et on suppose des déformations
planes. L’essai est observé par une méthode de mesure de champs 2D appelée Diffusive-Wave
Spectroscopy. L’étude de ce géomatériaux a permis d’observer trois domaines d’inhomogénéité
locale de la déformation (voir Figure 2.11 (a)). En tout début de chargement, des événements iso-
lés surviennent. Avant le pic de la courbe de chargement, des bandes intermittentes apparaissent.
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Ces bandes apparaissent et disparaissent au cours de l’essai. Leur angle varie aussi entre 45◦ et
68◦ environ (Figure 2.11 (c)). Passé le pic, les bandes de cisaillement sont permanentes (Figure
2.11 (a)). Le fait de savoir pourquoi telle ou telle bande a fini par devenir permanente reste
toujours une question non résolue. Ces résultats ont aussi été analysés plus tard par Nguyen et
Amon (2016) qui lie ces bandes à un phénomène de bifurcation.

FIGURE 2.11 – Bandes de localisation intermittentes (issu de Le Bouil et al. (2014))

2.2.4 Comportement à l’échelle macroscopique

2.2.4.1 Hypoélasticité

La plupart des sols exhibent un comportement dit hypoélastique. Ceci a notamment été mis
en évidence lors d’essai de compression hydrostatique où on impose un compression hydrosta-
tique à cisaillement nul (σ1 = σ2 = σ3). On constate alors que les sols présentent une fraction
volumique de vide, v, qui décroît logarithmiquement avec la pression hydrostatique p exercée.
Pour p < p0

c , la pression de consolidation initiale, la compression est réversible (segment IA de
la Figure 2.12). La pente de la courbe (p, v) est κ∗, coefficient élastique de gonflement.

On s’intéresse à l’essai modélisé, qui ne tient notamment pas compte de la boucle d’hystéré-
sis (B6=B’). Sur le segment AB où p > p0

c , la pression continue d’augmenter (pas de décharge).
La valeur de la pente change et vaut maintenant λ∗, avec λ∗ > κ∗. Arrivé au point B, la pression
atteint un nouveau maximum p1

c . Une décharge est alors engagée. Un comportement inélastique
est alors mis en évidence : au lieu de remonter le segment BA, on effectue un nouveau trajet,
BC, de pente κ∗ (comme IA). Le comportement du sol sur ce segment est réversible.
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FIGURE 2.12 – Chargement/déchargement hydrostatique

La droite de pente λ∗ (segment AB) est appelée normal compression line ou normal conso-
lidation line (NCL) (voir (Jirasek et Bazant, 2002)). Pour p < p0

c ou en décharge/charge, on
appelle ces lignes les swelling lines (SL) (segments IA et BC). Ces lignes sont toutes parallèles.
Le comportement du sol en compression hydrostatique dépend donc d’une pression de conso-
lidation correspondant à la pression maximum qu’il a subi. Passé ce seuil, le comportement est
inélastique irréversible (sur la NCL). On observe un comportement ressemblant à de l’écrouis-
sage : la pression maximum admissible, pc, augmente tant qu’on ne décharge pas (ou qu’il n’y
a pas rupture). La courbe ln p = f(v) fait d’ailleurs penser à une courbe de traction classique
d’un métal écrouissable.

Décrivons maintenant en terme d’équations le comportement du matériau sur ces différents
segments :

Sur la NCL :
Dans ces conditions, au niveau de la NCL on écrit d’après la Figure 2.12 :

v = vref − λ∗ ln p

pref
(2.1)

Nous avons en outre pour des changements de volume infinitésimaux :

εm = tr ε∼ = v − v0
v0
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Ainsi :

εm = vref − v0
v0

− λ∗

v0
ln p

pref

= εm,ref −
λ∗

v0
ln p

pref

En prenant vref = v0 l’équation précédente se simplifie (εm,ref = 0) :

εm = −λ
∗

v0
ln p

p0
(2.2)

En outre on a :

ε̇m = − λ∗

pv0
ṗ (2.3)

Sur la SL :
Un raisonnement analogue mène au résultat :

εm = εmc −
κ∗

v0
ln p

pc
(2.4)

où pc correspond à la pression où on a commencé à décharger (Figure 2.12) appelée pression de
préconsolidation. De même :

ε̇m = − κ∗

pv0
ṗ (2.5)

Cas général :

On se place dans le cas d’un échantillon qui a atteint une pression de préconsolidation de
pc. Pour des pressions moindres que pc, le comportement du matériau est régi par l’équation 2.5
en charge ou en décharge. Le comportement du matériau est réversible : on peut considérer que
c’est de l’élasticité non linéaire. Une fois atteint pc, la NCL est atteinte. Si la pression augmente,
on continue sur la NCL et l’équation de comportement à considérer est 2.3. Cependant, en cas
de décharge, on atteint une nouvelle SL, parallèle à la précédente. Un tel comportement est non
réversible et est assimilé à de l’inélasticité (voire de la plasticité au sens large).
Définissons ε̇pm, le taux de déformation plastique volumique, comme la différence entre le taux
de déformation totale ε̇m de l’équation 2.3 et le taux de déformation élastique ε̇em de l’équation
2.5 :

ε̇pm = ε̇m − ε̇em = λ∗ − κ∗

pv0
ṗ (2.6)

La pression de consolidation ou de préconsolidation pc est une variable qui permet de
prendre en compte l’état de contrainte du sol et son historique de chargement. L’exploitation
des essais de compression isotrope permet d’établir son équation d’évolution :

ṗc
pc

= v0
λ∗ − κ∗

ε̇pv (2.7)
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Le signe de l’incrément de pression de préconsolidation dépend du signe de l’incrément des dé-
formations plastiques volumiques. Ainsi, pour une augmentation de volume, pc va augmenter (et
inversement). Les changements de volume induisent donc un adoucissement ou un durcissement
du sable. Les changements de volume, déterminés par les déformations plastiques volumiques,
sont déterminés quant à eux par l’écoulement plastique du sable.

2.2.4.2 Etat Critique

Le comportement des géomatériaux a aussi été étudié à l’échelle dite macroscopique, c’est-
à-dire à l’échelle de l’échantillon testé. Tous les développements modernes, dans lequel s’ins-
crivent les travaux de cette thèse, se basent sur les travaux pionniers de l’équipe de K.H. Roscoe
à l’Université Cambridge à la fin des années 50/début des années 60. Cette notion d’Etat Critique
découle d’observations expérimentales mais demeure étroitement liée aux modèles élastoplas-
tiques développés à Cambridge : le modèle de Cam-clay (Roscoe et al., 1958) et le modèle de
Cam-clay modifié (Roscoe et al., 1963; Roscoe et Burland, 1968).
Le concept d’Etat Critique met en évidence une particularité des géomatériaux : la dépendance
au confinement de l’écoulement plastique. Expérimentalement, on constate qu’un matériau fai-
blement confiné va avoir tendance à se dilater et adoucir tandis qu’au contraire, lors d’un confi-
nement fort, le matériau va se contracter et durcir.
On considère un chargement triaxial. La contrainte équivalente de von Mises est notée q tandis
que la pression hydrostatique est p. On définit le confinement comme le rapport q/p. Ce qu’on
appelle état critique correspond à l’état intermédiaire entre ces deux domaines de confinement.
Il existe une valeur du confinement, généralement notée M , telle que le matériau se déforme à
volume constant. La notion de droite d’état critique ou critical state line (CSL) suppose que le
paramètreM précédemment mentionné est constant pour le matériau. Cela implique notamment
qu’il ne dépend pas du chargement. Cette hypothèse permet de définir une droite de pente M
divisant le plan (p,q) (Figure 2.13) :

— Au-dessus de la droite : le sol se dilate, avec un comportement adoucissant
— Sur la droite : le sol se déforme à volume constant, avec un comportement "plastique

parfait"
— En dessous de la droite : le sol se contracte, avec un comportement durcissant

CSLDilatation

Contraction

q

p

1
M

q = 0

FIGURE 2.13 – Droite d’état critique
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Il est à noter que si cet état critique peut facilement être observé pour les argiles, il demeure
plus complexe à atteindre pour les sables d’après Yu (1998).

2.3 Comportement mécanique des noyaux à liant polyuréthane

2.3.1 Les études expérimentales sur les noyaux de fonderie

La bibliographie concernant l’étude de sables artificiellement cimentés est pour le moins
limitée. Beaucoup de publications sont des études industrielles où l’influence de la résine ou du
taux de résine ainsi que la granulométrie du sable est évaluée. Stauder et al. (2016) a récemment
étudié un sable de fonderie en flexion 3 points en faisant varier la résine et aussi le temps de
stockage. Ding et al. (1997) a évalué l’effet du taux de résine. Fox et al. (2012) fait varier le
type de résine et la température d’essai. Concernant le sable en lui-même, on peut citer Ratke et
Brück (2006) qui ont testé différentes granulométries et certains effets de forme de grains.
Concernant le cas très spécifique des noyaux de fonderie à liant polyuréthane, la littérature est
très limitée, mais présente. Il s’agit, en fait, de précédents travaux de thèses initiés par Montupet :

— Jomaa et al. (2015) étudie plus particulièrement la résine polyuréthane utilisée et notam-
ment sa dégradation thermique

— Bargaoui et al. (2017) étudie la déformée des noyaux durant la coulée de l’aluminium.
Le fluage a été expérimentalement étudié

— Menet (2017) étudie expérimentalement les comportement mécanique des noyaux en
fonction de la température de vieillissement des noyaux dans le cadre de l’ANR FIMA-
LIPO.

Cette présente section va s’appuyer plus largement des essais de Claire Menet qui ont servi
de support à la mise au point, la calibration et à la validation du modèle élastoplastique développé
dans cette thèse. Il est toutefois bon de noter que la thèse de Claire Menet et celle-ci ont toujours
eu de fortes interactions. Certains essais présentés dans cette section ont été suggérés à Claire
Menet afin de servir à la calibration et à la validation du modèle.

2.3.2 Bilan des essais réalisés dans le cadre de l’ANR FIMALIPO

La présente partie ne va s’intéresser qu’aux essais qui ont été utilisés pour la modélisation.
Des essais de fluage et de fatigue ont notamment été effectués dans le cadre de l’ANR FIMA-
LIPO (voir Menet (2017)) mais ne seront pas explicité dans ce manuscrit.
Le comportement des géomatériaux est connu pour être particulièrement complexe. Il dépend
notamment du cisaillement, mais aussi des déformations volumiques. Contrairement aux mé-
taux, l’influence du confinement est de premier ordre. Les essais de caractérisation de sols
doivent donc faire varier le plus possible la triaxialité des déformations que l’on définit comme
le rapport entre les déformations de cisaillement et les déformations volumiques.
Généralement, des essais de compression dite "triaxiale" sont effectués où la pression de confi-
nement est imposée (voir Klausner (1991) pour une description quasi exhaustive d’essais stan-
dards de mécanique des sols). Dans le cadre de l’ANR FIMALIPO, de tels essais n’étaient pas
disponibles. Toutefois, cela n’a pas été une impasse. Les essais de sont focalisés sur trois princi-
paux tests qui ont permis de tester le matériau sous trois types de confinement. Ces essais ont été
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menés à différentes températures de vieillissement afin d’évaluer l’impact de la dégradation ther-
mique de la résine détaillée en Section 2.1 sur les propriétés mécaniques macroscopiques. Les
températures de vieillissement θ retenues sont 100◦C , 150◦C , 200◦, 250◦C , 300◦C et 350◦C .
Les échantillons ont été vieillis dans un four pendant 30 min avant d’être testés à température
ambiante. Ces essais sont :

— Die pressing ou essai de compression oedométrique : cet essai consiste à imposer des
déplacements latéraux nuls et à augmenter le déplacement axial pour une éprouvette cy-
lindrique. Le dispositif expérimental est illustré en Figure 2.15. Des cylindres de 30mm
de diamètre et 45mm de hauteur sont insérés dans une matrice en aluminium, spéciale-
ment conçue afin d’avoir un diamètre intérieur ad hoc pour l’essai. Un piston en acier
a été usiné pour glisser sans ajouter de friction à l’intérieur de la matrice. Le bas de
l’échantillon a un déplacement axial nul. Ce test permet de tester le comportement du
matériau à haut confinement. Il est très proche de l’essai de compression isotrope décrit
dans la Section 2.2.4.1. Ami Saada et al. (1996) utilisent notamment cet essai pour dé-
terminer les coefficients de gonflement κ∗ et λ∗. Un résultat de l’essai de die pressing
avec plusieurs cycles de charge/décharge est présenté en Figure 2.16

— Flexion 4 points : des éprouvettes de section 22.5× 22.5 mm2 on été testées sous flexion.
L’entre-axe est de 75mm. Les conditions aux limites et les dimensions sont précisés en
Figure 2.14. Ce test permet de tester le comportement du matériau en traction, cette der-
nière étant permise uniquement grâce à l’apport de la cimentation artificielle. Les courbes
effort-déplacement pour le noyau soumis à différentes températures de vieillissement
sont résumées en Figure 2.17 (a). La Figure 2.17 (b) présente quant à elle l’évolution de
la contrainte maximale à la rupture en fonction de la température de vieillissement.

FIGURE 2.14 – Flexion 4 points - Conditions aux limites expérimentales (issu de Menet (2017))

— Compression uniaxiale : les éprouvettes testées sont cylindriques avec un rapport hau-
teur/diamètre de 1.5 (hauteur de 45 mm pour 30 mm de rayon). Le bas de l’échantillon
a un déplacement axial nul, tandis que le haut subit un déplacement imposé. On re-
lève la réaction au niveau de la traverse. Le déplacement axial est déterminé grâce à
un extensomètre de 25mm. Cet essai permet d’évaluer le comportement du matériau
dans une configuration intermédiaire entre la prédominance du cisaillement et celle de
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la pression hydrostatique, même s’il reste un essai à confinement faible. Les courbes
effort-déplacement pour le noyau soumis à différentes températures de vieillissement
sont résumées en Figure 2.18 (a). La Figure 2.18 (b) présente quant à elle l’évolution de
la réaction maximale à la rupture (F/S0) en fonction de la température de vieillissement.

— Essai de compression uniaxiale cyclé : le matériau va subir des cycles de charge/dé-
charge progressifs jusqu’à rupture. Ces essais permettent d’évaluer l’endommagement
du matériau en déterminant la perte de raideur macroscopique au cours du chargement.
Cela permet de définir un endommagement macroscopique D tel que :

D = 1− E

E0
(2.8)

Un exemple de courbe force-déplacement pour un échantillon non vieilli est tracé en
Figure 2.19. L’évolution de l’endommagement en fonction de la déformation axiale ré-
siduelle (c’est-à-dire la déformation restante à la fin du cycle de décharge) et de la tem-
pérature de vieillissement est tracé en Figure 2.19

Matrice MatriceEchantillon

Piston

Plateau mobile supérieur

Plateau inférieur

LVDT

FIGURE 2.15 – Dispositif de l’essai de die pressing

Ces essais standards et monotones sont complétés par deux essais dits de "structure" :
— Essai de Push-out : ce test est originellement employé dans les études de composites

afin de déterminer l’énergie de délaminage à l’interface matrice/fibre ainsi que la fric-
tion. Durant l’étude expérimentale de Menet (2017), cet essai a été adapté pour étudier
l’interface noyau/aluminium après coulée.

— Essai de compression uniaxiale monotone observé en tomographie aux rayons X :
ce test permet d’avoir accès au champ de déplacement pré-pic et de notamment étudier
la localisation de la déformation.

2.3.3 Modes de rupture en compression uniaxiale

Les modes de rupture sont particulièrement intéressants pour les noyaux de fonderie. En
flexion 4 points, la fissuration s’amorce toujours dans la face en traction. En compression uni-
axiale, plusieurs faciès de rupture ont été observés :
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FIGURE 2.16 – Résultat d’un essai de die pressing avec cycles de charge/décharge - noyau non
vieilli
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FIGURE 2.17 – Flexion 4 pts : (a) courbes force-déplacement (b) contrainte maximale

— Cône : un cône de frettage cause la rupture de l’échantillon et se détache sur l’une ou
l’autre des extrémités de l’échantillon (voire les deux). Un tel mode de rupture est vi-
sible en Figure 2.20 (a). Ce mode de rupture demeure le mode de rupture prédominent,
quelque soit la température de vieillissement.

— Diagonale : la rupture se fait selon un angle d’environ 45◦ par rapport à l’axe de com-
pression (Figure 2.20 (b)). Ce mode de rupture est très répandu à faible vieillissement
thermique.

— Coin : Il s’agit aussi d’un rupture à environ 45◦ par rapport à l’axe de chargement.
Toutefois seule une partie (un coin) se détache (voir Figure 2.20 (c)). Ce mode est très
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FIGURE 2.18 – Compression uniaxiale monotone : (a) courbes force-déplacement (b) contrainte
maximale
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FIGURE 2.19 – Compression uniaxiale avec charge/décharge : (a) courbe force-déplacement (b)
D en fonction de la déformation axiale résiduelle

répandu à faible vieillissement (θ < 200◦C ), mais n’est pas apparu pour θ ≥ 300◦C .
— Crayon : Des petits coins se détachent d’une des extrémités de l’échantillon (Figure 2.20

(d) ). Ce faciès de rupture est assez marginal, quelque soit la température de vieillisse-
ment.

2.3.4 Etude d’un essai de compression uniaxiale observé en tomographie aux
rayons X

On s’intéresse ici à un essai de compression uniaxiale observé en tomographie aux rayons
X, sur un échantillon non vieilli. L’échantillon traité est un parallélépipède (20. × 22.4 × 22.5
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(a) Cône (b) Diagonale

(c) Coin (d) Crayon

FIGURE 2.20 – Différents modes de rupture en compression uniaxiale

mm3). La charge a été augmentée avec une vitesse de déplacement constante de 0.5mm/min.
Le chargement a été stoppé à 7 paliers, nommés P1 . . . P7 afin de scanner l’échantillon sous
un faisceau de tension 80 kV et d’intensité 280 µA. A P7 l’échantillon est totalement rompu
avec un mode diagonal. Le haut et le bas de l’échantillon ont été exclus des images à cause des
artéfacts induits par les plateaux servant à comprimer l’éprouvette. La réaction a été mesurée à
ces paliers. Elle est tracée en Figure 2.21. On constate que les 6 premiers paliers se situent donc
avant le pic.

Les champs de déplacement ont ensuite été déterminés grâce à un logiciel de corréla-
tion d’images nommé Ufreckles, développé au LaMCos (voir Réthoré et al. (2007) et Réthoré
(2018)). Une méthode éléments finis est utilisée afin de calculer le champ de déplacement. La
taille de l’élément final est d’environ 0.5mm.
Le champ de déplacement est inhomogène au sein de l’échantillon, même bien avant le pic de la
courbe de chargement, comme vu dans la bibliographie sur des géomatériaux (Section 2.2.3). Il
est représenté en Figure 2.22. Des bifurcations pré-pic sont observées, aussi. La surface de rup-
ture finale est de type "diagonale". Elle est visible en Figure 2.23 où Z est l’axe de compression.

Cet essai montre un comportement pré-pic très complexe du matériau. Il sera analysé plus
finement en Section 4.1. Les conditions au limites de cet essai serviront de conditions aux limites
de type Dirichlet pour des calculs éléments finis.
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FIGURE 2.21 – Réaction mesurée en cours d’essai (paliers 1 à 6)
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FIGURE 2.22 – Déplacement axial au cours de l’essai (déformée ×75 pour les paliers 1 à 6 et × 30
pour le palier 7)

(a) Au centre (b) Proche du bord

FIGURE 2.23 – Coupe ZY de l’échantillon à rupture
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2.3.5 Etude de l’essai de Push-out

2.3.5.1 Description de l’expérience

Le test de push-out est originellement un test utilisé dans le milieu des composites. Le test
consiste à pousser une fibre en dehors de la matrice afin de déterminer l’énergie de délaminage à
l’interface matrice/fibre ainsi que la friction (Zhou et al., 2001). L’essai est représenté en Figure
2.24.

FIGURE 2.24 – Présentation de l’essai de push-out sur un composite fibreux polymère (issue de
Zhou et al. (2001))

Un tel test a été adapté afin de modéliser l’interface entre les noyaux et l’aluminium après
coulée. La "fibre" est un noyau de fonderie de 30mm de diamètre. On vient couler de l’alumi-
nium autour de ce noyau non vieilli. Ainsi trois choses notables se produisent :

— Une dégradation thermique de la résine survient
— Il y a un important retrait thermique de l’aluminium qui vient précontraindre le noyau
— Un phénomène d’abreuvage apparait au niveau de l’interface aluminium/noyau : l’alu-

minium va pénétrer entre les grains de sable. Cet abreuvage est illustré en Figure 2.25.

2.3.5.2 Élaboration des éprouvettes

L’éprouvette avant coulée est présentée en Figure 2.26. Les tubes en métal du bas permettent
l’évacuation des gaz de pyrolise. Ces éprouvettes sont ensuite disposées dans un moule où
l’on verse à la louche de l’aluminium liquide porté à une température mesurée (capteur dans
la louche), voir Figure 2.27. L’aluminium est versé dans l’ouverture visible à droite. On teste
plusieurs températures de coulée qui vont modifier l’abreuvage au niveau de l’interface entre
l’aluminium et le sable. Un aluminium chaud épousera beaucoup plus la surface rugueuse du
sable et sera plus cohésif a priori. Les quatre températures de coulée testées sont 690, 705, 720
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FIGURE 2.25 – Mise en images de l’abreuvage (issue de Menet (2017))

FIGURE 2.26 – Eprouvette avant coulée

et 735 ◦C sur du sable neuf. Il est bon de noter que si la température est connue au moment
de la coulée, elle n’est pas connue au moment de son arrivée au noyau. Les pertes thermiques,
indéniables, n’ont pas été mesurées.

(a) Eprouvette dans le moule (b) "Clarinettes"

FIGURE 2.27 – Dispositif de coulé et "clarinettes" finales
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Une fois l’aluminium solidifié, on extrait donc une éprouvette dite "clarinette" appelée ainsi
en raison de sa forme (voir Figure 2.27 (b)).

Ces éprouvettes sont ensuite sciées afin de donner des éprouvettes cylindriques. Deux gra-
dients thermiques ont été constatés :

— Un dans l’épaisseur du noyau (gradient latéral) : voir Figure 2.28.
— Un le long de la longueur de l’éprouvette (gradient longitudinal). Ce gradient suit en fait

la coulée de l’aluminium et résulte des différentes pertes thermiques non maîtrisées lors
de la coulée.Elles sont visibles sur les éprouvettes sciées présentées en Figure 2.29. Les
éprouvettes (a) sont les plus proches de l’arrivée d’aluminium tandis que les éprouvettes
(c) sont les dernières.

FIGURE 2.28 – Gradient thermique radial dans l’éprouvette

FIGURE 2.29 – Gradient thermique longitudinal dans l’éprouvette

On constate aussi un important retrait thermique : le diamètre, initialement de 30 mm, est
réduit de 1 mm du fait de la contraction de l’aluminium lors du refroidissement.
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2.3.5.3 Essai mécanique

Les éprouvettes testées sont donc les éprouvettes clarinettes sciées. Le dispositif expérimen-
tal est similaire à celui de l’essai de Die Pressing, sauf que l’échantillon enserré dans la matrice
aluminium est désormais libre de s’écouler. Le dispositif expérimental est détaillé en Figure
2.30. Le piston va appuyer sans frotter sur la matrice afin de pousser les noyaux. Contrairement
à des essais de push-out classiques sur des fibres de composites, on ne vient pas indenter la fibre
pour la mettre en mouvement. L’appui est plat, et le déplacement au niveau du piston est supposé
uniforme. Une fois la pièce extraite, on remarque que l’échantillon fragmenté a une forme de

FIGURE 2.30 – Dispositif expérimental de l’essai de push-out (issu de Menet (2017))

"cloche" et que le haut est largement plus fragmenté (voir Figure 2.31). Cela témoigne d’une
grande inhomogénéité de la déformation au cours de l’essai.

Les différentes courbes macroscopiques contrainte-déformation sont tracées en Figure 2.32.
Plusieurs constatations peuvent être faites :
— Quand la température de coulée augmente, la résistance maximale macroscopique dimi-

nue
— Il y a plusieurs épaulements avant le pic de la courbe de chargement, avec plusieurs

fluctuation apparentes de décharge/charge
— Passé le pic, la courbe macroscopique montre plusieurs domaines de glissement entre-

coupés de domaines de décohésion partielle
Ces deux derniers points sont mis en exergue dans la Figure 2.33. Ces alternances de glissements
et de cohésion rappellent les phénomènes de "collé glissé", ou "stick-slip".
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FIGURE 2.31 – Eprouvette extraite finale

FIGURE 2.32 – Courbes macroscopiques de l’essai de push-out

2.4 Modèles constitutifs macroscopiques

2.4.1 Une alternative à la Discrete Element Method

Les noyaux de fonderie sont des agrégats de grains liés entre eux par des ponts de résine.
Afin de simuler leur comportement mécanique, la première option qui s’impose est d’avoir re-
cours à la Discrete Element Method (DEM), qui est une branche très importante - voire même
prédominante - de la simulation du comportement des matériaux granulaires. Elle trouve ses
origines dans les travaux de Cundall et Strack (1979) qui décrivent la méthode ainsi :

La méthode des éléments discrets est un modèle numérique capable de décrire
le comportement mécanique de l’assemblage de disques et de sphères. La méthode
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FIGURE 2.33 – Courbes macroscopiques typiques de l’essai de push-out

est basée sur l’utilisation d’un système numérique explicite dans lequel l’interac-
tion des particules est contrôlée contact par contact et le mouvement des particules
simulé particule par particule.

La méthode peut être utilisée afin de simuler des essais standards et d’appréhender au mieux les
mécanismes complexes en jeu (localisation, rotation des grains, contacts,...). Par exemple, dans
Tordesillas et al. (2013), un essai de compression triaxial observé en tomographie aux rayons X
est calculé à l’aide de la DEM, afin de mieux comprendre la localisation dans le sable.

La DEM a naturellement été adaptée au matériaux granulaires cimentés. Des éléments d’in-
terface intergranulaires sont alors ajoutés (voir Figure 2.34). Des exemples de "bonded DEM"
sont par exemple Shen et al. (2016); Jiang et Wu (2012); André et al. (2012).

FIGURE 2.34 – Représentation idéalisée de la microstructure d’un sable cimenté (issu de Shen
et al. (2016))

Il est à noter que bien souvent les microstructures simulées sont en 2D ou ont relativement
peu d’éléments (plusieurs centaines, tout au plus). En effet, le coût des calculs est un énorme
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désavantage de la méthode - que ce soit en quantité de mémoire ou en durée. Il semble encore
impossible de simuler le comportement d’une structure complexe pour un chargement simple.
Notamment, il est encore impossible de simuler les noyaux d’eau d’une culasse avec cette mé-
thode. C’est ainsi que, bien qu’étant intéressante de part la précision de l’information simulée,
cette méthode ne peut pas être utiliser pour résoudre la problématique de Montupet. Il faut donc
accepter le compromis de la modélisation élastoplastique. Souvent boudée dans la recherche car
elle occulte beaucoup de phénomènes (effets de taille ou de forme des grains, rotation, contacts,
porosité locale ...) pour donner une vision assez limitée d’une structure, cette approche constitue
un compromis acceptable pour résoudre la problématique industrielle au coeur de ces travaux de
thèse.

2.4.2 Rappels sur les modèles élastoplastiques

Avant de s’intéresser à des modèles constitutifs élastoplastiques, fixons les notations et les
concepts qui sont communs à tous les développements qui vont suivre.
On note le déplacement u. Sauf indication contraire, on fait l’hypothèse de petites déformations.
On peut définir le tenseur des déformations totale, ε∼ :

ε∼ = 1
2
(
∇u + (∇u)T

)
(2.9)

où∇u correspond au gradient de u.
Pour un matériau élastoplastique, il existe un seuil en dessous duquel le comportement est

dit élastique, c’est-à-dire que la déformation est réversible. Au dessus de ce seuil, une partie
de la déformation totale est irréversible. On appelle cette déformation déformation plastique,
même pour les matériaux granulaires. On pourra aussi trouver le terme de déformation inélas-
tique, car pour certains le terme de "plastique" est réservé aux métaux où la plasticité est liée
à des mécanismes physiques bien connus (mise en mouvement de dislocation) absents pour les
géomatériaux. Les modèles élastoplastiques des géomatériaux utilisant le même formalisme que
ceux des métaux, les abus de langage sont tolérés dans la littérature. On considère que l’on peut
diviser le tenseur des déformations en sa partie élastique ε∼

e et sa partie plastique ε∼
p :

ε∼ = ε∼
e + ε∼

p (2.10)

La manière dont la déformation plastique évolue est régie par un écoulement plastique. On sup-
pose ici que le seuil comme l’écoulement plastique sont dépendants de variables internes (et de
leurs équations d’évolution) définissant l’état du matériau.
De plus, on fait l’hypothèse que le comportement du matériau est indépendant du temps, c’est-
à-dire qu’il ne dépend pas de la vitesse de sollicitation, que la déformation n’évolue pas si la
charge est maintenue constante ou qu’elle ne se dissipe pas après la décharge.

Ce que l’on va appeler modèle élastoplastique correspond donc à la définition des termes
clés de la description précédente, à savoir :

— Elasticité
— La fonction de seuil, ou critère, notée f



2.4. MODÈLES CONSTITUTIFS MACROSCOPIQUES 41

— La fonction d’écoulement, notée g
— Les variables internes, α, ainsi que leur équation d’évolution α̇ = H(α, . . .). Ces va-

riables permettent de modéliser l’écrouissage.
L’objectif du modèle élastoplastique est donc de déterminer un état de contrainte σ∼ .

Le critère est une fonction f qui dépend de la contrainte et des variables d’écrouissage. C’est
cette fonction qui définit le domaine d’élasticité De = {σ∼/f(σ∼ ;α) ≤ 0}. Le matériau est dans
le domaine plastique lorsque f(σ∼ ;α) = 0. Contrairement à un matériau élastoviscoplastique, f
ne peut pas être strictement positive.

ε̇∼
p

f(σ∼ ;α) < 0

élasticité

f(σ∼ ;α) = 0 : plasticité

FIGURE 2.35 – Représentation de la fonction de charge dans l’espace des contraintes

La fonction d’écoulement g permet de déterminer la direction l’incrément de déformation
plastique lorsque le matériau plastifie. Cette fonction est dépendante du tenseur des contraintes
(g = g(σ∼)). On détermine ε̇∼

p par :

ε̇∼
p = λ̇

∂g

∂σ∼
(2.11)

où λ̇ > 0 est appelé multiplicateur plastique et définit l’intensité de l’écoulement. ∂g
∂σ∼

est la
direction d’écoulement, parfois notée P∼ . On la calcule par :

Pij = ∂g

∂σij
(2.12)

Pour les métaux et certains modèles simples de géomatériaux, la fonction d’écoulement cor-
respond à la fonction de seuil (g = f ). On appelle alors cela un écoulement associé et on note
n∼ = ∂f

∂σ∼
la direction d’écoulement. Lorsque g 6= f on a écoulement non associé.

Concernant le multiplicateur plastique, il peut-être déterminé en fonction des paramètres du mo-
dèle afin d’assurer la cohérence de l’écoulement plastique (ḟ = 0) (voir Besson et al. (2001)) :

λ̇ =
n∼ : C

≈
e : ε̇∼

H + n∼ : C
≈
e : P∼

(2.13)

où C
≈
e est le tenseur élastique, explicité lors de la définition de l’élasticité du modèle.

σ∼ = C
≈
e : ε∼

e (2.14)
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H est le module d’écrouissage, déterminé à partir des équations d’évolution des variables
d’écrouissage α :

α̇I = −λ̇ ∂f

∂AI

H =
∑
I

∂f

∂AI

∂Ai
∂αI

MI

Il est important de noter que dans tous les modèles qui vont être présentés dans la suite,
la fonction de charge et la fonction d’écoulement seront uniquement dépendante de la pression
hydrostatique p et de la contrainte équivalente de von Mises q.

2.4.3 Remarques importantes sur les signes et les dénominations

En mécanique des sols, les contraintes et les déformations sont traditionnellement notés
positivement en compression (car les sols sont principalement testés en compression). En com-
pression, une déformation axiale sera donc positive, et une dilatation d’un échantillon se fera à
déformation négative. De même, la pression hydrostatique sera considérée comme positive en
compression dans ce qui suit.

2.4.4 Élasticité

2.4.4.1 Élasticité linéaire isotrope

Le modèle d’élasticité le plus simple et souvent employé pour les métaux consiste à définir
une élasticité linéaire et isotrope, ou encore appelée loi de Hooke généralisée.
"Linéaire" signifie que le tenseur élastique, liant σ∼ à ε∼

e est constant :

σ∼ = C
≈
e : ε∼

e (2.15)

Soit en notations indicielles :
σij = Cijkl · εekl (2.16)

"Isotrope" signifie que le tenseur C
≈
e qui a 81 composantes, donc autant de termes à déter-

miner a priori, peut-être défini par la donnée de 2 paramètres élastiques. Pour les métaux, on
préfèrera utiliser le module d’Young E et le coefficient de Poisson ν :

σ∼ = E

1 + ν

(
ε∼
e + ν

1− 2ν tr (ε∼
e)I∼
)

(2.17)

2.4.4.2 Hypoélasticité isotrope

Le comportement des sols en compression hydrostatique montre qu’un comportement élas-
tique linéaire "classique" n’est pas réaliste. De nombreux modèles pour le sable postulent une
déformation sphérique élastique non linéaire. Ecrivons :

ε̇∼
e = D

≈
e(σ∼) : σ̇∼ (2.18)
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Où D
≈
e, le tenseur de compliance élastique, n’est pas constant comme en élasticité linéaire

classique mais dépend de l’état de contrainte (Jirasek et Bazant, 2002). Cette formulation est
dite hypoélastique. Elle implique notamment que le comportement du sol dépend de l’historique
de l’état de contrainte (Sheng et al., 1999). Selon Zytynski et al. (1978), une formulation hypo-
élastique ne garantit pas le respect des lois de la thermodynamique. Cependant, ce modèle reste
très utilisé.
Il est le plus souvent considéré que l’élasticité demeure isotrope. Cela revient à considérer les
coefficients d’élasticité comme variables. Le module d’élasticité isostatique K est donc d’après
l’équation 2.5 :

K = pv0
κ∗

(2.19)

Cette formulation décrit la partie volumétrique de la partie élastique de la loi de compor-
tement. Il faut déterminer un deuxième coefficient d’élasticité. Comme le matériau est supposé
isotrope, deux choix sont possibles :

1. ν est constant alors G ne l’est pas

2. G est constant alors ν ne l’est pas

Cas 1 : ν constant.
On a alors :

G = 3(1− 2ν)
2(1 + ν) K = 3(1− 2ν)

2(1 + ν)
pv0
κ∗

(2.20)

Zytynski et al. (1978) ont démontré que ce modèle n’est pas conservatif et que l’énergie peut
donc être extraite selon certains cycles de chargement. En pratique, Gens et Potts (1988) consi-
dèrent que cette énergie est négligeable face à l’énergie due à la déformation plastique dans le cas
de chargements monotones. Cependant, ce modèle devient moins pertinent s’il y a de multiples
cycles de charge/décharge. De plus, imposer G constant ne permet pas en pratique de modéliser
correctement des résultats expérimentaux (Gens et Potts, 1988).
De même, on constate que pour des pressions proches de 0, G et K avoisinent 0. Ceci peut
provoquer des instabilités numériques. Sheng et al. (1999) proposent de considérer une pression
faible pmin en dessous de laquelle ces modules sont constants.
Le tenseur de rigidité élastique s’exprime alors :

C
≈
e =

(
K − 2

3G
)
δ∼ ⊗ δ∼ + 2GI

≈
= p

pref
C
≈
e

ref
(2.21)

Où C
≈
e

ref
est la valeur du tenseur de rigidité élastique pour une pression de pref donnée.

Cas 2 : G constant.
Dans ce cas le tenseur de rigidité élastique devient :

C
≈
e =

(
K − 2

3G
)
δ∼ ⊗ δ∼ + 2GI

≈
= pv0

κ∗
δ∼ ⊗ δ∼ + 2G(I

≈
− 1

3δ∼ ⊗ δ∼) (2.22)

Contrairement à la formulation de l’équation 2.21, le tenseur de rigidité a une partie dépendant
de p et une autre constante. Cette formulation peut être dérivée d’un potentiel élastique et est
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donc thermodynamiquement admissible (Jirasek et Bazant, 2002).
Le coefficient de Poisson peut être explicité en fonction de K et G :

ν = 3K − 2G
2G+ 6K

On constate que ν peut se révéler négatif pour de petites pressions, étant donné que K sera lui
aussi petit. Ceci est une limite importante de cette formulation.

2.4.5 Modèle de Drucker-Prager

Ce modèle a été proposé par Drucker et Prager (1952). Il s’agit du critère le plus simple
permettant de prendre en compte la pression hydrostatique p. Le critère peut aussi se trouver
sous le nom de critère linéaire de Drucker-Prager (linear Drucker-Prager). Il existe d’autres for-
mulations pour la fonction de seuil f , appelées hyperboliques ou exponentielles.
Le critère Drucker-Prager a été largement utilisé dans les études concernant le béton, même ré-
centes (fretté ou non), de part sa simplicité (trois paramètres à définir uniquement) mais aussi
sa capacité à modéliser l’augmentation de la résistance au cisaillement à mesure que la pres-
sion hydrostatique augmente (voir Bao et al. (2013); Karabinis et Rousakis (2002); Jiang et Wu
(2012); Papanikolaou et Kappos (2007))

La fonction de charge du critère de Drucker-Prager correspond à celle du critère de von
Mises auquel on ajoute un terme de dépendance linéaire à la pression hydrostatique :

f(p, q; d) = q − p tan β − d (2.23)

On appelle β l’angle de friction. d peut être une fonction d’écrouissage permettant notamment
d’ajouter une tolérance à la traction. Le critère est tracé dans le plan (p, q) en Figure 2.4.5. Il
s’agit d’une droite de pente tan β. On constate qu’il est possible de comprimer jusqu’à l’infini
le matériau à faible cisaillement sans qu’il n’y ait de plasticité.
Il est possible de modifier la formulation du critère de Drucker-Prager pour tenir compte de la
dissymétrie traction/compression observée pour les géomatériaux (voir Homand et al. (2000)).
Pour ce faire, le troisième invariant du déviateur des contraintes s est utilisé (Jiang et Wu, 2012),
ou bien l’angle de Lode. Pour rappel :

s = 9
2[S · S : S] (2.24)

Par exemple, la formulation retenue par Abaqus et Z-set est :

f(p, q, r; d) = q

2

[
1 + 1

K
−
(

1− 1
K

)
s3

q3

]
− p tan β − d (2.25)

avec K, correspondant au ratio du la résistance à la traction sur la résistance à la compression.
Pour maintenir une convexité du critère, K doit être compris entre 0.778 et 1.

Le critère a généralement un écoulement non associatif, introduisant un nouvel angle, l’angle
de dilatation φ :

g(p, q) = q − p tanφ (2.26)
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q

p−pt
d

tan β

f(σ∼ ; d) = 0 : plasticité

f(σ∼ ; d) < 0 : élasticité

FIGURE 2.36 – Critère de Drucker-Prager dans le plan (p,q)

Lorsqu’on calcule la direction d’écoulement P∼ , deux termes apparaissent :

P∼ = 3
2
S∼
q

+ 1
3 tanφI∼ (2.27)

= P∼ dev
+ P∼ hydro

(2.28)

où S∼ correspond au deviateur du tenseur des contraintes :

S∼ = σ∼ −
1
3tr (σ∼)I∼ (2.29)

Le premier terme dépend du cisaillement (et est en fait la direction d’écoulement du critère
de von Mises). Le second terme est lié aux déformations plastiques volumiques. On obtient
notamment, via Equation 2.11 :

ε̇pv = tr ε̇∼
p = λ̇ tanφ (2.30)

Le changement de volume est contrôlé par la valeur de l’angle de dilatation. L’introduction de cet
angle, et donc d’un écoulement non associé, a été motivé par le fait qu’un écoulement associé
utilisant l’angle de friction tend à surestimer les déformations volumiques. Ainsi on impose
φ < β.

2.4.6 Modèles multi-surfaces

Le critère de Drucker-Prager est un critère très simple mais qui reste pertinent pour modéliser
le comportement d’un matériau en cisaillement. Cependant, la surface de charge est ouverte et
tolère une compression infinie sans apparition de la plasticité. Pour les études de géomatériaux,
les échantillons sont généralement confinés. L’absence de clôture hydrostatique est rapidement
devenue une limite handicapante du critère de Drucker-Prager originel.
Les fonctions de charge détaillées dans la bibliographie sont très souvent des modèles à deux
surfaces, correspondant à deux mécanismes distincts :

— Le comportement sous chargement déviatorique avec prédominance de glissement de
grains et localisation de la déformation

— Le comportement à haut confinement avec la réorganisation du squelette granulaire pour
densifier la structure (pour les roches poreuses, on parle aussi de fermeture de pores)
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Une de ces premières approches multi-surface est le modèle de Hvorslev de 1937 (soit 15
ans avant Drucker-Prager). La fonction de charge est tracée en Figure 2.37 (a). La partie bleue
correspond au comportement sous cisaillement, appelée zone sèche (dry zone), tandis que la
zone rouge est appelée zone humide (wet zone). On remarque que la transition entre les deux
zones n’est pas dérivable.
Une autre modification notable de la surface de charge du modèle de Drucker-Prager est le mo-
dèle Drucker-Prager Cap initié par Resende et Martin (1985). Une clôture hydrostatique (cap ou
chapeau) elliptique est ajoutée pour fermer le domaine d’élasticité. Plus récemment, ce modèle
a été remanié afin d’ajouter une troisième surface, dite de transition. Cette formulation est indé-
niablement plus complexe et mène à la définition de trois sous-surfaces de charges, et de deux
sous-fonctions d’écoulement avec notamment une surface de charge durcissante dans la zone
humide. On pourra citer à titre d’exemple les travaux de Han et al. (2008). La surface de charge
du modèle de Drucker-Prager Cap Modifié est tracée en Figure 2.37 (b).

q

ppc

(a) Surface de Hvorslev
(b) Drucker-Prager Cap Modifié (Han

et al., 2008)

FIGURE 2.37 – Exemples de modèles à deux surfaces de charge

2.4.7 Modèle de Cam-clay Modifié

2.4.7.1 Introduction

Les modèles multi-surfaces de la Section précédente incluent une dépendance de l’écoule-
ment plastique au confinement, dans le sens où les modèles ont une surface durcissante en zone
humide et adoucissante ou plastique parfaite en zone sèche. Ils ne s’inscrivent pas forcément
dans la sous-famille de modèles mécaniques des géomatériaux qui s’appelle la mécanique des
sols à état critique (Critical State Soil Mechanics).
Ces modèles s’appuient sur les observations expérimentales concernant l’apparition de l’Etat
Critique décrites en Section 2.2.4.2 qui vient caractériser l’écoulement plastique. Les premiers
modèles ont été développés à Cambridge à partir d’essais sur de l’argile de la rivière Cam (d’où
le nom du modèle). Le critère de Cam-clay (Roscoe et al., 1958), et surtout sa version modifiée
(Schofield et Wroth, 1968) souvent appelée à tord simplement Cam-clay, sont sans doute les
modèles élastoplastiques les plus importants. Les modèles plus sophistiqués actuels découlent
pour la plupart des travaux de l’Université de Cambridge.
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2.4.7.2 Elasticité

Les modèles de Cam-clay adoptent l’hypoélasticité isotrope décrite en Section 2.2.4.1, car
ils découlent notamment de l’exploitation des essais de compression isotrope.

2.4.7.3 Fonction de charge

Les deux modèles de Cam-clay font intervenir dans leur formulation la pression de preconso-
lidation pc, marquant la frontière entre le comportement élastique et le comportement plastique
lors des essais de compression isotrope.
Ils font aussi intervenir la pente de la droite d’état critique M .

Cam-clay :

f(p, q; pc) = q +Mp ln
(
p

pc

)
(2.31)

Cam-clay Modifié :
f(p, q; pc) = q2 −M2p(pc − p) (2.32)

Les deux fonctions de charges sont tracées en Figure 2.38. Pour les deux modèles, la pression
de preconsolidation, pc, est la variable d’écrouissage.

p

q Cam-clay
Cam-clay Modifié
Droite d’Etat Critique

pc

FIGURE 2.38 – Fonction de charge des modèles de Cam-clay

Par la suite, le modèle de Cam-clay originel sera vite abandonné au profil de sa version
modifiée. La suite de la description se focalisera donc uniquement sur le modèle de Cam-clay
modifié. Ces deux modèles sont définis uniquement pour des matériaux soumis à une compres-
sion, aucune traction (p < 0) n’est modélisée.
Remarque : La droite d’Etat Critique coupe la surface de charge du modèle de Cam-clay mo-
difié au point (pc/2,Mpc/2). Ceci signifie que lorsque la surface de charge est atteinte à une
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valeur de p inférieure à pc/2, le chargement se situe au dessus de la droite d’Etat Critique (resp.
pour p > pc/2, le chargement est au dessus). Le modèle doit donc modéliser à la fois une dilata-
tion et un adoucissement pour correspondre aux observation expérimentales. Ceci sera possible
grâce aux définitions d’un écoulement plastique et d’une relation d’écrouissage sur pc pertinents
définis ci-après.

2.4.7.4 Ecoulement plastique

Le modèle de Cam-clay Modifié a un écoulement associé, ainsi g = f . On peut calculer la
direction d’écoulement n∼ :

n∼ = ∂f

∂σ∼

= ∂f

∂p

∂p

∂σ∼
+ ∂f

∂q

∂q

∂σ∼
(2.33)

= M2

3 (pc − 2p)I∼ + 3S∼ (2.34)

En particulier, si on s’intéresse aux déformations plastiques volumiques incrémentales (via
Equation 2.11) :

ε̇pv = λ̇
M2

2

(
pc
2 − p

)
(2.35)

Etant donné que λ̇ > 0, le signe de ε̇pv dépend du signe de
(pc

2 − p
)

lorsque la surface de charge
est atteinte. On retrouve bien ici le fait que le sol se dilate en cisaillement (p < pc/2) et se
contracte en haut confinement (p > pc/2). De plus, pour p = pc/2, on trouve facilement que
q = Mp, c’est-à-dire que l’on se trouve à l’Etat Critique. On obtient bien ε̇pv = 0 c’est-à-dire
aucun changement de volume.

L’écoulement seul ne permet pas de retrouver la dépendance du durcissement au confine-
ment. Ce sera possible avec la considération de pc comme variable d’écrouissage.

2.4.7.5 Relation d’écrouissage

La pression de préconsolidation est la variable d’écrouissage du modèle. Son équation d’évo-
lution est directement tirée de l’exploitation expérimentale de l’essai de compression isotrope
décrit en Section 2.2.4.1, à savoir :

ṗc
pc

= v0
λ∗ − κ∗

ε̇pv (2.36)

La valeur de pc conditionne l’amplification de l’ellipse qui correspond à la surface de charge
du modèle de Cam-clay Modifié. Si pc augmente, la surface de charge se dilate et un durcisse-
ment est constaté. L’équation précédente lie le signe de l’évolution de pc au signe de ε̇pv (puisque
λ∗ > κ∗), autrement dit, à la dilation ou à la contraction du géomatériau, elle-même liée au
confinement.
Pour une contraction ε̇pv > 0, pc augmente, donc il y a durcissement (resp. en dilatation, il y a
adoucissement). Les observations expérimentales de durcissement en zone humide issues de la
bibliographie (voir Section 2.2.4.2) sont vérifiées.
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2.4.7.6 Mise en images

Les Figures 2.39 et 2.40 présentent les prédictions du modèle pour un même chargement
triaxial monotone de confinement q/p. Les deux configurations diffèrent seulement par l’ampli-
tude de leur préchargement, qui consiste en une compression isotrope jusqu’à p = p0.
Pour un premier premier confinement relativement élevé, la surface de charge va être atteinte au
point A se situant en zone humide (Figure 2.39 (a)). Passé le domaine élastique, il y a donc dur-
cissement (Figure 2.39 (b)) jusqu’à ce que l’Etat Critique soit atteint (point B) et où la contrainte
de cisaillement cesse d’augmenter.
Pour un second confinement faible, la surface de charge est atteinte dans la zone sèche (Figure
2.40 (a)). Il y a donc adoucissement jusqu’à l’Etat Critique (Figure 2.40 (b)).
Cet exemple illustre les prédictions du modèle pour deux cas de chargement, mais aussi sou-
ligne l’importance d’une précontrainte qui, pour un même chargement triaxial, peut changer
significativement le comportement macroscopique du matériau.

p0

q

ppAc pBc

Droite d’Etat Critique

A

B
Etat Critiqueq

ε

A

B

(a) (b)

FIGURE 2.39 – Durcissement

q

ppAcpBc
p0

Droite d’Etat Critique

A

B

q

ε

Etat Critique

A

B

(a) (b)

FIGURE 2.40 – Adoucissement

2.4.7.7 Limites

Le modèle de Cam-clay Modifié est un classique de la mécanique des sols. Il demeure rela-
tivement simple (une seule surface de charge, écoulement associé, une seule variable d’écrouis-
sage) mais permet de prédire l’influence du confinement sur le comportement macroscopique
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de l’échantillon. Il a été largement utilisé dans la littérature (voir l’état de l’art de Gens et Potts
(1988)). Ce modèle est, de plus, assez facile à implémenter sur les codes éléments finis, ce qui a
permis son adoption dans quasiment tous les codes éléments finis.
Cependant, pour bon nombres d’applications modernes, le modèle semble trop simpliste et a
quelques limites :

— La surface de charge elliptique en zone sèche tend à surévaluer les contraintes de cisaille-
ment au moment du seuil plastique. Un modèle multi-surfaces de type Hvorslev peut
alors être préférée (Tsiampousi et al., 2013) dans cette zone. Cependant, ces modèles
sont plus difficiles à être implémentés. De plus, on observe une tendance à multiplier
les paramètres à déterminer pour la calibration alors que certains n’ont pas vraiment de
sens physique clair et apparaissent plus être des paramètres purement mathématiques
afin d’avoir des transitions continues entre les différentes surfaces de charge ou fonction
d’écoulement (Yu, 1998).

— L’utilisation d’un écoulement associé ne permet pas de prédire certains comportements
observés lors de tests non-drainés de sable lâche (Yu, 1998). Les modèles utilisant un
écoulement non-associé préfèreront utiliser une fonction d’écoulement découlant de la
formule de Rowe (1962) liant la dilatance aux incréments de déformation plastique vo-
lumique et de cisaillement.

— Cette théorie ne s’applique absolument pas aux matériaux cimentés. Il n’y a notamment
pas de résistance à la traction possible par exemple.

2.4.8 Clay And Sand Model

2.4.8.1 Introduction

Afin de simplifier et unifier la modélisation des sables comme des argiles, (Yu, 1998) propose
le Clay And Sand Model (CASM). Ce modèle s’inscrit dans le cadre de la mécanique des sols à
état critique. Il a une surface de charge unique, et ne rajoute que 2 paramètres supplémentaires
par rapport au modèle de Cam-clay Modifié.

2.4.8.2 Elasticité

Le CASM adopte l’hypoélasticité isotrope décrite en Section 2.2.4.1.

2.4.8.3 Fonction de charge

Comme le modèle de Cam-clay Modifié, la fonction de charge du CASM fait intervenir la
pression de préconsolidation pc et la pente de la droite d’Etat Critique (DEC) M .

f(p, q; pc) =
(

q

Mp

)n
+ 1

ln r ln
(
p

pc

)
(2.37)

Un exemple de fonction de charge du CASM est tracé en Figure 2.41.
La fonction de charge du CASM est la somme de deux termes :
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pc p

q

0

M n r pc
1.2 3. 1.5 1.

FIGURE 2.41 – Exemple de fonction de charge du CASM

—
(

q
Mp

)n
qui contrôle le comportement en cisaillement. L’ajout du paramètre de forme n

permet de donner plus ou moins de d’importance à ce terme et de transformer l’allure de
la surface de charge afin de la rendre moins elliptique et plus proche d’une droite dans la
zone sèche (voir Figure 2.42 (a)).

— 1
ln r ln

(
p
pc

)
qui assure une clôture hydrostatique en p = pc. Ce terme est piloté par

l’ajout du paramètre r appelé ratio d’espacement (spacing ratio) (voir Figure 2.42 (b)).

p

q n = 1.
n = 2.
n = 3.
n = 4.
DEC

pc

p

q r = 1.40
r = 1.50
r = 2.00
r = 3.00
DEC

pc

(a) (b)

FIGURE 2.42 – Influences de n et r sur la surface de charge du CASM
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2.4.8.4 Ecoulement plastique

Le CASM, contrairement au modèle de Cam-clay Modifié, a un écoulement non associé
(g 6= f). La surface d’écoulement se déduit de la relation de Rowe (1962). Cette equation lie
la dilatance d (ratio des incréments de déformation plastique volumique ε̇pv et de déformation
plastique de cisaillement ε̇ps) au confinement q/p :

d = ε̇pv
ε̇ps

=
9(M − q

p)
9 + 3M − 2M q

p

(2.38)

De la même manière que pour le critère de Cam-clay Modifié, l’écoulement lie les variations de
volume au confinement q/p. Par exemple, pour M > q/p (zone humide), on a ε̇pv > 0 soit une
contraction. L’intégration de cette relation permet d’établir la fonction d’écoulement g :

g(p, q;β) = 3 ln
(
p

β

)
+ (3 + 2M) ln

(2q
p

+ 3
)
− (3−M) ln

(
3− q

p

)
(2.39)

où β est une constante qui est facilement déterminable grâce à l’équation de cohérence g = 0
pour chaque configuration (p, q).

2.4.8.5 Relation d’écrouissage

Le CASM utilise aussi pc comme unique variable d’écrouissage. L’équation d’évolution de
pc est la même que pour le modèle de Cam-clay Modifié, à savoir l’Equation 2.7. Par cette équa-
tion, l’évolution de pc et donc le durcissement/adoucissement macroscopique est à nouveau liée
aux variations de volumes, et donc au confinement d’après l’équation de Rowe. Les observations
expérimentales de l’Etat Critique sont bien modélisées.

2.4.9 Modélisation de la cimentation

2.4.9.1 Cadre théorique de prise en compte de la cimentation

Les modèles constitutifs précédents n’incluent pas de cimentation intergranulaire, qui peut
être naturelle (sables argileux, par exemple) ou artificielle (noyaux de fonderie). Les modèles
élastoplastiques de matériaux granulaires cimentés sont très peu représentés dans la littérature.
Ami Saada et al. (1996) ont proposé une version "révisée" du modèle de Cam-clay Modifié,
appelée Revised Modified Cam-clay Model, adaptée à un sable de fonderie (argileux et humide).
Leur modèle tient compte de la cimentation mais aussi de la température de vieillissement θ
qui influe naturellement sur la teneur en eau, et donc de liant, des noyaux. La cohésion est
modélisée par l’ajout d’un terme de translation sur l’axe p noté pc0. C’est en fait un paramètre
matériau, à calibrer à chaque température de vieillissement. Cette force de cohésion n’a pas
d’équation d’évolution et ne diminue pas lors du chargement, contrairement à d’autres modèles.
La version modifiée ajoute aussi une deuxième surface de charge, de type von Mises, qui survient
en fait avant la surface de Cam-clay Modifié afin de modéliser le durcissement pré-pic, qui est
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quasiment toujours négligé dans la modélisation. Ainsi deux fonctions sont définies :

f1(p, q; εpv) = q2

M2(p− pc0) + (p− pc0)− (pc − pc0) (2.40)

f2(p, q; εps) = q − 1
2M(pc − pc0)

εpq
a+ εpq

(2.41)

où f1 correspond à la surface de Cam-clay Modifiée translatée et f2 est la surface de de type
von Mises avec un écrouissage dépendant de la déformation plastique cumulée de cisaillement
εpq . Ces deux surfaces sont tracées en Figure 2.43, avec en parallèle une courbe q-εs pour un
chargement d’exemple. Le chargement va donc en premier atteindre la fonction de charge f2
qui dans le plan (p, q) est une simple droite horizontale. Il y a durcissement jusqu’à atteindre
f1 et donc l’adoucissement pour l’illustration qui se situe en zone sèche. La dépendance à la
température de vieillissement signifie, pour eux, de faire une calibration du modèle à chaque
température. Il n’y a pas de loi, même phénoménologique, liant les paramètres du modèle à θ.

FIGURE 2.43 – Fonction de charge du Revised Modified Cam-clay Model (issu de Ami Saada
et al. (1996))

Plus récemment, Tengattini et al. (2014) et Das et al. (2014) ont mis au point un modèle
thermomécanique pour des matériaux cimentés granulaires basé sur l’utilisation de variables
internes mesurables et inspirées par la micromécanique. Rahimi et al. (2016) ont développé un
modèle s’inscrivant dans la mécanique des sols à Etat Critique pour des sables, cimentés ou non,
prenant en compte l’anisotropie due à la fabrication.

On peut citer à titre d’exemple Asaoka et al. (2000) qui s’intéressent à la surface de charge
d’un sol très structuré. Cette structuration n’est pas forcément liée à une cimentation. Ils défi-
nissent une "sursurface" de charge (superloading yield surface) qui vient amplifier une surface
de charge originelle sur matériau non structuré (ici celle du modèle de Cam-clay original). Cette
sursurface de charge est tracée en Figure 2.44. Les modèles prenant en compte une cimentation
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FIGURE 2.44 – Sursurface de charge dans le plan (p, q) (issu de (Asaoka et al., 2000))

ou une structuration adoptent le plus souvent ce paradigme à deux surfaces de charge, une cor-
respondant à celle du matériau non lié ou non structuré, l’autre étant celle du matériau structuré,
ou lié. Cette dernière va, au cours du chargement plastique, graduellement rétrécir jusqu’à at-
teindre la surface de charge originelle (à mesure que le matériau se déstructure). La définition de
cette sursurface de charge à partir de la surface de charge du matériau non lié est donc au coeur
de la modélisation de la cimentation. La sursurface de charge de Asaoka et al. (2000) consiste à
simplement multiplier la surface de charge de Cam-clay par un ratio de surconsolidation R∗.
Il existe toutefois un cadre théorique plus spécifique pour l’adaptation de modèles élastoplas-
tiques de matériaux non cimentés. Il a été mis au point par Gens et Nova (1993). Ici aussi, deux
états du matériau sont distingués : l’état non structuré, ou non cimenté, correspondant au modèle
élastoplastique de base, et l’état structuré, ou cimenté. On postule que la surface de charge du
matériau cimenté correspond à l’amplification de celle du matériau non cimenté sans déforma-
tion.
On considère que la surface de charge est pilotée par le seuil en compression isotrope po et le
seuil en traction isotrope pt, ce dernier étant non nul du fait de l’existence de cimentation. Ces
seuils sont calculés grâce à l’introduction de deux paramètres scalaires : b le paramètre de liant
(bonding parameter) et α paramètre lié à la résistance à la traction. po et pt découlent de ces
deux nouvelles variables ainsi que de pc, la pression de préconsolidation du géomatériau non
structuré :

po = pc(1 + b) (2.42)

pt = αbpc (2.43)

Un exemple de fonctions de charge d’un matériau non lié et d’un matériau lié est disponible
en Figure 2.45.

Dans ce cadre-ci, le paramètre de liant, b, est une variable interne, dont l’évolution au cours
du chargement plastique est pilotée par une mesure de la déformation plastique d’endommage-
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q

ppt pc(1+b)pc

f(b = 0) f(b > 0)

FIGURE 2.45 – Fonctions de charge pour un matériau non structuré (bleu) et cimenté (rouge)

ment h par :

b = b0e
−h (2.44)

ḣ = h1|εps|+ h2|εpv| > 0 (2.45)

h(t0) = 0 (2.46)

avec h1 et h2 nouveaux coefficients positifs qui modélisent respectivement la sensibilité de la
rupture du liant intergranulaires au cisaillement ou aux chargements volumiques. Ces équations
signifient notamment que b ne peut que décroitre en chargement plastique.

La loi d’écoulement est juste adaptée en remplaçant p par p+ pt.
L’ajout de cette nouvelle variable d’écrouissage liée au comportement cohésif modifie donc

le module d’écrouissage qui se trouve être la somme de deux termes :

H = Hs −Hd (2.47)

Le premier est le terme dû au comportement frictionnel du matériau non lié, et donc notam-
ment son durcissement (Hs > 0) et adoucissement (Hs < 0) en fonction du confinement. Le
deuxième terme correspond à la diminution irréversible de la cimentation. Il est donc toujours
négatif. Cela modifie et complexifie quelque peu la zone de chargement telle que H = 0 (c’est-
à-dire l’état critique) surtout que celle-ci évolue au cours du chargement.
De plus, Gens et Nova (1993) mettent en évidence le comportement assez complexe de la sur-
face de charge lorsqu’elle est atteinte à haut confinement (H < 0). Cette évolution est tracée
en Figure 2.46. La pression de préconsolidation va augmenter plus fortement. Ainsi du côté de
la zone humide, la surface va s’amplifier (passage du point B au point C). Cependant, comme b
diminue aussi, la résistance à la traction s’étiole.

Le cadre théorique de Gens et Nova (1993) a été appliqué dans la bibliographie par :
— Nova et al. (2003) : le modèle prend aussi en compte la dégradation chimique du liant,

en plus de sa dégradation mécanique
— Ciantia et di Prisco (2016) : le modèle est appliqué à de la calcarénite (grès formé par

de la consolidation de sable calcaire) et prend notamment en compte la dégradation chi-
mique mais aussi l’hydratation du géomatériau

Les deux extensions du CASM (Section 2.4.8) aux matériaux granulaires cimentés sont aussi
présents dans la bibliographie et sont analysés ci-après.
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FIGURE 2.46 – Evolution de la surface de charge pour un chargement à haut confinement (tiré
de Gens et Nova (1993))

2.4.9.2 CASM-n

Dans Yu et al. (2007), le Clay And Sand Model est adapté pour les matériaux granulaires
cimentés et devient le CASM-n. Le CASM-n ne se revendique pas explicitement comme étant
dans le cadre de Gens et Nova (1993) mais dans les faits, il en reprend exactement le même
formalisme.

L’effet de la cimentation est piloté par la donnée de trois grandeurs, visibles en Figure 2.47 :
— pb : ajout de pression de résistance à la compression. Dans les notations de Gens et Nova

(1993), ce terme correspond à bpc. C’est une variable interne du modèle (qui est en fait
une substitution de b).

— pt : pression de résistance à la traction. pt est définie par :

pt = βpb (2.48)

où β est une constante matériau. Si on utilise les notations de Gens et Nova (1993), on
retrouve bien la relation αbpc avec α = β.

— c : nouveau paramètre matériau appelé cimentation intergranulaire (interparticle bon-
ding). Cela correspond à la valeur de la moitié de la contrainte de cisaillement maximale
admisse pour p = 0 (cisaillement pur). Ce paramètre est une nouvelle variable interne
avec sa fonction d’évolution.

La fonction de charge du modèle s’écrit :

f(p, q; pc, pb) =
(

q

M(p+ pt)

)n
+ 1

ln r ln
(

p+ pt
pt + pc + pb

)
(2.49)

L’équation d’évolution de pc est légèrement différente de celle du modèle de Cam-clay
(Equation 2.7) et ajoute une dépendance à la déformation plastique de cisaillement, présente
dans d’autres articles (par exemple Gens et Nova (1993)) :

ṗc
pc

= (1 + α) v

λ∗ − κ∗
(ε̇pv + ωε̇ps) (2.50)
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FIGURE 2.47 – Surface de charge du CASM-n (issu de Yu et al. (2007))

avec α et ω deux paramètres scalaires permettant de pondérer les effets des déformations plas-
tiques.
De même que pour l’équation d’évolution du paramètre de liant b de Gens et Nova (1993), l’évo-
lution de la surpression de résistance à la compression pb dépend d’une mesure de déformation
plastique d’endommagement εpd :

ṗb
pb

= −Dbε̇
p
d (2.51)

ε̇pd =
√

(ε̇pv)2 + (ε̇ps)2 (2.52)

Contrairement au modèle de Gens et Nova (1993), il n’y a pas de distinction faite entre l’in-
fluence des déformations plastiques de cisaillement et les déformations plastiques volumiques
(par le biais d’une pondération comme dans l’Equation 2.46). L’influence de l’endommagement
plastique sur la cohésion est donc simplement répercutée par le coefficient Dp.

La cimentation intergranulaire dépend aussi de εpd mais avec un taux de dégradation Dc

différent :
ċ

c
= −Dcε̇

p
d (2.53)

Concernant l’élasticité, une hypoélasticité isotrope est aussi adoptée. Cependant, le module
de compressibilité isostatique K dépend ici de la cimentation via une relation phénoménolo-
gique :

K = vp

κ∗

(
1 +

√
pb
p

)
(2.54)

Concernant l’écoulement plastique, il est aussi adapté, cette fois-ci plus finement que de
substituer p par p+pt. L’équation de Rowe (1962) est ainsi adaptée, et tient compte du paramètre
c :

ε̇pv
ε̇ps

=
9(M − η) + 6 cp

√
(3 + 2M)(3−M)

9 + 3M − 2Mη + 4 cp
√

(3 + 2M)(3−M)
(2.55)
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La fonction d’écoulement g est aussi adaptée de manière non triviale :

g(p, q; pc, pb) = 3M ln
(
p+ pt − k

ϕ

)
+ (2M + 3) ln

( 3(q − h)
p+ pt − k

+ 3
)

+ (M − 3) ln
(

3− q − h
p+ pt − k

)
(2.56)

avec :

k =
√

(3 + 2M)(3−M)(36− 12M)c
18M2 − 27M − 81

h =
√

(3 + 2M)(3−M)(−54 + 18M)c
18M2 − 27M − 81

2.4.9.3 C-CASM

Le Cemented Clay And Sand Model ou C-CASM est la seconde adaptation du CASM à la
cimentation. Le modèle est décrit par Rios et al. (2016) et s’inscrit pleinement dans le cadre de
Gens et Nova (1993).

Comme pour le CASM-n, l’élasticité considérée est une élasticité hypoélastique isotrope
dont le coefficient de compression isostatique dépend de la cimentation :

K = v0p

κ∗

(
1 +

√
pcb

p

)
(2.57)

La fonction de charge du matériau lié est :

f(p, q; pc, b) =
(

q

M(p+ pt)

)n
+ 1

ln r ln
(

p+ pt
pc(1 + b) + pt

)
(2.58)

La dilatance et la fonction d’écoulement sont adaptées au cas cimenté en remplaçant p par
p+ pt :

d = ε̇pv
ε̇ps

=
9(M − q

p+pt )
9 + 3M − 2M q

p+pt
(2.59)

g(p, q;β, pc, b) = 3M ln((p+ pt)/β)

+ (3 + 2M) ln
(

2 q

p+ pt
+ 3

)
− (3−M) ln

(
3− q

p+ pt

)
(2.60)
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2.5 Méthode hybride d’hyper-réduction de modèles - H2ROM

2.5.1 Principe de la H2ROM

Une méthode hybride d’hyper-réduction de modèles a été employée durant la thèse, notam-
ment pour analyser plus en profondeur l’essai de compression uniaxiale étudié en tomographie
aux rayons X (en Section 4.1). La H2ROM, ou Hybrid Hyper-Reduced Order Modeling, est une
méthode mêlant l’hyper-réduction et les éléments finis (d’où le terme "hybride"). En quelques
mots, la méthode va s’appuyer sur des modes dit POD pour Proper Orthogonal Decomposition
(Décomposition orthogonale aux valeurs propres) restreint à un domaine d’intégration réduit,
ou RID (Reduced Integration Domain). Pour décrire la H2ROM il faut expliciter pas à pas les
degrés de complexité de la méthode :

1. La réduction de modèles
2. L’hyper-réduction
3. La méthode hybride
L’objectif de cette partie n’est pas de faire un tour d’horizon exhaustif des méthodes de

réduction ou d’hyper-réduction de modèles mais plutôt d’expliciter la méthode utilisée durant la
thèse.

2.5.2 La réduction de modèles

La première étape de la H2ROM consiste à réduire la dimension du problème. Traitons à
titre d’illustration le cas d’un champ de déplacement solution d’un problème éléments finis uh
donné. Nd est le nombre de degrés de libertés du problème et Nt le nombre de pas de temps.
uh peut aussi être la projection d’un champ expérimental à un sous-espace cinématiquement
admissible et sur un maillage de l’éprouvette réelle. Ce champ s’écrit naturellement sur la base
des fonctions de forme éléments finis (ψi), i = 1 . . . Nd.

uh(x, tj) =
Nd∑
i=1
ψi(x)ai(tj) (2.61)

Ainsi, plutôt que de travailler sur uh, on va s’intéresser à ces coefficients ai stockés sous la
forme d’une matrice dite de snapshots Q ∈ RNd×Nt définie par :

Qij = ai(tj) (2.62)

C’est sur la matrice de snapshot qu’est effectuée la réduction de la dimension. L’idée est d’ap-
proximer Q sur une base V, dite base réduite, de taille N < Nd :

Qij '
N∑
k=1

bkjVik (2.63)

Cette décomposition est mise en images en Figure 2.48. Si on note V la matrice formée des
modes Vi(x) et b la matrice des coefficients bi(tj), autrement appelées coordonnées réduites,
on peut réécrire l’équation précédente :

Q ' Vb (2.64)
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Ainsi, on ne s’intéresse plus qu’à V ∈ RNd×N et aux coordonnées réduites b ∈ R ∈ RNt×N .
Le coût de calcul ou de stockage est alors drastiquement moindre pour N << Nd. Plusieurs
méthodes existent pour déterminer l’approximation d’ordre N pour Q. On s’intéresse ici à la
Proper Orthogonal Decomposition (POD) (voir Kirby et Sirovich (1990)), ou Décomposition
orthogonale aux valeurs propres en français.

' + + +...+

u b1V1 b2V2 b3V3 bNVN

FIGURE 2.48 – Décomposition en modes propres d’un champ

Les modes sont déterminés par une méthode appelée Décomposition aux Valeurs Singulières
(abrégée SVD en anglais) tronquée :

Q = VSWT + R (2.65)

avec :
— V ∈ RNd×N : base réduite précédemment évoquée
— S = diag(σ1, . . . , σN ) ∈ RN×N : matrice diagonale contenant les valeurs singulières de

Q classées par ordre croissant
— W ∈ RNt×N matrice orthogonale
— R ∈ RNd×Nt matrice de résidus vérifiant :

‖R‖2 = σN+1 < εtol σ1 (2.66)

En pratique, c’est la tolérance εtol qui va fixer l’ordre de l’approximation N < Nd pour Q et
donc la réduction de dimension. En d’autres termes, la SVD permet de déterminer les valeurs
singulières de Q et de sélectionner les N modes prédominants. On constate dans la plupart des
cas que les valeurs singulières σi décroissent très rapidement et que passé un certain rang, l’ap-
port des modes est très faible relativement aux premiers.
Cette base étant construite, si un nouveau calcul est effectué, au lieu d’effectuer un calcul élé-
ments finis complet, la solution calculée est restreinte à l’espace formé par la base réduite (on
cherche donc les coordonnées réduites pertinentes).

2.5.3 L’hyper-réduction de modèles

L’analyse empirique précédente ne fait pas de sélection sur les degrés de liberté du problème.
Elle est en fait intimement liée à la discrétisation temporelle et permet de réduire énormément
le volume du problème quand il y a beaucoup de pas de temps. La démarche d’hyper-réduction
de modèles s’intéresse quant à elle à la diminution du domaine d’intégration (voir Ryckelynck
et al. (2015)). Ce que l’on appelle un modèle hyper-réduit correspond à un ensemble d’équations
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éléments finis restreintes à un domaine d’intégration réduit (Reduced Integration Domain, ou
RID) lorsqu’on cherche une solution approximative d’équations EF avec une base réduite. En
quelques mots, cette approche compte sur le faible rang des approximations réduites pour mettre
en place les équations réduites d’un modèle donné. Expliquons cela avec un modèle éléments
finis simple, linéaire et élastique. Soit K ∈ RNd×Nd la matrice de raideur de ce modèle EF et
c ∈ RNd le terme de droite de l’équation d’équilibre éléments finis :

K aFE = c (2.67)

où aFE ∈ RNd est la solution des équations éléments finis. Pour une base réduite donnée V ∈
RNd×NR , la solution réduite approchée des équations d’équilibre est notée aR. Elle vérifie :

aR = V bR (2.68)

où bR ∈ RNR sont les variables du modèle réduit. Il se trouve que le rang de K V doit être NR

afin de trouver une solution unique bR. Etant donné que Nd est généralement supérieur à NR, il
existe une sélection de quelques lignes de KV préservant le rang de la sous-matrice extraite. En
suivant une méthode d’hyper-réduction comme proposée par Ryckelynck et al. (2015), cette sé-
lection de lignes est effectuée en considérant les équations d’équilibres restreintes à un domaine
d’intégration réduit. La méthode de sélection de lignes peut être effectuée grâce à la méthode
d’Empirical Interpolation Method (Barrault et al. (2004)) ou de Discrete Empirical Interpolation
Method (Chaturantabut et Sorensen (2010)). C’est cette dernière qui sera retenue. La DEIM est
un algorithme glouton s’appliquant directement sur le champ POD-Galerkin (projection de Ga-
lerkin, comme c’est effectivement le cas dans les éléments finis). Un RID est alors extrait (voir
exemple en Figure 2.49). Il est à noter que ce RID peut être l’union de plusieurs "sous-RID" issus
de la DEIM appliquée à la matrice de snapshot en déplacement et celle en contraintes ou défor-
mations. En pratique, les matrices de snapshot peuvent provenir non pas d’un seul calcul mais
d’une étude paramétrique d’un modèle, où l’on a évalué la réponse d’un modèle à la variation
des paramètres.

FIGURE 2.49 – Exemple de domaine d’intégration construit par la méthode d’hyper-réduction
(Ryckelynck, 2005)

Ce domaine d’intégration réduit étant construit, si un nouveau calcul est effectué, au lieu
d’effectuer un calcul éléments finis sur la géométrie complète, la solution calculée est restreinte
à l’espace formé par la base réduite (on cherche donc les coordonnées réduites pertinentes) sur
le RID. Le coût de calcul peut être extrêmement réduit.
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2.5.4 L’hyper-réduction hybride de modèles

La méthode hybride d’hyper-réduction est une variation de la méthode précédente dans la-
quelle on ajoute une correction éléments finis afin d’améliorer la précision du calcul. C’est en
cela qu’on nomme cette méthode hybride (Baiges et al., 2013).
Autour du RID précédemment déterminé par les méthodes d’hyper-réduction de modèles, on
ajoute une ou plusieurs couches d’éléments d’interface. A chaque itération de ce modèle hy-
bride, une première approximation hyper-réduite est effectuée. La solution est figée sur les élé-
ments d’interface afin de fournir les conditions aux limites pour la résolution éléments finis qui
a lieu à l’intérieur du RID.
L’intérêt de la correction EF avec l’intégration de la loi de comportement au cœur du domaine
réduit est de rendre la méthode robuste pour les modèles constitutifs non linéaires comme les
modèles élastoplastiques. Les problèmes de contacts (voir Fauque et al. (2018)) ou de localisa-
tion de la déformation peuvent être ainsi traités.
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3.1 Cahier des charges du modèle mécanique

La bibliographie et les essais de Claire Menet réalisés dans le cadre de l’ANR FIMALIPO
ont permis de dresser un ensemble de caractéristiques mécaniques du noyau à liant polyuréthane
utilisé par Montupet.
En premier lieu, on peut faire le constat que le matériau est clairement élastoplastique, avec
un endommagement plastique non négligeable. L’élastoplasticité n’est pas due à la cimentation,
contrairement à ce qu’on pourrait penser : les sables seuls présentent aussi un comportement
inélastique important et bien connu. La cimentation artificielle ajoute une cohésion au matériau
se traduisant par de meilleures propriétés mécaniques (résistance à la compression et raideur
plus élevées par exemple) mais aussi l’apparition de résistance à la traction. Les noyaux de fon-
derie ont une dualité friction (sable)/cohésion (résine) complexe, où les apports aux propriétés
mécaniques du noyau de chaque constituant (sable ou résine) s’entremêlent. La dépendance à la
température de vieillissement est aussi cruciale, les propriétés mécaniques du noyaux chutant de
manière draconienne passé le pic d’évaporation de la résine (θ > 200◦C ). La bibliographie met
aussi en évidence l’importance du confinement, avec la distinction de deux zones :

— La zone sèche, à faible confinement, mettant en évidence le comportement du géoma-
tériau en cisaillement s’accompagnant par une dilatation et un adoucissement qui mène
ultimement à la rupture

— La zone humide, à haut confinement, mettant en évidence le comportement du géomaté-
riau quand il est très comprimé, s’accompagnant d’une contraction et d’un durcissement
très peu propice à une rupture facile.

Dans l’optique de rompre les noyaux, on préfèrera toujours atteindre la zone sèche au lieu de
la zone humide. La simulation du débourrage d’une culasse est un problème qui est loin de
se limiter à la simulation du martelage seul. Il convient de simuler aussi toute l’histoire ther-
momécanique du matériau avant même l’entrée de la pièce dans la débourreuse. Cela signifie
notamment prendre en compte la dégradation thermique du liant polyuréthane lors de la cou-
lée de l’aluminium mais aussi la précontrainte thermique de confinement. Cette précontrainte
de confinement va avoir tendance à "déplacer" l’état de contrainte vers la zone humide et donc
limiter la débourrabilité du matériau. Il faut donc évaluer aussi cette contribution.

Tout ceci permet de dresser un cahier des charges concernant la modélisation mécanique :
— Modèle élastoplastique
— Endommagement plastique
— Prise en compte de la dépendance à la température de vieillissement
— Prise en compte du confinement sur le comportement du matériau
Aucun modèle constitutif n’a été trouvé dans la littérature remplissant exactement ce cahier

des charges. Il a été décidé d’adapter un modèle de la littérature.
Le martelage a pour but de rompre les noyaux par cisaillement. Une première approche plus
pragmatique consiste donc à se focaliser uniquement sur des modèles mécaniques adaptés pour
ce type de chargement. Le premier modèle mécanique testé durant la thèse a été le critère de
Drucker-Prager, présenté en 2.4.5. Ce modèle est une première porte d’entrée pour la simula-
tion du comportement mécanique des géomatériaux et s’est montré pertinent en cisaillement.
Cependant ce critère échoue à prendre en compte la dépendance au confinement comme pour
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les modèles à état critique.
Il a donc été décidé d’adapter le Cemented Clay and Sand Model (C-CASM), détaillé en

Section 2.4.9.3. Il convient donc de lui ajouter la dépendance au vieillissement thermique ainsi
qu’une loi d’endommagement phénoménologique.

3.2 Élasticité

Les lois de comportement en mécanique des sables postulent pour une très large majorité
une hypoélasticité héritée du modèle de Cam-clay. Les courbes d’essais monotones réalisés par
Claire Menet de flexion 4 points (Figure 2.17) et compression uniaxiale (Figure 2.18) tendent
à montrer un comportement élastique linéaire. Pour rappel, pour les essais de compression uni-
axiale monotones, les relevés de déplacement ont été obtenus grâce à un extensomètre de 25
mm placé en surface au cœur de l’échantillon. Une autre mesure du champ de déplacement a
été testée : utiliser un LVDT de course 1.5 mm fixé sur le plateau supérieur. Les deux types de
mesures donnent des résultats différents pour un même essai. Les mesures de LVDT présentent
un important pied de courbe qui sous-entend un comportement non linéaire du matériau en élas-
ticité (voir Figure 3.1). Cependant, ce n’est pas l’hypothèse qui a été retenue. En effet, il a été
constaté expérimentalement que les noyaux s’écrasent et s’effritent au niveau des plateaux (no-
tamment au plateau supérieur). Menet (2017) explique cela par des contraintes de cisaillement
de contact à l’interface noyau/plateau ainsi qu’une moins bonne cohésion des grains aux extré-
mités de l’échantillon. Les mesures de LVDT ont donc été invalidées et seul l’extensomètre a
été retenu.

FIGURE 3.1 – Mesures d’un essai de compression uniaxiale avec LVDT (matériau non vieilli)

De fait, il a été postulé une élasticité linéaire isotrope, qui simplifie grandement le modèle et
son implémentation informatique.
Il a été supposé que le coefficient de Poisson n’est pas dépendant de la température de vieillisse-
ment. C’est alors le module d’Young qui porte la dépendance à θ. L’évolution de E en fonction
de θ est tracée en Figure 3.2.

Le coefficient de Poisson a été déterminé grâce à l’utilisation de l’essai de compression
uniaxiale étudié en tomographie aux rayons X présenté en Section 2.3.4. Pour cet essai, si on
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FIGURE 3.2 – Module d’Young en fonction de la température de vieillissement

suppose que la déformation est homogène et seulement élastique, on a classiquement :

εlat = −νεax (3.1)

Le premier palier de chargement de l’essai a été considéré comme élastique. La compression
se fait selon l’axe z. Ainsi :

εax = εexpzz

εlat = εexpxx = εexpyy

On détermine alors le coefficient de Poisson par :

ν = −〈ε
exp
lat 〉
〈εexpzz 〉

(3.2)

où 〈x〉 correspond à la moyenne spatiale de la variable x dans l’échantillon. On a :

〈εexpxx 〉 = 5.027.10−5

〈εexpyy 〉 = 5.076.10−5

〈εexpzz 〉 = 2.4656.10−4

Ainsi :

−〈ε
exp
xx 〉
〈εexpzz 〉

= 0.204

−
〈εexpyy 〉
〈εexpzz 〉

= 0.206
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A partir de ces estimations, le coefficient de Poisson a été fixé à 0.2. Un seul chiffre signifi-
catif a été conservé.

3.3 Ajout d’un endommagement

Les essais réalisés par Claire Menet ont mis en évidence un endommagement de cimentation
qui n’était pas présenté dans la bibliographie ou les cycles de charge/décharge sont rarement ef-
fectués (sauf dans Ami Saada et al. (1996)). Le bilan des essais de compression uniaxiale avec
charge/décharge a été présenté en Figure 2.19. Pour le matériau non vieilli, la perte de raideur
macroscopique peut aller jusqu’à 70% montrant que ce phénomène ne peut pas être négligé.
L’endommagement n’est pas clairement explicité dans la bibliographie, notamment pour le
CASM-n et le C-CASM. Ces deux modèles postulent une hypoélasticité ; le module de com-
pressibilité isostatique KCASM−n dépend de la pression hydrostatique. Dans le cas du matériau
cimenté, un terme dépendant du paramètre de cimentation, Kc(p, b, pc) est ajouté :

KCASM−n = Kf (p) +Kc(p, b, pc) (3.3)

Kf (p) = vp

κ∗
(3.4)

Kc(p, b, pc) = v

κ∗
√
bppc (3.5)

L’endommagement n’est pas explicite. Certes, b ne pourra que diminuer, mais pc comme p
peuvent tout augmenter et le produit bppc peut croitre entrainant une rigidification du matériau.

Dans le cas de la démarche de la thèse, où l’élasticité linéaire isotrope a été adoptée, il
a été décidé d’expliciter très clairement une variable d’endommagement D. Il a été supposé
que l’endommagement ne dépend uniquement que de la mesure d’endommagement plastique
h. Ceci signifie qu’au niveau du matériau, la perte de raideur constatée est due à la rupture des
ponts de liant (perte de cohésion). On postule donc que le sable lui-même ne participe pas à
l’endommagement.
La formulation de la loi d’endommagement est purement phénoménologique. Elle s’appuie sur
les courbes de la Figure 2.19 b. qui lient la déformation plastique axiale à la perte de raideur
macroscopique.
Dans le cas de la compression uniaxiale, on a considéré que h et εpax sont proportionnels. En
effet, on peut montrer, d’après Ami Saada et al. (1996) que de manière générale :

ε̇ps = λ̇
∂g

∂q
(3.6)

ε̇pv = λ̇
∂g

∂p
(3.7)

Ainsi, on peut réécrire l’équation d’évolution de h (Equation 2.46) :

ḣ = λ̇

(
h1
∂g

∂q
+ h2

∣∣∣∣∂g∂p
∣∣∣∣) (3.8)
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Dans le cas de la compression uniaxiale, via Equation 2.11, on peut montrer que :

ε̇pax = λ̇
∂g

∂q
(3.9)

Dire que h et εpax sont proportionnels revient en fait à négliger le terme h2
∣∣∣∂g∂p ∣∣∣ dans le cas de la

compression uniaxiale.
Partant de cette supposition, l’équation d’évolution de D en fonction de h a été choisie de ma-
nière arbitraire et fait intervenir deux paramètres (k0, k1) :

E = Eini(1−D) (3.10)

D(h; k1, k2) = k0h
k1 (3.11)

k0 est un simple terme d’amplification. k1 est un terme de puissance dont l’effet est illustré en
Figure 3.3.
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FIGURE 3.3 – Evolution de D en fonction de h

Avec une telle formulation, D peut dépasser 1, ce qui n’a aucun sens physique. En pratique,
on fixe une valeur maximum à D. Celle-ci peut-être 1. Cela signifie alors qu’on considère que
lorsque les ponts de résine sont suffisamment brisés, le sable flou n’a plus aucune raideur. Le
module d’Young du sable est d’environ 80 MPa, contre 1200 MPa (θ = 350◦C ) à 3120 MPa
(non vieilli). Ce module d’Young peut être négligé.
Une autre option peut être de fixer Dmax tel que E = Esable = 80 MPa. Cela revient à :

Dmax = 1− Esable
Eini

(3.12)
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Les boucles d’hystérésis présentes lors des essais de charge/décharge n’ont pas été modéli-
sées.

3.4 Traitement des données expérimentales

3.4.1 Essais considérés

On dispose en entrée d’un ensemble d’essais réalisés par C. Menet pour différentes tempé-
ratures de vieillissement. Les essais considérés sont :

— Flexion 4 points
— Compression uniaxiale
— Die pressing
On ne s’intéresse qu’aux courbes macroscopiques liant la déformation ε à la contrainte σ. On

considère que le seuil est atteint au pic de cette courbe de chargement. Un exemple de courbe
macroscopique est disponible en Figure 3.4. Pour ce cas, on considère que le seuil est atteint
au point B. On pourrait cependant considérer comme point de plastification le point A, point
marquant un durcissement pré-pic. On assimile le durcissement pré-pic (entre les points A et B)
à l’élasticité. Il y a deux motivations derrière cela :

— Le C-CASM ne permet pas de modéliser le durcissement. Dans la littérature, on assimile
toujours le domaine pré-pic à de l’élasticité (voir Yu et al. (2007) ou Rios et al. (2016))

— On préfère correctement évaluer la contrainte maximum admissible par le matériau σpic

ε

σ

A

Bσpic

σdur

FIGURE 3.4 – Choix du point de plastification

Pour chaque essai, il faut donc estimer le tenseur des contraintes au moment où le seuil
est atteint, puis évaluer le coupe (p, q). L’exploitation des données expérimentales fournit alors
divers couples (p, q) pour divers confinement (flexion, compression uniaxiale et die pressing) et
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plusieurs températures de vieillissement.

3.4.2 Flexion 4 points

Lors de l’essai de flexion 4 points, le tenseur des contraintes n’est pas homogène dans
l’échantillon. L’essai est simulé avec Z-set afin de déterminer l’état de contrainte pour un ma-
tériau élastique isotrope. Un quart de l’éprouvette est maillé. Des conditions de symétrie sont
appliquées. Un déplacement vertical nul est imposé sur l’appui pas, tandis qu’un déplacement
est imposé sur l’appui haut. La Figure 3.5 présente la distribution de la pression hydrostatique p
lors de la simulation. La déformée a été amplifiée afin de mieux la voir. On retrouve bien que la
partie inférieure de l’échantillon est en traction (p > 0). Si l’on calcule le rapport q/p on trouve
en bas d’échantillon q/p = −3.

FIGURE 3.5 – Flexion 4 points - p

La théorie des poutres permet d’estimer la contrainte de von Mises par :

q = 3F (Linf − Lsup)
2BH2 (3.13)

où les grandeurs impliquées dans la formule précédentes ont été définies dans la Figure 2.14.
Linf correspond à la distance entre les appuis inférieurs, Lsup à celle entre les appuis supérieurs
(où la charge est appliquée). H et B sont respectivement la demi-hauteur de l’éprouvette et la
largeur de l’éprouvette.

3.4.3 Compression uniaxiale

Lors d’un essai de compression uniaxiale, pour un matériau élastique linéaire, le confinement
q/p est égal à 3. La contrainte équivalente de Mises est F/S0.
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3.4.4 Die pressing

3.4.4.1 Exploitation théorique

L’étude de l’essai de die pressing est beaucoup plus complexe que les essais standards pré-
sentés auparavant. La friction au niveau de l’interface aluminium/noyau n’est sans doute pas
négligeable. De plus, nous n’avons pas accès à la contrainte radiale au cours de l’essai comme
pour d’autres essais présents dans la littérature (voir Mosbah et al. (1997)). La seule donnée est
la force mesurée au niveau du piston.

L’essai a d’abord été étudié par des calculs éléments finis. On considère un maillage axi-
symétrique 2D représentant l’échantillon cylindrique dans l’appareillage. Les conditions aux li-
mites sont précisées en Figure 3.6. Dans cette première approche, on ne modélise pas la friction
d’interface aluminium/noyau. Les forces de frottement sont supposées nulles. Le déplacement
est imposé au niveau du piston (déplacement arbitraire et monotone jusqu’à 0.05 mm).

FIGURE 3.6 – Conditions aux limites de la simulation de die pressing

On étudie la réponse d’un matériau linéaire isotrope de module d’Young E fixe (3500 MPa).
On fait varier le coefficient de Poisson ν et on étudie la réponse du matériau. Celle-ci est tracée
en Figure 3.7. Plus le coefficient de Poisson est élevé, plus la pression hydrostatique p augmente
et la contrainte de Mises q diminue. Ce faisant, on constate une décroissance quasiment linéaire
du rapport q/p pour un coefficient de Poisson compris entre 0.15 et 0.4. Pour ν = 0.2 on a
q/p ' 1.5. Pour ν = 0.3, q/p ' 1.

Lors de l’essai, pendant le régime élastique, le tenseur des contraintes s’écrit (d’après Mos-
bah et al. (1997)) :

σ∼ =

σax 0 0
0 σt 0
0 0 σt

 (3.14)

De fait :

p = 1
3(σax + 2σt) (3.15)

q = σax − σt (3.16)
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FIGURE 3.7 – Influence du coefficient de Poisson ν sur la contrainte

Lors de ses essais, Claire Menet n’avait accès qu’à σax = F/S0 et pas à la contrainte
tangentielle. De fait, il a été retenu l’hypothèse très simplificatrice de fixer le coefficient de
Poisson afin de déterminer le couple (p, q) en régime élastique. Fixer ν revient à fixer le rapport
q/p = η. Or d’après les équations précédentes ont a :

η(ν) = 3 σax − σt
σax + 2σt

(3.17)

Soit,

σt = σax(3− η(ν))
2η(ν) + 3 (3.18)

Ainsi, en supposant ν on peut déterminer le couple (p, q) :

p = σax
3

(
1 + 2 3− η(ν)

2η(ν) + 3

)
(3.19)

q = σax

(
1− 3− η(ν)

2η(ν) + 3

)
(3.20)

Dans le cas où ν = 0.2, η = 1.5, ainsi les équations précédentes deviennent :

p = 1
2σax (3.21)

q = 3
4σax (3.22)

Ce traitement des essais de die pressing est assez simpliste et suppose notamment que :
— Le matériau est linéaire isotrope avant le pic de la contrainte axiale.
— Le frottement de contact aluminium/noyau est nul, rendant notamment le tenseur des

contraintes homogène. Cette friction sera investiguée plus en détails lors de la simulation
de l’essai de Push-out en Section 4.3.
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Cet essai est disponible pour du sable seul, des noyaux non vieillis, θ = 250◦C et θ =
350◦C .

3.4.4.2 Exploitation pratique pour la calibration

Pour des raisons de difficultés d’exploitation, les données expérimentales de die pressing
ont été exclues. Elles seront néanmoins utilisées pour évaluer les coefficients d’écoulement. Le
déplacement des essais de die pressing correspond au déplacement de la traverse. Les courbes
force-déplacement montrent alors un important pied de courbe, comme vu précédemment sur
les essais de compression uniaxiale (Figure 3.1).
De plus, un épaulement est clairement visible lors de l’essai : voir Figure 3.8. Si l’on calcule
la contrainte axiale au niveau de cette singularité, on constate que cela correspond au niveau
de contrainte de l’essai de compression uniaxiale. Il semblerait donc que le déplacement latéral
ne soit pas nul en tout début d’essai et que le matériau soit plutôt en compression uniaxiale.
Un jeu entre le matériau et la matrice aluminium permet un déplacement latéral. Rappelons
que le matériau a de faibles niveaux de déformation, ainsi même un faible jeu peut changer
radicalement les résultats. Cependant, passé l’épaulement, un changement de pente net survient.
Il s’agit du contact avec la matrice qui s’opère. Un durcissement s’observe.

uax (mm)

F (N)

Non vieilli

FIGURE 3.8 – Courbe force-déplacement axial type (matériau non vieilli)

3.4.5 Résumé dans le plan (p, q)

Une partie des essais réalisés par Claire Menet dans le cadre du projet FIMALIPO peuvent à
présent être résumés par la Figure 3.9 où les limites d’élasticité des différents essais sont placées
dans le plan (p, q) pour chaque température de vieillissement. Ces données sont donc le point de
départ de la calibration du seuil f .
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FIGURE 3.9 – Résumé des limites d’élasticité dans le plan (p, q)

3.5 Calibration du seuil

3.5.1 Bilan des variables à calibrer

Le vieillissement thermique ne concerne que le liant polyuréthane, pas le sable en lui-même
qui ne subit a priori pas de changements pour les températures de vieillissement considérées.
Le C-CASM s’inscrit dans le cadre de la modélisation de la cimentation par Gens et Nova
(1993). Cela implique qu’il y a une distinction de faite entre les variables liées au sable (variables
frictionnelles) et les variables dues à la résine (variables cohésives). A priori, seules les variables
cohésives doivent porter la dépendance à la température de vieillissement θ.

Les variables frictionnelles du C-CASM sont en fait les variables du Clay And Sand Model,
c’est-à-dire :

— M : la pente de la droite d’état critique
— pc : la pression de préconsolidation
— n et r : les facteurs de forme du CASM

Les variables cohésives sont celles ajoutées par Gens et Nova (1993) :

— b : le paramètre de liant
— α : le paramètre de cohésion relatif à la résistance à la traction
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3.5.2 Méthodologie de calibration

La méthodologie de de calibration s’appuie grandement sur un script python interactif dé-
veloppé pour l’occasion. Ce script est disponible en Annexe 6.1. L’interface est reproduite en
Figure 3.10. Les points expérimentaux aux différentes températures de vieillissement sont tra-
cées dans le plan (p, q). Ensuite, l’utilisateur peut fixer les paramètres µ = {M,n, α, r, b, pc}
grâce aux curseurs visibles en bas de l’interface. La fonction de charge est alors tracée, ainsi que
la ligne d’Etat Critique associée.

FIGURE 3.10 – Interface python interactive

Dans un tout premier temps, ce script a d’abord une utilisation pédagogique. Il permet sim-
plement de mieux appréhender l’impact de tel ou tel paramètre sur la fonction de charge.

Concernant la calibration du modèle, Rios et al. (2016) indiquent qu’il faut d’abord calibrer
le modèle lié au sable (CASM) à partir d’essais triaxiaux réalisés sur le sable seul afin de déter-
miner les paramètres frictionnels. Cette démarche fait sens, mais demeure impossible à réaliser
dans le cas de l’ANR FIMALIPO. En effet, deux essais (flexion 4 points et compression uni-
axiale) ne sont pas réalisables sur du sable non structuré.
Néanmoins, l’essai de die pressing réalisé sur le sable seul a permis déterminer la pression de
préconsolidation pc. Ami Saada et al. (1996) assimilent la pression hydrostatique limite en die
pressing à la pression de préconsolidation. La justification intuitive à cela repose sur le fait que
la clôture hydrostatique est assez abrupte. De fait, à haut confinement, la pression maximale en
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élasticité est quasiment la même.
La procédure de calibration consiste à déterminer les paramètres pour chaque température

de vieillissement de manière incrémentale, en commençant par le matériau non vieilli.
La littérature permet de dégager des intervalles de validité pour les variables frictionnelles (M ,
n et r) issues du CASM de Yu (1998). Concernant les variables cohésives (b et α), il semble
difficile de transposer les valeurs trouvables dans la littérature au cas des noyaux de fonderie à
liant polyuréthane. En effet, la plupart des publications trouvées traitent de sables naturellement
cimentés (à savoir des sables argileux). La cohésion apportée par l’argile est indéniablement
moindre que celle apportée par la cimentation artificielle (la résistance à la traction ajoutée est
moindre). De fait, les valeurs de b et α sont totalement libres. Le bilan des intervalles de validité
est dressé en Table 3.1.

Paramètre Intervalle de validité
M 1.1 - 1.4
n 1.0 - 5.0
r � 3.
α Non précisé
b Non précisé

TABLE 3.1 – Intervalles de validité préconisés par Yu (1998)

Pour chaque température de vieillissement, l’objectif est de trouver un jeu de paramètres
tel que la fonction de charge passe par les points expérimentaux de la Figure 3.9. La première
calibration (matériau non vieilli) est a priori cruciale : elle fixe les paramètres frictionnels qui ne
devront pas changer quand θ augmente. De fait, pour passer d’une température de vieillissement
à une autre, il ne faut que modifier b (dilatation de la surface de charge) et α ("translation" de
la pression de résistance à la traction). En d’autres termes, il faut trouver un jeu de paramètres
frictionnels {M,n, r} tels qu’il ne suffit que d’ajuster b et α pour calibrer la surface de charge
pour chaque température de vieillissement θ. La procédure est alors purement "empirique" et
consiste à tester des jeux de paramètres et leur validité. L’utilisation du script interactif permet
en outre de mieux connaître l’impact de chaque paramètre sur la fonction de charge. De fait,
après une période d’adaptation, il devient assez facile de calibrer le modèle.

Les tests de paramètres n’ont pas permis de dégager un seul jeu de paramètres frictionnels.
Deux zones se sont naturellement distinguées : θ ≤ 200◦C et θ > 200◦C . Ce n’est pas étonnant
car, comme précisé chez Jomaa et al. (2015) et Bargaoui et al. (2017) cela correspond au pic de
l’évaporation de la résine (Section 2.1). Quand on étudie les limites élastiques en compression
et en traction, cette limite apparait aussi clairement. En Figure 3.11 (a) sont tracées les limites
élastiques (von Mises) en traction et en compression. La résistance en compression initie une
chute entre θ = 150 et 200◦C . Si l’on considère la résistance à la traction, en revanche, elle
marque une nette décroissance passée 200◦C tandis que pour des vieillissement moindres, elle
se maintient. Cette rupture est encore plus claire si l’on s’intéresse au ratio σc/σt qui subit un
changement de pente abrupt passé 200◦C (voir Figure 3.11 (b)). De fait, une troisième catégorie
de paramètres a été introduite : les paramètres de zone. Ces paramètres sont constants, mais
par zone de température de vieillissement, c’est-à-dire entre 20 et 200◦C et après 250◦C (les
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zones 1 et 2 de la Figure 3.11). Ces paramètres sont r et n. M et pc demeurent des paramètres
frictionnels et b et α des paramètres cohésifs.

50 100 150 200 250 300

2

4

6
Zone 1 Zone 2

θ (◦C )

|σmax|
(MPa)
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FIGURE 3.11 – Étude des limites élastiques en compression et en traction

Les paramètres finaux calibrés sont résumés en Table 3.2.

θ (◦C ) 25 150 200 250 300
pc 2.8 2.8 2.8 2.8 2.8
M 1.4 1.4 1.4 1.4 1.4
n 2.338 2.338 2.338 2.7 2.7
r 2.6 2.6 2.6 1.779 1.779
b 1.275 1.451 1.08 0.991 0.606
α 0.507 0.507 0.666 0.356 0.356

TABLE 3.2 – Paramètres du seuil calibrés

Comme précisé par Gens et Nova (1993), la prise en compte de la cimentation est pilotée par
les dilatations de la surface de charge, en compression et en traction. D’une part l’augmentation
de la pression isotrope limite po = (1 + b)pc et d’autre part, l’apparition d’une résistance à la
traction isotrope pt = αbpc.
Les évolutions des deux paramètres cohésifs b et α sont à lier respectivement à ces deux gran-
deurs. La Figure 3.12 (a) montre l’évolution de po et de la résistance à la compression en fonction
de θ. Les courbes ont été normalisées, c’est-à-dire que les valeurs ont été divisées par la valeur
pour le matériau non vieilli. On constate alors que les deux contraintes ont significativement la
même évolution. Le paramètre de liant b est à lier à l’augmentation de la résistance à la com-
pression due à la cimentation. Il apparaît notamment que b n’est par exemple pas lié uniquement
à une quantité de ponts de liant. En effet, ce paramètre augmente entre 20 et 150◦C . Il n’y a
naturellement pas de création de ponts entre ces deux températures. A 150◦C , l’eau présente
dans les ponts de résine s’est évaporée et la réticulation du polymère a été peut-être accentuée.
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Cela pourrait générer une rigidification des ponts et une légère augmentation de leur contrainte
à la rupture. b dépend aussi de "l’état" de la résine que ce soit sa rigidification (150◦C ) ou sa
dégradation (θ > 200◦C ).
La résistance à la traction modélisée pt évolue aussi de manière extrêmement similaire à la
contrainte maximale déterminées lors des essais de flexion 4-points (Figure 3.12 (b)).
On peut alors en tirer une estimation de po(θ) et pt(θ) directement en fonction des données
expérimentales :

po(θ) = po(θ0) σc(θ)
σc(θ0) = pc(1 + b(θ)) (3.23)

pt(θ) = pt(θ0) σt(θ)
σt(θ0) = α(θ)b(θ)pc (3.24)

où θ0 = 20◦C .
Ces estimations permettent donc de dégager une procédure de calibration en fonction de la tem-
pérature de vieillissement :

1. Calibrer la loi de comportement pour le matériau non vieilli afin de fixer les paramètres
frictionnels et de zone

2. Pour chaque température de vieillissement θ, estimer les paramètres cohésifs par :

b(θ) = (1 + b(θ0)) σc(θ)
σc(θ0) − 1

α(θ) = α(θ0)b(θ0)
b(θ)

σt(θ)
σt(θ0)

3. Affiner les valeurs des paramètres de seuil afin de coller au mieux aux données expéri-
mentales

Finalement, les fonctions de charge dans le plan (p, q) pour chaque température de vieillis-
sement sont tracées en Figure 3.13.

On suppose en outre qu’entre deux températures de vieillissement les paramètres de la fonc-
tion de charge peuvent être linéairement interpolés. On vérifie cependant que les fonctions de
charge interpolées fournissent des transitions intuitivement correctes. La Figure 3.14 montre les
surface de charge interpolées entre 200 et 250 ◦C , c’est-à-dire la zone de variations de para-
mètres la plus brutale. On constate que la transition est effectivement régulière.

3.5.3 Paramètres non admissibles

La calibration doit contenir une dernière étape de validation des paramètres trouvés. Il appa-
raît que pour un jeu de paramètres de la fonction de charge donné, l’écoulement plastique peut
ne pas être défini.
D’après Ami Saada et al. (1996), les incréments de déformation plastique volumique et de ci-
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FIGURE 3.12 – Evolutions des paramètres cohésifs et des limites d’élasticité en fonction de θ
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FIGURE 3.13 – Surfaces de charge en fonction de θ

saillement sont :

ε̇pv = λ̇
∂g

∂p
(3.25)

ε̇ps = λ̇
∂g

∂q
(3.26)

où λ̇ > 0 est le multiplicateur plastique et g la fonction d’écoulement introduite en Section 2.4.2.
Si on utilise la fonction d’écoulement du C-CASM (Equation 2.60), il vient :

ε̇pv = 27λ̇ (M(p+ pt)− q)
(3(p+ pt)− q)(2q + 3(p+ pt))

(3.27)

ε̇ps = 3λ̇3M(p+ pt)− 2Mq + 9(p+ pt)
(3(p+ pt)− q)(2q + 3(p+ pt))

(3.28)
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FIGURE 3.14 – Interpolation de la surface de charge entre deux températures de vieillissement

Ces deux termes ont donc un sens si le dénominateur de ces équations est strictement positif,
soit :

ηt < 3 (3.29)

où ηt = q/(p+ pt).
Il faut donc que la surface de charge soit atteinte pour un état de contrainte vérifiant cette

condition. Il se trouve que cela ne se vérifie pas toujours. Un exemple d’une telle calibration est
disponible en Figure 3.15. Il convient donc de faire une vérification a posteriori de la validité
des surfaces de charge. Les surfaces de charges précédemment validées sont admissibles car leur
pente à l’origine est inférieure à 3.

3.6 Estimation des termes d’écoulement plastique

3.6.1 Evolution de pc

L’évolution la pression de préconsolidation pc est pilotée par le ratio :

cn = v0
λ∗ − κ∗

(3.30)

L’indice des vides initial v0 a été estimé à 1.67.
Les coefficients de gonflement λ∗ et κ∗ ont été déterminés par Claire Menet durant sa thèse. Ils
ont été estimés à respectivement 0.1 et 0.02. Le résumé des paramètres est disponible en Table
3.3.

3.6.2 Evolution des paramètres cohésifs plastiques

Rios et al. (2016) décrivent en détail la calibration du C-CASM. Leur procédure s’appuie
sur les courbes macroscopiques contrainte-déformation de toute une série de tests faisant varier
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FIGURE 3.15 – Surface de charge avec un écoulement partiellement non défini

v0 λ∗ κ∗ cn
1.667 0.1 0.02 20.83

TABLE 3.3 – Résumé des paramètres déterminés par Menet (2017) pour l’essai de die pressing

le confinement de l’échantillon pour calibrer les coefficients de décohésion (h1, h2). Comme
monté par l’Equation 2.46, h2 pilote la rupture des ponts de liant lors d’un chargement volu-
mique. L’utilisation du comportement post-pic lors de compression isotrope est alors préconisée
afin de le déterminer. Concernant le terme de cisaillement, il est calibré grâce à deux essais
triaxiaux à large pression. Plusieurs relations entre h2 et h1 sont évaluées. Les auteurs préco-
nisent h1 = 1 pour leur matériau (sable argileux).

Dans un même esprit, une estimation des paramètres cohésifs plastiques a été effectuée en
se basant sur les courbes macroscopiques des essais disponibles. Deux hypothèses ont été effec-
tuées :

— Le paramètre h2 pilotant la décohésion due aux chargements volumiques a été considéré
comme constant à 5. Les effets volumiques ont été négligés dans le comportement de
la résine. Il a été estimé que le cisaillement est prédominent dans la rupture des ponts
intergranulaires.

— Le coefficient de puissance de loi d’endommagement, k1, a été pris comme valant 1/2.
Ceci signifie simplement que D est proportionnel à la racine carrée de la déformation
plastique d’endommagement h.

Le bilan de l’estimation des paramètres cohésifs est présenté en Table 3.4. h1 croit avec
la température de vieillissement θ. En effet, les ponts sont plus friables et adhèrent moins à la
surface des grains (porosités dues à des bulles d’évaporation). Il devient donc plus facile de
rompre le liant. En revanche, l’amplitude de l’endommagement k0 diminue. Cela provient du
fait que l’endommagement lui-même diminue en intensité.

A titre d’illustration, on peut tracer la courbe contrainte-déformation obtenue par le modèle
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θ (◦C ) h1 h2 k0 k1
20 8 5 0.5 0.5
150 9 5 0.45 0.5
200 10 5 0.4 0.5
250 15 5 0.3 0.5
300 18 5 0.3 0.5

TABLE 3.4 – Estimation des paramètres cohésifs plastiques

dans le cas d’une compression uniaxiale. La simulation est menée sur un élément. Cette courbe
est alors confrontée aux résultats expérimentaux en Figure 3.16.
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FIGURE 3.16 – Comparaison des courbes macroscopiques pour une compression uniaxiale

Les courbes macroscopiques diffèrent notablement. L’une des raisons principales est l’ab-
sence de durcissement pré-pic. Le pic de la courbe de chargement est alors atteint à une défor-
mation axiale sensiblement moindre (0.1% contre 0.45% expérimentalement). L’adoucissement
survient plus tôt dans la modélisation. L’objectif fixé du modèle est de déterminer le maximum
de la contrainte et non la déformation. Dans ce cas-ci, le modèle est donc acceptable.
Cet adoucissement peut d’ailleurs apparaitre très faible par rapport à celui constaté expérimen-
talement. La simulation est cependant très simpliste : le matériau considéré est homogène et ne
présente pas de bande de localisation post-pic alors que les essais si. Cette localisation de la
déformation va altérer la courbe macroscopique et causer un adoucissement plus abrupt.
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3.7 Discussion

3.7.1 Limites de la calibration

La procédure de calibration s’est déroulée en deux temps : la calibration des termes de
la fonction de charge f et celle des paramètres d’écoulement plastique. Cette procédure s’est
appuyée sur un panel d’essais relativement restreint. Les confinements (q/p) testés sont peu
nombreux, contrairement à la majorité des publications de la littérature où une grande variété
d’essais de compression triaxiale sont effectués. Notons toutefois que l’influence de la tempéra-
ture de vieillissement n’a pas été testée dans ces études. Varier θ décuple le nombre d’essais à
effectuer.
Des essais complémentaires, notamment à plus grand confinement, pourraient remettre en cause
la fonction de charge. C’est pour cela que la procédure de calibration a été détaillée afin d’être
menée à nouveau si besoin. Cette procédure serait alors relativement aisée à effectuer, notam-
ment grâce au script interactif. La procédure peut aussi s’adapter à de nouveaux type de noyaux
de fonderie (nouvelle résine, nouveau sable, ...).
Toujours concernant les termes de seuil, un des défauts de la modélisation demeure la redon-
dance des paramètres. Deux jeux de paramètres peuvent fournir deux surfaces de charge proches.
Ceci est illustré en Figure 3.17.

p

q
f1
f2 f1 f2

M 1.4 1.1
n 3.8 4.75
r 6000 2500
α 0.42 0.46

FIGURE 3.17 – Redondance des paramètres du C-CASM

3.7.2 Ajout d’un durcissement : MC-CASM

Dans le cadre fixé par Gens et Nova (1993), le paramètre de liant, b ne peut que décroitre lors
de l’écoulement plastique. A l’échelle des grains, cela signifie que la résine va se briser direc-
tement en plasticité. Les courbes de chargement macroscopique des noyaux, vieillis thermique-
ment ou non, montrent un durcissement pré-pic. Ce durcissement peut être dû à un durcissement
avant rupture de la résine au niveau des ponts intergranulaires.
Le C-CASM peut être modifié en ajoutant un durcissement avant l’adoucissement dans la loi
d’évolution de b. On subdivise b en une différence de deux termes :

b = (b0 − b1) (3.31)
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où b0 est semblable à la valeur de b au pic et b1 est un nouveau paramètre de durcissement. b1
va tendre vers 0 en plasticité. De fait, b va augmenter vers b0. La motivation derrière une telle
formulation est que b0 correspond à la valeur de b initiale du C-CASM.

On postule aussi que la décroissance de b1 est liée à la mesure de déformation plastique
d’endommagement h par une relation exponentielle :

b1 = bini1 e−h2h (3.32)

où h2 est un nouveau paramètre contrôlant la vitesse de durcissement en déformation plastique.
L’équation d’évolution de b devient alors :

b = b0e
−h − b1e−h2h (3.33)

Ce nouveau sous-modèle a été par la suite appelé MC-CASM pour Modified Cemented Clay
and Sand Model. Naturellement, pour b1 nul, le MC-CASM et le C-CASM sont identiques. Les
comparaisons des évolutions de b pour le MC-CASM et le C-CASM sont tracés en Figure 3.18.
Passé un certain seuil, les deux valeurs de b sont quasiment identiques (b1 est nul).

b1

b0

h

bMC−CASM

bC−CASM

FIGURE 3.18 – Evolution b en fonction de h

Afin de comparer les deux modèles, un essai de compression uniaxiale a été simulé sur un
élément. Les deux modèles ont un même b0 et de même paramètres d’écoulement plastique (cn,
h1, h2, k0 et k1). Les paramètres b1 et h2 ont été pris arbitrairement. La Figure 3.19 montre les
courbes macroscopiques déformation-contrainte obtenues. L’ajout de ce durcissement va décaler
l’apparition du pic, qui survient dans cette illustration à une déformation plus de deux fois plus
grande que celle du C-CASM. Une fois le pic atteint, les modèles ont une réponse quasiment
identique (toujours car h1 est presque nul, donc les modèles sont les mêmes). On remarque en
outre que les pics ne sont pas exactement les mêmes. L’équation d’évolution de b du MC-CASM
(Equation 3.33) fait apparaître une compétition entre le terme de durcissement (−b1e−h2h) et le
terme d’adoucissement (b0e−h). Lorsque le pic est atteint (terme de durcissement nul), il y a eu
de l’adoucissement.
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FIGURE 3.19 – Simulation d’un essai de compression uniaxiale avec les deux modèles

La calibration des termes d’écoulement plastique et d’endommagement du MC-CASM sera
détaillée dans la Section 4.2.7 uniquement pour le matériau non vieilli. La calibration du MC-
CASM pour toutes les températures de vieillissement nécessiterait de reconsidérer tout le pro-
tocole de calibration. Pour chaque essai, il faudrait déterminer les points correspondant au seuil
mais aussi au pic (respectivement les points A et B de la Figure 3.4). Pour les études liées au
débourrage et la fragmentation des noyaux, le C-CASM ainsi calibré a été estimé comme étant
assez pertinent.
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4.1 Etude de l’essai de compression observé aux rayons X avec le
C-CASM

4.1.1 Introduction

La capacité de la loi de comportement C-CASM est d’abord évaluée avec l’utilisation des
données expérimentales de l’essai de compression uniaxiale observé en tomographie aux rayons
X par Claire Menet dans le cadre de l’ANR FIMALIPO. Cet essai a été décrit en Section 2.3.4.
Dans un premier temps, on se propose d’analyser plus finement cet essai afin de justifier notam-
ment son utilisation pour de la validation ou de la calibration de modèle. Dans un second temps,
le champ de déplacement expérimental obtenu est utilisé comme condition aux limites d’un cal-
cul élément fini avec le C-CASM précédemment calibré. Cela permet d’évaluer la pertinence du
modèle sur un cas réel 3D.

4.1.2 Analyse de l’essai

Pour rappel, l’essai présenté ici consiste en un essai de compression uniaxiale observé en
tomographie aux rayons X. 7 paliers de chargement croissant ont été acquis, le septième corres-
pondant au matériau rompu.
L’essai a été effectué sur un matériau non vieilli, et la zone d’intérêt retenue est un parallélépi-
pède de 20.0×22.4×15.8 mm3.

4.1.2.1 Champ de déplacement pré-pic

L’acquisition d’images au cœur de l’échantillon grâce à la tomographie aux rayons X et à
la corrélation d’images donne accès au champ de déplacement à l’intérieur de l’échantillon. La
détermination a été effectuée grâce au logiciel Ufreckles (voir (Réthoré et al., 2007) et Réthoré
(2018)). Comme relevé par Claire Menet, le champ de déplacement avant le pic de la courbe de
chargement - ou plus simplement appelé "champ pré-pic" - est inhomogène et montre plusieurs
initiations de bandes de localisation, comme constaté par la littérature concernant les matériaux
granulaires (voir Figure 2.2.3). Considérons une mesure de la déformation totale de cisaillement
εs définie par :

ε∼s = dev(ε∼)

εs =
√

3
2ε∼s : ε∼s

Ces initiations de localisation peuvent être plus nettement observées pour le dernier palier
pré-pic. La Figure 4.1 montre les voxels de l’échantillon vérifiant εs > εmaxs /2. Deux zones se
distinguent en haut de l’éprouvette et une dernière bande diagonale semble s’amorcer aussi par
le bas.

D’un point de vue mécanique, si l’on regarde les déformations totales de cisaillement au
cœur de l’échantillon, on constate qu’elles ne sont pas homogènes. Si on trace l’évolution de
la déformation de cisaillement εs au cours de l’essai, on constate qu’elle n’est pas homogène.
Les histogrammes de la Figure 4.2 montrent l’évolution de la distribution de εs. La distribution
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FIGURE 4.1 – Localisation au dernier palier pré-pic : voxels vérifiant εs > εmaxs /2

des déformations au premier palier est la moins étalée. Même s’il n y a pas une homogénéité
absolue, elle est nettement plus acceptable que pour les paliers suivant, où la gaussienne de la
répartition des déformations de cisaillement tend à voir sa variance significativement augmenter
et, naturellement, sa valeur moyenne croitre.

FIGURE 4.2 – Evolution de la déformation de cisaillement au cours de l’essai
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4.1.2.2 Champ de déplacement post-pic

La dernière étape du test in-situ est située dans la zone post-pic. Les bandes de cisaillement
ont provoqué la fracture de l’échantillon, plutôt rapidement après le pic de la réaction. La bande
de localisation finale est présentée en Figure 4.3. Elle peut être aussi visible sur les côtés de
l’échantillon 4.4.

FIGURE 4.3 – Surface de rupture post-pic : voxels vérifiant εs > εmaxs /2

FIGURE 4.4 – Rupture à la surface de l’échantillon

4.1.3 Première simulation avec le C-CASM

4.1.3.1 Motivation et méthodologie

L’analyse de l’essai montre un comportement riche avec une grande variété d’états de
contraintes apparaissant en cours de chargement. De plus, de multiples bandes de localisation
sont amorcées au dernier palier post-pic. Cet essai, pourtant standard, est à considérer comme
un essai sur structure complexe.
L’utilisation d’un champ de déplacement expérimental comme condition aux limites de type
Dirichlet semble être une piste intéressante afin d’évaluer la capacité du modèle à anticiper le
comportement de la structure.
Ce champ de déplacement peut-être imposé partout dans l’échantillon en oubliant le principe
d’équilibre des forces internes. Cela n’a pas été la démarche retenue. Le déplacement a été
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imposé en haut et en bas de l’échantillon. Le modèle doit prédire le comportement du noyau
au cœur, avec notamment la bonne anticipation des bandes de localisation avec l’équilibre des
contraintes mécaniques.
Seuls les paliers pré-pic ont été considérés. Lors du dernier palier post-pic, l’échantillon est
totalement rompu. Simuler ce stade de l’essai reviendrait à introduire de la rupture dans la mo-
délisation et complexifierait la simulation de manière draconienne.

L’essai est analysé à trois échelles :
— L’échelle macroscopique (échelle de l’échantillon) : avec la comparaison des réactions

mesurées et calculées en haut de l’échantillon.
— L’échelle mesoscopique (échelle de quelques grains) : avec la comparaison des bandes

de localisation mesurées et calculées
— L’échelle microscopique (échelle du grain, du voxel) : avec la comparaison des champs

de déplacement mesurés et calculés (à chaque noeud du maillage)
Ces trois échelles sont diversement étudiées dans la bibliographie. La plupart des modèles

élastoplastiques se restreignent à l’échelle macrosopique en comparant les courbes déformation-
contrainte, et l’évolution des déformations plastiques volumique ou de cisaillement. Les études
utilisant la Discrete Element Method se focalisent sur l’échelle microscopique, par la bonne
description des mouvements des grains. L’échelle mésoscopique - et surtout la localisation dans
les matériaux granulaires - demeure majoritairement étudiée expérimentalement, notamment
grâce à l’utilisation de l’imagerie 2D ou 3D.

4.1.3.2 Calcul de validation du C-CASM

Les comparaisons entre les résultats expérimentaux et simulés après calibration (voir Section
3.5) sont présentées en Figure 4.5 pour l’échelle macroscopique et en Figure 4.6 pour l’échelle
mésoscopique. Lors de la simulation, la localisation de la déformation survient avant celle de
l’expérience. Ceci peut être expliqué par le fait que le modèle ne possède pas de durcissement
pré-pic. Pour un tel confinement, dès que le seuil est atteint, il y a adoucissement et par consé-
quent localisation. L’adoption d’un durcissement comme dans le modèle MC-CASM permettrait
de réduire cette anticipation de la localisation.
Toujours à cause de l’absence de durcissement, le maximum de la force calculée en haut de
l’échantillon est atteint à une déformation sensiblement moindre que l’expérimentale. Cepen-
dant, le maximum de cette force est correctement estimé. Le C-CASM échoue à déterminer
correctement les déformations, cependant les efforts sont pertinents. Si l’on se donne comme
objectif seulement le maximum de l’effort, le C-CASM est approprié.

A l’échelle mésoscopique, la localisation de la déformation est correctement capturée. Les
bifurcations au coin supérieur et dans les diagonales ont étés estimées avec des bonnes magni-
tudes. Toutefois, si l’on se concentre sur les déformations de cisaillement, les valeurs calculées
sont significativement plus grandes que les expérimentales.

La simulation met aussi en exergue le fait que la déformation plastique est très localisée
au dernier palier pré-pic. En fait, une majorité de l’échantillon apparait comme peu voire pas
plastifié. L’essentiel de la plasticité est confiné dans une faible zone. La Figure 4.7 (a) montre
la valeur de la mesure d’endommagement plastique h à ce dernier palier. Si l’on se restreint les
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FIGURE 4.5 – Réactions mesurée et calculée en haut de l’échantillon

résultats aux éléments vérifiant h > hmax/6 la zone est très petite (Figure 4.7 (b)). La majorité
de l’échantillon est alors relativement intact.

(a) (b)

FIGURE 4.6 – εs au dernier palier pré-pic : (a) expérimental (b) simulé

4.1.3.3 Intérêt pour la calibration

Le champ de déplacement obtenu par la tomographie aux rayons X a montré que le champ
de déformation d’un essai standard comme l’essai de compression uniaxial n’est pas homogène.
Cette inhomogénéité peut avoir plusieurs explications :

— Le comportement du matériau est extrêmement complexe
— Le matériau testé n’est pas homogène. D’une part, la distribution des grains peut être en

cause. Cela regroupe non seulement le squelette granulaire initial, mais aussi les diffé-
rences dans la distribution des tailles ou des formes des grains. D’autre part, la réparti-
tion de la résine a sans doute un impact sur le comportement mésoscopique du matériau,
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(a) (b)

FIGURE 4.7 – h au dernier palier pré-pic : (a) tout l’échantillon (b) zone vérifiant h > hmax/6

créant potentiellement des agglomérats plus cohésifs.
— Les conditions aux limites peuvent être altérées par de fortes fluctuations. Même si le

matériau est modélisé à l’échelle macroscopique, il faut garder à l’esprit qu’il demeure
un matériau granulaire. Par exemple, les faces d’un échantillon donné ne peuvent être
exactement planes et parallèles. La taille du grain est la dernière limite à l’aspect plat
d’une géométrie. On peut aussi mentionner des frottements au niveau des plateaux lors
des essais de compression uniaxiale qui créent un cone de friction et empêchent les
déplacements latéraux aux extrémités (voir Homand et al. (2000)).

Evaluer la performance d’un modèle élastoplastique en comparant des courbes macrosco-
piques n’est pas pertinent. La bibliographie concernant les phénomènes de localisation dans le
sable seul, ainsi que l’essai de compression uniaxiale sur échantillon non vieilli montrent qu’un
essai standard est en fait un essai sur structure (Desrues et al., 1996).

Dans cette étude, l’inhomogénéité due au sable n’a pas été étudiée. On considère que les
noyaux générés par le procédé de Cold-box sont homogènes. Seules les fluctuations au niveau
des conditions aux limites sont donc considérées.
Les calculs éléments finis ont permis de correctement prédire les zones localisées ainsi que la
magnitude de la réaction. Cependant, les déformations ont tendance à être surestimées. Cette
procédure demeure cependant un bon compromis pour les études industrielles entre coût de
calculs (en mémoire et en temps de calculs) et adéquation avec les essais. Certes des calculs
DEM fourniraient sans aucun doute de meilleurs résultats, mais pour l’instant il est impossible
de simuler des essais avec des échantillons aussi gros et avec tant de grains, que ce soit en coût
de calculs ou en temps de calculs.

On remarque ensuite que deux phases semblent se détacher lors de l’essai. Une phase re-
lativement intacte, peu plastifiée (h < hmax/6) et une phase perturbée concentrant l’essentiel
de la déformation plastique. Cette observation peut être liée au modèle DSC (Disturbed State
Constitutive Model) de Desai et Toth (1996).
Le durcissement qui apparait lors des essais en observant la courbe macroscopique résulte de la
combinaison des contributions des deux phases présentes dans l’échantillon testé. Au lieu d’une
réponse purement élastique, on observe une réponse élastique perturbée localement par une perte
locale de raideur. Cette perturbation est due à la localisation, elle-même due à des conditions aux
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limites ou à un matériau inhomogène.
Cependant, l’approche numérique développée ici n’a pas consisté définir deux matériaux comme
pour le modèle DSC. Une loi matériau, ici le C-CASM, est considérée suffisante, en supposant
que les calculs éléments finis ont de bonnes conditions aux limites. On remarque qu’avec ces
conditions de déplacement réels, la courbe de charge macroscopique calculée décrit bien un petit
durcissement pré-pic, certes de moindre amplitude que l’expérimental.

Face à la richesse de ces données expérimentales, on peut être tenté de vouloir les utiliser
afin d’optimiser le vecteur de paramètres µ = {µ1, . . . , µm} d’un modèle élastoplastique donné
(C-CASM ou MC-CASM). Cependant, mener toute une série de calculs d’optimisation sur le
maillage complet est trop coûteux en temps de calculs, surtout à l’échelle d’une thèse qui est
supposée durer 3 ans, rédaction comprise.
Une méthode d’élagage de données a alors été développée afin de réduire sensiblement les don-
nées expérimentales à traiter. Cette procédure dérive d’une méthode d’hyper-réduction. Elle sera
détaillée en Section 4.2.
Ensuite, une méthode d’optimisation des paramètres d’un modèle éléments finis (FEMU - Finite
Element Model Updating) couplée avec une méthode hybride d’hyper-réduction a été dévelop-
pée. Cette procédure est nommée FEMU-H2ROM et sera détaillée en Section 4.2.7. Elle permet
en outre de justifier l’utilisation des données élaguées comme seules données d’entrée. Cette
procédure a été appliquée au C-CASM ainsi qu’au MC-CASM sur les paramètres d’écoulement
plastique et d’endommagement. La fonction de charge f a été supposée complètement cali-
brée dans les deux cas. Il est apparu qu’aucune optimisation n’a été permise pour le C-CASM.
L’ajout du durcissement s’est donc avéré nécessaire pour améliorer le modèle, d’où l’élaboration
du MC-CASM.
Dans la prochaine section, les développements ne s’attarderont donc pas sur l’amélioration du
C-CASM mais sur la calibration des termes d’écoulement et d’endommagement du MC-CASM.

4.2 L’élagage de données expérimentales

4.2.1 Introduction

Avec le développement et la généralisation de la Digital Image Correlation (DIC) et de la
Digital Volume Correlation (DVC) pour les images 3D appliquées à des données issues de to-
mographie aux rayons X, le volume de données acquises a augmenté de manière draconienne.
De nouveaux défis apparaissent, comme les problèmes de stockage et d’exploration de don-
nées, ainsi que la mise au point de méthodes pertinentes de dialogues essais-calculs (pour, par
exemple, la calibration de modèle). Comme vu précédemment avec l’essai de compression uni-
axiale étudié en tomographie aux rayons X, l’accès aux champs 3D de déplacement ou de dé-
formation lors de l’essai donne accès à des informations bien plus riches et nuancées que les
courbes macroscopiques de type force-déplacement. Ces données peuvent servir à mener des
calculs éléments finis 3D. Bien qu’extrêmement attrayante sur le papier, cette idée est rendue
souvent impossible en pratique par les coûts de calculs, tant en mémoire qu’en temps. L’aug-
mentation de la résolution des mesures à champs complets, comme la tomographie aux rayons
X, mène à une explosion des volumes de données à stocker. C’est devenu de nos jours un réel
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problème (voir van Ooijen et al. (2008)).
Cette partie propose une méthode numérique afin d’élaguer les données issues de la corrélation
d’images 3D (DVC) quand il devient nécessaire de libérer de la mémoire. Le but demeure de
préserver la capacité à utiliser ces données, comme par exemple afin d’identifier les paramètres
d’un modèle constitutif dans un cas présentant de la localisation des déformations. La méthode
d’élagage se base sur de la mécanique et permet d’identifier un domaine réduit expérimental
(DRE). Les données expérimentales originales sont ensuite conservées uniquement sur ce do-
maine réduit.
La compression de données est connue pour être une approche pratique afin de libérer de l’es-
pace de stockage. Par exemple, dans le domaine de l’audio, les fichiers MP3 sont un moyen très
répandu de réduire la taille des fichiers pour une utilisation standard (voir Pan (1995)). Cepen-
dant, une perte non négligeable de l’information est nécessaire, mais contrôlée. Pour résumer
l’algorithme, la compression MP3 consiste à filtrer les composantes non audibles par la plupart
des gens de la piste sonore non compressée. En d’autres termes, la compression MP3 consiste
en un élagage des données audio non nécessaires. Il est à noter que le taux de compression est
autour de 12.
Dans la même philosophie, il peut exister une méthode permettant de compresser massivement
les données issues de la corrélation d’images 3D tout en ayant un contrôle sur la perte d’in-
formation. La procédure doit s’appuyer sur un algorithme qui détecte l’information pertinente.
Cela a été proposé par Cioaca et Sandu (2014) en utilisant une étude de sensibilité basée sur
la variation de paramètres à calibrer. Ces paramètres sont les coefficients d’un modèle donné
devant refléter les observations expérimentales. Les données élaguées dépendent donc d’un mo-
dèle plus ou moins pertinent. Ici, nous souhaitons développer une approche sans modèle. Cela
permet notamment d’effectuer une étude en deux temps : d’abord l’élagage, sans modèle, et
ensuite l’évaluation ou la calibration de tel ou tel modèle à partir des données réduites. Ici les
données dites pertinentes sont locales mais situées dans des régions soumises à de la localisa-
tion de la déformation. Les données à élaguer sont les sorties de la procédure de Digital Volume
Correlation qui permet de reconstruire le champ de déplacement u(x, t) pour des observations
effectuées aux instants (tj)j=1,...Nt sur un domaine appelé Ω, où x est un vecteur position. On
considère que la géométrie de l’échantillon testé est approchée par un maillage et le déplacement
est décomposé selon les fonctions de forme éléments finis (voir Réthoré et al. (2007)).
Pour finir, la méthode proposée ici peut être liée à des méthodes d’élagage ou de nettoyage de
données décrites dans la bibliographie concernant le machine learning (apprentissage automa-
tique en français) (Rojanaarpa et Kataeva, 2016). Le but de ces procédures n’est cependant pas
de réduire le stockage de données mais d’en améliorer la qualité (méthodes de détection de don-
nées aberrantes, comme dans Hu et al. (2016)). Dans Hong et al. (2008), une méthode d’élagage
de données est employée afin de filtrer le bruit des données. Ici, au contraire, la méthode dé-
veloppée ici tient compte de la distribution du bruit comme une donnée d’entrée importante à
conserver avec élagage.

4.2.2 Digital Volume Correlation

Considérons un échantillon occupant un domaine Ω subissant un chargement mécanique
donné. Grâce à des techniques d’acquisition, des images 3D en niveaux de gris sont obtenues.
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La Digital Volume Correlation (DVC) a pour but de déterminer le champ de déplacement u pour
chaque vecteur position x de Ω à des instants t. Notons f et g les niveaux de gris respectivement
à l’état de référence et à l’état déformé. Ils sont liés par la relation :

g(x) = f(x + u(x, t)) (4.1)

La conservation du flux optique est linéarisé en supposant que l’image de référence est dif-
férentiable. Ainsi, le résidu local à minimiser, η(x, t), est :

η2(x, t) = [u(x, t).∇f(x) + f(x)− g(x)]2 (4.2)

où∇f est le gradient de f .
Ce résidu local est intégré sur tout le domaine Ω afin de définir une fonction à minimiser :

φ2(u, t) =
∫

Ω
[u(x, t).∇f(x) + f(x)− g(x)]2 dx (4.3)

Ce problème est en fait mal posé. Afin de bien le poser, on restreint le champ de déplacement à
un sous-espace cinématiquement admissible. u est alors décomposé selon les fonctions de forme
éléments finis ψj(x) du maillage défini sur Ω.

u(x, t) =
Nd∑
i=1

aexpi (t)ψi(x) (4.4)

où Nd est le nombre de degrés de liberté du maillage, aexpi le ième degré de liberté nodal du
modèle éléments finis. aexp correspond au vecteur de degrés de liberté à déterminer. Avec cette
restriction au sous-espace cinématiquement admissible, la fonction objectif à minimiser est une
forme quadratique des aexpi . Sa minimisation est un système linéaire à résoudre pour chaque
instant d’observation de l’état déformé :

Maexp = f (4.5)

où la matrice M et le vecteur f sont :

Mij =
∫

Ω
(ψi(x).∇f(x))

(
ψj(x).∇f(x)

)
dx (4.6)

fi =
∫

Ω
[g(x)− f(x)]ψi(x).∇f(x)dx (4.7)

Dans la suite,Nt observations de la déformation de l’échantillon aux instants tj , j= 1, . . . Nt

sont considérées. La DVC donne accès au la champ de déplacement corrélé u(x, tj) grâce au
vecteur coefficient aexp(tj). Le résidu local η(x, tj) est aussi déterminé.

Le champ de déformation ε∼ est alors extrait à partir du champ de déplacement, en supposant
de petites déformations :

ε∼ = 1
2
(
∇∼ u + ∇∼ uT

)
(4.8)

Cette déformation est alors calculée à chaque point de Gauss du maillage utilisé pour la
DVC. Pour des matériaux sensibles à la pression hydrostatique, comme les géomatériaux ou les
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matériaux plastiques, il peut être pertinent de subdiviser le tenseur des déformations en sa partie
sphérique et sa partie déviatorique :

ε∼ = ε∼
s + ε∼

v, avec ε∼
v = tr (ε∼)I∼ (4.9)

où I∼ est le tenseur unité.
Il est important de noter que la procédure d’élagage de données ne va se concentrer que sur

les déplacements et non les déformations. On considère que ces dernières peuvent être calculées
en post-traitement et donc ne pas être conservées. Les déformations servent en fait de données
temporaires pour permettre la détermination d’un domaine réduit expérimental.

4.2.3 Réduction de la dimension tenant compte de la distribution du résidu

Avant l’élagage, une réduction de dimension linéaire est effectuée. Elle est basée sur la
décomposition en valeurs singulières (singular value decomposition, ou SVD en anglais). Cette
approche est similaire à l’Analyse aux Composantes Principales (ACP). Toutefois, ici la base
réduite des modes empiriques est obtenue sans centrer les données. L’ACP est connue pour sa
capacité à filtrer la donnée (Balvay et al., 2011). La cause d’un résidu local peut être multiple :
un défaut local, une mauvaise homogénéité, etc. Cette erreur de corrélation peut être expliquée
plus précisément avec des modèles constitutifs futurs. Une part de cette erreur est peut-être due
à un manque de savoir. La distribution du résidu peut être synonyme d’un phénomène inconnu
à sauvegarder. C’est pourquoi la méthode d’élagage de données se focalise non seulement sur
les données DVC mais incluent aussi la distribution du bruit avec une approche heuristique. Les
données expérimentales issues de la DVC sont stockées dans deux matrices, Qu et Qε définies
par :

Qu[i, j] = aexpi (tj), i = 1 . . . Nd, j = 1 . . . Nt (4.10)

et

Qε[i, j] = εsαβ(eγ , tj) (4.11)

Qε[i, j +Nt] = εvαβ(eγ , tj) (4.12)

où eγ est le γème point de Gauss, et :

i = β + 3(α− 1) + 9(γ − 1)
α = 1 . . . 3, β = 1 . . . 3, γ = 1 . . . Ng

j = 1 . . . Nt

avecNg nombre de points d’intégration du maillage. Qu est une matrice de tailleNd×Nt tandis
que Qε est de taille (9Ng)× (2Nt). Par simplicité, la symétrie du tenseur des déformations n’a
pas été considérée.

La première étape de l’élagage de données consiste à effectuer une première réduction de
la dimensionnalité sur les données brutes de déplacement. Cela permet de ne plus conserver la
matrice de snapshot de déplacement entière mais seulement une base réduite et des coordonnées
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réduites (voir Section 2.5.2). Il s’agit du premier pas vers la réduction du volume de données à
conserver.
La détermination des modes empiriques est effectuée grâce à une décomposition aux valeurs
singulières (voir 2.5.2). Ceci donne accès à la base réduite Vexp

u telle que :

Qexp
u = Vexp

u Sexpu (Wexp
u )T + Rexp

u (4.13)

où Vexp
u ∈ RNd×N

exp
u , est une base réduite empirique, N exp

u ≤ rank(Qexp
u ), Sexpu =

diag(σexp1 , . . . , σexp
Nexp
u

) ∈ RN
exp
u ×Nexp

u , σexp1 ≥ σexp2 ≥ . . . ≥ σexp
Nexp
u

et Wexp
u ∈ RNt×N

exp
u .

Vexp
u et Wexp

u sont tous deux orthogonales. Le résidu Rexp
u a une norme 2 telle que :

‖Rexp
u ‖2 = σNexp

u +1 < εtol σ1 (4.14)

où εtol est un paramètre numérique (typiquement 10−3) qui va permettre de fixer l’ordre N exp
u

de l’approximation. Selon le théorème de Eckart-Young, la matrice Vexp
u (Vexp

u )T Qexp
u est la

meilleure approximation de rang N exp
u de Qexp

u en utilisant la base réduite Vexp
u .

La pertinence de la réduction de la dimensionnalité apparaît donc conditionnée par la différence
entre Nt et l’ordre de l’approximation N exp

u , Qu étant une matrice de taille Nd ×Nt tandis que
Vexp
u est de taille Nd ×N exp

u .
Un même raisonnement peut être appliqué afin de déterminer une base réduite expérimentale
pour les déformations (Vexp

ε ). Celle-ci n’est pas calculée afin de réduire les données (car les
déformations ne sont pas stockées) mais afin de déterminer le domaine réduit expérimental dans
la suite de la procédure.

La construction du domaine réduit peut s’appuyer sur des bases réduites "brutes". Cepen-
dant, cela ne permet pas de tenir compte du bruit. Dans la procédure d’élagage proposée, la
distribution du bruit est inclue de manière arbitraire. Trois configurations sont considérées :

Cas 1 : ajout de +η(x, t) aux données issues de la DVC. On note les matrices correspondante
Q(+)
u et Q(+)

ε ;
Cas 2 : ajout de -η(x, t) aux données issues de la DVC. On note les matrices correspon-

dantes Q(−)
u et Q(−)

ε ;
Cas 3 : ajout de r(x, t)η(x, t) aux données issues de la DVC. r(x, t) correspond à un champ

aléatoire compris entre -1 et 1 (distribution normale). On note les matrices correspon-
dantes Q(r)

u et Q(r)
ε .

La matrice expérimentale finale est une concaténation de ces quatre matrices précédentes :

Qη
u = [Qu,Q(+)

u ,Q(−)
u ,Q(r)

u ] (4.15)

Qη
ε = [Qε,Q(+)

ε ,Q(−)
ε ,Q(r)

ε ] (4.16)

Cette matrice enrichie a pour but d’améliorer la détermination de domaine expérimental ré-
duit. Elle n’a pas pour but d’être stockée à la fin de la procédure, elle est juste un outil temporaire.

L’idée derrière la réduction de dimension repose sur le fait de décomposer un champ donné
(ici les matrices de snapshot enrichies) sur ses modes respectivement de déplacement ou de
déformation.
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Appliquons la SVD aux matrices de snapshot enrichies Qη
u et Qη

ε :

Qη
u = Vη

uSηu(Wη
u)T + Rη

u (4.17)

Qη
ε = Vη

εSηε(Wη
ε)T + Rη

ε (4.18)

où Vη
x ∈ RNd×Nx , avec x = u ou ε, est une base réduite empirique, Nx ≤ rank(Qη

x), Sηx =
diag(σx1, . . . , σxNx) ∈ RNx×Nx , σx1 ≥ σx2 ≥ . . . ≥ σxNx et Wη

x ∈ RNt×Nx . Vη
x et Wη

x sont
tous deux orthogonales. Le résidu Rη

x a une norme 2 telle que :

‖Rη
x‖2 = σxNx+1 < εtol σx1, x = u ou ε (4.19)

où εtol est la tolérance permettant de fixer l’ordre Nx de l’approximation.
Dans la situation théorique d’observations dénuées de bruit ou d’erreur de corrélation, la

procédure d’enrichissement ne fait que dupliquer les données sans enrichir les bases réduites
empiriques. Ainsi, l’impact de cet enrichissement dépend de l’importance du résidu.

Cette enrichissement des données expérimentales permet en outre d’augmenter le nombre
de snapshots (colonnes des matrices de snapshots). Paradoxalement, les données issues de la
tomographie aux rayons X ont beaucoup de degrés de liberté (nombre de lignes de la matrice de
snapshots) mais peu de pas de temps/snapshots. De fait, les bases réduites extraites des données
expérimentales non enrichies auront un ordre faible. Cette enrichissement par la considération
de l’erreur de la DVC permet aussi d’enrichir de manière significative le nombre de snapshots.

4.2.4 Domaine Réduit Expérimental

La procédure d’élagage de données proposée est intimement liée à la méthode de détermina-
tion du modèle réduit dans les études utilisant l’hyper-réduction proposée par Ryckelynck et al.
(2015) ou la Section 2.5. Lors de travaux précédents concernant l’hyper-réduction, les domaines
réduits ont été générés en utilisant des données issues de simulations. Ici, ce n’est pas le cas. Le
domaine d’intégration réduit expérimental est très similaire aux domaines réduits des anciennes
études, mais sa construction repose exclusivement sur l’exploitation de données expérimentales.
L’approche ne repose pas sur un modèle ou des calculs. Un des avantages d’une telle méthode
est que l’élagage de données n’a pas à être effectué à nouveau si un nouveau modèle est évalué.
On note le domaine réduit expérimental (DRE) Ωexp

R ⊂ Ω. Pour un DRE donné, un ensemble de
quelques indices de degrés de liberté peut être défini comme :

F =
{
i ∈ {1, . . . , Nd}|

∫
Ω\ΩexpR

ψ2
i (x)dx = 0

}
(4.20)

Les équations d’équilibre hyper-réduites peuvent être restreintes au DRE en utilisant des fonc-
tions de test commodes (Ryckelynck et al., 2015) telles que :

(V[F , :])TK[F , :]VbR = (V[F , :])T c[F ] (4.21)

Quand la base réduite contient des modes empiriques et quelques fonctions de formes EF
situées dans ΩR, on appelle cette méthode une hyper-réduction hybride (Baiges et al., 2013). Le
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domaine réduit doit être suffisamment large afin d’avoir rang(K[F , :]V) = NR et rang(V[F , :
]) = NR. Ainsi card(F) ≥ NR.

Dans la méthode usuelle d’hyper-réduction, le domaine réduit est généré par l’assemblage
d’éléments contenant des points d’interpolation relatifs aux diverses bases réduites. Ces bases
réduites sont extraites de simulations générées par un modèle mécanique donné testé avec plu-
sieurs paramètres (Ryckelynck et al., 2015). Ici, la construction du DRE est basée exclusivement
sur les bases réduites relatives aux données expérimentales enrichies Qη

u et Qη
ε . Le DRE est

l’union de plusieurs sous-domaines :
— Ωu : généré à partir de la base réduite en déplacement Vη

u

— Ωε : généré à partir de la base réduite en déformation Vη
ε

— Ω+ : ensemble des éléments voisins des précédents sous-domaines
— Ωuser : zone d’intérêt choisie par l’utilisateur. Par la suite, Ωuser est choisie comme étant

le haut de l’éprouvette afin d’évaluer la force appliquée lors de l’essai
Ωu est conçu comme si l’on voulait reconstruire des déplacements expérimentaux en dehors

de Ωu en utilisant Vη
u et en lui donnant un déplacement expérimental dans Ωu. Sur un sous-

domaine restreint Ωu, nous n’avons accès qu’à un ensemble restreint de déplacements nodaux.
L’ensemble de leurs indices est noté Pu. L’ensemble des indices de déplacement restants

est noté Hu tel que aexp[Hu] est le vecteur à reconstruire en connaissant aexp[Pu]. Diverses
approches ont été proposées dans la littérature pour effectuer ce type de reconstruction. Ils sont
liés à la complétion des données (Liu et al., 2013) ou à l’imputation des données (Shang et al.,
2018) par exemple. Ici, nous avons la possibilité de choisir l’ensemble Pu, car le problème de
la reconstruction n’est que formel. En utilisant la méthode DEIM proposée dans Chaturantabut
et Sorensen (2010), on peut obtenir l’ensemble Pu tel que Vη

u[Pu, :] est une matrice carrée
inversible. Alors, dans cette situation, le nombre de degrés de liberté choisis dans Pu est le
nombre de modes empiriques dans Vη

u. Mais dans la présente application, cet ensemble pourrait
être trop petit pour obtenir des calibrations robustes après l’élagage des données car il y a peu
de snapshots. De fait, nous proposons une modification de l’algorithme DEIM afin de multiplier
le nombre d’indices sélectionnés par un facteur donné K. Nous nommons cet algorithme K-
Selection With empIrical Modes (K-SWIM). L’algorithme modifié est montré dans l’Algorithme
1. Lorsque K = 1, cet algorithme est exactement le même que l’algorithme DEIM habituel de
Chaturantabut et Sorensen (2010). Dans la suite, l’ensemble des indices sélectionnés en utilisant
l’algorithme K-SWIM est noté P(K)

u . Le même raisonnement est appliqué à la reconstruction du
tenseur de déformations expérimental. L’algorithme K-SWIM appliqué à Vη

ε définit P(K)
ε .

Pour des ensembles d’indices P(K)
u et P(K)

ε données, le DRE est :

Ωexp
R := Ωu ∪ Ωε ∪ Ω+ ∪ Ωuser, Ωu := ∪

k∈P(K)
u

supp(ψk) Ωε := ∪
k∈P(K)

ε
supp(ψεk).

(4.22)

où supp est le support de la function et ψεk sont les fonctions de formes relatives aux tenseur des
déformations dans le modèle EF utilisé pour calculer aexp.

L’Algorithme 1 est proprement défini si dans la ligne 3, la matrice (Ul[Pj , :])T Ul[Pj , :] est
inversible, pour l > 1 avec j = (l− 1)K, ou de manière équivalente, si la propriété suivante est
vérifiée :
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Algorithm 1: K-SWIM Selection of variables With empIrical Modes

Input : entier K, modes empiriques linéairement indépendants vk ∈ Rd, k = 1, . . .M
Output: ensemble des indices des variables P(K)

1 set P0 := ∅, j = 0, U1 = [ ] ; // initialisation
2 for l = 1, . . .M do
3 ql ← vl −Ul ( (Ul[Pj , :])T Ul[Pj , :])−1 (Ul[Pj , :])T vl[Pj ] ; // vecteur

résiduel
4 for k = 1, . . .K do
5 j ← j + 1 ; // incrément
6 ij ← arg maxi∈{1,...,d} |qI [i]| ; // sélection d’indices

7 ql[ij ]← 0 ; // variable déjà sélectionnée
8 Pj ← Pj−1 ∪ {ij} ; // ensemble d’indices étendu

9 Ul+1 ← [v1, . . .vl] ; // matrice réduite tronquée

10 set P(K) := Pj .

Propriété 1. Ul+1[Pj+K , :]T Ul+1[Pj+K , :] est inversible pour l > 0 et j = (l − 1)K.

Démonstration. Supposons que Ul[Pj , :]T Ul[Pj , :] est inversible pour l > 1 et j = (l − 1)K.
Ensuite, calculons ql. (vk)Mk=1 est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants. Ainsi
maxi∈{1,...,d} |qI [i]| > 0. Introduisons le premier indice additionnel, j? = (I − 1)K + 1,
Pj? = Pj ∪ {arg maxi∈{1,...,d} |qI [i]|} et le vecteur résiduel suivant :

q?l = vl[Pj? ]−Ul[Pj? , :] ( (Ul[Pj , :])T Ul[Pj , :])−1 (Ul[Pj , :])T vl[Pj ]

Ensuite, q?l = qI [Pj? ] et ‖q?l ‖2 > 0. Ainsi Ul+1[Pj? , :] a ses colonnes de rang complet.
Etant donné que Pj? ⊂ Pj+K , alors Ul+1[Pj+K , :] a ses colonnes de rang complet et

Ul+1[Pj+K , :]T Ul+1[Pj+K , :] est inversible. De plus, U2[PK , :] = v1[PK ] est un vecteur non
nul. Alors U2[PK , :]T U2[PK , :] > 0 est inversible.

Une autre propriété intéressante est l’annulation possible de l’élagage des données en utili-
sant une grande valeur du paramètre K de Algorithme 1. La propriété suivante est conservée :

Propriété 2. Si K = Nd et si |Vη
u[i, 1]| > 0 ∀i = 1, . . . , Nd alors ΩR = Ω. Le DRE devient le

domaine entier et toutes les données sont conservées.

Démonstration. En suivant l’Algorithme 1, pour l = 1 avec K = Nd et Vη
u comme entrées,

on obtient ql = Vη
u[:, 1]. If |Vη

u[i, 1]| > 0 ∀i = 1, . . . , Nd, alors PK = {1, . . . , Nd}. Ainsi,
P(Nd)
u = {1, . . . , Nd} et Ωu = Ω and Ωexp

R = Ω.

La deuxième propriété est assez restrictive. En pratique, les grandes valeurs de K, avec
K < Nd, permettent de conserver toutes les données. La valeur de K doit être choisie en
fonction de l’espace de mémoire à libérer.

Quand le DRE est disponible, les bases expérimentales de DVC (Vexp
u et Vexp

ε ) sont limitées
à ΩR et les données à stocker sont :
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1. Les données élaguées Qexp
u ou la base réduite Vexp

u , où Vexp
u est obtenue par la SVD

appliquée sur Qexp
u seulement, les coordonnées réduites consécutives bexpu et η(x, tj)

dans Ωexp
R pour j = 1, . . . Nt

2. Un maillage réduit, c’est-à-dire la restriction du maillage FE à Ωexp
R .

3. L’historique de chargement appliqué à l’échantillon sur le sous-domaine Ωuser.

4. Métadonnées habituelles liées à l’expérience (température, paramètres matériaux, ...).

Il est également conseillé de stocker la distribution d’une valeur d’intérêt dans le domaine com-
plet et dans le domaine réduit. Ces données peuvent être enregistrées sous forme d’histogrammes
par exemple. Dans la présente étude, la distribution de la déformation de cisaillement a été sau-
vegardée, car cette variable est extrêmement intéressante dans le cas de la localisation de la
déformation. Le coût additionnel de la mémoire est en fait négligeable car il consiste à stocker
quelques centaines de nombres.
Remarque : lorsqu’il est choisi d’enregistrer Qexp

u le bruit est également sauvegardé, alors que
dans Vexp

u il est partiellement filtré, comme dans l’analyse ACP.
Les données concernant les déformations ne sont pas stockées car elles peuvent être calculées
avec les données de déplacement grâce à l’équation 4.8.
Généralement, les expériences in-situ observées en tomographie aux rayons X n’ont pas de nom-
breux pas de temps, donc la réduction de dimensionnalité ci-dessus ne réduit pas drastiquement
la taille des données à stocker. Ceci sera illustré avec l’exemple suivant dans Section 4.2.6.
L’hyper-réduction du domaine est en fait l’étape prédominante pour l’élagage des données.
Il est à noter que le DRE peut être déterminé avec seulement les snapshots expérimentaux non
enrichis par le bruit.

4.2.5 Maillage réduit du DRE

Afin de mettre en place le modèle hybride hyper-réduit sur le DRE Ωexp
R pour la procédure

de calibration consécutive à l’élagage, on introduit un modèle EF restreint au DRE. Cela dé-
finit un maillage réduit. Les fonctions de forme éléments finis du maillage réduit sont notées
(ψi)i=1,...card(F) et sont définies telles que :

ψi(x) = ψF i(x) ∀x ∈ Ωexp
R (4.23)

où F i est le ième indice de l’ensemble F de degrés de liberté du DRE :

F =
{
i ∈ {1, . . . d}|

∫
ΩexpR

ψ2
i (x)dΩ > 0

}
(4.24)

card(F) est le nombre de degrés de liberté du maillage réduit. La numérotation des indices
est changée. L’ensemble F devient alors F? tel que :

F? = {i ∈ {1, . . . , card(F)} | F i ∈ F} (4.25)

Le complémentaire de F? est noté I. Il contient les degrés de libertés de Ωexp
R qui sont

connectés à Ω\Ωexp
R dans le maillage complet original. Pour une base empirique de données V,
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V ∈ Rcard(F)×N est sa restriction au DRE :

V = V[F , :] (4.26)

L’approximation EF/réduite hybride est obtenue en ajoutant quelques colonnes de la matrice
d’identité à V. Dans cette approximation hybride, nous ajoutons seulement des degrés de liberté
EF qui ne sont pas connectés aux degrés de liberté dans I. L’ensemble de degrés de liberté
obtenu est noté R. Dans Baiges et al. (2013), il a été montré que cela permettait d’avoir un fort
couplage dans l’approximation hybride. Définissons le sous-domaine connecté à I :

ΩI = ∪i∈Isupp(ψi) (4.27)

Dès lors, il vient :

R =
{
i ∈ {1, . . . , card(F)}|

∫
ΩI
ψ

2
i (x)dx = 0

}
(4.28)

La base réduite hybride est notée VH . En notant le symbole de Kronecker δji, on obtient :

VH [:, 1 : N ] = V, VH [i,N + k] = δRk i k = 1, . . . , card(R) (4.29)

On suppose que :

(VH [F?, :])T K[F?, :] VH = (VH [F , :])T K[F , :] VH (4.30)

où VH contient V dans ses premières colonnes et conserve les mêmes colonnes de la matrice
d’identité (avec des rangées renumérotées) dans les dernières colonnes et K et c sont calculés
sur le maillage réduit de Ωexp

R . Cette hypothèse est pertinente dans les problèmes mécaniques
sans condition de contact, dans le cadre de la théorie du premier gradient. L’extension de la
méthode d’hyper-réduction hybride dans le cas du contact a été traitée par Fauque et al. (2018).
Il s’ensuit que les équations hyper-réduites hybrides pour un problème linéaire sont :

(VH [F?, :])T K[F?, :] VH bR = (VH [F?, :])T c[F?] (4.31)

Dans le cas de problèmes non linéaires, K est la matrice de rigidité tangentielle EF calculée
sur le maillage réduit et c est l’opposé du résidu des équations de bilan EF dans le maillage
réduit. Si la matrice (VH [F?, :])TK[F?, :]VH n’a pas de rang complet, il est suggéré de suppri-
mer les colonnes de V qui causent la perte de rang, de façon incrémentale en commençant par la
dernière colonne. Lorsque la SVD est utilisée pour obtenir V à partir des données, les dernières
colonnes ont la plus petite contribution dans l’approximation des données. Ce cas de figure n’est
jamais apparu au cours de cette étude.

Propriété 3. Si Ωexp
R = Ω alors les équations hybrides hyper-réduites sont les équations élé-

ments finis originales sur le maillage entier.

Démonstration. Si Ωexp
R = Ω, alors I = ∅, F? = R = {1, . . . , Nd} et le maillage réduit est

le maillage d’origine. De plus, tous les modes empiriques doivent être supprimés de VH pour
obtenir un système complet d’équations. Donc VH est la matrice d’identité. Ainsi, les équations
hybrides hyper-réduites sont exactement les équations EF initiales. Il n’y a pas de réduction de
la complexité.
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Dans la suite, la base réduite empirique est extraite des données restreintes au DRE, en
utilisant une SVD. Notons X les données disponibles sur le maillage entier, avant l’élagage.
Ensuite, après la procédure d’hyper-réduction de données, la base empirique réduite est liée à
X = X[F , :] :

X = V S WT + R, V ∈ Rcard(F)×N (4.32)

avec ‖R‖ < εtol max(diag(S)).

Propriété 4. Si εtol = 0. Si les équations hybrides hyper-réduites et les équations EF ont toutes
les deux une unique solution respectivement, et si la solution EF aFE appartient au sous-espace
généré par les données, tel que ‖aFE − X W S−1 VT aFE [F ]‖ = 0, alors bR[1 : N ] =
VT aFE [F ] et bR[1 +N : card(H) +N ] = 0TR, où 0R est un vecteur nul dans Rcard(R). Cela
signifie que la solution hyper-réduite est exacte et que la correction EF dans l’approximation
hybride est nulle.

Démonstration. Introduisons la matrice V̂ = X W S−1. Alors,

V̂[F , :] = X W S−1 = V (4.33)

If ‖aFE − V̂ VT aFE [F ]‖ = 0, alors ‖aFE [F ] − V b̂FE‖ = 0 avec b̂FE = VT aFE [F ] et
[(b̂FE)T , 0TR]T vérifie l’équation suivante :

K[F?, :] VH [(b̂FE)T , 0TR]T = c[F?] (4.34)

Dès lors, les équations d’équilibre des équations hybrides hyper-réduites sont vérifiées par
[(b̂FE)T , 0TR]T . Si les équations hybrides hyper-réduites et les équations EF ont toutes les deux
une unique solution respectivement, alors la solution des équations hybrides hyper-réduites sont
bR = [(b̂FE)T , 0TR]T .

4.2.6 Application au sable de fonderie

4.2.6.1 Construction de la base réduite expérimentale

Palier 1 Palier 2 Palier 3 Palier 4 Palier 5 Palier 6

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
Residu Local (%)

FIGURE 4.8 – Résidus aux paliers pré-pic

Comme précisé dans la procédure d’élagage de données, les matrices expérimentales de dé-
placement et de déformations sont calculées. L’attention est attirée sur le fait que l’essai étudié
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n’a pas beaucoup de pas de temps (Nt = 7) et que le maillage expérimental n’est pas très grand.
Les matrices DVC Qu et Qε sont respectivement 474.405 × 7 et 1.774.080 × 14. Si la SVD
tronquée est appliquée sur ces matrices, seulement 6 modes sont extraits. Comme le nombre
d’étapes de temps est plutôt petit, l’utilisation de modes empiriques ne réduit pas la taille des
données expérimentales, comme indiqué précédemment. La prise en compte de l’erreur (tracée
en Figre 4.8) augmente naturellement le nombre total de snapshots. Qη

u et Qη
ε sont respecti-

vement 474.405 ×28 et 1.774.080 × 56. Les bases réduites suivantes Vη
u et Vη

ε contiennent
respectivement 23 et 55 modes. Là encore, l’utilisation de modes empiriques ne réduit pas signi-
ficativement la dimension du problème.

4.2.6.2 DRE après DVC sur l’échantillon

La procédure de construction a trois entrées principales :
— Les modes empiriques Vη

u et Vη
ε .

— Le paramètre K pour K-SWIM (Algorithme 1).
— Zone d’intérêt (ZOI) Ωuser.
Pendant l’essai, la courbe de chargement a été mesurée en haut de l’échantillon. Afin de

comparer les réactions calculées et mesurées pour l’évaluation du modèle, les éléments en haut
du maillage sont considérés comme ZOI. Dans le reste, Ω+ est une couche sur les éléments
autour de Ωu ∪ Ωε ∪ Ωuser.
Le DRE a été déterminé en faisant varier les deux premières entrées. Tout d’abord, une SVD
tronquée a été effectuée sur les matrices de snapshots DVC Qu et Qε (sans bruit). Les lignes
sélectionnées (paramètre K dans l’Algorithme 1) ont été évaluées dans la Figure 4.9. Pour K =
1, l’algorithme standard DEIM sélectionne très peu de degrés de liberté. La plupart du DRE
est en fait la ZOI. Cela est dû au nombre relativement faible de modes contenus dans la base
réduite (seulement 6). Ce problème apparent peut être surmonté en sélectionnant plusieurs lignes
pendant l’algorithme K-SWIM. En augmentant K, le nombre de degrés de liberté augmente
linéairement en pratique. L’attention est attirée sur le fait que les DRE résultants pour K = 15
ou K = 50 sont discontinus, comme c’est habituellement le cas lors de l’utilisation de méthodes
d’hyper-réduction. Les zones nouvellement sélectionnées sont situées dans les régions cisaillées.

(a) K = 1 (b) K = 15 (c) K = 50

Nd = 47,382 (10% of Ω) Nd = 61,569 (13% of Ω) Nd = 98,064 (20.5% of Ω)

FIGURE 4.9 – Données brutes : influence de K dans l’algorithme K-SWIM

Dans la suite, le DRE a été calculé en utilisant les bases réduites incluant le bruit dans Vη
u et

Vη
ε . L’influence de K a été évaluée de la même manière et le résultat est affiché dans la Figure
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4.10. Comme la base est plus grande, les domaines réduits résultants sont plus vastes. Avec
K = 1 (DEIM originale), les zones sélectionnées sont directement les régions cisaillées (alors
qu’avec les résultats directs de DVC ce n’était pas le cas). L’augmentation de K augmente
linéairement le DRE, en sélectionnant plus de zones à l’intérieur de l’échantillon. Le choix de
K (et donc du DRE) est complètement défini par l’utilisateur. Cela peut dépendre de l’espace
mémoire disponible ou de la forme du DRE. Il est à noter que la ZOI peut être utilisée pour
imposer directement le DRE en fonction des choix de l’utilisateur (zones avec des instabilités
locales, etc.), donnant moins d’importance à la sélection K-SWIM.
Dans l’étude présente, la stratégie retenue consistait à laisser l’algorithme décider pour la plupart
des DRE, en n’imposant qu’une ZOI pour comparer les simulations aux expériences à des fins
de calibration du modèle.

(a) K = 1 (b) K = 15 (c) K = 50

Nd = 61,146 (13% of Ω) Nd = 90,195 (19% of Ω) Nd = 136,704 (29% of Ω)

FIGURE 4.10 – Données enrichies : influence de K dans l’algorithme K-SWIM

Le DRE final est celui utilisant les bases réduites expérimentales enrichies et K = 15. Il
représente environ 19% du domaine total Ω. Il est présenté en Figure 4.10 b. La construction
du domaine réduit est analysé en Figure 4.11 où les sous-domaines Ωu, Ωε, Ωuser et ΩI sont
séparément présentés.

(a) Ωu (b) Ωε (c) Ωuser (c) ΩI

FIGURE 4.11 – Sous-domaines différents du DRE

Un résumé des différentes tailles de matrice à chaque étape est affiché dans la table 4.1.
Comme indiqué précédemment, il est clair que pour ce type de données, l’analyse PCA ne
réduit pas significativement l’utilisation de la mémoire. Le schéma d’hyper-réduction utilisé
permet d’économiser jusqu’à 85% de l’espace mémoire pour l’exemple illustratif.
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Données expérimentales Modes empiriques Données élaguées

Qu 474405×7 Vexp
u 474405×6 Vexp

u 90195×6

bexpu 6×7 bexpu 6×7
Mémoire sauvée 15% 85%

TABLE 4.1 – Tailles des matrices sauvegardées à chaque étape de l’élagage de données

4.2.7 FEMU-H2ROM

4.2.7.1 Introduction

L’utilisation de l’approximation EF des champs expérimentaux ouvre la voie à d’autres
simulations. Dans la procédure de calibration, les mesures à champ complet sont utilisées
comme entrées d’un problème inverse qui vise à déterminer un ensemble donné de paramètres
µ = {µ1, ..., µm}. Ces paramètres sont les coefficients d’équations constitutives données. Leurs
valeurs sont inconnues ou déterminées peu précisément. La méthode la plus directe est appelée
FEMU (Finite Element Model Updating) (voir Kavanagh et Clough (1971); Kavanagh (1972)).
C’est un moyen plutôt courant d’optimiser un ensemble de paramètres prenant en compte les
données expérimentales et les équations d’équilibre en mécanique. Il consiste à calculer l’écart
entre l’approximation EF des champs expérimentaux et les simulations EF. Ainsi, une boucle
d’optimisation est faite sur µ où la méthode EF est utilisée comme un outil pour évaluer la perti-
nence de l’ensemble de paramètres. La fonction objectif, ou fonction de coût, de l’optimisation
peut se focaliser sur la différence entre les champs de déplacement calculés et expérimentaux
(FEMU-U), les forces (FEMU-F, ou méthode de balance de force) ou les champs de déformation
(FEMU - ε) ou un mélange entre toutes ces sous-méthodes.

Une revue des applications FEMU peut être trouvée dans Ienny et al. (2009). La méthode
est particulièrement adaptée pour :

— Matériaux non isotropes (par exemple : matériaux orthotropes dans Lecompte et al.
(2007) ou Molimard et al. (2005) ou matériaux anisotropes tels que la peau humaine
(Meijer et al., 1999)) ;

— Matériaux hétérogènes tels que composites (Bruno, 2018) ;
— Tests hétérogènes comme les tests en open-hole (par exemple : Lecompte et al. (2007),

Molimard et al. (2005)) ou éprouvettes CT (Mahnken et Stein, 1996) ;
— Cas particuliers de phénomènes locaux comme la localisation ou le necking (par

exemple : Forestier et al. (2002); Giton et al. (2006)) ou le cas illustratif de la présente
étude ;

— Configurations multi-matériaux (par exemple : joints de soudure étudiés dans Cugnoni
et al. (2006) ou identification de matériaux hétérogènes faite dans Latourte et al. (2008)) ;

— Détermination des conditions aux limites (Padmanabhan et al., 2006).
L’un des développements récents concernant FEMU est de coupler cette méthode avec des

modèles réduits (ROMs) pour réduire le temps de calcul dans la boucle d’optimisation des para-
mètres. Un exemple de ces développements récents peut être trouvé dans Neggers et al. (2017)
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où une méthode appelée FEMU-b est mise en exergue, ou dans Cugnoni et al. (2007). La FEMU-
b consiste à déterminer un espace intermédiaire de modes empiriques prédominants associés
à une procédure de réduction, comme la Décomposition Orthogonale aux Valeurs Propres ou
POD (Proper Orthogonal Decomposition) (voir Aubry et al. (1988)) ou la PGD (Passieux et
Perie, 2012). L’écart est calculé entre les variables réduites expérimentales et simulées, où les
variables réduites sont des solutions d’équations réduites.

Ici est introduite une nouvelle méthode de calibration, appelée FEMU-H2ROM. Elle s’ins-
crit dans la famille des méthodes FEMU : un vecteur de paramètres d’un modèle élastoplastique
est mis-à-jour au cours d’une boucle d’optimisation. Contrairement aux méthodes plus clas-
siques, l’outil d’évaluation du jeu de paramètres n’est pas la méthode des éléments finis mais
l’hyper-réduction hybride, appliquée sur un Domaine Réduit Expérimental déterminé en amont
de l’étude.

Pour rappel, l’étude se focalisera sur l’optimisation du MC-CASM.

4.2.7.2 Évaluer la pertinence des données élaguées

Dans cette section, la pertinence des données élaguées pour un usage ultérieur est discutée.
Les données extraites de la tomographie aux rayons X peuvent avoir plusieurs objectifs. Ici,
on se concentre sur son utilisation pour l’étalonnage du modèle, et est illustré par le test de
compression in-situ d’un sable lié à la résine présenté dans la section précédente. On suppose ici
que les entrées de la section actuelle sont :

— Le maillage du domaine expérimental total Ω ;
— Le maillage du domaine expérimental réduit Ωexp

R ;
— La base réduite du déplacement sur le DRE et les coordonnées réduites correspondantes

Vexp
u et bexpu ;

— Les conditions aux limites pertinentes ;
— Les distributions de probabilité de la déformation de cisaillement sur Ω et Ωexp

F .
Le modèle utilisé pour l’exemple illustratif est un modèle élastoplastique constitutif avec m

paramètres inconnus à calibrer. La procédure utilisée est une technique FEMU (Finite Element
Model Updating), couplée à une méthode d’hyper-réduction hybride pour la résolution d’équa-
tions d’équilibre approximatives. L’utilisation d’une telle méthode est simple car les données
d’entrée sont en réalité hyper-réduites. Cette approche est appelée FEMU-H2ROM.
La méthode FEMU-H2ROM totale est reprise dans l’organigramme de la Figure 4.12. La partie
bleue concerne la procédure d’élagage des données et est déjà terminée. La présente section se
concentrera sur la partie rouge, étape par étape.

4.2.7.3 Procédure de calibration en utilisant la H2ROM

La FEMU-H2ROM est précédée d’une phase hors ligne similaire à une phase d’apprentis-
sage automatique non supervisée (unsupervised machine learning). Elle consiste à construire la
base empirique réduite V qui est obligatoire pour mettre en place les équations hyper-réduites
hybrides. Il est similaire à la première étape de la méthode d’élagage des données : une matrice
de snapshot est construite sur la base de simulations et de résultats expérimentaux (et non uni-
quement sur des expériences).
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Expérience

Acquisition
d’images

DIC/DVC

Elagage de
données

Base
réduite du modèle

Prédictions
H2ROM

Fonction
de coût

Paramètres
optimisés µ∗

Calcul EF
sur Ω avec µ∗

Prédiction
H2ROM
validée

µ∗ validé

Etude de
sensibilité

Paramètres
initiaux

MàJ µ

f

aexp, η

bexp
u

V
exp

u

DRE

µ0

Qmodel
u

V
model

u

bmodel(µ)

Non

Oui

Oui

Non

FIGURE 4.12 – Diagramme de la FEMU-H2ROM

Le point de départ de la phase hors ligne est d’évaluer les sensibilités des paramètres du modèle
éléments finis à partir d’une estimation initiale µ0 = {µ0

1, . . . , µ
0
m}. Cette valeur d’entrée peut

provenir d’une calibration précédente, ou d’une calibration effectuée en utilisant des courbes
force-déplacement macroscopiques de tests standards sans prédire la localisation de la déforma-
tion.
Les calculs hors ligne sont effectués sur le domaine complet Ω et peuvent donc prendre beaucoup
de temps. Les conditions aux limites sont les déplacements expérimentaux pris à partir de la to-
mographie aux rayons X imposés en haut et en bas de l’échantillon. Le champ de déplacement
n’est pas imposé à l’intérieur de l’échantillon car l’un des objectifs du modèle est de capturer
correctement la localisation de la déformation apparaissant à l’intérieur de l’échantillon lors du
chargement, sous la contrainte d’équations d’équilibre. Imposer le champ de déplacement à l’in-
térieur de l’échantillon donne moins d’équation d’équilibre à remplir. Les m calculs sont faits
sur Ω. L’attention est attirée sur le fait que ces calculs peuvent être faits en parallèle. Seules les
matrices de snapshot de déplacement sont nécessaires. Un total de m + 1 calculs indépendants
sont effectués :

— Un calcul initial avec µ = µ0, fournissant Qu(µ0)
— m calculs de sensibilité lancés en parallèle où µ = µi = {µ0

1, . . . , µ
0
i + δµ0

i , . . . , µ
0
m},

fournissant Qu(µi) pour i = 1, . . . ,m
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Une fois cela fait, ces calculs sont limités au domaine expérimental réduit Ωexp
R . Ils sont notés

Qu(µi) pour i = 0, . . . ,m. Tous ces résultats doivent être agrégés dans une matrice de snapshot
X avant le calcul des modes empiriques V. Au lieu de concaténer les m + 1 matrices en une,
une méthode de décomposition orthogonale étendue (Derivative Extended Proper Orthogonal
Decomposition ou DEPOD) est utilisée (voir Schmidt et al. (2013)). Cette approche a été validée
dans des travaux antérieurs sur la calibration de modèles avec hyper-réduction (Ryckelynck et
Missoum Benziane, 2016). Cela permet de capturer les effets de chaque variation de paramètre.

X = [αVexp
u bexpu , Q(µ0), ‖Q(µ0)‖

2 ‖Q(µ1)−Q(µ0)‖
(Q(µ1)−Q(µ0)), . . . ,

‖Q(µ0)‖
2 ‖Q(µm)−Q(µ0)‖

(Q(µm)−Q(µ0))] (4.35)

Le premier terme αVexp
u bexpu correspond aux données expérimentales élaguées. Il est pon-

déré par un paramètre personnalisé α qui permet de donner plus d’impact aux fluctuations ex-
périmentales des modes empiriques. Les méthodes des éléments finis ont tendance à lisser ces
fluctuations, provoquant ainsi une certaine perte d’information.

Les modes empiriques dépendant du facteur α sont affichés dans la Figure 4.13. Pour α = 0,
c’est-à-dire sans données expérimentales dans la construction, les modes empiriques ont de
fortes fluctuations seulement en haut et en bas de l’échantillon, où les conditions aux limites
expérimentales sont imposées. Ceci peut s’expliquer par le lissage naturel provoqué par la mé-
thode des éléments finis avec des équations plutôt elliptiques. L’augmentation de l’importance
des données expérimentales tend naturellement à perturber le champ de déplacement à l’inté-
rieur de l’échantillon. Même pour les modes fortement perturbés (α = 10), le dernier mode
empirique est à peu près lisse : ceci est dû à l’algorithme POD qui filtre les données. Dans
la suite, nous choisissons α = 1. Les données expérimentales sont aussi importantes que les
données de simulation liées aux équations d’équilibre EF.

Une fois que V est disponible, VH peut être défini. Ensuite, les coordonnées réduites ex-
périmentales sont projetées sur la base réduite empirique afin de les comparer lors de la boucle
d’optimisation :

b̂exp = (VH)T Vexp
u bexpu (4.36)

Pour l’exemple proposé, il y a une décroissance rapide des valeurs singulières (voir Figure
4.14 où εPOD est défini à 10.−4). Lorsque cette décroissance est suffisante pour fournir un petit
nombre de modes empiriques, nous renvoyons le lecteur à Ghavamian et al. (2017), Peherstorfer
et al. (2014) et Haasdonk et al. (2011) pour regrouper les données afin de diviser l’intervalle de
temps et construire une base locale réduite dans le temps.

4.2.7.4 Concernant les conditions aux limites de type Dirichlet

Après l’élagage des données, les données expérimentales sont disponibles dans tout Ωexp
R .

Lorsque les déplacements sont contraints de suivre les données expérimentales, nous perdons des
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α = 0

α = 1

α = 10

Premier mode Second mode Troisième mode Dernier mode

FIGURE 4.13 – ‖u‖ après DEPOD en fonction de α
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λ(X)

λmax(X)

)

FIGURE 4.14 – Valeurs singulières de X vérifiant λ(X) > εPODλmax(X)

équations d’équilibre EF. La propriété suivante permet de discuter des conditions aux limites de
Dirichlet.

Propriété 5. Si α > 0, εtol = 0 si les données expérimentales Qex
u vérifient les équations EF

sur Ωex
R avec les conditions aux limites de type Dirichlet suivantes :

aFE(tj ,µ)[I] = Qex
u [I, j], (4.37)

et si les équations hybrides hyper-réduites et les équations EF sur Ωex
R sont uniques, alors la

solution de l’équation hybride hyper-réduite est la projection exacte des données expérimentales
sur la base empirique réduite bR(µ) = [(VT Qex

u )T , 0TR]T , avec ‖Qex
u −V VT Qex

u ‖ = 0.

Démonstration. Considérons un problème EF linéaire élastique. Si Qex
u remplit les équations

EF sur Ωex
R , avec des conditions aux limites de Dirichlet supplémentaires, alors :

aFE(tj ,µ) = Qex
u [:, j] j = 1 . . .M
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et
K[F?, :] aFE − c[F?] = 0

Si α > 0 et εtol = 0, alors

aFE(tj ,µ) = V bFE(tj ,µ) j = 1 . . .M,

avec
bFE(tj ,µ) = VT Qex

u [:, j] j = 1 . . .M

Alors
K[F?, :] V bFE(tj ,µ)− c[F?] = 0 j = 1 . . .M

et
(VH [F?, :])T K[F?, :] V bFE(tj ,µ)− (VH [F?, :])T c[F?] = 0 j = 1 . . .M

Donc bR(µ) = [(bFE(tj ,µ))T , 0TR]T est la solution unique des équations hyper-réduites hy-
brides, et la projection exacte de la solution EF restreinte.

La dernière propriété n’implique pas qu’imposer aFE(tj ,µ)[I] = Qex
u [I, j] comme condi-

tion limite aux degrés de liberté dans I est la meilleure façon de vérifier les équations d’équilibre
EF. En fait, avec les conditions aux limites additionnelles sur I, le maximum d’équations EF dis-
ponibles est card(F?). La Propriété 4 signifie que si la base empirique réduite est exacte, alors
toutes les Nd équations d’équilibre EF sont vérifiées dans Ω. Dans un sens, dans le protocole
de calibration proposé, nous ferions mieux d’avoir confiance dans les équations d’équilibre EF
que dans les données expérimentales. Des équations d’équilibre EF précises peuvent être ob-
tenues par un maillage pertinent de Ω, bien que le bruit soit toujours présent dans les données
expérimentales.

4.2.7.5 Fonction de coût et mise-à-jour des paramètres

Dans la boucle d’optimisation, un ensemble donné de paramètres µ est évalué. Les calculs
H2ROM fournissent les coordonnées réduites associées à la base empirique précédemment dé-
terminée sur le DRE notées bR(µ). La réaction supérieure Fcomp(µ) est également calculée
comme la contrainte axiale moyenne dans le ZOI.
Dans l’exemple, la fonction de coût évalue deux échelles d’erreur : l’erreur à l’échelle micro-
scopique entre les coordonnées réduites expérimentales et calculées et l’erreur à l’échelle ma-
croscopique entre les réactions supérieures mesurées et calculées. Ces fonctions d’erreur sont
respectivement notées χ2

u(µ) et χ2
F (µ).

L’erreur à l’échelle microscopique est définie par :

χ2
u(µ) = ‖bR(µ)− b̂exp‖2ΩexpR

(4.38)

Le choix de la norme dépend de l’utilisateur. La matrice de covariance inverse du déplacement
est la meilleure norme pour un bruit gaussien selon Tarantola (1987); Kaipio et Somersalo (2007)
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pour un cadre bayésien. Cependant, dans la présente étude, pour garder le problème traité assez
simple, cette fonction d’erreur est choisie :

χ2
u(µ) = (bR(µ)− b̂exp)T (bR(µ)− b̂exp) (4.39)

l’erreur à l’échelle macroscopique est définie par :

χ2
F (µ) = ‖Fcomp(µ)− Fexp‖2ΩexpF

(4.40)

où Ωexp
F est le sommet de l’éprouvette, où la charge expérimentale a été mesurée. Les me-

sures de charge expérimentales sont supposées non corrélées et leur variance est notée σ2
F . Dans

un cadre bayésien, pour un bruit gaussien corrigeant les mesures de charge (Neggers et al.,
2017), l’équation précédente peut être écrite comme suit :

χ2
F (µ) = 1

Ntσ2
F

{Fcomp(µ)− Fexp}T {Fcomp(µ)− Fexp} (4.41)

Pour la boucle d’optimisation, la fonction objective finale est une somme pondérée des précé-
dentes sous-fonction objectives :

χ2(µ) = cuχ
2
u(µ) + cFχ

2
F (µ) (4.42)

où cu et cF sont des poids. Ils peuvent être choisis pour équilibrer les deux fonctions de coût ou
pour privilégier une échelle à l’autre. Dans l’exemple illustratif, la fonction de coût est équili-
brée. Un algorithme classique de Levenberg-Marquardt est employé pour la minimisation de la
fonction d’erreur et la mise à jour du vecteur de paramètres µ.

4.2.7.6 Vérification EF et calibration du modèle

La boucle d’optimisation a pris 46 itérations. Le rapport de temps de calcul entre les calculs
EF et les prédictions H2ROM est d’environ 70. De plus, les prédictions H2ROM n’ont nécessité
que 3% du coût de la mémoire de calcul EF.
La Figure 4.15 affiche les réactions supérieures expérimentales et calculées (initiales et opti-
misées). À la fin de la boucle d’optimisation, il est obligatoire d’évaluer la pertinence de la
prédiction H2ROM. La FEMU-H2ROM dépend du jeu de paramètres initial µ0. Cette donnée
d’entrée détermine la pertinence de la base réduite du modèle après l’étude de sensibilité des pa-
ramètres et l’analyse DEPOD. Pendant la mise à jour du modèle, le jeu de paramètres peut être
trop différent de la supposition initiale. Par conséquent, la base empirique réduite VH peut ne
pas être exacte et les prédictions de H2ROM ne seront pas admissibles. C’est-à-dire que l’écart
entre les calculs hyper-réduits et les calculs d’éléments finis peut ne pas être négligeable. C’est
pourquoi les paramètres optimisés µ∗ doivent être validés avec des calculs EF sur le domaine
complet Ω. Il convient de noter que si les données expérimentales sont incluses dans la DEPOD,
la prédiction finale de H2ROM devrait être proche des expériences. La base empirique réduite
est théoriquement pertinente.
D’une manière similaire à la boucle d’optimisation, une fonction d’erreur entre les deux cal-
culs peut être définie en se concentrant sur l’échelle microscopique (erreur de déplacement) et
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l’échelle macroscopique (différences de réactions supérieures). En ce qui concerne l’échelle mi-
croscopique, l’erreur n’est calculée que dans le DRE, car les prédictions H2ROM ne sont faites
que sur ce domaine et ne peuvent pas être reconstruites dans le domaine complet avec cette
approche particulière.

r2
u(µ∗) = ‖aH2ROM (µ∗)− aFEM (µ∗)‖2ΩexpF

(4.43)

=
(
aH2ROM (µ∗)− aFEM (µ∗)

)T (
aH2ROM (µ∗)− aFEM (µ∗)

)
(4.44)

De la même manière, l’erreur à l’échelle macroscopique est :

r2
F (µ∗) = ‖FH2ROM (µ∗)− FFEM (µ∗)‖2ΩexpF

(4.45)

=
(
FH2ROM (µ∗)− FFEM (µ∗)

)T (
FH2ROM (µ∗)− FFEM (µ∗)

)
(4.46)

Les erreurs à l’échelle microscopique et macroscopique ne doivent pas dépasser quelques
pourcents des calculs FEM. Dans la figure 4.15, la réaction de haut niveau FEM est représentée
en orange. Il est clair que sa valeur est extrêmement proche de celle calculée grâce à H2ROM.
L’erreur est d’environ 1% à chaque étape.
Cette vérification finale est purement numérique. Si les prédictions H2ROM sont validées, il est
conseillé d’analyser plus en profondeur le calcul EF complet. Le calcul et l’expérience peuvent
être extrêmement différents dans les zones en dehors du DRE. Dans l’exemple illustratif, les
distributions de déformation de cisaillement calculées et mesurées ont été comparées. L’analyse
est résumée dans les histogrammes affichés dans la Figure 4.16 pour la dernière étape de pré-pic.
L’écart entre les distributions calculées et mesurées a été considéré ici comme satisfaisant.

En cas de différences notables entre la prédiction H2ROM et les calculs EF, ou entre cal-
culs EF et expérience, la FEMU-H2ROM n’est pas validée. Deux solutions sont possibles pour
surmonter ce problème :

1. Reproduire l’étude de sensibilité des paramètres avec µ0 = µ∗. Cela implique de refaire
m calculs en parallèle.

2. Concaténer la matrice précédemment déterminée X à partir de l’équation 4.35 avec
Qu(µ∗) et effectuer une nouvelle SVD tronquée pour déterminer finalement une réduction
enrichie base VH . Aucun nouveau calcul EF n’est nécessaire.

La première solution devrait être effectuée en cas de fortes différences entre la prédiction
H2ROM et les calculs EF. La deuxième option "seulement" coûte un calcul EF. Il est égale-
ment possible de modifier la boucle d’optimisation pour inclure régulièrement la comparaison
FEMU-H2ROM et enrichir incrémentalement VH .

4.2.8 Discussion

4.2.8.1 Limitations de la procédure d’élagage de données

La présente partie se concentre sur les données issues de la DVC et non sur les images elles-
mêmes. Elles sont connues pour être bien plus lourdes et peut-être plus problématiques que les
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FIGURE 4.15 – Résultat de l’optimisation H2ROM

FIGURE 4.16 – Probability distribution of shear strain at the last pre-peak step in the whole
domain Ω, comparing FEM calculation and experimental data

données DVC. La procédure d’élagage considère qu’elles peuvent être supprimées. En fait, cela
peut être problématique. Par exemple, un nouvel algorithme DVC pourrait améliorer la détermi-
nation du champ de déplacement (par exemple pour des problèmes complexes impliquant des
fissures).
Les images peuvent également être élaguées, dans le sens où seuls les pixels des images à l’in-
térieur du DRE déterminé peuvent être conservés. Cependant, il est préconisé de ne stocker que
les données DVC réduites lorsque le stockage de données est un problème.
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Dans le cas de matériaux non homogènes, les données concernant l’inhomogénéité en dehors du
DRE doivent également être sauvegardées.

4.2.8.2 Etude a posteriori du DRE

Une étude a posteriori du DRE déterminé a été réalisée. La présente discussion se concen-
trera sur les distributions de déformation de cisaillement à l’intérieur du domaine entier Ω et le
DRE Ωexp

R pour l’exemple illustratif. Il serait préférable que la procédure d’élagage stocke dans
le DRE le plus de configurations différentes. Les distributions de déformation de cisaillement
dans le domaine entier et dans le DRE peuvent toutefois être différentes (pas la même valeur
moyenne par exemple). Les Figures 4.17 (a) et 4.18 (a) présentent les distributions de déforma-
tion de cisaillement au premier et dernier pas pré-pic. Il semble que la distribution statistique de
la déformation de cisaillement à l’intérieur du RED ne soit pas la même que celle à l’intérieur du
domaine entier. Néanmoins, les zooms sur les deux histogrammes des Figures 4.17 (b) et 4.18
(b) révèlent que les valeurs extrêmes de la déformation de cisaillement sont conservées. On peut
voir que le DRE contient presque tous les éléments où le cisaillement est maximal. Même si la
procédure proposée est exempte de modèle, elle est intimement liée à la mécanique des solides :
elle stocke de préférence les données qui sont mécaniquement plus pertinentes. Pour le phéno-
mène de localisation des déformations, c’est la zone la plus cisaillée. La méthode proposée n’est
pas statistique : elle induit en fait un biais d’échantillonnage, qui est interprété par un modèle
mécanique, ici la H2ROM.
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FIGURE 4.17 – Répartition des déformations de cisaillement dans tout le domaine et dans le
DRE à la première étape
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FIGURE 4.18 – Répartition des contraintes de cisaillement dans tout le domaine et dans le RED
à la dernière étape pré-pic

4.3 Simulation de l’essai de push-out

4.3.1 Rappels

L’essai de push-out a été effectué par Claire Menet durant sa thèse. Il a été présenté en
Section 2.3.5.
On peut résumer l’essai par ses deux étapes clé :

1. Une éprouvette cylindrique d’un noyau non vieilli est placée dans un moule en acier.
De l’aluminium est versé dans une des extrémités du moule. Plusieurs températures de
coulée sont testées (690, 705, 720 et 735◦C ). La coulée de l’aluminium va induire une
dégradation thermique de l’échantillon. Cette dégradation présente un gradient axial (dans
l’épaisseur du cylindre) et longitudinal (le long de l’axe du cylindre, qui correspond aussi
à la direction de la coulée). Lors du refroidissement de l’aluminium post-solidification, les
noyaux sont comprimés et une réduction de la section des éprouvettes a été constatée.

2. Une fois les éprouvettes sciées pour former de nouvelles éprouvettes cylindriques mêlant
noyau et aluminium, le push-out en lui-même est effectué. Il s’agit de pousser le noyau
par sa face du haut via un piston pouvant appuyer sans frotter la matrice d’aluminium. Le
bas de l’éprouvette est libre de circuler. On relève le déplacement de du piston (via un
LVDT) et la force appliquée en haut de l’échantillon.

L’éprouvette testée, enserrée dans une matrice en aluminium, a une histoire thermique com-
plexe. La coulée de l’aluminium dans le moule va induire deux gradients de températures vues
par l’échantillon, un axial et un longitudinal. Cette disparité de dégradation thermique va induire
un gradient de comportement mécanique complexe de l’échantillon lors de l’extraction.
La réduction de rayon constatée après coulée de l’éprouvette a aussi un impact crucial. Elle
comprime les noyaux, induisant potentiellement des déformations plastiques de confinement et
un durcissement. Elle assure aussi une plus grande cohésion aluminium/noyau.
L’essai de push-out en lui-même met en jeu un chargement mécanique sur un matériau graduel-
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lement vieilli dans son épaisseur et dans sa longueur. Contrairement à l’essai de compression
uniaxiale observé en tomographie aux rayons X précédent, l’échantillon testé n’est pas non
vielli. Claire Menet estime que le vieillissement est supérieur à 300 ◦C en surface et aux alen-
tours de 220 ◦C à coeur.
La sollicitation mécanique met aussi en jeu la problématique de délaminage à l’interface alumi-
nium/noyau, qui n’a pas été abordée dans la modélisation jusqu’à présent.

4.3.2 Objectifs de l’étude numérique

Comme présenté précédemment, l’essai de push-out est d’une très grande richesse. La mo-
délisation et la simulation du test a plusieurs objectifs :

— Tester la robustesse du modèle sur un cas avec un gradient de température de vieillis-
sement θ. Cela permet notamment de tester les calibrations du modèle C-CASM précé-
demment effectuée. Aucune calibration du modèle n’a été faite en plus pour simuler le
push-out.

— Modéliser le plus simplement et de manière pragmatique l’interface aluminium/noyau
— Expliquer la forme de cloche qu’a l’échantillon extrait en fin d’essai (voir Figure 2.31).

Cependant, certains aspects du problème ont délibérément été laissés de côté et ne font pas partie
des enjeux de l’étude. La plupart concerne le chargement thermique de l’éprouvette de noyau :

— Le chargement thermique réel n’a pas été simulé. Seule la température de coulée à l’en-
trée du moule en acier est mesurée. Aucune information n’a été relevée concernant la
température vue en peau ou à cœur de l’échantillon au cours de l’essai. Il semble diffi-
cile, à première vue, d’estimer cette température vue par le noyau. Les pertes thermiques
lors de la coulée (réchauffement du moule, temps de trajet de la coulée, ...) ainsi que les
coefficients d’échange entre l’aluminium et le noyau ne sont pas connus. La simulation
complète de la coulée nécessiterait en outre une simulation multiphysique et complique-
rait donc l’étude de manière draconienne.

— pour les même raisons, la magnitude du retrait thermique n’a pas été simulée, c’est-à-dire
que la réduction de section expérimentale a été imposée comme condition aux limites des
calculs.

La simulation de l’essai complet est aussi l’occasion de mettre au point une chaîne de cal-
culs :

1. Estimation simplifiée de l’histoire thermique dans l’échantillon après coulée

2. Détermination des paramètres matériaux du modèle C-CASM en fonction de la distribu-
tion de températures de vieillissement θ(x) précédemment déterminée

3. Simulation du retrait thermique

4. Simulation du push-out c’est-à-dire de l’extraction

Ici, on ne s’intéresse pas au modèle MC-CASM. Ce dernier n’a été mis au point unique-
ment pour l’étude du matériau non vieilli dont le comportement en compression a été étudié en
tomographie. Il n’a pas été calibré pour des températures de vieillissement supérieures.
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4.3.3 Géométrie et maillage

On utilisera une géométrie 2D axisymétrique, permettant de gagner sensiblement en temps
de calcul. L’éprouvette du noyau fait 15 mm de rayon pour 45mm de hauteur. La taille d’un
élément est de 0.5mm. On a rajouté une couche d’éléments d’aluminium autour du noyau.

FIGURE 4.19 – Maillage utilisé

On impose une condition de symétrie sur les noeuds à gauche (u1 = 0). Le comportement
de l’aluminium est supposé linéaire élastique et isotrope.

4.3.4 Éléments cohésifs d’interface

L’un des enjeux de la simulation du push-out concerne la modélisation de l’interface entre
le noyau et l’aluminium. Des éléments dits cohésifs ont été utilisés afin de modéliser l’interface
aluminium/noyau. Ce sont des éléments 1D. Ils ont été développés afin de traiter des problèmes
d’interface comme des délaminages. Ils sont donc tout à fait adaptés à ce problème.
Le comportement mécanique des éléments cohésifs de type Tvergaard est le suivant :
On considère la grandeur scalaire λ qui caractérise l’ouverture de la fissure. Cette grandeur se
calcule par :

λ =

√(〈uN 〉
δN

)2
+
(‖uT ‖

δN

)2
(4.47)

où, si on considère la normale à l’interface n, uN = (u.n).n = uNn et uT = u−uN sont res-
pectivement les composantes normales et tangentielles du déplacement. δN et δT correspondent
aux valeurs maximales admissibles pour ces normes. De plus 〈uN 〉 = uN pour uN > 0, 0 sinon.

La variable d’endommagement λmax, qui est la valeur maximum que λ a atteint jusqu’à
l’instant présent, varie de 0 (aucun endommagement) à 1 (élément cassé). Les composantes
normales et tangentielles de la traction de cohésion T sont définies par :

TN = uN
δN

F (λmax), TT = α
uT
δT
F (λmax), F (λ) = 27

4 σmax(1− λ)2 (4.48)

où α est le rapport entre l’amplitude des efforts tangentiels sur les efforts normaux, σmax est
la contrainte maximum admissible.
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En cas de compression, uN < 0, TN est déterminée autrement :

TN = αc
uN
δN

F (0) (4.49)

où αc est un facteur de pénalisation que la littérature conseille de prendre supérieur à 10α.
Bilan : les paramètres des éléments cohésifs sont donc :
— σmax
— δN
— δT
— α
— αc
On fixe ces grandeurs en fonction des paramètres matériaux :
— σmax correspond à la contrainte maximum pour un matériaux vieilli entre 250/300◦C :

5 MPa
— δT est fixé à 1 mm : expérimentalement, c’est la distance limite où l’on commence à voir

la décohésion
— δN est fixé à 1 mm : pris identique à δT
— α = 1/M . En effet, M peut aussi être lié à l’angle de friction du sable, et donc à un

rapport entre les efforts normaux et les efforts tangents
— αc = 1000/M

4.3.5 Calcul thermique

4.3.5.1 Objectif

Comme précisé précédemment, l’objectif n’est pas de mener une étude multiphysique pré-
cise de la coulée afin d’obtenir un champ de température de vieillissement précis θréel(x).
L’objectif est de déterminer un champ approché noté θ(x). Ce champ s’appuie grandement sur
les constatations expérimentales de Claire Menet. Un lien peut être fait entre la couleur d’un
échantillon et son état de vieillissement thermique.
Le gradient thermique longitudinal n’a pas été considéré dans l’étude. Seul le latéral a été mo-
délisé.

4.3.5.2 Estimation de la dégradation thermique

L’estimation du gradient latéral de dégradation a été effectué grâce à un calcul thermique dit
unitaire. On considère un chargement thermique T u(x, t) au niveau de l’aluminium. On calcule
alors la diffusion du champ unitaire dans le noyau. Il est à noter que cette simulation ne tient
pas compte du gradient de température axial mais permet seulement d’appréhender le gradient
de température radial.
Les paramètres matériaux pour le noyaux sont ceux déterminés par Claire Menet durant sa thèse.
Il a été établi qu’ils ne dépendent notamment pas de la température :

— Conductivité thermique isotrope λ = 0.65 W/m/K
— Capacité thermique massique cp = 0.75 kJ/kg/K
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— Densité volumique ρ = 1.6 103 kg/m3

L’évolution temporelle de ce champ thermique dans l’aluminium est présenté en Figure 4.2.
Il s’agit d’un pic unitaire de 0 à 1 en 60 ms suivi d’un lent refroidissement de 300 s. Ces inter-
valles de temps sont des données d’entrée de Montupet : on peut considérer la coulée comme un
choc thermique d’environ 60 ms. Le refroidissement des éprouvettes clarinette est de 5 minutes.
Compte tenu de la simplicité de la modélisation du comportement thermique du noyau en sable,
considérer un pic entre 0 et 1◦C ou entre 0 et 600 ◦C donnera le même résultat à une constante
multiplicative près. L’idée est donc de considérer un chargement unitaire afin d’étudier en pre-
mier lieu la répartition du champ de température plutôt que sa valeur car l’amplitude du pic n’est
pas connue.
La seule valeur expérimentale de température qui a été obtenue est celle de la température de
vieillissement à coeur. En effet, Claire Menet a estimé que la couleur de l’échantillon change en
fonction de sa température de vieillissement. Il est alors possible d’établir une relation entre la
couleur et la température de vieillissement pour des températures inférieures à 350◦C (au delà,
l’échantillon est complètement noirci). Ainsi, si la température de vieillissement vue à l’inter-
face est difficilement lisible car l’échantillon est noir, celle à cœur est de l’ordre de 200-220◦C .
Pour les 2 mm de périphérie de l’échantillon, la température de vieillissement dépasse 300◦C .
Pour déterminer le champ de température de vieillissement après coulée, on multipliera donc le
champ unitaire par le coefficient faisant que la température à cœur est de l’ordre de 200-220◦C .
Le processus de dégradation de la résine étant irréversible, il faut considérer à chaque position x
du noyau le maximum de température subi. C’est bien cette grandeur qui va conditionner l’état
de dégradation du liant et non, par exemple, la température finale. Cette grandeur se détermine
facilement en post-traitement.
Le résultat de ce post-traitement permet de dégager l’évolution de la température maximale vue
dans l’épaisseur de l’échantillon T umax. Celle-ci ne dépend que de la distance à l’axe de symétrie
de l’échantillon (x) et pas de la hauteur dans le noyau (y). Ce gradient uniforme dans la hauteur
est tracé en Figure 4.20 a. x = 0 mm correspond au coeur de l’échantillon tandis que l’interface
noyau/aluminium se trouve à x = 15 mm. Naturellement, à l’extrémité on retrouve T umax = 1.
Au niveau de l’axe de symétrie de l’éprouvette, la température unitaire maximale est environ à
0.55.

t (s) 0. 60.e-3 300.
T u 0. 1. 0.

TABLE 4.2 – Chargement thermique dans l’aluminium

L’accès à T u permet d’estimer finalement le champ de vieillissement θ (Figure 4.20 (b)). On
retrouve bien que les 2 mm de périphérie ont vu une température de vieillissement supérieure à
300◦C .
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FIGURE 4.20 – Evolution de la température de vieillissement vue à cœur

4.3.6 Calcul mécanique

4.3.6.1 Valeur initiale des paramètres

Grâce à l’étude thermique précédente, on a accès à la température de vieillissement θ en fin
de coulée. On peut alors définir pour le noyau les différents paramètres du C-CASM qui sont les
paramètres de la fonction de seuil, d’écoulement mais aussi le module d’Young. Comme précisé
précédemment, on postule une interpolation linéaire des différents coefficients du modèle pour
les températures situées entre les différentes températures de calibration (200, 250 et 300◦C ).
Pour θ > 300◦C , on utilise simplement la loi de comportement C-CASM pour θ = 300◦C .

4.3.6.2 Compression thermique initiale

La première étape du calcul consiste à calculer la compression thermique initiale due à la
dilatation de l’aluminium. On impose un déplacement uniforme de la couche d’aluminium de
uth = 0.1mm correspondant à la valeur relevée lors des essais. Pour les modèles à Etat Critique
avec une forme de surface de charge de type Hvorslev, l’impact de la précontrainte thermique de
confinement est double :

— Comme évoqué lors de l’étude du modèle de Cam-clay Modifié (Section 2.4.7.6), l’ajout
d’une précontrainte de confinement peut changer la zone du seuil atteinte, c’est-à-dire la
zone sèche (faible confinement, adoucissement) ou la zone humide (haut confinement,
durcissement). Ainsi ce confinement avant le chargement peut altérer le comportement
du sol et le rendre durcissant par exemple.

— La forme de la surface de charge est telle que des plus grandes contraintes sont tolérée
avant d’atteindre le seuil.

Ces deux effets sont illustrés dans la Figure 4.21. On considère un chargement (p0, q0) qui
atteint la surface de charge sans précontrainte thermique. Ce chargement est correspond à la
flèche bleue. Le seuil est atteint dans la zone sèche (en vert) : il va donc avoir adoucissement.
En revanche, si on ajoute un confinement (pth, qth) (flèche rouge) et qu’on applique à nouveau
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ce même changement jusqu’à atteindre le point (p1, q1). On constate alors deux choses :
— On est toujours sous le seuil, le comportement est donc toujours élastique linéaire. Mais

même si on augmentait le chargement, on atteindrait la surface de charge dans la zone
humide (en violet), donc il y aurait durcissement

— On remarque que p1 > p0 et q1 > q0. Du fait de la forme de la surface de charge,
les chargements avec haut confinement peuvent être plus élevés. Ce phénomène ne se
retrouve pas dans le modèle de Cam-clay Modifié par exemple, vu la forme elliptique du
seuil (voir à nouveau les Figures 2.39 et 2.40).

Zone sèche Zone humide

p

q

p0 pth p1

q0

qth

q1

FIGURE 4.21 – Effet d’une précontrainte de confinement

Le calcul mécanique du refroidissement est résumé en Figure 4.22. La première constatation
est que tout le noyau a plastifié (l’endommagement est non nul par exemple) et la pression de
préconsolidation est supérieure à sa valeur initiale, 2.797 MPa quelque soit le vieillissement.
Le gradient de propriétés mécaniques a entraîné un gradient d’endommagement, mais aussi de
pression de préconsolidation. Le bord de l’échantillon a beaucoup plus plastifié que le coeur, du
fait de sa plus faible résistance mécanique. La pression de préconsolidation, pc, a donc augmenté
plus significativement, mais aussi l’endommagement.
Il est à noter que D et b dépendent de la même mesure de déformation plastique h. Ainsi b
présente le même gradient d’endommagement que D. Cela signifie en outre qu’il y a eu une
plus grande décohésion en surface.

Cette précontrainte de refroidissement met donc en évidence la compétition entre l’augmen-
tation de résistance mécanique due au caractère frictionnel du matériau (pc qui augmente à cause
du confinement) et la perte de résistance mécanique due au caractère cohésif du matériau (b qui
diminue lors du chargement plastique). L’une des grandeurs permettant de juger cette compé-
tition est la pression de résistance à la traction, pt = αbpc. Si on trace l’évolution de pt dans
l’échantillon en début et en fin de refroidissement (Figure 4.23), on constate que cette grandeur
s’est conservée malgré la chute de b et l’augmentation de pc.
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(a) Endommagement (b) Pression de préconsolidation

FIGURE 4.22 – Endommagement et pression de préconsolidation en fin de refroidissement
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FIGURE 4.23 – Evolution de la pression de la résistance à la traction après la précontrainte
thermique

4.3.6.3 Push-out en lui-même

La suite de la chaine de calculs de simulation de l’essai consiste à présent à s’intéresser au
push-out en lui-même c’est-à-dire l’extraction du noyau vieilli. Un impose un déplacement sur
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la face du haut. La face du bas reste libre. Du fait de la cohésion à l’interface sable/alu, le champ
de déplacement est immédiatement inhomogène et prend une forme de sablier, avec la partie du
haut très nettement sollicitée. L’évolution de u2 est présentée en Figure 4.24.
L’endommagement présente aussi une distribution complexe (voir Figure 4.25). Le gradient la-
téral d’endommagement va progressivement laisser place à une distribution où la moitié haute de
l’éprouvette est nettement plus endommagée. Des bifurcations apparaissent en cours de charge-
ment et vont se succéder. Leur angle diffère au cours du chargement. La rupture finale arrive par
le bas de l’éprouvette où la bande de localisation finale se développe (à u2 = uf2 ). Celle-ci appa-
rait du fait de la cohésion en bas de l’éprouvette qui retient le coin inférieur droit de l’échantillon.
Il y a localement l’apparition d’une zone cisaillée qui va initier la bande de rupture. Il est à noter
que cette bande survient relativement tard durant l’essai. Dans un premier temps, la déformation
va se concentrer sur le haut de l’éprouvette, le bas est alors comparativement peu sollicité. La
zone du bas devient sollicité quand à mesure que le glissement s’effectue le long de l’interface
aluminium/noyau.
En postulant une rupture par concentration de la déformation ou de l’endommagement, ce pre-
mier calcul permet de retrouver le début de la forme de la "cloche" de l’éprouvette extraite expé-
rimentale. De plus, comme dans l’expérience, la partie supérieure de l’échantillon est nettement
plus endommagé.

u2 = 0.25uf2 u2 = 0.75uf2 u2 = uf2

FIGURE 4.24 – Evolution de u2 au cours du temps

Les courbes macroscopiques, qui évaluent la contrainte en haut d’éprouvette avec la donnée
des efforts axiaux, sont présentées en Figures 4.26 et 4.27. L’ordre de grandeur de 16 MPa pour
la contrainte maximum obtenue correspond à ce qui est observé expérimentalement. Ceci est
d’autant plus satisfaisant que les paramètres matériaux choisis pour la simulation du push-out
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u2 = 0.25uf2 u2 = 0.75uf2 u2 = uf2

FIGURE 4.25 – Évolution de D au cours du temps

n’ont pas été calibrés à partir des constatations expérimentales du push-out mais bien par la
calibration du modèle qui ne s’est intéressée qu’aux résultats de compression uniaxiale, flexion
4 pts et die pressing. La prédiction de la forme en cloche du noyau final est aussi un élément de
satisfaction. De ce point de vue, cette simulation permet d’apporter des éléments de validation
du modèle.
Lorsqu’on se focalise sur la seconde partie de la courbe macroscopique, on observe des petites
décharges/recharges (Figure 4.27). Ces fluctuations peuvent s’expliquer par l’apparition et la
disparition de bifurcations locales, ou des succession de "collé/glissé" au niveau de l’interface
(phénomène de stick slip). Expérimentalement, on observe bien de légères fluctuations pré-pic
(revoir la Figure 2.32). Elles sont cependant largement moins nombreuses.

4.3.7 Sensibilité au maillage

Un calcul de sensibilité au maillage a été effectué. Le calcul est effectué sur 3 maillages
de taille de maille de 1, 0.5 et 0.25 mm. Pour rappel, les calculs précédents s’effectuaient sur
maillage à taille de maille de 0.5 mm. Les différentes contraintes σc calculées pour les trois
tailles de maille sont présentées dans la Figure 4.28.

On constate une dépendance au maillage qui n’est pas surprenante du fait de la localisation
des déformations sans longueur interne dans le modèle. La contrainte maximum calculée n’est
pas extrêmement changée par la taille de maille. En revanche, l’aire sous la courbe est différente.
Plus le maillage est fin, plus la localisation semble arriver tôt dans la simulation, causant une
précocité de l’adoucissement macroscopique (et donc une aire plus petite et la fin du calcul qui
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FIGURE 4.26 – Evolution de σc=F2/S0 au cours du temps
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FIGURE 4.27 – Faibles décharges observées dans la courbe macroscopique

finit par diverger). Si l’on zoome à nouveau sur la fin du calcul, on constate que le nombre
de charge/décharge observés semble dépendre du maillage. Un maillage deux fois plus fin voit
deux fois plus de cycles de charge décharge. Il n’y a pour l’instant pas d’explications concernant
l’impact de la taille de maille sur la fréquence des décharges/recharges.
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FIGURE 4.28 – σc=F2/S0 obtenu en fonction de la taille de maille

4.3.8 Discussion

L’étude de l’essai de push-out s’est montrée riche et a permis d’étudier la pertinence du
modèle à correctement prédire le comportement d’un matériau à gradient de température de
vieillissement. L’estimation de l’état de dégradation θ(x) s’est largement appuyée sur les ob-
servations expérimentales de Claire Menet et a été simplifiée. Il a été préféré une approche plus
pragmatique de la modélisation de ce problème afin de plutôt se concentrer sur la partie pure-
ment mécanique du problème.
La précontrainte thermique de refroidissement a eu un impact de premier plan sur le comporte-
ment mécanique du noyau lors du push-out. Le gradient de propriétés mécaniques (pc, b et D
notamment) s’est montré non négligeable. Une réduction de diamètre de 0.2 mm sur un échan-
tillon de 30mm de diamètre peut sembler négligeable, mais pour un matériau tolérant peu de
déformation, ce déplacement est très important.
Cette pré-contrainte montre aussi la concurrence entre l’augmentation de pc due au confinement
et la diminution de b due à l’endommagement plastique. Assez étonnamment, la résistance à la
traction pt = αbpc se maintient.
L’amplitude de la réaction en haut de l’échantillon est aussi satisfaisante. On constate qu’elle
demeure un peu supérieure à celle de la réaction expérimentale. Deux améliorations sont pos-
sibles :

— Mener une étude expérimentale pour des noyaux ayant subi une température de vieillis-
sement supérieure à 300◦C et en déduire une calibration du C-CASM pour θ > 300◦C .
Ainsi la modélisation du gradient de propriétés mécaniques pourrait être affinée dans
la zone où l’on avait considéré, faute de mieux, la loi de comportement à θ = 300◦C
alors que l’expérience et la simulation montraient une température de vieillissement su-
périeure. Cette remarque est cependant à nuancer. Les échantillons très dégradés sont
nettement plus difficile à caractériser mécaniquement pour les essais standards consi-
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dérés (notamment la flexion 4 points et la compression uniaxiale). La résine est très
dégradée et la cohésion quasiment nulle, rendant les échantillons extrêmement friables
et difficiles à déplacer sans les abimer. Néanmoins, considérer le matériau très dégradé
thermiquement à l’interface devrait diminuer la résistance mécanique à l’extraction.

— Optimiser les paramètres de la zone cohésive. Le jeu de paramètres utilisés a été estimé
assez simplement à partir d’ordres de grandeurs expérimentaux. Cette opération n’a pas
été menée car l’étude numérique du push-out n’avait pas pour but premier d’optimiser la
zone cohésive mais bien de tester le modèle et d’affiner la compréhension de l’essai.

De plus, l’analyse de la courbe macroscopique a pu être affinée. Les petites fluctuations ob-
servées expérimentalement et numériquement ont pu être expliquées en partie grâce à la simula-
tion. Elles seraient dues à de multiples bifurcations pré-pic et aussi à des décohésions partielles,
mais pré-pic. Cependant, si ce phénomène est appréhendé par le calcul, il n’est sans doute pas
correctement modélisé. Les cycles de collé/glissé sont notamment trop nombreux et dépendants
du maillage. Pour conclure plus finement sur ces décohésions partielles, il faut sans doute régu-
lariser le modèle afin de le rendre indépendant de la discrétisation choisie, ainsi qu’améliorer la
calibration des éléments cohésifs. Toutefois, mener de tels développements pour correctement
simuler ce phénomène serait aller au-delà des objectifs de l’étude numérique. C’est pourquoi ces
pistes n’ont pas été investiguées.
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5.1 Le cycle de vie du noyau

Dans ce présent chapitre, on va s’intéresser plus précisément à la modélisation du processus
de débourrage. Ces développements vont capitaliser les divers résultats précédemment présentés.

5.1.1 Variables d’ajustement

Comme précisé en introduction du mémoire, l’étape de débourrage est la conclusion de
toute une chaîne d’étapes du cycle de vie du noyau. Chacune de ces étapes comporte des choix
et donc des variables d’ajustement possiblement envisageables afin d’améliorer la débourrabilité
de la pièce de fonderie. En d’autres termes, améliorer le débourrage ne consiste pas seulement à
améliorer les positions des marteaux par exemple, mais tout le cycle de vie du noyau.
Pour rappel le cycle de vie des noyaux peut se décomposer en 5 étapes clés :

1. Noyautage

2. Coulée

3. Refroidissement

4. Débourrage

5. Recyclage

On peut faire un inventaire (non exhaustif) des différents choix possibles lors de chacune de
ces étapes. Elles peuvent autant concerner le sable, le liant ou des paramètres du martelage :

1. Noyautage :
— Choix du sable impactant les paramètres frictionnels du modèle dont notamment pc et

M
— Choix du liant impactant les paramètres cohésifs du modèle (b et α) ainsi que les

paramètres dits de "zone" (r et n). Le taux de liant est aussi une variable cruciale
— Porosité initiale du noyau (v0) impactant notamment l’évolution de pc
— Homogénéité des noyaux

2. Coulée :
— Sensibilité du liant (et donc du noyau) à la dégradation thermique. Il faut notamment

une chute des propriétés mécaniques des noyaux après coulées afin de faciliter le dé-
bourrage

— Irréversibilité ou non de la dégradation thermique du liant. Les noyaux à résine inorga-
niques, ou silicates, sont notamment connus pour une reprise en humidité permettant
une rerigidification partielle des noyaux après coulée

3. Refroidissement :
— Importance de la dilatation thermique des noyaux αnoyau lors du refroidissement

4. Débourrage :
— Appuis dans la débourreuse
— Position des marteaux
— Nombre de marteaux
— Synchronicité des marteaux
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— Force du martelage
— Durée du martelage
— Forme de la masselotte
— Forme des bouterolles des marteaux
— ...

5. Recyclage :
— Modification de la forme des grains
— Pourcentage de sable régénéré dans le mélange

L’objectif de cette étude est de notamment déterminer les paramètres les plus influents pour
le débourrage à travers l’étude numérique.

5.1.2 Chaîne de calculs de débourrage

Dans le même esprit que pour l’étude de l’essai de push-out, la modélisation du débour-
rage fait aussi intervenir la notion de chaîne de calcul. Chaque maillon de la chaîne permettra
d’évaluer l’évolution du noyau de fonderie :

1. Noyautage : Mise au point du noyau non vieilli. Celui-ci a été étudié expérimentalement
par Claire Menet et modélisé dans le Chapitre 3 avec l’adaptation du C-CASM. Dans ces
développements, on ne se focalisera que sur le C-CASM et non le MC-CASM.

2. Coulée : Détermination du champ de température perçu dans les noyaux internes pour en
déduire le vieillissement thermique et donc la loi de comportement à utiliser.

3. Refroidissement : Détermination de l’état de contrainte et de plasticité du noyau lors de
la contraction thermique de la culasse

4. Débourrage : Estimation de la déformation du noyau après martelage pour un bridage de
culasse dans la débourreuse donné

Chaque maillon est pensé comme étant modulable. Par exemple, en cas de changement de
type de noyau (nouvelle résine, nouveau sable,...), il suffit donc de changer le maillon concernant
le noyautage, mais le reste de la procédure devrait être inchangé.

5.1.3 Panoplie des noyaux et zones d’intérêt

On appelle panoplie l’ensemble des noyaux assemblés afin de réaliser la culasse. Ces sous-
types de noyaux sont :

— Les noyaux d’eau (inférieurs et supérieurs) servant pour les circuits de refroidissement
— Les noyaux de pipe (d’admission et d’échappement) servant pour les circuits d’admis-

sion et d’échappement de gaz
— Les noyaux de toit, servant à mouler la partie supérieure de la culasse

Cette panoplie est représentée en Figure 5.1.
La problématique de débourrage concerne surtout les noyaux d’eau, qui, en pratique, sont

les noyaux les plus difficiles à éliminer. A l’inverse, les noyaux de toit, qui sont extérieurs, ne
posent aucun problème d’évacuation. On considère donc que la zone d’intérêt de la panoplie de
noyau est l’ensemble des noyaux d’eau.
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FIGURE 5.1 – Panoplie de noyaux de culasse

Au lieu de considérer la totalité des noyaux internes, la démarche s’est concentrée sur un
zooms structural afin de réduire le temps de calcul. La zone considérée est le noyau transverse
d’allègement (Figure 5.2 en bleu).

FIGURE 5.2 – Zoom structural au niveau des noyaux internes

5.2 Etude de la précontrainte thermique

5.2.1 Instrumentation d’un noyau sur une ligne industrielle

L’étude de la précontrainte thermique s’est effectuée en deux temps, en décorrélant la ther-
mique et la mécanique. Un premier calcul thermique est effectué afin de déterminer la tempéra-
ture de vieillissement vue par les noyaux internes.
Les conditions de chargement thermiques sont issues d’une étude préalablement effectuée par
Montupet. L’aluminium est versé à une température d’environ 700◦C . Contrairement à l’essai
de push-out, les noyaux ont été instrumentés en conditions réelles, c’est-à-dire sur une ligne in-
dustrielle. Les noyaux internes étudiés sont visibles en Figure 5.3.
3 thermocouples ont étés utilisés ; ils ont été placés :
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— Dans un noyau d’eau inférieur (Figure 5.4 (a))
— Dans un noyau d’eau supérieur (Figure 5.4 (b))
— Dans un noyau de toit (qui ne sera pas exploité dans cette étude)

Pour les noyaux d’eau, les thermocouples sont placés à environ 0.5mm de l’interface noyau/alu-
minium.

FIGURE 5.3 – Noyaux étudiés

(a) Noyau d’eau inférieur (b) Noyau d’eau supérieur

FIGURE 5.4 – Positions des thermocouples des noyaux d’eau

L’instrumentation suit les étapes de coulée et de refroidissement dans le tunnel de refroidis-
sement. L’évolution des températures relevées par les thermocouples est présentée en Figure 5.5.
Dans les noyaux d’eau, qui sont très fins (environ 2cm de diamètre), la température maximale
relevée est de l’ordre de 550-600◦C . Un différence de température de 50◦C est constatée entre
les noyaux d’eau inférieur et supérieur. Lors de la coulée, il a été observé qu’un peu de métal
fondu a pénétré le trou foré pour le thermocouple du noyau d’eau inférieur ce qui entraîne une
surestimation de la température.

Cette étude sert donc de donnée d’entrée précieuse pour la modélisation des étapes de coulée
et de refroidissement.
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FIGURE 5.5 – Evolution de la température des noyaux en conditions industrielles

5.2.2 Calcul thermique

Le calcul thermique sert à déterminer l’état de vieillissement thermique du noyau après
coulée. On formule une première hypothèse simplificatrice que la température relevée de l’ins-
trumentation de la panoplie correspond à la température en peau des noyaux, c’est-à-dire celle
au niveau de l’interface aluminium/noyau.
L’étude expérimentale précédente montre que les noyaux d’eau voient en peau une température
supérieure à 550◦C au maximum. De plus, durant les 30 premières minutes du cycle de vie du
noyau, la température en peau excède les 300◦C . Cependant, on ne connait a priori pas la tem-
pérature à cœur. Les noyaux d’eau ont une section très fine mais sont très réfractaires. Il faut
mener un calcul thermique afin de déterminer l’état de dégradation thermique post-coulée.

5.2.2.1 Méthode

Le calcul thermique est effectué sur un maillage comprenant la culasse (avec masselotte) et
la panoplie de noyau. Il est visible en Figure 5.6. Le noyau de toit (au niveau de la masselotte) a
été enlevé afin de simplifier la simulation car ils n’ont pas d’intérêt.

Le transitoire thermique appliqué est une simplification des relevés expérimentaux présentés
ci-avant. On considère que l’aluminium impose un champ de température en peau de noyau. Ce
champ est schématisé par un pic rapide jusqu’à 600◦C suivi d’un relativement lent refroidis-
sement jusqu’à 50 minutes. La partie du transitoire où la température stagne progressivement
(entre 50 et 100 minutes) n’a pas été modélisée car il ne se passe plus rien. Les noyaux sont
supposés être à l’instant initial à 20◦C . Cette modélisation se veut avant tout pragmatique.

Comme pour la simulation de l’essai de push-out, la grandeur objectif n’est pas de détermi-
ner la température en fin de transitoire mais le maximum de température vu par le noyau. Cette
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FIGURE 5.6 – Maillage de l’ensemble culasse (gris) et panoplie de noyaux (rouge)
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FIGURE 5.7 – Transitoire thermique simplifié au niveau de l’aluminium

température servira de température de vieillissement θ pour le calcul mécanique de refroidisse-
ment thermique.

5.2.2.2 Résultat

La température moyenne à l’intérieur des noyaux d’eau est tracée en Figure 5.3.
Pendant près de 25 minutes, cette température est supérieure à 300◦C . Il a été conclu que la

température de vieillissement à considérer pour la loi de comportement est 300◦C . Contraire-
ment au cas de l’essai de push-out, il n’y a pas de gradient de température à considérer.
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FIGURE 5.8 – Température moyenne dans les noyaux d’eau au cours du refroidissement

5.2.3 Calcul mécanique

5.2.3.1 Méthode

Le refroidissement de la culasse induit une contraction qui va comprimer les noyaux. L’effet
d’une telle pression initiale sur un matériau à Etat Critique a été abordé dans l’étude de la simu-
lation de l’essai de push-out (voir notamment la Section 4.3.6.2 et la Figure 4.21). L’objectif de
ce calcul est donc de déterminer l’état de contrainte et de rigidification potentielle des noyaux.
Seul le refroidissement a été simulé. La loi de comportement utilisée pour les noyaux correspond
au C-CASM avec θ = 300◦C . Le coefficient de dilatation thermique α est supposé indépendant
de la température et est fixé à 8 10−6 K−1.
La loi de comportement considérée pour la culasse est une loi de comportement élastique linéaire
et isotrope. Le coefficient de dilatation thermique dépend, lui, de la température. Son évolution
est tracée en Figure 5.9. Pour des températures supérieures à 350◦C , α = 23.510−6K−1 car
aucune donnée expérimentale existe au-delà.

5.2.3.2 Résultat

Le calcul mécanique de refroidissement montre que les noyaux d’eau ont été très fortement
comprimés. La Figure 5.10 montre l’état de contrainte (p, q) dans les noyaux d’eau en fin de re-
froidissement. Chaque point correspond à un point d’intégration du maillage. La courbe en violet
correspond à la surface de charge originelle (C-CASM pour θ = 300◦C ). Les points en rouge
correspondent aux points où pc > p0

c c’est-à-dire les zones où il y a eu durcissement. Les points
vers correspondent aux zones adoucies et les points bleus (quasiment invisibles) correspondent
aux zones encore élastiques. La très vaste majorité des noyaux est durcie.

Si l’on considère la valeur moyenne de la pression de préconsolidation 〈pc〉 lors de la si-
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FIGURE 5.9 – Coefficient de dilatation thermique de l’aluminium

FIGURE 5.10 – Etat de contrainte dans les noyaux d’eau après refroidissement

mulation, on constate que celle-ci double, traduisant à nouveau l’important durcissement des
noyaux lors du refroidissement (voir Figure 5.11).

Les calculs montrent que des zones ont été cisaillées. Elles se trouvent au niveau des échap-
pements c’est-à-dire sur les bords débouchants de la culasse. Un exemple de ces zones cisaillées
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FIGURE 5.11 – Evolution de la valeur moyenne de pc lors du refroidissement

est disponible en Figure 5.12. Du fait de la compression latérale sans glissement du cylindre,
la partie débouchante du noyau a tendance à avoir une forme de "dôme" (le noyau essaie de
s’écouler par ce trou débouchant). Au sommet de ce dôme, le noyau est en traction et donc le
cisaillement est plus important.

FIGURE 5.12 – Zones cisaillées après refroidissement (isovaleur de pc, déformée ×75)

5.2.4 Discussion

Cette étude très simplifiée de la précontrainte thermique a permis de mettre en évidence l’im-
portance de cette pré-compaction. Celle-ci va changer radicalement le comportement du noyau,
qui semble globalement très durci. Les zones d’échappement sont cependant très affaiblies.
Au moment du débourrage, les noyaux internes ont donc vécu une histoire thermomécanique
très riche. Jusqu’à présent, seules les dégradations thermiques (sur la résine et donc sur le com-
portement mécanique) avaient été considérées. Cependant, l’importance de l’écrouissage dû au
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refroidissement n’avait pas été investigué. Celui-ci a une importance de premier rang.
Ces états de contrainte et d’écrouissage servent aussi de condition d’entrée pour les calculs de
la prochaine étape du cycle de vie du débourrage. Cela signifie que les noyaux ont un état de
contrainte σ∼ , de déformation (ε∼, ε∼

p) mais aussi d’écrouissage (pc, b,...) non vierge.
Concernant le débourrage, deux approches sont proposées pour l’étudier :

— L’approche modale : les modes propres de la culasse avec son bridage sont étudiés afin
de déterminer ceux plus propices à l’élimination des noyaux (Section 5.4).

— L’approche martelage : un calcul dynamique de martelage sur la culasse bridée est effec-
tué et permet d’évaluer la position des marteaux (Section 5.5).

5.3 Modélisation du bridage

5.3.1 Eléments ressorts

La première étape correspond à la modélisation des appuis de la culasse lorsqu’elle est dans
la débourreuse. La méthode retenue consiste à définir des éléments ressorts au niveau des zones
de bridage. Ces éléments vont s’opposer à un déplacement donné par l’ajout d’une force de
rappel F telle que :

F = −ku (5.1)

où k est la raideur de l’élément ressort.
Durant l’étude, cette raideur n’a pas été prise comme une variable d’entrée. Elle a été fixée
comme étant très élevée (2109N/m), empêchant presque tout déplacement. Elle peut cependant
être évaluée à une valeur bien moindre afin de modéliser un appui plus mou, comme un bloc
en polymère autorisant un peu plus le déplacement. Moins brider la pièce permet de laisser la
culasse se déformer.

5.3.2 Bridages considérés

Deux conditions de bridage ont été considérées. Elles diffèrent au niveau de la face "feu"
c’est-à-dire au niveau de la face qui est en face de la zone martelée (en bas, non visible, sur
la Figure 5.6). Ces deux conditions de bridages sont disponibles en Figure 5.13. Les appuis
communs aux deux conditions de bridages, c’est-à-dire les appuis latéraux et au niveau de la
masselotte, sont visibles en Figure 5.13 (a). La première condition est un bridage très strict
où toute la face feu est en appui (Figure 5.13 (b)). La seconde consiste à mettre en appuis
uniquement les quatre coins de la phase feu, laissant la pièce plus libre de se déformer (5.13
(c)).

5.4 Etude modale de la culasse

5.4.1 Approximation en base réduite

Une première approche concernant l’étude du débourrage consiste à mettre en place une
représentation en bases réduites des mouvements de la culasse et sa masselotte. L’apport mé-
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(a) Appuis communs (b) Bridage strict (c) Bridage lâche

FIGURE 5.13 – Conditions de bridage

canique des noyaux de sable lors du martelage a été négligé, leur inertie et leur raideur étant
largement moindres que celle de l’aluminium. Le comportement de la pièce d’aluminium est
considéré comme élastique linéaire et isotrope.
Le champ de déplacement u est supposé cinématiquement admissible. On note x ∈ Ω le vecteur
position et t ∈ [0, T ] le temps. Dans un premier temps, une approximation éléments finis est
effectuée. Le champ de déplacement u est décomposé sur le sous-espace vectoriel formé des
fonctions de forme du modèle éléments finis, Vh :

Vh = span(ψ1, . . . ,ψNd) (5.2)

où (ψi)Ndi=1 sont les fonctions de forme et Nd le nombre de degrés de liberté. On écrit alors u sur
cette décomposition :

u(x, t) =
Nd∑
i=1
ψi(x)a(t) (5.3)

a = [a1, . . . , aNd ] vérifie :

a(0) = 0 (5.4)

ȧ(0) = 0 (5.5)

Mä + Ka = F (5.6)

où M est la matrice de masse et K la matrice de raideur.
Dans un second temps, on suppose que le mouvement de la pièce d’aluminium peut être re-

présenté par une base modale réduite. Ces modes vérifient les conditions de Dirichlet de bridage
dans la débourreuse grâce à l’ajout de raideurs d’interface sur les zones d’appui et de serrage de
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la pièce métallique. Le problème de vibration consiste à trouver a = Xejωt (j2 = −1) vérifiant
l’équation précédente (Equation 5.6). Cela mène au problème aux valeurs propres standard :

det
(
K− ω2

kM
)

= 0, 0 ≤ ωk ≤ ωk+1, k ∈ {1, . . . , Nd} (5.7)

Soit (
K− ω2

kM
)

Xk = 0, k ∈ {1, . . . , Nd} (5.8)

On détermine alors N modes propres formant la base modale X = [X1, . . . ,XN ]. Il faut
noter que ces modes dépendent du bridage mais pas des positions des marteaux. L’approximation
modale s’écrit :

a(x, t) =
N∑
k=1

αk(t)Xk(x) (5.9)

L’étude consiste donc à se focaliser sur la base réduite X et non pas sur a. Les coefficients
de pondérationα = [α1, . . . , αN ] sont inconnus. Pour appréhender un peu mieux ces termes, on
postule que le martelage de la culasse correspond à une impulsion de type Dirac. Cela signifie
alors que chaque mode propre est activé lors d’un martelage. On peut écrire le terme αk comme
étant :

αk(t) = βk cos(ωkt) (5.10)

L’amplitude βk est demeure une inconnue du problème et ne sera pas déterminée. Il est important
de noter que cette décomposition est effective pour un seul martelage mais pas une succession
de martelages.

Chaque sollicitation du mode de la forme Xk(x)βk cos(ωkt) est alors étudiée séparément.
La capacité du mode à faciliter la fragmentation des noyaux internes est alors évaluée par une
méthode qui sera détaillée en Section 5.4.2.4. Les modes pertinents sont alors déterminés. L’ob-
jectif alors n’est par exemple pas de fixer la fréquence de martelage pour qu’elle corresponde
à celle du mode idéal. Comme dit précédemment, un martelage n’est pas vu comme une sol-
licitation harmonique de pulsation ωmartelage. Il s’agit d’une impulsion qui va solliciter tous
les modes propres de la structure. On peut cependant favoriser certains modes en appliquant un
martelage dans une zone correspondant à un ventre du mode. La position des marteaux est donc
bien une donnée de sortie de la méthode, pas une donnée d’entrée.
La procédure est illustrée en Figure 5.14. Tout d’abord, la première étape consiste à modéliser
le bridage de la pièce dans la débourreuse (Figure 5.14 (a)). Ensuite, en tenant compte de ces
conditions aux limites, des modes propres X de la structure sont déterminés. Ils sont ensuite
étudiés et évalués par une méthode qui sera détaillée en Section 5.4.2.4 (Figure 5.14 (b)). Une
fois un mode - ou une combinaison de modes - sélectionnés, les positions des marteaux peuvent
se déduire grâce à la déformée de la pièce. Ici en Figure 5.14 (c), les marteaux se positionnent
sur les nœuds de la face supérieure.

5.4.2 Méthode

L’étude modale se concentre uniquement sur les noyaux d’allègement pour le bridage strict.
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(a) Bridage (b) Etude des modes (c) Position des marteaux

FIGURE 5.14 – Principe de la démarche modale

5.4.2.1 Détermination des modes

20 modes propres ont été déterminés en utilisant l’algorithme de Lanczos. Ces modes ont
été calculés sur le maillage de la culasse seule, sans les noyaux de sable. Leur raideur étant
négligeable d’un facteur 1000 par rapport à l’aluminium, leur participation mécanique a été
négligée. Cela permet aussi d’alléger significativement les calculs.

5.4.2.2 Normalisation des modes

Les modes propres sont toujours déterminés à une constante multiplicative près. Dans Z-set,
cette constante est fixée par la condition :

max
noeuds

√
u2

1 + u2
2 + u2

3 = 1 (5.11)

Ce ne fut pas la normalisation retenue pour l’étude des modes dans le cadre du débourrage. La
normalisation proposée se concentre sur la déformée de la culasse au niveau des zones marte-
lables. Dans le cas de la culasse R9M, 12 zones martelables, (Ωi

m)i=1,...12 ont été considérées.
Elles sont représentées en Figure 5.15. La procédure de martelage consiste à :

1. Calculer la moyenne de la norme du déplacement ‖u ‖ sur chaque zone martelable (Ωi
m)

2. Fixer le maximum de ces moyennes à 1

On peut résumer aussi la normalisation comme ceci :

max
Ωim
〈‖u ‖〉 = 1 (5.12)

5.4.2.3 Chargement mécanique considéré

Les modes propres X ont été déterminés sur la pièce métallique seule. Il faut donc les ap-
pliquer sur les géométries des zooms structuraux. Pour un mode Xk donné, on peut déduire un
champ de déplacement au niveau de l’interface entre les noyaux et l’aluminium : Xs

k = Xk[Fs]
où Fs correspond aux degrés de liberté situés à cette interface.
Pour chaque zoom structural, on impose en condition aux limites de type Dirichlet
βkXk[Fs] cos(ωt). Plusieurs amplitudes arbitrairement choisies seront testées (βk = 0.1, 0.5,
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FIGURE 5.15 – Zones martelables de la masselotte

1 ou 5). Une centaine de cycles est simulée (t ∈ [0, 100Tk]) (le rapport fk/fmartelage étant de
l’ordre de la centaine).

Pour rappel, les calculs mécaniques sont effectués sur des noyaux ayant subi la précontrainte
thermique de refroidissement. Leur histoire mécanique n’est donc pas nulle (écrouissage, défor-
mation,..).

5.4.2.4 Méthode de remove element

La simulation du martelage se doit de contenir une méthode d’estimation de la fragmentation
des noyaux internes. Compte tenu de la relativement faible ductilité du sable lié vieilli, une pre-
mière approche consiste à considérer le matériau comme élastique fragile. La surface de charge
du C-CASM sert alors de surface de rupture. Cependant, l’étude de la précontrainte thermique a
montré que le matériau est plastifié d’emblée.
Une approche de type remove element (ou kill element) a été retenue. Lorsqu’une variable d’in-
térêt atteint un certain seuil dans un élément, celui-ci est retiré du maillage. Le remove element
est l’une des méthodes les plus simples pour prendre en compte une rupture ou l’érosion pro-
gressive. Ici, aucun remaillage n’est nécessaire. L’un des désavantages de cette méthode est
cependant la non conservation de la masse du fait de la suppression progressive d’éléments.
Dans le cas de la fragmentation des noyaux de fonderie, ce n’est pas un défaut. En effet, on
considère que l’élément fragmenté est devenu du sable non lié (ou parfois appelé sable flou).
On peut supposer qu’il s’est écoulé par un des trous débouchant, ou que tout simplement il ne
participe plus mécaniquement. Pour rappel, l’ordre de grandeur du module d’Young du sable est
de 60-80 MPa tandis qu’il a été estimé à 1420 MPa pour un noyau à liant polyuréthane vieilli à
300◦C .
La variable d’intérêt pour le kill-element est l’endommagement. Pour rappel, D dépend de la
déformation plastique cumulée d’endommagement h (Equation 3.11). Cette mesure de la dé-
formation est uniquement liée à la décohésion (diminution de b). La décision de considérer D
comme variable de rupture revient à considérer que la rupture survient à cause de la décohésion
et que passé un certain seuil, l’élément de noyau n’est quasiment plus que du sable flou.

Il est à noter qu’en pratique, la méthode de kill element a deux paramètres : le seuil de la
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variable mais aussi le nombre de points d’intégration devant vérifier la condition par élément
afin que l’élément soit retiré. Les éléments utilisés dans l’étude de débourrage sont des éléments
tétraédriques quadratiques à 4 points de Gauss. Le seuil d’endommagement a été fixé à D = 0.5
et le nombre minimum de point d’intégration par élément est de 1 sur 4.
La condition de remove element retenue pour cette étude peut être résumée ainsi :

Si D ≥ 0.5 dans un point d’intégration d’un élément, alors cet élément est supprimé (5.13)

Il faut aussi noter qu’on néglige les effets d’inertie pour la fragmentation.

5.4.3 Résultats

5.4.3.1 Déformées de la pièce métallique

Divers modes propres sont tracés en Figures 5.16 pour le bridage strict et 5.17 pour l’encas-
trement lâche. Les déformées des modes diffèrent naturellement au niveau de la face feu, où le
bridage lâche permet une déformée de la culasse (en flexion ou en torsion notamment) tandis
que pour le bridage strict il n’y a aucun mouvement.

Non déformée Mode 1 Mode 4 Mode 20

FIGURE 5.16 – Modes propres pour l’encastrement strict

Non déformée Mode 1 Mode 11 Mode 20

FIGURE 5.17 – Modes propres pour l’encastrement lâche

Les fréquences propres obtenues pour les deux bridages sont de l’ordre du kHz (entre 1.5
et 6 kHz). Elles sont tracées en Figre 5.18. La fréquence de martelage est de 24 Hz. Il est
inenvisageable de multiplier cette fréquence par 100 pour atteindre celles correspondant aux
modes.

5.4.3.2 Bridage strict

Trois amplitudes ont été considérées pour le bridage strict :
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FIGURE 5.18 – Fréquences propres pour les deux bridages

— Une amplitude faible βk = 0.1
— Une amplitude moyenne βb = 0.5
— Une amplitude forte βk = 5

Lorsqu’un mode est faiblement sollicité (bk faible), il est constaté que l’endommagement fi-
nit par stagner au bout de plusieurs cycles de chargement. Cette saturation de l’endommagement
est illustrée en Figure 5.19, qui concerne l’évolution du mode 1 pour le noyau d’allégement.
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FIGURE 5.19 – Bridage strict - solliciation faible : saturation de l’endommagement
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Ce résultat met en évidence l’apparition d’un seuil de débourrabilité c’est-à-dire qu’il existe
une amplitude minimale pour endommager et rompre les noyaux. Cette notion peut sembler tri-
viale pour un matériau n’ayant pas subi une précontrainte thermique. Ce seuil de débourrabilité
pourrait alors correspondre à l’amplitude maximale laissant le noyau encore élastique. Cepen-
dant, dans ces simulations les noyaux internes sont déjà écrouis et légèrement endommagés.
L’effet d’une sollicitation donnée sur l’évolution de l’endommagement n’est pas triviale.

Pour une amplitude de sollicitation plus élevée, la simulation permet de mettre en évidence
une fragmentation des noyaux. Ce phénomène apparaît pour une amplitude de sollicitation
"moyenne" (βk = 0.5). L’impact des modes a été étudié avec le remove element. La Figure
5.20 présente les résultats de la simulation d’élimination pour quelques modes sélectionnés pour
leur représentativité. L’abscisse retenue est le nombre de cycles (de période Tk = 2π/ωk). Il est
à noter que pour certains modes, il n’y a pas eu d’éléments supprimés. L’amplitude de sollicita-
tion est fixée arbitrairement à βk = 0.5. Cette valeur apparaît comme une valeur limite pour la
débourrabilité.
Parmi les modes qui mettent bien en évidence une fragmentation, on observe deux profils diffé-
rents : ceux qui initient une fragmentation presque instantanément (modes 1, 17 et 19) et ceux
qui mettent plusieurs dizaines voire centaines de cycles pour entamer la rupture (modes 3 et
4). Pour ces derniers, l’endommagement va en fait progresser au fur et à mesure des cycles de
chargements jusqu’à finalement atteindre la valeur seuil pour la rupture (D = 0.5).
Dans les deux cas de figure, la débourrabilité semble très insatisfaisante. Le meilleur des modes
n’atteint même pas 6% d’éléments supprimés. On observe en outre une saturation de la fragmen-
tation. La fragmentation passe d’une propagation rapide à un plateau où le nombre d’éléments
supprimés ne bouge quasiment pas d’un cycle sur l’autre. L’amplitude fixée est peut-être trop
faible. Les conditions aux limites de la culasse, bridée sur toute la face feu, sont aussi à remettre
en question.

Pour une sollicitation forte (βk = 5, soit 10 fois plus que précédemment), la réponse du
noyau est différente. Tous les modes ont entraîné une fragmentation conséquente du noyau d’al-
lègement, au minimum 40%. On constate à nouveau la saturation de l’endommagement au bout
de plusieurs dizaines de cycles de sollicitation. Cependant, plus de la moitié des noyaux est
débourrée.

5.4.3.3 Bridage lâche

Le bridage lâche a été testé avec une amplitude de sollicitation moyenne (βk = 1). Le bilan
de la fragmentation du noyau d’allégement en fonction des modes est disponible en Figure 5.22.
Trois catégories de modes se détachent : ceux qui ne permettent quasiment pas de débourrage
de la culasse (modes 1, 2, 3, 6, 7, 12 et 14), ceux qui débourrent "moyennement" c’est-à-dire
entre 20 et 40% du noyau (modes 4, 5, 8, 9, 13 et 17) et ceux plus performant qui suppriment
plus de la moitié des éléments (modes 10, 11, 15, 16, 18, 19 et 20). Cette disparité est due aux
faciès de déformation des modes. Ceux qui ne permettent pas la fragmentation sont ceux qui ne
sollicitent pas ou peu le noyau d’allégement. Pour rappel, le noyau d’allègement se situe entre
deux zones d’appui. Les modes qui n’ont pas de déformation entre les appuis dans la largeur ne
cassent pas les noyaux. Par exemple, le mode 1 est un mode de déformation en torsion le long
de la longueur de la face feu.
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FIGURE 5.20 – Bridage strict - sollicitation moyenne : Comparaison des modes
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FIGURE 5.21 – Bridage strict - sollicitation forte : Comparaison des modes
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FIGURE 5.22 – Bridage lâche - Bilan des modes

Comme précédemment, on observe aussi une saturation de l’endommagement comme pré-
senté en Figure 5.22.
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FIGURE 5.23 – Bridage lâche : Comparaison de quelques modes
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5.4.4 Discussion

5.4.4.1 Bridage strict

Concernant le maintient strict, le mode de déformation mis en exergue dans l’étude est in-
dubitablement le mode 19 pour un martelage moyen. Le nombre d’éléments supprimés avec ce
mode est quasiment le double de celui du second mode dans le classement. La démarche préco-
nisée consiste donc à imposer un martelage qui facilite l’activation du mode. Le mode est tracé
en Figure 5.24. On constate qu’au niveau de la masselotte, deux zones de martelages se dessinent
assez clairement. Elles sont signalées par les deux flèches en Figure 5.24 (b). Cette configuration
indique un martelage qui est quasiment normal à la surface de la masselotte. L’angle obtenu sur
la déformée n’est pas pertinent : les calculs sont faits avec l’hypothèse des petites déformations.

(a) Vue latérale (b) Directions de martelage

FIGURE 5.24 – Martelage préconisé pour le bridage strict

Cette configuration de martelage se trouve actuellement être celle utilisée par Montupet.
A défaut de proposer une condition de martelage nouvelle, on confirme ici ce que les retours
d’expérience ont permis.

5.4.4.2 Bridage lâche

Pour le bridage lâche, et le niveau de sollicitation "moyen" considéré, un groupe de modes
se distingue mais pas "un" mode en particulier. Le mode 20, tracé en Figure 5.17 (a), tend à
considérer un martelage dans la même zone que pour le bridage strict. Cependant, ici, la dé-
formation de la culasse n’est pas la même au niveau de la face feu. Le noyau d’allègement est
légèrement mis en flexion (Figure 5.17 (b) où le trait en pointillés rouge correspond à la face feu
non déformée). Cela confirme que la débourrabilité est améliorée lors de la mise en flexion des
noyaux internes.
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(a) Position des marteaux (b) Déformée au niveau du noyau
d’allègement

FIGURE 5.25 – Martelage préconisé pour le bridage lâche

5.5 Etude dynamique de la culasse

5.5.1 Modélisation pragmatique du martelage

Une deuxième méthode concernant la modélisation du débourrage consiste à développer
une approche plus pragmatique du martelage. L’étude modale prenait en entrée une condition
de bridage et après l’étude des modes propres résultants, une condition de martelage était obte-
nue. Cependant, l’observation d’une masselotte révèle assez rapidement qu’elles n’ont pas une
infinité de zones martelables. Les combinaisons de martelages possibles peuvent être étudiées
de manière exhaustive. Pour la culasse R9M étudiée, 12 zones martelables ont été déterminées.
Elles sont visibles et numérotées en Figure 5.15. Deux sous-catégories de zones sont distin-
guées :

— Les zones centrales : ce sont les 4 régions centrales. Elles sont situées au dessus de zones
plus massives de la pièce métallique. Elles correspondent aux marteaux 2, 5, 8 et 11.

— Les zones latérales : ce sont les 8 régions latérales. Elles sont situées au dessus de zones
moins massives de la pièce. Marteler ces régions peut provoquer une rupture de la pièce.

La numérotation des marteaux permet une paramétrisation du problème. On note par exemple
un martelage à deux marteaux par le doublet constitué des deux numéros des marteaux. Par
exemple, le martelage effectué par Montupet sur cette pièce est actuellement le (2,11).
On se limite en outre à un martelage normal de la pièce. On suppose que les marteaux sont syn-
chrones, c’est-à-dire qu’ils tapent la pièce en même temps. L’intensité de martelage est supposée
la même pour les deux marteaux.
En incluant toutes les zones martelables, cela fait 66 combinaisons possibles. Si on se limite aux
zones centrales, ce nombre chute à 6 combinaisons possibles ((2,5), (2,8), (2,11), (5,8), (5,11) et
(8,11)).

Le noyau d’allégement se trouve au niveau des marteaux 10, 11 et 12. Pour le bridage strict,
toutes les combinaisons de marteaux ont été testées. Pour le bridage lâche, pour gagner du temps,
seuls les marteaux centraux ont été considérés.
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FIGURE 5.26 – Identification des zones martelables

5.5.2 Méthode

Pour une combinaison (i, j) donnée, un calcul de martelage sur la culasse seule est effectué.
Comme pour l’étude modale, l’impact des noyaux sur les déformées a été négligé.
Pour les deux conditions de bridage, un calcul dynamique est mené. Au niveau des zones mar-
telées, une réaction est imposée. Celle-ci correspond à un pic linéaire de durée 2T et d’intensité
F0 (voir Figure 5.27).
Expérimentalement, T a été mesurée à environ 0.03 s grâce à des accéléromètres placés sur une
culasse dans une débourreuse pour des conditions réelles de martelage. F0 a été fixée à une
valeur menant à un déplacement de l’ordre du millimètre c’est-à-dire 2.106 N.

F0

F

2T t

FIGURE 5.27 – Chargement imposé au niveau des marteaux

Le résultat du calcul dynamique de martelage peut être encore plus approché de manière
pragmatique. Quelles que soient les configurations de martelage testées, le champ de déplace-
ment passé t = 2T est négligeable par rapport au champ à t = T . En effet si on compare la
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valeur moyenne de la norme du déplacement, 〈‖u‖〉, on obtient :

〈‖u‖〉[T ] > 100〈‖u‖〉[2T ]

Le champ de déplacement obtenu au niveau de la culasse u[Ωc, :] est alors approché :

u[Ωc, t] = α(t)u[Ωc, T ] (5.14)

où α(t) est un pic linéaire et unitaire défini par l’équation suivante :

α(t) =


t
T , 0 ≤ t ≤ T
2− t

T , T ≤ t ≤ 2T
0, t > 2T

1
α

2T t
Cette approximation revient à négliger les propagations d’ondes dues à un martelage. On

néglige aussi l’impact des réflexions d’ondes dues aux martelages précédents. On estime que
pour la fragmentation, seule la déformée au moment du martelage est mécaniquement pertinente.
Cette hypothèse permet aussi de réduire significativement les coût de stockage des différents
calculs menés. Seule la carte à t = T est nécessaire.

Enfin, il faut utiliser ce champ au niveau de la culasse u[Ωc, T ] pour estimer la fragmentation
dans la zone d’intérêt du noyau Ωn. Pour chaque couple de marteaux (i, j) la procédure proposée
consiste à :

1. Effectuer le calcul dynamique d’un seul martelage sur la pièce métallique seule Ωc. On
obtient alors le champ de déplacement u[Ωc, T ] au pic de martelage.

2. Pour chaque zone de zoom structural, on extrait le champ de déplacement dans la zone
d’interface entre l’aluminium et le noyau, notée Fij : u[Fij , T ]. Ce champ sert alors de
donnée d’entrée pour définir la condition aux limites pour le calcul de fragmentation sur
la zone d’intérêt Ωn.

3. Le calcul de débourrage consiste à répéter le champ de martelage et donc à imposer le
champ α̃(t)u[Fij , T ] où α̃(t) est un pic linéaire et unitaire de fréquence 2T . La méthode
de kill element est employée pour simuler l’érosion des noyaux (cf Section 5.4.2.4). En
conditions réelles de débourrage, la fréquence de martelage est de 24 Hz pendant 30 à 40s.
1000 cycles sont donc simulés.

5.5.3 Résultats

5.5.3.1 Déformées de la pièce métallique

Le constat est le même que pour l’analyse modale : la déformée se concentre au niveau de
la masselotte pour le bridage strict tandis qu’un bridage plus lâche permet une déformée plus
ample au niveau de la face feu. Les différences sont illustrées par la Figure 5.28 pour le martelage
(2,11).



156 CHAPITRE 5. DÉBOURRAGE NUMÉRIQUE DE LA CULASSE

(a) Bridage strict (b) Bridage lâche

FIGURE 5.28 – Comparaison des déformées de la pièce métallique après martelage (2,11)

5.5.3.2 Débourrabilité en fonction des bridages

L’étude de la fragmentation du noyau d’allégement s’effectue en deux temps. Dans un pre-
mier temps, pour un bridage donné, on étudie l’impact de la position des marteaux. Dans un
second temps, pour plusieurs configurations de martelages données, on étudie l’impact du bri-
dage.

Le bilan de l’étude paramétrique des positions (i, j) des marteaux est disponible en Figure
5.29. Les deux images se lisent comme un tableau. L’abscisse (resp. l’ordonnée) correspond à la
position du marteau 1 (resp. 2) selon la numérotation des marteaux de la Figure 5.26. Le tableau
obtenu est symétrique (le débourrage (i, j) est le même que le (j, i)). Plus un carré est noir,
plus il y a eu d’éléments supprimés. Pour rappel, le noyau d’allègement se situe légèrement en
dessous des marteaux 10, 11 et 12.
Pour le bridage strict, on constate que si on limite les deux marteaux aux zones supérieures
(de 1 à 6), il n’y a quasiment pas de débourrage (la sous-matrice restreinte aux marteaux 1 à 6
est blanche). Ce résultat est logique, puisqu’aucun marteau ne se trouve dans la zone du noyau
d’allègement et va déformer le noyau.
A l’inverse, les marteaux supérieurs permettent de bien débourrer. Le marteau 10 se distingue
notamment bien quelque soit l’autre marteau.
Pour le bridage lâche, seuls les marteaux centraux ont été étudiés. Comme précédemment, le
martelage localisé dans la zone haute (martelage (2, 5)) ne permet pas de débourrage du noyau
d’allègement. Les martelages incluant le marteau 11 permettent une excellente débourrabilité
(notamment le (8,11) et le (5,11)).

Ce qui est surtout notable dans les figures précédentes sont les différences nettes de débour-
rabilités du noyau considéré en fonction du bridage. En effet, même dans la meilleure configu-
ration (marteaux situés au dessus), le noyau n’est fragmenté qu’à hauteur de presque 24% pour
le bridage strict. En revanche, pour une même amplitude de sollicitation, la débourrabilité est
multipliée par 3 pour le bridage lâche. L’étude comparative des bridages pour les martelages
centraux est mis en évidence dans la Figure 5.30. Comme dit précédemment, le changement de
bridage n’a pas permis d’améliorer la débourrabilité des martelages (2,5) et (2,8). Cependant,
la pertinence de certains martelages a été grandement améliorée. Cela concerne principalement
les marteaux 5 et 8 qui sollicitent le milieu de la culasse. Etant donné que ce bridage permet
de mettre en flexion la culasse, il n’est pas étonnant de constater que ces marteaux deviennent
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(a) Bridage strict (b) Bridage lâche

FIGURE 5.29 – Impact de la position des marteaux

d’excellents candidats. Toutefois, le noyau d’allègement demeure malgré tout proche de appuis
et loin du maximum de la flèche de la culasse lorsqu’elle est mise en flexion. Il ne se situe donc
pas là où la déformée est radicalement changée et où les améliorations sont attendues.

FIGURE 5.30 – Comparaison des bridages

Comme pour l’étude modale, le phénomène de saturation de la débourrabilité est observé au
bout de plusieurs dizaines de cycles. L’évolution de l’érosion du noyau d’allègement est tracée
en Figure 5.31. Selon la modélisation actuelle, il semble inutile de marteler plus longtemps la
pièce métallique afin de la débourrer. Notons que le martelage (8, 11) du bridage strict exhibe
une évolution de l’érosion assez atypique (Figure 5.31 (a)). Au lieu d’arriver à saturation au
bout de 200 cycles, la fragmentation connait un regain. Cela s’explique par l’apparition d’une
nouvelle concentration de la déformation à ce stade là du martelage, qui initie une nouvelle
propagation de l’érosion.
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FIGURE 5.31 – Etat de fragmentation en fonction des bridages

(a) Bridage strict (b) Bridage lâche

FIGURE 5.32 – Fragmentation finale pour le martelage (8,11) pour les deux bridages

5.5.4 Discussion

La modélisation pragmatique de l’étape de débourrage a permis de relativiser l’importance
de la position des marteaux sur la fragmentation des noyaux.
Il apparait assez clairement qu’il ne faut pas réfléchir au problème comme étant uniquement
un problème d’optimisation de positions de marteaux mais comme un problème d’optimisation
de bridage et de martelage. La fragmentation est nettement plus facilitée par le bridage que par
l’optimisation du martelage en lui-même, que ce soit la position des marteaux, mais aussi de la
durée ou de l’amplitude de martelage.
Ce raisonnement est d’autant plus important qu’en pratique, il n’y a pas forcément de possibilités
de changements concernant les positions des marteaux.

5.6 Discussion et perspectives

5.6.1 Concernant le zoom structural

Les deux approches de modélisation du débourrage se sont concentrées sur une zone d’in-
térêt qui est le noyau d’allègement. Les quantifications de débourrabilité sont donc locales et
peuvent difficilement se généraliser à tout le noyau. Il faut lire les résultats précédents avec
précaution. Par exemple, pour le bridage strict, l’étude par simulation directe du martelage pré-
conise d’utiliser les positions de marteaux (10,11) ou (10,12). Certes, la zone d’intérêt serait
probablement bien fragmentée, mais causerait certainement un martelage désiquilibré qui ne
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solliciterait pas du tout les noyaux situés en haut de la culasse (au niveau des marteaux 1, 2 et
3).
L’étude aurait pu être menée sur tous des noyaux internes plus vastes tels que les noyaux d’eau.
Cependant, cette possibilité a été nettement plus difficile à mettre en pratique, notamment car :

— L’augmentation de la taille de la zone d’intérêt allonge énormément les temps de calculs,
surtout quand plusieurs centaines de cycles sont simulées

— La méthode du remove element est en pratique assez difficile à utiliser. La suppression
d’un élément provoque souvent des problèmes de convergence et ralentissent le calcul.
Hors pour les noyaux d’eau qui comportent plus d’éléments, il y a fatalement plus d’élé-
ments supprimés. Donc le temps de calcul est d’autant plus long.

Pour palier au problème d’augmentation de la dimension du problème, la méthode hyper-
réduite hybride H2ROM peut-être employée. Un sous-domaine ΩR d’un noyau Ωs serait alors
étudié. Ce sous-domaine peut être une donnée d’entrée du problème (zone difficile à évacuer
d’après le retour d’expérience,...), ou provenir d’une étude numérique préalable. Dans la littéra-
ture, le domaine réduit provient d’une étude numérique préalable (Ryckelynck et al., 2015). Il
n’y a que pour l’étude de l’essai de compression uniaxiale observé en tomographie aux rayons
X qu’un domaine réduit indépendant d’une modélisation a été utilisé.

Ωc

Ωc

Ωs
ΩFOM
R

ΩZ
R

FIGURE 5.33 – Utilisation de la H2ROM pour le débourrage

On peut lister deux méthodes afin de déterminer ΩR grâce à une étude numérique. Ces
méthodes diffèrent dans leur méthode de détermination de la base réduite V qui va servir de
support à la construction du domaine réduit :

Etude modale : Déterminer les N champs de déplacement dans le noyau pour un mode
propre k donné calculé pour quelques cycles de variation (sans remove element). On obtient
alors k matrices de snapshots Qk = uk[Ωs, :]. On peut alors déterminer une matrice de snapshots
globale de l’étude modale qui est la concaténation des k matrices modales. Une décomposition
en valeurs singulières peut ensuite être menée afin de déterminer une base réduite V :

Q =
[
Q1, . . . ,QN

]
(5.15)

= VSWT + R (5.16)
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Etude par martelage : Le principe est très similaire à ce qui précède. On considère M
combinaisons de martelage. On effectue alors ces M martelages pendant quelques cycles (sans
remove element) afin d’obtenir uneM matrices de snapshots pour chaque combinaison k : Qk =
uk[Ωs, :]. On peut alors déterminer une matrice de snapshots globale de l’étude par martelage
qui est la concaténation des k matrices de martelages. Une décomposition en valeurs singulières
peut ensuite être menée afin de déterminer une base réduite V :

Q =
[
Q1, . . . ,QM

]
(5.17)

= VSWT + R (5.18)

A partir de là, on peut déterminer le domaine réduit ΩR correspondant à une sélection de
degrés de liberté de ΩS permettant de préserver le rang de la base réduite. Cette sélection peut
être effectuée grâce à une DEIM ou grâce à l’algorithme K-SWIM introduit en Section 1. Rap-
pelons qu’avec cette méthode, le domaine réduit obtenu a de grandes chances d’être discontinu.
Une schématisation du domaine réduit ΩR = ΩZ

R ∪ ΩFOM
R est présentée en Figure 5.33. Dans

l’approximation hybride hyper-réduite, dans ΩZ
R, les déplacements sont restreints aux modes em-

piriques précédemment déterminés par une des méthodes retenues. Cela fournit des conditions
aux limites de type Dirichlet pour effectuer des calculs éléments finis dans ΩFOM

R . L’utilisation
d’une méthode hybride permet d’intégrer la loi de comportement à l’intérieur du domaine réduit
et permet une meilleure robustesse de la méthode pour des problèmes impliquant de la locali-
sation de la déformation ou de l’endommagement comme c’est le cas pour l’étude de l’érosion
des noyaux.

Néanmoins, la méthode se heurte à deux problèmes :
— Les prédictions H2ROM s’incluent dans la chaîne de calculs de débourrage au moment

de la simulation du martelage. L’état de contrainte et de déformation dans le domaine
réduit n’est pas nul. Cette étape de précontrainte complique les prédictions H2ROM.

— L’utilisation du remove element rend encore plus difficile la convergence de l’hyper-
réduction hybride.

Pour ces raisons, cette méthode n’a pas été employée.

5.6.2 La transmission des efforts

Indépendamment du modèle constitutif retenu pour les noyaux de fonderie, la modélisation
du débourrage ne peut appréhender un certain nombre de phénomènes dont l’importance est non
triviale à estimer.
Le premier concerne la possibilité d’observer un décollement des noyaux au niveau de l’interface
avec la pièce métallique. Ce décollement va alors altérer la transmission des efforts de martelage
au niveau de la culasse. Un espace de vide va se créer entre les noyaux et l’aluminium. Les dé-
placements de la culasse vont donc moins affecter les noyaux. Dans la modélisation actuelle, les
déplacements de la culasse se transmettent totalement sans prendre en compte un décollement.
De plus, ce non décollement au niveau des nœuds d’interface peut provoquer une surestima-
tion des déplacements en traction (qui vont particulièrement fragmenter les noyaux car ils sont
moins résistants en traction). Ce phénomène est illustré en Figure 5.34. Le cas (b) correspond
aux simulations présentées dans ce chapitre. Aucune donnée expérimentale ne permet d’estimer
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vraiment le faciès réel de décollement (sous-figure (c)). La mise au point d’un processus expé-
rimental semble aussi complexe. De plus, inclure ce décollement ou son impact sur le champ de
déplacement n’est pas évident.

(a) Configuration initiale

u

(b) Modélisation actuelle

u

(c) Cas réel ?

FIGURE 5.34 – Surestimation de la traction

La transmission des efforts est aussi au cœur du problème de formation de boulettes, c’est-
à-dire de fragments de noyaux décollés de l’aluminium mais d’une taille conséquente (plusieurs
millimètres voire centimètres de rayon). Ces agrégats vont alors rebondir lors du martelage. En
pratique, cela suffit pour les briser mais il arrive que des boulettes durcies résistent au martelage.
Le durcissement de ces agrégats est sans doute dû à la compaction provoquée par le refroidisse-
ment de la culasse.
La modélisation actuelle, que ce soit pour l’étude modale ou l’étude en martelage, applique les
conditions aux limites de la pièce moulée au niveau de l’interface noyau/alu. Les boulettes, qui
peuvent apparaître après le remove element, seraient alors sans chargement mécanique. La gra-
vité ou les effets inertiels de martelage étant négligés, le problème des boulettes ne sera pas pris
en compte.
Les résultats de simulation présentés ci-avant n’ont pas fait apparaitre de boulettes, définies
comme des éléments non supprimés en fin de simulation et n’étant pas rattachés aux nœuds
d’interface avec l’aluminium. Cela peut être dû au fait que les conditions de chargement consi-
dérés ne permettent pas l’apparition de boulettes, mais aussi au fait que le maillage du noyau
d’allégement est assez grossier et comporte peu d’éléments dans l’épaisseur.

5.6.3 Saturation de l’endommagement

La saturation de l’endommagement apparaît comme une impasse pour une évacuation com-
plète des noyaux internes. Les simulations donnent un résultat assez pessimiste : même en marte-
lant toujours plus longtemps, quelque soit la configuration considérée (bridage, zone sollicitée),
des zones resteront non fragmentées. Ces zones représentent au mieux 30% de la géométrie
complète, ce qui n’est pas négligeable.
Pour les deux méthodes de modélisation et d’optimisation, le noyau résultant est morcelé (voir
à nouveau la Figure 5.32 (b) pour le martelage et la Figure 5.35 pour l’étude modale). Certains
agrégats se limitent à quelques éléments "collés" à l’interface. Dans la Figure 5.35, on peut
mettre en évidence les sous-domaines colorés en marron par exemple. Ces micro-fragments de
quelques millimètres peuvent certainement être considérés comme "éliminés". Si l’on considère
qu’ils se sont décollés, les secousses lors du martelage pourraient les fragmenter encore plus. De
même, du fait de leur petite taille, on peut aussi estimer qu’ils seront évacués lors de la mise en
vibration de la pièce (étape non simulée).

Ces fragments isolés peuvent être supprimés en post-traitement des calculs afin de déter-
miner un nouvel état de débourrabilité moins pessimiste. Cela permettrait de considérer, certes
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Bridage lâche, mode 20

FIGURE 5.35 – Noyau après martelage

assez rustiquement, l’étape de mise en vibration de la pièce, jusqu’ici négligée.

La saturation de l’endommagement peut aussi être due au fait que le chargement imposé sur
les noyaux ne varie pas en amplitude. Les mouvements ou les modes propres de la pièce moulée
ont été déterminés sans la présence des noyaux. Cette présence des noyaux a un impact sur le
mouvement de la culasse, impact négligé dans une approche simplifiée. Un culasse ayant des
noyaux internes va moins se déformer au niveau de ses cavités. Lors du martelage, ces noyaux
vont se fragmenter, permettant un plus grand mouvement de la pièce, et donc un effort transmis
de plus en plus grand sur les noyaux restant. Ce "cercle vertueux" peut permettre d’outrepasser
cette saturation de la fragmentation.

5.6.4 Variabilité des conditions aux limites

5.6.4.1 Motivation et formalisme

Deux conditions de maintient de la culasse au niveau de la face feu ont été considérées. Il
apparait que ce sont ces conditions qui vont radicalement affecter le comportement de la pièce
lors de son martelage et avoir un rôle de premier plan sur l’élimination des noyaux de sable.
La présente discussion présente deux méthodes envisagées pour une étude plus exhaustive de
ce maintient. Dans les deux cas, seul le bridage en face feu est une inconnue du problème, les
appuis latéraux et au niveau de la masselotte sont identiques. La géométrie de la face feu est
schématisée par un rectangle (voir Figure 5.36). On exploite les symétries de la géométrie. On
modélise les appuis sur un quart de la pièce et on complète sur l’ensemble de la pièce grâce aux
deux symétries axiales. On propage les appuis aux zones hors du rectangle lorsque les zones
voisines sont elles-même en appui.

Ces nouveaux appuis peuvent alors être étudiés par l’une des méthodes détaillées précé-
demment (modale ou martelage). La base de ce formalisme repose sur le fait que la face feu
ressemble approximativement à un rectangle. C’est généralement le cas pour les culasses.

On peut alors envisager une nouvelle approche de l’optimisation du débourrage. Au lieu
d’optimiser la position des marteaux en fonction d’un bridage donné (comme cela a été fait
actuellement), on peut optimiser conjointement le bridage et le martelage, voire le bridage en
fonction d’une configuration de martelage donnée.
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FIGURE 5.36 – Approximation géométrique de la face feu

5.6.4.2 Modélisation continue

La première approche consiste à adopter une modélisation "continue" du maintien en face
feu. Considérons le quart supérieur gauche du rectangle de la face feu. On modélise l’appui par
un rectangle (x, y) ayant pour origine le coin supérieur gauche (voir Figure 5.37 (a)). Les deux
bridages considérés s’inscrivent en fait dans ce formalisme.

x

y

(a) Mise en données (b) Exemple d’échantillonnage

FIGURE 5.37 – Paramétrisation continue du bridage

Pour explorer l’espace des paramètres de bridages, un échantillonnage peut être effectué afin
de déterminer un ensemble de bridages : B = [(x1, y1), . . . , (xs, ys)]. La Figure 5.37 (b) montre
un exemple d’échantillonnage avec 12 appuis obtenus grâce à un échantillonnage par hypercube
latin (LHS ou Latin hypercube sampling).

5.6.4.3 Modélisation discrète

La modélisation discrète consiste à diviser le rectangle de la face feu en plusieurs sous-
rectangles, eux-même divisés en sous-rectangles. Ce formalisme est représenté par un arbre
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avec au premier étage la discrétisation des éléments Ai et au second étage celle des éléments Bj
(Figure 5.38 (c)). Etudier les martelages revient à parcourir cet arbre. L’illustration de la méthode
montre 6 niveaux de discrétisation à l’échelle A et 4 à l’échelle B. Cela peut naturellement être
amené à être évoluer. De même, les "patchs" n’ont pas forcément besoin d’être de même taille
ou d’être rectangulaires.

(a) Découpage du quart de
face feu

A1 A2

A3 A4

A5 A6

B1 B2

B3 B4

(b) Paramétrisation des couches

Face feu

A1

B1 B2 B3 B4

A2

B1 B2 B3 B4

A3

B1 B2 B3 B4

A4

B1 B2 B3 B4

A5

B1 B2 B3 B4

A6

B1 B2 B3 B4

(c) Représentation par un arbre

FIGURE 5.38 – Paramétrisation discrète du bridage



Conclusion générale

Les travaux de thèse avaient pour objectif de modéliser et simuler le comportement des
noyaux de fonderie en vue de l’optimisation du processus de débourrage. Ce matériau, qui est
un sable à liant polyuréthane, a un comportement mécanique complexe. Il manifeste à la fois
des caractéristiques dites frictionnelles, comme les sables non liés (plasticité, localisation de la
déformation, ...), mais aussi des caractéristiques cohésives dues à l’ajout d’une résine qui va for-
mer des ponts intergranulaires. Cette cohésion artificielle assure de meilleures caractéristiques
mécaniques : raideur plus élevée, seuil à rupture plus grand, résistance à la traction, etc. Le com-
portement de ce sable lié se trouve radicalement altéré par la température de vieillissement. La
résine polyuréthane est irréversiblement dégradée par un chargement thermique. Cela se traduit
par une importante perte de masse qui va affaiblir les ponts de résine - qui voient leur section
réduire - mais aussi leur adhérence au niveau des grains à cause de bulles d’évaporation qui les
rendent poreux.
Ces phénomènes complexes et souvent peu évoqués dans la littérature ont été au cœur des tra-
vaux de thèse de Claire Menet (2017). Les observations et les caractérisations expérimentales
par le biais d’essais standards ont été les points d’entrée de cette présente thèse.
Le premier objectif de la thèse a donc été de savoir capitaliser et synthétiser ces résultats ex-
périmentaux denses afin de mettre au point une chaîne de calculs concernant la problématique
de débourrage. Le premier maillon de la chaîne concerne la mise au point d’une modélisation
du comportement mécanique du noyau permettant d’appréhender la sensibilité au vieillissement
thermique. Une loi élastoplastique a été retenue. Ce choix permet d’obtenir un compromis entre
le coût de calcul et la pertinence des résultats. La modélisation doit être menée à Montupet sur
une géométrie réelle. La Discrete Element Method n’est absolument pas envisageable à l’heure
actuelle.

Le choix a été fait d’adapter le Cemented Clay and Sand Model afin de lui ajouter une dépen-
dance à la température de vieillissement et un endommagement. Une démarche de calibration
basée sur l’exploitation d’un panel relativement restreint d’essais standards a été développée.
Deux plages de températures de vieillissement ont alors émergé. A une température inférieure
à θc = 200◦C , les propriétés mécaniques du matériau demeurent solides. La raideur comme la
résistance mécanique se maintiennent. Au-delà, les propriétés mécaniques se dégradent radica-
lement. Le matériau perd en cohésion et devient plus friable.
La capacité du modèle à prédire la localisation et l’endommagement a été testée grâce aux études
de l’essai de compression uniaxiale étudié en tomographie et à l’essai de push-out. L’exploitation
des données de tomographie a permis d’analyser le phénomène de localisation de la déformation
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en jeu lors des essais standards. Le champ de déplacement est très inhomogène avant le pic de
la courbe de chargement. Des amorces de localisation ont lieu au sein de l’échantillon. La dé-
formation plastique concerne au final une zone très restreinte. Les déplacements expérimentaux
ont servi de conditions aux limites pour un calcul éléments finis utilisant le C-CASM. Le mo-
dèle a alors montré sa capacité à appréhender la localisation ainsi que la magnitude de l’effort
maximal appliqué. Cependant, les déformations plastiques sont surestimées, du fait de l’absence
de durcissement pré-pic dans la modélisation.
Cette relative impasse fut en partie surmontée en modifiant la loi d’écrouissage du paramètre
de liant b du C-CASM afin d’inclure un premier durcissement. Ce nouveau modèle fut nommé
Modified Cemented Clay And Sand Model (MC-CASM). Afin de le calibrer, les données ex-
périmentales issues de la tomographie furent utilisées. A cette fin, une méthode d’élagage de
données fut élaborée. Cela a permis de réduire de près de 85% le volume des données à traiter.
Grâce à l’utilisation d’une méthode hybride d’hyper-réduction, la H2ROM, le MC-CASM fut
calibré en un temps et un coût de calculs raisonnables. La procédure de mise à jour des para-
mètres du modèle via le système hyper-réduit hybride fut nommée la FEMU-H2ROM pour Finite
Element Model Updating- H2ROM. Elle peut s’étendre à tous les problèmes de calibrations de
modèles constitutifs élastoplastiques souhaitant utiliser des données issues de la tomographie,
trop massives pour être conservées sur le long terme dans le but d’en améliorer éventuellement
la modélisation.

L’autre étude de validation du C-CASM concerne la simulation de l’essai de push-out. Cet
essai met en jeu plusieurs phénomènes cruciaux : un gradient de dégradation thermique de la
résine, et donc de propriétés mécaniques, de l’endommagement, de la localisation, de l’érosion,
et du contact à l’interface entre l’aluminium et le noyau dégradé. Ce dernier point fut modé-
lisé grâce à l’utilisation d’éléments cohésifs. Ces éléments ont été développés dans l’optique de
traiter le délaminage de composites. La dégradation thermique du noyau durant la coulée fut dé-
terminée grâce à une étude simplifiée s’appuyant avant tout sur des observations expérimentales
de dégradation thermique du matériau. Cette approche pragmatique permet d’avoir accès à un
gradient de propriétés mécaniques dans l’échantillon post-coulée. La simulation de l’extraction
permet d’obtenir le faciès de rupture en forme de cloche du noyau final. Des bandes localisa-
tion apparaissent durant le calcul jusqu’à ce que celle du coin inférieur au niveau de l’inter-
face aluminium/noyau ne prenne le dessus jusqu’à esquisser le faciès de rupture campaniforme.
Des séquences de stick slip (collé glissé) sont aussi observées. Ces dernières se traduisent par
des petites charges/décharges sur la courbe de chargement macroscopiques. Elles apparaissent
aussi sur les courbes expérimentales. Cependant, il est apparu que la fréquence d’apparition des
bandes dépend fortement de la taille de maille. Ce problème de dépendance au maillage n’a pas
été traité par exemple par une régularisation du modèle. La procédure, certes simpliste pour son
traitement de la dégradation thermique, et le modèle complet, c’est-à-dire en tenant compte de
plusieurs températures de vieillissement, ont pu alors être validées.

Tous ces travaux ont alors posé les bases de l’étude du débourrage de culasses. Cette étude
numérique peut être vue comme une mise en application du modèle et de diverses méthodes
utilisées lors des chapitres précédents. Ici aussi une chaîne de calculs a été mise au point. Cette
chaîne correspond aux étapes du cycle de vie du noyau. La première étape de la vie d’un noyau
est tout simplement sa création (étape dite de noyautage). Cette étape concerne notamment le
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choix du sable, de la résine ainsi que son taux. Le comportement de ce matériau est alors caracté-
risé et modélisé numériquement. Ici, pour le noyau de fonderie à liant polyuréthane, on propose
d’utiliser le C-CASM adapté précédemment. Pour un autre noyautage un autre modèle peut être
naturellement utilisé.
Le deuxième maillon de cette chaîne concerne la coulée de l’aluminium liquide sur le noyau,
menant à une dégradation thermique du liant. Comme pour le push-out, une étude simplifiée du
chargement thermique a été menée. Il a été conclu que pour les noyaux internes, la dégradation
thermique est supérieure à 300◦C . L’étude du débourrage utilise donc la loi de comportement
pour un vieillissement de 300◦C . Il n’y a pas de gradient de propriétés mécaniques comme pour
l’étude du push-out.
Le troisième maillon de la chaîne correspond au refroidissement de la culasse qui va comprimer
les noyaux et les durcir. Cette étape avait aussi été traitée dans le cas du push-out. La contraction
de la culasse va comprimer fortement les noyaux et les écrouir. Cette étape est en fait primordiale
pour comprendre le comportement des noyaux lors du débourrage. Lors du refroidissement, ils
sont fortement durcis, rendant le matériau plus difficile à fragmenter.
Le quatrième et dernier maillon de la chaîne de calculs est la simulation du martelage au niveau
de la masselotte. L’étude numérique menée a montré la prédominance de l’impact des appuis
de la pièce moulée en face feu. Ce bridage va conditionner la bonne débourrabilité de la pièce.
Deux approches pour étudier le martelage ont été mises au point : une étude dite modale qui va
se focaliser sur les modes propres de la pièce (en fonction des conditions d’appuis) et une étude
dite par martelage où la déformée de la pièce est calculée par application d’une configuration
de martelage donnée. Pour les deux méthodes, les conditions aux limites de la pièce moulée
sont imposées sur un noyau interne au niveau de l’interface aluminium/noyau. Pour alléger les
calculs, l’étude a ensuite concernée uniquement une zone d’intérêt de la géométrie plutôt que
tous les noyaux internes. La fragmentation est évaluée grâce à l’utilisation du remove element
dépendant de la variable d’endommagement comme grandeur seuil.
Les deux méthodes mettent en évidence que marteler plus longtemps ne permet pas de fragmen-
ter plus les noyaux. Un phénomène de saturation de la fragmentation apparait. De même, un
seuil de débourrabilité survient : un mode peu sollicité ou un martelage trop faible ne permettra
jamais de casser un noyau. La fragmentation de la zone d’intérêt est avant tout conditionnée par
le bridage, ensuite par les positions des marteaux. L’idée est de laisser la culasse se déformer le
plus possible et donc d’appliquer un bridage plus lâche.
Les perspectives de l’étude concernent l’utilisation de la méthode hybride d’hyper-réduction sur
une zone d’intérêt. Cette zone peut provenir de retours d’expérience (zone qui ne se fragmente
pas) ou d’une étude numérique.
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Chapitre 6

Annexes

6.1 Script Python interactif pour la calibration

On présente ici le script interactif utilisé pour la calibration de la fonction de charge f pré-
senté en Section 3.5.2.

Ce script, présenté dans le manuscrit, nécessite le paquet PyQt4 afin de fonctionner. Ce
paquet n’est pas forcément dans les distributions standards (notamment PyQt4.QtCore).

# ! / u s r / b i n / env py t ho n
#−*− co d i ng : u t f −8 −*−

# IMPORTS
## T h i s program works w i t h Qt o n l y
import numpy as np
import m a t p l o t l i b
m a t p l o t l i b . use ( " Qt4Agg " )
from p y l a b import *
import m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
import m a t p l o t l i b . cm as cm
from PyQt4 import QtGui
from PyQt4 import QtCore
from PyQt4 . QtCore import Qt

# DEFINING THE FIG
f i g , ax1 = s u b p l o t s ( )

# DEFINING THE FUNCTIONS FOR PLOTTING

## Y i e l d f u n c t i o n

def f (M, n , a lpha , r , b , pc ) :
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p t = a l p h a *b* pc
po = p t + ( 1 . + b )* pc
eps = 0 .000
p = np . l i n s p a c e (− p t +eps , po−eps−pt , num = 50)
q = np . z e r o s ( 5 0 )
f o r i in xrange ( 1 , 5 0 ) :

t r y :
q [ i ] = M*( p [ i ]+ p t )*(− l o g ( ( p [ i ]+ p t ) / po ) / l o g ( r ) ) * * ( 1 . / n )

e xc ep t :
q [ i ] = 0 .

mp = M*( p+ p t )
mn = ( 9 . + 3 . *M) / ( 2 . *M) * ( p+ p t )
re turn p , q , mp , mn

## C r i t i c a l v a l u e o f e t a = q / p
def e t a (M, n , a lpha , r , b , pc ) :

p t = a l p h a *b* pc
po = ( 1 . + b )* pc
a_p , q , mp , mn = f (M, n , a lpha , r , b , pc )
qM = np . amax ( q )
a_q = np . l i n s p a c e ( 0 . , qM, num = 50)
a _ e t a = np . z e r o s ( ( 5 0 , 5 0 ) )
f o r i in xrange ( 5 0 ) :

f o r j in xrange ( 5 0 ) :
t r y :

i f a_q [ i ] / ( a_p [ j ]+ p t ) > 3 . :
a _ e t a [ i , j ] = 1 .

e xc ep t :
a _ e t a [ i , j ] = 0 .

re turn a_p , a_q , a _ e t a

## S e t t i n g some i n i t i a l v a l u e s f o r f
M = 1 . 4
pc = 1 . 3 1
n = 2 .338
r = 2 . 6
b = 1 .275
a l p h a = 0 .507

n e t a _ c r i t = ( 9 . + 3 . *M) / ( 2 . *M)
p t = a l p h a *b* pc
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## Choosing t h e c o l o r s f o r t h e p l o t

cnv = [ 0 . , 9 4 . / 2 5 5 . , 1 5 8 . / 2 5 5 . , 1 . ]
c150 = [ 1 . , 0 . 0 , 0 . 0 , 1 . 0 ]
c200 = [ 1 . , 1 6 5 . / 2 5 5 . , 0 . , 1 . ]
c250 = [ 5 2 . / 2 5 5 . , 2 0 1 . / 2 5 5 . , 3 6 . / 2 5 5 . , 1 . ]
c300 = " b l a c k "
c350 = " g ray "

## I n i t a l p l o t s ( y i e l d , c r i t i c a l s t a t e l i n e , c r i t i c a l e ta , . . )

p , q , mp , mn = f (M, n , a lpha , r , b , pc )
l i n e , = ax1 . p l o t ( p , q )
l i n e 2 , = ax1 . p l o t ( p , mp)
l i n e 3 , = ax1 . p l o t ( p , mn)
l i n e 4 , = ax1 . p l o t ( p , 3 . * mp /M)
ax1 . s e t _ x l i m ([− a l p h a *b* pc * 1 . 1 , + ( 1 . + b )* pc * 1 . 1 ] )
ax1 . s e t _ y l i m ( [ 0 , 1 . 1 * np . amax ( q ) ] )

# DATA POINTS BY AGING TEMPERATURE
## as r e c e i v e d
pnv10 = [ −2 . 1 / 3 . , 4 . 5 / 3 . , 2 * 1 . 2 ]
qnv10 = [ 2 . 1 , 4 . 5 , 1 . 2 * 3 / 4 ]
## 150
p15010 = [ − 2 . 4 / 3 . , 5 . 0 / 3 . ]
q15010 = [ 2 . 4 , 5 . 0 ]
## 200
p20010 = [ − 2 . 3 / 3 . , 4 . 5 / 3 . ]
q20010 = [ 2 . 3 , 4 . 5 ]
## 250
p25010 = [ − 1 . 3 / 3 . , 4 . 1 / 3 . , 2 . 3 5 ]
q25010 = [ 1 . 3 , 4 . 1 , 3 . 5 2 5 ]
## 300
p30010 = [ − 0 . 8 / 3 . , 2 . 9 / 3 . ]
q30010 = [ 0 . 8 , 2 . 9 ]
## 350
p35010 = [ − 0 . 1 / 3 . , 1 . 3 / 3 . , 1 . 2 ]
q35010 = [ 0 . 1 , 1 . 3 , 1 . 8 ]

# PLOTING THE DATA POINTS
ax1 . s c a t t e r ( pnv10 , qnv10 , c o l o r =cnv )
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ax1 . s c a t t e r ( p15010 , q15010 , c o l o r =c150 )
ax1 . s c a t t e r ( p20010 , q20010 , c o l o r =c200 )
ax1 . s c a t t e r ( p25010 , q25010 , c o l o r =c250 )
ax1 . s c a t t e r ( p30010 , q30010 , c o l o r =c300 )
ax1 . s c a t t e r ( p35010 , q35010 , c o l o r =c350 )

ax1 . s e t _ t i t l e ( " V i s u a l i s a t i o n de l a f o n c t i o n de c h a r g e " , f o n t s i z e =12)
ax1 . s e t _ y l a b e l ( " q (MPa) " , f o n t s i z e = 12)
ax1 . s e t _ x l a b e l ( " p (MPa) " , f o n t s i z e = 12)
ax1 . l e g e n d ( [ ’ F o n c t i o n de c h a r g e ’ , " Ligne d ’ E t a t C r i t i q u e " , " E t a t c r i t " , " E t a t c r i t 2 " , ’Non V i e i l l i ’ , ’T = 150$ ^ \ c i r c $ C ’ , ’T = 200$ ^ \ c i r c $ C ’ , ’T = 250$ ^ \ c i r c $ C ’ , ’T = 300$ ^ \ c i r c $ C ’ , ’T = 350$ ^ \ c i r c $ C ’ ] , l o c = 2 , f o n t s i z e =15)

# INTERACTIVE SCRIPT PART
## Update o f t h e f i g u r e
def u p d a t e ( ) :

g l o b a l n e t a _ c r i t
M = f l o a t ( M s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
n e t a _ c r i t = ( 9 . + 3 . *M) / ( 2 . *M)
n = f l o a t ( n s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
a l p h a = f l o a t ( a s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
r = f l o a t ( r s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
b = f l o a t ( b s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
pc = f l o a t ( p s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
Mlabel . s e t T e x t ( ’M : ’+ s t r ( f l o a t ( M s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
n l a b e l . s e t T e x t ( ’ n : ’+ s t r ( f l o a t ( n s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
a l a b e l . s e t T e x t ( ’ a l p h a : ’+ s t r ( f l o a t ( a s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
r l a b e l . s e t T e x t ( ’ r : ’+ s t r ( f l o a t ( r s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
b l a b e l . s e t T e x t ( ’ b : ’+ s t r ( f l o a t ( b s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
p l a b e l . s e t T e x t ( ’ pc : ’+ s t r ( f l o a t ( p s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
p , q , mp , mn = f (M, n , a lpha , r , b , pc )
l i n e . s e t _ d a t a ( p , q )
l i n e 2 . s e t _ d a t a ( p , mp)
l i n e 3 . s e t _ d a t a ( p , mn)
l i n e 4 . s e t _ d a t a ( p , 3 . * mp /M)
f i g . c an v as . d r a w _ i d l e ( )

r o o t = f i g . ca n va s . manager . window
p a n e l = QtGui . QWidget ( )

hbox = QtGui . QVBoxLayout ( p a n e l )
##A s i m p l e upd a t e b u t t o n t o upd a t e t h e x _ l i m and y _ l i m o f t h e p l o t
def u p d a t e _ p l o t ( ) :

M = f l o a t ( M s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
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n = f l o a t ( n s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
a l p h a = f l o a t ( a s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
r = f l o a t ( r s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
b = f l o a t ( b s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
pc = f l o a t ( p s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 .
p , q , mp , mn = f (M, n , a lpha , r , b , pc )
#~ l i n e . s e t _ d a t a ( p , q )
#~ l i n e 2 . s e t _ d a t a ( p , mp )
ax1 . s e t _ x l i m ([− a l p h a *b* pc * 1 . 1 , + ( 1 . + b )* pc * 1 . 1 ] )
ax1 . s e t _ y l i m ( [ 0 , 1 . 1 * np . amax ( q ) ] )
f i g . c a nv as . d r a w _ i d l e ( )

r e p l o t = QtGui . QPushButton ( ’MaJ F i g u r e ’ , p a r e n t = p a n e l )
r e p l o t . c l i c k e d . c o n n e c t ( u p d a t e _ p l o t )
hbox . addWidget ( r e p l o t )
##The d i f f e r e n t s l i d e r s f o r each parame te r :

M s l i d e r = QtGui . Q S l i d e r ( QtCore . Qt . H o r i z o n t a l , p a r e n t = p a n e l )
M s l i d e r . setMaximum ( 2 2 0 0 )
M s l i d e r . setMinimum ( 5 0 0 )
M s l i d e r . s e t S i n g l e S t e p ( 1 . )
M s l i d e r . s e t V a l u e (M* 1 0 0 0 . )
Mlabel = QtGui . QLabel ( p a r e n t = p a n e l )
Mlabel . s e t T e x t ( ’M : ’+ s t r ( f l o a t ( M s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
M s l i d e r . va lueChanged . c o n n e c t ( u p d a t e )
hbox . addWidget ( Mlabel )
hbox . addWidget ( M s l i d e r )

n s l i d e r = QtGui . Q S l i d e r ( QtCore . Qt . H o r i z o n t a l , p a r e n t = p a n e l )
n s l i d e r . setMaximum ( 1 0 0 0 0 )
n s l i d e r . setMinimum ( 1 0 0 0 )
n s l i d e r . s e t S i n g l e S t e p ( 1 )
n s l i d e r . s e t V a l u e ( n * 1 0 0 0 . )
n l a b e l = QtGui . QLabel ( p a r e n t = p a n e l )
n l a b e l . s e t T e x t ( ’ n : ’+ s t r ( f l o a t ( n s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
n s l i d e r . va lueChanged . c o n n e c t ( u p d a t e )
hbox . addWidget ( n l a b e l )
hbox . addWidget ( n s l i d e r )

a s l i d e r = QtGui . Q S l i d e r ( QtCore . Qt . H o r i z o n t a l , p a r e n t = p a n e l )
a s l i d e r . setMaximum ( 5 0 0 0 )
a s l i d e r . setMinimum ( 0 )
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a s l i d e r . s e t S i n g l e S t e p ( 1 )
a s l i d e r . s e t V a l u e ( a l p h a * 1 0 0 0 . )
a l a b e l = QtGui . QLabel ( p a r e n t = p a n e l )
a l a b e l . s e t T e x t ( ’ \ a l p h a : ’+ s t r ( f l o a t ( a s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
a s l i d e r . va lueChanged . c o n n e c t ( u p d a t e )
hbox . addWidget ( a l a b e l )
hbox . addWidget ( a s l i d e r )

r s l i d e r = QtGui . Q S l i d e r ( QtCore . Qt . H o r i z o n t a l , p a r e n t = p a n e l )
r s l i d e r . setMaximum ( 5 0 0 0 )
r s l i d e r . setMinimum ( 1 0 0 1 )
r s l i d e r . s e t S i n g l e S t e p ( 1 )
r s l i d e r . s e t V a l u e ( r * 1 0 0 0 . )
r l a b e l = QtGui . QLabel ( p a r e n t = p a n e l )
r l a b e l . s e t T e x t ( ’ r : ’+ s t r ( f l o a t ( r s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
r s l i d e r . va lueChanged . c o n n e c t ( u p d a t e )
hbox . addWidget ( r l a b e l )
hbox . addWidget ( r s l i d e r )

b s l i d e r = QtGui . Q S l i d e r ( QtCore . Qt . H o r i z o n t a l , p a r e n t = p a n e l )
b s l i d e r . setMaximum ( 2 0 0 0 0 )
b s l i d e r . setMinimum ( 0 )
b s l i d e r . s e t S i n g l e S t e p ( 1 )
b s l i d e r . s e t V a l u e ( b * 1 0 0 0 . )
b l a b e l = QtGui . QLabel ( p a r e n t = p a n e l )
b l a b e l . s e t T e x t ( ’ b : ’+ s t r ( f l o a t ( b s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
b s l i d e r . va lueChanged . c o n n e c t ( u p d a t e )
hbox . addWidget ( b l a b e l )
hbox . addWidget ( b s l i d e r )

p s l i d e r = QtGui . Q S l i d e r ( QtCore . Qt . H o r i z o n t a l , p a r e n t = p a n e l )
p s l i d e r . setMaximum ( 3 0 0 0 )
p s l i d e r . setMinimum ( 5 0 0 )
p s l i d e r . s e t S i n g l e S t e p ( 1 )
p s l i d e r . s e t V a l u e ( pc * 1 0 0 0 . )
p l a b e l = QtGui . QLabel ( p a r e n t = p a n e l )
p l a b e l . s e t T e x t ( ’ pc : ’+ s t r ( f l o a t ( p s l i d e r . v a l u e ( ) ) / 1 0 0 0 . ) )
p s l i d e r . va lueChanged . c o n n e c t ( u p d a t e )
hbox . addWidget ( p l a b e l )
hbox . addWidget ( p s l i d e r )

## bo t tom p a n e l
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p a n e l . s e t L a y o u t ( hbox )

dock = QtGui . QDockWidget ( " P a r a m e t r e s " , r o o t )
r o o t . addDockWidget ( Qt . BottomDockWidgetArea , dock )
dock . s e t W i d g e t ( p a n e l )
# #####################

show ( )







Résumé

Le moulage des culasses en alumi-
nium de moteurs automobile utilise une
grande quantité de noyaux en sable lié
par une résine polyuréthane. Ces noyaux
doivent être extraits sans laisser de ré-
sidus dans les pièces. L’opération d’ex-
traction, appelée débourrage, consiste à
marteler les pièces de fonderie au ni-
veau de la masselotte afin de fragmenter
les noyaux. Cette opération est de plus
en plus difficile à réaliser par la diminu-
tion de la taille des moteurs. Or, elle est
cruciale pour l’amélioration de la qualité
des culasses. L’objectif de la thèse est
de développer un modèle de comporte-
ment mécanique élastoplastique tenant
notamment compte la dépendance du
matériau à la température de vieillisse-
ment. Ce modèle s’inscrit dans le cadre
de la mécanique des sols à Etat Critique.
Par la suite, le champ de déplacement
d’un essai de compression uniaxiale ob-
servé en tomographie aux rayons X a
permis de calibrer et valider le mo-
dèle. Pour cette étude, une méthode
d’élagage de données a été dévelop-
pée afin de réduire drastiquement les
coûts et les temps de calculs de l’op-
timisation des paramètres ainsi que
le poids des données de corrélation
d’images à stocker. Ces données ainsi
élaguées sont utilisées afin d’optimiser
le modèle élastoplastique grâce à l’uti-
lisation d’une méthode hybride d’hyper-
réduction (H2ROM).
La simulation a permis ensuite d’amélio-
rer la compréhension du débourrage des
pièces de fonderie. La démarche numé-
rique développée a mis en évidence l’in-
fluence de la précontrainte de compres-
sion thermique due au refroidissement
de la culasse, ainsi que des conditions
de bridage de la pièce lors du marte-
lage.

Mots Clés

Sable lié, Modèle Elastoplastique,
Tomographie aux rayons X

Abstract

In casting foundry, resin bonded sand
cores are used to mold the internal cavi-
ties of metallic parts, like cylinder heads.
These cores are placed in the metallic
die before casting and undergo a ther-
mal loading during casting and solidifi-
cation that leads to a chemical degra-
dation of the binder. After the solidifi-
cation, the internal casting sand cores
have to be extracted. This so-called de-
coring operation is carried out by me-
chanical means, by knocking on the part
with pneumatic hammers to fracture the
cores first and then vibrating to elimi-
nate the fragmented pieces. The degra-
dation of the resin caused by the ther-
mal loading facilitates drastically the de-
coring process. The aim of this work is
to understand and model the behavior of
such heterogeneous media, taking into
account the ageing temperature, in order
to correctly assess the remaining frag-
mented cores after the decoring process.
An elastoplastic model within the Critical
State framework was adapted from the li-
terature. Subsequently, the displacement
field taken from an uniaxial test obser-
ved in X-ray Computed Tomography en-
abled to complete the calibration and the
validation of the model. For this work, a
data pruning method was developed. It
saves memory space for long term sto-
rage and speed-up the parameters opti-
mization. These pruned data are used to
optimize the elastoplastic model through
the use of a hybrid hyper-reduction me-
thod (H2ROM).
Afterwards, the simulation helped to im-
prove the understanding of the decoring
process of foundry parts. The numeri-
cal approach developed has highlighted
the influence of the thermal compression
preload due to the cooling of the cylinder
head, as well as the conditions of clam-
ping during hammering.

Keywords

Bonded Sand, Constitutive Modeling,
X-ray Computed Tomography
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