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Introduction

Parmi les approches visant à réduire les temps de calcul de simulations numériques coû-
teuses, notamment du fait du nombre d’inconnues, deux grandes approches se démarquent, la
réduction d’ordre de modèle et le calcul parallèle (ou calcul haute performance). Les méthodes
de réduction d’ordre de modèle permettent d’accélérer les temps de calcul de simulation (à
ressource informatique donnée) en approchant la solution d’un modèle d’ordre plein, dit "de
haute fidélité", par la solution d’un modèle d’ordre réduit avec moins d’inconnues. Nous nous
intéressons dans ce travail uniquement aux méthodes de réduction de modèles basées sur des
techniques de projection du modèle de haute fidélité. Ces approches conservent la nature du
problème initial par opposition à des méta-modèles (ou surrogate models en anglais). Pour ces
méthodes dites de projection, il est possible par exemple de certifier théoriquement l’erreur
commise entre la solution réduite et celle du modèle d’ordre plein. Ce manuscrit de thèse se
focalise sur la réduction d’ordre de modèle de problèmes en mécanique du contact traités par
multiplicateurs de Lagrange. Ce thème de recherche reste un vrai défi scientifique, du fait
notamment de la contrainte de signe sur les multiplicateurs.

Ce travail s’appuie sur l’hyper-réduction d’ordre de modèles, méthode efficace pour le trai-
tement des non-linéarités. En effet, cette approche consiste à réduire la dépendance du modèle
d’ordre réduit vis-à-vis du maillage, permettant ainsi d’accélérer le calcul via la projection uni-
quement de certains termes du modèle d’ordre plein. L’extension de l’hyper-réduction d’ordre
de modèles aux problèmes de contact traités par multiplicateurs de Lagrange est considérée
ici. Pour cela un modèle hyper-réduit hybride (HHR) est construit, reposant sur un domaine
d’intégration réduit, une base réduite (BR) primale obtenue par POD (Proper Orthogonal
Decomposition), et une base réduite duale obtenue via la restriction de la base duale élé-
ments finis (EF) au domaine réduit. Le modèle HHR conserve ainsi la nature de problème
de point-selle du modèle de haute fidélité. Jusqu’ici, il a seulement été appliqué à des appa-
riements de contact de type obstacle ou nœud-à-nœud. Dans ce cas, il devient un problème
de point-selle standard, c’est à dire symétrique par bloc. Sa capacité à réduire efficacement
ce type de problèmes a déjà été montrée. Toutefois, la limitation des configurations possibles
restreint le champ d’application de la méthode. Un grand nombre de configurations réelles
nécessitent généralement des géométries et/ou maillages plus complexes. De plus, la précision
de la méthode sur des problèmes présentant de larges variations paramétriques (notamment
de la surface et de la pression de contact) avait montré des faiblesses.

Nous proposons dans ce document d’analyser théoriquement et numériquement le modèle
HHR afin d’étendre ses capacités et ses performances. Tout d’abord d’un point de vue théo-
rique, des bornes d’erreurs a priori et a posteriori sont démontrées dans le but de pouvoir
certifier le modèle HHR. Ainsi, nous dégageons des stratégies permettant de garantir la sol-
vabilité du problème mixte d’ordre réduit tout en améliorant les solutions duales obtenues.
Par la suite, une construction de modèles d’ordres réduits locaux basée sur du clustering



2 Introduction

de l’espace paramétrique est proposée afin de permettre le traitement de problèmes avec de
larges variations paramétriques. L’extension du modèle HHR aux maillages de contact non-
concordants, en particulier pour des appariements de type nœud-à-surface, est mise en œuvre.
La méthode HHR héritant des capacités de l’hyper-réduction à traiter efficacement des pro-
blèmes de mécanique non-linéaire, la dernière partie de ce travail concerne l’application de la
méthode HHR aux problèmes de contact unilatéral entre matériaux non-linéaires déformables.

L’étude de méthodes de réduction d’ordre de modèle pour des problèmes de mécanique
du contact traités par multiplicateurs de Lagrange a été motivée par la simulation du com-
portement mécanique du combustible nucléaire, conduite au CEA au travers de la plateforme
logicielle PLEIADES 1 co-développée par le CEA, EDF et FRAMATOME. Même si cette
thèse se concentre sur ce type d’application, les méthodes développées dans ce travail peuvent
être utilisées pour d’autres situations impliquant du contact traité numériquement par la mé-
thode des multiplicateurs de Lagrange. De façon plus générale, la méthodologie adoptée dans
ce manuscrit peut être adaptée à tout problème d’inégalité variationnelle traité de manière
mixte primale-duale (c.f. torsion élasto-plastique ou modèle de Black-Scholes en finance).

1. Plateforme Logicielle pour les Éléments Irradiés dans les Assemblages, en Démonstration, en Expéri-
mentation ou en Service



Notations

Dans ce manuscrit, un vecteur sera souligné une fois · , tandis qu’une matrice le sera deux
fois · . Les tenseurs seront soulignés autant de fois que leur ordre. Les indices d’un vecteur,
d’un tenseur ou d’une matrice permettent d’identifier leurs composantes. Par exemple, (A)ij
est la composante située à la i-ème ligne et j-ème colonne de la matrice A.

Les notations 0 et 0 dénotent respectivement un vecteur et une matrice de zéros. La matrice
identité de taille N ×N est notée IN . L’exposant T sur un vecteur (vT) ou une matrice (AT)
dénote la transposition de l’objet associé.

La syntaxe du langage de programmation Python est utilisée pour la restriction à certaines
lignes ou colonnes des vecteurs et matrices. Par exemple, la restriction une matriceA aux lignes
dont les indices sont dans l’ensemble L, tout en conservant toutes les colonnes, est notée :
A[L, :].

Soit H un espace de Hilbert et H ′ son espace dual, le produit de dualité s’écrit ⟨·, ·⟩H,H′ ,
et leurs normes induites respectives sont notées ||.||H et ||.||H′ .





Abréviations

Sigle Définition

DDL degré de liberté

DEIM Discrete Empirical Interpolation Method (méthode d’interpolation
empirique discrète)

EF Éléments Finis

FOM Full-Order Model (modèle d’ordre plein)

HR Hyper-Reduction (hyper-réduction)

HHR Hybrid Hyper-Reduction (Hyper-Réduction Hybride)

IPG Interaction Pastille-Gaine

LCP Linear Complementarity Problem (Problème de complémentarité linéaire)

NNMF Non Negative Matrix Factorization (Factorisation Non Négative de Matrice)

POD Proper Orthogonal Decomposition (décomposition orthogonale aux valeurs
propres)

REP Réacteur à Eau Pressurisée

RNR Réacteur à Neutrons Rapides

RID Reduced Integration Domain (domaine d’intégration réduit)

ROM Reduced-Order Model (modèle d’ordre réduit)

SVD Singular Value Decomposition (décomposition en valeurs singulières)





Chapitre 1

Contexte et état de l’art

Dans ce chapitre nous introduisons d’abord le contexte scientifique et industriel adossé à
la thèse. Un état de l’art sur la réduction d’ordre de modèle de problèmes de mécanique du
contact est ensuite proposé. Par la suite le modèle d’hyper-réduction hybride sur lequel porte
ce travail de thèse est introduit en détail. Les cas tests d’applications numériques considérés
dans ce manuscrit sont également présentés. Pour finir, nous définissons les objectifs de ce
travail de thèse.
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1.1 Contexte industriel et scientifique

1.1.1 Fonctionnement des réacteurs nucléaires

Nous nous intéressons dans ce manuscrit au comportement des combustibles nucléaires
au sein des réacteurs de type réacteurs à eau pressurisée (REP) ou réacteurs à neutrons
rapides (RNR). Dans ces filières, le combustible nucléaire est sous forme de pastilles céramiques
composées de matière fissile (uranium et/ou plutonium). Ces pastilles sont cylindriques, avec
une hauteur et un diamètre de l’ordre du centimètre. Les pastilles sont empilées verticalement
dans une gaine métallique scellée à chaque extrémité. Cet ensemble est appelé crayon (pour
les REP) ou aiguille (pour les RNR) de combustible, leur hauteur est de plusieurs mètres
pour un diamètre proche de 1 centimètre. Par la suite, nous utiliserons le terme générique de
"crayons combustibles", tout en sachant que ce terme désigne indifféremment les crayons ou les
aiguilles de combustibles. Les crayons sont regroupés dans des assemblages de combustible.
Le cœur du réacteur est constitué de plus d’une centaine d’assemblages combustibles, cf.
figure 1.1. C’est dans ce cœur qu’a lieu la fission nucléaire produisant de l’énergie sous forme
de chaleur. Un fluide caloporteur (REP : eau, RNR : métaux liquides (ex. : sodium)) permet
d’évacuer la chaleur produite dans le cœur du réacteur pour l’acheminer vers un générateur de
vapeur. La vapeur produite dans le générateur va ensuite entraîner la rotation d’une turbine.
L’énergie mécanique de la turbine est ensuite transformée en énergie électrique. Pour des
raisons de sécurité, le réacteur nucléaire comporte trois barrières de confinement qui doivent
prévenir le risque de relâchement de produits potentiellement radioactifs à l’extérieur du
réacteur. La première barrière de confinement est la gaine du crayon combustible, la deuxième
la cuve du réacteur, et la troisième l’enceinte en béton, cf. figure 1.1. La gaine du crayon
combustible constituant la première barrière de confinement, il est important de garantir son
intégrité en toutes situations. Cela passe notamment par la connaissance et la compréhension
du comportement des crayons combustible durant l’irradiation.

Figure 1.1 – Schéma d’un réacteur nucléaire [cea.fr].
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1.1.2 Comportement du crayon combustible sous irradiation

La pastille de combustible nucléaire est une céramique fragile (contrainte de rupture d’en-
viron 100 à 150MPa). Dès la première montée en puissance du réacteur, les contraintes ther-
miques vont conduire à l’apparition de fissures dans les pastilles. Une densification du combus-
tible est également observée au début de l’irradiation. Au cours de l’irradiation, le diamètre
du combustible augmente du fait de la dilatation thermique. La pastille de combustible va
alors prendre une forme dite de "diabolo", cf. figure 1.2. Dans les réacteurs de la filière REP,
le volume du combustible augmente également à cause des produits de fissions (solides ou
gazeux). La gaine quant à elle subit un phénomène de fluage d’irradiation qui conduit à une
réduction de son diamètre. L’ensemble de ces réactions va fermer le jeu initialement présent
entre la pastille et la gaine. L’effet diabolo implique que le contact intervient en premier au
plan inter-pastille, avant de s’étendre sur la hauteur totale d’une pastille après plusieurs cycles
d’irradiation (cf. figure 1.2).

Figure 1.2 – Schéma du comportement d’un combustible nucléaire au cours de l’irradiation.
Gauche : avant irradiation. Milieu : après première montée en puissance. Droite : après plu-
sieurs cycles d’irradiation. [Guillet et al., 2008]

Il y a une concentration de contraintes forte au droit des fissures et au plan inter-pastilles
(point triple). En cas de transitoire de puissance (situation incidentelle ou accidentelle), ces
fortes contraintes peuvent amorcer des phénomènes de fissure radiale de la gaine (cf. figure 1.3).
Par conséquent, l’interaction pastille-gaine (IPG) est un phénomène important dans la dé-
marche de sûreté du crayon combustible. Pour prévenir tout risque de rupture de gaine, le
domaine de fonctionnement autorisé des réacteurs est limité.

(a) Exemple de fissuration d’une pastille de com-
bustible.

(b) Exemple d’un phénomène d’amorce de fissu-
ration radiale dans la gaine.

Figure 1.3 – Exemples de fissuration de la pastille de combustible et de la gaine. Coupe
horizontale du crayon combustible.
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1.1.3 Simulation du comportement du combustible

Le comportement du crayon combustible est un problème qui est par nature multiphysique
puisqu’il résulte de nombreux phénomènes physiques (thermique, mécanique, physico-chimie
de l’irradiation, neutronique, thermodynamique). Il est également multiéchelle car les phéno-
mènes physiques peuvent affecter différentes échelles (typiquement échelle du crayon, de la
pastille et potentiellement l’échelle de la microstructure).

Le CEA, en collaboration avec EDF et Framatome, développe une plateforme logicielle
pour simuler le comportement du combustible dans les différentes filières réacteurs. Cette
plateforme, nommée PLEIADES [Thouvenin et al., 2006 ; Marelle et al., 2013 ; Michel et al.,
2021] (Plateforme Logicielle pour les Éléments Irradiés dans les Assemblages, en Démons-
tration, en Expérimentation ou en Service), propose notamment les applications nommées
ALCYONE [Marelle et al., 2016] et GERMINAL [Lainet et al., 2019] pour simuler le com-
portement du combustible dans les réacteurs de type REP et RNR-Na (refroidis au sodium)
respectivement. Ces deux applications s’attachent à simuler le comportement d’un crayon (ou
aiguille) de combustible à l’aide d’une description géométrique basée sur un découpage de
cet élément combustible en « tranches » axiales, chaque tranche représentant une partie de
l’empilement des pastilles et le morceau correspondant de la gaine les entourant. Chacune de
ces tranches peut être modélisée par une représentation 1D axisymétrique, 2D ou 3D, voir
figure 1.4.
Une approche consistant à simuler l’historique d’irradiation par un schéma numérique d’inté-
gration en temps est utilisée [Michel et al., 2021].

Figure 1.4 – Schéma générique du couplage PLEIADES pour les géométries de type
crayon/aiguille [Michel et al., 2021].

À chaque pas de temps, un couplage multiphysique est résolu sur chaque tranche du crayon.
Un algorithme de point-fixe de Gauss-Seidel par bloc est mis en œuvre entre certains modèles
physiques fortement couplés. Ce type d’algorithme implique une boucle de convergence, avec
de multiples résolutions de chaque modèle (cf. figure 1.4). L’échelle "globale" représente le
crayon dans sa totalité et utilise un chaînage des résolutions locales sur les tranches ainsi que
certains modèles 0D sur la totalité du crayon.

Le modèle décrivant le comportement mécanique du combustible et de la gaine à l’échelle
locale représente une part importante du temps de calcul total du schéma multiphysique.
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C’est à ce modèle que nous nous intéressons dans la suite de ce manuscrit.

1.1.4 Modèle mécanique de l’élément combustible

Le modèle mécanique utilisé dans le schéma de couplage multiphysique des applications
ALCYONE et GERMINAL s’attache à décrire notamment le comportement mécanique non-
linéaire des matériaux (pastille et gaine) et le possible contact entre la pastille de combustible
et la gaine. Les conditions de contact impliquent un problème non régulier. Les caractéris-
tiques des phénomènes mis en jeu permettent de considérer une modélisation quasi-statique
sous l’hypothèse des petites déformations. Dans la plateforme PLEIADES, c’est le logiciel
éléments finis Cast3M du CEA qui est adopté pour résoudre les problèmes de mécanique
(et de thermique). Les problèmes de contact sont résolus par la méthode des multiplicateurs
de Lagrange, conduisant à des problèmes de type point-selle. Concernant les lois de com-
portement non-linéaires, elles sont intégrées localement aux points d’intégration (points de
Gauss) à l’aide du logiciel de calcul MFRONT [Helfer et al., 2015] et une méthode de type
quasi-Newton est mise en œuvre pour résoudre le problème d’équilibre mécanique. Même si
le frottement est considéré dans le modèle mécanique de PLEIADES, nous nous focalisons
dans ce manuscrit, sur des problèmes de contact unilatéral sans frottement de type Hertz-
Signorini-Moreau. Soit Ω ⊂ Rm, tel que Ω = Ω1 ∪Ω2 où Ω1 et Ω2 sont les objets qui peuvent
potentiellement rentrer en contact (ex. le combustible et la gaine). La frontière de Ω, notée
∂Ω = ∂Ω1 ∪ ∂Ω2 est telle que ∂Ω = ΓD ∪ ΓN ∪ ΓC . La partie de frontière ΓD va porter des
conditions aux limites de type Dirichlet (déplacements imposés). La partie ΓN quant à elle
portera des conditions aux limites de type Neumann (contraintes normales imposées). Enfin,
la partie de frontière ΓC porte les conditions aux limites de contact, elle représente dans le
domaine spatial la surface où les deux objets peuvent potentiellement entrer en contact. Par
définition, il est imposé que l’intersection des différentes parties de la frontière entre elles soit
vide (i.e. ΓD ∩ ΓC = ∅, ΓD ∩ ΓN = ∅ et ΓN ∩ ΓC = ∅). Nous notons n la normale extérieure
unitaire à la frontière ∂Ω. Une schématisation de ces éléments géométriques est proposée sur
la figure 1.5. Sous l’hypothèse des petites déformations, la formulation forte d’un problème
de mécanique du contact sans frottement s’écrit [Duvaut et Lions, 1976 ; Kikuchi et Oden,
1987 ; Wriggers, 2006] :



−div σ = f dans Ω,

σ =F(ε) dans Ω,

ε =
1

2

(
gradu+ (gradu)T

)
dans Ω,

u =u0 sur ΓD,

σn =σ0 sur ΓN ,

σn =FNn sur ΓC ,

uN ≤ d, FN ≤ 0, (d− uN )FN = 0 sur ΓC .

(1.1)

Figure 1.5 – Schéma gé-
nérique d’un problème de
contact sur Ω = Ω1 ∪ Ω2.

La variable spatiale dont dépendent les inconnues et fonctions du problème (1.1) est omise
par souci de clarté. Les variables u, σ et ε représentent respectivement le champ de déplace-
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ments, le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations. La fonction F définit la loi
de comportement du matériau (potentiellement non-linéaire) et f représente la densité volu-
mique d’efforts. La condition de Dirichlet aux limites du domaine est définie par le champ des
déplacements u0 alors que la condition de Neumann est définie par les efforts surfaciques σ0.
Enfin, la dernière ligne du problème (1.1) définit les conditions de contact de Hertz-Signorini-
Moreau [Signorini, 1959]. Le déplacement normal relatif uN et la force normale de contact FN

sont définis par :

uN = u1(x1)
Tn1(x1) + u2(x2)

Tn2(x2) ∀(x1, x2) ∈ (ΓC
1 ,Γ

C
2 ),

F i(x) = σ(x)ni(x) = F i
N (x)ni(x) = FN (x)ni(x) i = 1, 2, x ∈ ΓC

i ,
(1.2)

où le champ de déplacement u est décomposé en ui sur Ωi, i = 1, 2. La paire de points (x1, x2)
de la surface de contact définit la localisation du point de contact potentiel sur chaque surface
(ΓC

1 ou ΓC
2 ). Les notations n1 et n2 désignent respectivement les normales extérieures unitaires

aux domaines Ω1 et Ω2. Sous l’hypothèse des petites déformations n1(x1) = −n2(x2). Enfin
le jeu initial entre les deux objets Ω1 et Ω2 est noté d. La première condition représente la
non-pénétration d’un objet dans l’autre :

Condition de non-pénétration : uN ≤ d (1.3)

La seconde représente la non-adhésion du phénomène de contact unilatéral :

Condition de non-adhésion : FN ≤ 0 (1.4)

La dernière condition est appelée condition de complémentarité et traduit le fait que lorsque
le jeu est non nul, il n’y a pas d’efforts de contact :

Condition de complémentarité : (d− uN )FN = 0 (1.5)

Ainsi, avec la condition de complémentarité on observe qu’il n’y a que deux statuts possibles
pour une solution au problème de contact sans frottement :

• Contact actif : uN = d et FN ≤ 0

• Contact inactif (décollement) : uN ≤ d, FN = 0

Remarque : Les conditions de Hertz-Signorini-Moreau correspondent aux conditions de
Karush-Kuhn-Tucker [Karush, 1939 ; Kuhn et Tucker, 1951] en optimisation sous contrainte
d’inégalité.

1.2 Problème de mécanique du contact

1.2.1 Formulation variationnelle

Pour des raisons de simplification, nous considérons ici que les matériaux suivent un com-
portement élastique linéaire :

σ = C : ε dans Ω, (1.6)

avec C le tenseur d’élasticité d’ordre 4. Le traitement de lois de comportement non-linéaire

sera détaillé dans le chapitre 6.
Soient V et V0 les espaces variationnels tels que :

V0 = {v ∈ (H1(Ω))m | v = 0 sur ΓD },
V = {v = r(u0) + ũ | ũ ∈ V0},

(1.7)
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où r(u0) est un relèvement de u0 dans Ω, alors le problème fort (1.1) conduit à une inégalité
variationnelle [Duvaut et Lions, 1976] :{

Trouver u ∈ VC tel que
a(u, v − u) ≥ l(v − u) ∀v ∈ VC ,

(1.8)

où VC = {v ∈ V | vN ≤ d sur ΓC }, avec vN défini comme en (1.2). L’application a(., .) est
bilinéaire, continue et coercive tandis que l(.) est linéaire et continue, elles sont définies par :

a(v, w) =

∫
Ω
ε(w) : C : ε(v) dΩ ∀v, w ∈ (H1(Ω))m,

l(v) =

∫
Ω
fTvdΩ+

∫
ΓN

σT0 v dΓ ∀v ∈ (H1(Ω))m.

(1.9)

Le problème (1.8) est entièrement défini par les données du problème fort (i.e. conditions
aux limites, propriétés matériaux, jeu initial). Il est démontré dans la littérature [Duvaut et
Lions, 1976] que le problème (1.8) est équivalent à un problème de minimisation tel que :Trouver u ∈ VC tel que

J(u) = min
v∈VC

J(v) = 1
2a(v, v)− l(v),

(1.10)

Du fait des conditions de contact (présentes dans l’espace VC), le problème (1.10) est in-
trinsèquement non-linéaire. Il existe plusieurs méthodes dans la littérature pour traiter les
inégalités variationnelles (1.8) ou (1.10). Les plus connues sont la méthode de pénalisation, la
méthode des multiplicateurs de Lagrange, la méthode du Lagrangien augmenté ou la méthode
de Nitsche. La méthode de pénalisation transforme la minimisation sous contraintes en ajou-
tant un terme de pénalisation qui s’active quand les contraintes ne sont pas respectées. Cela
permet de se ramener à une égalité variationnelle et une minimisation sans contraintes. Cepen-
dant, la méthode est très sensible au choix du paramètre de pénalisation et elle ne permet pas
de garantir le respect de la condition de non-pénétration. La méthode des multiplicateurs de
Lagrange introduit des DDLs supplémentaires et transforme la minimisation en un problème
de type point-selle. Cette méthode présente l’avantage de respecter toutes les conditions de
Signorini. Cependant, les DDLS ajoutés (les multiplicateurs de Lagrange) sont sous contrainte
de non-négativité. La méthode du Lagrangien augmenté est une méthode hybride entre la pé-
nalisation et les multiplicateurs de Lagrange. Elle permet d’éliminer la contrainte de positivité
pour les multiplicateurs et elle respecte la condition de non-pénétration (admissibilité), mais
elle est également sensible au choix du paramètre de pénalisation (souvent appelé de régulari-
sation). Enfin, la méthode de Nitsche utilise le tenseur des contraintes pour définir la pression
de contact et vérifier les conditions de contact. La formulation n’introduit donc pas de DDLs
supplémentaires et n’est pas sensible au choix d’un paramètre, cependant, la variation de la
pression de contact dépendant directement des contraintes, la méthode devient plus complexe
à mettre en œuvre dans le cas d’un matériau à loi de comportement non-linéaire. Pour plus
de détails, le lecteur peut se référer à [Wriggers, 2006].

Dans le contexte de cette thèse, nous considérons uniquement la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange, car comme spécifié en section 1.1.4, il s’agit de la méthode retenue dans
les applications de la plateforme PLEIADES.

1.2.2 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

La méthode des multiplicateurs de Lagrange introduit des degrés de liberté (DDLs) sup-
plémentaires (les multiplicateurs) qui représentent (au signe près) les forces de contact. Cette
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méthode permet de respecter toutes les conditions de contact. Cependant, les multiplicateurs
de Lagrange qui constituent la variable duale du problème mixte sont soumis à une condition
de non-négativité.

Nous introduisons l’espace de Sobolev W = (H
1
2
00(Γ

C))
′ le dual de H

1
2
00(Γ

C), lui même que
défini par [Dautray et Lions, 1988] :

H
1
2
00(Γ

C) = {v ∈ L2(ΓC); ∃w ∈ H1(Ω), w = 0 sur ∂Ω\ΓC , w = v sur ΓC}. (1.11)

Par définition on a :
H

1
2
00(Γ

C) ⊂ L2(ΓC) ⊂ (H
1
2
00(Γ

C))
′
. (1.12)

Le cône dual est défini tel que W+ = {q ∈ W | q ≥ 0}. Le produit de dualité est noté
< ., . >

H
1
2
00(Γ

C),(H
1
2
00(Γ

C))′
. On introduit b(., .) l’application bilinéaire continue telle que :

b(v, q) =< vN , q >
H

1
2
00(Γ

C),(H
1
2
00(Γ

C))′
, (1.13)

avec vN défini comme en (1.2). De plus l’application b(., .) est supposée inf-sup stable sur
V ×W, c’est à dire :

0 < β = inf
q∈W

sup
v∈V

b(v, q)

||v||V ||q||W
, (1.14)

L’application b(., .) permet d’exprimer en formulation variationnelle la condition de non-
pénétration en posant b(v, η) ≤ g(η) avec g(.) définie telle que :

g(q) =< d, q >
H

1
2
00(Γ

C),(H
1
2
00(Γ

C))′
(1.15)

Remarque : Si u est suffisamment régulière, par exemple u ∈ H2(Ω), alors on peut choisir
W = L2(ΓC), ainsi le produit de dualité dans (1.13) et (1.15) devient simplement le produit
scalaire dans L2 [Dautray et Lions, 1988].

Le problème (1.8) traité avec la méthode des multiplicateurs s’écrit [Kikuchi et Oden,
1987] : 

Trouver (u, λ) ∈ V ×W+ tel que
a(u, v) + b(v, λ) = l(v), ∀v ∈ V0

b(u, q − λ) ≤ g(q − λ), ∀q ∈ W+

(1.16)

Le problème (1.16) est ainsi un problème de type point-selle [Kikuchi et Oden, 1987 ; Cha-
brand et al., 1998] dont l’existence et l’unicité de la solution ont été étudiées dans la littéra-
ture [Kikuchi et Oden, 1987]. La condition nécessaire [Brezzi, 1974] dite inf-sup/LBB (pour
Ladyzenskaia-Babuška-Brezzi) (1.14) est primordiale pour démontrer ces propriétés.
Il est important de retenir que la formulation via les multiplicateurs de Lagrange permet de
respecter les trois conditions de contact du problème (1.1). Pour la condition de complémen-
tarité, il faut prendre q = 0 et q = 2λ dans (1.16) pour obtenir :

b(u, λ) = g(λ) (1.17)

Le multiplicateur de Lagrange solution de (1.16) est alors égal à l’opposé de la force de contact
FN :

λ = −FN (1.18)
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1.2.3 Discrétisation du problème de contact par la méthode des éléments
finis

La méthode des éléments finis est la méthode classique de discrétisation en mécanique
des milieux continus, et en particulier en mécanique des solides. Elle consiste à discrétiser le
domaine spatial Ω par un ensemble d’éléments recouvrant la totalité du domaine Ω et définis-
sant le maillage. Le pas de maillage h est défini comme le diamètre maximal sur l’ensemble
des éléments. Nous considérons des EF de Lagrange, i.e. les inconnues sont définies à partir
des valeurs aux nœuds du maillage. Soit V0

h ⊂ V0 le sous-espace vectoriel de dimension finie
engendré par les fonctions de formes EF de Lagrange (φi)

N
i=1 associées à tous les nœuds du

maillage sauf ceux du bord Dirichlet (sur ΓD). L’entier N correspond au nombre de degrés
de liberté (DDLs) du problème. L’espace d’approximation EF pour la solution primale du
problème (1.16) est noté Vh = {vh = r(u0) + ũh | ũh ∈ V0

h}, avec r(u0) le relèvement de
u0 (cf. (1.7)). De manière similaire, Wh ⊂ W est le sous-espace vectoriel de dimension finie
engendré par les fonctions de formes duales EF de Lagrange (ξj)

Nλ
j=1, qui sont supposées à

valeurs positives ou nulles. Le cône dual discret W+
h ⊂ W+ est engendré par les fonctions

de formes de Wh en imposant que les éléments engendrés soient dans le cône dual positif
W+, W+

h = V ect+{ξj}Nλ
j=1. La notation V ect+ indique que la combinaison linéaire est res-

treinte à des coefficients non-négatifs. Le problème (1.16) peut alors être défini sur les espaces
d’approximation EF :

Trouver (uh, λh) ∈ Vh ×W+
h tel que

a(uh, vh) + b(vh, λh) = l(vh), ∀vh ∈ V0
h

b(uh, qh − λh) ≤ g(qh − λh), ∀qh ∈ W+
h

(1.19)

La formulation variationnelle approchée (1.19) est également un problème de type point-
selle [Kikuchi et Oden, 1987 ; Chabrand et al., 1998], dont l’existence et l’unicité de la solution
reposent notamment sur la condition nécessaire inf-sup/LBB. Cette condition s’écrit pour le
problème EF (variationnel approché) :

∃β0, 0 < β0 ≤ βh = inf
qh∈Wh

sup
vh∈Vh

b(vh, qh)

||vh||V ||qh||W
, (1.20)

Cette condition dépend du choix des espaces tests primaux et duaux mais également de la
discrétisation du domaine. Certaines discrétisations des conditions de contact peuvent poser
problème pour la vérifier [El-Abbasi et Bathe, 2001] (en fonction notamment de la technique
d’appariement choisie, ex. : surface-surface, nœud-à-surface). La condition inf-sup/LBB est
à la fois une condition de solvabilité du système et une condition de stabilité. La solvabilité
est assurée dès que βh > 0 (cf. (1.20)). La stabilité doit être étudiée en fonction du maillage
en prouvant qu’il existe β0 indépendant du maillage. Dans le reste de ce manuscrit, nous
supposons que tous les modèles EF considérés respectent la condition inf-sup/LBB (pour la
solvabilité et la stabilité).
A partir du problème (1.19) on peut obtenir un problème matriciel (1.21) qui définit les
inconnues nodales : 

Trouver (Uh,Λh) ∈ RN × RNλ
+ tel que

KUh +BTΛh = F

BUh ≤ D

ΛT
h (BUh −D) = 0

(1.21)

avec :
Kij = a(φj , φi), Fi = l(φi)− a(r(u0), φi), i, j ∈ [[1,N ]]2

Bij = b(φj , ξi), Di = g(ξi), i ∈ [[1,Nλ]], j ∈ [[1,N ]]
(1.22)
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La solution EF peut alors être reconstruite sur tout le domaine en utilisant les fonctions de
forme :

uh(x) =

N∑
i=1

φi(x)(Uh)i (1.23)

λh(x) =

Nλ∑
j=1

ξj(x)(Λh)j (1.24)

L’ordre primal du modèle EF est donc N tandis que l’ordre dual est Nλ.
Plusieurs méthodes de résolution sont proposées dans la littérature, les plus connues sont la
méthode de point-fixe, la méthode des statuts et la méthode de programmation mathématique
ou programmation complémentaire LCP (Linear Complementarity Problem en anglais). La
première méthode est une approche itérative qui résout le système puis vérifie la condition de
non-pénétration, les conditions de contact sont imposées uniquement lorsque cette dernière
n’est pas respectée. La méthode de point-fixe itère jusqu’à convergence, elle peut se présenter
avec ou sans paramètre de relaxation [Raous et al., 1988]. La méthode LCP [Raous et al.,
1988 ; Cottle et al., 2009] utilise les équations du système de point-selle (1.21) pour exprimer
la solution primale en fonction de la solution duale et se ramener à un système en fonction
uniquement de l’inconnue duale. La solution primale est ensuite calculée en fonction de la
solution duale. Dans ce manuscrit, nous considérons que le système (1.21) est résolu par la
méthode des statuts (ou active set en anglais) [Abide et al., 2016]. L’algorithme de résolution
de la méthode des statuts (cf. Algorithme 1.1) consiste à itérer sur les statuts de contact
(actif/inactif) jusqu’à respecter l’ensemble des conditions de contact (lorsque la liste des
statuts ne change plus). A chaque itération, le problème de contact est résolu avec la liste des
contacts actifs. Le système à résoudre revient alors à un problème de point-selle sous égalité
variationnelle.

Algorithme 1.1 : Algorithme des statuts pour la résolution du contact traité par
multiplicateurs de Lagrange.

Entrées : Système à résoudre, initialisation des statuts des points de contact
potentiels

Sorties : Solutions primale et duale, liste des statuts de contact actifs
Définition des statuts à partir de l’initialisation donnée;
tant que des statuts sont modifiés faire

Résolution du problème de contact avec la liste des contacts actifs ;
pour chaque point de contact potentiel faire

si le statut est actif et que le multiplicateur de Lagrange est négatif alors
Changement de statut : actif ⇒ inactif;

si le statut est inactif et que le jeu est négatif alors
Changement de statut : inactif ⇒ actif;

1.2.4 Appariement des surfaces de contact

Il existe de nombreuses possibilités d’appariement des surfaces de contact, parmi les-
quelles les conditions de type nœud-à-nœud [Wriggers, 2006], nœud-à-surface [Wriggers, 2006],
surface-à-surface [Wriggers, 2006] ou encore mortar [Wohlmuth, 2000]. Hormis l’appariement
nœud-à-nœud, ces formulations ont toutes l’avantage de pouvoir considérer des maillages non
concordants.
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Nous détaillons ici uniquement la discrétisation des conditions de contact pour un appariement
nœud-à-nœud ou de type obstacle. La discrétisation pour un appariement nœud-à-surface sera
présentée dans le chapitre 5. Nous présentons sur la figure 1.6 la schématisation générique de
ces conditions de contact en 2D.

(a) Condition de contact nœud-à-nœud

Obstacle

(b) Condition de contact de type obstacle

Figure 1.6 – Schéma générique 2D de condition de contact nœud-à-nœud et obstacle

La formalisation mathématique s’écrit :

Condition de type nœud-à-nœud : u1(xi)Tn1(xi) + u2(xj)
Tn2(xj) ≤ d (1.25)

n1(xi) = −n2(xj) ⇒ (u1(xi)
T − u2(xj)

T)n1(xi) ≤ d

Condition de type obstacle : u1(xi)Tn1(xi) ≤ d (1.26)

Pour des conditions de contact de type obstacle le jeu initial d est directement calculé à
partir de la position du nœud et la position de l’obstacle (connue analytiquement). Pour les
conditions de type nœud-à-nœud, le jeu initial d est calculé à partir de la position des nœuds.
La rigidité de contact B et le vecteur D sont les discrétisations sur le maillage EF de ces
conditions. Une condition de contact au nœud i correspond à :

B[i, :]Uh ≤ D[i] (1.27)

Si on suppose que les normales n1 et n2 sont colinéaires à un des axes du repère, i.e. n1 =
(
1
0

)
et n2 =

(
−1
0

)
, alors la matrice B pour 4 conditions de contact nœud-à-nœud a la forme

suivante : 
1 0 0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 −1

 (1.28)

Pour utiliser l’appariement de contact nœud-à-nœud il est impératif d’avoir un maillage
concordant des surfaces de contact, avec tous les nœuds de discrétisation en vis-à-vis.

Le problème (1.21) représente le modèle haute fidélité ou FOM (Full Order Model en
anglais) dont nous voulons réduire l’ordre. L’objectif est de réduire le temps de résolution du
système tout en contrôlant la précision des solutions.



1.3. Autour de la réduction d’ordre de modèle pour la mécanique du contact 19

1.3 Autour de la réduction d’ordre de modèle pour la méca-
nique du contact

Dans cette section nous faisons quelques brefs rappels sur les méthodes de réduction
d’ordre de modèle et nous abordons l’état de l’art sur la réduction d’ordre de modèle pour
la mécanique du contact traité par multiplicateurs de Lagrange. Nous nous focalisons sur la
réduction d’ordre de modèle a posteriori par projection.

1.3.1 Rappel général sur la réduction d’ordre de modèle a posteriori

1.3.1.a Modèle réduits dits a posteriori

Par opposition aux méthodes dites a priori qui ne nécessitent aucune résolution préalable
du modèle haute-fidélité, les méthodes dites a posteriori ont besoin d’une base de données
composée des solutions du FOM, appelées snapshots. Une partie de ces snapshots, appelée
ensemble d’entraînement, permet de construire des bases réduites (BR) qui engendrent un
sous-espace vectoriel d’approximation inclus dans l’espace d’approximation du FOM. Il existe
un grand nombre de techniques pour construire ces bases réduites, l’objectif étant d’obtenir
une bonne précision sur l’approximation des solutions tout en ayant une petite dimension
de base. Pour cela, des méthodes linéaires de compression de données sont souvent utilisées.
La plus courante est la méthode POD-Snapshot [Sirovich, 1987] car elle construit une BR
optimale (c’est à dire qu’elle fournit la plus petite erreur en norme euclidienne à dimension
de base donnée). Une fois la BR construite, le modèle réduit est obtenu par projection de
Galerkin du FOM sur la BR.

Par exemple pour un problème générique EF dans l’espace V0
h (condition de Dirichlet

homogène pour simplifier, i.e. u0 = 0), on construit une BR V , composée de ℓ vecteurs
colonnes, engendrant un sous-espace VROM ⊂ V0

h. On peut réduire le FOM par la projection
Galerkin sur VROM et ainsi obtenir un modèle d’ordre réduit ou ROM (Reduced Order Model
en anglais) :

FOM ROM

Forme a(uh, vh) = f(vh), ⇒ a(uROM , vROM ) = f(vROM ),
variationnelle uh, vh ∈ V0

h uROM , vROM ∈ VROM

Forme
KUh = F, ⇒ K̃γ = F̃ ,matricielle

K ∈ RN×N , K̃ = V TKV ∈ Rℓ×ℓ

Uh, F ∈ RN γ ∈ Rℓ, F̃ = V TF ∈ Rℓ

L’ordre du ROM est alors ℓ. Le ROM est donc efficace si ℓ ≪ N et précis si UROM = V γ

approxime bien la solution Uh du FOM. La matrice K̃ = V TKV ∈ Rℓ×ℓ est de plus petite
dimension que la matrice K, mais elle n’est pas creuse. Ainsi, même si le ROM conserve la
forme du problème EF (on a bien K̃γ = F̃ ), il nécessite un solveur capable de résoudre un
système avec une matrice pleine.

Les méthodes ROM de type a posteriori sont généralement décomposées en deux parties.
Une partie offline où la base de données et les BR sont construites. Les projections matricielles
possibles (ne dépendant pas du paramètre à faire varier) sont également réalisées dans la partie
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offline. La partie offline peut également servir à faire de la validation (estimation d’erreur,
étude de solvabilité/stabilité) à partir d’une partie des snapshots appelée espace de validation.
La seconde partie, appelée online, est celle où les matrices non projetées offline sont construites
puis le problème réduit résolu. Le temps nécessaire pour la partie offline peut être conséquent
mais est souvent non regardé car la partie offline n’est effectuée qu’une seule fois, contrairement
à la partie online qui peut être appelée de nombreuses fois dans une études paramétrique. Dans
ce manuscrit, nous nous intéressons au temps online même si nous essayons de limiter celui
de la partie offline.

1.3.1.b Espace paramétrique

Comme mentionné dans la section 1.3.1.a, les méthodes de réduction d’ordre de modèle a
posteriori nécessitent la construction d’une base de données de solutions FOM dans la partie
offline. Il est nécessaire de définir un espace paramétrique, noté P, qui représente les données
du problème que l’on souhaite faire varier. Dans la partie online, le modèle réduit est utilisé
pour résoudre le problème avec différentes valeurs paramétriques dans P.
L’ensemble de paramètres, noté µ, peut modifier une ou plusieurs données du problème (condi-
tion aux limites ou caractéristiques matériau par exemple). Ainsi les différents problèmes
considérés peuvent avoir une dépendance à l’ensemble des paramètres µ ∈ P. Pour des rai-
sons de clarté, dans ce manuscrit la dépendance au paramètre n’est pas explicitement écrite
dans les modèles.
Dès lors qu’un espace paramétrique est défini, une base de données peut être obtenue en
construisant un espace paramétrique d’entraînement Ptr = {µ1, . . . , µNs} et en utilisant le
FOM pour avoir les Ns snapshots, alors rassemblés dans la matrice des snapshots.
Pour valider un modèle d’ordre réduit construit à partir de l’espace d’entraînement Ptr, il
est nécessaire de considérer l’erreur des solutions réduites vis-à-vis des solutions FOM sur
un ensemble de paramètres qui n’est pas compris dans l’espace d’entraînement. En effet, les
informations de la base de données conduisent généralement à des précisions satisfaisantes
pour les points de Ptr.

1.3.1.c Méthodes d’hyper-réduction

Les méthodes d’hyper-réduction ont été développées dans le but de réduire le coût du cal-
cul des problèmes non-linéaires. En effet, pour ces problèmes, des termes doivent être projetés
dans la partie online. Notamment, dans le cas de problèmes mécaniques avec matériau à com-
portement non-linéaire résolus avec des méthodes de type Newton, la matrice Jacobienne doit
être projetée à chaque itération de l’algorithme itératif. Par ailleurs, la loi de comportement
doit également être évaluée à chaque itération. Cette évaluation en chaque point d’intégration
du maillage EF représente un temps de calcul non négligeable.
Les méthodes d’hyper-réduction rendent le problème réduit moins dépendant des dimensions
du maillage EF complet en utilisant des méthodes d’échantillonnage ou de condensation.
Ainsi, par exemple, une loi de comportement ne doit être évaluée que sur un échantillon de
points de Gauss ou d’éléments du maillage EF complet. La projection des termes non-linéaires
qui dépendent du paramètre, ne pouvant pas être projetés dans la partie offline, s’en trouve
également accélérée car cette projection est limitée aux termes de l’échantillon. Un exemple
d’échantillonnage d’un maillage est présenté sur la figure 1.7.

Parmi les méthodes d’hyper-réduction, nous pouvons citer l’Empirical Interpolation Me-
thod (EIM) [Barrault et al., 2004] ou sa version discrète (DEIM) [Chaturantabut et Sorensen,
2010], l’Energy-Conserving Sampling and Weighting (ECSW) [Farhat et al., 2021] ou l’hyper-
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réduction par Domaine d’Intégration Réduit (HR-RID) [Ryckelynck, 2005 ; Ryckelynck, 2009].

Figure 1.7 – Exemple d’un échantillonnage de maillage dans le cadre d’une méthode d’hyper-
réduction [Fritzen et al., 2018].

1.3.1.d L’épaisseur de Kolmogorov

La précision d’un modèle d’ordre réduit dépend de l’approximation de l’espace des solu-
tions FOM par l’espace des solutions réduites (cf. section 1.3.1.a). L’efficacité de cette approxi-
mation peut être limitée. En effet, l’ordre nécessaire au modèle réduit (ℓ) pour obtenir une
bonne précision peut ne pas apporter une accélération de calcul satisfaisante. Cela peut être
dû à la complexité de l’espace des solutions FOM (non-linéarité, dimension, non régularité,
contraintes de signe) qui peut rendre très difficile une approximation précise même pour un
modèle réduit de grand ordre.

La limitation de l’approximation de l’espace des solutions par un modèle réduit peut
être reliée au phénomène de la barrière de Kolmogorov. L’épaisseur d’ordre n, ou n-width de
Kolomogorov [Kolmogorov, 1936] est définie comme la plus petite erreur que l’on peut obtenir
en approximant les éléments d’une variété par un espace vectoriel de dimension finie n. Ainsi
pour une variété M la n-width de Kolmogorov est définie par :

dn(M) = inf
Un

dim(Un)=n

sup
u∈M

inf
ũ∈Un

||u− ũ|| (1.29)

avec Un un espace vectoriel d’approximation de dimension n. Il est prouvé que pour certains
problèmes linéaires, coercifs et décomposables en partie affine, la n-width de Kolmogorov des
variétés de solutions décroît rapidement [Binev et al., 2011 ; Ohlberger et Rave, 2016] :

dn(M) ≤ C1e
−C2n, avec C1 <∞ et C2 > 0 (1.30)

Cette décroissance est un argument favorable pour la réduction de modèle, même si elle
ne détermine pas la technique de construction de l’espace d’approximation. Cependant, une
limitation classique des méthodes de réduction de modèle est la barrière de Kolmogorov [Pe-
herstorfer, 2022], qui est caractérisée par une décroissance lente de la n-width pour une variété.
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A notre connaissance, il n’y a pas dans la littérature de bornes à la n-width de Kolmogorov
pour le cône dual des multiplicateurs de Lagrange, cependant, dans [Fauque et al., 2018 ; Kol-
lepara et al., 2023] la limitation de l’approximation des multiplicateurs de Lagrange par un
espace vectoriel de petite dimension est mise en évidence. Dans [Glas, 2018], un problème de
point-selle en formulation espace-temps est considéré et la n-width de Kolmogorov est étu-
diée numériquement. Les auteurs constatent que la décroissance de la n-width est loin d’être
exponentielle pour l’espace dual.

Trouver des solutions pour repousser la barrière de Kolmogorov est un sujet de recherche
actif. Parmi les solutions étudiées on peut citer la réduction de modèle non-linéaire [Pehers-
torfer, 2022 ; Cohen et al., 2023] qui repose sur l’approximation des solutions par interpolation
non-linéaire, l’apprentissage des coefficients d’interpolation par réseaux de neurones [Barnett
et al., 2023] ou les méthodes de ROM locaux dons nous allons parler dans la section 1.3.1.e.

1.3.1.e Modèles réduits locaux

Pour contourner la difficulté d’approximation de l’espace des solutions FOM lorsque la n-
width de Kolmogorov suit une décroissance lente, des approches utilisant des modèles d’ordre
réduit locaux ont été développées. L’idée est d’approcher l’espace des solutions de manière
linéaire par morceaux. Cela suppose que pour une valeur de paramètre donnée, il est possible
de construire un sous-espace permettant d’approcher précisément la solution associée à la
valeur du paramètre. On peut citer par exemple, des stratégies avec BR locales [Amsallem
et al., 2012 ; Choi et al., 2020] ou de clustering sur l’espace paramétrique [Amsallem et al.,
2010 ; Daniel et al., 2020 ; Daniel et al., 2022 ; Boncoraglio et Farhat, 2022] (voir figure 1.8).

Cluster 1

Cluster 3

Cluster 2

ROM 1

ROM 2

ROM 3

Figure 1.8 – Schéma d’une méthode de clustering sur l’espace paramétrique.
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1.3.2 Etat de l’art sur la réduction d’ordre de modèle pour la mécanique
du contact traité par multiplicateurs de Lagrange

Les problèmes de contact traités par méthodes de pénalité ou du Lagrangien augmenté
peuvent être réduits sans difficultés particulières autres que celles déjà présentes dans les
problèmes de mécanique sans contact car il n’y a pas de variable sous contraintes de positivité
à réduire. Nous pouvons citer par exemple [Giacoma et al., 2014 ; Giacoma et al., 2016 ; Bader
et al., 2016 ; Balajewicz et Toivanen, 2017 ; Ballani et al., 2018 ; Scheffold et al., 2018]. Les
deux dernières citations considèrent la méthode LATIN pour traiter le contact qui est similaire
à la méthode du Lagrangien augmenté.
La méthode de Nitsche [Nitsche, 1971] est une méthode purement primale sans contrainte
de positivité, cependant elle n’est pas très étudiée dans le contexte de la réduction d’ordre
de modèle pour les problèmes de contact car il s’agit d’une méthode récemment appliquée
au contact [Heintz et Hansbo, 2006 ; Chouly et Hild, 2013]. Les seuls travaux autour de
la réduction d’ordre de modèle qui nous sont connus pour cette méthode sont ceux de la
thèse [Niakh, 2022].
Comme déjà indiqué, le traitement du contact par une méthode mixte implique une variable
duale qui est sous contrainte de positivité. Cette contrainte crée un challenge complexe pour
la construction d’un modèle réduit car les méthodes de compression classiques (notamment
POD) ne peuvent pas être utilisées pour approcher les solutions duales car elles ne garantissent
pas le respect de la non-négativité de la solution. Par ailleurs, tous les modèles réduits reposent
sur l’hypothèse que les variables d’un modèle haute fidélité (ici le modèle EF) peuvent être
représentées avec précision dans un sous-espace de petite dimension. Or la nature non-linéaire
des conditions de contact et la non régularité des forces de contact limitent l’application
de cette hypothèse à l’espace dual des problèmes de contact sous formulation mixte. Cette
limitation est étudiée et illustrée dans [Fauque et al., 2018 ; Kollepara et al., 2023] et reportée
en figure 1.9. On peut constater que même pour une BR POD (optimale mais qui ne respecte
pas la condition de non-négativité) la décroissance de l’erreur d’approximation de la matrice
des snapshots duaux est loin des performances de l’approximation pour les snapshots primaux.

Figure 1.9 – Erreur relative entre les matrices de snaphots (primaux et duaux) et une
approximation avec une BR de rang k [Fauque et al., 2018].

Plusieurs modèles réduits sont proposés dans la littérature pour traiter les problèmes de
contact en formulation mixte. Nous allons tout d’abord parler des travaux qui ne réduisent
pas l’ordre dual, c’est à dire en conservant toute la base EF duale, contournant ainsi la
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difficulté du problème mais limitant la réduction du modèle (ou les applications possibles) :

• Dans l’article [Delhez et al., 2021], un problème de mécanique dynamique avec contact
traité par la méthode des multiplicateurs de Lagrange est considéré. Une réduction de
l’ordre primal via POD-snaphots, méthode de Craig-Bampton [Craig et Bampton, 1968]
ou méthode de Craig-Bampton améliorée via des dérivées modales (modal derivatives en
anglais) est proposée. Les modèles réduits sont appliqués à des cas de contact dynamique
avec friction qui présentent des non linéarités géométriques.

• Les travaux [Manvelyan et al., 2021 ; Manvelyan et al., 2022] regardent des cas statique
ou dynamique dans lesquels le contact est traité par multiplicateurs de Lagrange et
résolu par la méthode de "Linear Complementarity Problem" (LCP). L’ordre primal
est réduit via une méthode de sous-espaces de Krylov (cf. [Bai, 2002]). Il est important
de remarquer qu’une attention particulière est prêtée au traitement du contact avec la
création d’une matrice de transformation partitionnant les parties maître et esclave de la
surface du contact. La discrétisation du contact étant projetée sur l’espace réduit primal,
cette partition permet d’accélérer la résolution du système en réduisant la complexité
du calcul de la projection. L’utilisation de la LCP décorrèle les résolutions primales
et duales, cependant la réduction de la variable duale n’a pas été opérée par souci de
précision.

Ces méthodes obtiennent généralement des résultats satisfaisants sur les forces de contact
puisqu’ils conservent la formulation EF des multiplicateurs de Lagrange, cependant lorsque
la surface de contact active contient un grand nombre de nœuds sur le maillage, le gain en
temps de calcul est limité.
Pour traiter une grande surface de contact potentielle, il est nécessaire de réduire également
l’ordre dual du problème. Lorsque l’ordre dual est réduit par projection via une BR duale, la
formulation de point-selle peut s’écrire :

Trouver (γu, γλ) ∈ Rℓu × Rℓλ

+ tel que :

V T
u KVuγu + V T

u B
TVλγλ = V T

u F

V T
λ BVuγu ≤ V T

λ D

γTλ (V T
λ D − V T

λ BVuγu) = 0

(1.31)

avec respectivement Vu, Vλ, γu, γλ, ℓu et ℓλ, les BR primale et duale, les inconnues primale
et duale et les ordres primal et dual. Cette formulation permet de vérifier les conditions de
contact projetées, notamment la condition de complémentarité :

γλ ⊙ (V T
λ D − V T

λ BVuγu) = 0. (1.32)

La notation ⊙ de (1.32) désigne le produit terme à terme. Cependant, après reconstruction
des solutions réduites (UROM = Vuγu, ΛROM = Vλγλ), seule la condition de non-adhésion est
respectée. La condition de non-pénétration n’est pas respectée :

V T
λ (D −BU) ≥ 0 ⇏ D −BU ≥ 0. (1.33)

Quant à la condition de complémentarité, même si la relation ΛT(D − BU) = 0 est vraie, le
non respect de la condition de non-pénétration implique que le produit terme à terme n’est
pas forcément nul :

Λ⊙ (D −BU) ̸= 0. (1.34)

La condition de complémentarité peut alors ne pas être respectée localement.
Cette approche est utilisée dans les travaux suivants :

• Les articles [Haasdonk et al., 2012 ; Glas et Urban, 2015] utilisent la méthode des bases
réduites pour réduire l’ordre dual de problèmes de contact sans frottement. Ainsi, les
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bases réduites primale et duale sont directement des matrices de snapshots, amenant
généralement à un faible taux de compression des ordres. La base réduite primale peut
être enrichie avec différentes stratégies d’enrichissement afin de s’assurer du respect de
la condition nécessaire inf-sup/LBB. Des analyses mathématiques sur la solvabilité et
stabilité des modèles réduits sont proposées. Des estimateurs d’erreurs a posteriori sont
également introduits.

• Dans [Balajewicz et al., 2016 ; Goury et al., 2021 ; Leturcq, 2022], l’ordre dual est
réduit via la méthode de Factorisation Non Négative de Matrice (NNMF en anglais).
La méthode NNMF permet de construire une BR dont tous les éléments sont positifs ou
nuls, cela permet de vérifier la condition de non-négativité en imposant la non-négativité
aux coefficients. Cependant, cette méthode est loin de conduire à des précisions optimales
en fonction du rang de la BR (cf. figure 1.9).
Dans [Balajewicz et al., 2016], une BR primale est obtenue via POD-snapshots, un
enrichissement de la base réduite primale est aussi utilisé pour vérifier la condition
inf-sup/LBB lorsqu’elle ne l’est pas initialement. Dans les applications numériques sur
des problèmes de contact sans frottement, la méthode NNMF montre des limitations
pour obtenir des résultats précis sur la solution duale en conservant une réduction de
l’ordre (cf. figure 1.10). Dans [Leturcq, 2022], un problème de contact avec frottement
est considéré. La partie normale du contact est traitée par NNMF tandis que la partie
tangentielle est traitée via POD-snaphots. La variable primale est réduite via POD-
snapshots.

Figure 1.10 – Comparaison des solutions FOM (HDM) et ROM pour une approche avec BR
duale construite par NNMF [Balajewicz et al., 2016].

• Constatant les limitations de la méthode NNMF, les travaux dans [Benaceur et al.,
2020 ; Niakh et al., 2023] s’attachent à proposer une méthode de construction d’une
base réduite duale qui soit bien compressée mais qui donne également des résultats pré-
cis. Une projection sur le cône convexe positif par l’algorithme Cone projection Greedy
(CPG) (ou sa version améliorée dans [Niakh et al., 2023], CPGm (modifié)) est utilisée
et montre des résultats plus satisfaisants que la NNMF. La solvabilité et stabilité du
modèle réduit dépendant de la condition inf-sup/LBB est étudiée dans [Niakh et al.,
2023]. Une méthode d’enrichissement de la base réduite primale, basée sur la minimisa-
tion d’une quantité en lien avec la constante inf-sup/LBB (via un algorithme glouton),
est introduite.
Dans la thèse [Niakh, 2022], le contact avec frottement traité par multiplicateurs de
Lagrange est considéré. Le multiplicateur de Lagrange représentant la partie normale
(soumise à la condition de positivité) est réduit via la méthode CPGm. L’espace corres-
pondant à la partie tangentielle, qui n’est pas soumise à la condition de positivité, est
réduit via POD-snaphots. Cependant, la précision de la méthode CPG semble limitée
pour des valeurs de paramètre en dehors de celles l’espace d’entraînement [Kollepara
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et al., 2023] (cf. figure 1.11).

Figure 1.11 – Erreur relative primale (norme H1) pour une approche avec BR duale
construite par CPG dans et en dehors de l’espace d’entraînement [Kollepara et al., 2023].
Gauche : BR duale de rang plein. Droite : BR duale avec troncature.

L’utilisation de méthodes d’hyper-réduction dans le cadre de la mécanique du contact est
assez rare dans la littérature. Les travaux suivants proposent une approche avec ces méthodes :

• Dans la thèse [Niakh, 2022], déjà citée plus haut, la méthode EIM est utilisée dans
le cadre de l’hyper-réduction d’un problème de contact avec frottement traité par la
méthode des multiplicateurs de Lagrange.

• Dans la thèse [Chapman, 2019] des problèmes de contact sont hyper-réduits par la
méthode energy conserving sampling and weighing (ECSW) [Farhat et al., 2014]. Les
petites et grandes déformations sont traitées. Une base réduite duale est construite via
NNMF, avec une amélioration via des méthodes d’optimisation (complétion de matrice
de rang faible, algorithme des directions alternées). En petites déformations, le terme
de contact n’est pas hyper-réduit. En grandes déformations, le contact est traité par
la méthode Mortar et l’échantillonnage du maillage par l’hyper-réduction conduit à
sélectionner la totalité de la surface mortar.

• Dans [Fauque et al., 2018] un problème de contact sans frottement traité par la mé-
thode des multiplicateurs de Lagrange est hyper-réduit avec la méthode HR-RID (cf.
section 1.4). La base réduite duale correspond alors à la base duale EF restreinte au
domaine d’intégration réduit de la méthode d’hyper-réduction. L’ordre dual est donc ré-
duit sans avoir à faire appel à une méthode de compression non efficace de l’espace dual.
En contrepartie les variables duales doivent être reconstruites en dehors du domaine ré-
duit. Le modèle d’ordre réduit présente de très bonnes performances, notamment en
comparaison d’approches avec une BR duale NNMF (cf. figure 1.12).

Cette variété de méthodes de réduction d’ordre de modèle dédiées à la mécanique du
contact met en évidence la difficulté du sujet. Il y a un équilibre à trouver entre l’accélération
du temps de résolution et la précision des solutions que l’on obtient.

Ce travail de thèse se place dans la continuité des travaux de [Fauque et al., 2018 ; Fauque
de Maistre, 2018] sur le modèle hyper-réduit hybride. Nous allons donc à présent introduire
plus en détail cette méthode.
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Figure 1.12 – Comparaison des solutions duales FOM et ROM pour les approches HHR et
NNMF. figure issue de [Fauque et al., 2018].

1.4 Hyper-réduction hybride pour la mécanique du contact

Dans cette section nous présentons en détail la méthode d’hyper-réduction hybride (HHR
en anglais) introduite dans [Fauque et al., 2018 ; Fauque de Maistre, 2018]. Cette méthode
repose sur l’hyper-réduction via un domaine d’intégration réduit (RID en anglais), initia-
lement introduite dans [Ryckelynck, 2009]. L’ordre primal est réduit via une base réduite
POD-Snapshots classique, et l’ordre dual est réduit en utilisant la restriction de la base duale
EF au RID. Dans ces travaux le problème de contact est supposé en appariement nœud-à-
nœud (ou de type obstacle). Nous préciserons les conséquences de ce choix pour le modèle
réduit.

1.4.1 Formulation variationnelle

Soit un domaine ouvert Ω sur lequel est défini le problème de contact (1.1). Soit ΩA le
domaine d’intégration réduit (RID). Dans le cadre de la mécanique du contact il comporte
généralement des zones dans différents solides (cf. Ω1 et Ω2 de la section 1.1.4). Une sché-
matisation des domaines est proposée en figure 1.13. Le RID ΩA et son complémentaire ΩB

sont tels que Ω = ΩA ∪ ΩB et ΩA ∩ ΩB = ∅. L’interface entre les deux domaines est notée
ΓI = ΩA ∩ ΩB.
Pour appliquer les conditions de contact, il est primordial de pouvoir calculer le jeu entre les
deux parties du RID (une sur chaque objet). Pour s’assurer de pouvoir calculer le jeu dans le
RID, deux choix sont possibles. Soit, comme sur la figure 1.13a, les parties de la surface de
contact du RID où le calcul du jeu est impossible (car la partie en vis-à-vis sur l’autre objet
n’est pas dans le RID) deviennent des frontières de type Dirichlet (il s’agit d’une extension de
l’interface ΓI). Soit, comme sur la figure 1.13b, le RID (ΩA) est agrandi pour pouvoir calculer
le jeu sur toutes les surfaces de contact du RID et ainsi traiter le contact. On inclut alors
dans le RID les parties de la surface de contact en vis-à-vis qui n’y étaient pas. C’est ce der-
nier choix que nous faisons dans cette thèse, la méthode d’hyper-réduction hybride sera donc
introduite dans ce cadre. Le lecteur peut se reporter à [Fauque et al., 2018] pour l’extension
des frontières de type Dirichlet.
Nous définissons A l’ensemble des DDLs primaux non connectés à ΩB :

A = {i ∈ [[1,N ]] |
∫
ΩB

φT
i φidΩ = 0}, (1.35)
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Figure 1.13 – Schéma générique d’un domaine d’intégration réduit pour des problèmes de
contact issu de [Fauque de Maistre, 2018].

et Aλ l’ensemble des DDLs duaux qui ne sont pas connectés à ΩB :

Aλ = {j ∈ [[1,Nλ]] |
∫
ΩB

ξTj ξjdΩ = 0} (1.36)

Pour une base réduite primale donnée {ψk}ℓk=1 (avec ℓ≪ N), nous définissons l’espace réduit
VRB = V ect({ψk}ℓk=1) ⊂ V0

h. La discrétisation de la BR dans la base EF est la matrice
V ∈ RN×ℓ, telle que :

ψk(x) =

N∑
i=1

φi(x)(V )ik, ∀x ∈ Ω,∀k = 1, . . . , ℓ (1.37)

Nous définissons maintenant les modes ψA
k , comme la restriction des modes ψk à A et dont le

prolongement dans ΩB est nul. Les modes ψB
k sont alors définis comme les complémentaires

à ψA
k :

ψA
k (x) =

∑
i∈A

φi(x)(V )ik, ∀x ∈ Ω

ψB
k (x) = ψk(x)− ψA

k (x), ∀x ∈ Ω

(1.38)

L’espace engendré par les modes ψA
k est noté :

V0
HR,ΩA

= V ect({ψA
k }ℓk=1) ̸⊂ VRB (1.39)

Les conditions aux limites naturelles du problème sont considérées sur ∂Ω ∩ ΓI . Par ailleurs,
la zone de contact du RID, notée ΓC

A, est définie telle que :

ΓC
A = ΓC ∩ ∂ΩA. (1.40)

Sur ΓI\∂Ω des conditions dites de pseudo-Dirichlet sont appliquées. La méthode HHR cherche
alors la solution du champ de déplacements dans l’espace d’approximation réduit :

VHR,ΩA
= {rΩA

(u0) + r̃ΩA
(uIHR) + u0HR | u0HR ∈ V0

HR,ΩA
} (1.41)

avec rΩA
(u0) la restriction au RID du relèvement de u0 (défini en (1.7)) et r̃ΩA

(uIHR) le
relèvement de la valeur Dirichlet uIHR sur l’interface ΓI du RID. La valeur de uIHR reste
inconnue, une définition implicite de ce dernier relèvement est donné par la méthode d’hyper-
réduction avec RID [Ryckelynck, 2009] :

r̃ΩA
(uIHR)(x) =

ℓ∑
k=1

ψB
k (x)γ

B
k , ∀x ∈ Ω (1.42)
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associée à une relation de fermeture γBk = γk, k ∈ [[1,ℓ]] afin de pouvoir résoudre le problème.
Ainsi sur ΓI , on a une condition de pseudo-Dirichlet. La solution HHR est alors dans l’espace
d’approximation réduit :

ṼRB = {v = rΩA
(u0) + vRB, tel que vRB ∈ VRB} (1.43)

L’espace des fonctions tests est V0
HR,ΩA

qui est cinématiquement admissible.

Nous avons donc un modèle réduit en formulation Petrov-Galerkin pour la variable pri-
male, puisque l’espace des fonctions tests et l’espace des fonctions solutions n’est pas le même.
L’espace dual d’approximation réduit est défini tel que :

W+
h,ΩA

= V ect+({ξi}i∈Aλ
) (1.44)

dont la dimension correspond au cardinal de Aλ noté NC
λ .

En prenant en compte l’appariement nœud-à-nœud du contact (ou obstacle) et le choix de
RID (i.e. chaque point de contact potentiel du RID a également son vis-à-vis dans le RID)
nous pouvons écrire l’affirmation suivante :

∄j ∈ Aλ tel que b(φi, ξj) ̸= 0 pour un i /∈ A (1.45)

autrement formulé, l’application b(., .) ne connecte pas Aλ à un degré de liberté en dehors de
A.

Avec les notations introduites, le problème hyper-réduit hybride peut être formulé :
Trouver (uHR, λHR) ∈ ṼRB ×W+

h,ΩA
tel que

aΩA
(uHR, vHR) + bΩA

(vHR, λHR) = lΩA
(vHR), ∀vHR ∈ V0

HR,ΩA

bΩA
(uHR, qHR − λHR) ≤ gΩA

(qHR − λHR), ∀qHR ∈ W+
h,ΩA

(1.46)

Avec aΩA
(., .), bΩA

(., .), lΩA
(.) et gΩA

(.) la restriction des applications a(., .), b(., .),l(.) et g(.)
(respectivement) au RID.
Similairement au problème (1.19), le problème (1.46) est de type point-selle, il est donc éga-
lement soumis à la condition nécessaire inf-sup/LBB introduite dans la section 1.2.3. Par la
formulation de Petrov-Galerkin sur la variable primale, l’application bΩA

(., .) est projetée une
fois sur V0,ΩA

HR et appliquée une fois sur ṼRB. Dans le cas de l’appariement nœud-à-nœud et
du choix fait sur le RID, la propriété (1.45) nous indique cependant que l’application bΩA

(., .)
n’est pas affectée par la projection de Petrov-Galerkin. Cette propriété nous donne en effet :

bΩA
(uHR, ηHR) = bΩA

(u0HR, ηHR), ∀ηHR ∈ W+
h,ΩA

, (1.47)

avec u0HR ∈ V0
HR,ΩA

introduit dans (1.41). Par conséquent, le problème (1.46) est de type
point-selle symétrique par bloc. La condition inf-sup/LBB du modèle HHR s’écrit donc :

∃β1, 0 < β1 ≤ βHR = inf
qHR∈Wh,ΩA

sup
vHR∈V0

HR,ΩA

bΩA
(vHR, qHR)

||vHR||V ||qHR||W
, (1.48)

et qui porte uniquement sur l’espace primal des fonctions test.

Nous allons à présent détailler la construction de la BR primale et du RID pour la méthode
HHR, ainsi que la formulation matricielle du problème (1.46).
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1.4.2 Construction de la base réduite primale

Nous considérons un espace paramétrique P du problème de contact (1.19) et un espace
d’entraînement Ptr. = {µ1, . . . , µNs} contenant Ns valeurs de paramètres µ pour lesquels nous
résolvons le problème haute-fidélité. Les solutions primales pour chaque valeur de paramètre
constituent notre base de données et sont conservées dans la matrice des snapshots des dé-
placements, notée Su ∈ RN×Ns .

Une décomposition en valeurs singulières (SVD) est opérée sur les matrices des snapshots :

Su = VuΣuW
T
u , (1.49)

avec Vu ∈ RN×N , Wu ∈ RNs×Ns les matrices orthogonales des vecteurs singuliers à gauche et
à droite (respectivement). La matrice des valeurs singulières Σu ∈ RN×Ns s’écrit :

Σu =

(
Du 0

0 0

)
, avec Du = diag(σ1, . . . , σd) ∈ Rd×d, t.q. σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σd (1.50)

Une troncature de rang p de la SVD sur Su s’écrit :

Sp
u = Vu[:, 1 : p]Σu[1 : p, 1 : p]WT

u [1 : p, :] (1.51)

On peut caractériser l’erreur d’approximation de Sp
u sur Su par :

E(p) = ||Su − Sp
u||F =

∑p
i=1 σ

2
i∑d

i=1 σ
2
i

= 1−
∑d

i=p+1 σ
2
i∑d

i=1 σ
2
i

(1.52)

avec ||.||F la norme de Frobenius. En s’appuyant sur (1.52) on construit la BR primale en
prenant la troncature d’ordre ℓ de la matrice Vu telle que pour un seuil ϵ fixé :

ℓ = argmin
p∈N

(E(p) ≥ 1− ϵ) ou

∑d
i=p+1 σ

2
i∑d

i=1 σ
2
i

< ϵ (1.53)

La matrice de la BR primale s’écrit :

V = Vu[:, 1 : ℓ] ∈ RN×ℓ (1.54)

1.4.3 Construction du domaine d’intégration réduit

La construction du RID suit la méthode proposée par [Ryckelynck, 2009 ; Fauque et al.,
2018] reposant sur la DEIM [Chaturantabut et Sorensen, 2010]. L’algorithme DEIM (cf. Al-
gorithme 1.2) est d’abord appliqué à la BR primale (cf. (1.54)), et retourne un ensemble de
points d’interpolation L tel que card(L) = ℓ. Au sens mathématique, l’algorithme DEIM
choisit les nœuds qui minimisent le résidu de projection de V sur V [L, :]. L’algorithme DEIM
permet également de s’assurer que la restriction de la BR aux indices des points d’interpo-
lation V [L, :] est une matrice de rang plein en colonnes, permettant de conserver le fait que
V soit une base. De plus, l’algorithme garantit ainsi que la restriction de la BR à n’importe
quelle extension de la liste d’indices L reste une base. Cette propriété permet d’étendre l’en-
semble L en y ajoutant d’autres points d’interpolation.
Nous pouvons définir une liste d’indice L2 dans laquelle nous incluons des nœuds non sélec-
tionnés à ajouter. Par exemple, des nœuds sur des zones d’intérêts afin de prendre en compte
les conditions aux limites du problème peuvent être inclus dans L2. Dans le cas des problèmes
de contact, et lorsque cela est nécessaire, il est possible d’élargir le RID pour traiter suffisam-
ment de point de contact potentiels. La liste L2 peut également être élargie pour s’assurer
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Algorithme 1.2 : Algorithme DEIM
Entrées : matrice de base réduite ordonnée (cf. POD) V = [v1, . . . , vℓ] ∈ RN×ℓ

Sorties : ensemble d’indices de nœuds du maillage L, tel que card(L) = ℓ
Initialisation : i1 = argmax(|v1|);
L = {i1}, Ṽ = V [:, 1], P = [ei1 ];
pour k = 2, . . . , ℓ faire

résoudre PTṼ x = PTvk pour x ∈ Rk−1 ;
r = vk − Ṽ x;
ik = argmax(|r|);
L = {L, ik}, Ṽ = V [:, 1 : k], P = [Peik ];

du bon traitement des conditions de contact. Par exemple, le choix que nous avons fait sur
le RID en section 1.4.1 d’élargir le RID pour pouvoir calculer le jeu initial pour chaque point
du RID rentre dans ce cas de figure. La sélection des points d’interpolation peut être réali-
sée en utilisant l’algorithme DEIM sur une BR duale POD. La BR duale POD est utilisée
uniquement pour la construction du RID. L’avantage d’utiliser une DEIM sur une base POD
duale est que les ddls séléctionnés seront localisés sur la surface de contact et que nous uti-
lisons les informations contenues dans les snapshots. Des extensions avec l’algorithme DEIM
sur d’autres bases POD ont déjà été proposées dans [Ryckelynck, 2009] (base POD sur les
contraintes ou déformations par exemple).

Avec les listes L et L2, le RID est défini par :

ΩA =
⋃
i∈L

supp(φi) ∪
⋃
j∈L2

supp(φj) (1.55)

où supp(φi) le support de la fonction de forme EF φi. Les ensembles A (cf. (1.35)) et Aλ

(cf. (1.36)) peuvent ainsi être construits.

1.4.4 Construction de la base duale du modèle HHR

Une fois le RID construit et l’ensemble Aλ défini, la base duale du modèle HHR est définie
comme la restriction de la base duale EF aux DDLs duaux de Aλ. La base duale du modèle
HHR s’écrit :

(Vλ)ij =

{
δij ,

0 sinon ,
i ∈ [[1,Nλ]], j ∈ Aλ. (1.56)

La base duale du modèle HHR est de dimension Vλ ∈ RNλ×NC
λ mais elle peut être comparée à

un opérateur de restriction de la base duale EF qui projette uniquement sur les ddls duaux de
Aλ. Par conséquent, seules NC

λ = card(Aλ) fonctions de formes duales EF sont considérées,
d’où l’ordre duale réduit du modèle HHR. En pratique cette base n’apparaît pas dans les
formulation matricielle du modèle HHR car la base duale EF est déjà présente dans les matrices
EF. Ainsi, seule la restriction à Aλ apparaît.
C’est ce choix de base duale EF restreinte dans le modèle réduit qui procure le nom de
"hybride" à la méthode. En fait le modèle HHR s’appuie sur une base POD pour la variable
primale et une base local EF pour la variable duale.
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1.4.5 Le problème HHR

Connaissant la BR primale V et le RID, il est possible d’obtenir la formulation matricielle
du problème (1.46). Il s’agit de projeter la première ligne de (1.21) sur V [A, :] et de restreindre
la seconde ligne à Aλ. En posant pour la solution primale uHR = V γ et restreignant la solution
duale à Aλ (DDLs duaux du RID), le problème HHR s’écrit :

Trouver (γ,ΛHR[Aλ]) ∈ Rℓ × RNC
λ

+ tel que

V T[A, :]KV γ + V T[A, :]BT[Aλ, :]ΛHR[Aλ] = V T[A, :]F
B[Aλ, :]V γ ≤ D[Aλ]

ΛHR[Aλ]
T(B[Aλ, :]V γ −D[Aλ]) = 0

(1.57)

En utilisant la nature creuse des matrices EF et le fait que la matrice B soit définie uniquement
sur les DDLs de la frontière de contact, nous pouvons restreindre le problème (1.57) à certaines
lignes et colonnes. Pour cela nous définissons les ensembles suivants :

Ac = {i ∈ A | ∃j ∈ Aλ t.q. Bji ̸= 0} ⊂ A, (1.58)

I = {j ∈ [[1,N ]], j /∈ A | ∃i ∈ A tel que Kij ̸= 0} (1.59)

Ac est l’ensemble des DDLs de A connectés à Aλ via B et I est l’ensemble des DDLs de
l’interface du RID ΓI . La propriété (1.45), établie pour les appariements de contact nœud-à-
nœud ou de type obstacle, est équivalente en formulation matricielle à :

∄j ∈ Aλ tel que (B[Aλ, :]V )ji ̸= 0 pour un i /∈ Ac (1.60)

Avec ces ensembles et la propriété (1.60), nous pouvons écrire le problème HHR tel que :
Trouver (γ,ΛHR[Aλ]) ∈ Rℓ × RNC

λ
+ tel que

V T[A, :]K[A,A ∪ I]V [A ∪ I, :]γ + V T[Ac, :]B
T[Aλ,Ac]ΛHR[Aλ] = V T[A, :]F
B[Aλ,Ac]V [Ac, :]γ ≤ D[Aλ]

ΛHR[Aλ]
T(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]γ −D[Aλ]) = 0

(1.61)

Le modèle réduit (1.61) respecte toutes les conditions de contact (non projetées) à l’inté-
rieur du RID. Le respect de la condition de complémentarité découle de la troisième ligne de
(1.61). Le modèle implique que B[Aλ,Ac]V [Ac, :]γ−D[Aλ] est négatif ou nul et que ΛHR[Aλ]
est positif. De plus la troisième ligne indique que la somme
ΛHR[Aλ]

T(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]γ−D[Aλ]) est nulle, cela implique que chaque terme est nul, i.e. :

ΛHR[Aλ]⊙ (B[Aλ,Ac]V [Ac, :]γ −D[Aλ]) = 0 (1.62)

avec ⊙ le produit terme à terme.

Comme pour le problème EF (1.21), la formulation (1.61) est un problème de point-selle
symétrique par bloc. En posant :

K̃ = V T[A, :]K[A,A ∪ I]V [A ∪ I, :],
B̃ = B[Aλ,Ac]V [Ac, :],

(1.63)

nous pouvons le constater en écrivant la matrice par bloc associée au système (1.61) :(
K̃ B̃

T

B̃ 0

)
, (1.64)
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même si K̃ est non symétrique (cf. Petrov-Galerkin), cette matrice est symétrique par bloc.

Dans [Fauque et al., 2018], il a également été démontré que la formulation HHR (1.61) en
appariement nœud-à-nœud est consistante avec la formulation EF si la condition inf-sup/LBB
est vérifiée. En formulation matricielle, la condition inf-sup/LBB est traduite par la nécessité
d’avoir la matrice B[Aactif

λ ,Ac]V [Ac, :] de rang plein en ligne, avec Aactif
λ l’ensemble des ddls

de Aλ pour lesquels le statut de contact est actif. Cette matrice permet d’écrire la relation :

B[Aactif
λ ,Ac]V [Ac, :]γ = D[Aactif

λ ]. (1.65)

La condition de solvabilité s’écrit alors :

rang(B[Aactif
λ ,Ac]V [Ac, :]) = card(Aactif

λ ) (1.66)

L’ensemble Aactif
λ est inconnu a priori (il est déterminé par les itérations de l’algorithme des

statuts). Par conséquent, dans ce manuscrit nous considérons une condition inf-sup/LBB plus
forte qui porte sur l’ensemble Aλ :

rang(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]) = card(Aλ) = NC
λ (1.67)

Par la suite, toute référence à la condition inf-sup/LBB matricielle fait référence à la condition
(1.67) sur Aλ.
Lorsque la condition inf-sup/LBB n’est pas respectée initialement par le problème HHR,
il a été proposé dans [Fauque et al., 2018] d’enrichir la BR primale par des fonctions de
forme EF associées aux nœuds de ΓC

A (1.40) dans le but d’augmenter le rang de la matrice
B[Aλ,Ac]V [Ac, :]. La BR primale devient :

V =

(
V | IN

[
:,LC

])
, (1.68)

avec LC un ensemble d’indices associés aux nœuds de la surface de contact potentielle du RID.
Nous avons LC ⊆ Ac, et card(LC) = me. La base réduite primale enrichie V est composée de
ℓ = ℓ+me vecteurs colonnes, ℓ vecteurs POD et me vecteurs EF. Par conséquent, le modèle
HHR devient alors également une méthode hybride pour la solution primale.

1.4.6 Reconstruction de la solution duale en dehors du RID

La solution primale du modèle HHR peut être obtenue sans difficulté sur le maillage
complet à l’aide de la BR primale POD, en posant :

UHR = V γ (1.69)

Il est possible que la solution primale reconstruite ne respecte pas toutes les conditions de
contact en dehors du RID, en particulier il est possible d’avoir BUHR > D.
Le modèle HHR (1.61) permet d’obtenir des solutions duales uniquement à l’intérieur du RID
sur Aλ car il n’y a pas de base réduite duale pour la reconstruction en dehors du RID. Il
est cependant possible de post-traiter les multiplicateurs obtenus sur le RID pour obtenir une
solution duale reconstruite comme proposé dans [Fauque et al., 2018]. En utilisant une matrice
de snapshots duaux Sλ ∈ RNλ×NS telle que les NS colonnes soit linéairement indépendantes
et NS ≤ Nλ + NC

λ (pour que le problème de minimisation ne soit pas sur-contraint), la
reconstruction cherche des coefficients sous contrainte de positivité (cf. condition de non-
adhésion) tout en minimisant la condition de complémentarité et l’erreur avec la solution
HHR duale ΛHR[Aλ] obtenue sur le RID.
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La reconstruction se fait en résolvant le problème de minimisation suivant :

min
γλ≥0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ( Sλ[Aλ, :]

[D −BUHR]+ ⊙ Sλ

)
γλ −

(
ΛHR[Aλ]

0

) ∣∣∣∣∣∣∣∣2
2

, (1.70)

avec (UHR,ΛHR[Aλ]) la solution du problème HHR, ⊙ le produit terme à terme et [.]+ la
partie positive. La solution duale reconstruite en dehors de Aλ est définie par :

Λ[[[1,Nλ]]\Aλ] = Sλ[[[1,Nλ]]\Aλ]γλ (1.71)

En pratique le problème (1.70) est résolu par la méthode des moindres carrés non-négatifs
(NNLS : Non Negative Least Squares en anglais), pour s’assurer que les coefficients γλ soit
positifs.

1.4.7 Indicateur d’erreur du modèle HHR

En réduction d’ordre de modèle, un indicateur d’erreur permet d’approcher l’erreur du
modèle réduit vis à vis du FOM sans avoir à résoudre le FOM. Les indicateurs d’erreurs sont
très souvent utilisés pour améliorer les modèles réduits notamment en permettant de bien sé-
lectionner les snaphots composant l’espace d’entraînement Ptr (i.e. sélectionner les snapshots
permettant d’obtenir la meilleure BR possible).

Dans ce travail, nous pourrons utiliser un algorithme glouton (cf. Algorithme 1.3) cou-
plé à un indicateur d’erreur pour sélectionner les snapshots. L’algorithme glouton mini-
mise/maximise une quantité en faisant le meilleur choix localement à chaque itération. Pour
l’utiliser pour la sélection des snapshots, nous donnons en entrées une grille de paramètres
potentiels Pgrid ⊂ P, un nombre maximal de snapshots à sélectionner, un seuil de tolérance
ηmaxi et un indicateur d’erreur η. Il est également nécessaire de construire un premier modèle
HHR à partir de quelques snapshots pre-sélectionnés. A chaque itération, l’indicateur prédit
l’erreur du modèle HHR pour tous les paramètres de Pgrid. L’algorithme sélectionne le para-
mètre qui présente la plus grande erreur et un nouveau modèle HHR est construit à partir de
l’espace d’entraînement mis à jour. Lorsque les erreurs du modèle pour tous les paramètres
de Pgrid sont en dessous du seuil de tolérance ou que le nombre maximal de snapshots est
atteint, l’algorithme s’arrête.

Algorithme 1.3 : Algorithme glouton pour la sélection des snapshots
Entrées : Nombre maximum de snapshots Nmax, seuil de tolérance ηmax, ensemble

des paramètres d’entraînement Pgrid, indicateur d’erreur η
Sorties : Ensemble des paramètres sélectionnés Psnap

N = 0 ;
Psnap = ∅ ;
tant que N < Nmax faire

pour µ ∈ Pgrid\Psnap faire
calculer η(µ) ;

µmax = argmax
µ∈Pgrid\Psnap

(η(µ)) ;

Psnap = [Psnap µmax] ;
si ηmax > η(µmax) alors

arrêt de l’algorithme ;

N = N + 1 ;
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Dans [Fauque et al., 2018], un indicateur d’erreur pour la méthode HHR a été développé,
il se base sur la résolution d’un problème EF sur le RID, moins coûteux en temps de calcul
que le problème EF sur tout le domaine. Pour une valeur de paramètre donnée µ ∈ P, une
condition aux limites de Dirichlet sur l’interface I du RID est interpolée à partir des snapshots
déjà calculés de l’espace d’entraînement Psnap :

Ũ(µ)[I] =
∑

ρ∈Psnap

αρ(µ)U(ρ)[I], (1.72)

avec αρ(µ) les coefficients d’interpolation obtenus par interpolation multilinéaire. Pour respec-
ter les conditions de contact dans le RID, lorsque l’interpolation ne permet pas de vérifier la
non-pénétration, on impose un jeu nul. Un problème de contact EF restreint au RID est résolu
avec cette condition aux limites pour obtenir la solution (Ũ [A], Λ̃[Aλ]). L’indicateur d’erreur
est alors défini comme l’erreur relative entre la solution HHR et la solution (Ũ [A], Λ̃[Aλ]) pour
des normes données :

η(µ) = ηu(µ) + ηλ(µ)

ηu(µ) =
||(UHR − Ũ)(µ)[A]||

||Ũ(µ)[A||

ηλ(µ) =
||(Λ− Λ̃)(µ)[Aλ]||

||Λ̃(µ)[Aλ]||

(1.73)

L’application de cet indicateur reste limité par les performances de l’interpolation mul-
tilinéaire (à la fois en temps de calcul et en précision). Notamment, plus la dimension de
l’espace paramétrique augmente, plus cette interpolation peut devenir coûteuse. On rejoint
ici la notion de malédiction de la dimension ou curse of dimensionality en anglais, courante
en réduction d’ordre de modèles.

1.5 Cas tests d’applications numériques

Dans cette section nous introduisons les cas tests d’applications numériques qui serviront
dans la suite de ce mémoire. Nous présentons les modèles EF qui servent à la construction
des bases de données de solution (snapshots) et dont les solutions seront considérées comme
solution de référence pour le calcul des erreurs.

Le solveur utilisé pour les systèmes utilisés dans ce manuscrit est le solveur EF du CEA
Cast3M [Cast3M]. Les résolutions sont toutes réalisées en locale sur une unité centrale dotée
d’un processeur intel i7.

1.5.1 Demi-disques de Hertz en contact

Ce cas test académique décrit dans [Benaceur et al., 2020], est un cas test classique repre-
nant la théorie de Hertz [Hertz, 1882] permettant de tester la potentialité des méthodes dans
le cas des zones de contact tendues. On considère deux demi-disques en 2D de rayon R = 1m.
Les deux disques sont séparés d’un jeu initial de d = 0.1m à leurs points les plus proches.
Les deux objets sont élastiques et ont les mêmes caractéristiques matérielles, un module de
Young à E = 15 Pa et un coefficient de Poisson ν = 0.35.
Les bords horizontaux sont soumis à des conditions de Dirichlet telles que ux = 0, uy = −µ/2
pour le bord supérieur et uy = µ/2 pour le bord inférieur. Il s’agit d’un cas test avec un seul
paramètre, µ ∈ P = [0.15, 0.45] (m). Le maillage est en appariement nœuds-à-nœuds sur la
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surface de contact (maillages concordants). Le modèle EF est construit sur un maillage de
678 nœuds qui contient 55 relations de contact. Le maillage EF contient 1214 éléments . Le
modèle EF a donc un ordre primal de N = 1356 et dual de Nλ = 55. Le maillage EF pour
ce cas test est représenté sur la figure 1.14a, et la déformation obtenue pour une valeur de
paramètre de µ = 0.30 (m) est représentée sur la figure 1.14b.

 (a) Maillage EF à l’état initial. (b) Déformation obtenue avec la solution EF
pour µ = 0.3.

Figure 1.14 – Configuration EF du cas test des deux demi-disques de Hertz. N = 1356
Nλ = 55

1.5.2 Interaction pastille-gaine en axisymétrique

Ce cas test, introduit dans [Liu et al., 2017], est issu de la modélisation du combustible
nucléaire. Il est utilisé pour modéliser l’interaction pastille-gaine. Le cas test considère une
pastille et la partie de gaine l’entourant. Il s’agit d’un cas test en 2D axisymétrique (2Drz),
cf. figure 1.4. La géométrie du cas test est présentée par la figure 1.15a. Les deux matériaux
suivent une loi de comportement élastique isotrope, le combustible a un module de Young de
E = 190GPa et un coefficient de Poisson de ν = 0.3, la gaine quant à elle a un module de Young
de E = 78GPa et un coefficient de Poisson de ν = 0.34. Le jeu initial entre les deux objets
est de d = 2µm. Les deux objets sont mis en contact en appliquant sur l’extérieur de la gaine
une pression P1 sur une hauteur h1. Ces deux paramètres varient dans l’espace paramétrique

P défini par P1 ∈ [5, 200]MPa et h1 ∈ [0.6, 6]mm, ainsi µ =

(
P1

h1

)
. Une condition de Dirichlet

impose un déplacement vertical nul (uz = 0) en haut du combustible et en haut et en bas de
la gaine. Le déplacement vertical en bas de la pastille est contraint par la condition uz ≥ 0.
Ce cas test présente une forte variation des pressions de contact possible (de par la variation
de P1) et une forte de variation de la surface de contact active possible (liée à la hauteur
d’application h1 de la pression). En appariement nœud à nœud, le modèle EF est construit
sur un maillage de 6800 éléments, 6000 pour le combustible et 800 pour la gaine. Ce maillage
comprend 7070 nœuds, 6161 pour le combustible et 909 pour la gaine (cf. figure 1.15b). Il y
a 101 relations de contact. L’ordre primal du modèle est donc de N = 14140 et l’ordre dual
Nλ = 101. Le changement de maillage pour l’appariement nœud-à-surface sera explicité dans
le chapitre 5.
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(a) Géométrie du cas test. (b) Maillage EF à l’état initial. N = 14140
Nλ = 101

Figure 1.15 – Configuration du cas test d’interaction pastille gaine (IPG).

1.6 Objectifs principaux de la thèse

Afin de pouvoir accélérer les temps de simulation du comportement mécanique du com-
bustible nucléaire au sein de la plateforme PLEIADES, composant qui représente une part
significative du temps de calcul total du couplage multiphysique (cf. section 1.1.3), nous vou-
lons développer un modèle d’ordre réduit. Dans [Fauque et al., 2018 ; Fauque de Maistre,
2018], le modèle hyper-réduit hybride a été introduit pour traiter des problèmes mécaniques
avec contact sans frottement. Ce modèle réduit considérait des conditions de contact en appa-
riement nœud-à-nœud (ou de type obstacle). Sa capacité à réduire efficacement des problèmes
de contact a été démontrée, notamment en comparant sa précision avec un modèle d’ordre
réduit utilisant une base réduite NNMF [Fauque de Maistre, 2018]. Des interrogations quant
à la capacité du modèle réduit à traiter des problèmes présentant de larges variations de la
zone de contact ou de la pression de contact avaient été soulevées dans [Fauque de Maistre,
2018].

Le premier objectif de la thèse est d’analyser théoriquement l’erreur du modèle hyper-
réduit HHR vis-à-vis du modèle EF (chapitre 2) afin de contrôler l’erreur a priori et a poste-
riori commise par l’approximation HHR et permettre d’identifier ses forces et ses limites.

Un deuxième objectif est d’améliorer les performances numériques de la méthode HHR, en
s’intéressant particulièrement aux précisions duales pour des problèmes présentant de larges
variations de la zone de contact ou de la pression de contact (cf. chapitres 3 et 4).

Par ailleurs, un enjeu important de la thèse est d’étendre l’application du modèle HHR à
des maillages de contact non-condordants (chapitre 5). Ce type de maillage permet de traiter
des géométries ou configurations plus complexes.
Enfin, nous avons pour objectif d’appliquer le modèle HHR développé pour les appariements
nœud-à-surface à des problèmes de contact sur maillage non concordants avec matériaux
non-linéaires (chapitre 6).





Chapitre 2

Analyse théorique du modèle HHR

Dans ce chapitre nous étudions l’erreur du modèle hyper-réduit hybride (HHR) vis-à-vis
du modèle EF dans le contexte général des inégalités variationnelles traitées par la méthode
des multiplicateurs de Lagrange. Nous allons introduire et démontrer des bornes d’erreurs a
priori et a posteriori. Des exemples issus de la mécanique du contact permettront d’illustrer
numériquement les estimations obtenues.
Ce travail a été présenté lors d’une communication orale à ICCCM2023 [Le Berre et al., 2023a].
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Pour être le plus général possible, ce chapitre est autoporteur dans ses définitions. Les mo-
dèles, espaces, applications et constantes sont définis. Cela permet de considérer une inégalité
variationnelle abstraite qu’on pourrait rencontrer dans différents domaines (torsion élasto-
plastique [Glowinski, 1984], mécanique du contact [Duvaut et Lions, 1976], en finance [Ito
et Kunisch, 2006], ...). De plus, afin de simplifier l’étude et les preuves, et dans ce chapitre
uniquement, nous considérons, sans perte de généralité, un problème fort où la condition de
Dirichlet est homogène (soit dans (1.1) u0 = 0).
Nous focaliserons les vérifications numériques des bornes sur des problèmes de mécanique
du contact. Par ailleurs, ces cas tests numériques comportant des conditions aux limites de
Dirichlet non homogènes, permettront de constater que l’hypothèse simplificatrice dans les
preuves est sans perte de généralité.

Nous commençons par définir les différents modèles en section 2.1, avant de démontrer des
bornes d’erreurs a priori pour le modèle HHR en section 2.2. Les estimations a posteriori ainsi
qu’un nouvel indicateur d’erreur sont introduites en section 2.3. La section 2.4 concerne l’étude
de la dissimilarité des espaces d’approximation en métrique chordale. Une discussion sur la
condition inf-sup/LBB est proposée en section 2.5. Pour finir, des vérifications numériques
sur les deux cas test introduits au chapitre 1 (section 1.5) sont réalisées en section 2.6 pour
les différentes estimations d’erreurs.

2.1 Modèles

2.1.1 Inégalité variationnelle et modèle continu

Soit Ω ⊂ Rm un domaine spatial ouvert borné (m la dimension), de bordure ∂Ω. Nous
désignons par V, W deux espaces de Hilbert séparables. L’espace W+ ⊂ W est un cône
convexe fermé et non vide inclus dans W. Soient a : V × V → R une application bilinéaire
continue, l : V → R une forme linéaire continue, b : V × W → R, une application bilinéaire
continue, et g : W → R une forme linéaire continue.

Les applications a(., .), b(., .), l(.), et g(.) peuvent être dépendantes d’un (ou plusieurs)
paramètre qui n’est pas explicitement écrit dans les formulations pour alléger les notations.
Les normes induites sur V et W sont notées de façon générique ||.|| pour éviter d’alourdir
la notation. L’espace associé aux normes est implicite en fonction de la variable considérée
(primale ou duale). Quand aucune indication n’est donnée les normes sont sur le domaine
spatial complet (Ω). La notation ||.||ΩA

indique que la norme est restreinte au domaine spatial
ΩA. Nous focalisons notre attention sur des problèmes d’inégalités variationnelles qui peuvent
être traités par la méthode des multiplicateurs de Lagrange, menant à des problèmes sous
formulation faible mixte (primale-duale) [Duvaut et Lions, 1976 ; Kikuchi et Oden, 1987] tels
que : 

Trouver (u, λ) ∈ V×W+ tel que :
a(u, v) + b(v, λ) = l(v), ∀v ∈ V,

b(u, q − λ) ≤ g(q − λ), ∀q ∈ W+.

(2.1)

Nous supposons que le problème (2.1) est bien posé. Nous n’explicitons pas les conditions
nécessaires pour cela dans le cas continu mais elles se trouvent dans la littérature [Brezzi,
1974 ; Kikuchi et Oden, 1987], et seront détaillées dans le cas discret en section 2.1.2. Une
propriété importante de la formulation mixte est la condition de complémentarité des solutions
primale et duale :

b(u, λ) = g(λ) (2.2)
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Cette condition est obtenue à partir du problème (2.1) en prenant q = 0 et q = 2λ dans la
seconde équation. Elle reste vraie pour les modèles discrets et nous y feront référence en tant
que "complémentarité" quand nécessaire. Nous définissons :

Z = {v ∈ V | b(v, q) ≤ g(q) ∀q ∈ W+}, (2.3)
K = Ker(b,V,W) = {v ∈ V | b(v, q) = 0 ∀q ∈ W}. (2.4)

Le problème (2.1) induit que u ∈ Z, la solution primale, est aussi solution [Brezzi et al., 1978]
de :

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ K. (2.5)

Remarque : La formulation (2.5) sera déclinée en diverses versions discrètes dans la suite
de ce chapitre. Que ce soit ici, ou pour les versions discrètes, les démonstrations suivantes ne
nécessitent pas l’équivalence des problèmes (2.1) et (2.5) mais juste l’implication de (2.5) par
(2.1).

2.1.2 Modèle élément fini

Soit Vh ⊂ V un sous-espace de dimension finie de V obtenu avec la méthode des éléments
finis (EF), tel que Vh = V ect({φi}Ni=1) avec N le nombre de degrés de libertés primaux et
φi les fonctions de forme de Lagrange (i.e. à support compact). Soit Wh ⊂ W le sous-espace
de dimension finie de W obtenu avec la méthode EF, tel que Wh = V ect({ξj}Nλ

j=1) avec
Nλ le nombre de degrés de libertés duaux et ξj les fonctions de forme duales de Lagrange.
L’espace dual EF du cône convexe W+

h ⊂ W+ est engendré par W+
h = V ect+({ξj}Nλ

j=1) (pour
rappel, V ect+ indique que la combinaison linéaire est restreinte à des coefficients non-négatifs).
L’approximation EF de la solution du problème (2.1) est la solution du problème (2.6) dit de
haute fidélité : 

Trouver (uh, λh) ∈ Vh×W+
h t. q.

a(uh, vh) + b(vh, λh) = l(vh) ∀vh ∈ Vh,

b(uh, qh − λh) ≤ g(qh − λh), ∀qh ∈ W+
h .

(2.6)

Nous supposons que la discrétisation EF respecte les conditions nécessaires à l’existence et
l’unicité de la solution [Babuška, 1973 ; Brezzi, 1974] reposant sur la (bi)linéarité et la conti-
nuité des applications a(., .), b(., .), l(.) et g(.), ainsi que sur la coercivité de a(., .) et le respect
de la condition inf-sup/LBB sur b(., .). Nous introduisons les notations suivantes :

Continuité de a(., .) : |a(vh, wh)| ≤Ma||vh||||wh|| ∀vh, wh ∈ Vh, Ma > 0 (2.7)
Continuité de b(., .) : |b(vh, qh)| ≤Mb||vh||||qh|| ∀(vh, qh) ∈ Vh ×Wh, Mb > 0 (2.8)

Coercivité de a(., .) : a(vh, vh) ≥ α||vh||2 ∀vh ∈ Vh, α > 0 (2.9)

inf-sup/LBB : ∃β0 > 0, β0 ≤ βh := inf
qh∈Wh
qh ̸=0

sup
vh∈Vh
vh ̸=0

b(vh, qh)

||vh||||qh||
(2.10)

Nous définissons les formes discrètes de Z éq. (2.3) et K éq. (2.4) par :

Zh = {vh ∈ Vh | b(vh, qh) ≤ g(qh), ∀qh ∈ W+
h }, (2.11)

Kh = Ker(b,Vh,Wh) = {vh ∈ Vh | b(vh, qh) = 0 ∀qh ∈ Wh}. (2.12)

Pour un problème (2.6) bien posé, la théorie de Brezzi [Brezzi et al., 1978] prouve que l’espace
Zh n’est pas vide.
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Remarque : Rigoureusement, la condition de coercivité (2.9) est plus forte que ce qui est
strictement nécessaire mathématiquement pour l’existence et l’unicité de la solution du pro-
blème (2.6). La version suffisante de la condition porte sur la coercivité de l’application a sur
le noyau Kh.

De façon similaire au modèle continu, la solution primale du problème (2.6), uh ∈ Zh est
également solution de :

a(uh, vh) = l(vh), ∀vh ∈ Kh. (2.13)

2.1.3 Modèle élément fini en configuration de décomposition de domaine

Soit ΩA un sous-domaine spatial donné de Ω. Le sous-domaine ΩA ⊂ Ω est aussi un
ouvert borné de bordure ∂ΩA. Le sous-domaine ΩB est le complémentaire de ΩA tel que
Ω = ΩA ∪ΩB et ΓI = ΩA ∩ΩB est l’interface géométrique entre les deux sous-domaines. Les
espaces Vh,ΩA

, Wh,ΩA
et W+

h,ΩA
sont les espaces Vh, Wh et W+

h (respectivement) restreints à
ΩA. Nous définissons les espaces fonctionnels suivant sur ΩA :

V0
h,ΩA

= {vh ∈ Vh,ΩA
| vh = 0 sur ΓI}, (2.14)

Ṽh,ΩA
= {vh ∈ Vh,ΩA

| vh = uDh sur ΓI}, (2.15)

avec uDh la valeur Dirichlet imposée sur ΓI .

ΩA

ΩB

ΩA ∩ ΩB

ΓC
A

ΓC
1ΓC

2

Ω1

Ω2

Figure 2.1 – Schéma d’un do-
maine ΩA pour des problèmes de
contact issu de [Fauque de Maistre,
2018].

Nous définissons alors le problème EF suivant sur ΩA :
Trouver (u0h,ΩA

, λh,ΩA
) ∈ V0

h,ΩA
×W+

h,ΩA
t. q.

aΩA
(rΩA

(uDh ) + u0h,ΩA
, vh) + bΩA

(vh, λh,ΩA
) = lΩA

(vh) ∀vh ∈ V0
h,ΩA

,

bΩA
(rΩA

(uDh ) + u0h,ΩA
, qh − λh,ΩA

) ≤ gΩA
(qh − λh,ΩA

), ∀qh ∈ W+
h,ΩA

,

(2.16)

avec aΩA
(., .), bΩA

(., .), lΩA
(.) et gΩA

(.) les applications a(., .), b(., .), l(.) et g(.) (respective-
ment) où l’intégration est restreinte à ΩA. On désigne par rΩA

(uDh ) le relèvement de uDh sur
ΩA tel que rΩA

(uDh ) ∈ Ṽh,ΩA
.

La solution primale uh,ΩA
du problème (2.16) s’écrit :

uh,ΩA
(x) = rΩA

(uDh )(x) + u0h,ΩA
(x), ∀x ∈ ΩA. (2.17)

Lemme 1 Quand ΩA est dans une configuration conforme d’un point de vue "décomposition
de domaine" (i.e. le maillage de ΩA est porté par le maillage de Ω et la bordure ΩA est
bien fermée par des conditions aux bords), si uDh = uIh (avec uIh = uh|ΓI

la solution EF du
problème (2.6) restreinte à l’interface ΓI), alors les solutions des problèmes (2.6) et (2.16)
sont équivalentes sur ΩA, c’est à dire :

uh,ΩA
= uh|ΩA

(2.18)
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Preuve : La preuve du Lemme 1 est similaire à celle s’appuyant sur le problème de transmis-
sion en décomposition de domaine des problèmes elliptiques (cf. [Dolean et al., 2015]).

Comme les fonctions de V0
h,ΩA

peuvent être trivialement étendues par 0 sur Ω\ΩA, la forme
aΩA

(., .) est continue et coercive sur V0
h,ΩA

avec les mêmes constantes que le problème EF
(2.6) (cf. [Iollo et al., 2023]). Le même argument peut être utilisé pour l’application bΩA

. Par
conséquent, le problème (2.16) est bien posé car il hérite du respect des conditions nécessaires
du modèle EF (2.6). Afin d’alléger les notations, nous utiliserons les constantes de coercivité
et continuité du modèle EF (2.6), Ma, Mb et α, introduites en (2.7)-(2.9). Nous définissons la
constante inf-sup/LBB du problème (2.16) par :

inf-sup/LBB : ∃β1 > 0, β1 ≤ βΩA
h := inf

qh∈Wh,ΩA
qh ̸=0

sup
vh∈V0

h,ΩA
vh ̸=0

bΩA
(vh, qh)

||vh||ΩA
||qh||ΩA

(2.19)

Avec l’extension de V0
h,ΩA

à 0 sur Ω\ΩA nous avons l’inclusion :

V0
h,ΩA

⊂ Vh, (2.20)

de même nous pouvons obtenir :
W+

h,ΩA
⊂ W+

h . (2.21)

Soient les espaces K0
h,ΩA

= Ker(bΩA
,V0

h,ΩA
,Wh,ΩA

), Zh,ΩA
et Z0

h,ΩA
définis par :

K0
h,ΩA

= {vh ∈ V0
h,ΩA

| bΩA
(vh, qh) = 0 ∀qh ∈ Wh,ΩA

}
Zh,ΩA

= {vh ∈ Ṽh,ΩA
| bΩA

(vh, qh) ≤ g(qh) ∀qh ∈ W+
h,ΩA

}

Z0
h,ΩA

= {vh ∈ V0
h,ΩA

| bΩA
(vh, qh) ≤ g(qh) ∀qh ∈ W+

h,ΩA
}

(2.22)

Nous introduisons la constante de coercivité αΩA
K de aΩA

(., .) sur le noyau K0
h,ΩA

, i.e. :

aΩA
(vh, vh) ≥ αΩA

K ||vh||2ΩA
∀vh ∈ K0

h,ΩA
(2.23)

De manière analogue au modèle EF sur tout Ω, la coercivité (2.23) est en fait la condition
suffisante pour l’existence de la solution au problème (2.16) [Brezzi et al., 1978]. Il est à noter
que la condition de coercivité (2.9) implique (2.23).

Le problème (2.16) induit que uh,ΩA
∈ Zh,ΩA

est aussi solution de :

aΩA
(uh,ΩA

, vh) = lΩA
(vh), ∀vh ∈ K0

h,ΩA
(2.24)

2.1.4 Modèle hyper-réduit hybride (HHR)

Nous introduisons ici le modèle hyper-réduit hybride basé sur une base réduite primale
et une hyper-réduction via un domaine d’intégration réduit (RID) [Ryckelynck, 2009] pour
l’inégalité variationnelle traité par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. La variable
duale est résolue sur la base duale EF restreinte au RID [Fauque et al., 2018 ; Le Berre et al.,
2022a]. Le sous-domaine ΩA introduit dans la section 2.1.3 servira ici de RID.
Étant donné une BR ({ψk}ℓk=1) construite par la méthode de notre choix [Quarteroni et al.,
2015], avec ℓ≪ N , nous définissons :

VRB = V ect({ψk}ℓk=1) ⊂ Vh, (2.25)
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où la discrétisation des modes ψk dans la base EF est la matrice V ∈ RN×ℓ, telle que :

ψk(x) =

N∑
i=1

φi(x)(V )ik, ∀x ∈ Ω,∀k = 1, . . . , ℓ. (2.26)

Nous appelons ψA
k les modes hyper-réduits tels que :

ψA
k (x) =

∑
i∈A

φi(x)(V )ik, ∀x ∈ Ω (2.27)

Leurs complémentaires, notés ψB
k , sont définis par :

ψB
k (x) = ψk(x)− ψA

k (x), ∀x ∈ Ω. (2.28)

Les modes ψA
k sont nuls sur l’interface du RID ΓI , par conséquent, l’espace engendré par les

modes ψA
k est cinématiquement admissible sur ΩA :

V0
HR,ΩA

= V ect{ψA
k }ℓk=1 ̸⊂ VRB. (2.29)

Il est à noter que V0
HR,ΩA

̸⊂ VRB suite à la définition générale des modes ψk qui sont à support
sur tout Ω (et non compact comme les fonctions φi).
Avec la même hypothèse de prolongement par 0 des fonctions de V0

h,ΩA
(cf. section 2.1.3),

nous avons par contre :
V0
HR,ΩA

⊂ V0
h,ΩA

(2.30)

Dans cette configuration (similaire aux travaux dans [Ryckelynck et al., 2016]), la solution
primale uHR est dans un espace d’approximation réduit défini par :

VHR,ΩA
= {r̆ΩA

(uIHR) + v0HR | v0HR ∈ V0
HR,ΩA

} (2.31)

où uIHR est une condition de Dirichlet sur l’interface ΓI et r̆ΩA
(uIHR) son relèvement sur

ΩA. Ce relèvement sera spécifié plus tard pour la méthode HHR. L’espace d’approximation
dual réduit est l’espace dual EF restreint à ΩA. C’est donc le même espace W+

h,ΩA
que celui

introduit en section 2.1.3. La solution duale réduite est notée λHR ∈ W+
h,ΩA

.
En utilisant ces définitions, par construction, nous avons les deux propriétés suivantes :

aΩB
(vHR, wHR) = 0, ∀(vHR × wHR) ∈ V0

HR,ΩA
× V0

HR,ΩA
,

bΩB
(vHR, qh) = 0, ∀(vHR × qh) ∈ V0

HR,ΩA
×W+

h,ΩA
,

(2.32)

avec aΩB
(., .) et bΩB

(., .) les applications a(., .) et b(., .) (respectivement) où l’intégration est
restreinte à ΩB. Pour une condition de Dirichlet uIHR donnée, le problème HHR peut s’écrire :

Trouver (u0HR, λHR) ∈ V0
HR,ΩA

×W+
h,ΩA

t. q.

aΩA
(r̆ΩA

(uIHR) + u0HR, vHR) + bΩA
(vHR, λHR) = lΩA

(vHR), ∀vHR ∈ V0
HR,ΩA

bΩA
(r̆ΩA

(uIHR) + u0HR, qHR − λHR) ≤ gΩA
(qHR − λHR), ∀qHR ∈ W+

h,ΩA

(2.33)
La solution primale uHR du problème (2.33) s’écrit :

uHR(x) = r̆ΩA
(uIHR)(x) + u0HR(x), ∀x ∈ ΩA. (2.34)

De manière analogue à la section 2.1.3, nous définissons les espaces
K0

HR = Ker(bΩA
,V0

HR,ΩA
,Wh,ΩA

) et Z0
HR par :

K0
HR = {vHR ∈ V0

HR,ΩA
| bΩA

(vHR, qh) = 0, ∀qh ∈ Wh,ΩA
}, (2.35)

Z0
HR = {vHR ∈ V0

HR,ΩA
| bΩA

(vHR, qh) ≤ gΩA
(qh), ∀qh ∈ W+

h,ΩA
}, (2.36)
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Grâce aux solutions duales hybrides (cherchées dans W+
h,ΩA

) nous avons la propriété fonda-
mentale :

K0
HR ⊂ K0

h,ΩA
. (2.37)

Cette inclusion est spécifique au modèle HHR du fait de l’hybridicité et n’est pas vraie dans
le cas général (cf. [Brezzi et Fortin, 1991] par exemple).

Nous supposons que la forme bΩA
(., .) est inf-sup/LBB stable sur V0

HR,ΩA
×Wh,ΩA

et nous
définissons la constante inf-sup/LBB du modèle (2.33) par :

inf-sup/LBB :

∃β2 > 0, β2 ≤ βHR := inf
qh∈Wh,ΩA

qh ̸=0

sup
vHR∈V0

HR,ΩA
vHR ̸=0

bΩA
(vHR, qh)

||vHR||ΩA
||qh||ΩA

(2.38)

Sous cette condition inf-sup/LBB, de manière similaire au modèle EF sur le RID (2.16), le
problème HHR (2.33) est bien posé car il hérite du respect des conditions nécessaires de
continuité et coercivité du modèle EF (2.6). Afin d’alléger les notations, nous utiliserons les
constantes de coercivité et continuité du modèle EF (2.6), Ma, Mb et α, introduites en (2.7)-
(2.9).
Une fois de plus, il est possible de considérer une condition de coercivité uniquement sur le
noyau K0

HR, et l’inclusion (2.37) nous permet d’utiliser la même constante αΩA
K issue de la

condition (2.23) :
aΩA

(vHR, vHR) ≥ αΩA
K ||vHR||2ΩA

∀vHR ∈ K0
HR (2.39)

Dans la méthode HR-RID introduite dans [Ryckelynck, 2009], le relèvement r̆ΩA
(uIHR) est

défini par :

r̆ΩA
(uIHR)(x) =

ℓ∑
k=1

ψB
k (x)γ

B
k , ∀x ∈ Ω. (2.40)

Il suit donc les modes ψB
k qui vivent jusqu’à ΓI inclus (cf. (2.28) et (2.27)). La solution primale

s’écrit alors : uHR(x) =
∑ℓ

k=1

[
ψB
k (x)γ

B
k +ψA

k (x)γk
]
, ∀x ∈ Ω. Une relation de fermeture doit

être ajoutée pour résoudre le problème. Dans [Ryckelynck et al., 2016], il est proposé de poser :

γBk = γk, k ∈ [[1,ℓ]] (2.41)

Par conséquent, la solution primale s’écrit :

uHR(x) =

ℓ∑
k=1

[
ψB
k (x)γk + ψA

k (x)γk
]
=

ℓ∑
k=1

ψk(x)γk, ∀x ∈ Ω, (2.42)

et elle appartient donc à VRB, i.e. uHR ∈ VRB. Nous définissons alors l’espace ZHR tel que :

ZHR = {vRB ∈ VRB | bΩA
(vRB, qh) ≤ gΩA

(qh), ∀qh ∈ W+
h,ΩA

}. (2.43)

Dans cette configuration, la formulation HHR est une projection de Petrov-Galerkin qui
s’écrit :

Trouver (uHR, λHR) ∈ VRB ×W+
h,ΩA

t. q.

a(uHR, vHR) + b(vHR, λHR) = l(vHR), ∀vHR ∈ V0
HR,ΩA

b(uHR, qHR − λHR) ≤ g(qHR − λHR), ∀qHR ∈ W+
h,ΩA

.

(2.44)

Les supports des fonctions dans V0
HR,ΩA

et W+
h,ΩA

donnent des intégrations nulles en dehors
de ΩA pour a(., .), l(.), b(., .) et g(.) (cf. (2.32)). La condition au bord sur l’interface du RID
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est calculée implicitement via les modes de la BR. Les conditions de solvabilité et d’unicité
pour le problème (2.44) sont par conséquent différentes d’une projection de Galerkin. Soit :

KHR = {vRB ∈ VRB | bΩA
(vRB, qh) = 0, ∀qh ∈ Wh,ΩA

}, (2.45)

le problème HHR (2.44) est bien posé si en plus des conditions de coercivité sur a(., .), conti-
nuité sur a(., .) et b(., .), d’inf-sup/LLB sur V0

HR,ΩA
× Wh,ΩA

(cf. 2.38), la condition inf-sup
sur aΩA

(., .) (2.46) est vérifiée :

inf-sup : ∃α′
> 0, α

′
:= inf

wHR∈KHR
wHR ̸=0

sup
vHR∈K0

HR,ΩA
vHR ̸=0

a(wHR, vHR)

||wHR||||vHR||
(2.46)

Remarque : En toute rigueur, la solvabilité et l’unicité de (2.44) dans le cas général suppose
la vérification d’une condition inf-sup/LBB sur VRB ×Wh,ΩA

qui s’écrit :

∃β̂ > 0, β̂ ≤ β2HR := inf
qh∈Wh,ΩA

qh ̸=0

sup
vRB∈VRB

vRB ̸=0

b(vRB, qh)

||vRB||||qh||
(2.47)

La solution primale uHR ∈ ZHR est aussi solution de :

a(uHR, vHR) = l(vHR) ∀vHR ∈ K0
HR. (2.48)

2.2 Analyse d’erreur a priori

2.2.1 Bornes d’erreurs a priori pour une méthode des bases réduites

Dans cette section nous rappelons d’abord les bornes d’erreurs a priori pour un modèle
réduit générique d’un problème EF d’inégalité variationnelle. Nous adaptons ensuite ces bornes
sur le RID ΩA dans le cas hypothétique d’une méthode des bases réduites appliquée sur le
RID.

Soit VRB ⊂ Vh et W+
RB ⊂ W+

h des espaces d’approximation réduits (primal et dual
respectivement) pour un modèle réduit donné. La réduction du problème EF (2.6) avec ces
espaces s’écrit :

Trouver (uRB, λRB) ∈ VRB×W+
RB t. q.

a(uRB, vRB) + b(vRB, λRB) = l(vRB) ∀vh ∈ VRB,

b(uRB, qRB − λRB) ≤ g(qRB − λRB), ∀qRB ∈ W+
RB.

(2.49)

Nous pouvons définir de manière analogue à la section 2.1 les espaces :

ZRB = {vRB ∈ VRB | b(vRB, qRB) ≤ g(qRB) ∀qRB ∈ W+
RB}

KRB = Ker(b,VRB,W+
RB) = {vRB ∈ VRB | b(vRB, qRB) = 0 ∀qRB ∈ WRB}.

(2.50)

Dans ce cas nous n’avons pas l’inclusion des noyaux, i.e. :

KRB ̸⊂ Kh (2.51)

Nous définissons βRB la constante inf-sup/LLB de b(., .) sur les espaces d’approximation
réduits VRB et WRB et αKer la constante de coercivité de l’application a(., .) sur le noyau
KRB.
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Théorème 1 Soit (uRB, λRB) la solution du modèle réduit (2.49). L’erreur de (uRB, λRB)
vis à vis de (uh, λh), la solution EF du problème (2.6), respecte les bornes suivantes :

||uh − uRB|| ≤ (1 +
Ma

αKer
) inf
vRB∈ZRB

||uh − vRB||+
Mb

αKer
inf

qRB∈W+
RB

||λh − qRB|| (2.52)

||λh − λRB|| ≤ (1 +
Mb

βRB
) inf
qRB∈W+

RB

||λh − qRB||+
Ma

βRB
||uh − uRB|| (2.53)

Preuve : La preuve s’appuie sur [Brezzi, 1974 ; Brezzi et al., 1978] avec une adaptation aux
inégalités variationnelles.
La solution primale uRB respecte également :

a(uRB, vRB) = l(vRB), ∀vRB ∈ KRB, (2.54)

Nous supposons que l’espace KRB ne contient pas que l’élément nul 1. Ainsi ∀wRB ∈ KRB,
nous avons :

b(uRB + wRB, qRB) ≤ g(qRB) ∀qRB ∈ W+
RB (2.55)

ce qui indique que uRB + wRB ∈ ZRB. Ainsi ∃vRB ∈ ZRB tel que uRB − vRB ∈ KRB (en
posant vRB = uRB + wRB dans (2.55)). On considère alors l’inégalité triangulaire suivante :

||uh − uRB|| ≤ ||uh − vRB||+ ||vRB − uRB|| (2.56)

Puisque uRB − vRB ∈ KRB, on peut écrire :

αKer||uRB − vRB|| ≤ sup
wRB∈KRB

a(uRB − vRB, wRB)

||wRB||

= sup
wRB∈KRB

a(uh − vRB, wRB) + a(uRB − uh, wRB)

||wRB||

≤Ma||uh − vRB||+ sup
wRB∈KRB

a(uRB − uh, wRB)

||wRB||

(2.57)

En utilisant (2.54) et le fait que wRB ∈ KRB ⊂ VRB ⊂ Vh :

a(uh − uRB, wRB) = a(uh, wRB)− l(wRB)

= −b(wRB, λh) = −b(wRB, λh − qRB) ∀qRB ∈ W+
RB

⇒ |a(uh − uRB, wRB)| ≤Mb||λh − qRB|| ||wRB|| ∀qRB ∈ W+
RB

(2.58)

En intégrant (2.58) dans (2.57), puis en utilisant l’inégalité triangulaire (2.56) nous obtenons
(2.52) en considérant les infimum sur ZRB et WRB.
Concernant la variable duale, soit l’inégalité triangulaire ∀qRB ∈ W+

RB :

||λh − λRB|| ≤ ||λh − qRB||+ ||qRB − λRB|| (2.59)

nous avons la relation ∀vRB ∈ VRB ⊂ Vh :

b(vRB, λh − λRB) = −a(uh − uRB, vRB) (2.60)

1. C’est en pratique généralement le cas. Par exemple en mécanique du contact il contient au moins
l’ensemble des déplacements constants le long de la surface de contact.
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Grâce à la condition inf-sup/LBB nous pouvons écrire ∀qRB ∈ W+
RB, (qRB − λRB) ∈ WRB :

βRB||qRB − λRB|| ≤ sup
vRB∈VRB

|b(vRB, qRB − λRB)|
||vRB||

= sup
vRB∈VRB

|b(vRB, λh − λRB) + b(vRB, qRB − λh)|
||vRB||

= sup
vRB∈VRB

| − a(uh − uRB, vRB) + b(vRB, qRB − λh)|
||vRB||

≤Ma||uh − uRB||+Mb||qRB − λh||

(2.61)

En insérant (2.61) dans (2.59) et en considérant l’infimum sur W+
RB cela conduit à l’estimation

de l’erreur duale de (2.53). □

En considérant maintenant un problème réduit défini uniquement sur ΩA (en configuration
de décomposition de domaine, cf. [Iollo et al., 2023] par exemple) avec les espaces d’approxi-
mation réduits V0

RB,ΩA
= V0

HR,ΩA
(cf. éq. (2.29)) et W+

RB,ΩA
(l’espace dual d’approximation

réduit W+
RB restreint à ΩA). On suppose que le relèvement au bord de ΩA est le même que

celui introduit en section 2.1.4. Le problème réduit s’écrit :


Trouver (u0RB, λRB) ∈ V0

RB,ΩA
×W+

RB,ΩA
t. q.

aΩA
(r̆ΩA

(uIHR) + u0RB, vRB) + bΩA
(vRB, λRB) = l(vRB) ∀vh ∈ V0

RB,ΩA
,

bΩA
(r̆ΩA

(uIHR) + u0RB, qRB − λRB) ≤ gΩA
(qRB − λRB), ∀qRB ∈ W+

RB,ΩA
.

(2.62)
La solution primale s’écrit uRB = r̆ΩA

(uIHR)+u
0
RB, avec u0RB ∈ V0

RB,ΩA
et r̆ΩA

(uIHR) ∈ Vh,ΩA
,

par conséquent uRB ∈ VHR,ΩA
(cf. (2.31)). Nous pouvons définir de manière analogue à la

section 2.1 les espaces :

Z0
RB,ΩA

= {vRB ∈ V0
RB,ΩA

| bΩA
(vRB, qRB) ≤ gΩA

(qRB), ∀qRB ∈ W+
RB,ΩA

}

K0
RB,ΩA

= Ker(b,V0
RB,ΩA

,W+,ΩA
RB ) = {vRB ∈ V0

RB,ΩA
| bΩA

(vRB, qRB) = 0, ∀qRB ∈ WRB,ΩA
}

(2.63)
Dans ce cas nous n’avons pas l’inclusion des noyaux, i.e.

K0
RB,ΩA

̸⊂ K0
h,ΩA

. (2.64)

Nous définissons βΩA
RB la constante inf-sup/LLB de bΩA

(., .) sur les espaces d’approximation
réduits V0

RB,ΩA
et WRB,ΩA

et αΩA
Ker la constante de coercivité de l’application aΩA

(., .) sur le
noyau K0

RB,ΩA
:

∃β4 > 0, β4 ≤ βΩA
RB := inf

qRB∈WRB,ΩA
qRB ̸=0

sup
vRB∈V0

RB,ΩA
vRB ̸=0

bΩA
(vRB, qRB)

||vRB||ΩA
||qRB||ΩA

(2.65)

aΩA
(vRB, vRB) ≥ αΩA

Ker||vRB||2ΩA
∀vRB ∈ K0

RB,ΩA
(2.66)

Nous introduisons une hypothèse supposant l’équivalence des relèvements des problèmes
(2.16) et (2.33) sur le bord du RID :

(H) : rΩA
(uDh ) = r̆ΩA

(uIHR) = r̂I (2.67)
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Théorème 2 Soient (uh,ΩA
, λh,ΩA

) la solution du problème (2.16) et (uRB, λRB) solution
du modèle réduit (2.62) sur ΩA. Sous l’hypothèse (H), les bornes d’erreurs suivantes sont
respectées :

||uh,ΩA
− uRB||ΩA

≤ (1 +
Ma

αΩA
Ker

) inf
vRB∈Z0

RB,ΩA

||u0h,ΩA
− vRB||ΩA

+
Mb

αΩA
Ker

inf
qRB∈W+

RB,ΩA

||λh,ΩA
− qRB||ΩA

(2.68)

||λh,ΩA
− λRB||ΩA

≤ (1 +
Mb

βΩA
RB

) inf
qRB∈W+

RB,ΩA

||λh,ΩA
− qRB||ΩA

+
Ma

βΩA
RB

||uh,ΩA
− uRB||ΩA

(2.69)

Preuve : Les bornes résultent de la même démonstration que celle du théorème 1, mais cette
fois sur le RID (en adaptant les espaces).

Remarque : Dans le cas des égalités variationnelles, nous retrouvons bien le même type de
bornes du modèle réduit que celles introduites dans [Gerner et Veroy, 2012].

2.2.2 Borne sur l’erreur duale du modèle HHR

Dans cette section, nous démontrons une borne générale sur l’erreur duale du modèle
HHR.

Théorème 3 Soit (uh,ΩA
, λh,ΩA

) et (uHR, λHR) respectivement solution des problèmes (2.16)
et (2.33) (ou (2.44)). La borne suivante est vérifiée :

||λh,ΩA
− λHR||ΩA

≤ Ma

βHR
||uh,ΩA

− uHR||ΩA
(2.70)

Preuve : Avec les problèmes (2.16) et (2.33) (ou (2.44)), ∀vHR ∈ V0
HR,ΩA

, nous avons la
relation :

bΩA
(vHR, λh,ΩA

− λHR) = −aΩA
(uh,ΩA

− uHR, vHR) (2.71)

Etant donné que (λh,ΩA
− λHR) ∈ Wh,ΩA

, nous pouvons utiliser la condition inf-sup/LBB du
modèle HHR et la continuité de aΩA

(., .) pour écrire ∀vHR ∈ V0
HR,ΩA

:

βHR||λh,ΩA
− λHR||ΩA

≤ sup
vHR∈V0

HR,ΩA

| − aΩA
(uh,ΩA

− uHR, vHR)|
||vHR||ΩA

≤Ma||uh,ΩA
− uHR||ΩA

(2.72)

La relation (2.72) mène directement à la borne (2.70).□
Remarques :

• La preuve peut également suivre le même raisonnement de celle du théorème 1 pour
l’erreur duale, conduisant à une borne avec un infimum sur W+

h,ΩA
(cf. 2.69), qui est nul

dans notre cas du fait du choix de l’espace dual réduit.
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• L’hybridicité du modèle HHR (BR primale POD et base duale EF restreinte au RID)
résulte en un avantage conséquent lorsque l’on considère l’erreur duale. En effet, l’erreur
duale du modèle HHR dépend uniquement de l’erreur primale et des constantes de
continuité de aΩA

(., .) et inf-sup de bΩA
(., .). Ce n’est pas le cas d’une formulation non-

hybride (BR primale et duale, cf. théorème 1).

• La borne d’erreur duale ne dépend pas de l’hypothèse (H) ni du choix du relèvement
r̆ΩA

(uIHR).

2.2.3 Borne sur l’erreur primale dans ΩA

Dans cette section, des bornes d’erreurs sur le RID entre la solution primale EF uh,ΩA
et

la solution primale HHR uHR du problème (2.33) sont introduites. Dans un premier temps,
nous supposons la vérification de l’hypothèse (H), cf. éq. (2.67) :

Théorème 4 Soit (uh,ΩA
, λh,ΩA

) et (uHR, λHR) respectivement les solutions des problèmes
(2.16) et (2.33). Sous l’hypothèse (H), la borne d’erreur suivante est respectée :

||uh,ΩA
− uHR||ΩA

≤ Ma

α
inf

vHR∈Z0
HR

||u0h,ΩA
− vHR||ΩA

, (2.73)

Dans une situation où seule la coercivité sur K0
HR est supposée, nous obtenons la borne sui-

vante avec la condition suffisante (2.39) :

||uh,ΩA
− uHR||ΩA

≤ (1 +
Ma

αΩA
K

) inf
vHR∈Z0

HR

||u0h,ΩA
− vHR||ΩA

, (2.74)

Preuve : Sous l’hypothèse (H) nous avons :

uh,ΩA
− uHR = u0h,ΩA

− u0HR (2.75)

et puisque K0
HR ⊂ K0

h,ΩA
, en utilisant les définitions des problèmes (2.24) et (2.48) nous

pouvons écrire :

aΩA
(uh,ΩA

− uHR, wHR) = 0 = aΩA
(u0h,ΩA

− u0HR, wHR) ∀wHR ∈ K0
HR. (2.76)

Par conséquent nous pouvons appliquer le lemme de Céa [Céa, 1964]. Puisque ∃wHR ∈ Z0
HR

tel que wHR − u0HR ∈ K0
HR (nous utilisons des arguments similaires à ceux en (2.55) pour la

justification de l’existence d’une telle fonction) :

α||uh,ΩA
− uHR||2ΩA

≤ aΩA
(uh,ΩA

− uHR, uh,ΩA
− uHR)

= aΩA
(uh,ΩA

− uHR, u
0
h,ΩA

− u0HR)

= aΩA
(uh,ΩA

− uHR, u
0
h,ΩA

− wHR) + aΩA
(uh,ΩA

− uHR, wHR − u0HR)︸ ︷︷ ︸
=0⇐ (2.76)

(2.77)
cela conduit à (2.73).
Concernant la preuve de la borne avec la condition suffisante de coercivité sur le noyau, nous
considérons toujours ∃wHR ∈ Z0

HR tel que wHR − u0HR ∈ K0
HR, alors nous pouvons écrire :

||u0h,ΩA
− u0HR||ΩA

≤ ||u0h,ΩA
− wHR||ΩA

+ ||wHR − u0HR||ΩA
(2.78)
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En utilisant la coercivité de aΩA
(., .) sur le noyau K0

HR nous pouvons écrire :

αΩA
K ||wHR − u0HR||2ΩA

≤ aΩA
(wHR − u0HR, wHR − u0HR)

= aΩA
(wHR − u0h,ΩA

, wHR − u0HR)

≤Ma||wHR − u0h,ΩA
||ΩA

||wHR − u0HR||ΩA

(2.79)

La borne (2.74) est obtenue en insérant (2.79) dans (2.78)□

Remarque : La borne (2.74) est cohérente avec celle du théorème 2 en supposant l’infimum
sur l’espace dual nul. Le choix du modèle HHR d’utiliser la restriction au RID de la base
duale EF permet donc d’obtenir des bornes de type Céa [Céa, 1964] au lieu de type Brezzi.

Nous supposons maintenant que nous sommes dans le cadre général où l’hypothèse (H)
n’est pas vérifiée, donc rΩA

(uDh ) ̸= r̆ΩA
(uIHR). Nous obtenons le théorème suivant.

Théorème 5 Soit (uh,ΩA
, λh,ΩA

) et (uHR, λHR) les solutions respectives des problèmes (2.16)
et (2.33). La borne suivante est vérifiée :

||uh,ΩA
− uHR||ΩA

≤ (1 +
Ma

αΩA
K

)

(
inf

vHR∈Z0
HR

||u0h,ΩA
− vHR||ΩA

+ ||rΩA
(uDh )− r̆ΩA

(uIHR)||ΩA

)
(2.80)

Preuve : Puisque K0
HR ⊂ K0

h,ΩA
, en utilisant les problèmes (2.24) et (2.48) nous avons ∀vHR ∈

K0
HR :

aΩA
(uh,ΩA

, vHR) = lΩA
(vHR) = aΩA

(uHR, vHR) (2.81)

Par conséquent, pour wHR ∈ Z0
HR tel que wHR − u0HR ∈ K0

HR, avec u0HR = uHR − r̆ΩA
(uIHR)

(nous utilisons des arguments similaires à ceux en (2.55) pour la justification de l’existence
d’une telle fonction), nous pouvons écrire :

αΩA
K ||uHR − r̆ΩA

(uIHR)−wHR||2ΩA
≤ aΩA

(uHR − r̆ΩA
(uIHR)−wHR, uHR − r̆ΩA

(uIHR)−wHR)
(2.82)

Nous pouvons utiliser (2.81) pour obtenir :

aΩA
(uHR − r̆ΩA

(uIHR)− wHR,uHR − r̆ΩA
(uIHR)− wHR) =

= aΩA
(uh,ΩA

− r̆ΩA
(uIHR)− wHR, uHR − r̆ΩA

(uIHR)− wHR)
(2.83)

en injectant (2.83) dans (2.82) et en ajoutant et retirant rΩA
(uDh ), nous avons :

αΩA
K ||uHR − r̆ΩA

(uIHR)− wHR||2ΩA
≤ aΩA

(uh,ΩA
− rΩA

(uDh )− wHR, uHR − r̆ΩA
(uIHR)− wHR)

+ aΩA
(rΩA

(uDh )− r̆ΩA
(uIHR), uHR − r̆ΩA

(uIHR)− wHR)
(2.84)

En utilisant la continuité de aΩA
dans (2.84) nous obtenons :

||uHR−r̆ΩA
(uIHR)−wHR||ΩA

≤ Ma

αΩA
K

(
||uh,ΩA

−rΩA
(uDh )−wHR||ΩA

+||rΩA
(uDh )−r̆ΩA

(uIHR)||ΩA

)
(2.85)

En considérant l’inégalité triangulaire suivante :

||uh,ΩA
− uHR||ΩA

= ||uh,ΩA
− rΩA

(uDh )− wHR + rΩA
(uDh )− r̆ΩA

(uIHR)−
(
uHR − r̆ΩA

(uIHR)− wHR

)
||ΩA

≤ ||uh,ΩA
− rΩA

(uDh )− wHR||ΩA
+ ||rΩA

(uDh )− r̆ΩA
(uIHR)||ΩA

+ ||uHR − r̆ΩA
(uIHR)− wHR||ΩA

(2.86)
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la borne résulte de la combinaison de (2.85) et (2.86) et la considération de l’infimum sur
Z0
HR.□

Remarque : Sous l’hypothèse (H), nous retrouvons la borne (2.74) du théorème 4.

Corollaire 1 La borne du théorème 5 reste vraie pour (2.44) en utilisant le relèvement défini
par la relation de fermeture (2.41), mais le relèvement étant implicite, il s’agit alors d’une
borne a posteriori.

2.2.4 Borne sur l’erreur primale sur tout Ω

Les bornes des sections 2.2.2 et 2.2.3 sont sur le RID (ΩA). Pour la solution duale, il n’y
a pas de solution HHR en dehors de ΩA du fait de l’absence de BR duale sur tout Ω. Au
contraire, pour la variable primale, comme indiqué en (2.42), la solution HHR primale uHR

est définie sur le domaine Ω, permettant d’étudier l’erreur vis à vis de la solution EF sur tout
Ω.

Théorème 6 Soit (uh, λh) et (uHR, λHR) respectivement solutions des problèmes (2.6) et
(2.44). Si (2.46) est vérifiée, alors :

||uh − uHR|| ≤ (1 +
Ma

α′ ) inf
wHR∈ZHR

||uh − wHR|| (2.87)

Preuve :En utilisant une fonction test dans K0
HR ⊂ K0

h,ΩA
⊂ Kh (à cause de l’intégrale nulle

en dehors de ΩA) dans le problème (2.13) nous obtenons :

a(uh, vHR) = l(vHR), ∀vHR ∈ K0
HR (2.88)

De fait, en utilisant (2.48) nous obtenons :

a(uh, vHR) = a(uHR, vHR), ∀vHR ∈ K0
HR (2.89)

Nous pouvons ainsi écrire, ∀wHR ∈ ZHR, tel que wHR − uHR ∈ KHR (nous utilisons des
arguments similaires à ceux en (2.55) pour la justification de l’existence d’une telle fonction) :

||uh − uHR|| ≤ ||uh − wHR||+ ||wHR − uHR||

≤ ||uh − wHR||+
1

α′ sup
vHR∈K0

HR
||vHR||≠0

|a(wHR − uHR, vHR)|
||vHR||

= ||uh − wHR||+
1

α′ sup
vHR∈K0

HR
||vHR||≠0

|a(wHR − uh, vHR)|
||vHR||

≤ (1 +
Ma

α′ )||uh − wHR||

(2.90)

En prenant l’infimum sur ZHR nous obtenons (2.87).□

Remarque : Ce théorème est équivalent à un Lemme de Strang [Strang, 1972] pour le modèle
HHR.
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2.3 Analyse d’erreur a posteriori pour le modèle HHR

Dans cette section nous proposons des bornes d’erreurs a posteriori pour le modèle HHR
en utilisant les résidus des problèmes de point-selles (2.16) et (2.33) (ou (2.44)). Nous dérivons
d’une de ces bornes un nouvel indicateur d’erreur a posteriori.

2.3.1 Bornes a posteriori sur l’erreur primale HHR

De manière analogue à [Gerner et Veroy, 2012], nous définissons les résidus de (2.33) :

RΩA
(vh) = lΩA

(vh)− aΩA
(uHR, vh)− bΩA

(vh, λHR) ∀vh ∈ Vh, (2.91)

Rb
ΩA

(qh) = bΩA
(uHR, qh)− gΩA

(qh) ∀qh ∈ W+
h,ΩA

, (2.92)

avec (uHR, λHR) la solution du problème (2.33). Pour tout (vh, qh) ∈ V0
h,ΩA

×W+
h,,ΩA

:

aΩA
(uh,ΩA

− uHR, vh) + bΩA
(vh, λh,ΩA

− λHR) = RΩA
(vh), (2.93)

Rb
ΩA

(qh) ≤ 0, (2.94)

avec (uh,ΩA
, λh,ΩA

) la solution du problème (2.16).

Théorème 7 Soit (uh,ΩA
, λh,ΩA

) et (uHR, λHR) respectivement solutions des problèmes (2.16)
et (2.33). Sous l’hypothèse (H) (cf. (2.67)), la borne a posteriori suivante est respectée :

||uh,ΩA
− uHR||ΩA

≤ 1

α
||RΩA

||V ′ ,ΩA
(2.95)

où ||.||V ′ ,ΩA
est la norme sur V ′ le dual de V sur ΩA.

Preuve : Nous notons eu,ΩA
= (uh,ΩA

−uHR) l’erreur sur ΩA. Et en utilisant l’hypothèse (H) :

eu,ΩA
= (uh,ΩA

− uHR) = rΩA
(uDh ) + u0h,ΩA

− (r̆ΩA
(uIHR) + u0HR) = u0h,ΩA

− u0HR (2.96)

Par définition eu,ΩA
∈ V0

h,ΩA
. Avec ces notations, et en utilisant (2.93) et les problèmes (2.16)

et (2.33) nous pouvons écrire :

aΩA
(eu,ΩA

, eu,ΩA
) = RΩA

(eu,ΩA
)− bΩA

(eu,ΩA
, λh,ΩA

− λHR)

≤ ||RΩA
||V ′ ,ΩA

||eu,ΩA
||ΩA

+ bΩA
(uh,ΩA

, λHR − λh,ΩA
) + bΩA

(uHR, λh,ΩA
− λHR)

(2.97)
Grâce aux secondes équations des problèmes (2.16) et (2.33) on a directement :

bΩA
(uh,ΩA

, λHR − λh,ΩA
) ≤ gΩA

(λHR − λh,ΩA
) (2.98)

bΩA
(uHR, λh,ΩA

− λHR) ≤ gΩA
(λh,ΩA

− λHR) (2.99)

Donc par la linéarité de gΩa(.) :

aΩA
(eu,ΩA

, eu,ΩA
) ≤ ||RΩA

||V ′ ,ΩA
||eu,ΩA

||ΩA
+ gΩA

(λHR − λh,ΩA
) + gΩA

(λh,ΩA
− λHR)

= ||RΩA
||V ′ ,ΩA

||eu,ΩA
||ΩA

(2.100)
On obtient finalement (2.95) avec la coercivité de aΩA

(., .). □

Nous introduisons maintenant un Lemme utile pour la démonstration d’une borne a
posteriori avec une hypothèse moins contraignante que (H).



2.3. Analyse d’erreur a posteriori pour le modèle HHR 55

Lemme 2 Soient 2 solutions EF du problème (2.16), (uh,ΩA
, λh,ΩA

) et (ũh,ΩA
, λ̃h,ΩA

) avec
(respectivement) deux conditions de Dirichlet différentes uDh , ũDh et leurs deux relèvements
rΩA

(uDh ) et rΩA
(ũDh ) respectifs.

Sous l’hypothèse :

(H2) bΩA
(rΩA

(uDh )− rΩA
(ũDh ), qh) = 0, ∀qh ∈ W+

h,ΩA
(2.101)

nous avons la borne suivante :

||uh,ΩA
− ũh,ΩA

||ΩA
≤ (1 +

Ma

α
)||rΩA

(uDh )− rΩA
(ũDh )||ΩA

(2.102)

Preuve : L’erreur peut s’écrire

uh,ΩA
− ũh,ΩA

= (u0h,ΩA
− ũ0h,ΩA

) + (rΩA
(uDh )− rΩA

(ũDh )) (2.103)

avec u0h,ΩA
− ũ0h,ΩA

∈ V0
h,ΩA

. Avec la coercivité de aΩA
(., ) nous pouvons écrire :

α||u0h,ΩA
− ũ0h,ΩA

||2ΩA
≤ aΩA

(u0h,ΩA
− ũ0h,ΩA

, u0h,ΩA
− ũ0h,ΩA

) (2.104)

En utilisant le problème (2.16) nous pouvons écrire ∀vh ∈ V0
h,ΩA

:

aΩA
(uh,ΩA

, vh) + bΩA
(vh, λh,ΩA

) = lΩA
(vh) (2.105)

aΩA
(ũh,ΩA

, vh) + bΩA
(vh, λ̃h,ΩA

) = lΩA
(vh) (2.106)

⇒aΩA
(uh,ΩA

− ũh,ΩA
, vh) + bΩA

(vh, λh,ΩA
− λ̃h,ΩA

) = 0. (2.107)

Nous utilisons u0h,ΩA
− ũ0h,ΩA

∈ V0
h,ΩA

comme fonction test dans (2.107) :

aΩA
(uh,ΩA

− ũh,ΩA
, u0h,ΩA

− ũ0h,ΩA
) + bΩA

(u0h,ΩA
− ũ0h,ΩA

, λh,ΩA
− λ̃h,ΩA

) = 0 (2.108)

Sous l’hypothèse (H2) et en utilisant la bilinéarité de bΩA
(., .) :

bΩA
(u0h,ΩA

− ũ0h,ΩA
, λh,ΩA

− λ̃h,ΩA
) = bΩA

(uh,ΩA
− ũh,ΩA

, λh,ΩA
− λ̃h,ΩA

) (2.109)

En utilisant la deuxième équation de (2.16) avec λ̃h,ΩA
et λh,ΩA

∈ W+
h,ΩA

comme fonctions
tests (pour uh,ΩA

et ũh,ΩA
respectivement), nous obtenons :

bΩA
(uh,ΩA

, λ̃h,ΩA
− λh,ΩA

) ≤ g(λ̃h,ΩA
− λh,ΩA

) (2.110)

bΩA
(ũh,ΩA

, λh,ΩA
− λ̃h,ΩA

) ≤ g(λh,ΩA
− λ̃h,ΩA

) (2.111)

Le fait d’avoir uh,ΩA
et ũh,ΩA

dans deux Zh,ΩA
différents (à cause des conditions Dirichlet

différentes) n’empêche pas l’obtention de l’inégalité précédente.
Nous pouvons donc écrire :

aΩA
(uh,ΩA

− ũh,ΩA
, u0h,ΩA

− ũ0h,ΩA
) + bΩA

(uh,ΩA
− ũh,ΩA

, λh,ΩA
− λ̃h,ΩA

) = 0

aΩA
(u0h,ΩA

− ũ0h,ΩA
, u0h,ΩA

− ũ0h,ΩA
) = −aΩA

(rΩA
(uDh )− rΩA

(ũDh ), u
0
h,ΩA

− ũ0h,ΩA
)

− bΩA
(uh,ΩA

− ũh,ΩA
, λh,ΩA

− λ̃h,ΩA
)

(2.112)

Cela conduit à :

aΩA
(u0h,ΩA

− ũ0h,ΩA
, u0h,ΩA

− ũ0h,ΩA
) ≤ −aΩA

(rΩA
(uDh )− rΩA

(ũDh ), u
0
h,ΩA

− ũ0h,ΩA
) (2.113)

nous pouvons utiliser (2.113) dans (2.104), ce qui donne :

α||u0h,ΩA
− ũ0h,ΩA

||2ΩA
≤ aΩA

(u0h,ΩA
− ũ0h,ΩA

, u0h,ΩA
− ũ0h,ΩA

)

≤ −aΩA
(rΩA

(uDh )− rΩA
(ũDh ), u

0
h,ΩA

− ũ0h,ΩA
)

(2.114)
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et en utilisant la continuité de aΩA
(., .) nous obtenons :

||u0h,ΩA
− ũ0h,ΩA

||ΩA
≤ Ma

α
||rΩA

(uDh )− rΩA
(ũDh )||ΩA

(2.115)

l’estimation finale est obtenue en utilisant l’inégalité triangulaire appliquée sur (2.103).□

Nous proposons maintenant une borne d’erreur a posteriori sous l’hypothèse (H2).

Théorème 8 Soit (uh,ΩA
, λh,ΩA

) et (uHR, λHR) respectivement les solutions des problèmes
(2.16) et (2.33). Sous l’hypothèse (H2) sur les deux relèvements respectifs, la borne d’erreur
suivante est vérifiée :

||uh,ΩA
− uHR||ΩA

≤ 1

α
||RΩA

||V ′ ,ΩA
+ (1 +

Ma

α
)||rΩA

(uDh )− r̆ΩA
(uIHR)||ΩA

(2.116)

Preuve : Soit ũh,ΩA
= r̆ΩA

(uIHR)+ ũ
0
h,ΩA

la solution au problème (2.16) avec une condition de
Dirichlet modifiée uIHR et le relèvement r̆ΩA

(uIHR) associé au problème HHR.
Nous pouvons écrire :

||uh,ΩA
− uHR||ΩA

≤ ||uh,ΩA
− ũh,ΩA

||ΩA
+ ||ũh,ΩA

− uHR||ΩA
(2.117)

les solutions ũh,ΩA
et uHR vérifient l’hypothèse (H), donc en utilisant le théorème 7 nous

avons
||ũh,ΩA

− uHR||ΩA
≤ 1

α
||RΩA

||V ′ ,ΩA
(2.118)

L’erreur ||uh,ΩA
− ũh,ΩA

||ΩA
est majorée par le Lemme 2 :

||uh,ΩA
− ũh,ΩA

||ΩA
≤ (1 +

Ma

α
)||rΩA

(uDh )− r̆ΩA
(uIHR)||ΩA

(2.119)

En associant les deux bornes nous obtenons (2.116).□

Remarque : De façon symétrique à la borne a priori (2.80), la borne a posteriori (2.116)
n’est pas vraiment a posteriori puisqu’elle dépend de la solution EF.

Corollaire 2 Pour le problème (2.44), on peut utiliser le relèvement défini par la relation de
fermeture (2.41) dans la borne (2.116).

Remarque : Le Lemme 2 peut également servir à démontrer une version modifiée de la
borne d’erreur a priori du théorème 5. Sous l’hypothèse (H2), la borne a priori suivante
peut être obtenue :

||uh,ΩA
− uHR||ΩA

≤ Ma

α
inf

vHR∈Z0
HR

||u0h,ΩA
− vHR||ΩA

+ (1 +
Ma

α
)||rΩA

(uDh )− r̆ΩA
(uIHR)||ΩA

(2.120)
La démonstration repose également sur :

||uh,ΩA
− uHR||ΩA

≤ ||uh,ΩA
− ũh,ΩA

||ΩA
+ ||ũh,ΩA

− uHR||ΩA
(2.121)

avec ũh,ΩA
la solution du problème (2.16) introduite dans la preuve du théorème 8 pour la-

quelle l’hypothèse (H) est vérifiée avec la solution du problème HHR. La borne (2.120) est
obtenue directement en utilisant (2.102) pour le premier terme et (2.73) pour le second.

La borne (2.120) est cohérente avec (2.80) mais avec une hypothèse H2 supplémentaire
que ne nécessite pas le théorème 5.



2.4. Dissimilarité en métrique chordale et relation avec l’erreur primale 57

2.3.2 Nouvel indicateur d’erreur primale

L’estimation (2.116) ouvre la voie à la construction d’un nouvel indicateur d’erreur.
En posant uDh = uIh (cf. Lemme 1) nous pouvons reformuler la borne (2.116) du théorème 8
telle que :

||uh|ΩA
− uHR||ΩA

≤ 1

α
||RΩA

||V ′ ,ΩA
+ (1 +

Ma

α
)||rΩA

(uIh)− r̆ΩA
(uIHR)||ΩA

(2.122)

De cette façon, l’équation (2.122) est une borne de l’erreur primale sur le RID du modèle
HHR (2.44) vis-à-vis du modèle EF (2.6).
Nous proposons d’approcher rΩA

(uIh) par r̃I défini tel que :

r̃I(x) =
∑

i;xi∈ΓI

φi(x)ũ
I(xi) (2.123)

avec xi les coordonnées du noeud du maillage associé à l’indice i (i.e. φi(xi) = δij).
En pratique, la solution ũI sur l’interface du RID est obtenue par interpolation multilinéaire
sur l’espace d’entraînement EF (pour des paramètres du modèle), comme pour l’indicateur
introduit dans [Fauque et al., 2018] et rappelé en section 1.3.1.b.

Le relèvement r̆ΩA
(uIHR) est quant à lui défini par (2.40) avec la relation de fermeture

associée (2.41).
Nous pouvons ainsi définir un nouvel indicateur d’erreur a posteriori :

η2 =
1

α
||RΩA

||V ′ ,ΩA
+ (1 +

Ma

α
)||r̃I − r̆ΩA

(uIHR)||ΩA
(2.124)

Ce nouvel indicateur d’erreur ne nécessite aucune résolution du problème EF sur le RID,
il est donc automatiquement plus avantageux d’un point de vue du temps de calcul.

2.4 Dissimilarité en métrique chordale et relation avec l’erreur
primale

Les bornes d’erreurs proposées en section 2.2 démontrent clairement que la précision du
modèle HHR dépend principalement de l’approximation de la solution primale. Dans cette
section, nous proposons une estimation d’erreur primale vis à vis de la dissimilarité des espaces
d’approximation ZHR (qu’on suppose dans la variété de Grassmann Gr(ℓ,N)) et Zh. Nous
utiliserons la distance chordale pour quantifier cette dissimilarité [Ke et Lek-Heng, 2016]. Pour
cette étude nous devons supposer qu’il existe une base réduite parfaite ({ψ∗

k}ℓk=0), telle que
l’hypothèse Zh = V ect({ψ∗

k}ℓk=0) ne change pas la solution du problème EF. Cette supposition,
est significative car elle indique que Zh est aussi dans la grassmannienne Gr(ℓ,N).
Nous introduisons les notations suivantes :

V ‡ ∈ RN×ℓ, la discrétisation de la BR de ZHR telle que : UHR = V ‡γ γ ∈ Rℓ

V ∗ ∈ RN×ℓ, la discrétisation de la BR de Zh telle que Uh = V ∗γ∗, γ∗ ∈ Rℓ
(2.125)

où UHR sont les valeurs nodales de uHR et Uh celles de uh. Nous supposons que les matrices
de discrétisation des BR respectent :

V ‡TV ‡ = Iℓ (2.126)

V ∗TV ∗ = Iℓ (2.127)
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En utilisant les notations introduites ci-dessus, la borne d’erreur primale a priori sur
tout Ω (2.87) du théorème 6 peut être reformulée en (2.128) :

||V ∗γ∗ − V ‡γ||2 ≤ (1 +
Ma

α′ ) inf
γv∈Rℓ

||V ∗γ∗ − V ‡γv||2 (2.128)

La norme 2 est utilisée en s’appuyant sur le fait qu’au niveau discrèt nous avons l’équivalence
des normes. De plus, nous supposons que la constante d’équivalence est égale à 1 pour alléger
les notations.

En suivant la même démarche que celle introduite dans [Ryckelynck et al., 2020], nous pouvons
obtenir une borne supérieure de (2.128) dépendant de la distance chordale.

Théorème 9 Pour V ‡ ∈ RN×ℓ et V ∗ ∈ RN×ℓ deux matrices orthonormée du même espace
RN , engendrant des sous-espaces de la même variété de Grassmann, et telles que définies dans
(2.125) et (2.128), la borne suivante est vérifiée :

||V ∗γ∗ − V ‡γ||2 ≤ (1 +
Ma

α′ )||sin(θ)U∗Tγ∗||2 (2.129)

≤ (1 +
Ma

α′ )d
Ch(V ∗, V ‡)

√
ℓ||γ∗||2 (2.130)

avec dCh la distance chordale [Ke et Lek-Heng, 2016] utilisant les angles principaux θ ∈ Rℓ

(θk ∈ [0, π2 [, pour k = 1, ..., ℓ) calculés avec la SVD :

V ‡TV ∗ = Ucos(θ)U∗T

t. q. : UTU = UUT = Iℓ, U∗U∗T = U∗TU∗ = Iℓ,

||U∗||2F = ℓ

dCh(V ∗, V ‡) = ||sin(θ)||F

(2.131)

où cos(.), sin(.) sont les matrices cosinus et sinus (respectivement) diagonales, ||.||F désigne
la norme de Frobenius et Iℓ est la matrice identité de rang ℓ.

Preuve : En norme 2, la meilleure projection de la solution exacte Uh = V ∗γ∗ dans l’espace
d’approximation ZHR, i.e. l’infimum dans la borne (2.128), est notée :

γP = argmin
γv∈Rℓ

||V ∗γ∗ − V ‡γv||22 = V ‡TV ∗γ∗ (2.132)

En utilisant la norme 2 et la définition de γP nous pouvons écrire :

||V ∗γ∗ − V ‡γP ||22 = γ∗T(V ∗ − V ‡V ‡TV ∗)T(V ∗ − V ‡V ‡TV ∗)γ∗

= γ∗T
(
V ∗TV ∗ − V ∗TV ‡V ‡TV ∗ − V ∗TV ‡V ‡TV ∗ + V ∗TV ‡V ‡TV ‡V ‡TV ∗

)
= γ∗T(Iℓ − V ∗TV ‡V ‡TV ∗)γ∗

(2.133)
avec la définition de la distance chordale nous avons :

||V ∗γ∗ − V ‡γP ||22 = γ∗T(Iℓ − U∗cos(θ)2U∗T)γ∗

||V ∗γ∗ − V ‡γP ||22 = γ∗TU∗(Iℓ − cos(θ)2)U∗Tγ∗

||V ∗γ∗ − V ‡γP ||22 = γ∗TU∗sin(θ)2U∗Tγ∗

||V ∗γ∗ − V ‡γP ||22 = ||sin(θ)U∗Tγ∗||22

(2.134)
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ce qui démontre (2.129).
Étant donné que la norme de Frobenius d’un vecteur est égale à la norme 2 de ce vecteur :

||V ∗γ∗ − V ‡γP ||22 = ||sin(θ)U∗Tγ∗||2F

||V ∗γ∗ − V ‡γP ||22 ≤ ||sin(θ)||22||U∗T||2F ||γ∗||22
||V ∗γ∗ − V ‡γP ||22 ≤ ||sin(θ)||22 ℓ ||γ∗||22

(2.135)

ce qui nous mène à (2.130).□

La distance chordale nous permet de quantifier la dissimilarité entre deux sous-espaces
de solutions locales et donc d’estimer l’erreur d’approximation. La dissimilarité indique si les
deux sous-espaces de solutions locales sont suffisamment proches dans variété de Grassmann
pour être représentés par le même espace d’approximation. Au contraire, si deux sous-espaces
de solutions locales ont une dissimilarité élevée, ils ne devraient pas être représentés par le
même espace d’approximation, ce qui crée un intérêt pour l’utilisation de modèles réduits
locaux afin d’approcher l’espace de solutions par morceaux.

2.5 Autour de la condition inf-sup/LBB du modèle HHR

Les estimations d’erreurs proposées dans ce chapitre reposent notamment sur la vérifica-
tion de la condition inf-sup/LBB (2.38) pour le modèle HHR.
Comme introduit dans le chapitre 1, section 1.4.5, et dans [Fauque et al., 2018], il a été pro-
posé d’enrichir la base réduite primale par des modes EF lorsque la condition de solvabilité
n’était pas respectée. Nous allons ici regarder la relation entre βHR et βΩA

h .

Afin de formaliser mathématiquement l’enrichissement de la base réduite primale proposé
dans [Fauque et al., 2018 ; Le Berre et al., 2022a], nous définissons Senri tel que :

Senri = V ect(φi1 , ..., φime
) (2.136)

avec {ij}me
j=1 des degrés de libertés localisés dans ΩA. Le nouvel espace réduit d’approximation

primal est défini par :
Venr.
RB = VRB + Senri (2.137)

L’espace réduit des fonctions tests enrichi V0,enr.
HR,ΩA

est défini comme en section 2.1.4 par les
modes ψA

k de Venr.
RB ., donc :

Senri ⊂ V0,enr.
HR,ΩA

. (2.138)

Nous appelons mcard le cardinal de l’ensemble des degrés de libertés EF localisés dans ΩA.
Nous pouvons écrire la propriété suivante :

V0
h,ΩA

= V ect(φi1 , . . . , φimcard
) (2.139)

Nous définissons l’enrichissement maximal de la BR primale par l’espace Senri qui contient
toutes les fonctions de formes EF associées aux ddls localisés dans ΩA, i.e. :

Senri = V ect(φi1 , ..., φimcard
) = V0

h,ΩA
(2.140)

Théorème 10 Lorsque l’espace réduit d’approximation primale VRB du modèle HHR (2.44)
est enrichi au maximum, la constante inf-sup/LBB du modèle (2.38) est supérieure à la
constante inf-sup/LBB du modèle EF sur le RID (2.16). Par conséquent, le modèle (2.33)
est inf-sup stable.
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Preuve :

βΩA
h = inf

qh∈Wh,ΩA
qh ̸=0

sup
vh∈V0

h,ΩA
vh ̸=0

bΩA
(vh, qh)

||vh||ΩA
||qh||ΩA

= inf
qh∈Wh,ΩA

qh ̸=0

sup
vh∈Senri

vh ̸=0

bΩA
(vh, qh)

||vh||ΩA
||qh||ΩA

Senri ⊂ V0,enr.
HR,ΩA

⇒ ≤ inf
qHR∈Wh,ΩA

qHR ̸=0

sup
vHR∈V0,enr.

HR,ΩA
vHR ̸=0

bΩA
(vHR, qHR)

||vHR||ΩA
||qHR||ΩA

= βHR

(2.141)
Nous avons donc βΩA

h ≤ βHR. Le modèle HHR vérifie la condition inf-sup/LBB β0 < βHR

puisque (2.19) est supposée vraie. □

Remarque : Étant donné que Senri est aussi inclus dans l’espace réduit Venr.
RB , on peut substi-

tuer V0,enr.
HR,ΩA

par Venr.
RB dans (2.141). Par conséquent, sous condition d’enrichissement maximal,

la condition inf-sup/LBB est également vérifiée sur Venr.
RB .

Remarque : Avec cette formalisation mathématique, nous pourrions obtenir un modèle
d’ordre réduit pour lequel l’ordre primal est plus grand que le modèle EF si le domaine
ΩA est grand (si ℓ+mcard > N) car l’ensemble des ddls EF du RID (ΩA) doivent être consi-
dérés pour respecter βHR ≥ βΩA

h et ainsi garantir la condition inf-sup/LBB. Cependant, en
se ramenant à un problème de mécanique du contact, on peut comprendre que l’enrichisse-
ment ne concernera jamais la totalité des ddls de ΩA ce qui rend la stratégie d’enrichissement
intéressante. En effet, pour un problème de contact seuls les ddls de la surface de contact du
RID, ΓC

A seront sélectionnés puisque l’intégrale de bΩA
(., .) y est restreinte.

2.6 Vérifications numériques

Dans cette section, des résultats numériques sont présentés pour vérifier les estimations
d’erreurs proposées. Nous restreignons notre attention à des cas tests issus de la mécanique
du contact sans frottement. Nous avons ainsi Vh ⊂ H1(Ω,R) et W+

h ⊂ L2(ΓC ,R+), construits
en utilisant des éléments finis P1 ou Q1 en déplacement ainsi que pour les multiplicateurs
de Lagrange [Brezzi et al., 1978]. Nous considérons des cas où le contact est traité par un
appariement nœud-à-nœud. De plus nous considérons que les relèvements des modèles EF
sont portés par les fonctions de formes associés aux noeuds de la surface Dirichlet, et sont
par conséquent à supports restreints aux éléments associés à la surface Dirichlet. Ce type
de relèvement est par exemple obtenu lorsque les conditions de Dirichlet sont traitées par
des multiplicateurs de Lagrange, c’est ce traitement que nous considérons ici. Par ailleurs,
de cette façon l’hypothèse (H2) (cf. 2.101)) est naturellement vérifiée. En effet, par choix de
construction du RID (cf. section 1.4.3), les conditions de contact impliquent uniquement des
noeuds de l’intérieur du RID (A), or par définition des relèvements HHR et EF, ces derniers
sont nuls aux noeuds intérieurs du RID.

2.6.1 Mise en pratique de l’évaluation des bornes

Dans la partie théorique, les bornes que nous avons démontrées sont souvent sur des
espaces contraints (ZHR,Z0

HR). Calculer des infimum sur ces espaces peut se révéler très com-
plexe, notamment car il faut construire une base pour les espaces contraints. Par conséquent
nous allons évaluer les infimum sur les espaces non contraints (VRB,V0

HR,ΩA
). D’un point
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de vue théorique, nous n’avons aucune preuve que les bornes restent vraies sur ces espaces.
Cependant, avec l’inclusion des espaces, nous savons que :

inf
wHR∈VRB

||uh − wHR|| ≤ inf
wHR∈ZHR

||uh − wHR||. (2.142)

Ainsi si la borne est vérifiée numériquement avec le calcul de l’infimum sur l’espace non
contraint, nous pouvons valider la borne théorique qui porte sur l’espace contraint.
Par ailleurs, les erreurs sont évaluées en utilisant la norme 2, grâce à l’équivalence des normes
discrètes et nous supposons le rapport des constantes d’équivalence égal à 1 par simplifica-
tion car nous travaillons sur des maillages réguliers. Les constantes inf-sup sont évaluées en
calculant la valeur singulière minimale non-nulle de la matrice associée. Les constantes Ma et
α sont calculées par :

Ma = 2(
E ∗ ν

(1 + ν)(1− 2ν)
+

0.5E

1 + ν
) (2.143)

α = 2
0.5E

1 + ν
(2.144)

De plus nous savons d’après (2.23) que αΩA
K est supérieure à α, dans les bornes nous utiliserons

donc α au lieu de αΩA
K .

Pour (uh, λh) et (uHR, λHR) respectivement solutions des problèmes (2.6) et (2.44), nous
définissons les notations suivantes :

ϵλ,ΩA
= ||λh|ΩA

− λHR||2,ΩA
, (2.145)

δλ,ΩA
=

Ma

βHR
||uh|ΩA

− uHR||2,ΩA
, (2.146)

ϵu = ||uh − uHR||2, (2.147)

δu = (1 +
Ma

α′ ) inf
vRB∈VRB

||uh − vRB||2, (2.148)

ϵu,ΩA
= ||uh|ΩA

− uHR||2,ΩA
, (2.149)

δu,ΩA
= (1 +

Ma

α
)

(
inf

vHR∈V0
HR,ΩA

||uh|ΩA
− vHR||2,ΩA

+ ||rΩA
(uIh)− r̆ΩA

(uIHR)||2,ΩA

)
, (2.150)

δpost.u,ΩA
=

1

α
||RΩA

||2,ΩA
+ (1 +

Ma

α
)||rΩA

(uIh)− r̆ΩA
(uIHR)||2,ΩA

. (2.151)

Ces définitions seront utilisées pour désigner les bornes et les erreurs dans les figures des
sections suivantes. Nous choisissons uIh comme condition de Dirichlet afin d’avoir l’équivalence
sur le RID, des solutions entre le modèle EF défini sur le RID (2.16) et celui défini sur le
domaine complet (2.6) (cf. Lemme 1). Le relèvement HHR r̆ΩA

(uIHR) est défini par (2.40)
avec la relation de fermeture associée (2.41). En pratique ce relèvement est post-traité à
partir de la solution HHR du problème (2.44).
Nous ajoutons les définitions de ϵHu,ΩA

et δHu,ΩA
qui serviront à illustrer la borne primale a

priori sur le RID sous l’hypothèse (H) (2.74) :

ϵHu,ΩA
= ||uh|ΩA

− uHHR||2,ΩA

δHu,ΩA
=
Ma

α
inf

vHR∈V0
HR,ΩA

||u0h|ΩA
− vHR||2,ΩA

(2.152)

où uHHR est la solution primale du problème (2.33), où nous imposons le respect de l’hypothèse
(H) en imposant uIh comme condition de Dirichlet pour le modèle HHR (2.33), i.e r̆ΩA

(uIHR) =



62 Chapitre 2. Analyse théorique du modèle HHR

rΩA
(uIh).

Enfin, nous définissons l’indice d’efficacité d’une borne comme le rapport entre la valeur de
cette borne et la valeur de l’erreur. Par exemple, l’indice d’efficacité de δu (cf. (2.147)) vis-à-vis
de ϵu (cf. (2.148)) est calculé par :

δu
ϵu

(2.153)

L’indice d’efficacité doit être supérieur à 1 pour que la borne soit plus grande que l’erreur.
Plus l’indice est proche de 1 plus la borne est efficace.

2.6.2 Cas test académique

Dans cette section nous considérons le cas test des deux demi-disques de Hertz en contact
introduit en section 1.5.1. Pour rappel, le modèle EF a un ordre primal de N = 1356 et dual de
Nλ = 55 et l’espace paramétrique est défini tel que µ ∈ P = [0.15, 0.45] (m). L’espace d’entraî-
nement est composé de 31 points de P et est défini par Ptr = {0.15+0.01i | 0 ≤ i ≤ 30}(m).
Nous ne détaillons par ici la construction du modèle HHR (BR, RID), nous utilisons la
construction telle qu’introduite en section 1.4.3, avec seulement une DEIM sur la base ré-
duite primale. Nous avons un modèle HHR avec un ordre primal de ℓ = 9 et dual de NC

λ = 8,
avec donc 8 points de contact potentiels dans le RID (cf. figure 2.2). Aucun enrichissement
n’est nécessaire dans ce cas test, la condition discrète inf-sup/LBB du problème HHR est
respectée (βHR ≈ 0.54). Pour illustrer les résultats théoriques nous évaluons les erreurs et
les bornes sur 101 points de l’espace paramétrique (incluant les 31 snapshots), c’est à dire
Pvalid = {0.15 + 0.003i | 0 ≤ i ≤ 100}(m).

Figure 2.2 – Cas test académique. Domaine d’intégration réduit du modèle HHR (ℓ =
9, NC

λ = 8).

Pour ce cas test nous avons Ma ≈ 37.03, α ≈ 11.11 et α′ ≈ 0.005.

2.6.2.a Borne d’erreur duale sur tout ΩA

Nous présentons sur la figure 2.3 l’erreur duale du modèle HHR et la borne comme définies
dans (2.145) et (2.146) (respectivement) afin de vérifier le théorème 3.

Le graphique montre que la borne d’erreur duale est respectée pour tous les points de l’espace
paramétrique. Dans ce cas, les comportements diffèrent légèrement l’un de l’autre. L’erreur
duale est entre 10−5 et 10−2 tandis que la borne est dans l’intervalle [10−3; 10−1]. La borne
est donc assez grande devant l’erreur réelle. L’indice d’efficacité moyen de la borne est de 71.5
pour un maximum de 732.7 et un minimum de 7.9. Il y a donc une variation assez grande de
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Figure 2.3 – Erreur duale ϵλ,ΩA
et borne δλ,ΩA

comme définies en (2.145) et (2.146) (respec-
tivement), sur l’espace paramétrique Pvalid.

l’efficacité selon la valeur du paramètre.
Cette efficacité assez faible est en partie due à la valeur de la constante Ma

βHR
. En effet cette

constante est le ratio entre Ma (qui dépend des caractéristiques matérielles) et βHR (qui ne
dépend pas du matériau). Ce ratio peut conduire à une borne très large devant l’erreur réelle
car la valeur de βHR est assez petite (βHR = 0.54 pour ce cas test) alors que Ma peut devenir
très grande si un module de Young de l’ordre du MégaPascal est considéré.

2.6.2.b Bornes d’erreurs primales a piori sur tout ΩA

Borne d’erreur primale sur le RID avec l’hypothèse (H)
Pour vérifier l’hypothèse (H) dans le modèle HHR afin de vérifier la borne (2.73), nous im-
posons la solution EF comme condition de Dirichlet sur l’interface du RID. Nous pouvons
observer sur la figure 2.4a que la borne d’erreur est respectée pour tous les paramètres µ de
l’espace de validation. De plus, la borne qui est dans l’intervalle [10−5; 10−3] est proche de
l’erreur qui est entre 10−6 et 10−4. L’indice d’efficacité (sur Pvalid) de la borne est quasiment
constant et égal à 3 (max. 3.3, min. 2.8). La borne est donc dans ce cas très efficace.

Borne d’erreur primale sur le RID dans le cas général (sans hypothèse (H))
Nous présentons sur la figure 2.4b l’erreur du modèle HHR et la borne d’erreur primale
sur le RID comme définies en (2.149) et (2.150) (respectivement) afin de vérifier la borne
(2.80). Tout d’abord, nous pouvons constater sur la figure 2.4b que de la même façon que
la borne sous l’hypothèse (H), la borne pour le cas général est vérifiée sur tout l’espace
paramétrique. L’erreur du modèle HHR est entre 10−5 et 10−3 tandis que la borne est dans
l’intervalle [10−3; 10−2]. Il est compréhensible que l’erreur et la borne dans le cas général
soient plus grandes que sous l’hypothèse (H) car elles prennent en compte l’erreur engendrée
par la différence de Dirichlet sur l’interface du RID. L’indice d’efficacité moyen (sur Pvalid)
de la borne dans le cas général est de 5.0, pour un maximum de 9.1 et un minimum de 3.9.
L’efficacité de la borne dans le cas général est donc moins bonne que sous l’hypothèse (H)
mais reste très satisfaisante.

2.6.2.c Borne d’erreur primale a priori sur tout Ω

Nous proposons ici la validation de la borne de l’erreur primale a priori du modèle HHR
sur tout Ω du théorème 6. Nous présentons sur la figure 2.5 l’erreur primale du modèle HHR
sur tout Ω, ϵu (cf. (2.147)) et sa borne, δu (cf. (2.148).
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Figure 2.4 – Erreur et borne primales, avec ou sans hypothèse (H), sur l’espace paramétrique
Pvalid.
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Figure 2.5 – Erreur primale ϵu et la borne δu sur tout Ω comme définies en (2.147) et (2.148)
(respectivement), sur l’espace paramétrique P.

Le graphique montre clairement le respect de la borne sur tout l’espace paramétrique. L’erreur
est entre 10−3 et 10−5 tandis que la borne se trouve dans l’intervalle [10−2; 3×10−4]. L’indice
d’efficacité moyen de la borne est de 3.6 pour un maximum de 18.2 et un minimum de
1.9. L’efficacité est donc très satisfaisante même si elle présente une légère variation selon le
paramètre. Cette variation de l’efficacité est due à la minimisation aux moindres carrés, qui
dans ce cas est sur tout le domaine Ω.

2.6.2.d Borne d’erreur a posteriori

Dans cette section, nous proposons uniquement de vérifier la borne d’erreur primale a
posteriori du théorème 8. Des résultats sur le nouvel indicateur d’erreur proposé seront
présentés sur le cas test suivant en section 2.6.3, le présent cas test s’y prêtant assez peu vu
la simplicité de la construction de la BR primale.
Nous présentons sur la figure 2.6 l’erreur primale du modèle HHR sur ΩA, notée ϵu,ΩA

, et la
borne δpost.u,ΩA

(cf. (2.149) et (2.151) respectivement).
Nous pouvons constater que la borne a posteriori est vérifiée sur la totalité de l’espace
paramétrique. La borne a posteriori est assez précise, de plus son indice d’efficacité est
quasiment constant autour de 3.0 (max. 3.4, min. 2.6). La borne a donc une très bonne
efficacité avec peu de variation selon le paramètre.
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Figure 2.6 – Erreur primale ϵu,ΩA
et borne a posteriori δpost.u,ΩA

comme définies en (2.149)
et (2.151) (respectivement), sur l’espace paramétrique P

2.6.2.e Limitation du cas test

La complexité paramétrique de ce cas test reste modérée, du fait notamment des multiples
symétries. Même si en pratique, un module de Young de 15 Pa ne représente pas un matériau
existant, il est possible de considérer un changement d’unité pour se ramener à des modules
plus réalistes. Cependant les dimensions du domaine en seront d’autant plus petites (milli-
mètres voire micromètres). De plus les chargements considérés sortent le cas test du cadre
théorique des HPP (la théorie de Hertz ne s’applique pas à ce cas test à cause du trop grand
écrasement). Nous allons donc étudier et vérifier les bornes d’erreurs sur un cas test issu du
domaine de la simulation du combustible nucléaire (avec de vrais caractéristiques matériaux).

2.6.3 Cas test industriel

Dans cette section nous allons considérer le cas test introduit en section 1.5.2 représentant
l’interaction pastille-gaine (IPG) en 2D axisymétrique. Pour rappel, le modèle EF a un ordre
primal de N = 14140 et dual de Nλ = 101 et l’espace paramétrique est constitué de la pression
P1 ∈ [5; 200]MPa que l’on applique sur l’extérieur de la gaine sur une hauteur h1 ∈ [0, 6; 6]mm.
L’espace d’entraînement, noté Ptr, est composé de 500 points de P régulièrement distribués.
Nous utilisons une construction du modèle HHR avec DEIM sur la base réduite primale, ainsi
qu’une DEIM sur une BR POD duale et une zone d’intérêt sur l’extérieur de la gaine. Nous
obtenons donc un modèle HHR avec un ordre primal de ℓ = 36 et dual de NC

λ = 34, avec
donc 34 points de contact potentiels dans le RID (cf. figure 2.7). Dans ce cas test, la condition
inf-sup/LBB discrète du modèle HHR n’est pas respectée initialement. Nous considérons donc
un enrichissement maximal conduisant à un ordre primal effectif de ℓ = 70. Pour illustrer les
résultats théoriques nous évaluons les erreurs et les bornes sur l’espace de validation Pvalid

constitué de 3100 points de l’espace paramétrique (régulièrement distribués).
Dans ce cas test nous avons Ma ≈ 3.65× 1011, α ≈ 5.82× 1010, α′ ≈ 18.6× 103 et βHR ≈ 0.5.

2.6.3.a Borne d’erreur duale sur tout ΩA

Nous représentons sur la figure 2.8 l’erreur duale du modèle HHR et la borne comme
définies dans (2.145) et (2.146) (respectivement) afin de vérifier le théorème 3. La constante
Ma
βHR

est évaluée à environ 5.16× 1011.

Le graphique montre bien que la borne est vérifiée sur tout l’espace paramétrique, cependant,
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Figure 2.7 – Cas test industriel. Domaine d’intégration réduit (RID) du modèle HHR.
(ℓ = 36, NC

λ = 34, ℓ = 70).

Figure 2.8 – Erreur duale ϵλ,ΩA
et la borne δλ,ΩA

comme définies en (2.145) et (2.146)
(respectivement), sur l’espace paramétrique Pvalid.

la borne est très grande devant l’erreur. En effet, l’indice d’efficacité moyen est très grand
(environ 20.6×103) avec une très grande variation en fonction du paramètre (max. de 5.9×106

pour min. de 419). Cette observation peut directement être reliée au rapport entre la constante
de continuité Ma (qui est très grande avec les caractéristiques matérielles du cas test) et la
constante inf-sup/LBB βHR (qui est restée du même ordre de grandeur que celle du cas test
académique).

2.6.3.b Bornes d’erreurs primales sur tout ΩA

Borne d’erreur primale sur ΩA avec l’hypothèse (H)
Comme pour le cas test des deux demi-disques de Hertz, nous imposons la solution EF comme
condition de Dirichlet sur l’interface du RID dans le modèle HHR afin de respecter l’hypothèse
(H) et vérifier la borne (2.73). Nous présentons sur la figure 2.9a l’erreur primale du modèle
HHR sur le RID, notée ϵHu,ΩA

, et la borne, notée δHu,ΩA
(cf. (2.152)). Les observations du cas

académique pour la borne sous l’hypothèse (H) sont confirmées sur ce cas test. La borne est
supérieure à l’erreur sur tout l’espace paramétrique et son indice d’efficacité moyen est de 6.0
pour un maximum de 6.2 et un minimum de 4.8.
Borne d’erreur primale sur ΩA dans le cas général (sans hypothèse (H))
Nous présentons sur la figure 2.9b l’erreur du modèle HHR ϵu,ΩA

et la borne d’erreur primale
sur le RID δu,ΩA

comme définies en (2.149) et (2.150) (respectivement) afin de vérifier la borne
(2.80). Une fois encore, les observations du cas test académique sont confirmées sur ce cas
test. La borne est respectée sur tout l’espace paramétrique et son indice d’efficacité est très
bon (6.3 en moyenne pour un maximum de 10.0 et un minimum de 5.5). De plus l’erreur et
la borne sont plus grandes que sous l’hypothèse (H) car elles prennent en compte l’erreur
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introduite par la différence des valeurs Dirichlet sur l’interface du RID.

(a) Erreur ϵHu,ΩA
et la borne δHu,ΩA

comme définies
en (2.152) sous l’hypothèse (H)

(b) Erreur ϵu,ΩA
et la borne δu,ΩA

comme définies
en (2.149) et (2.150) (respectivement) dans le cas
général.

Figure 2.9 – Erreur et borne primales, avec ou sans hypothèse (H), sur l’espace paramétrique
Pvalid.

Les observations sur la figure 2.9 conduisent à la vérification des bornes primales sur le RID
pour le cas test industriel. Les caractéristiques matériaux ne semblent pas avoir d’influence
particulière pour ces estimations.

2.6.3.c Borne d’erreur primale a priori sur tout Ω

Nous proposons ici la vérification de la borne de l’erreur primale a priori du modèle HHR
sur tout Ω, cf. théorème 6. Nous présentons sur la figure 2.10 l’erreur primale du modèle HHR
sur tout Ω, ϵu (cf. (2.147)) et sa borne, δu (cf. (2.148). Comme observé précédemment sur le
cas test académique, la borne est vérifiée en chaque point. Les erreurs vont de 10−5 à 5×10−8

alors que la borne va de 10−4 à 4× 10−6. Il est important de remarquer sur la figure 2.10 que
contrairement au cas test académique (cf. section 2.6.2.c), l’indice d’efficacité varie fortement
selon le paramètre. L’indice d’efficacité moyen est de 59.9 pour un maximum de 497.5 et un
minimum de 3.3. Ici, la borne est beaucoup plus lisse, et ne réussit à capter qu’une toute
petite partie des variations de l’erreur. Cette différence peut s’expliquer par la complexité du
cas test industriel, qui conduit à une minimisation aux moindres carrés sur tout Ω beaucoup
moins adaptée pour reproduire le comportement de l’erreur HHR sur le domaine complet.
Néanmoins, la borne est numériquement vérifiée.

Figure 2.10 – Erreur primale ϵu et la borne δu sur tout Ω comme définies en (2.147) et
(2.148) (respectivement), sur l’espace paramétrique Pvalid.
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2.6.3.d Borne d’erreur a posteriori

Dans cette section, nous proposons de vérifier la borne d’erreur primale a posteriori du
théorème 8. Nous représentons sur la figure 2.11 l’erreur primale du modèle HHR sur ΩA, notée
ϵu,ΩA

, et la borne a posteriori δpost.u,ΩA
telles que définies en (2.149) et (2.151) (respectivement).

Comme pour le cas test des deux demi-disques de Hertz précédemment, la borne est respectée
sur tout l’espace paramétrique, elle est assez précise avec un indice d’efficacité qui varie très
peu (moyenne de 4.8 pour un maximum de 6.2 et un minimum de 4.1).

Figure 2.11 – Erreur primale ϵu,ΩA
et borne a posteriori δpost.u,ΩA

comme définies en (2.149)
et (2.151) (respectivement), sur l’espace paramétrique Pvalid

2.6.3.e Résultats numériques du nouvel indicateur d’erreur

Dans cette section nous voulons illustrer l’efficacité du nouvel indicateur d’erreur dérivé de
la borne d’erreur a posteriori (2.124), noté η2 et introduit en section 2.3.2. Nous utilisons un
algorithme glouton de sélection de snapshots (cf. Algorithme 1.3) basé sur ce nouvel indicateur
(en norme 2). L’algorithme est initialisé avec 4 snapshots localisés aux extrémités de l’espace
paramétrique (P1 = 5 ou 200MPa et h1 = 0.6 ou 6mm). L’algorithme glouton sélectionne un
snapshot supplémentaire par itération sur une grille de 1600 points de l’espace paramétrique
potentiels Pparam.. La base réduite primale du modèle HHR est construite avec un seuil POD
primal de 10−8. Le RID est construit en appliquant l’algorithme DEIM sur la BR primale,
ainsi que sur une BR POD duale obtenue avec un seuil POD de 10−6. Une zone d’intérêt
est également ajoutée sur l’extérieur de la gaine (pour prendre en compte la condition de
Neumann). Un enrichissement EF maximal est appliqué. A chaque itération de l’algorithme
glouton, le modèle HHR est reconstruit pour prendre en compte le nouveau snapshot. Nous
nous intéressons à l’évolution de la valeur moyenne de l’erreur relative primale estimée sur
Pparam au cours des itérations de l’algorithme glouton, ainsi qu’à l’évolution du cardinal de
la base réduite primale POD. Nous comparons les résultats obtenus avec ce nouvel indicateur
η2 avec ceux obtenus avec l’indicateur introduit dans [Fauque et al., 2018], qu’on appellera
η (cf. section 1.4.7 du chapitre 1). Nous regardons également les erreurs relatives primales
moyennes de référence (par rapport à la solution EF) associées aux modèles réduits construits
avec chaque ensemble de snapshots (celui de η2 et celui de η). Nous présentons ces résultats
sur la figure 2.12.
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Figure 2.12 – Comparaison des capacités des indicateurs η et η2.

Nous pouvons voir sur la figure 2.12a que l’indicateur η2 permet de construire un modèle
HHR plus précis car son erreur relative primale de référence associée diminue plus rapidement
et au cours de toutes les itérations de l’algorithme, ce qui n’est pas le cas pour l’indicateur
η. Nous pouvons également constater que même s’ils constituent des versions modifiées de la
borne a posteriori du théorème 8, les deux indicateurs restent des bornes de leurs erreurs de
référence respectives. Sur la figure 2.12b nous observons que l’indicateur η2 conduit à un mo-
dèle HHR qui aura une plus grande BR primale pour un nombre d’itération fixé. L’indicateur
η2 permet donc de choisir des snapshots qui ont peu ou pas de redondance d’information. Le
nouvel indicateur η2 est très performant en comparaison de l’indicateur η.

Il est à noter que la partie primale de l’indicateur η (cf. ηu section 1.4.7) est borné par η2
cf. éq. (2.116). C’est donc la composante duale ηλ de η qui rend ce dernier moins efficace.

2.6.3.f Validation numérique de la borne avec la distance chordale

Dans cette section, une illustration numérique de la borne d’erreur primale a priori en
fonction de la distance chordale (cf. section 2.4) est présentée sur le cas test industriel. Le
même cas que celui de la section 2.6.3.b est considéré, mais avec un espace paramétrique dif-
férent. La pression P1 ∈ [100; 140]MPa devient le seul paramètre réel tandis que la hauteur h1
est fixée à un ensemble de 5 valeurs possibles ([0.5; 0.75; 1.0; 1.25; 1.5]mm). L’ensemble d’ap-
prentissage est défini comme Ptr = {100+10iMPa | i = 0, ..., 4}, et la matrice des snapshots
est construite en résolvant le cas test pour toutes les valeurs possibles de h1 à chaque point
de Ptr. Le modèle HHR est construit pour obtenir une base réduite de taille ℓ = 5. Pour
calculer la base réduite V ∗ pour un P1 donné, une SVD est effectuée sur la matrice des snap-
shots composée des solutions EF pour chaque valeur possible de h1 avec la même pression P1.
Aucune troncature n’est utilisée sur le résultat de la SVD, ce qui donne une base réduite V ∗

de taille RN×ℓ, égale aux dimensions de V . Le vecteur γ∗ est alors calculé en utilisant une
minimisation par les moindres carrés pour le problème V ∗γ∗ = Uh pour un ensemble donné
de paramètres (P1, h1). L’erreur est indiquée par la notation EΩ

u , tandis que les deux versions
de la borne sont écrites dans les légendes avec la constante K1 = (1 + Ma

α′ ). Les bornes et
l’erreur sont présentées sur la figure 2.13.
La figure met en évidence la vérification des bornes d’erreurs (2.129) et (2.130) du théo-
rème 9 d’un point de vue numérique. Comme démontré dans la partie théorique, la borne
(1+ Ma

α′ )||sin(θ)U∗Tγ∗||2 est plus proche de l’erreur que dCh(V ∗, V )
√
ℓ||γ∗||2. De plus, la plus

petite borne capture mieux certaines caractéristiques de l’erreur réelle.
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Figure 2.13 – Erreur primale EΩ
u et bornes en fonction de la distance chordale (2.130).

2.7 Conclusion

L’analyse théorique du modèle HHR proposée dans ce chapitre a permis de mettre en évi-
dence les atouts majeurs de ce dernier. En particulier, l’obtention d’estimateurs a priori de
type Céa dans le cadre d’un problème de point-selle, au lieu d’estimateurs classiques de type
Brezzi, conduit à des erreurs primale et duale qui ne dépendent que de l’espace d’approxima-
tion réduit primal. La constante de la borne d’erreur duale est directement liée à l’inverse de
la constante inf-sup/LBB du modèle, ce qui incite à avoir une valeur aussi grande que possible
de cette constante lors de la construction de la BR primale. Le modèle HHR possède donc
des estimations d’erreurs a priori très avantageuses.

Les estimations d’erreurs a posteriori démontrées ont permis de proposer un nouvel indi-
cateur d’erreur a posteriori pour le modèle HHR. Cet indicateur est non seulement moins
coûteux à utiliser d’un point de vue temps de calcul mais il est aussi très performant. En
particulier, utilisé en association avec un algorithme glouton pour la sélection de snapshots, le
nouvel indicateur propose des performances supérieures à l’indicateur proposé dans [Fauque
et al., 2018] et utilisé jusqu’ici.

Finalement, une borne a priori en fonction de la distance chordale permet de relier la dis-
similarité de l’espace d’approximation réduit primal vis-à-vis de l’espace primal EF à l’erreur
primale commise par le modèle réduit. Ce qui ouvre la voie à l’utilisation de méthodes de
clustering pour réduire l’erreur primale.



Chapitre 3

Autour de la solvabilité et de la
précision du modèle HHR

Ce chapitre est consacré à l’étude de la solvabilité et de la précision associées au système
de point-selle du modèle hyper-réduit hybride pour des problèmes de mécanique du contact
traités par la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Pour ce faire, la relation entre le conditionnement de la matrice de rigidité de contact
projetée (associée à la valeur de la constante inf-sup/LBB) et la précision duale du modèle
réduit est mise en évidence à l’aide d’expériences numériques. Cette relation aide à piloter les
méthodes d’enrichissement développées via un algorithme glouton.

Deux méthodes d’enrichissement de la base réduite primale sont proposées pour le modèle
HHR. Ces deux méthodes permettent au modèle réduit HHR de vérifier la condition inf-sup,
mais également de réduire les erreurs duales.

Les méthodes et la majorité des résultats présentés dans ce chapitre sont contenus dans
la publication [Le Berre et al., 2022a]. Ces travaux ont par ailleurs été présentés lors de la
conférence CSMA 2022 [Le Berre et al., 2022b].
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Nous considérons dans ce chapitre, uniquement des appariements de contact nœud-à-
nœud, le modèle HHR est donc le même que celui introduit au chapitre 1.

3.1 Vérification de la condition inf-sup au sein du modèle HHR

Nous considérons la condition inf-sup/Ladyzenskaia-Babuška-Brezzi étendue, introduite
au chapitre 1 en (1.67), qui porte sur toute la liste des points de contact potentiels. Cette
condition impose que la matrice de la rigidité de contact projetée B[Aλ,Ac]V [Ac, :] doit être
de rang plein en ligne :

rang(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]) = card(Aλ) = NC
λ (3.1)

Il est évident qu’une condition nécessaire pour respecter (3.1) est d’avoir NC
λ ≤ ℓ. Ceci n’est

pas toujours le cas du fait de la construction du RID. Pour pouvoir vérifier la condition (3.1)
sans avoir à modifier le RID, la BR primale doit être enrichie.
Dans [Fauque et al., 2018], et comme rappelé dans le chapitre 1, il était proposé d’enrichir la
BR primale avec des fonctions de forme EF associées au nœuds de la surface de contact du
RID. Dans le cas des EF de Lagrange, la BR enrichie, notée V s’écrit alors comme :

V =

(
V | IN

[
:,Lc

])
. (3.2)

La BR primale est alors de dimension ℓ = ℓ+card(Lc), avec Lc ⊂ Ac les indices de nœuds des
fonctions de forme EF à ajouter. Cet enrichissement est avantageux pour obtenir une solution
précise sur la surface de contact mais le choix de Lc peut ne pas être trivial. Dans [Fauque
et al., 2018] cet enrichissement était soit manuel (avec une sélection arbitraire) soit il était
proposé d’ajouter toutes les fonctions de forme EF de la surface de contact du RID, de façon
à assurer le respect de la condition de rang plein en ligne et la précision des solutions sur la
zone de contact. Dans ce dernier cas Lc = Ac, ce qui peut entraîner une extension significative
de la taille de la BR primale.

Une des principales contributions de ce chapitre est de proposer des stratégies automa-
tiques et judicieuses pour obtenir l’ensemble Lc afin d’optimiser le ratio entre la dimension
de la BR primale ℓ et la précision des solutions duales réduites.

3.2 Conséquence de la borne d’erreur duale pour le pilotage de
l’enrichissement

La borne sur l’erreur duale (2.70) introduite dans le chapitre 2 est rappelée ici :

||λh|ΩA
− λHR||ΩA

≤ Ma

βHR
||uh|ΩA

− uHR||ΩA
, (3.3)

avec βHR la constante inf-sup/LBB du modèle HHR, (uh|ΩA
, λh|ΩA

) la solution EF restreinte
au RID, (uHR, λHR) la solution HHR et Ma la constante de continuité de l’application a(., .).
Or en dimension finie la condition inf-sup/LBB est équivalente à un problème aux valeurs
singulières [Ciarlet et al., 2003].

Par conséquent, nous posons βHR = σmin, σmin la plus petite valeur singulière non nulle
de B[Aλ,Ac]V [Ac, :]. Avec la norme matricielle induite par la norme euclidienne le condition-
nement κ s’écrit :

κ =
σmax

σmin
=
σmax

βHR
, (3.4)
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avec σmax la plus grande valeur singulière de B[Aλ,Ac]V [Ac, :].

Avec la borne d’erreur duale (3.3), nous pensons intuitivement à développer des stratégies
d’enrichissement de la BR primale pour maximiser la constante inf-sup/LBB βHR (σmin) afin
de diminuer les erreurs duales. Cependant, les valeurs de βHR sont souvent très petites et
dépendent du problème considéré, ce qui rend le pilotage de l’enrichissement assez complexe.

Nous allons donc ici utiliser le conditionnement de B[Aλ,Ac]V [Ac, :] pour le pilotage de
l’enrichissement. Considérant (3.4) la borne sur l’erreur duale (3.3) peut être reformulée :

||λh|ΩA
− λHR||ΩA

≤ C1κ||uh|ΩA
− uHR||ΩA

, C1 > 0 (3.5)

La borne (3.5) met en évidence la relation entre le conditionnement κ de la matrice de rigidité
de contact projetée et les erreurs duales du modèle HHR. La constante C1 contient la valeur
singulière σmax pour laquelle nous ne connaissons pas, théoriquement, de borne supérieure
indépendante de l’enrichissement. Cependant, numériquement, nous avons constaté que la
valeur de σmax est insensible à l’enrichissement de V . Nous allons numériquement démontrer
l’efficacité du pilotage par le conditionnement pour améliorer les précisions duales des solutions
HHR.

3.3 Rôle du conditionnement de la matrice de rigidité de contact
projetée

Dans le modèle EF, le conditionnement de la matrice de rigidité de contact B, noté κ(B),
est égal à 1. Dans le modèle HHR, plus le conditionnement de la matrice de rigidité de contact
projetée, noté κ(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]), est proche de 1, plus les solutions duales sont précises.
D’autre part, la précision des solutions primales est moins sensible à ce conditionnement. Cela
est en cohérence avec les bornes d’erreurs de la solution primale qui ne dépendent pas le la
constante inf-sup/LBB (cf. (2.80) et (2.87)). Une illustration numérique de ce comportement
des précisions primale et duale est présentée sur la figure 3.1. Les erreurs relatives considérées
sont introduites en section 3.5 (équations (3.7) et (3.9)). Par ailleurs, on remarque que le
respect stricte de la condition de solvabilité (3.1) ne suffit pas à garantir la précision de la
solution duale.
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Figure 3.1 – Rôle du conditionnement de la matrice de rigidité de contact projetée pour les
erreurs relatives primales et duales.
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3.4 Méthodes d’enrichissement de la base réduite primale

Nous proposons ici deux stratégies d’enrichissement visant à la fois à vérifier la condition
de solvabilité et à diminuer les erreurs duales.

3.4.1 Enrichissement EF de la base réduite primale

Dans le but de diminuer le conditionnement κ(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]) et de le rapprocher
de κ(B), nous proposons de conserver l’enrichissement par fonctions de forme EF introduit
dans [Fauque et al., 2018], mais en construisant l’ensemble Lc automatiquement via un algo-
rithme glouton qui minimise ce conditionnement, voir algorithme 3.1. Dans cet algorithme,
Ac(p) désigne l’indice du ddl associé à l’élément p de Ac. De cette façon, même si la condition
de solvabilité est vérifiée, l’ensemble Lc peut continuer à être enrichi pour améliorer la pré-
cision des solutions duales. Lorsque Lc = Ac, nous avons alors κ(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]) = κ(B).

Algorithme 3.1 : Algorithme glouton basé sur le conditionnement de la matrice de
rigidité de contact projetée pour l’enrichissement de la BR primale par fonctions de
forme EF.

Entrées : Conditionnement maximal κmax, matrice B et V , l’ensemble Ac (ddls EF
primaux sur la surface de contact potentielle du RID).

Sorties : L’ensemble LcAc des ddls EF à enrichir et la base réduite primale enrichie
V

Lc = ∅ ; k = 0 ; G = [[1,card(Ac)]] ;
κmin = κ(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]) ;
V = V ;
tant que (κmin > κmax) ou (rang(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]) < NC

λ ) et k < card(Ac) faire
k = k + 1 ;
pour p ∈ G faire

V
tmp

=
(
V IN [:,Ac(p)]

)
;

si κ(B[Aλ,Ac]V tmp
[Ac, :]) < κmin alors

κmin = κ(B[Aλ,Ac]V tmp
[Ac, :]) ;

pmin = p ;

G = G \ {pmin} ;
Lc = {Lc,Ac(pmin)} ;
V =

(
V IN [:,Ac(pmin)]

)
;

3.4.2 Enrichissement par modes POD et fonctions de forme EF de la base
réduite primale

L’enrichissement avec fonctions de forme EF est une stratégie d’extension de la BR primale,
mais il est naturel d’imaginer utiliser une stratégie d’enrichissement qui utilise plus de modes
POD (via une SVD moins tronquée) pour un RID donné. De cette façon, plus d’informations
venant des snapshots sont incluses dans la BR primale enrichie. En pratique, cette stratégie
est basée sur un second seuil POD tel que ϵPOD2 < ϵPOD pour obtenir ℓ2 modes POD
supplémentaires. La base réduite primale est alors notée V ∈ RN×(ℓ+ℓ2).
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L’enrichissement via les vecteurs singuliers supplémentaires ne garantit pas la vérification
de la condition inf-sup/LBB ou une valeur satisfaisante du conditionnement de la matrice de
rigidité de contact projetée. Cette stratégie doit donc être combinée avec l’enrichissement par
fonctions de forme EF présenté en section 3.4.1 (Algorithme 3.1) pour obtenir des solutions
duales précises. La dimension finale de la base réduite primale est ℓ = ℓ+ ℓ2 + card(Lc).

L’avantage principal de cette méthode est d’utiliser un seul POD plus précis sans conduire
à une augmentation de la taille du RID. En effet il y a une relation forte entre la taille de la
BR primale et la taille du RID à cause de l’algorithme DEIM notamment (cf. section 1.4.3).
Avec la méthode d’enrichissement par modes POD et fonctions de formes EF, le RID est
toujours construit avec la base POD venant du seuil ϵPOD, mais le modèle HHR repose sur
la base POD étendue avec le seuil ϵPOD2.
Il est important de garder un seuil POD ϵPOD2 assez grand pour ne pas observer un phéno-
mène d’overfitting dans le modèle réduit. Par conséquent, cette stratégie est principalement
d’intérêt pour les problèmes avec de grands espaces paramétriques.

Remarque : Pour les deux stratégies d’enrichissement, il faut vérifier après construction de
la base réduite enrichie que la matrice V est toujours une base sur le RID. Cette vérification
est réalisée dans la partie offline sans influence sur la partie online.

3.5 Etude numérique des méthodes d’enrichissement de la BR
primale en appariement nœud-à-nœud

3.5.1 Cas test des deux demi-disques de Hertz en contact.

Dans cette section nous allons considérer le cas test introduit en section 1.5.1. Pour cela,
nous regardons l’espace paramétrique P = [0.15, 0.45](m) pour µ et nous construisons les
snapshots sur l’espace d’entraînement Ptr = {0.15 + 0.01i | 0 ≤ i ≤ 30}(m) de cardinal
card(Ptr) = 31. Pour ce cas test nous considérons quatres types d’erreurs, les erreurs relatives
en norme 2 primale et duale, l’erreur relative primale en norme H1 ainsi que l’erreur sur le
minimum d’énergie utilisée dans [Benaceur et al., 2020] :

eu(µ) =

( ||uh(µ)− uHR(µ)||22,Ω
||uh(µ)||22,Ω

) 1
2

, (3.6)

eλ(µ) =

( ||λh(µ)− λHR(µ)||22,ΓC
A

||λh(µ)||22,ΓC
A

) 1
2

, (3.7)

eu,H1(µ) =

( ||uh(µ)− uHR(µ)||2H1,Ω

||uh(µ)||2H1,Ω

) 1
2

, (3.8)

eener(µ) =
1

2

∣∣∣∣a(uHR(µ), uHR(µ))− l(uHR(µ))−
(
a(uh(µ), uh(µ))− l(uh(µ))

)∣∣∣∣, (3.9)

avec (uh, λh) la solution EF et (uHR, λHR) la solution HHR. La norme relative duale est
uniquement évaluée sur le RID. L’erreur relative primale est quant à elle évaluée sur tout le
domaine Ω.
Le cas test a la particularité de présenter une double symétrie (en x et en y) pour les solutions
primales et duales. Cette symétrie, en plus de la surface de contact potentielle relativement
petite et de l’espace paramétrique unidimensionnel conduit à un cas test relativement simple
à traiter pour les modèles réduits. Avec la méthode HHR, un petit RID est suffisant pour
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donner des résultats précis.

Pour illustrer la méthode HHR sur ce cas test nous construisons une BR primale avec
un seuil POD ϵ = 10−8 conduisant à une base avec 9 vecteurs colonnes (ℓ = 9). Le RID est
construit en utilisant les nœuds obtenus en appliquant l’algorithme DEIM sur la BR primale
et en prenant les nœuds en vis-à-vis sur la surface de contact. Deux nœuds sont ajoutés au
RID pour prendre en compte les conditions de Dirichlet (un nœud sur la surface horizontale
en bas et un sur la surface horizontale en haut). Nous n’utilisons pas de DEIM sur une base
POD duale pour étendre le RID sur ce cas test. Le RID est présenté sur la figure 3.2a. Il
contient 16 nœuds sur la surface de contact (8 de chaque côté), résultant en un ordre dual
réduit de NC

λ = 8.
Avec ce RID, la condition inf-sup/LBB est vérifiée initialement. De plus, le conditionnement
est aussi très bon initialement, avec κ(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]) = 3.4. Par conséquent, ce cas test
ne nécessite aucune méthode d’enrichissement de la BR primale pour obtenir des résultats
précis avec le modèle HHR. Sur la figure 3.2b, les multiplicateurs de Lagrange du modèle EF
et HHR sont représentés pour différentes valeurs de µ /∈ Ptr. Cette figure confirme le très bon
niveau de précision locale des multiplicateurs de Lagrange du modèle HHR.

(a) Domaine d’intégration réduit (RID).
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Figure 3.2 – Demi-disques de Hertz. Modèle HHR : RID et multiplicateurs de Lagrange
ℓ = 9, NC

λ = 8.

Pour évaluer plus en détail la précision de la méthode HHR nous calculons les erreurs eu(µ),
eλ(µ) et eener(µ) sur un ensemble de 101 points de l’espace P (incluant les 31 points de Ptr).
Les résultats sont représentés sur la figure 3.3. La solution primale est toujours approximée
avec précision, avec des erreurs relatives en norme 2 en dessous de 0.05% (5.10−4) sur la totalité
de l’espace paramétrique. La solution duale est elle aussi estimée précisément avec de 0.1% à
0.8% d’erreurs relatives en norme 2. L’erreur sur le minimum d’énergie est très satisfaisante,
en dessous de 10−4 sur Ω, même en dehors de l’espace d’entraînement. Les erreurs relatives
primales en norme H1 sont légèrement supérieures à celles en norme 2, mais restent inférieures
à 2× 10−3 sur la totalité de l’espace paramétrique.
Dans [Benaceur et al., 2020], la méthode d’algorithme CPG (Cone-Projected Greedy) a été
appliquée sur le même cas test, avec le même espace d’entraînement et le même seuil POD. La
méthode CPG présente une erreur sur le minimum d’énergie entre 10−6 et 10−3, et entre 10−5
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Figure 3.3 – Demi-disques de Hertz. Erreurs HHR évaluées sur 101 points. ℓ = 9, NC
λ = 8.

et 4.10−3 pour l’erreur relative (en norme H1) sur le champ des déplacements. Ces erreurs
sont calculées sur l’espace d’entraînement uniquement. Les erreurs sur les multiplicateurs de
Lagrange ne sont pas présentées. Comparées aux erreurs de la figure 3.3, cela démontre la
précision de la méthode HHR proposée, même en dehors de l’espace d’entraînement.

3.5.2 Cas test d’interaction pastille-gaine en axisymétrique

Dans cette section nous allons considérer le cas test introduit en section 1.5.2 représen-
tant l’interaction pastille-gaine (IPG) en 2D axisymétrique. L’espace paramétrique considéré
est P = [5, 200]MPa×[0.6, 6.0](mm). Il s’agit d’un "grand" espace paramétrique car il peut
conduire à de grandes variations de la pression de contact ainsi qu’à de grandes variations de
la surface de contact active.
Pour construire le modèle HHR, nous utilisons un espace d’entraînement Ptr de 500 snapshots
distribués régulièrement sur l’espace paramétrique. Du fait des grandes variations induites par
l’espace paramétrique, nous utilisons un seuil POD de ϵ = 10−6 pour initialement limiter la
dimension de la BR primale à ℓ = 36. Nous appliquons l’algorithme DEIM à la base réduite
primale pour construire le RID en ajoutant une région d’intérêt sur l’extérieur de la gaine
pour prendre en compte les conditions au bord de Neumann. Le RID obtenu est représenté sur
la figure 3.4a avec un jeu amplifié pour une meilleure visualisation. Le RID contient NC

λ = 12
points de contact potentiels. Ce RID conduit à des précisions insatisfaisantes sur les solutions
primales. Par conséquent nous élargissons le RID en utilisant l’algorithme DEIM sur une BR
duale POD obtenue avec un seuil POD de ϵ = 4.10−4. Cette base réduite duale est unique-
ment utilisée pour la construction du RID, cf. section 1.4.3). Le RID étendu est présenté en
figure 3.4b. Dans ce cas il contient NC

λ = 34 relations de contact. L’avantage d’utiliser l’algo-
rithme DEIM sur une BR POD duale est de sélectionner uniquement des DDLs de la surface
de contact.
Par la suite, les résultats présentés se concentrent sur le modèle HHR avec le RID étendu
(ℓ = 36, NC

λ = 34) et sur des paramètres en dehors de l’espace d’entraînement. Il est impor-
tant de savoir que la condition de solvabilité inf-sup/LBB n’est pas vérifiée initialement dans
ce contexte. Nous allons donc pouvoir étudier les méthodes d’enrichissement présentées en
section 3.4 sur ce cas test.
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(a) RID obtenu avec l’algorithme DEIM sur
la BR primale. (ℓ = 36, NC

λ = 12)
(b) RID étendu avec l’algorithme DEIM sur
une BR duale POD . (ℓ = 36, NC

λ = 34)

Figure 3.4 – IPG axisymétrique. Domaine d’intégration réduit.

3.5.2.a Etude numérique des méthodes d’enrichissement

Nous nous focalisons dans cette section sur l’étude numérique des méthodes d’enrichisse-
ment de la BR primale présentées en section 3.4. Même si la condition de solvabilité n’est
pas vérifiée initialement, une solution numérique peut être obtenue, cette dernière montre
une erreur duale très forte. La figure 3.5 montre que le respect de la condition inf-sup/LBB
seul (indiqué par des lignes rouges), ne suffit pas à obtenir une précision satisfaisante sur les
solutions duales. Avec enrichissement par fonctions de forme EF, la condition de solvabilité
est respectée pour ℓ = 40 (4 fonctions de forme ajoutées), mais pour un conditionnement de la
matrice de rigidité de contact projetée supérieur à 1000, menant à des erreurs relatives duales
de plus de 70%. L’enrichissement additionnel de la BR primale basé sur l’amélioration du
conditionnement permet d’améliorer drastiquement les erreurs relatives duales, jusqu’à obte-
nir 2% d’erreur pour le point P1 = 170MPa et h1 = 3.2mm de l’espace paramétrique considéré.
Les erreurs relatives duales deviennent significativement plus petites pour un conditionnement
autour de 10, cf. figure 3.5b. Pour κmax = 10, l’algorithme glouton d’enrichissement conduit à
card(V ) = 55 et une erreur relative duale de 6.3%. La stratégie d’enrichissement avec modes
POD et EF, introduite en section 3.4.2, peut être comparée avec la méthode d’enrichissement
basée sur les modes EF que nous venons d’illustrer. Nous fixons κmax = 1 (enrichissement
maximal) pour les deux approches. Nous reportons dans le tableau 3.1 les résultats obtenus
pour différents seuils POD ϵPOD2 pour l’enrichissement par modes POD et EF sur deux points
de l’espace paramétrique en dehors des snapshots Ptr.
La stratégie d’enrichissement par modes POD+EF nous permet d’atteindre des erreurs rela-
tives plus petites que l’approche avec uniquement des modes EF. En fixant un conditionnement
maximal à κmax = 1, l’enrichissement est maximal et conduit naturellement la stratégie d’en-
richissement par modes POD à des cardinaux de BR primale plus élevés (cf. tableau 3.1).
Concernant les erreurs, nous observons que pour le point déjà bien traité par la méthode
d’enrichissement par modes EF (P1 = 170MPa et h1 = 3.2mm), quelques modes POD sont
suffisants pour diminuer l’erreur relative duale. Cependant, quand les erreurs relatives duales
sont grandes avec l’enrichissement EF, il est utile d’ajouter plus de modes POD pour dimi-
nuer les erreurs duales. Par exemple, pour le point P1 = 30MPa et h1 = 5.25mm, ajouter 9
modes POD (correspondant à un seuil ϵPOD2 = 3.5 10−7) permet de diviser les erreurs rela-
tives duales par quatre. Nous pouvons retenir du tableau 3.1 que le choix de ϵPOD2 n’est pas
trivial étant donné que des valeurs trop basses peuvent conduire à des phénomènes associés à
l’overfitting, dégradant la précision des solutions.
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Figure 3.5 – IPG axisymétrique. Etude des deux stratégies d’enrichissement : par modes EF
uniquement (’l’) et par POD+EF (’l+9’, 9 modes POD ajoutés), avec ℓ = 36 et NC

λ = 34.
Point : P1 = 170MPa et h1 = 3.2mm.

P1 = 170MPa P1 = 30MPa

h1 = 3.2mm h1 = 5.25mm

Err. rel. Err. rel.
nb mod. ϵPOD2 κ(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]) ℓ̄ = card(V )

POD ajou. ×10−7 après enri. POD final prim. duale prim. duale
Enr. EF 0 − 1.5 106 70 1.0% 2.5% 2.9% 21%

Enr. POD+EF 3 7.5 2.3 104 73 2.5% 1.8% 0.5% 26%
Enr. POD+EF 6 5 4.5 103 76 0.5% 1.6% 1.6% 16%
Enr. POD+EF 9 3.5 4.1 103 79 0.1% 1.3% 3.5% 5.6%
Enr. POD+EF 12 2.7 3.4 103 82 1.4% 1.7% 2.5% 6.7%
Enr. POD+EF 15 2.2 878 85 1.9% 1.7% 1.3% 5.8%
Enr. POD+EF 18 1.7 386 88 1.1% 1.4% 0.2% 5.3%
Enr. POD+EF 21 1.3 383 91 7.8% 1.8% 13.4% 9.3%
Enr. POD+EF 23 1.1 330 93 0.8% 1.3% 16% 9.9%
Enr. POD+EF 26 0.9 328 96 12% 1.3% 1.5% 9.5%

Tableau 3.1 – IPG axisymétrique. Etude des stratégies d’enrichissement par modes POD et
fonctions de formes EF (l = 36 et NC

λ = 34).κmax = 1.

Nous pouvons également remarquer qu’enrichir la BR primale uniquement avec des modes
POD ne sera pas efficace pour diminuer le conditionnement de la matrice de rigidité de
contact projetée.
Sur la figure 3.5, les résultats de l’algorithme glouton sur la BR primale avec 9 modes POD
ajoutés (noté ’l+9’ dans la légende) sont présentés. Pour une dimension de BR primale équiva-
lente, l’approche POD+EF devient intéressante uniquement pour de petites erreurs relatives
duales (cf. figure 3.5a). Cependant, en regardant le conditionnement de la matrice de rigidité
de contact projetée, la méthode POD+EF améliore toujours la précision duale pour un condi-
tionnement fixé (cf. figure 3.5b) inférieur à 100. Il est intéressant de voir que la condition de
solvabilité est respectée pour un conditionnement similaire.

Nous présentons maintenant des résultats sur les figures 3.6, 3.7 et 3.8 les comparaisons
des solutions en ur, en contraintes de Von Mises déduites des déplacements et sur les multi-
plicateurs de Lagrange, sur le point de l’espace paramétrique P1 = 170MPa et h1 = 3.2mm,
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pour les modèles EF et HHR avec les deux stratégies d’enrichissement pour un condition-
nement maximal de κmax. Les résultats des deux modèles HHR en ur et en contraintes de
Von Mises sont très satisfaisants et sont indiscernables à l’œil nu des résultats EF. Dans ce
cas, les erreurs relatives en norme 2 sont également très bonnes, avec une erreur relative légè-
rement meilleure pour le modèel HHR avec enrichissement POD+EF. C’est en s’intéressant
aux solutions duales (cf. figure 3.8) que la méthode d’enrichissement POD+EF apporte une
amélioration significative, en proposant une erreur relative de 2.1% au lieu de 6.3% pour la
méthode avec enrichissement EF uniquement. C’est en particulier autour de la zone de chan-
gement de statut de contact que les solutions duales sont améliorées par la méthode POD+EF
(cf. zoom figure 3.8).

(a) EF
(N = 14140, Nλ = 101)
Erreur relative :

(b) HHR (enri. EF).
(ℓ = 55, NC

λ = 34)
1.1%

(c) HHR (enri. POD+EF)
(ℓ = 62, NC

λ = 34)
0.13%

Figure 3.6 – IPG axisymétrique. Comparaison des solutions en ur pour le FOM et le modèle
HHR avec les deux stratégies d’enrichissement pour κmax = 10. Erreur relative en norme 2.
Point : P1 = 170MPa et h1 = 3.2mm.

(a) EF
(N = 14140, Nλ = 101)
Erreur relative :

(b) HHR (enri. EF).
(ℓ = 55, NC

λ = 34)
0.9%

(c) HHR (enri. POD+EF)
(ℓ = 62, NC

λ = 34)
0.8%

Figure 3.7 – IPG axisymétrique. Comparaison des solutions en contraintes de Von Mises
(déduites des déplacements) pour le FOM et le modèle HHR avec les deux stratégies d’enri-
chissement pour κmax = 10. Erreur relative en norme 2. Point : P1 = 170MPa et h1 = 3.2mm.
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1

(a) EF
(N = 14140, Nλ = 101)
Erreur relative :

1

(b) HHR (enri. EF).
(ℓ = 55, NC

λ = 34)
6.3%

1

(c) HHR (enri. POD+EF)
(ℓ = 62, NC

λ = 34)
2.1%

Figure 3.8 – IPG axisymétrique. Comparaison des solutions duales pour le FOM et le modèle
HHR avec les deux stratégies d’enrichissement pour κmax = 10. Erreur relative en norme 2.
Point : P1 = 170MPa et h1 = 3.2mm.

Les deux méthodes d’enrichissement sont maintenant comparées sur la totalité de l’espace
paramétrique. Pour cela, les solutions HHR et EF sont calculées sur 3100 points, régulière-
ment distribués sur l’espace paramétrique, et les erreurs sont calculées pour obtenir des cartes
d’erreurs relatives sur l’espace paramétrique. Nous fixons un conditionnement maximum à
κmax = 10, qui semble être un bon compromis entre précision et dimension des BR primales
enrichies.
Les cartes des erreurs relatives duales sont présentées en figure 3.9 pour la stratégie d’en-
richissement EF (Fig. 3.9a) et la stratégie POD+EF avec 9 modes POD supplémentaires
(Fig. 3.9b). Cette figure montre clairement une amélioration liée à la méthode d’enrichisse-
ment POD+EF. La dimension finale de la BR primale est plus grande de 7 vecteurs colonnes
avec la méthode POD+EF (au lieu de 9), ce qui indique que la minimisation du conditionne-
ment est légèrement facilitée par l’ajout des modes POD.
Pour les deux méthodes d’enrichissement, il y a de fortes erreurs relatives duales sur la partie
gauche des cartes d’erreurs, pour des faibles valeurs de pression P1 (contact affleurant). Cela
met en évidence la complexité de réduire le problème de façon efficace sur un tel espace para-
métrique, où la pression de contact peut être forte, faible ou même nulle, et peut s’appliquer
sur de grandes ou petites surfaces.

Dans le tableau 3.2 nous proposons les temps de résolutions moyens des modèles EF et
HHR avec les deux stratégies d’enrichissement (calculés sur les mêmes paramètres que les
cartes d’erreurs relatives de la figure 3.9). Pour le modèle EF nous présentons le temps
de résolution moyen pour une version "native" du solveur EF Cast3M et pour une ver-
sion "PLEIADES" correspondant à la configuration du solveur dans la plateforme logicielle
PLEIADES. La principale modification qui nous concerne pour nos applications est la désacti-
vation du super-élément (cf. Complément de Schur). Cette option a été désactivée de PLEIADES
pour des questions de stabilité des résultats et des problèmes de résolution de problèmes non-
linéaires. Le modèle HHR ne vérifiant pas les conditions nécessaires pour pouvoir utiliser un
super-élément pour accélérer la résolution, la version EF "PLEIADES" est plus adaptée pour
une comparaison des temps de calcul. Nous observons dans le tableau 3.2 que les temps de ré-
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(a) Enrichissement EF. ℓ = 55.
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(b) Enrichissement POD+EF (ℓ+ 9). ℓ = 62.

Figure 3.9 – IPG axisymétrique. Carte des erreurs relatives duales (en %) pour le modèle
HHR avec ℓ = 36, NC

λ = 34 sur 3100 points de l’espace paramétrique. Méthodes d’enrichisse-
ment appliquées avec κmax = 10.

solutions moyens pour les modèles HHR avec enrichissement EF et POD+EF sont plus petits
que pour les deux configurations EF. Nous remarquons également que le modèle HHR avec
enrichissement EF présente un temps de résolution moyen plus petit que celui du modèle HHR
avec enrichissement EF+POD. En effet l’ordre plus élevé du second modèle HHR conduit à
une augmentation du temps de résolution moyen vis à vis du premier. Cette observation nous
ramène à l’équilibre classique entre précision et temps de résolution, cet équilibre est égale-
ment à trouver pour le modèle HHR. En terme d’accélération nous avons une accélération
intéressante vis à vis du modèle EF pour la version "native" (≃ 3) et très intéressante vis à
vis du modèle EF "PLEIADES" (≃ 20).

Temps moyen de résolution (ms) Accélération
EF (CAST3M natif) 704 ×
EF "PLEIADES" 4829 ×
HHR (EF) ℓ = 55 220 3.2/21.9

HHR (POD+EF) ℓ = 62 270 2.6/17.8

Tableau 3.2 – IPG axisymétrique. Temps moyen CPU et accélération des modèles EF et
HHR avec les stratégies d’enrichissement par fonctions de formes EF et/ou modes POD ap-
pliquées avec κmax = 10. (l = 36 et NC

λ = 34). 3100 points de tests.

3.5.2.b Résultats sur la reconstruction des solutions duales

Nous présentons sur la figure 3.10 les cartes d’erreurs relatives pour les solutions duales
reconstruites selon les deux méthodes d’enrichissement avec conditionnement maximum fixé à
κmax = 10. La reconstruction des solutions duales réduites en dehors du RID est réalisée avec
la méthode introduite au chapitre 1 en section 1.4.6 (problème de minimisation résolu par
la méthode des moindres carrés non-négatifs). Les erreurs relatives sur les solutions recons-
truites sont globalement similaires à celles sur le RID, cf. figure 3.9. Les erreurs sont surtout
localisées sur les mêmes endroits de l’espace paramétrique (faibles pressions de contact P1).
Cependant on observe quand même une grande augmentation des erreurs pour les faibles va-
leurs du paramètres h1 (entre 0.6 et 1.5 mm). On peut expliquer ce phénomène en observant le
RID et en remarquant qu’il n’y a aucun nœud de contact dans le RID entre le bas de la gaine
et environ 1.5mm. Cette absence de nœuds ne permet pas à la méthode de reconstruction de
produire de bonnes solutions duales reconstruites pour ces valeurs de h1.
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(a) Enrichissement EF. ℓ = 55.
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(b) Enrichissement POD+EF (ℓ+ 9). ℓ = 62.

Figure 3.10 – IPG axisymétrique. Carte des erreurs relatives sur les solutions duales re-
construites (en %) pour le modèle HHR avec ℓ = 36, NC

λ = 34 sur 3100 points de l’espace
paramétrique. Méthodes d’enrichissement appliquées avec κmax = 10.

Les observations sont les mêmes pour les deux stratégies d’enrichissement, la méthode
POD+EF ne présente pas d’amélioration sur les solutions reconstruites.

Sur la figure 3.11, nous présentons les solutions duales pour deux points de l’espace para-

1

(a) Point P1 = 170MPa et h1 = 3.2mm
1

(b) Point P1 = 50MPa et h1 = 0.8mm

Figure 3.11 – IPG axisymétrique. Solutions duales HHR (rouges), HHR reconstruites
(bleues) et EF (noires) pour deux points de l’espace paramétrique. Modèle HHR avec ℓ = 36,
NC

λ = 34 et ℓ = 55 (Enrichissement EF avec κmax = 10.)

métrique. Les solutions EF (flèches noires) et HHR (flèches rouges) sont présentées à gauche
tandis que les solutions duales HHR reconstruites (flèches bleues) sont présentées à droite.
Sur la figure 3.11a, pour le point P1 = 170MPa et h1 = 3.2mm on observe des résultats glo-
balement satisfaisants pour la reconstruction des forces même si le haut de la zone de contact
(cf. zoom) est assez mal estimé. Pour les solutions au point P1 = 50MPa et h1 = 0.8mm,
présentées sur la figure 3.11b, la reconstruction des solutions en dehors du RID n’est pas du



3.5. Etude numérique des méthodes d’enrichissement de la BR primale en appariement
nœud-à-nœud 85

tout efficace. Les forces sont nulles sur toute la partie où il n’y a pas d’éléments du RID.
Cette dernière figure permet d’expliquer l’apparition de grandes erreurs dans certaines zones
de l’espace paramétrique lors de la reconstruction.

3.5.2.c Influence de la taille du RID sur les méthodes d’enrichissement

Dans cette section nous allons nous intéresser à l’impact de la dimension du RID sur les
méthodes d’enrichissement. En effet, l’enrichissement avec les fonctions de formes EF se fait
avec des ddls associés à la surface de contact du RID, i.e. de l’ensemble Ac (cf. (1.58)). Chan-
ger le RID conduit bien souvent à changer Ac, et en conséquence cela modifie la condition
inf-sup/LBB et les stratégies d’enrichissement. Nous allons donc élargir le RID pour considé-
rer plus de points de contact. Pour cela nous utilisons simplement un seuil POD plus petit
sur la BR duale POD déjà utilisée pour étendre le RID, ce seuil est cette fois fixé à ϵ = 10−4.
Avec cette configuration, le RID contient NC

λ = 60 relations de contact, avec toujours ℓ = 36
POD modes dans la BR primale. Le nouveau RID étendu est illustré sur la figure 3.12.

Figure 3.12 – IPG axisymétrique. Domaine d’intégration réduit étendu. (ℓ = 36, NC
λ = 60)

La condition de solvabilité du modèle HHR pour ce nouveau RID requiert un enrichissement
de la BR primale plus important, avec une condition vérifiée pour une dimension ℓ = 62 avec
l’enrichissement EF, 26 modes EF supplémentaires dans la BR primale. Cependant, comme
nous avons observé précédemment, pour cette BR primale qui assure uniquement le respect
de la condition de solvabilité, les solutions duales ne sont pas satisfaisantes. Un enrichissement
plus grand est requis afin de diminuer le conditionnement de la matrice de rigidité de contact
projetée.
Sur la figure 3.13, nous présentons les cartes d’erreurs relatives duales sur l’espace paramé-
trique pour les méthodes d’enrichissement EF et POD+EF avec un conditionnement maximal
κmax fixé à 10 comme précédemment. Le résultat est une BR primale de ℓ = 83 pour l’enri-
chissement EF, et de ℓ = 91 pour la POD+EF avec 9 modes POD supplémentaires. Comparée
à la figure 3.9a, la première conclusion est que l’augmentation de NC

λ n’améliore pas les er-
reurs relatives duales pour la stratégie d’enrichissement EF (cf. Fig. 3.13a). En revanche, nous
observons une amélioration significative pour la méthode POD+EF (cf. figures 3.9b et 3.13b).

Il y a un point important à rappeler lorsque nous comparons les résultats des erreurs re-
latives entre les deux RID. Le RID avec NC

λ = 60 contient bien plus de nœuds duaux (i.e. de
multiplicateurs de Lagrange) que celui avec NC

λ = 34. Le calcul de l’erreur relative duale, cf.
éq. (3.7), implique plus de forces de contact dans le cas NC

λ = 60.
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(a) Enrichissement EF. ℓ = 83.
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(b) Enrichissement POD+EF (ℓ+ 9). ℓ = 91.

Figure 3.13 – IPG axisymétrique. Carte des erreurs relatives duales (en %) pour le modèle
HHR avec ℓ = 36, NC

λ = 60 sur 3100 points de l’espace paramétrique. Méthodes d’enrichisse-
ment appliquées avec κmax = 10.

Dans le tableau 3.3 nous proposons les temps de résolutions moyens des modèles EF et
HHR avec les deux stratégies d’enrichissement pour les modèles avec le RID étendu (NC

λ = 60).
Nous observons dans le tableau 3.3 que les temps de résolutions moyens pour les modèles HHR
avec enrichissement EF et POD+EF sont plus grands que pour la configuration EF natif. Pour
la comparaison avec la version EF "PLEIADES", il y a bien une accélération des temps de
calcul avec les modèles HHR, mais elle est bien plus petite que celle observée pour le RID avec
NC

λ = 34 (de l’ordre de 5 ici, au lieu de 20 auparavant). L’ordre dual plus élevé dans le cas
du RID élargi, induit également un ordre primal plus élevé (du fait de l’enrichissement), et
cela conduit à une augmentation conséquente du temps de résolution moyen. Par ailleurs ce
tableau souligne l’intérêt d’utiliser un solveur de système linéaire adapté à la méthode HHR
au lieu d’utiliser un solveur EF.

Temps moyen de résolution (ms) Accélération
EF (CAST3M natif) 704 ×

EF "PLEIADES" 4829 ×
HHR (EF) ℓ = 83 919 × /5.25

HHR (POD+EF) ℓ = 91 1092 ×/4.42

Tableau 3.3 – IPG axisymétrique. Temps moyen CPU et accélération des modèles EF et
HHR avec les stratégies d’enrichissement par modes POD et fonctions de formes EF appliquées
avec κmax = 10 pour le RID élargi. (l = 36 et NC

λ = 60). 3100 points de tests.

Les forces de contact pour le point P1 = 170MPa et h1 = 3.2mm, pour les deux configura-
tions de RID, avec enrichissement maximal (i.e. κmax = 1), sont représentées en figure 3.14.
Dans les deux situations, les solutions duales sont très précises localement sur le RID, avec
des erreurs relatives à 2.6% pour NC

λ = 60 et 2.5% pour NC
λ = 34. Le RID étendu avec

NC
λ = 60 présente plus de forces de contact, permettant un avantage certain pour l’interpré-

tation physique de la simulation, mais également pour la reconstruction des solutions duales
(moins de forces à reconstruire). Cependant, ces avantages viennent au prix d’une BR primale
qui grandit avec NC

λ .



3.6. Conclusion 87

1

(a) HHR avec ℓ = 36, NC
λ = 34 et ℓ = 70.

1

(b) HHR avec ℓ = 36, NC
λ = 60 et ℓ = 96.

Figure 3.14 – IPG axisymétrique. Forces de contact pour P1 = 170MPa et h1 = 3.2mm.
Modèle HHR avec enrichissement EF (flèches rouges) et modèle FOM (flèches noires). (Forces
superposées du côté droit).

3.6 Conclusion

Nous avons proposé deux stratégies d’enrichissement de la base réduite primale pour le
modèle HHR. Ces stratégies visent à s’assurer du respect de la condition de solvabilité par le
modèle HHR (si non vérifiée initialement) tout en améliorant la précision des solutions duales
obtenues. Pour cela, la corrélation entre ce conditionnement et la précision duale du modèle
réduit a été mise en évidence numériquement. Ainsi, l’enrichissement procède à une minimi-
sation du conditionnement de la matrice de rigidité de contact projetée. Les enrichissements
peuvent être réalisés soit à partir de fonctions de forme EF soit de modes POD (SVD moins
tronquée) et de modes EF. La très grande efficacité de ces stratégies a été démontré sur des
exemples académique et industriel présentant une large variation de la zone de contact active
et de la pression de contact. La stratégie POD+EF s’avère plus intéressante pour diminuer
les erreurs duales mais au prix d’un coùut de calcul un peu plus important. L’augmentation
de la dimension de la BR primale peut devenir un frein à l’obtention de résultats satisfaisants
sur la totalité de l’espace paramétrique quand le cas test est complexe.





Chapitre 4

Modèles d’ordres réduits locaux via
une méthode de clustering

Dans ce chapitre nous proposons une stratégie de clustering sur l’espace paramétrique
pour construire des modèles d’ordres réduits locaux. Cette stratégie, applicable aussi bien sur
une grille de snapshots régulière qu’irrégulière, approche la variété non-linéaire des solutions
du problème de mécanique du contact de manière linéaire par morceaux sur l’espace paramé-
trique. Sur chaque cluster de l’espace paramétrique, discrétisé par un ensemble de snapshots,
un modèle hyper-réduit hybride local est construit. La sélection du modèle local adapté à un
paramètre donné est réalisée dans la partie online par une méthode de classification. Cette
stratégie est donc peu intrusive, ne modifiant pas la construction du modèle ou le solveur, et
impactant principalement la partie offline sans ralentir la partie online. Les résultats numé-
riques obtenus sont très satisfaisants et démontrent la puissance de cette stratégie.

La méthode de clustering utilisée est dérivée de [Daniel et al., 2020], elle constitue une
première réponse aux limitations de la barrière de Kolmogorov [Peherstorfer, 2022] et de la
limitation d’approximation des multiplicateurs de Lagrange mis en évidence dans [Kollepara
et al., 2023]

Les méthodes et la majorité des résultats présentés dans ce chapitre sont contenus dans
la publication [Le Berre et al., 2022a]. Ces travaux ont par ailleurs été présentés lors de la
conférence CSMA 2022 [Le Berre et al., 2022b].
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4.1 Motivations

Dans le chapitre 3, des méthodes d’enrichissement de la BR primale ont montré leurs ca-
pacités à diminuer les erreurs duales du modèle HHR, notamment sur un cas test pour lequel
l’espace paramétrique peut conduire à de grandes variations de la pression de contact et de
la zone de contact. Cependant, comme nous avons pu l’observer sur la figure 3.9, il reste des
zones de l’espace paramétrique où l’erreur relative duale est très élevée. Cela peut en partie
s’expliquer par la présence de contact affleurant dans le cas test (pour les pressions P1 entre 5
et 10 MPa), qui est assez complexe à approcher en mécanique du contact. Les deux solutions
naturelles pour réduire ces erreurs (agrandir la taille du RID et/ou de la BR primale) ont pour
désavantage d’augmenter l’ordre du modèle réduit. Cette augmentation peut devenir contre
productive dans le cadre de la réduction d’ordre de modèle.

Dans le chapitre 2, nous avons démontré que les erreurs duales étaient bornées en fonction
de la constante LBB et des erreurs primales. Nous pouvons donc affirmer que diminuer l’er-
reur primale du modèle HHR va également améliorer la précision duale de la méthode. Pour
ce faire, l’idée de ce chapitre est d’approcher la variété non-linéaire des solutions primales de
façon plus précise (linéaire par morceaux), tout en utilisant une dimension de BR comparable.

Dans le cas des problèmes non-linéaires et non réguliers comme ceux de la mécanique du
contact, les stratégies de clustering peuvent offrir une possibilité de traiter la non-linéarité par
morceaux à partir d’approximations d’ordre réduit (de rang faible) sur différents clusters de
l’espace paramétrique [Daniel et al., 2020]. En partitionnant un grand espace paramétrique,
nous pouvons ainsi espérer améliorer la précision des solutions pour une dimension de BR
donnée.

Nous allons utiliser une métrique de Grassmann en s’appuyant sur la borne d’erreur pri-
male démontrée au chapitre 2 en section 2.4.

Les motivations de la stratégie de clustering sont donc d’améliorer les précisions obtenues
dans le chapitre 3, tout en conservant les mêmes ordres primaux et duaux.

4.2 Clustering sur l’espace paramétrique

La méthode consiste à calculer des bases réduites très locales dans l’espace des solutions
primales, puis à regrouper dans un même cluster celles qui sont similaires.

4.2.1 A partir de snapshots réguliers sur l’espace paramétrique

La partie gauche du schéma de la figure 4.1 présente le plan de construction des modèles
réduits locaux de la stratégie de clustering. L’espace d’entraînement Ptr est un ensemble de
snapshots de solutions primales constituant une grille régulière de l’espace paramétrique P.
Les solutions EF sont calculées pour chaque point de Ptr.
Nous considérons ensuite une partition de P composée de Ns éléments reposant sur la dis-
crétisation induite par Ptr. Sur chaque élément, une base orthonormée Vj , j = 1, ..., Ns, est
obtenue par POD sur la matrice de snapshots locale associée à chaque élément de la parti-
tion. Cette matrice de snapshots locale est composée des snapshots associés aux points de Ptr

appartenant à l’élément j.
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Figure 4.1 – Schéma explicatif de la partie offline de la stratégie de clustering de l’espace
paramétrique.

Comme suggéré dans [Daniel et al., 2020 ; Ryckelynck et al., 2020], la distance de Grassmann
dGr(∞,∞) entre bases réduites est utilisée comme métrique pour le clustering des snapshots.
La matrice de dissimilarité δ ∈ RMs×Ms s’écrit :

∀j1, j2 ∈ [[0,Ns]]
2, (δ)j1,j2 = dGr(∞,∞)(Vj1 , Vj2), (4.1)

avec

dGr(∞,∞)(A1, A2) =

(
π2

4
|a1 − a2|+

min(a1,a2)∑
i=1

α2
i

) 1
2

, (4.2)

où a1 et a2 sont les dimensions des bases réduites A1 et A2 (respectivement). Les angles αi

sont associés aux valeurs singulières Σii, 1 < i ≤ min(a1, a2), de AT
1 A2 par l’équation (4.3)

Σii = cos(αi). (4.3)

Plus (δ)j1,j2 est petit, plus les sous-espaces vectoriels engendrés séparément par Vj1 et Vj2 sont
proches. Un algorithme de clustering basé sur la matrice de dissimilarité δ est enfin appliqué
pour construire K clusters issus de la partition initiale de P en Ns éléments. Nous considé-
rons dans ce travail l’algorithme des k-medoids [Park et Jun, 2009], pour se focaliser sur la
compacité (au lieu de se focaliser sur la connectivité cf. k-means).

Sur chaque cluster k, k = 1, . . . ,K, la matrice de snapshots locale associée au cluster,
est assemblée en collectant chaque snapshot de l’espace d’entraînement Ptr inclus dans le
cluster. A partir de cette matrice de snapshots locale, un modèle HHR local est construit. En
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particulier, un RID local et unique est considéré pour chaque cluster.
Puisque le clustering a pour objectif de réduire l’intervalle de variation des paramètres, une
base réduite primale précise et de rang faible peut être obtenue sur le cluster. Par conséquent,
dans ce cas, l’enrichissement par fonctions de formes EF est le seul à être considéré pour
s’assurer de vérifier la condition inf-sup/LBB et d’avoir un conditionnement faible pour la
matrice de rigidité de contact projetée du modèle local (cf. section 3.4.1 du chapitre 3). Ce
choix est motivé par la nécessité d’éviter le phénomène d’over-fitting qui pourrait survenir
plus rapidement sur des matrices de snapshots locales.

Dans la partie online, il faut utiliser une classification sur l’espace paramétrique pour
sélectionner un modèle local adapté au paramètre donné (généralement en dehors de l’espace
d’entraînement Ptr). Dans le cas d’une grille de snapshots régulière, une stratégie triviale
basée sur la partition de l’espace paramétrique P par le clustering est utilisée.

4.2.2 A partir de snapshots irréguliers sur l’espace paramétrique

Les grilles de snapshots régulières peuvent devenir limitantes pour les espaces paramé-
triques de grandes tailles car elles sont longues à générer et peuvent contenir des redondances
d’informations. Les bases réduites construites sont alors moins précises à rang fixé pour ap-
procher l’espace vectoriel des solutions. Dans ces situations, une grille de snapshots irrégulière
doit être construite généralement à l’aide d’un algorithme glouton basé sur un indicateur d’er-
reur. Cet indicateur d’erreur permet de localiser les paramètres conduisant aux plus fortes
erreurs pour le modèle réduit. L’algorithme glouton en sélectionnant ces derniers va construire
une matrice des snapshots contenant des informations de fortes valeurs pour le modèle réduit.
Nous considérons ici une telle grille irrégulière pour l’espace paramétrique d’entraînement
Ptr. Il n’est alors plus possible de se reposer sur la partition de l’espace paramétrique in-
duite par Ptr. Le plan de construction des modèles réduits locaux dans cette configuration
est présenté sur la partie droite de la figure 4.1. La matrice de dissimilarité est maintenant
basée sur la distance de Grassmann entre chaque snapshots normalisés Sj , j = 1, . . . ,Ms,
avec Ms = card(Ptr) le nombre de snapshots. Dans ce cas, l’équation (4.2) se réécrit :

dGr(∞,∞)(Sj1 , Sj2) = arccos(ST
j1Sj2), ∀j1, j2 ∈ [[0,Ms]]

2. (4.4)

La stratégie de clustering repose cette fois sur la labellisation des snapshots pour partition-
ner l’espace paramétrique. Les modèles locaux sont construits de la même façon que pour la
stratégie sur grille régulière à partir des matrices de snapshots locales associées aux clusters.

La partie offline relativement plus simple pour le clustering sur grille irrégulière induit une
difficulté supplémentaire pour la classification. On ne peut pas utiliser de partition naturelle
de Ptr dans cette configuration. Il est donc nécessaire d’utiliser une méthode de classification
pour sélectionner un modèle dans la partie online. Des méthodes de classification avancées,
par apprentissage profond (deep learning) (comme par exemple dans [Daniel et al., 2020]),
doivent être considérées. Il est important de considérer le nombre de snapshots pour faire le
choix d’une méthode. En effet, l’entraînement d’un classificateur par apprentissage profond
nécessite souvent une base de donnée très grande. Pour pouvoir utiliser une base de données de
taille limitée, nous proposons dans ce travail de construire dans la partie offline une fonction
de prédiction par apprentissage supervisé (supervised learning). L’entraînement de la fonction
de prédiction par classification supervisée se fait sur les paramètres et leurs labels les associant
aux clusters. Étant donné un paramètre, la fonction de prédiction donne le label du cluster
ayant la plus forte probabilité de contenir le paramètre. Dans les exemples numériques, la
méthode de classification par forêt aléatoire (random Forest) est utilisée [Breiman, 2001 ;
Pedregosa et al., 2011].
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4.3 Résultats numériques du clustering

4.3.1 Clustering sur grille régulière

Nous nous focalisons ici sur la stratégie de clustering proposée en section 4.2.1 pour le cas
test IPG axisymétrique. La même grille régulière de 500 snapshots que dans la section 3.5.2 du
chapitre 3 est considérée pour l’espace d’entraînement Ptr. La partition de l’espace paramé-
trique est formée par des groupes de 4 snapshots formant des rectangles dans la représentation
2D de l’espace paramétrique de la figure 4.2a. Sur la figure 4.2b nous pouvons voir les résultats
de l’algorithme de clustering pour K = 3 clusters. Chaque point représente un snapshot, et
la couleur de fond réprésente un cluster.

(a) Partition de l’espace paramétrique. (b) Clusters pour K = 3.

Figure 4.2 – IPG axisymétrique. Partition et clustering de l’espace paramétrique à partir
de snapshots réguliers.

Les clusters contiennent respectivement 170, 194 et 170 snapshots dans leurs matrices de
snapshots locales associées. La figure 4.2b montre que la stratégie de clustering sur l’espace
paramétrique se focalise naturellement sur les positions h1 de la zone de contact potentielle.
Cela confirme qu’une grande variation de la surface de contact active est un facteur prépon-
dérant de non-linéarité. Etant donné que l’espace paramétrique est réduit par les clusters,
nous fixons un seuil d’erreur POD de ϵPOD = 10−8 dans la construction des modèles locaux
HHR. Ce choix, plus petit que dans le chapitre 3 permet néanmoins la construction d’une
base réduite primale de faible rang comme la figure 4.3 le confirme. La dimension de la BR
primale pour chaque cluster est de ℓ = {31, 39, 36}. Un RID local est construit pour chaque
cluster. Comme précédemment, l’algorithme DEIM sur la BR primale et une contribution de
l’algorithme DEIM appliqué sur une BR duale POD (avec seuil d’erreur de ϵ = 10−6) sont
utilisés pour obtenir l’ensemble de nœuds des RID. Les RID locaux obtenus sont représentés
sur la figure 4.4. Les nombres de relations contact (et ordres duaux) sont respectivement de
NC

λ = {36, 40, 35}. Le résultat de la forme des clusters sur l’espace paramétrique est directe-
ment visible sur les RID locaux, avec des RID qui sont beaucoup plus localisés sur une partie
de la surface de contact potentielle. La figure 4.4 confirme les observations de la figure 4.2b,
car les trois RID forment une décomposition de domaine de la surface de contact potentiel-
lement active du modèle EF. Pour chaque cluster, le RID est localisé autour des valeurs de
h1 du cluster, qui représente la zone ou le changement de statut (actif/inactif) du contact va
avoir lieu.

Sur chaque cluster, l’enrichissement de la BR primale est réalisé avec la méthode d’enri-
chissement EF uniquement. En effet, étant donné que ϵPOD est déjà bas, calibrer un second
seuil POD tout en évitant l’overfitting est délicat. Les résultats obtenus avec un enrichisse-
ment maximal (κmax = 1) pour les deux points étudiés dans le tableau 3.1 sont reportés dans
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Figure 4.3 – IPG axisymétrique. Erreur d’approximation sur les matrices de snapshots
locales pour le cas test avec (K=3) clusters et sans clustering.

(a) RID pour le modèle HHR
associé au cluster 1.(l = 31,
NC

λ = 36)

(b) RID pour le modèle
HHR associé au cluster 2.
(l = 39, NC

λ = 40)

(c) RID pour le modèle HHR
associé au cluster 3. (l = 36,
NC

λ = 35)

Figure 4.4 – IPG axisymétrique. RID locaux.

le tableau 4.1. Pour le point P1 = 170MPa,h1 = 3.2mm, déjà traité avec précision avec les
méthodes d’enrichissement sans clustering, des erreurs duales relatives comparables sont ob-
tenues avec la méthode de clustering. Toutefois une amélioration significative de la précision
primale est à signaler (0.03% au lieu de 1%).
Pour le point P1 = 30MPa,h1 = 5.25mm les résultats sont bien meilleurs que ceux observés
avec le modèle sur la totalité de l’espace paramétrique, et ce, peu importe la méthode d’enri-
chissement (cf. tableau 3.1). De plus, la dimension des BR primales reste limitée (ℓ = 67).

De façon générale, la méthode de clustering aide à diminuer les erreurs relatives duales.
En particulier, les zones qui présentaient de grandes erreurs relatives sans la stratégie de
clustering dans la section 3.5.2, sont très largement améliorées avec la stratégie de clustering,
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Tableau 4.1 – IPG axisymétrique. Etude de la stratégie de clustering avec enrichissement
EF maximal.

Label du κ(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]) ℓ = card(V ) ℓ̄ = card(V ) Err. rel. Err. rel.
Cluster avant enri. EF initial final Primale Duale

P1 = 170MPa 2 1.5 105 39 79 0.03% 2.0%
h1 = 3.2mm

P1 = 30MPa 1 2.2 104 31 67 0.02% 2.4%
h1 = 5.25mm

comme le montre la figure 4.5.

Concernant les dimensions des BR, la stratégie de clustering conduit à des tailles com-
parables à celle de la méthode HHR sans clustering utilisée en section 3.5.2. Cependant les
erreurs duales sont largement diminuées par la stratégie de clustering vis-à-vis des résultats
obtenus sans (comparaison des figures 4.5 et 3.9).
La carte d’erreurs de la figure 4.5 est même meilleure que celle obtenue sur un RID élargi avec
enrichissement POD+EF, voir la figure 3.13. Dans cette dernière configuration, les dimensions
des bases étaient supérieures de presque 40%.
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Figure 4.5 – IPG axisymétrique. Carte des erreurs relatives duales (en %) pour la stratégie
de clustering avec K = 3 clusters. Espace test de 3100 points. Méthode d’enrichissement EF
avec κmax = 10. Modèles HHR avec ℓ = {31, 39, 36}, NC

λ = {36, 40, 35} et ℓ = {54, 67, 57}

Nous pouvons souligner que même avec la stratégie de clustering, le traitement des zones
de contact affleurant (faibles pressions) demeure difficile.
Le nombre de clusters K ne peut pas être augmenté sans limites. En effet, plus il y a de
clusters plus l’espace paramétrique local devient petit. Mais chaque cluster doit avoir assez de
snapshots pour construire une BR POD représentative et donc un modèle HHR local précis.
Il est possible d’utiliser plus de snaphots, mais une autre approche intéressante à étudier se-
rait de considérer une stratégie de clustering récursive sur les clusters présentant les solutions
HHR les moins précises (possiblement en ajoutant des snapshots dans ces derniers).

Dans le tableau 4.2 nous proposons les temps de résolutions moyens des modèles EF et
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HHR avec la stratégie de clustering pour K = 3 clusters. Nous observons que les temps de
résolutions moyens sont moins grands pour le modèle HHR avec clustering que pour la confi-
guration EF natif et "PLEIADES". Pour la comparaison avec la version EF "PLEIADES", il y
a une accélération satisfaisante des temps de calcul de l’ordre de 13. Pour la comparaison avec
la version EF natif, l’accélération est bien plus faible de l’ordre de 2. L’ordre dual assez élevé
d’un des modèles locaux NC

λ = 40, induit également un ordre primal plus élevé ℓ = 67 (du
fait de l’enrichissement), et cela conduit à une augmentation du temps de résolution moyen.

Temps moyen de résolution (ms) Accélération
EF (CAST3M natif) 704 ×

EF "PLEIADES" 4829 ×
HHR ℓ = {31, 39, 36} 352 2/13.7

NC
λ = {36, 40, 35} et ℓ = {54, 67, 57}

Tableau 4.2 – IPG axisymétrique. Temps moyen CPU et accélération des modèles EF et
HHR avec la stratégie de clustering sur grille régulière pour K = 3 clusters. Enrichissement
EF avec κmax = 10. 3100 points de tests.

4.3.1.a Solutions duales reconstruites avec stratégie de clustering sur grille ré-
gulière

Nous présentons sur la figure 4.6 les erreurs relatives sur les solutions duales reconstruites
pour le modèle HHR avec stratégie de clustering sur grille régulière avec K = 3 clusters. La
méthode d’enrichissement EF avec κmax = 10 est appliquée. La reconstruction des solutions
duales suit la méthode introduite dans la section 1.4.6 du chapitre 1 pour chaque modèle
local. Nous pouvons observer sur la figure 4.6 une cohérence des résultats vis-à-vis des erreurs
avant reconstruction (cf. figure 4.5). Cependant, nous observons également de fortes erreurs
relatives sur une bande horizontale pour des valeurs de h1 entre 2.5 et 3mm. Cette bande
correspond à la frontière entre les clusters 2 et 3 dans l’espace paramétrique. La méthode de
reconstruction utilisant les snapshots pour obtenir la solution en dehors du RID, il semble
que le manque d’information (snapshots) à proximité de la frontière d’un cluster puisse poser
problème. Les erreurs relatives sur les solutions duales reconstruites obtenues avec la stratégie
de clustering sur grille régulière pour K = 3 clusters restent cependant bien meilleures que
celles obtenues sans la stratégie de clustering (cf. figure 3.10).

4.3.2 Clustering sur grille irrégulière

Nous nous focalisons dans cette section sur une grille de snapshots irrégulière dans l’es-
pace paramétrique P. Cette grille a été obtenue par un algorithme glouton de sélection de
snapshots (voir algorithme 1.3) basé sur l’indicateur d’erreur (1.73) introduit dans [Fauque
et al., 2018] 1. L’espace d’entraînement qui en résulte, noté Ptr, contient 200 snapshots, que
l’on peut visualiser sur la figure 4.8a. Nous constatons que les snapshots sont principalement
localisés autour des faibles valeurs de pression P1. L’indicateur a donc permis de bien se foca-
liser sur les zones de l’espace paramétrique qui conduisent à de grandes erreurs relatives selon
les observations du chapitre 3.

Afin de bien interpréter les résultats de la stratégie de clustering sur grille de snapshots
irrégulière introduite dans la section 4.2.2, nous présentons dans un premier temps quelques

1. ce choix a été réalisé et publié avant le développement du nouvel indicateur d’erreur présenté au chapitre 2
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Figure 4.6 – IPG axisymétrique. Carte des erreurs relatives duales reconstruites (en %)
pour la stratégie de clustering avec K = 3 clusters. Espace test de 3100 points. Méthode
d’enrichissement EF avec κmax = 10. Modèles HHR avec ℓ = {31, 39, 36}, NC

λ = {36, 40, 35}
et ℓ = {54, 67, 57}

résultats obtenus avec la méthode HHR sans clustering construite à partir de la grille de
snapshots irrégulière de Ptr.

4.3.2.a Résulats avec grille irrégulière sans clustering

Le modèle HHR est construit avec un seuil POD primal de ϵPOD = 10−6, conduisant à une
base réduite primale contenant ℓ = 33 vecteurs colonnes. Le RID est obtenu en appliquant
l’algorithme DEIM à la BR primale et en ajoutant une contribution via l’algorithme DEIM
sur une base réduite POD duale (obtenue avec un seuil de ϵ = 10−4). Une zone d’intêret est
également ajoutée sur l’exterieur de la gaine afin de bien prendre en compte les conditions
aux limites du problème. Nous obtenons un RID contenant NC

λ = 57 relations de contact.
Pour la méthode d’enrichissement POD+EF un seuil POD de ϵPOD2 = 3.5× 10−7 est utilisé
conduisant à une BR primale avec ℓ+ 5 = 38 vecteurs colonnes avant enrichissement EF.
Les deux stratégies d’enrichissement sont appliquées pour un conditionnement maximum de
κmax = 10 dans l’algorithme d’enrichissement 3.1. La méthode d’enrichissement EF conduit
à une BR primale de cardinal ℓ = 60 quand la méthode POD+EF conduit à un cardinal de
l = 82. Nous présentons sur la figure 4.7 les erreurs relatives duales sur l’espace paramétrique
pour les deux méthodes d’enrichissement.

Le comportement des erreurs sur l’espace paramétrique concorde bien avec celui obtenu
pour 500 snapshots réguliers sur un RID de dimension comparable (voir figure 3.13) . Il est
important de remarquer que de meilleures précisions sont obtenues globalement et avec des BR
primales plus compactes. Ceci confirme l’intêret d’une sélection des snapshots par algorithme
glouton basé sur un indicateur d’erreur.
Pour conclure sur les résulats du modèle HHR sans clustering pour la grille de snaspshots
irrégulière nous présentons dans le tableau 4.3 les temps de calcul et accélérations des deux
modèles HHR considérés. Les observations sont très proches de celles faites sur le modèle HHR
sur le RID élargi en section 3.5.2.c du chapitre 3. Les temps de résolutions moyens pour les
modèles HHR avec enrichissement EF et POD+EF sont plus grands que pour la configuration
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(a) Enrichissement EF. ℓ = 60.
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(b) Enrichissement POD+EF (ℓ+5). ℓ = 82.

Figure 4.7 – IPG axisymétrique. Espace d’entraînement avec snapshots irréguliers. Carte
des erreurs relatives duales (en %) pour le modèle HHR avec ℓ = 33, NC

λ = 57 sur un
espace test de 3100 points. Stratégies d’enrichissement appliquée avec conditionnement max.
de κmax = 10.

EF natif. Pour la comparaison avec la version EF "PLEIADES", il y a bien une accélération
des temps de calcul avec les modèles HHR. Cette observation est due à l’ordre dual élevé des
modèles HHR avec NC

λ = 57.

Temps moyen de résolution (ms) Accélération
EF (CAST3M natif) 704 ×

EF "PLEIADES" 4829 ×
HHR (EF) ℓ = 60 913 × /5.28

HHR (POD+EF) ℓ = 82 918 ×/5.26

Tableau 4.3 – IPG axisymétrique. Temps moyen CPU et accélération des modèles EF et
HHR avec les stratégies d’enrichissement par modes POD et fonctions de formes EF appliquées
avec κmax = 10 pour la grille de snaphots irrégulière. (l = 33 et NC

λ = 57). 3100 points de
tests.

4.3.2.b Résulats de la stratégie de clustering avec snapshots irréguliers

Pour étudier la stratégie de clustering pour les grilles de snapshots irrégulières sur cet es-
pace d’entraînement, nous construisons K = 3 clusters à l’aide de l’algorithme des k-medoids.
Sur la figure 4.8a, les labels des clusters sont reportés. La méthode de classification super-
visée Random Forest est entrainée pour obtenir une fonction de prédiction, représentée sur
la figure 4.8b comme une partition de l’espace paramétrique. Dans cette configuration, les
clusters ne sont pas uniquement définis en fonction du paramètre h1 mais aussi en fonction
de la pression P1 de l’espace paramétrique.

Les modèles réduits locaux sont construits avec la même stratégie que pour la configuration
sur snapshots réguliers. Les RIDs associés aux modèles locaux sont représentés en figure 4.9.
Comme pour le cas des snapshots réguliers, les RIDs sont localisés autour des surfaces de
contact potentielles des clusters (paramètre h1). Les RIDs du cluster 0 et 2 sont ainsi assez
similaires.

La carte des erreurs relatives duales sur l’espace paramétrique est représentée sur la fi-
gure 4.10. La stratégie de clustering permet de diminuer les erreurs relatives duales, comme
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(a) Labels des clusters sur les snapshots irrégu-
liers.

(b) Fonction de prédiction obtenue avec la classifi-
cation Random Forest.(label 0 :bleu, label 1 :gris,
label 2 :rouge).

Figure 4.8 – IPG axisymétrique. Stratégie de clustering pour des snapshots irréguliers.K = 3
clusters

(a) Cluster 0.
(l = 27, NC

λ = 36)
(b) Cluster 1.
(l = 35, NC

λ = 56)
(c) Cluster 2.
(l = 23, NC

λ = 35)

Figure 4.9 – IPG axisymétrique. Snapshots irréguliers. RIDs associés aux modèles réduits
locaux.

observé précédemment. Les erreurs sont considérablement réduites pour des ordres compa-
rables à ceux sans clustering (cf. figure 4.7), même pour les faibles pressions de contact.

L’amélioration de stratégie récursive évoquée pour les snapshots réguliers serait également
intéréssante dans cette configuration. En particulier, un des clusters (label 1) représente un
grand sous-espace de l’espace paramétrique avec peu de snaphots. Ce dernier cluster contient
les zones de la carte d’erreur présentant les plus fortes erreurs relatives (cf. figure 4.10).
Une amélioration pourrait également être proposée en s’intéréssant à la délimitation des clus-
ters En effet sur la figure 4.10, la limite entre le cluster 1 et les deux autres clusters présente
des erreurs assez grandes. Il pourrait être utile d’étudier différentes méthodes de classification
afin de minimiser les erreurs liées à la délimitation des clusters.

Enfin, nous présentons dans le tableau 4.4 les temps de calcul et accélérations pour la
stratégie de clustering sur grille de snapshots irrégulière. Le temps de résolution moyen n’ac-
célère que très peu la résolution en comparaison du modèle EF natif. Cela vient de l’ordre
dual élevé pour le modèle 2 (NC

λ = 56), modèle qui correspond au cluster le plus large dans
l’espace paramétrique. C’est un limitation de la méthode hybride. Pour la comparaison avec
la version EF "PLEIADES", l’accélération des temps de calcul est intéressante.
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Figure 4.10 – IPG axisymétrique. Snapshots irréguliers. Carte des erreurs relatives duales
(en %) sur l’espace paramétrique pour la stratégie de clustering avec K = 3 clusters. Enrichis-
sement EF avec κmax = 10. Modèles HHR models avec ℓ = {27, 35, 23}, NC

λ = {36, 56, 35} et
ℓ = {52, 77, 48}

Temps moyen de résolution (ms) Accélération
EF (CAST3M natif) 704 ×

EF "PLEIADES" 4829 ×
HHR ℓ = {27, 35, 23} 603 1.16/8.0

NC
λ = {36, 56, 35} et ℓ = {52, 77, 48}

Tableau 4.4 – IPG axisymétrique. Temps moyen CPU et accélération des modèles EF et
HHR avec la stratégie de clustering sur grille irrégulière pour K = 3 clusters. Enrichissement
EF avec κmax = 10. 3100 points de tests.

4.4 Conclusion

Nous avons proposé et mis en oeuvre une stratégie de clustering sur l’espace paramétrique
visant à améliorer les précisions du modèle hyper-réduit hybride sans augmenter les ordres de
ce dernier. La stratégie de clustering a été construite sur la variable primale car sa précision
pilote aussi les erreurs duales (cf. chapitre 2). Ainsi, des ROM locaux permettent de traiter la
variété non-linéaire des solutions de manière linéaire par morceaux sur l’espace paramétrique.
Son efficacité a été démontrée sur un cas test présentant une large variation de la zone et
de la pression de contact, qui restait un vrai défi. Le clustering sur l’espace paramétrique a
été adapté à toutes sortes de grilles de snapshots (régulière ou irrégulière). Des limites en
temps de calcul du modèle HHR apparaissent lorsque l’ordre dual devient trop important. La
stratégie de clustering pourrait alors être pilotée sur une limite de taille de l’espace dual des
RID locaux.





Chapitre 5

Extension du modèle HHR aux
maillages de contact non concordants

Ce chapitre est consacré à l’extension du modèle hyper-réduit hybride pour le traitement
de conditions de contact sur des maillages non concordants, qui permettent de traiter des
géométries ou situations plus complexes. Nous nous focaliserons ici sur de type nœud-à-surface.

Dans un premier temps, nous présentons l’appariement nœud-à-surface et l’adaptation du
modèle HHR qui conduit à un système de point-selle généralisé (non symétrique par bloc) avec
des conditions de solvabilité associées. Nous proposons ensuite quelques résultats numériques
pour ce modèle HHR non symétrique par bloc sur le cas test d’interaction pastille-gaine.

Les méthodes et une partie des résultats présentés dans ce chapitre ont fait l’objet d’une
communication lors de la conférence USNCCM 2023 [Le Berre et al., 2023b].
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5.1 Appariement nœud-à-surface des conditions de contact

Nous introduisons dans cette section l’appariement de type nœud-à-surface des conditions
de contact. Cette configuration permet l’utilisation de maillages de contact non concordants
et par conséquent de considérer des géométries et/ou situations plus complexes dans les pro-
blèmes de mécanique du contact. De plus, cela permet également de considérer des cas de
glissement.
La figure 5.1 présente un schéma d’appariements nœud-à-surface 2D et 3D. Le jeu initial, noté
d, représente la distance du nœud k du premier maillage au point le plus proche du second
maillage. Ce point le plus proche n’est pas un nœud du second maillage.

(a) Configuration 2D
(b) Configuration 3D

Figure 5.1 – Schéma générique d’une condition de contact nœud-à-surface.

Par exemple, en s’appuyant sur les notations de la figure 5.1a les conditions de contact
2D s’écrivent au nœud k :

u1(xk)
Tn1(xk) + u2(xk′)

Tn2(xk′) ≤ d (5.1)

avec xk′ le point le plus proche de xk sur le second maillage. Le déplacement de xk′ s’écrit en
fonction des fonctions de forme associées aux nœuds i et j :

u2(xk′) = φi(xk′)ui + φj(xk′)uj (5.2)

Si on suppose que les normales n1 et n2 sont définies en fonction d’une seule coordonnée,

i.e. n1 =

(
1
0

)
et n2 =

(
−1
0

)
, alors la matrice de la rigidité de contact B pour 4 conditions

de contact nœud-à-surface a la forme suivante :
1 0 0 0 ω1 (1− ω1) 0 0 0
0 1 0 0 0 ω2 (1− ω2) 0 0
0 0 1 0 0 0 ω3 (1− ω3) 0
0 0 0 1 0 0 0 ω4 (1− ω4)

 , (5.3)

avec les coefficients d’interpolation ω1,2,3,4 définis par les fonctions de formes EF de Lagrange
(cf. (5.2)).

La méthode des éléments finis utilise des nœuds duaux pour porter les variables duales
(multiplicateurs de Lagrange) et exprimer les conditions de contact. Pour les conditions de
contact nœud-à-surface, les nœuds duaux sont localisés sur le nœud pour lequel on calcule le
jeu (cf. nœud k sur le schéma 5.1). Un multiplicateur de Lagrange est donc associé à chaque
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condition de contact (cf. (5.1)).

On peut considérer plusieurs formulations de contact en appariement nœud-à-surface,
parmi lesquelles la formulation symétrique [El-Abbasi et Bathe, 2001] et la formulation maître-
esclave [Hughes et al., 1976]. La première introduit des nœuds duaux sur chaque surface de
contact, une condition de contact est donc définie pour chaque point de contact potentiel. La
seconde formulation définit une surface esclave qui doit respecter les conditions de contact
vis-à-vis de la surface maître. Les nœuds duaux sont donc introduits uniquement sur la surface
esclave. Chaque nœud du maillage de la surface esclave porte une condition d’appariement de
type nœud-à-surface via un multiplicateur de Lagrange associé. Il est possible de considérer
la formulation symétrique comme une formulation "double-pass" [El-Abbasi et Bathe, 2001]
de la formulation maître-esclave, où chaque surface de contact est considérée une fois comme
la surface esclave et une fois comme la surface maître.
Dans le contexte de l’hyper-réduction hybride des problèmes de contact, nous supposons que
les modèles EF utilisés pour la construction du modèle réduit (calcul des snapshots, définition
des matrices à projeter) sont des modèles bien posés (i.e. solvable, stable). Pour cela, notre at-
tention se focalise sur une formulation maître-esclave des conditions de contact de type nœud-
à-surface. Ce choix est motivé par le non respect de la stabilité (condition inf-sup/LBB) par la
formulation symétrique pour certaines configurations [El-Abbasi et Bathe, 2001] (exemple : en
présence d’une géométrie de type nœud-à-nœud dans l’ensemble du maillage nœud-à-surface ;
d’autres problèmes peuvent survenir avec cette approche pour des EF d’ordre plus élevé).
Il est d’usage de définir la surface présentant le maillage le plus fin comme surface esclave
pour obtenir de meilleurs résultats [El-Abbasi et Bathe, 2001].

Nous définissons ici le modèle EF utilisé pour la construction du modèle réduit. Nous
utilisons les mêmes suppositions que celles introduites dans la section 1.2.3 du chapitre 3
(solvabilité, stabilité). Le modèle EF peut s’écrire sous ses deux formulations (faible ou ma-
tricielle) :


Trouver (uh, λh) ∈ Vh ×W+

h t. q.
a(uh, vh) + b(vh, λh) = l(vh), ∀vh ∈ V0

h

b(uh, qh − λh) ≤ g(qh − λh), ∀qh ∈ W+
h

⇐⇒


Trouver (Uh,Λh) ∈ RN × RNλ

+ t. q.
KUh +BTΛh = F

BUh ≤ D
(5.4)

Dans les modèles de (5.4), il y a uniquement la définition de B qui diffère vis-à-vis des modèles
(1.19) et (1.21) du chapitre 1. En effet, comme indiqué en (5.2) l’absence de valeur pour uk′
implique le besoin d’interpoler le déplacement à partir des fonctions de forme EF des nœuds
du segment de k′. La matrice B porte donc l’interpolation EF de Uk′ à partir de Ui et Uj

(dont les valeurs sont résolues).

Remarque : Le possible non respect de la condition de stabilité de la formulation sy-
métrique des conditions de nœud-à-surface peut être évité en procédant à une élimination
des conditions de contact en doublon (pour une occurrence nœud-à-nœud dans le maillage
non concordant). Le solveur Cast3M implémentant ce genre d’élimination, il est donc pos-
sible d’utiliser une formulation symétrique dans les applications numériques de nos modèles.
Cependant, dans la suite de ce chapitre, pour les définitions mathématiques du modèle hyper-
réduit hybride, nous considérons uniquement la formulation maître-esclave.



5.2. Modèle hyper-réduit hybride non symétrique 107

5.2 Modèle hyper-réduit hybride non symétrique

Dans cette section nous proposons l’extension du modèle hyper-réduit hybride pour des
problèmes avec appariement nœud-à-surface. L’objet désigné esclave est noté ΩS (choisi entre
Ω1 et Ω2, les deux objets en contact considérés, cf. chapitre 1). Dans un premier temps, en
section 5.2.2, nous considérons que nous avons un RID (ΩA) donné pour définir le modèle
HHR pour des appariements de contact nœud-à-surface. Dans un second temps nous nous
intéressons à la construction du RID adapté pour ce modèle.

5.2.1 Notations et définitions

Soit ΩA un RID donné (donc un ouvert borné sous-domaine de Ω avec bordure ∂ΩA).
Nous reprenons les notations et définitions de ΩB, ΓI et ΓC

A qui ne changent pas par rapport
à l’appariement nœud-à-nœud introduit dans le chapitre 1 :

ΩB complémentaire de ΩA tel que Ω = ΩA ∪ ΩB,

ΓI = ΩA ∩ ΩB l’interface du RID,

ΓC
A = ∂ΩA ∩ ΓC surface de contact du RID.

Avec ces objets, on peut reprendre la définition des ensembles de DDLs primaux non
connectés à ΩB et celle de l’ensemble des nœuds duaux Aλ qui ne sont pas connectés à ΩB :

A = {i ∈ [[1,N ]] |
∫
ΩB

φT
i φidΩ = 0}, (5.5)

Aλ = {j ∈ [[1,Nλ]] |
∫
ΩB

ξTj ξjdΩ = 0}. (5.6)

Par définition, ces ensembles incluent tous les DDLs primaux/duaux (respectivement) spatia-
lement localisés à l’intérieur du RID, en excluant ceux localisés sur l’interface.

De la même façon qu’en nœud-à-nœud nous définissons l’espace VRB = V ect({ψk}ℓk=1) ⊂ V0
h,

engendré par une base réduite donnée ({ψk}ℓk=1) (avec ℓ≪ N) qui est discrétisée dans la base
EF par la matrice V ∈ RN×ℓ, telle que :

ψk(x) =
N∑
i=1

φi(x)(V )ik, ∀x ∈ Ω,∀k = 1, . . . , ℓ. (5.7)

Avec A nous pouvons définir les modes ψA
k , restreints à A, qui sont nuls sur ΩB, et leurs

complémentaires ψB
k :

ψA
k (x) =

∑
i∈A

φi(x)(V )ik, ∀x ∈ Ω,

ψB
k (x) = ψk(x)− ψA

k (x) ∀x ∈ Ω.

(5.8)

La méthode HHR cherche la solution du champ de déplacement dans l’espace d’approximation
réduit :

VHR,ΩA
= {rΩA

(u0) + r̃ΩA
(uIHR) + u0HR | u0HR ∈ V0

HR,ΩA
} (5.9)

avec rΩA
(u0) le relèvement de la condition Dirichlet u0 du problème (1.16) restreint au RID

et r̃ΩA
(uIHR) le relèvement d’une condition de Dirichlet uIHR sur l’interface ΓI du RID, et

l’espace engendré par les modes ψA
k :

V0
HR,ΩA

= V ect({ψA
k }ℓk=1) ̸⊂ VRB (5.10)
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Le relèvement est donné par la méthode d’hyper-réduction avec RID défini par (1.42) et avec
la relation de fermeture classique donnant l’espace solution HHR :

ṼRB = {v = rΩA
(u0) + vRB, tel que vRB ∈ VRB} (5.11)

L’espace des fonctions tests est quant à lui toujours engendré par les modes ψA
k , i.e. V0

HR,ΩA
.

L’espace dual d’approximation réduit est défini tel que :

W+
h,ΩA

= V ect+({ξi}i∈Aλ
) (5.12)

dont la dimension correspond au cardinal de Aλ noté NC
λ .

5.2.2 Projection de type Petrov-Galerkin

Nous allons maintenant projeter le problème de point-selle EF sur les espaces d’approxi-
mations réduits HHR. Pour mettre en évidence le changement de formulation du problème
de point-selle en appariement nœud-à-surface, nous écrivons le problème projeté sans imposer
les restrictions d’intégration (comme introduit en section 2.1.4 du chapitre 2). Le problème
HHR est une projection de type Petrov-Galerkin pour la variable primale qui s’écrit :

Trouver (uHR, λHR) ∈ ṼRB×W+
h,ΩA

tel que

a(uHR, vHR) + b(vHR, λHR) = l(vHR), ∀vHR ∈ V0
HR,ΩA

b(uHR, qHR − λHR) ≤ g(qHR − λHR), ∀qHR ∈ W+
h,ΩA

.

(5.13)

Pour les applications a(., .), l(.) et g(.), il n’y a pas de changement vis-à-vis du nœud-à-nœud,
elles peuvent être restreintes à ΩA du fait du support des fonctions tests.
Pour l’application b(., .) nous pouvons remarquer qu’elle doit être une fois projetée sur la BR
de l’espace test primal V0

HR,ΩA
, et une fois sur la BR de l’espace des solutions ṼRB. La variable

duale, elle, ne change pas d’espace et sera toujours dans W+
h,ΩA

.

Le problème (5.13) est bien un problème de type point-selle. Cependant, contrairement
au cas nœud-à-nœud nous ne pouvons pas affirmer la propriété (1.45) qui nous permettait
d’obtenir un point-selle classique (symétrique par bloc). Dans le cas du nœud-à-surface, les
intégrales de b(., .) ne peuvent pas se restreindre seulement sur l’espace V0

HR,ΩA
car :

b(vHR, qHR) ̸= b(v0HR, qHR), ∀qHR ∈ W+
h,ΩA

, v0HR ∈ V0
HR,ΩA

vHR ∈ ṼRB (5.14)

Nous définissons donc deux applications :

bΩA
(., .) : V0

HR,ΩA
×W+

h,ΩA
−→ R, (5.15)

b̃ΩA
(., .) : ṼRB ×W+

h,ΩA
−→ R. (5.16)

Avec la restriction de l’intégration des applications a(., .), l(.) et g(.) induite par les sup-
ports des fonctions du modèle, ainsi que les applications bΩA

(., .) et b̃ΩA
(., .), le problème HHR

peut s’écrire :
Trouver (uHR, λHR) ∈ ṼRB×W+

h,ΩA
tel que

aΩA
(uHR, vHR) + bΩA

(vHR, λHR) = lΩA
(vHR), ∀vHR ∈ V0

HR,ΩA

b̃ΩA
(uHR, qHR − λHR) ≤ gΩA

(qHR − λHR), ∀qHR ∈ W+
h,ΩA

.

(5.17)



5.2. Modèle hyper-réduit hybride non symétrique 109

Par conséquent, la formulation (5.17) constitue un problème de point-selle généralisé. La
solvabilité de la formulation (5.17) repose non plus seulement sur une condition inf-sup/LBB
mais sur deux [Ciarlet et al., 2003], i.e. :

∃β0 > 0, β0 ≤ β1HR = inf
qh∈Wh,ΩA

sup
vHR∈V0

HR,ΩA

bΩA
(vHR, qh)

||vHR||||qh||
, (5.18)

∃β1 > 0, β1 ≤ β2HR = inf
qh∈Wh,ΩA

sup
vRB∈ṼRB

b̃ΩA
(vRB, qh)

||vRB||||qh||
, (5.19)

Remarque : Du fait de l’absence d’inclusion des espaces primaux, i.e. V0
HR,ΩA

̸⊂ ṼRB, il n’y
a pas d’implication d’une condition inf-sup/LBB par une autre.

5.2.3 Construction du RID

En utilisant la restriction de la variable duale nous pouvons définir deux ensemble de DDLs
pour déterminer la connexion des DDLs primaux au DDLs duaux de Aλ via l’application
b(., .) :

Ac = {i ∈ A | ∃j ∈ Aλ t.q. b(φi, ξj) ̸= 0} ⊂ A,
Ãc = {i ∈ [[1,N ]] | ∃j ∈ Aλ t.q. b(φi, ξj) ̸= 0}.

(5.20)

L’ensemble Ac est l’ensemble des DDLs de A qui sont connectés à Aλ par l’application b(., .)
(i.e. les DDLs de A localisés sur la surface de contact du RID). L’ensemble Ãc contient tout
les DDLs primaux qui sont connectés à Aλ par l’application b(., .). Ces ddls ne sont pas né-
cessairement dans A. Par contre, nous avons toujours l’inclusion suivante Ac ⊆ Ãc.
Dans le cas d’appariement de type nœud-à-nœud, il est toujours possible soit d’inclure dans
l’interface I (cf. (1.59)) les nœuds dont les vis-à-vis sur la surface de contact opposée ne sont
pas dans A, soit, en choisissant l’approche opposée, d’inclure dans A ces derniers nœuds (cf.
chapitre 1). Il est donc toujours possible d’obtenir Ac = Ãc en appariement nœud-à-nœud.
Cette configuration est représentée sur le schéma 5.2a.

(a) Appariement nœud-à-nœud (b) Appariement nœud-à-surface
(esclave : gauche, maître : droite)

Figure 5.2 – Schéma des conditions de contact sur le RID.

En revanche pour le cas nœud-à-surface, l’inclusion Ac ⊆ Ãc est toujours vraie, mais il est
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très courant d’obtenir des situations où Ac ̸= Ãc. Pour illustrer ces situations nous propo-
sons le schéma de la figure 5.2b. Dans ce schéma les nœuds duaux sont localisés sur l’objet
de gauche uniquement (surface esclave), les conditions de contact sont représentées par des
flèches partant du nœud primal localisé au même endroit que le nœud dual associé à la condi-
tion. Nous pouvons remarquer que plusieurs conditions de contact sont en relation avec des
nœuds de l’interface du RID. Les DDLs associés à ces nœuds sont donc dans Ãc car connectés
à Aλ par b(, ), mais ils ne sont pas dans Ac car ils ne sont pas dans A (intérieur strict du RID).

Dans le cas du nœud-à-surface il n’est pas possible de simplement inclure dans A les nœuds
associés au DDLs de Ãc qui ne sont pas dans A. Cette inclusion conduirait à un problème
mal posé sur le RID. Pour illustrer cela nous allons étudier la construction du RID et définir
des prérequis pour que le problème de contact hyper-réduit hybride en appariement nœud-à-
surface soit bien posé. Comme nous l’avons évoqué dans le chapitre 2, le domaine d’intégration
réduit peut être considéré comme un sous-domaine d’une méthode de décomposition de do-
maine. A ce titre, la bordure ∂ΩA doit être entièrement fermée par des conditions aux bords
(Dirichlet, Neumann, contact ou autres) pour que le problème soit bien posé. Dans le modèle
HHR c’est l’interface du RID qui porte les conditions de Dirichlet qui sont implicites via la
relation de fermeture sur le relèvement [Ryckelynck et al., 2016]. Nous représentons sur la
figure 5.3a le schéma de la fermeture du RID déjà présenté sur la figure 5.2b. Le RID est bien
fermé par les conditions aux limites, le problème HHR sera bien posé avec cette configuration.

En observant le RID de la figure 5.2b, une option qui semble naturelle pour avoir Ãc = Ac

est d’inclure dans A les nœuds de Ãc qui n’y sont pas (de façon similaire à ce que nous
faisons en nœud-à-nœud, cf. section 1.4.1 du chapitre 1). Malheureusement ce n’est pas une
option possible en nœud-à-surface car le RID n’est alors plus fermé par les conditions aux
limites. Nous illustrons sur la figure 5.3b le défaut de fermeture du contour du RID par un
condition aux bords avec l’extension évoquée. Cette absence de fermeture vient de la nature
des conditions de nœud-à-surface maître-esclave. En effet, les conditions sont imposées telles
que les nœuds de la surface esclave respectent les conditions de contact pour le segment/surface
en vis-à-vis. Les segments/surfaces du côté maître ne sont soumis à des conditions de contact
que si il y a un nœud dual en vis-à-vis. Sur la figure 5.3b nous observons qu’en utilisant
l’extension du RID proposée nous obtenons deux segments de la frontière du RID qui ne
sont soumis à aucune condition aux limites (représentés par les points d’interrogations). Le
problème de fermeture par des conditions aux limites d’un sous-domaine en mécanique du
contact avait déjà été soulevé dans [Liu et al., 2017] dans le contexte du raffinement adaptatif
de maillage.

Enfin, pour démontrer que le choix de la configuration maître-esclave n’est pas responsable
de l’inégalité Ãc ̸= Ac, nous représentons sur la figure 5.3c le schéma du RID avec extension
en appariement de contact nœud-à-surface symétrique. Dans cette configuration le RID est
bien fermé par les conditions aux limites, mais l’ajout de nœuds duaux sur l’objet de droite
conduit à la présence de nœuds de Ãc, cette fois sur l’objet de gauche.

Dans le cas d’un appariement nœud-à-surface la fermeture du RID doit donc être assu-
rée lors de la construction. Dans nos applications numériques, le RID sera toujours basé sur
l’algorithme DEIM appliqué à une BR primale (et à une BR duale POD pour contribution
si besoin) et des modifications permettront de fermer le RID si il ne l’est pas initialement,
notamment en sortant des nœuds de A pour se retrouver dans la configuration 5.3a.
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(a) Appariement nœud-à-
surface maître-esclave avec
RID fermé par les conditions
aux limites (esclave : gauche).

(b) Appariement nœud-à-
surface maître-esclave avec
RID non fermé par les condi-
tions aux limites (esclave :
gauche).

(c) Appariement nœud-à-
surface symétrique avec RID
fermé par les conditions aux
limites.

Figure 5.3 – Schéma de la discrétisation du contact et de la fermeture du RID pour différents
appariements nœud-à-surface.

5.2.4 Modèle HHR généralisé sous formulation matricielle

Le fait d’avoir Ac ̸= Ãc implique une modification importante de la formulation de point-
selle du modèle HHR à cause de la projection de l’application b(, ) sur différents espaces
primaux. Nous définissons tout d’abord le problème HHR matriciel sans les restrictions liées
aux connexions des ddls (cf. formulation variationnelle (5.13)) :

Trouver (γ,ΛHR[Aλ]) ∈ Rl × RNC
λ

+ tel que

V T[A, :]KV γ + V T[A, :]BT[Aλ, :]ΛHR[Aλ] = V T[A, :]F
B[Aλ, :]V γ ≤ D[Aλ]

ΛHR[Aλ]
T(B[Aλ, :]V γ −D[Aλ]) = 0

(5.21)

Nous définissons l’ensemble I tel que :

I = {j ∈ [[1,N ]], j /∈ A | ∃i ∈ A tel que Kij ̸= 0}. (5.22)

En utilisant les ensembles Ac, Ãc et I nous pouvons restreindre les ddls primaux considérés
dans la formulation (5.21). La formulation, est alors un point-selle généralisé qui n’est pas
symétrique par bloc dans sa formulation matricielle. Cette forme matricielle s’écrit :

Trouver (γ,ΛHR[Aλ]) ∈ Rl × RNC
λ

+ tel que

V T[A, :]K[A,A ∪ I]V [A ∪ I, :]γ + V T[Ac, :]B
T[Aλ,Ac]ΛHR[Aλ] = V T[A, :]F
B[Aλ, Ãc]V [Ãc, :]γ ≤ D[Aλ]

ΛHR[Aλ]
T(B[Aλ, Ãc]V [Ãc, :]γ −D[Aλ]) = 0

(5.23)
Les conditions de solvabilité pour la forme matricielle s’écrivent :

rang(B[Aλ,Ac]V [Ac, :]) = NC
λ , (5.24)

rang(B[Aλ, Ãc]V [Ãc, :]) = NC
λ , (5.25)

i.e., les matrices de rigidités de contact projetées doivent être de rang plein en ligne.
De manière similaire à l’appariement nœud-à-nœud, le problème (5.23) vérifie toutes les condi-
tions de contact dans le RID sans projection (cf. section 1.4.5 du chapitre 1). En définissant
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les matrices suivantes :

K̃ = V T[A, :]K[A,A ∪ I]V [A ∪ I, :],
B̃1 = B[Aλ,Ac]V [Ac, :],

B̃2 = B[Aλ, Ãc]V [Ãc, :],

(5.26)

on peut définir la matrice par bloc associée au problème (5.23) :

 K̃ B̃T
1

B̃2 0

 (5.27)

Il s’agit bien d’un problème de point-selle non symétrique par bloc car B̃1 ̸= B̃2. Obtenir
une matrice par bloc non symétrique est assez logique car la matrice K̃ issue de la méthode
d’hyper-réduction avec RID standard [Ryckelynck, 2009] est également non symétrique. La
symétrie par bloc du problème de contact avec discrétisation nœud-à-nœud était un cas par-
ticulier spécifique à la mécanique du contact.

Pour résoudre le système de point-selle généralisé nous utilisons un solveur dédié, similaire
à des relations non associées en mécanique. On utilisera celui introduit dans Cast3M [Verpeaux
et al., 2022].

5.2.5 Enrichissement de la BR primale pour le modèle HHR sous formu-
lation de point-selle généralisé

Lorsque les conditions de solvabilité (5.24)-(5.25) ne sont pas vérifiées initialement par le
modèle réduit, nous utilisons comme dans le chapitre 3 une stratégie d’enrichissement de la
BR primale par fonctions de formes EF. L’algorithme glouton doit alors garantir le respect
des conditions sur le rang pour les deux matrices.
Une fois que les conditions (5.24)-(5.25) sont vérifiées, l’algorithme glouton minimisera un
conditionnement. En prenant en compte la borne d’erreur duale démontrée au chapitre 2, le
choix judicieux est de piloter notre algorithme d’enrichissement sur le conditionnement de
la matrice B[Aλ,Ac]V [Ac, :]. En effet, il s’agit de la matrice de la condition (5.24) qui est la
version discrète associée à la condition sur l’espace V0

HR,ΩA
. Et puisque c’est la constante de la

condition inf-sup/LBB sur cet espace qui apparaît dans la borne d’erreur duale, l’algorithme
glouton permettra ainsi de diminuer l’erreur duale.
Enfin, l’enrichissement de la base réduite primale est choisi tel que les fonctions de formes EF
sélectionnées sont toutes associées à des DDLs de la surface esclave du problème.

Remarques :

• Dans la suite de ce chapitre nous considérons un enrichissement maximal dans le but
d’évaluer l’erreur minimale du modèle HHR non symétrique.

• Dans le chapitre 2, les preuves d’erreurs a priori portent sur la projection de Petrov-
Galerkin. Par conséquence, si la condition (5.18) est vérifiée, le modèle HHR non sy-
métrique vérifiera les estimations d’erreurs a priori introduites dans le chapitre 2. Par
contre, là où l’appariement nœud-à-nœud respectait l’hypothèse nécessaire à l’estima-
tion a posteriori du chapitre 2 (cf. (H2) en section 2.3), ce n’est plus le cas pour
l’appariement nœud-à-surface. Cependant, d’un point de vue discret, l’hypothèse (H2)
sera respectée presque partout.
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5.3 Résultats numériques sur le cas test IPG

5.3.1 Construction du modèle HHR

Dans cette section, nous illustrons les résultats du modèle HHR non symétrique par bloc
pour le cas test d’interaction pastille-gaine 2D introduit en section 1.5.2 dans le chapitre 1
mais cette fois en appariement nœud-à-surface. Les dimensions de la pastille et de la gaine
ainsi que les caractéristiques matérielles restent les mêmes. Le maillage est modifié pour obte-
nir des surfaces de contact non concordantes. Le maillage EF est représenté sur la figure 5.4a.
Le modèle HHR est construit à partir d’un ensemble d’entraînement de 500 snasphots régu-
lièrement distribués sur l’espace paramétrique. Une BR primale POD est obtenue avec un
seuil d’erreur de ϵ = 10−6 conduisant à une base réduite de ℓ = 35 vecteurs colonnes. Comme
nous avons eu l’habitude de le faire pour ce cas test en appariement nœud-à-nœud, nous
ajoutons une contribution des snapshots duaux en appliquant l’algorithme DEIM à une BR
duale POD avec un seuil de 10−3. Le RID est ensuite construit avec l’ensemble des nœuds
des algorithmes DEIM plus une région d’intérêt sur l’extérieur de la gaine (pour prendre
en compte les conditions aux limites de Neumann, cf. pression P1). Des modifications sont
ensuite apportées (extension, changement de A) pour s’assurer de la fermeture du RID par
les conditions aux bords (cf. section 5.2.3), toujours en s’assurant de ne pas perdre de DDLs
donnés par l’algorithme DEIM sur la BR primale (pour conserver une base). Le RID résultant
est présenté sur la figure 5.4b, il contient NC

λ = 53 relations de contact.

(a) Maillage EF.
N = 13708 Nλ = 101

1

(b) RID. ℓ = 35 NC
λ = 53.

Croix rouges : A

Figure 5.4 – Configuration du cas test d’interaction pastille gaine (IPG) en appariement
nœud-à-surface (maître : gaine, esclave : pastille).

5.3.2 Comparaison des solutions HHR et EF

Dans un premier temps, pour évaluer les performances du modèle HHR non symétrique
nous utilisons un enrichissement EF maximal conduisant à une BR primale d’ordre ℓ = 88.
Nous comparons en dehors des snapshots les solutions pour un point de l’espace paramétrique
donné : P1 = 190MPa et h1 = 5.2mm. Sur les figures 5.5 et 5.6 nous présentons les solutions en
déplacement pour les modèles EF et HHR. De façon similaire à l’appariement nœud-à-nœud,
le modèle HHR non symétrique produit des solutions primales très satisfaisantes vis-à-vis des
solutions EF (avec une erreur relative sur le domaine de 2.1%).
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(a) Modèle EF. N = 13708 Nλ = 101
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(b) Modèle HHR non symétrique. ℓ = 88
NC

λ = 53.
Figure 5.5 – Comparaison des solutions selon ur des modèles EF et HHR non symétrique.
Point : P1 = 190MPa et h1 = 5.2mm.
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(a) Modèle EF. N = 13708 Nλ = 101
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(b) Modèle HHR non symétrique. ℓ = 88
NC

λ = 53.
Figure 5.6 – Comparaison des solutions selon uz des modèles EF et HHR non symétrique.
Point : P1 = 190MPa et h1 = 5.2mm.

Nous représentons sur la figure 5.7 les erreurs absolues sur les déplacements. Ces erreurs
absolues sont très bonnes globalement (un maximum de 3× 10−7 pour ur et un maximum de
9× 10−8 pour uz). Pour référence la solution ur EF est dans l’intervalle [−5× 10−6; 10−6] et
celle uz est dans l’intervalle [−8× 10−8; 2.5× 10−6]MPa.

La gaine présente des erreurs plus grandes, en particulier au delà de la hauteur h1 d’ap-
plication de la pression P1. Cette zone correspond à la hauteur après changement du statut
du contact, où les objets ne sont plus en contact.

Sur la figure 5.8 nous représentons les contraintes de Von Mises calculées à partir des dé-
placements obtenues par les modèles EF et HHR. Sur la figure 5.9 les contraintes σrr obtenues
avec les modèles EF et HHR non symétrique sont reportées. Les solutions sur les contraintes
sont également très satisfaisantes avec une erreur relative globale de 0.76% pour celles de Von
mises et de 0.78% pour celles selon σrr.

Nous représentons sur la figure 5.10 les erreurs absolues sur les contraintes de Von Mises et
les contraintes σrr. Les erreurs absolues sur les contraintes de Von Mises se concentrent à
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Figure 5.7 – Erreurs absolues sur les déplacements entre les solutions des modèles EF (N =
13708, Nλ = 101) et HHR non symétrique (ℓ = 88, NC

λ = 53). Point : P1 = 190MPa et
h1 = 5.2mm.
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(a) Modèle EF. N = 13708 Nλ = 101
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(b) Modèle HHR non symétrique. ℓ = 88
NC

λ = 53.
Figure 5.8 – Comparaison des contraintes de Von Mises des modèles EF et HHR non symé-
trique. Point : P1 = 190MPa et h1 = 5.2mm.

deux endroits : la surface de contact où on peut observer localement des erreurs plus grandes
localement, et la gaine au delà de la hauteur h1 d’application de la pression P1 où on ob-
serve des erreurs absolues beaucoup plus grandes. On observe les mêmes phénomènes sur
l’erreur absolue entre les contraintes σrr (cf. figure 5.10b). Les erreurs absolues vont d’un
maximum de 35.5MPa à un minimum de 0.001MPa pour les contraintes de Von Mises, et
d’un maximum de 18.5MPa à un minimum de 2.56Pa pour les contraintes σrr. Pour référence
les contraintes de Von Mises EF sont dans l’intervalle [150; 0.9]MPa et celle σrr sont dans
l’intervalle [−218; 22]MPa.
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(a) Modèle EF. N = 13708 Nλ = 101
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(b) Modèle HHR non symétrique. ℓ = 88
NC

λ = 53.
Figure 5.9 – Comparaison des contraintes σrr des modèles EF et HHR non symétrique.
Point : P1 = 190MPa et h1 = 5.2mm.
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Figure 5.10 – Erreurs absolues sur les contraintes entre les solutions des modèles EF (N =
13708, Nλ = 101) et HHR non symétrique (ℓ = 88, NC

λ = 53). Point : P1 = 190MPa et
h1 = 5.2mm.
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Nous voulons maintenant regarder les solutions duales, qui nous intéressent particuliè-
rement, toujours pour le point P1 = 190MPa et h1 = 5.2mm. La figure 5.11 présente les
solutions duales des modèles EF et HHR non symétrique. Les solutions sont uniquement d’un
seul côté du fait de la formulation maître-esclave. Nous remarquons tout d’abord que les points
de contact actifs des deux modèles concordent parfaitement. La solution du modèle réduit est
très cohérente avec celle EF même si on observe quelques imprécisions. Pour obtenir une com-
paraison plus facile nous superposons les deux solutions sur la figure 5.12, avec les solutions
duales EF en noir et HHR en bleu. Les solutions sur les multiplicateurs de Lagrange sont très
proches une fois superposées mais un zoom permet de remarquer quelques différences locales
au niveau de la zone de changement du statut de contact (actif/inactif). En dehors de cette
zone de changement de statut, les solutions duales réduites sont très satisfaisantes (cf. second
zoom de la figure 5.12). Les erreurs relatives duales sont de 3.9%.

(a) Solution duale EF. N = 13708 Nλ = 101 (b) Solution duale du modèle HHR non symé-
trique. ℓ = 35 NC

λ = 53. Enrichissement EF
maximal : ℓ = 88.

Figure 5.11 – Comparaison des solutions duales des modèles EF et HHR non symétrique.
Point : P1 = 190MPa et h1 = 5.2mm.

1

Figure 5.12 – Solution duale EF (N = 13708 Nλ = 101) en noir et HHR non symétrique
(ℓ = 88, NC

λ = 53) en bleu. Point : P1 = 190MPa et h1 = 5.2mm.

Nous présentons dans la tableau 5.1 les résultats en temps et erreurs relatives pour le point
considéré (P1 = 190MPa et h1 = 5.2mm). Les erreurs relatives (calculées en norme 2) sont
très satisfaisantes, en particulier l’erreur relative duale qui est de 3.9% démontrant la capacité
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du modèle HHR non symétrique à traiter de façon précise un problème de contact en configu-
ration non symétrique. En observant les temps de résolutions reportés dans la tableau 5.1 nous
remarquons que le temps du modèle HHR est plus petit que pour le modèle EF "PLEIADES",
présentant une accélération autour de 4. L’accélération du modèle HHR a encore une grande
marge de progression possible, notamment en considérant un solveur HHR dédié (adapté aux
matrices pleines).

Tableau 5.1 – Temps et erreurs relatives des modèles EF (N = 13708 Nλ = 101) et HHR
non symétrique avec enrichissement EF maximal (ℓ = 88, NC

λ = 53) sur le point de l’espace
paramétrique P1 = 190MPa et h1 = 5.2mm.

Tps EF Cast3M Tps HHR Erreur relative (norme 2)
"PLEIADES" Cast3M Primale Duale Von Mises σrr

P1 = 190MPa 1836ms 508 ms 2.1% 3.9% 0.76% 0.78%
h1 = 5.2mm

Enfin, nous présentons sur la figure 5.13 la carte des erreurs relatives duales sur l’espace
paramétrique (pour une évaluation sur 3100 points) du modèle HHR non symétrique avec
enrichissement EF maximal, i.e. ℓ = 35, NC

λ = 53 et ℓ = 88. Les résultats obtenus sont
très similaires à ceux obtenus en appariement nœud-à-nœud présentées au chapitre 3. Cette
carte nous indique donc qu’en appariement nœud-à-surface, des stratégies de clustering seront
également nécessaires pour traiter des espaces paramétriques avec de grandes variations de la
pression et de la surface de contact.
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Figure 5.13 – Carte des erreurs relatives duales (en %) pour le modèle HHR non symétrique
avec ℓ = 35, NC

λ = 53 sur 3100 points de l’espace paramétrique. Enrichissement EF max.
ℓ = 88.

5.3.3 Vérification des bornes d’erreurs du modèle HHR en appariement
nœud-à-surface

Nous voulons ici illustrer numériquement la vérification des bornes d’erreurs sur le RID
introduites dans le chapitre 2 dans le cadre du modèle HHR non symétrique. Nous utilisons
la même méthodologie que dans la vérification numérique du chapitre 2 (cf. section 2.6). Nous
avons tout d’abord vérifié que la borne sur l’erreur duale du théorème 3 était respectée. Des
résultats similaires à la figure 2.8 ont été obtenus, avec un indice d’efficacité grand dû aux
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constantes associées au problème. La figure 5.14 démontre que la borne d’erreur primale a
priori sur le RID (2.80) et celle sur le maillage complet (2.87) sont toutes les deux vérifiées
dans la configuration non symétrique. De plus, comme en nœud-à-nœud, l’indice d’efficacité
reste constant sur l’espace paramétrique pour l’erreur sur le RID.
Nous nous intéressons maintenant à la borne d’erreur primale a posteriori (2.116). Tout
d’abord il est important de noter que l’hypothèse sur laquelle repose le théorème 8 établissant
la borne d’erreur n’est pas vérifiée dans le contexte des conditions de contact nœud-à-surface
(cf. (2.101)). Néanmoins, nous pouvons observer sur la figure 5.15 que la borne a posteriori
est respectée numériquement, et que comme en nœud-à-nœud elle suit le comportement de
l’erreur sur l’espace paramétrique. Il semble que le fait que le l’hypothèse soit vérifiée presque
partout (faible nombre de nœuds du RID pour lesquels l’hypothèse n’est pas respectée, environ
3% des noeuds primaux du RID) suffit pour respecter la borne. Il s’agit ici probablement d’une
spécificité des problèmes de contact où la contrainte et l’application associée b(., .) sont très
localisées (i.e. sur la surface de contact).

(a) Erreur ϵu,ΩA
et la borne δu,ΩA

du modèle HHR
non symétrique telles que définies en (2.149) et
(2.150).

(b) Erreur ϵu et la borne δu du modèle HHR
non symétrique comme définies en en (2.147) et
(2.148).

Figure 5.14 – Erreurs et bornes primales du modèle HHR non symétrique, sur le RID ou sur
le maillage complet et sur l’espace paramétrique P. (N = 13708 Nλ = 101,ℓ = 35, NC

λ = 53,
ℓ = 88)

Figure 5.15 – Erreur primale ϵu,ΩA
et borne a posteriori δpost.u,ΩA

pour le modèle HHR non
symétrique sur l’espace paramétrique P telles que définies en (2.149) et (2.151).
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5.4 Conclusion

Nous avons étendu le modèle HHR afin de pouvoir considérer des maillages de contact
non concordants. Nous avons choisi de nous focaliser sur un appariement nœud-à-surface de
type maître-esclave de la matrice de rigidité de contact. Ainsi le modèle HHR obtenu est de
type point-selle généralisé, non symétrique par bloc, et il se doit de vérifier deux conditions
inf-sup/LBB pour assurer sa solvabilité. La construction du RID doit permettre au problème
HHR non symétrique d’être mathématiquement bien posé (tel un problème de décomposition
de domaine). Notamment, la bordure du domaine d’intégration réduit doit être correctement
fermée par des conditions aux bords. Les performances du modèle HHR non symétrique pour
des matériaux linéaires élastiques sont très satisfaisantes. Nous avons également illustré que
le modèle HHR non symétrique vérifie numériquement les bornes d’erreur duales et primales
(a priori et a posteriori) introduites dans le chapitre 2.



Chapitre 6

Application du modèle HHR aux
non-linéarités matérielles

Nous proposons ici l’application de notre modèle d’ordre réduit à des problèmes de méca-
nique du contact entre matériaux non-linéaires. Nous introduisons la méthode de résolution
basée sur un algorithme de type Newton, traditionnellement utilisé dans les solveurs éléments
finis traitant de la mécanique des solides. Puis nous présentons des résultats numériques pour
un cas test d’interaction pastille-gaine 2D avec comportement élasto-plastique pour le com-
bustible et visco-plastique pour la gaine.
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6.1 Hyper-réduction hybride d’un problème de contact en ap-
pariement nœud-à-surface pour des matériaux non-linéaires.

Nous considérons dans ce chapitre des problèmes de contact entre matériaux suivant des
lois de comportement non-linéaires. Afin d’être le plus générique possible, le contact sera
considéré discrétisé par des formulations de type nœud-à-surface (cf. chapitre 5). Le cas de
l’appariement en nœud-à-nœud a déjà été étudié dans la thèse de Jules Fauque [Fauque de
Maistre, 2018].
Nous commençons par introduire la résolution par une méthode de type Newton d’un problème
mécanique quasi-statique sans contact pour un matériau non-linéaire. Puis nous présenterons
l’extension de cet algorithme au cas du contact ainsi que sa discrétisation par EF. Nous
appliquerons ensuite le modèle HHR à ce cas.

6.1.1 Problème mécanique avec matériau non-linéaire

D’un point de vue purement formel, le problème de mécanique quasi-statique avec ma-
tériau non-linéaire change uniquement vis-à-vis du cas avec matériau linéaire (cf. problème
introduit au chapitre 1) par sa définition du tenseur des contraintes σ. Ce tenseur est défini
par la loi de comportement et dépend non linéairement du tenseur des déformations mais
potentiellement aussi de variables internes, de la vitesse de déformation, ou d’autres carac-
téristiques du problème, ce qui rend le problème non-linéaire en déplacement. Nous écrivons
formellement dans la suite l’équation constitutive sous la forme :

σ = F(ε) (6.1)

avec F un opérateur non linéaire générique (généralement dérivé d’un potentiel).

En utilisant les mêmes notations que celles introduites dans le chapitre 1, la formulation
forte, quasi-statique, sous hypothèse des petites déformations du problème sans contact avec
matériau non-linéaire s’écrit :

−div σ = f dans Ω,

σ =F(ε) dans Ω,

ε =
1

2

(
gradu+ (gradu)T

)
dans Ω,

u =u0 sur ΓD,

σn =σ0 sur ΓN ,

(6.2)

6.1.2 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du problème fort (6.2) s’écrit :{
Trouver u ∈ V tel que :

R(u, v) = 0, ∀v ∈ V0
(6.3)

avec V0 un espace de champs cinématiquement admissibles à 0 avec la régularité suffisante
(dépendant de F), et V l’espace de champs cinématiquement admissibles :

V = {v = r(u0) + w, w ∈ V0} (6.4)
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Le résidu R est défini par :

R(u, v) =

∫
Ω
F(ε(u)) : ε(v)dΩ−

∫
Ω
fTvdΩ−

∫
ΓN

σT0 vdΓ (6.5)

Par la loi de comportement non linéaire, le problème (6.3) est non linéaire en déformations et
par conséquent en déplacements. La résolution de ce type de problème passe généralement par
une méthode itérative linéarisant le problème. Dans ce travail nous utilisons un algorithme
itératif de type Newton.

6.1.3 Résolution par un processus itératif

Par une démarche similaire à celle de la méthode de Newton, nous cherchons à annuler le
résidu à l’itération k :

R(uk, v) =

∫
Ω
F(ε(uk)) : ε(v)dΩ−

∫
Ω
fT(v)dΩ+

∫
ΓN

σT0 (v)dΓ (6.6)

Nous utilisons alors un développement de Taylor à l’ordre 1 de la loi de comportement du
matériau :

F(ε(uk)) ≈F(ϵ(uk−1)) +H|ε(uk−1) : (ε(u
k)− ε(uk−1))

≈F(ε(uk−1)) +H|ε(uk−1) : ε(δu
k)

(6.7)

où H est la matrice jacobienne du comportement (matrice tangente du comportement) définie
par :

H =
∂σ

∂ε
(6.8)

En injectant (6.7) dans (6.6) nous obtenons :

R(uk, v) ≈ R(uk−1, v) +

∫
Ω
ε(v) : H|ε(uk−1) : ε(δu

k)dΩ (6.9)

Le problème linéaire à résoudre à l’itération k est donc :
Trouver δuk ∈ V0 tel que :∫
Ω
ε(v) : H|ε(uk−1) : ε(δu

k)dΩ = −R(uk−1, v), ∀v ∈ V0
(6.10)

Le tenseur des contraintes à l’itération k est alors actualisé via l’intégration de la loi de
comportement :

σk = F(ε(uk)). (6.11)

La matrice jacobienne H constitue un opérateur de recherche, il existe d’autres choix pos-

sibles d’opérateur de recherche moins coûteux (matrice élastique, module sécant), mais qui
généralement perdent l’ordre quadratique de la méthode de Newton [Ramière et Helfer, 2015].
La résolution pratique du problème (6.10) implique souvent une discrétisation en temps que
nous ne décrivons pas ici. Pour plus d’informations sur l’intégration temporelle le lecteur
peut se référer à [Besson et al., 2009]. Il est important de noter que l’intégration de la loi de
comportement peut être très coûteuse en temps de calcul.
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6.1.4 Problème de mécanique du contact entre matériaux non-linéaires

Dans cette section nous introduisons le problème de contact entre matériaux non-linéaires.
Pour cela nous ajoutons les conditions de contact traitées par multiplicateurs de Lagrange à
la résolution itérative du problème mécanique (6.10). Le problème quasi-statique linéaire de
mécanique du contact entre matériaux non-linéaires s’écrit :

Trouver (δuk, λ) ∈ V0 ×W+ tel que∫
Ω
ε(v) : H|ε(uk−1) : ε(δu

k)dΩ+ b(v, λ) = −R(uk−1, v), ∀v ∈ V0

b(δuk, q − λ) ≤ g(q − λ)− b(uk−1, q − λ), ∀q ∈ W+

(6.12)

avec W+, b(., .) et g(.) définis comme dans le chapitre 1.

En considérant une discrétisation EF de Lagrange classique comme celle introduite dans
la section 1.2.3 du chapitre 1, avec un ordre primal de N et dual de Nλ, nous pouvons définir
le modèle EF approximant la solution de (6.12) :

Trouver (δukh, λh) ∈ V0
h ×W+

h tel que∫
Ω
ε(vh) : H|ε(uk−1

h ) : ε(δu
k
h)dΩ+ b(vh, λh) = −R(uk−1

h , vh), ∀vh ∈ V0
h

b(δukh, qh − λh) ≤ g(qh − λh)− b(uk−1
h , qh − λh), ∀qh ∈ W+

h
(6.13)

avec V0
h, Wh, b(., .) et g(.) définis comme dans le chapitre 1.

En introduisant la matrice de rigidité Kk−1 et le vecteur du résidu Rk−1 tels que :

(Kk−1)ij =

∫
Ω
ε(φi) : H|ε(

∑N
p=1 φpu

k−1
p ,φi)

: ε(φj)dΩ ∀i, j ∈ [[1,N ]]2 (6.14)

(Rk−1)i = R
( N∑
j=1

φju
k−1
j , φi

)
, ∀i ∈ [[1,N ]] (6.15)

nous pouvons écrire la formulation matricielle qui définit les inconnues nodales :
Trouver (δUk

h ,Λh) ∈ RN × RNλ
+ tel que

Kk−1δUk
h +BTΛh = −Rk−1

BδUk
h ≤ D −BUk−1

h

ΛT(D −BδUk
h ) = ΛTBUk−1

h

(6.16)

Le modèle EF résout donc un problème de type point-selle à chaque itération jusqu’à
convergence. Le calcul des contraintes par intégration de la loi de comportement et la réso-
lution du contact sont traités de manière séparée l’un vis-à-vis de l’autre. L’algorithme 6.1
permet de résoudre le problème EF. Pour la première étape de l’algorithme, la résolution
du problème linéaire de contact (6.16), on se retrouve avec la même formulation de contact
qu’entre solides élastiques (cf. chapitre 1) et donc le même type d’algorithme de résolution
(cf. méthode des statuts section 1.2.3) et de solveur.
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Algorithme 6.1 : Algorithme de résolution EF pour problème de contact quasi-
statique non linéaire

pour k = 1 jusqu’à convergence faire
Résoudre le problème linéarisé avec contact (6.16) ;
En chaque point de l’intégration :

Appeler la relation constitutive pour obtenir les contraintes ;
Mettre à jour le résidu et la matrice de rigidité ;
Tester la convergence ;

6.1.5 Hyper-réduction hybride d’un problème de contact entre matériaux
non-linéaires avec appariement nœud-à-surface

Dans cette section nous appliquons le modèle HHR de la section 5.2 à des problèmes
de contact entre matériaux non-linéaires. Nous utilisons la même stratégie à partir du pro-
blème EF linéarisé en itérations (6.16) que celle introduite sur un problème avec matériaux
suivant des lois de comportement élastiques. Le problème HHR non symétrique s’écrit ainsi
directement :

Trouver (δγk,ΛHR[Aλ]) ∈ Rℓ × RNC
λ

+ tel que

V T[A, :]Kk−1[A,A ∪ I]V [A ∪ I, :]δγk

+V T[Ac, :]B
T[Aλ,Ac]ΛHR[Aλ] = V T[A, :]Rk−1[A]

B[Aλ, Ãc]V [Ãc, :]δγ
k ≤ D[Aλ]−B[Aλ, Ãc]V [Ãc, :]γ

k−1

ΛHR[Aλ]
T(D[Aλ]−B[Aλ, Ãc]V [Ãc, :]δγ

k) = ΛHR[Aλ]
TB[Aλ, Ãc]V [Ãc, :]γ

k−1

(6.17)

avec les notations reprises de la formulation HHR générique pour maillages non-concordants
(5.23) et δγk = γk − γk−1. Le problème (6.17) est ainsi toujours un problème de point-selle
non symétrique par bloc dans le cas général de conditions de contact de type nœud-à-surface.
Les mêmes outils que ceux développés dans les chapitres précédents, notamment le chapitre
5, sont utilisés pour résoudre ce problème. Concernant l’algorithme de résolution non-linéaire
complet, il s’écrit comme dans l’algorithme 6.2.

Algorithme 6.2 : Algorithme de résolution HHR entre matériaux non-linéaires.
Entrées : Une initialisation γ0, un RID et l’ensemble A associé, une BR primale V ,

un critère de convergence
Sorties : La solution HHR (primale,duale)
Calcul de R0[A], projeter B sur V [A, :];
k = 0;
tant que critère de convergence non atteint faire

k = k + 1 ;
Projeter Kk−1 et Rk−1 sur V [A, :] ;
Résoudre le problème HHR (6.17) ;
Actualiser la solution γk = δγk + γk−1;
Reconstruire la solution primale dans le RID : Uk[A ∪ I] = V [A ∪ I, :]γk;
Intégrer la loi de comportement sur le RID : calcul de Rk[A] ;
Tester la convergence ;

Remarque : L’hyper-réduction permet de n’avoir à évaluer qu’un nombre réduit de termes de
Kk−1 et Rk−1 pour la projection à chaque itération de l’algorithme 6.2. La mise à jour de la
contrainte (cf. (6.11)) est elle aussi accélérée en intégrant la loi de comportement uniquement
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sur le RID.

Concernant le critère de convergence, nous allons utiliser un critère issu de [Michel et al.,
2018]. Ce critère de convergence portant directement sur le résidu en contrainte, a plus de
sens physiquement et est directement exploitable pour l’hyper-réduction hybride. Il est issu de
l’analogie entre la résolution d’un problème de mécanique non linéaire et un algorithme de type
prédicteur-correcteur. Il s’appuie sur l’erreur entre la contrainte prédite pour la linéarisation
du problème (cf. (6.7)) et la contrainte calculée via l’intégration de la loi de comportement
pour la mise à jour du résidu (cf. éq. (6.11)) :

Rk
σ = σk −

(
σk−1 +H|ε(uk−1) : ε(δu

k)

)
(6.18)

Le critère de convergence est alors :

max
points de Gauss

(
Rk

σ − ϵrσ
k

)
< ϵa (6.19)

où ϵr et ϵa sont respectivement les seuils associés à l’erreur relative et à l’erreur absolue. Le
résidu en force « classique » des algorithmes de type Newton correspond à la forme faible du
résidu en contraintes ci-dessus. Ce critère a l’avantage d’être efficace même en cas de station-
narité de la contrainte anélastique et de basculer automatiquement d’une erreur relative vers
une erreur absolue quand les valeurs de contraintes deviennent petites. Pour l’implémentation
de l’hyper-réduction hybride, nous avons simplement à restreindre ce critère au RID :

max
i∈A

(
Rk

σ[A]− ϵrσ
k[A]

)
< ϵa (6.20)

Remarque : Le critère de convergence sur le résidu en force « classique » des algorithmes
de Newton utilisé pour le modèle EF étant un critère en moyenne, il mène généralement à
des convergences plus rapides (avec moins d’itérations) mais également à des solutions moins
précises qu’avec le critère en contraintes.

6.1.5.a Opérateur de recherche élastique

Dans le logiciel éléments finis Cast3M [Cast3M] l’opérateur de recherche de l’équation
(6.7) est le tenseur d’élasticité d’ordre 4 :

H = C. (6.21)

L’algorithme de résolution est alors de type quasi-Newton avec un convergence linéaire. Des
algorithmes d’accélération de convergence sont généralement utilisés afin de réduire les temps
de calcul. Ce type d’approche s’avère concurrentielle aux approches de Newton classiques
d’ordre 2 [Ramière et Helfer, 2015], et bien moins coûteux en temps de calcul.

Du point de vue de la réduction d’ordre de modèle, ce choix d’opérateur de recherche
permet de n’avoir à projeter qu’une seule fois par pas de temps (voire par calcul) la matrice
de rigidité élastique K.

Dans ce cas de figure le résidu de convergence devient :

Rk
σ = σk −

(
σk−1 + C : ε(δuk)

)
(6.22)
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6.2 Résultats numériques pour un cas test de contact 2D avec
non-linéarités matérielles

Dans cette section, nous présentons l’application du modèle HHR à un cas test avec des
non linéarités matérielles. Nous considérons toujours un cas d’interaction pastille-gaine 2D
axisymétrique. La géométrie, présentée sur la figure 6.1, est similaire à celle du cas test IPG
avec comportement linéaire, cependant, les conditions aux limites sont différentes avec dans
ce cas un déplacement selon uz nul en bas de la gaine et de la pastille et en haut de la gaine.
Le problème est ici temporel avec un chargement défini par l’application sur une hauteur h1
d’une pression P1 qui va croître au cours du temps. La pression initiale est de 0MPa et la
pression finale est de 450MPa, la croissance de la pression est linéaire au cours du temps
pour t ∈ [0, 1]s. Nous utilisons 40 pas de temps. La hauteur d’application de la pression est
dans ce cas test fixe : h1 = 0.9mm. Le combustible suit une loi de comportement non-linéaire
élasto-plastique isotrope décrite dans la section 6.2.1. La gaine suit une loi de comportement
élasto-visco-plastique isotrope décrite dans la section 6.2.2. Le modèle EF est construit sur le
maillage non concordant sur la surface potentielle de contact présenté sur la figure 6.1b, avec
un ordre primal de N = 13708 et dual de Nλ = 101. Le contact est traité par appariement
nœud-à-surface de type maître-esclave où la pastille est définie comme esclave (elle porte donc
les nœuds duaux). L’espace paramétrique est défini par le jeu initial entre les objets, d, qui
est dans l’intervalle d ∈ [5, 15]µm.

1

4.1mm 0.57 mm

mm

h1

h17- 

(a) Schéma de la géométrie du
cas test.

(b) Maillage EF. (N = 13708,
Nλ = 101)

(c) RID. (croix rouges : A)
(ℓ = 37, NC

λ = 42)

Figure 6.1 – Configuration du cas test 2D axisymétrique IPG avec lois de comportement
non-linéaires de la gaine et du combustible.

Le seuil de convergence d’erreur relative est fixé à ϵr = 10−5 et celui pour l’erreur absolue
est fixé à ϵa = 1MPa (cf. (6.20)).

6.2.1 Comportement non-linéaire élasto-plastique isotrope du combustible

La pastille de combustible a un comportement élasto-plastique isotrope linéaire de limite
d’élasticité σ0 = 80MPa. Son module de Young est de E = 190GPa et son coefficient de
Poisson est de ν = 0.3. La pastille suit une loi d’écrouissage isotrope linéaire avec un module
de H = 1GPa selon un critère d’écoulement de Von Mises. Le domaine d’élasticité est défini
tel que f ≤ 0 avec f qui caractérise la surface d’écoulement et qui s’écrit :

f(σ, p) = σeq − σs(p) (6.23)
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où σeq désigne la contrainte équivalente, σs(p) le seuil de plasticité, et p la déformation plas-
tique cumulée. Nous utilisons la contrainte de Von Mises comme contrainte équivalente, i.e. :

σeq =

(
3

2
s : s

) 1
2

(6.24)

avec s le déviateur des contraintes défini par :

s = σ − 1

3
tr(σ)I (6.25)

L’écrouissage linéaire isotrope est défini tel que :

σs(p) = σ0 +Hp (6.26)

6.2.2 Comportement non-linéaire visco-plastique isotrope de la gaine

La gaine a un module de Young de E = 78GPa et un coefficient de Poisson de ν = 0.34.
Elle suit une loi de Norton de paramètre K = 1000 MPa.s

1
n−1 pour la consistance visco-

plastique et de n = 5 pour le coefficient de sensibilité à la vitesse de déformation. Il s’agit
d’une loi sans écrouissage. La relation définissant la matrice des contraintes s’écrit :

σ = C :
(
ε− εvp

)
(6.27)

où εvp est la matrice des déformations visco-plastiques. La vitesse de déformation visco-
plastique suit la loi en puissance suivante :

ε̇vp =
3

2σeq

(σeq
K

)n−1
s (6.28)

La contrainte équivalente σeq est définie de la même façon que pour le combustible par la
relation (6.24), de même pour le déviateur des contraintes s qui est défini par la relation
(6.25).

6.2.3 Construction du modèle HHR

Les snasphots sont pris aux deux extrémités de l’espace paramétrique, c’est à dire d = 5µm
et d = 15µm. Nous sauvegardons les solutions à chaque pas de temps (i.e. 40 pas de temps)
pour construire la matrice des snapshots qui contient ainsi 80 colonnes. La base réduite pri-
male est construite avec un seuil d’erreur POD de ϵ = 10−9, résultant en une BR de dimension
ℓ = 37. Le RID est construit en appliquant l’algorithme DEIM sur la BR primale POD. Des
contributions de bases réduites POD duale, en contraintes et sur les déformations plastiques
sont également ajoutées pour la construction du RID [Ryckelynck, 2009], avec respectivement
des seuils POD de 10−8, 10−9 et 10−6. Une zone d’intérêt sur l’extérieur de la gaine sur la
hauteur h1 est également ajoutée. Pour finir, trois couches d’éléments sont ajoutées pour élar-
gir le RID afin d’obtenir une solution suffisamment précise. Cet élargissement est nécessaire
dans ce cas pour prendre en compte efficacement les lois de comportements non-linéaires. La
taille de cet élargissement peut être déterminée dans la partie offline sur une base de vali-
dation, cependant cela reste une détermination empirique. Le RID contient NC

λ = 42 points
de contact potentiels et est représenté sur la figure 6.1c. Il contient 901 éléments, 620 sur la
pastille, 281 pour la gaine, et 1062 nœuds, 732 pour la pastille et 330 pour la gaine. Nous
utilisons un enrichissement EF maximal conduisant à une BR de dimension totale ℓ = 79.
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Nous présentons dans le tableau 6.1 les erreurs relatives au dernier pas de temps de l’his-
torique ainsi que les temps de calcul EF et HHR en deux points de l’espace paramétrique
(d = 10µm et d = 12.5µm). Tout d’abord, nous constatons que les erreurs relatives sont satis-
faisantes, toutes inférieures à 7%. La méthode HHR permet d’obtenir des solutions primales
très satisfaisantes avec moins de 3% d’erreur relative. Les solutions duales et en contraintes
restent plus difficile à approcher via la réduction d’ordre de modèles mais ici la méthode
HHR fournit des erreurs inférieures à 7% pour les forces de contact, inférieures à 5% pour les
contraintes et moins de 2.5% pour la déformation plastique cumulée, ce qui est très satisfai-
sant, surtout en considérant aussi peu de point dans l’espace d’entraînement.
Pour d = 10µm, l’erreur relative duale de 6.7%, l’erreur relative des contraintes σrr de 4.6%

Tableau 6.1 – Cas test non-linéaire. Temps de résolution et erreurs relatives entre le modèle
EF (N = 13708 Nλ = 101) et HHR non symétrique avec enrichissement EF maximal (ℓ = 37
NC

λ = 42, ℓ = 79) au dernier pas de temps et sur deux points de l’espace paramétrique.

jeu Erreur relative (%) Temps (ms)
initial prim. duale σrr

Déf. plast. EF HHR(µm) cumulées "PLEIADES"
10 0.89 6.7 4.6 2.2 705071 299064

12.5 2.8 2.5 2.5 0.61 775091 304436

et l’erreur relative sur les déformations plastique cumulées de 2.2% restent acceptables. Pour
d = 12.5µm, les erreurs sont très satisfaisantes (cf. tableau 6.1). Nous présentons sur ce point
la comparaison des solutions EF et HHR au dernier pas de temps sur la figure 6.2 pour les
déplacements, la figure 6.3 pour les contraintes σrr, la figure 6.6 pour les déformations plas-
tiques cumulées et la figure 6.5 pour les solutions duales. Les solutions présentées sont très
proches des solutions EF. Pour les solutions duales, on observe sur les figures 6.4 et 6.5 une
bonne précision dans l’ensemble, il y a néanmoins une légère imprécision sur la dernière force
de contact active. La zone de changement de statut du contact reste encore difficile à traiter.
Concernant les temps de calcul, on peut constater dans le tableau 6.1 que l’accélération du
modèle d’ordre réduit vis-à-vis du modèle EF "PLEIADES" (cf. section 3.5.2) est de l’ordre
de 2.5. Cette accélération est peu satisfaisante puisqu’il suffit d’utiliser une approche HPC
avec deux cœurs pour atteindre le même ordre d’accélération. Il faut néanmoins tempérer
cette observation puisque le code implémentant la méthode HHR est loin d’être optimisé.
Par exemple, comme indiqué en section 6.1.5.a, la projection de la matrice K du problème
peut être réalisée une seule fois par pas de temps. Or, dans notre cas nous avons implémenté
une projection à chaque itération de la résolution, ce qui correspond à une implémentation
générique compatible avec d’autres opérateurs de recherche. Les résultats en temps de calcul
présentés ici ont donc potentiellement une très grande marge de progression.
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Figure 6.2 – Cas test non-linéaire. Comparaison des solutions en déplacements au dernier
pas de temps pour le modèle EF (N = 13708 Nλ = 101) et HHR non symétrique (ℓ = 37
NC

λ = 42, ℓ = 79). Point : d = 12.5µm.
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Figure 6.3 – Cas test non-linéaire. Comparaison des solutions selon σrr au dernier pas de
temps pour le modèle EF (N = 13708 Nλ = 101) et HHR non symétrique (ℓ = 37 NC

λ = 42,
ℓ = 79). Point : d = 12.5µm.

Pour finir, sur la figure 6.6c nous présentons la reconstruction sur tout le maillage de la
solution en déformation plastique cumulée du modèle HHR. Cette reconstruction est obtenue à
l’aide d’une projection de la solution HHR sur une base réduite POD associée aux déformations
plastiques cumulées (construite avec un seuil POD de 10−6) suivant la méthodologie introduite
dans [Ryckelynck et al., 2015]. L’erreur relative entre la déformation plastique cumulée calculée
par la méthode EF ou HHR est de 0.54%, cohérente avec celle obtenue sur le RID (0.61%).
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(a) EF (b) HHR

Figure 6.4 – Cas test non-linéaire. Comparaison des solutions duales (N = 13708, Nλ = 101,
ℓ = 37 NC

λ = 42, ℓ = 79). Point : d = 12.5µm.
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1

Figure 6.5 – Cas test non-linéaire. Comparaison des solutions duales entre EF (bleu) (N =
13708 Nλ = 101) et HHR (noir) (ℓ = 37 NC

λ = 42, ℓ = 79) sur la déformation. Point :
d = 12.5µm.
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(c) HHR reconstruites

Figure 6.6 – Cas test non-linéaire. Comparaison des solutions en déformations plastiques
cumulées au dernier pas de temps pour le modèle EF (N = 13708 Nλ = 101) et HHR non
symétrique (ℓ = 37 NC

λ = 42, ℓ = 79). Point : d = 12.5µm.
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6.3 Conclusion

Le modèle hyper-réduit hybride a été appliqué sur un problème de contact entre maté-
riaux non-linéaires. Le modèle d’ordre réduit hérite des capacités de l’hyper-réduction à traiter
efficacement ce type de problèmes, notamment en réduisant le nombre de termes à évaluer
lors de la projection des matrices, de l’intégration des lois de comportement et du calcul du
critère de convergence. Par conséquent, la mise en œuvre de la méthode HHR pour des ma-
tériaux non-linéaires est assez naturelle et permet de traiter des problèmes de contact sur
maillages potentiellement non concordants avec matériaux non-linéaires. Considérant des lois
de comportement élasto-plastique et visco-plastique, le modèle d’ordre réduit démontre des
performances très satisfaisantes en terme de précision sur un cas test industriel d’intérêt. La
réduction des temps de calcul via le modèle HHR reste limitée et ouvre la voie à des amélio-
rations. Notamment, l’optimisation du nombre de projections réalisées pendant la résolution
du modèle permettrait un gain considérable en temps de calcul. De plus, un solveur adapté
aux matrices pleines devrait être adopté afin d’obtenir une résolution du modèle HHR moins
coûteuse en temps CPU. Pour finir, il faudrait utiliser les stratégies d’enrichissement intro-
duites dans ce manuscrit pour obtenir un rapport optimal entre l’ordre du modèle HHR et les
précisions obtenues.





Conclusions et perspectives

Ce travail de thèse a permis l’étude théorique et numérique du modèle hyper-réduit hybride
appliqué aux problèmes de mécanique du contact traités par la méthode des multiplicateurs
de Lagrange.

Dans un premier temps, des bornes d’erreurs a priori et a posteriori ont été démontrées
pour le modèle hyper-réduit hybride (HHR) dans un contexte général d’inégalité variationnelle
traitée par multiplicateur de Lagrange. Le modèle hybride en multiplicateurs de Lagrange sur
la base élément finis (EF) permet de dégager des estimations de type Céa, à la place de celles
de type Brezzi généralement obtenues pour les problèmes de point-selle. Ainsi, l’erreur pri-
male ne dépend pas de l’approximation duale. L’erreur duale quant à elle ne dépend que de
l’erreur primale et de la constante inf-sup/LBB du modèle. Des estimateurs a posteriori ont
également été démontrés, permettant d’introduire un nouvel indicateur d’erreur efficace.

En s’appuyant sur l’analyse d’erreur, ce travail s’est ensuite attaché à améliorer, de ma-
nière automatique, la précision duale des solutions HHR. Tout d’abord nous avons introduits
proposant deux stratégies d’enrichissement de la base réduite (BR) primale permettant de ga-
rantir la solvabilité (condition inf-sup/LBB) du problème tout en améliorant significativement
la précision des solutions duales obtenues. Ces stratégies reposent sur une minimisation du
conditionnement de la matrice de rigidité de contact réduite, relié à la constante de la borne
sur l’erreur duale. Afin de limiter l’enrichissement de la BR primale tout en améliorant encore
la précision sur les solutions duales, des méthodes de clustering sur l’espace paramétrique
ont été développées. Elles consistent à traiter la variété non-linéaire des solutions primales de
manière linéaire par morceaux en construisant des modèles d’ordres réduits locaux. Ainsi, en
améliorant l’approximation primale, nous diminuons également l’erreur duale en minimisant
sa borne.

Par la suite, nous avons proposé une extension du modèle HHR au cas des maillages
de contact non concordants. Par construction, le modèle HHR est une projection de type
Petrov-Galerkin du problème de point-selle obtenu par EF. Cette projection conduit à un
problème de point-selle généralisé (non symétrique par bloc) lors du traitement du contact
en appariement nœud-à-surface. Le problème HHR généralisé, sous conditions de solvabilité
associées, est alors résolu avec un solveur dédié. Les résultats obtenus sont très satisfaisants
et démontrent la validité du modèle HHR étendu.
Enfin, nous avons appliqué le modèle HHR à la simulation de la mécanique du contact traité
par multiplicateurs de Lagrange pour des matériaux non-linéaires. En utilisant une résolution
par un algorithme de type Newton, le problème linéarisé à résoudre à chaque itération est
similaire à celui obtenu avec des matériaux élastiques. Ainsi, le modèle HHR généralisé peut
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directement être appliqué pour ce type de problème. De plus, étant un modèle hyper-réduit,
le modèle HHR bénéficie également des avantages des approches d’hyper-réduction pour la
mécanique non-linéaire (réduction du nombre de termes à évaluer). Les résultats obtenus sur
un cas d’intérêt industriel sont très prometteurs et démontrent la faisabilité de la réduction
de problèmes de contact avec matériaux non-linéaires.

La conclusion générale que nous pouvons dégager de ce travail de thèse est que le mo-
dèle hyper-réduit hybride démontre un fort potentiel à réduire efficacement des problèmes de
contact traités par multiplicateurs de Lagrange, que ce soit sur des maillages concordants ou
non, sur des géométries plus ou moins complexes, sur des cas d’intérêt académique ou indus-
triel et sur des matériaux élastiques ou non-linéaires (en considérant des lois de comportement
élasto-plastique et visco-plastique)

A la suite de ces travaux, nous pouvons envisager des perspectives dans plusieurs domaines.
Tout d’abord, pour la mécanique du contact, un premier axe de recherche consisterait à traiter
du contact avec frottement. Dans ce cas, la méthode des multiplicateurs de Lagrange repré-
sente la force de contact tangentielle par un multiplicateur vectoriel qui n’est pas soumis à
une contrainte de non-négativité. Ainsi, la méthode HHR pourrait être appliquée en construi-
sant une base réduite POD (Proper Orthogonal Decomposition) pour cette composante. Un
second axe de recherche serait de considérer du contact en grande déformations. Dans cette
situation, le glissement sur la surface peut être conséquent. L’application du modèle HHR
dans ce cas est un vrai défi puisque le glissement peut potentiellement décaler les surfaces de
contact jusqu’à ne plus en avoir en vis-à-vis dans le RID.

Ensuite, pour la méthode HHR, nous pouvons proposer des perspectives d’amélioration
pour la reconstruction des solutions duales en dehors du RID et pour les temps de calcul.
Concernant la reconstruction des solutions duales en dehors du RID, il est possible d’envi-
sager des méthodes plus fines, notamment en considérant des approches par apprentissage
automatique. En sélectionnant les snapshots les plus adaptés par apprentissage automatique,
il serait alors possible d’obtenir une reconstruction plus efficace. Enfin, concernant les temps
de calcul, il faut implémenter la méthode HHR avec un solveur dédié aux matrices pleines de
type HHR dans le but d’accélérer la résolution. De plus, pour les algorithmes de résolution
de type Newton, il est nécessaire d’optimiser le nombre de projection réalisées pendant la
résolution pour obtenir des gains de temps de calcul optimaux.

Pour finir, d’un point de vue de la réduction de modèle, il est impossible d’ignorer la
très forte tendance des métamodèles. En particulier, les réseaux de neurones et les réseaux de
neurones informés par la physique. Ces approches nécessitent de très grandes bases de données
pour l’entraînement des modèles, ce qui n’est pas le cas pour les modèles par projection.
Néanmoins, à l’aide de stratégies de clustering conduisant à des modèles d’ordres réduits
locaux, il est possible de faire profit de ces grandes bases de données pour les méthodes
par projection. Il serait donc intéressant, pour une base de donnée équivalente, de faire une
comparaison des performances entre les réseaux de neurones informés par la physique et un
ensemble de modèles d’ordres réduits locaux.
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MOTS CLÉS

Hyper-réduction de modèle, Modèles réduits locaux, Mécanique du contact, Multiplicateurs de Lagrange,
Maillages non concordants, Estimation d’erreur

RÉSUMÉ

Ce manuscrit se focalise sur la réduction d’ordre de modèle de problèmes en mécanique du contact traités par multiplica-
teurs de Lagrange, qui reste un vrai défi scientifique, du fait notamment de la contrainte de signe sur les multiplicateurs. Ce
travail s’appuie sur l’hyper-réduction d’ordre de modèles, méthode efficace pour le traitement des non-linéarités, et consi-
dère son extension aux problèmes de contact. Pour cela un modèle hyper-réduit hybride (HHR) est construit, reposant
sur un domaine d’intégration réduit, une base réduite (BR) primale obtenue par POD (Proper Orthogonal Decomposition),
et une base réduite duale obtenue via la restriction de la base duale éléments finis (EF) au domaine réduit. Le modèle
HHR hérite de la nature de type point-selle du problème EF. Nous proposons dans ce travail une analyse théorique et
numérique du modèle HHR.
Tout d’abord, des bornes d’erreur du modèle HHR sont théoriquement démontrées. Grâce au choix de construction de
la base réduite duale par restriction sur le domaine réduit, des estimateurs a priori de type Céa peuvent être prouvés sur
l’erreur primale, contrairement aux estimateurs de type Brezzi habituellement obtenus sur des problèmes mixtes. Ainsi
l’erreur primale ne dépend pas de l’approximation duale. L’erreur duale quant à elle ne dépend que de l’erreur primale et
de la constante inf-sup/LBB du modèle. Des estimateurs a posteriori sont également démontrés, permettant d’introduire
un nouvel indicateur d’erreur efficace.
Ces estimateurs d’erreur ouvrent la voie à des techniques numériques d’amélioration automatique de la précision des
solutions duales de la méthode HHR. Nous proposons ainsi deux stratégies d’enrichissement de la BR primale permet-
tant de garantir la solvabilité (condition inf-sup/LBB) du problème tout en contrôlant les erreurs duales. Ces stratégies
reposent sur une minimisation du conditionnement de la matrice de rigidité de contact réduite. Afin de limiter l’enrichisse-
ment de la BR primale tout en réduisant encore l’erreur sur les solutions duales, des méthodes de clustering sur l’espace
paramétrique sont développées. Elles consistent à traiter la variété non-linéaire des solutions du problème de manière
linéaire par morceaux en construisant des modèles d’ordres réduits locaux.
Nous nous intéressons ensuite à la généralisation du modèle HHR au cas des maillages de contact non concordants.
Par construction, le modèle HHR est une projection de type Petrov-Galerkin du problème de point-selle obtenu par
discrétisation EF. Cette projection conduit à un problème de point-selle généralisé (non symétrique par bloc) lors du
traitement du contact en configuration nœud-à-surface. Le problème HHR généralisé, sous conditions de solvabilité
associées, est alors résolu avec un solveur dédié. Par ailleurs, la méthode HHR hérite des capacités de l’hyper-réduction à
traiter efficacement des problèmes de mécanique non-linéaire. Ainsi, des problèmes de contact unilatéral entre matériaux
non linéaires déformables peuvent être réduits via la méthode HHR, ce qui dépasse l’état de l’art actuel. La précision des
résultats obtenus sur un exemple industriel d’intérêt confirment le fort potentiel de la méthode HHR.

ABSTRACT

We are interested in model order reduction of contact mechanics problems treated by Lagrange multipliers, which re-
mains a scientific challenge, in particular due to the non negativity constraint on the multipliers. This thesis relies on
Hyper-Reduced order modelling, which is an efficient strategy to deal with nonlinearities. We consider here its extension
to contact mechanics. A Hybrid Hyper-Reduced (HHR) model is built, using a reduced integration domain (RID), a POD
(Proper Orthogonal Decomposition) primal reduced basis (RB), and a dual reduced basis obtained by restriction of the
dual finite element (FE) basis to the RID. The HHR model inherits its saddle-point formulation from the FE problem. We
propose in this work a theoretical and numerical analysis of the HHR model.
First, error bounds of the HHR model are theoretically demonstrated. Thanks to the dual reduced basis construction by
restriction to the reduced domain, Céa type error estimators are obtained instead of classical Brezzi estimators classically
derived for mixed problems. Hence, the primal error is independent from the dual approximation, while the dual error only
depends on the primal error and on the inf-sup/LBB constant of the HHR model. A posteriori error estimators are also
derived, allowing for the development of a new efficient error indicator.
These error estimations pave the way to automatic numerical strategies improving the dual precision of the HHR method.
We propose two primal RB enrichment strategies that ensure the solvability (LBB/inf-sup condition) of the HHR problem
while significantly improving the precision of the dual solutions. These enrichment strategies are based on the minimiza-
tion of the condition number of the reduced contact rigidity matrix. In order to limit the enrichment of the primal RB while
still reducing the dual error, clustering methods on the parametric space are introduced. They consist in dealing with the
nonlinear solution manifold in a piece-wise low-rank linear manner by building local reduced order models.
We then look at the generalization of the HHR model to non-matching contact meshes. By construction, the HHR mo-
del is a Petrov-Galerkin projection of the FE saddle-point problem. This projection leads to a generalized saddle-point
problem (non block-symmetric) when node-to-surface contact conditions are considered. The generalized HHR problem,
under associated solvability conditions, is then solved using a dedicated solver. Moreover, the HHR method inherits the
Hyper-Reduction’s ability to efficiently treat nonlinear mechanics problems. Hence, unilateral contact problems between
deformable nonlinear materials can be reduced with the HHR method, which goes beyond the current state-of-the-art.
Accurate results obtained on a industrial example of interest confirms the high potential of the HHR method.

KEYWORDS

Model Hyper-Reduction, Local reduced order models, Contact Mechanics,
Lagrange multipliers, Non-matching meshes, Error estimation
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