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Introduction

Dans un cycle de conception, la maîtrise de procédés incluant divers types de mé-
canismes physiques et de niveaux de modélisation devient un atout incontournable. En
particulier, cette maîtrise est primordiale dans les premières étapes du cycle, qui corres-
pondent au pré-dimensionnement du nouveau produit : l’ensemble du comportement du
système d’étude doit être couvert. Les modélisations menées doivent être à la fois rapides,
peu coûteuses et leur mise en place efficace. Elles doivent assurer un niveau de descrip-
tion au juste besoin en fonction de la zone du système d’étude considérée pour limiter le
besoin en ressources de calcul. Cette approche répond aux besoins du bureau d’études du
Commmissariat à l’Énergie Atomique et aux énergies alternatives (CEA), où l’efficacité
et la précision sont essentielles.

Cependant, la gestion de cette modélisation multiphysique et multifidélité présente
un défi majeur. Pour reproduire des comportements complexes avec un minimum de res-
sources, une solution est l’emploi de métamodèles. Un métamodèle est une représentation
simplifiée d’un modèle ou d’un système, généralement utilisé pour réduire leur complexité
de mise en œuvre, accélérer les calculs et faciliter l’analyse. Ces métamodèles sont des
modèles mathématiques légers, alimentés et calibrés par des bases de données construites
à partir de résultats expérimentaux ou numériques, ces derniers issus de modèles haute-
fidélité très gourmands en termes de ressources et temps de calcul. Ils sont conçus pour
prédire avec précision le comportement du modèle d’origine tout en réduisant la charge de
calcul.

Les avantages des métamodèles résident dans leur capacité à accélérer les simulations,
à rendre les modèles plus accessibles aux ingénieurs et à réduire la demande de ressources
informatiques. Ils sont intéressants dans diverses situations, notamment lorsque l’on ne
dispose que de résultats expérimentaux sans loi de comportement, ou que des analyses
statistiques ou des optimisations du modèle qui exigent de nombreuses évaluations rapides
doivent être réalisées. Ces métamodèles jouent un rôle crucial dans la modélisation multi-
fidélité, permettant de représenter un modèle complexe avec une précision ajustable, tout
en maintenant la légèreté de la description mathématique.

Dans ce travail de recherche, la stratégie de métamodélisation est couplée à une ap-
proche Model-Based System Engineering (MBSE) pour élaborer une modélisation mul-
tifidélité de systèmes complexes. Cette approche innovante vise à rassembler dans un
même modèle, des modèles basse-fidélité basés sur des descriptions analytiques d’Équa-

3



Introduction

Modèle
complet

Métamodèle 1

Métamodèle 2

EAD 2-1

EAD 2-2

EAD 1

EAD 2

EAD 3

EAD 4

Système
d'étude

Figure 1 – Illustration de la démarche multifidélité.

tions Algébro-Différentielles (EAD) et des modèles haute-fidélité peu coûteux, permis par
un métamodèle. La démarche est illustrée dans la Fig. 1 et consiste à développer un pre-
mier modèle MBSE global avant de remplacer certains sous-systèmes analytiques par un
métamodèle pour lui apporter le niveau de précision requis.

La finalité de cette stratégie est de fournir au bureau d’études du CEA, un modèle
global de pré-dimensionnement prêt à l’emploi, qui peut être enrichi selon le besoin par
l’incorporation de sous-systèmes basés sur des lois de comportement analytiques ou des
calculs haute-fidélité apportés par le biais de métamodèles.

Le métamodèle développé dans le cadre de ce travail se base sur les hypersurfaces
Non-Uniform Rational Basis-Spline (NURBS). Il s’agit d’une entité géométrique cou-
ramment utilisée dans la modélisation 3-D, la Conception Assistée par Ordinateur (CAO)
et l’infographie. Elles sont particulièrement adaptées pour décrire des formes complexes et
lisses, ce qui les rend indispensables dans l’industrie de la création visuelle, de la modélisa-
tion de surfaces et de la conception de produits. Ces entités sont définies par des Control
Points (CPs), des vecteurs nodaux, et des poids. Contrairement à d’autres représentations,
tels que les polygones, les NURBS offrent une précision élevée et une grande flexibilité
pour créer des entités géométriques complexes multidimensionnelles, tout en conservant un
contrôle local précis. Le terme Non-Uniform Rational Basis-Spline peut être décomposé
comme suit :

— Non-Uniform : Les vecteurs nodaux associés à une dimension d’entrée ne sont pas
uniformes. Ils permettent de définir les ensembles de variations des polynômes de
Bernstein [138] employés dans la formulation des NURBS. En les déplaçant, cela
permet de concentrer la précision là où elle est nécessaire, notamment au niveau des
non-linéarités ;

— Rational : Les poids influencent l’hypersurface en attribuant plus ou moins d’im-
portance aux CPs auxquels ils sont associés ;

— Basis : Les fonctions de base, correspondant aux polynômes de Bernstein, sont
utilisées pour décrire la forme. Elles sont définies de manière récursive.

Les NURBS offrent de nombreux avantages, et une grande maniabilité. Leur em-
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ploi initial en tant qu’entité géométrique dans les logiciels de conception 3-D a évolué
dans plusieurs disciplines comme l’optimisation topologique [38, 39, 149], l’optimisation
de forme [17, 128], l’optimisation du champ d’anisotropie pour les composites à rigidité
variable [126,127], et la génération de métamodèles [9–11], objet de ce travail.

Pour mettre en place la stratégie Modélisation Hybride MBSE - NURBS (MHMN),
deux verrous ont du être levés. Le premier, scientifique, correspond au développement du
métamodèle basé sur les hypersurfaces NURBS comme solution d’un processus d’opti-
misation sous contraintes. Le second, plus technique, vise à inclure le métamodèle dans
l’approche MBSE après avoir identifié les sous-systèmes clefs. Pour répondre à ces pro-
blématiques, trois axes de recherches principaux ont été explorés :

1. le premier, innovant et technique, correspond à l’étude des possibilités et de la via-
bilité de l’approche MBSE, pour la modélisation et le pré-dimensionnement de sys-
tèmes multiphysiques complexes. Cela a été l’objet de deux stages préliminaires à
cette thèse ainsi que d’un troisième stage encadré durant ce travail. Les deux pre-
miers stages avaient pour but de proposer des démonstrateurs MBSE pour évaluer
la pertinence de l’approche et son fonctionnement sur des cas d’intérêt du CEA. Le
troisième a permis d’étudier les possibilités de couplage d’un modèle MBSE avec un
environnement de modélisation 3-D sur la plateforme 3D Experience 1. Un résumé
de ce dernier se trouve en annexe A.1. Suite à ce travail, le bureau d’études a jugé
pertinent de poursuivre sur cette voie peu développée au sein du CEA ;

2. le second, innovant et scientifique, correspond à l’emploi de méthodes d’Analyse de
Sensibilité Globale (ASG) sur un modèle MBSE. L’objectif est d’étudier la perti-
nence et le processus de mise en place de ces stratégies mathématiques pour aider à
mettre en évidence les sous-systèmes principaux du modèle global MBSE. Une fois
mise en évidence, la méthode de modélisation de ces sous-systèmes clefs doit être
approfondie avec des méthodes plus performantes qu’une approche MBSE classique
limitée à des modèles analytiques d’ordre zéro ;

3. le troisième et dernier axe de recherche, novateur et scientifique, correspond au déve-
loppement de la stratégie de métamodélisation basée sur des hypersurfaces NURBS,
comme solution d’un problème d’optimisation sous contraintes. Ce travail propose
une généralisation aux cas Multiple-Input-Multiple-Output (MIMO) des algorithmes
employés pour la résolution des problèmes de minimisation aux moindres carrés
de [9]. Un terme de lissage, exprimé par [18, 56] pour le cas des problèmes de sur-
face fitting, est généralisé au cas des hypersurfaces dans cette thèse. Ce terme sera
intégré à la formulation du problème d’optimisation afin de limiter le phénomène
d’overfitting et de réduire l’influence du bruit sur la génération du métamodèle. En
outre, le gradient de la fonction de coût par rapport aux diverses variables d’optimi-

1. https://www.3ds.com/
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sation sera exprimé sous forme analytique pour s’affranchir des limites de la méthode
aux différences finies rencontrées dans [9, 18,38].

Bien que la génération du métamodèle basé sur les entités NURBS se pose comme la
solution d’un problème d’optimisation, cette thèse se concentre sur le développement de la
génération des hypersurfaces NURBS ainsi que sur la dérivation analytique et l’implémen-
tation des différents gradients intervenant dans le processus. Les méthodes d’optimisation
au gradient employées sont des méthodes déjà existantes et robustes de la littérature, im-
plémentées dans des librairies open source ou propres au laboratoire Institut de Mécanique
et d’Ingénierie (I2M).

L’efficacité de la stratégie de métamodélisation proposée dans cette thèse a été tes-
tée sur plusieurs cas d’application tirés de la littérature ainsi que sur des problèmes
non-linéaires nécessitant une résolution numérique via la méthode aux Éléments Finis
(EF).

La stratégie finale de la méthode de modélisation multifidélité MHMN est appli-
quée à un problème multiphysique simplifié qui correspond à un scénario thermoméca-
nique non-linéaire représentatif des problèmes du CEA. Ce scénario inclut la plupart
des comportements thermiques élémentaires, y compris les changements de phase qui
induisent des comportements mécaniques complexes. L’approche MHMN se concentre
sur l’organisation globale du problème à une échelle macroscopique, c’est-à-dire au stade
de pré-dimensionnement, tout en maintenant un niveau de précision adéquat pour tirer
des conclusions significatives à partir des tendances observées dans les différents sous-
systèmes.

La stratégie de modélisation pourra être appliquée à des cas plus complexes et enrichis,
par l’emploi de différents types de métamodèles selon le problème lié au sous-système à
traiter. Une modélisation 3-D des dispositifs étudiés pourra également être apportée au
modèle hybride final via les avantages permis par la plateforme 3D Experience de Das-
sault System. L’idée finale est d’alimenter des modèles complexes par un développement
numérique réalisé par des physiciens. En parallèle, le bureau d’études pourra employer
ces différents blocs élémentaires pour modéliser le système au juste besoin, en fonction
notamment de l’avancement dans un cycle de conception.

Organisation du manuscrit
L’organisation de ce manuscrit suit le schéma de la Fig. 2. Le chapitre 1 présente

ce qu’est l’approche System Engineering (SE) puis MBSE avant de proposer un tour
d’horizon des principales méthodes d’Analyse de Sensibilité (AS), leurs avantages et leurs
inconvénients. Une description non-exhaustive des principales méthodes de métamodélisa-
tion est ensuite faite avec notamment la présentation des méthodes de Proper Orthogonal
Decomposition (POD), Proper Generalised Decomposition (PGD), Artificial Neural Net-
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work (ANN) et NURBS. Une comparaison basée sur la littérature sera faite, pour mettre
en avant les atouts des entités NURBS dans un contexte de métamodélisation. Pour finir,
la stratégie MHMN est présentée.

Identification
sous-système

Génération
métamodèle

Contrôle de
l'efficacite du
métamodèle

Analyse MBSE

1 2 3 4
Modèle hybride
haute-fidélité

rapide

5

Figure 2 – Mise en place de la stratégie hybride de modélisation développée.

Le chapitre 2 porte sur l’application et la comparaison de méthodes d’ASG appliquées
à des modèles non-linéaires en mécanique. La complexité des cas devient croissante pour
étudier les limites de ce type de méthode. Dans ce contexte, le modèle d’un système
est considéré comme étant une fonction de transfert qui exprime des sorties en fonction
de variables d’entrée pour reproduire le comportement du système initial. Une analyse
de sensibilité est un outil mathématique employé pour classer ces variables d’entrée en
fonction de leur influence sur la (ou les) sortie d’intérêt. Ce chapitre 2 propose l’application
des ASG basées sur les indices de Sobol et l’effet Shapley sur des systèmes modélisés par
approche MBSE et EF.

Le chapitre 3 présente la stratégie de génération d’un métamodèle basé sur les hyper-
surfaces NURBS. Leur grande maniabilité en fait des métamodèles capables de s’adapter à
une grande variété de problèmes MIMO, linéaires ou non. En contrepartie, cette souplesse
a un défaut : la paramétrage des entités NURBS n’est pas une tâche anodine et obtenir
un métamodèle précis et fiable peut se révéler être un vrai défi. Ainsi, la génération d’un
métamodèle basé sur les entités NURBS se pose comme un problème d’optimisation sous
contraintes dont les spécificités seront présentées et analysées dans le chapitre 3.

Dans le chapitre 4, nous mettons en pratique la méthode de création d’un métamodèle
basé sur les hypersurfaces NURBS sur des problèmes d’intérêt. La première partie se
concentre d’abord sur des cas physiques analytiques faiblement non-linéaires, puis sur des
cas fortement non-linéaires. L’objectif est d’évaluer la capacité de la méthode à reproduire
des comportements non-linéaires. Ensuite, nous appliquons le métamodèle à des problèmes
de mécanique issus d’analyses haute-fidélité par EF. L’objectif est de démontrer la capacité
du métamodèle à approximer des champs de déplacement et des comportements concrets.
En outre, nous comparerons les temps de simulation entre les modèles haute-fidélité et le
métamodèle.

Pour finir, le chapitre 5 propose l’application de la stratégie de MHMN développée
tout au long de ce travail, sur un système thermomécanique non-linéaire. Ce dispositif
correspond à un système embarqué simplifié qui comporte toutes les difficultés qu’un simple
modèle MBSE ne peut résoudre : non-linéarités géométriques, non-linéarités matérielles,
problème multiphysique, problème multifidélité.
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Informations pour le lecteur :
Les acronymes ne seront définis qu’une seule fois dans le manuscrit mais sont rappelés

dans la section Acronymes.
Les variables scalaires sont notées a, les vecteurs a et les matrices et array A.

page 8 Manuscrit de thèse







1 État de l’art

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2 L’approche Model-Based System Engineering . . . . . . . . . . 14

1.2.1 Historique et présentation de l’approche System Engineering . . 14
1.2.2 L’approche Model-Based System Engineering . . . . . . . . . . . 17
1.2.3 Le langage Modelica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.2.4 Communication inter-logiciel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3 Analyse de sensibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3.1 Principe et historique de l’analyse de sensibilité . . . . . . . . . . 24
1.3.2 Analyse de sensibilité globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3.2.1 Méthodes qualitatives - Le criblage . . . . . . . . . . . 26
1.3.2.2 Méthodes quantitatives - Étude de la variance . . . . . 28

1.4 Méthodes de métamodélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.4.1 Méthodes de réduction d’ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.4.1.1 Principe de la méthode Singular Value Decomposition . 31
1.4.1.2 Principe de la méthode Proper Orthogonal Decomposition 34
1.4.1.3 Principe de la méthode Proper Generalised Decomposition 36

1.4.2 Méthodes d’interpolation et d’approximation . . . . . . . . . . . 37
1.4.2.1 Les polynômes du chaos en métamodélisation . . . . . . 37
1.4.2.2 Régression déterministe - Régression linéaire . . . . . . 39
1.4.2.3 Régression stochastique - Processus gaussien et krigeage 40
1.4.2.4 Réseaux de neurones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
1.4.2.5 Généralité sur les hypersurfaces Non-Uniform Rational

Basis-Spline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
1.4.3 Caractéristiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.5 Conclusion et stratégie complète . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

11



Chapitre 1.

RÉSUMÉ DU CHAPITRE

Ce chapitre donne un aperçu de la modélisation système et propose un état de l’art des
principaux sujets développés dans cette thèse. Une première partie place dans le contexte
global du System Engineering l’approche Model-Based System Engineering (MBSE). Nous
indiquerons comment cette méthode est utilisée dans ce travail, avec en perspective la possi-
bilité de mettre en place des modélisations multifidélité, en fonction du taux d’avancement
du projet. Nous montrerons également comment l’accroissement de précision de la mo-
délisation MBSE peut s’appuyer sur l’utilisation de l’Analyse de Sensibilité (AS) et de
méthodes de métamodélisation. Dans cette logique, la seconde partie du chapitre dresse
une liste non exhaustive des méthodes d’AS au sens large, avant de se focaliser sur les
méthodes d’Analyse de Sensibilité Globale (ASG). La troisième partie réalise un état de
l’art des principales méthodes de métamodélisation avant de proposer un comparatif selon
leurs caractéristiques intrinsèques. Pour conclure, une section présente dans son ensemble
la stratégie de modélisation développée dans ce travail, qui associe les propriétés de l’ap-
proche MBSE, de l’ASG et de la méthode de métamodélisation proposée.
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1.1 Introduction

1.1 Introduction
Les méthodes de métamodélisation englobent un grand nombre de techniques permet-

tant de réduire les coûts de calcul de systèmes d’étude. Toutes ces méthodes fonctionnent
selon la même logique : un modèle reproduit le comportement du système étudié tout
en minimisant son coût d’évaluation, que ce soit en termes de temps ou de ressources de
calcul. Nous appellerons par la suite ce type de modèle « métamodèle ». Nous passerons
en revue un certain nombre d’entre eux. En général, les métamodèles fonctionnent en
deux phases : une partie d’apprentissage, dite off-line, où le métamodèle est calibré pour
reproduire le comporte du modèle initial et une partie d’utilisation, dite on-line, durant
laquelle le métamodèle est utilisé à la place du modèle initial. Ces métamodèles sont utiles
dans des contextes tels que :

— la modélisation d’un système pour lequel on ne dispose que de résultats d’expérience
et d’aucune loi de comportement ;

— la réduction du coût d’évaluation d’un modèle tout en conservant sa précision et sa
robustesse ;

— l’analyse statistique du comportement du modèle et/ou son optimisation, nécessitant
un grand nombre d’évaluations du modèle rapidement ;

— le dimensionnement d’un modèle, nécessitant une précision basse-fidélité dans un
premier temps (modèle analytique d’ordre 0) puis haute-fidélité (modèle numérique
d’ordre élevé).

Dans le cadre de ce travail, la métamodélisation est couplée à une approche MBSE.
Cette dernière est employée pour modéliser de manière globale le système d’étude par
une combinaison de sous-systèmes d’EAD (modèles physiques, modèles mathématiques,
données tabulées, etc.). Ces derniers comportent souvent des hypothèses simplificatrices
par rapport au comportement réel du sous-système. Le but est alors de les remplacer par
des métamodèles avec une précision adaptable au juste besoin, sans pénaliser le coût de
calcul du modèle global et sans introduire d’hypothèses simplificatrices (ou en limitant
leur nombre). Le modèle résultant est multifidélité, avec une description globale gérée par
la partie MBSE, et une description locale, gérée par l’inclusion d’un métamodèle et son
niveau d’enrichissement.

Ce chapitre s’organise donc en trois parties avec en premier lieu la mise en contexte de
cette stratégie innovante de modélisation. Il s’agit d’une méthode destinée à être utilisée
en amont d’un cycle de conception, pour réaliser une première description multifidélité du
système étudié, afin de compléter et d’approfondir l’étape de pré-dimensionnement. Ainsi,
cette première section présente ce qu’est le SE, et plus particulièrement l’approche MBSE
avec ses avantages et ses limites. Une seconde partie propose une liste non-exhaustive des
principales méthodes d’AS avec notamment la distinction entre méthodes locales et glo-
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bales. Ces dernières, employées dans ce travail, se différencient entre les méthodes qualita-
tives, représentées par la méthode de Morris, et les méthodes quantitatives, représentées
par les indices de Sobol. Un état de l’art des méthodes de réduction de modèle est ensuite
fait en troisième partie. Une distinction est à faire entre les méthodes d’interpolation et
d’approximation et les méthodes de réduction d’ordre. La première définit un modèle ma-
thématique, dont l’évaluation aux coordonnées de la base de données va fournir exactement
la sortie correspondante. Par opposition, une méthode d’approximation va seulement ap-
procher cette sortie, avec une erreur définie en amont. Ces deux approches vont reproduire
le comportement de la base de données de travail mais pas le comportement intrinsèque
du problème.

Pour ce qui est des méthodes de réduction d’ordre, elles vont permettre de réduire la
complexité d’un problème par séparation de ses variables d’intérêt (aspect intrusif), tout
en conservant le comportement intrinsèque du problème. Ce type de méthode approche
ou interpole, selon le cas, le comportement du problème étudié. Les méthodes les plus
communes sont la Singular Value Decomposition (SVD), la POD et la PGD. Les méthodes
d’interpolation et/ou d’approximation non-intrusives évoquées plus loin sont les méthodes
basées sur les polynômes du chaos, la régression linéaire simple et la régression linéaire
faisant intervenir un terme gaussien, appelée aussi méthode de krigeage et les méthodes
basées sur des réseaux de neurones. Pour finir la méthode de métamodélisation basée sur
les entités NURBS est présentée. Ces entités sont une généralisation des courbes de Bézier
et des Basis-Splines (B-splines), générées par la résolution d’un problème d’optimisation
sous-contraintes et employées ensuite en tant que métamodèle. Une conclusion propose
finalement une description générale de la stratégie développée dans ce travail, avec la mise
en commun des 3 axes de recherches précédents.

1.2 L’approche Model-Based System Engineering

1.2.1 Historique et présentation de l’approche System Engineering

L’approche SE est un type d’approche holistique 1 et interdisciplinaire, devenue disci-
pline à part entière, combinant ingénierie et management, ayant pour but de concevoir,
intégrer et gérer des systèmes complexes tout au long de leur cycle de vie. Le terme est
apparu pour la première fois en 1940 dans le laboratoire Bell Telephone et officiellement
dans [157] en 1956. Le succès de ces modélisations, et ce de façon très précoce, est qu’elles
sont adaptées aux besoins des physiciens, ingénieurs et aux bureaux d’études, étant donné
qu’elles s’appuient sur la mise à plat des équations de bilan ou d’évolution, en faisant
abstraction de tout problème de résolution numérique. La définition initiale a ensuite évo-

1. Selon le dictionnaire Larousse, adjectif tiré de holisme : mot utilisé par le Sud-Africain J. C. Smuts
en 1926 pour indiquer la tendance de l’univers à construire des unités de complication croissante : matière
inerte, matière vivante, matière vivante et pensante.
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lué au cours des années, pour adapter la méthode à l’accroissement de la complexité des
systèmes à résoudre. Cette évolution a donné lieu à deux approches complémentaires :
l’approche Multidisciplinary Design Optimisation (MDO) au début des années 1970 et
l’approche MBSE au début des années 1990 [190]. Officiellement, selon la société Inter-
national Council On Systems Engineering (INCOSE) 2, l’approche MBSE correspond
à l’application formalisée de la modélisation pour soutenir les exigences, la conception,
l’analyse, la vérification et la validation des systèmes, dès la phase de conception et tout
au long du développement et des phases ultérieures du cycle de vie. Quant à l’approche
MDO, elle vient compléter l’approche MBSE par un travail d’analyse puis d’optimisation
du modèle étudié. Demachy [47] propose, par exemple, une application couplée de l’ap-
proche MBSE avec l’approche Model-Based Safety Analysis (MBSA) faisant partie des
méthodes MDO.

Un modèle SE peut être plus ou moins proche du comportement réel du système étu-
dié, en fonction de la phase de conception et de l’objectif de l’utilisateur. Ce dernier peut
à la fois s’intéresser au comportement global du modèle, de la même manière qu’à ses
interactions avec son environnement de conception, de fabrication ou de fonctionnement.
L’approche MBSE, quant à elle, consiste en une modélisation incluant au minimum une
description structurelle et une description comportementale. Cela est réalisé par assem-
blage de blocs élémentaires, décrits par des lois de comportement sous forme de systèmes
d’EAD. Il s’agit, en général, de la première modélisation, au niveau global, tenant compte
des lois de comportement du système d’étude. Un état de l’art des principaux logiciels SE
peut être trouvé dans [33], répondant chacun à un besoin particulier. Dans le cas présent,
les plus pertinents sont :

— le logiciel Capela, développé par Thalès, basé sur la méthode Arcadia qui se divise en
4 niveaux : l’analyse opérationnelle, l’analyse système, l’analyse logique et l’analyse
physique. Le besoin est exprimé et défini par les 2 premières analyses, puis une
solution est construite et proposée par les 2 autres niveaux de la méthode. Ce logiciel
couple l’utilisation des approches MDO et MBSE ;

— l’outil Generic Engine for Multidisciplinary Scenarios, Exploration and Optimisa-
tion (Gemseo) 3, développé par l’Institut de Recherche Technologique (IRT) Saint
Exupéry, est basé sur des codes Python permettant des analyses MDO. Il rassemble
plusieurs outils numériques, mathématiques ou physiques parmi lesquels se trouvent
les librairies d’études statistiques OpenTURNS 4 et Scipy 5 ;

— Systems Modeling Language (SysML) 6 est un langage permettant la description,
l’analyse, la conception et la vérification des systèmes étudiés par emploi de gra-

2. https://www.incose.org/
3. https://gemseo.readthedocs.io/en/stable/
4. http://openturns.github.io/openturns/latest/contents.html
5. https://scipy.org/
6. https://sysml.org/
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Mise en œuvre

SE

MBSEMDO

MDO

Analyses

Conception
générale

Conception
détaillée
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Tests
d'intégration

Tests
systèmes

Validation Mise en serviceExigences

Figure 1.1 – Illustration du modèle de conception V-and-V avec positionnement des ap-
proches System Engineering, Multidisciplinary Design Optimisation et Model-Based Sys-
tem Engineering dans les différentes phases de ce cycle, inspiré de [148].

phiques. Ces derniers sont catégorisés en 3 ensembles : les diagrammes d’exigences,
les diagrammes de fonctionnement et les diagrammes de structure ;

— le langage Modelica 7, permettant une approche MBSE, s’apparente à Simulink
(contrôle commande, société MathWorks 8) ou à SPICE 9 (électrocinétique), mais
avec un aspect multiphysique. C’est un langage formel acausal orienté objet, destiné
à la description dynamique de systèmes et de sous-systèmes mathématiques et phy-
siques autonomes, pouvant être assemblés graphiquement entre eux pour modéliser
un système.

La majeure partie des produits et services suivent un cycle de développement compa-
rable au cycle de conception dit V-and-V, présenté dans [50, 141], appliqué dans [148] et
illustré dans la Fig. 1.1 inspirée du même article. Ce cycle comprend un flux descendant
durant lequel le besoin est exprimé jusqu’à la mise en œuvre de la solution en passant par
des étapes intermédiaires d’expression du besoin, de son analyse et de sa conception. Un
flux ascendant assure l’assemblage et l’application d’une série de tests en vue de la mise
en service du produit.

La Fig. 1.1 met également en parallèle de ce cycle de conception, les phases d’emploi
des différentes méthodes SE, MDO et MBSE présentées plus haut. On y retrouve ainsi
la méthode SE, générale, englobant l’approche MBSE qui permet d’inclure les lois de
comportements du système d’étude (phases de conception du cycle V-and-V ). Le lien
entre ces approches, i.e., les différentes phases du flux descendant du cycle V-and-V, est
fait par l’application de méthodes MDO.

Initialement rassemblées en une seul étape, les phases de conception du cycle V-and-V
ont été divisées par [57] en une étape générale et une étape détaillée. La conception générale
va permettre de modéliser le cas d’étude par assemblage de sous-systèmes EAD, selon

7. https://modelica.org/
8. https://fr.mathworks.com/
9. https://www.spice-space.org/
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Modèle
complet

Métamodèle
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EAD 2-2

Codes externes

Conception générale Conception détaillée

EAD 1

EAD 2

EAD 3

EAD 4

Système
d'étude

Figure 1.2 – Étape de Conception générale et de Conception détaillée du modèle V-and-
V, avec des possibilités différentes pour accroître la précision d’un sous-système d’Équa-
tions Algébro-Différentielles.

l’approche MBSE classique. Dans un second temps, la conception détaillée va permettre
d’approfondir, si nécessaire, les descriptions des sous-systèmes EAD critiques ou influents.
Plusieurs solutions sont alors disponibles, illustrées par la Fig. 1.2 : l’emploi d’un modèle
MBSE plus poussé, l’inclusion de codes externes spécifiques au sous-système ou encore
l’inclusion de métamodèles, qui est la solution originale étudiée dans cette thèse.

Avant de réaliser un état de l’art sur les méthodes d’identification des sous-systèmes
influents et sur les méthodes de métamodélisation, les sections suivantes proposent une
étude bibliographique plus avancée de l’approche MBSE.

1.2.2 L’approche Model-Based System Engineering

L’approche MBSE permet une modélisation simplifiée mais rapide de systèmes plus ou
moins complexes. Son principal avantage est de pouvoir se consacrer à l’écriture de modèles
physiques, indépendamment de toute contrainte numérique. Cela répond bien à la demande
d’ingénieurs ou de physiciens qui peuvent se concentrer sur l’établissement des équations
du problème à résoudre plutôt qu’à leur résolution numérique. La résolution d’un problème
par un langage classique (Python, Fortran, C, C++, etc.) et par un langage MBSE est
illustrée respectivement dans les Fig. 1.3a et Fig. 1.3b. Un langage de programmation
classique nécessite que l’utilisateur renseigne le système EAD global et instancie l’ordre
de résolution et d’appel aux différentes fonctions requises pour la résolution du problème.
Avec un langage MBSE, l’utilisateur peut davantage se concentrer sur la physique du
problème. Il lui suffit de renseigner les différentes équations entrant en jeu dans le système
d’étude, ainsi que leurs variables de communication, scalaires ou continues. Lors de la
simulation, le système EAD global décrivant le modèle est généré automatiquement puis
résolu par l’Interface Homme Machine (IHM).

Ce type de raisonnement et de fonctionnement est vraiment approprié à la modélisation
de systèmes dynamiques. Cependant, en plus de manquer de précision compte tenu des
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Figure 1.3 – Comparaison pour la résolution d’un problème quelconque par un langage
classique (a) et une approche Model-Based System Engineering (b). Positionnement de
l’utilisateur dans ces deux processus.

hypothèses réductrices souvent liées aux systèmes EAD, cette approche n’est pas adap-
tée à la résolution de systèmes spatiaux. En effet, pour des problèmes simples ou à but
didactique, l’approche MBSE reste efficace et pratique d’emploi. A contrario, pour des
problèmes plus poussés comme l’évolution spatio-temporelle de gradients de température
nécessitants plusieurs milliers, voire plusieurs millions, de degrés de liberté, une approche
par EF ou par Volumes Finis (VF) sera bien plus appropriée et plus systématique. Un
exemple significatif est la résolution de l’équation de la chaleur sur une barre en une
dimension avec un terme source :

∂

∂t
T (x,t)+α

∂2

∂x2 T (x,t) = ϕ (1.1)

avec α la diffusivité thermique dans le matériau considéré, T (x,t) sa température à la po-
sition x au temps t et ϕ une source de chaleur. L’emploi de la méthode des EF nécessite,
pour la résolution de l’Eq. (1.1)), la construction d’une géométrie à une dimension, puis
sa discrétisation via un partitionnement de la géométrie. Avec une approche MBSE, pour
pouvoir obtenir la même discrétisation spatiale du gradient de température dans la phase
transitoire, il est nécessaire de créer autant de sous-systèmes qu’il y a de mailles à prendre
en compte avant la résolution. Un compromis serait d’employer la méthode Discrete Ele-
ment Method (DEM), via le logiciel Granoo [6] par exemple. Elle permet de modéliser un
milieu continu par assemblage d’éléments simples : des sphères et des poutres. Selon le cas,
ces éléments peuvent avoir une réalité physique (lits de poudre [197]) ou pas (modélisa-
tion de milieux continus [5]). Cette méthode s’apparente à une approche MBSE avec une
gestion efficace d’un grand nombre de sous-systèmes élémentaires identiques. Néanmoins,
elle reste aussi coûteuse que la méthode des EF et aussi peu adaptée à l’inclusion de
sous-systèmes multiphysiques dynamiques externes à la géométrie du problème (contrôle
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commande par exemple). Bien qu’elles puissent tendre vers le même résultat dans cer-
tains cas, les définitions intrinsèques de ces méthodes les destinent à des emplois bien
différents.

Les sous-systèmes d’EAD, qui composent le modèle global MBSE, comportent géné-
ralement des hypothèses réductrices du problème et ne sont pas adaptés à la résolution en
espace. Pour conserver les avantages de l’approche MBSE tout en augmentant la précision
de ses sous-systèmes critiques, cette thèse propose une alternative hybride et originale :
l’inclusion de métamodèles externes, générés à partir de simulations numériques haute-
fidélité, dans un modèle MBSE principal. Les problèmes traités dans ce travail étant
physiques ou multiphysiques, le langage MBSE retenu est Modelica, plutôt que SPICE ou
Simulink évoqués plus haut. En outre, la particularité du langage Modelica est sa capacité
à résoudre des systèmes d’EAD avec une approche acausale combinée à la sémantique de
Kirchhoff [186]. Un autre critère, commun à SPICE et Simulink, est que Modelica peut
facilement communiquer avec des programmes et logiciels externes.

1.2.3 Le langage Modelica

Modelica [59] est un langage qui a été développé dans les années 1990 dans le cadre
d’un projet inclus dans l’European Strategic Programme for Research and development in
Information Technologies (ESPRIT) 10. L’objectif était de mettre au point un standard
de langage informatique en tenant compte des spécificités des langages existants. Une
proposition pour un langage universel et simple d’utilisation a été faite : Modelica. En
1999, la première version utilisable de ce code a été créée sous la direction de Hilding
Elqmvist, repris depuis par Dassault System. Cela a conduit ensuite à la création du logiciel
Dymola, basé sur le langage Modelica et inclus dans la 3D Experience [45], plateforme
inter-logiciels de Dassault System. Dans le même temps, l’association à but non lucratif
Modelica Association a été créée. Aujourd’hui, elle continue à assurer les évolutions du
langage et des compilateurs.

Le langage libre et non propriétaire Modelica est un langage formel orienté objet,
destiné à la description dynamique de systèmes mathématiques. Dans le contexte de la
modélisation physique, il décrit le comportement dynamique de systèmes complexes, pou-
vant impliquer plusieurs domaines de la physique. Son originalité réside dans le fait qu’il
permet une description hiérarchique et acausale du système, propriétés intéressantes pour
une approche MBSE. Les principales caractéristiques de Modelica sont explicitées ci-
dessous et des exemples significatifs d’application peuvent être trouvés dans [26, 85, 137,
142,179] :

— Modelica peut traiter des problèmes multiphysiques pouvant impliquer des phéno-
mènes thermiques, mécaniques, hydrauliques ou encore biologiques, tant qu’ils sont

10. https://cordis.europa.eu/programme/id/FP2-ESPRIT-2
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décrits par des modèles d’évolution temporelle provenant de systèmes d’EAD ou
même de données tabulées ;

— Modelica est aujourd’hui intégré dans de nombreux logiciels, qu’il s’agisse de codes
open source ou commerciaux, permettant un échange pratique de modèles. Les prin-
cipaux logiciels basés sur ce langage sont Dymola (Dassault System 11), MapleSim
(MapleSoft 12) et OpenModelica (Modelica Association 13) ;

— Modelica est un langage acausal : le système d’équations global n’est résolu que
lorsque le code est compilé par manipulation symbolique. En d’autres termes, l’ins-
tanciation du code n’a pas d’importance sur sa résolution ;

— Modelica est destiné à être utilisé à travers une interface graphique où la modélisation
se fait par assemblage de blocs élémentaires. Ils correspondent à des sous-systèmes à
part entières, que l’utilisateur peut programmer ou trouver dans des librairies open
sources telles que la Modelica Standard Library (MSL), ThermoSysPro 14, BuildSys-
Pro 15 ou encore ExternalData 16.

L’exemple d’un système d’amortisseur classique modélisé par assemblages de sous-
systèmes est présenté dans la Fig. 1.4. Les sous-systèmes en question sont une masse
assemblée en série avec un ressort et un amortisseur en parallèle, eux-mêmes liés à un
bâti, modélisé par un élément interdisant tout mouvement. L’ensemble est soumis à une
charge modélisée par un sous-système de force. Le programme Modelica correspondant à
ce modèle MBSE est généré automatiquement par le logiciel et disponible à l’édition pour
l’utilisateur sous la forme suivante :

Figure 1.4 – Modélisation d’un système d’amortisseur par assemblage de sous-systèmes
via l’interface graphique du logiciel Dymola, travaillant avec le langage Modelica.

11. https://www.3ds.com/fr/
12. https://fr.maplesoft.com/index.aspx
13. https://modelica.org/
14. https://thermosyspro.com/install.html
15. https://github.com/EDF-Lab/BuildSysPro
16. https://help.modelon.com/latest/tutorials/external_data_into_modelica_models/
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1 model Amortisseur
2 Model i ca .Mechanics .Trans lat iona l .Components .F ixed f i x e d ;
3 Model ica .Mechanics .Trans lat ional .Components .Spr ingDamper

springDamper ;
4 Model ica .Mechanics .Trans lat iona l .Components .Mass mass ;
5 Mode l i c a .Mechan i c s .Tran s l a t i ona l . Sou r c e s .Fo r c e f o r c e ;
6 M od e l i c a .B l o c k s . So u r c e s . S i n e s i n e ;
7 equation
8 connect ( s i n e . y , f o r c e . f ) ;
9 connect ( f o r c e . f l a n g e , mass . f lange_a ) ;

10 connect ( mass . f l ange_b, springDamper. f lange_b ) ;
11 connect ( spr ingDamper . f lange_a, f i x e d . f l a n g e ) ;
12 end Amortisseur ;
13

14 model Mass
15 parameter SI.Mass m(min=0, s t a r t =1) " Mass o f the s l i d i n g mass " ;
16 S I . V e l o c i t y v ( s t a r t =0) " Absolute v e l o c i t y o f component " ;
17 S I . A c c e l e r a t i o n a ( s t a r t =0) " Absolute a c c e l e r a t i o n o f component " ;
18 equation
19 m∗a = f l a n g e _ a . f + f l ange_b . f ;
20 end Mass ;
21

22 model SpringDamper
23 SI .Force f_c " Spring f o r c e " ;
24 SI .Force f_d "Damping f o r c e " ;
25 equation
26 f_c = c ∗( s_re l − s_re l0 ) ;
27 f_d = d∗ v_rel ;
28 end SpringDamper ;
29

En résumé, le langage Modelica est capable de résoudre des systèmes complexes com-
posés d’équations de bilan, d’équations différentielles et de potentiels, synthétisées dans
un système global d’EAD. Cette résolution se fait par manipulation symbolique via des
algorithmes spécifiques. Les algorithmes employés par le logiciel open source OpenMode-
lica sont décrits en annexe B.2. Néanmoins, les logiciels commerciaux utilisent souvent la
même résolution mais avec des algorithmes différents, souvent plus performants, qui ne
sont pas accessibles dans la littérature. Pour plus de détails sur ce sujet, le lecteur est
invité à se référer à [59].

1.2.4 Communication inter-logiciel

Un autre des atouts de Modelica, commun avec la plupart des langages MBSE, est sa
facilité de communication avec d’autres langages et logiciels, ce qui est un des éléments
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nécessaires à la mise en place de la modélisation multifidélité proposée dans cette thèse.
Elle peut se faire sous différentes formes dont trois, illustrées par la Fig. 1.5, ont été
explorées dans ces travaux :

— l’emploi d’un outil de gestion de logiciels tel que CMake 17 ;

— la norme Functional Mock-up Interface (FMI) ;

— la plateforme 3D Expérience de Dassault System, regroupant plusieurs logiciels dont
Dymola, qui est un logiciel basé sur le langage Modelica permettant l’approche
MBSE.

Ce dernier moyen de communication ne sera pas décrit dans ce manuscrit mais a été
l’objet d’un stage exploratoire encadré pendant cette thèse, résumé en annexe A. L’intérêt
supplémentaire de cette approche est la communication entre le modeleur 3D CATIA et
Dymola. Le premier permet de modéliser la géométrie de l’objet ainsi que les liens entre
les différentes pièces qui le compose, tandis que le second, basé sur le langage Modelica,
modélise les différentes physiques qu’il contient ainsi que les liaisons mécaniques d’un point
de vue physique. Cette demande a été particulièrement appréciée par le bureau d’étude
du CEA.

Le gestionnaire logiciel CMake permet de construire, tester et empaqueter des logi-
ciels. Il est donc possible d’empaqueter un programme quelconque et de lui allouer une
interface en C servant d’intermédiaire entre le logiciel d’import et le modèle global Mo-
delica. Ce dernier est particulièrement bien adapté à ce moyen de communication car son
fonctionnement se base sur du langage C. Cet aspect est détaillé en annexe B.2.

Le dernier moyen de communication du langage Modelica est la norme FMI. Son
développement a été initié dans le cadre du projet européen MODELISAR en 2008 18.
L’objectif de cette norme est de permettre des connexions entre différents environnements
de simulation et de modélisation afin de bénéficier de leurs fonctionnalités intrinsèques
au sein d’un même projet. La dernière version utilisable de cette norme est présentée
dans [19], mais la dernière mise à jour a été faite en juillet 2021 [68].

D’un point de vue numérique, la norme FMI définit une interface de communication,
mise en œuvre au travers d’un fichier Functional Mock-up Unit (FMU). Une fois exporté
sous ce format, le modèle ne dépend plus du logiciel d’export pour pouvoir fonctionner.
D’un point de vue technique, un fichier FMU est assimilable à un fichier compressé conte-
nant :

— un script Extensible Markup Language (XML) qui décrit la structure et les propriétés
du modèle, utilisé pour communiquer avec le programme d’import ;

— le modèle lui-même, sous la forme d’un exécutable C ;

17. https://cmake.org/
18. https://itea4.org/project/modelisar.html
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Figure 1.5 – Illustration de la norme Functional Mock-up Interface : un code principal
permet l’appel et la mise en commun de différents codes. Ce code principal peut être mis
en place via un logiciel (Modelica, Abaqus, Matlab), un script Python (PyFMI, FMPy)
ou une interface graphique simple (Insight de MaplseSoft par exemple).

— les ressources et documents liés au modèle tels que les fichiers de points de données,
les schémas d’icônes, etc. ;

— le solveur nécessaire à l’exécution du programme, selon le type d’export du FMU.

Lors de l’export d’un fichier au format FMU, un des paramètres primordial à définir est
son type : Co-Simulation (CS) ou Model Exchange (ME) 19. La différence est qu’en mode
CS, le FMU comporte un solveur le rendant autonome, contrairement au mode ME résolu
par le solveur du code d’import. Le mode d’export CS est particulièrement intéressant
pour mener à bien des études statistiques. Sous ce format, le fichier FMU comporte à la
fois le modèle sous la forme d’un exécutable ainsi qu’un solveur rendant les simulations
plus rapides (jusqu’à un facteur 100 entre un modèle Modelica classique et son homologue
FMU). Des exemples de l’utilisation de cette norme d’échange de modèles peuvent être
trouvés dans [49,76,158,173,187]. Cette norme est particulièrement intéressante dans ces
travaux, pour mener à bien les ASG requises dans la mise en place de la stratégie de

19. Ceci est vrai pour la version 2.0 de la norme FMI mais la nouvelle version, 3.0, permet un autre type
d’export, encore en développement. Il ne sera donc pas évoqué ici
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modélisation multifidélité.

1.3 Analyse de sensibilité

1.3.1 Principe et historique de l’analyse de sensibilité

Dans un contexte industriel où les produits sont de plus en plus complets, et nécessai-
rement complexes, les modélisations deviennent coûteuses. Il peut donc être intéressant
d’appliquer les efforts de calcul seulement sur des zones spécifiques du système d’étude.
L’AS paramétrique peut aider à la décision dans ce choix. Il s’agit d’une méthode utilisée
en amont du projet, qui permet d’identifier les paramètres influents d’un modèle. Pour
rappel, un modèle est constitué d’une ou plusieurs variables d’entrées, d’une ou plusieurs
sorties et d’une fonction de transfert traduisant le comportement d’un système numérique,
mathématique, physique ou expérimental.

Plusieurs méthodes d’AS existent, applicables chacune dans un cadre qui lui est
propre [89, 146, 154]. Néanmoins, elles fonctionnent toutes sur le même principe qui est
de définir l’influence des paramètres d’étude en fonction du comportement des observables
considérées. Un travail d’analyse est ensuite nécessaire pour répondre au besoin initial
défini par l’utilisateur. Cela peut correspondre à une réduction du nombre de paramètres
du modèle (en fixant les moins influents), ou encore à porter l’effort de modélisation sur
un modèle spécifique du système global, pour en accroître la précision (second enjeu de
cette thèse).

Parmi les méthodes d’AS, la première distinction est à faire entre les méthodes d’Ana-
lyse de Sensibilité Locale (ASL) et d’ASG. Les méthodes ASL permettent l’étude de la
variance de la sortie d’un modèle en fonction de variations locales de ses entrées, autour
de points nominaux [146, 154]. En d’autres termes, les paramètres d’entrée prennent des
valeurs sur de petits intervalles de variation devant leur plage de variation complète. Cela
est illustré dans la Fig. 1.6a. A l’inverse, comme le montre la Fig. 1.6b, les méthodes
ASG prennent en compte les intervalles de variation complets de chaque paramètre consi-
déré [89]. L’espace des sorties est ainsi parcouru dans sa globalité, et aucun cas particulier
n’est écarté. C’est pour cette raison que seules des méthodes ASG sont employées dans
ce travail.

Les méthodes ASG peuvent se diviser en quatre groupes [146] :

— les approches basées sur les dérivées partielles, qui sont des méthodes multi-locales,
introduites par Morris [130] ;

— les approches qui consistent en une étude de variance, basée sur la décomposition de
Hoeffding [81] et introduites par Sobol [164] ;

— les approches utilisant des variogrammes de variances, liant les approches basées sur
les dérivées aux études de variances [144,145] ;
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Figure 1.6 – Méthodes d’Analyse de Sensibilité Locale et d’Analyse de Sensibilité Globale
illustrées sur un modèle R1 7→R1. On peut observer sur le graphique (a) une variation locale
de la sortie sur l’axe des ordonnées, due à une variation locale ±∆x0 du paramètre x0.
Sur le graphique (b), on peut observer la variation complète du modèle en fonction de la
variation du paramètre x sur tout son intervalle de variation. Cette figure est tirée de [72].

— les approches basées sur les régressions [97].

Plus largement, les méthodes ASG se distinguent entre les méthodes qualitatives et
les méthodes quantitatives [89, 146, 154]. Les premières permettent une identification des
paramètres peu influents sur la sortie considérée. Cela est intéressant pour réduire le
nombre de paramètres d’entrée du modèle, lorsque celui-ci est important. Les principales
méthodes qualitatives sont basées sur des Plan d’Expérience (PE) telle que la méthode de
Morris [130]. D’un autre côté, les méthodes quantitatives permettent une hiérarchisation
des paramètres d’entrée du modèle, par quantification de leurs influences. Elles se basent
sur des échantillons de type Monte-Carlo (MC), ce qui les rend souvent plus coûteuses,
mais plus précises. La méthode quantitative la plus commune est celle des indices de So-
bol [164]. Au vu de ces définitions, la démarche généralement employée est la suivante :
utiliser une méthode qualitative pour réduire le nombre de paramètres du modèle considéré
(un nombre de paramètres est élevé s’il dépasse la dizaine / la vingtaine), puis appliquer
une méthode quantitative pour hiérarchiser les paramètres influents restants. La réparti-
tion des principales méthodes qualitatives et quantitatives en fonction de la complexité du
modèle traité et du nombre requis d’évaluations du modèle est illustrée dans la Fig. 1.7,
inspirée de [88].

La section suivante propose de définir plus en détail la distinction à faire entre ces
deux types de méthodes, notamment avec la présentation de la méthode de Morris et des
indices de Sobol.

1.3.2 Analyse de sensibilité globale

Comme le montre la Fig. 1.7, les méthodes ASG se distinguent entre les méthodes
basées sur du criblage, i.e., les méthodes qualitatives, et les méthodes basées sur la dé-
composition de la variance, i.e., les méthodes quantitatives. En outre, au sein même de
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Figure 1.7 – Répartition des différentes méthodes d’Analyse de Sensibilité Globale en
fonction de leurs spécificités suivant un schéma inspiré de [88].

ces deux groupes de méthodologies, plusieurs sous-méthodes sont à différencier. Dans cet
état de l’art, et plus largement dans ce travail de thèse, les modèles soumis à une AS
sont de type Multiple-Input-Single-Output (MISO) et comportent un petit nombre (infé-
rieur à 20) de paramètres d’entrée indépendants, i.e., qui ne s’expriment pas en fonction
d’autres paramètres étudiés dans l’ASG. Néanmoins, lorsque des paramètres sont corrélés,
des solutions existent comme celles présentées dans [30, 31], qui revisitent des méthodes
de Hooker [83] et Stone [172], tout comme les modèles MIMO [156,196].

1.3.2.1 Méthodes qualitatives - Le criblage

Lorsqu’un modèle possède un grand nombre de variables d’entrée, l’objectif est souvent
de le réduire pour diminuer le coût d’analyse du problème [37]. Plusieurs méthodes existent
comme la théorie active subspace [37] ou les méthodes ASG qualitatives. Ces dernières se
situent à une échelle globale du modèle et ont pour but de mettre en évidence les variables
peu influentes. Elles sont ensuite fixées à leur valeur nominale et négligées dans la suite de
l’étude. Ces méthodes fonctionnent généralement sur des PE qui nécessitent un nombre
de simulations inférieur à la centaine, couplées à des analyses par criblage. La méthode de
Morris est la plus connue de ces stratégies [130].

Les PE permettent de définir, en amont de projet, les jeux de variables des simulations
les plus représentatives du comportement du modèle d’étude. Ils sont utiles pour réaliser
des ASG efficaces mais également pour construire des métamodèles. Il en existe quatre
types principaux [51,70,98] :
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— les premiers, les Plans d’Expérience Classiques (PEC), vont chercher à recouvrir
l’espace des entrées de manière optimale en fonction du modèle traité. Pour une
fonction affine par exemple, seules les simulations aux bornes du domaine suffisent ;

— pour des modèles plus complexes, il faut utiliser des Plans d’Expérience Optimaux
(PEO). Ils sont construits en considérant un critère de minimisation lié au modèle
traité [8, 64] ;

— un autre type de PE sont ceux indépendants du modèle traité. L’objectif est de
recouvrir au mieux l’espace des entrées à l’aide de différentes stratégies. La plus
connue est celle de MC [122]. Néanmoins, la validité de cette théorie se base sur
la loi des grands nombres, la rendant coûteuse à mettre en place pour obtenir un
recouvrement de l’ensemble des possibles avec un niveau de confiance suffisant. Des
algorithmes avec une plus grande vitesse de convergence ont alors été développés,
comme celui de Sobol [163], celui de Halton [74] ou encore, plus simplement, le
remplissage selon une grille uniforme. Ces méthodes sont caractérisées par un critère
de discrépance et de remplissage d’espace (space filling) liés au nombre de tirages. Le
premier quantifie la manière dont est rempli l’espace par rapport à une complétion
uniforme (grille). Le second mesure la quantité de vide entre les points ;

— le dernier type de PE est celui des hybrides. Ils sont construits au fur et à mesure des
simulations, en fonction des résultats fournis. L’espace des entrées est complété dans
les zones où l’information est manquante, par exemple où l’erreur est maximale [51,
70].

Pour revenir aux méthodes ASG qualitatives, elles se basent sur un petit nombre de
simulations définies par un PE couplé à un processus de criblage. Par définition, le cri-
blage correspond à la sélection rapide de paramètres importants parmi un grand nombre
de paramètres. Les méthodes classiques du criblage se basent sur des PEC type Plans
Factoriels Fractionnaires (PFF) de résolution III ou IV 20. En d’autres termes, il s’agit de
PEC réduits à l’aide de méthodes de sélection de cas représentatifs [70]. A titre d’illustra-
tion, en présence d’un modèle linéaire, les PEC vont faire varier ses coefficients sur leur
plage de variation pour en déduire les zones instables et les variables influentes associées.
La limite de ces modes d’AS se situe sur le type des modèles traités : s’ils sont trop for-
tement non-linéaires, non monotones ou comportent des paramètres corrélés, la méthode
n’est pas applicable.

Pour contourner ces limites tout en restant dans le cadre des ASG qualitatives, il
est préférable d’utiliser une autre méthode, comme celle de Morris [130]. Elle propose
une estimation des effets élémentaires, i.e., de l’influence de chacun des paramètres, sans
considérer leurs interactions. Pour ce faire, cette méthode se base sur la mise en place d’une

20. La résolution est un raccourci permettant de quantifier le degré de confusion. Selon le type de
résolution, les interactions entre les différentes variables sont considérés ou non [72]
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succession d’études de type One-At-a-Time (OAT). Selon [131], il s’agit de faire varier
une variable à la fois entre deux simulations successives en considérant N simulations.
Les moyennes absolues µ∗ des différentes variances associées aux variables sont calculées,
tout comme les écart-types σ associés. Le diagramme des écarts-types σ en fonction des
moyennes absolues µ∗ est ensuite tracé. Ce diagramme, illustré dans la Fig. 1.8, permet
alors de classer les variables du modèle selon leur influence et leur linéarité. Un exemple
d’application est proposé par [62].

Figure 1.8 – Diagramme traçant la valeur des écart-types σ des effets élémentaires en
fonction de leur valeur moyenne absolue µ∗. Identification des différentes variables de
l’analyse selon leur influence et leur linéarité. Figure inspirée de [87].

1.3.2.2 Méthodes quantitatives - Étude de la variance

Comme illustré dans [62], une fois le nombre de variables réduit par une méthode
qualitative, une méthode quantitative va compléter la première analyse en hiérarchisant
précisément l’influence des variables d’entrée restantes. Ces méthodes se basant sur la
décomposition de la variance de l’observable d’intérêt, il est nécessaire de recouvrir au
mieux l’espace de variation de la sortie étudiée. La mise en place d’un PE a priori est
donc nécessaire. Un tirage aléatoire selon la méthode MC est le plus commun mais n’est
pas le plus efficace : l’emploi d’autres PE est souvent préférable, comme détaillé plus
loin.

La décomposition de la variance utilisée dans les principales méthodes d’ASG se base
sur la théorie de Hoeffding [81]. Brièvement, ces travaux permettent d’exprimer la variance
de la sortie d’un modèle par sommation de variances conditionnelles de différents ordres
inhérentes aux variables d’entrée du système d’étude : l’ordre 1 correspond à une variance
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conditionnelle liée à une variables, l’ordre 2 à deux variables, etc. Ces variances condition-
nelles sont ensuite normées par rapport à la variance globale, et utilisées pour calculer
les indices de Sobol. Un indice de Sobol élémentaire, ou de premier ordre, correspond aux
termes de premier ordre de la décomposition, divisés par la variance globale. Les indices de
Sobol de second ordre correspondent aux termes de second ordre de la décomposition, divi-
sés par la variance globale. Il en est de même pour les indices d’ordre supérieur. Les indices
de Sobol totaux, sont un cas particulier. Ils correspondent à la somme de tous les indices
précédents reliés à une variable d’entrée. Dans la pratique, seuls les indices élémentaires
et totaux sont considérés. Les premiers caractérisent l’influence d’une variable seule sur
la sortie, tandis que les seconds caractérisent l’influence d’une variable seule et de toutes
ses interactions sur la sortie. Les indices d’ordre supérieur n’apportant pas d’informations
plus importantes et étant coûteux à calculer, ils ne sont généralement pas évalués.

Néanmoins, une interaction entre deux variables (ou plus) est prise en compte aussi
bien dans l’indice total de la première variable que dans l’indice total de la seconde va-
riable. Pour déterminer la part d’influence exacte de chacune des variables, une solution
est de considérer l’effet Shapley [159]. Il est couplé aux indices de Sobol de premier ordre,
caractérisant ainsi l’influence complète d’une variable seule sur le modèle. Cela peut pré-
senter un certains intérêt dans une ASG bien que leur calcul ne soit pas très robuste [180].
Ils seront donc calculés et comparés aux indices élémentaires et totaux pour les cas d’ap-
plication considérés dans cette thèse (voir chapitre 2).

Comme évoqué, les indices de Sobol sont intéressants de par les résultats quantitatifs
qu’ils fournissent mais couteux à déterminer sous leur forme initiale, elle-même basée sur
un échantillonnage MC classique. Pour accélérer la convergence de ces indices, ou tout
du moins pour réduire le coût de leur évaluation, différentes techniques ont été mises au
point. Les principales sont les suivants :

— la re-formulation des expressions numériques des indices. En 2002, Saltelli [151] pro-
pose une stratégie d’évaluation de ces indices moitié moins coûteuse que précédem-
ment. En 2010, Saltelli [152] a proposé plusieurs re-formulations des différents indices,
certaines déjà existantes, d’autres proposées dans cet article [152] ;

— la re-formulation de la théorie. Dans [42], Cukier a proposé une nouvelle méthode,
basée sur une analyse d’harmoniques déduites de transformées de Fourier, pour cal-
culer les indices de Sobol : la méthode Fourier Amplitude Sensitivity Test (FAST).
Cette stratégie a ensuite été approfondie par [155,175] puis encore améliorée par [67,
140,177] ;

— la réduction du coût propre des simulations. Pour ce faire, des métamodèles sont
souvent employés comme les processus gaussiens tel que le krigeage [198]. D’un point
de vue technique, des formats d’export particuliers peuvent aussi être utilisés comme
le ".exe", ou le ".fmu", présenté à la section 1.2.4 et employé pour une ASG dans [179–
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181].

L’ASG va être utilisée dans le cadre de cette thèse pour aider à la détermination des
sous-systèmes influents d’un modèle global MBSE. Par la suite, les sous-systèmes cibles
vont être modélisés par des calculs haute-fidélité et peu couteux devant leur description
analytique initiale. Cet état de l’art propose, dans la section suivante, un tour d’hori-
zon non exhaustif des principales méthodes de métamodélisation, comparées entre elles
qualitativement.

1.4 Méthodes de métamodélisation
Une fois le (ou les) sous-système critique du modèle global MBSE identifié, l’objectif

va être d’accroître sa précision sans pénaliser les coûts de calcul du modèle global à l’aide
d’un métamodèle ; l’objectif est d’obtenir le maximum de connaissance d’un système quel-
conque, à partir d’un minimum d’information. Plusieurs méthodes de métamodélisation
existent en fonction du cas d’application et du besoin de l’utilisateur. Cet état de l’art
propose de comparer certaines de ces méthodes selon les critères suivants :

— le coût de la partie off-line. Il s’agit de l’étape correspondant à la création du modèle
réduit. Selon le cas, elle peut être a priori ou a posteriori et plus ou moins coûteuse ;

— sa polyvalence sur les modèles à traiter. Si celui-ci est linéaire monotone ou complè-
tement non-linéaire, voire aléatoire, les méthodes à utiliser ne seront pas les mêmes ;

— la quantité de données nécessaires à la validité de la méthode ;

— l’intrusivité de la méthode, i.e., si cette dernière dépend du modèle traitée ou non
et dans quelle mesure ;

— le coût de la partie on-line de la méthode, qui traduit son efficacité d’utilisation.

1.4.1 Méthodes de réduction d’ordre

Les méthodes de réduction de modèle sont les plus communes mais aussi les plus
éprouvées [1]. Il s’agit des méthodes SVD, POD et PGD applicables sur des cas MIMO.
La SVD est une méthode qui permet de trouver les valeurs et vecteurs propres du modèle
d’étude là où la POD et la PGD vont s’appuyer sur ce principe pour résoudre un problème
aux valeurs propres. En d’autres termes, un problème de dimension N va être réduit à un
ou plusieurs sous-systèmes de dimension n < N . La solution globale est ensuite reconstruite
par une somme de produits tensoriels de vecteurs propres (voir rappel sur le calcul tensoriel
annexe B.1). Ces derniers correspondent tous respectivement à un mode de la solution :
plus le nombre de modes considérés est grand, plus la solution est précise. Il est donc
nécessaire de définir en parallèle un critère de convergence pour trouver un compromis
sur le nombre de modes à considérer. En outre, ces méthodes se basent sur un algorithme
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(a) Algorithme de point fixe avec fn = random
pour k = 0.

(b) Algorithme de point fixe avec fn = random
et gn = random pour k = 0.

Figure 1.9 – Fonctionnement des algorithmes de point fixe. La méthode (a) où une seule
fonction est initialisée par calcul stochastique et la méthode (b) où les deux fonctions (où
plus selon le cas) sont évaluées par calculs stochastiques. La variable k correspond à la
progression de la convergence de l’algorithme.

de point fixe pour pouvoir résoudre les sous-modèles. Il en existe de plusieurs types mais
seulement deux seront décrits dans la section suivante traitant de la SVD.

1.4.1.1 Principe de la méthode Singular Value Decomposition

Cette méthode est connue pour sa stabilité ainsi que son efficacité dans l’orthogonalisa-
tion d’une base. Cela en fait un outil multi-disciplinaire, employé pour calculer les valeurs
propres d’un problème [78]. Dans le cas de la réduction de modèle, cet outil peut être
employé seul ou utilisé dans l’établissement des méthodes POD et PGD.

Classiquement, la SVD est une méthode qui permet de résoudre un problème aux
valeurs propres. Pour le reste de la section, on considère un problème MISO dont la
fonction de transfert est donnée parM :A⊆R2−→B⊆R, avec A le domaine de définition
où les variables d’entrée prennent leur valeur et B, le co-domaine où la sortie évolue. Une
résolution SVD revient à exprimer la matrice M dans ∑r

n=0 fn⊗gn = M, avec fn et gn

les vecteurs propres liés à chacune des variables d’entrée et r correspondant au nombre
de modes considérés. Ils sont évalués tour à tour via un algorithme de point fixe qui peut
être défini de deux manières :

— la méthode (a) qui, à partir de f0 évaluée aléatoirement, détermine g0 puis f1 et g1 (ou
l’inverse). Le processus est répété jusqu’à convergence et illustré dans la Fig. 1.9a ;

— la méthode (b) qui, à partir de f0 et g0 évaluées aléatoirement, détermine f1 et g1. Le
processus est ensuite répété jusqu’à convergence. L’inconvénient de cette méthode
est l’introduction de deux erreurs au lieu d’une, liées aux deux tirages aléatoires.
Cette méthode est illustrée dans la Fig. 1.9b.

En considérant la première méthode ainsi que l’opérateur produit scalaire < ·, ·>, on
détermine analytiquement les r différents termes comme suit :

M = fn⊗gn⇐⇒ gn = MT fn

< fn, fn >
et fn = MM gn

< gn,gn >
. (1.2)

Les calculs de fn et gn se succèdent jusqu’à l’atteinte d’un critère de convergence local,
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ε, déterminé en amont, selon une norme LP notée || · || :

||fk
n ⊗gk

n− fk+1
n ⊗gk+1

n ||P ≤ ε. (1.3)

Une fois le critère de convergence atteint, plusieurs options sont possibles :

— On conserve fn et gn tels quels ;

— On recalcule M en prenant en compte un coefficient de normalisation α exprimé
par :



α = ∥fn∥.∥gn∥

fn = fn

∥fn∥

gn = gn

∥gn∥

=⇒M = α(fn⊗gn). (1.4)

— On recalcule M = fn⊗gn en prenant en compte le même coefficient de normalisation
α mais dans les expression de fn et gn directement :

fn = fn

∥fn∥
√

α = fn

√gn

fn
,

gn = gn

∥gn∥
√

α = gn

√
fn

gn
.

(1.5)

A l’itération 2, la solution globale M est réduite d’un terme f0⊗g0 et on obtient :

M′ = M− f0⊗g0. (1.6)

Ainsi, de la même façon que précédemment, on tire aléatoirement g1 (ou f1) et on
déduit :

(f1⊗g1)g1 = Mg1−M′g1⇐⇒ (f1⊗g1)g1 = Mg1− (f0⊗g0)g1,

⇐⇒ f1 < g1,g1 >= Mg1− f0 < g0,g1 >,

⇐⇒ f1 = Mg1− f0 < g0,g1 >

< g1,g1 >
.

(1.7)

En généralisant le processus, il vient la suite ci-dessous :


fn+1 = Mgn+1−

∑n
i=0 fi < gi,gi+1 >

< gn+1,gn+1 >
,

gn+1 = MT fn+1−
∑n

i=0 gi < fi, fi+1 >

< fn+1, fn+1 >
.

(1.8)

Finalement, on reconstruit le modèle global M comprenant les r modes nécessaires à
la convergence. Il est possible également que le modèle étudié soit déjà décomposé sous
une forme du type : M =∑r

i=1 fi⊗gi. Ainsi, en reprenant la formulation de l’Eq. (1.2) on
en déduit que :
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f0⊗g0 =
r∑

i=1
fi⊗gi⇐⇒ fT

0 (f0⊗g0) = fT
0

r∑
i=1

fi⊗gi,

⇐⇒ (fT
0 · f0)g0 = fT

0

r∑
i=1

fi⊗gi,

⇐⇒ g0 = fT
0
∑r

i=1 fi⊗gi

fT
0 · f0

,

⇐⇒ g0 = fT
0
∑r

i=1 fi⊗gi

< f0, f0 >
,

⇐⇒ g0 =
∑r

i=1 gi < fi, f0 >

< f0, f0 >
.

(1.9)

De la même manière on déduit que :

f0 =
∑r

i=1 fi < gi,g0 >

< g0,g0 >
. (1.10)

Ainsi, de manière générale, un problème dont la décomposition de variables est déjà
connue s’exprime comme :


fn+1 =

∑r
i=1 fi < gi,gn+1 >−

∑r
i=1 fi < gi,gn+1 >

< gn+1,gn+1 >
,

gn+1 =
∑r

i=1 gi < fi, fn+1 >−
∑r

i=1 gi < fi, fn+1 >

< fn+1, fn+1 >
.

(1.11)

De nouveau, deux critères de convergence sont à définir, l’un local εloc et l’autre global
εglob, qui correspondent à l’algorithme de point fixe et au nombre de modes à considérer
respectivement. Localement, cela revient au même que l’Eq. (1.3). De manière globale,
il faut adapter la méthode des moindres carrés mais l’idée reste la même que précédem-
ment.

La limitation de la SVD est qu’elle nécessite de stocker un grand nombre de variables,
ce qui peut être rédhibitoire dans le cas de problèmes à grandes dimensions. Par exemple,
en considérant 102 valeurs par dimension, il y en aura 104 à considérer pour deux dimen-
sions, 106 pour trois et 108 pour quatre.

Une autre limitation de cette méthode est qu’elle ne peut pas être utilisée dans une
optique d’interpolation ou d’approximation. En d’autres termes, il est possible de décom-
poser une solution en plusieurs modes, pour rendre son stockage plus facile, puis de la
reconstruire, mais pas de calculer des solutions intermédiaires à celles déjà connues. Par
exemple, dans le cas d’une image, elle va être décomposée en vecteurs propres générés par
deux fonctions (une par dimension). Dans un second temps, cette image va être recons-
truite mais sans apporter d’information supplémentaire : si elle est de mauvaise qualité
par manque de pixels, elle le restera. Cela est illustré dans la Fig. 1.10 où deux images
sont décomposées puis reconstruites avec respectivement 2, 10 et 100 modes. Dans le cas
de la Fig. ??, l’image de reconstruite à l’aide de 100 modes est aussi nette que l’image de
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départ, et son coefficient α (Eq. (1.4)) tend vers 0. Dans le cas de la Fig. ??, l’image subit
le même traitement à la différence que sa qualité initiale est moins bonne. Le dernier cas
prenant en compte 100 modes ne permet pas de retrouver une image nette mais seulement
l’image de départ, déjà atteinte avec 10 modes.

Image initiale

C
as

1

2 modes 10 modes 100 modes

(a) Reconstruction d’image à partir d’une image de bonne qualité.

Image initiale

C
as

2

2 modes 10 modes 100 modes

(b) Reconstruction d’image à partir d’une image de mauvaise qualité.

Figure 1.10 – Application de la Singular Value Decomposition pour un problème de
reconstruction d’image

1.4.1.2 Principe de la méthode Proper Orthogonal Decomposition

La méthode POD a été initialement introduite dans l’analyse d’écoulement turbulent
par [32] puis plus généralement dans la mécaniques des fluides où des cas d’application
peuvent être trouvés dans [82, 101, 123]. Son utilisation s’est ensuite diversifiée à d’autres
domaines comme la résolution de problèmes dynamiques non-linéaires [80], l’approche
système [162] et la reconnaissance de forme [60], la résolution de problèmes inverses [13,75]
ou l’approximation de données [32].

La méthode SVD va décomposer la solution globale en N×r vecteurs propres, avec N

le nombre de dimensions, pour calculer les r premiers modes nécessaires à la reconstruction
du modèle. La méthode POD fonctionne dans l’autre sens, tout en se basant sur une SVD
initiale. En d’autres termes, les fonctions orthogonales fi et gi sont déduites d’une base
de données initiale à l’aide d’une SVD. Les Nr vecteurs propres sont ensuite construits à
l’aide d’un algorithme de point fixe. La solution globale est finalement calculée en prenant
en compte un nombre r suffisant de modes pour atteindre le critère de convergence défini
en amont, εglob.

Comme précédemment, on considère un problème MISO dont la fonction de transfert
est donnée par M : A ⊆ R2 −→ B ⊆ R, avec A le domaine de définition où les variables
d’entrée prennent leur valeur et B, le co-domaine où la sortie évolue. Les solutions de ce
modèle sont exprimées par M . La différence entre la SVD et la POD peut alors se résumer
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(a) Fonctions de forme à support compact. (b) Fonctions de forme orthogonales
adaptatives.

Figure 1.11 – Illustration des fonctions de formes utilisées dans la méthode aux Éléments
Finis en vis à vis de celles employées dans la méthode Proper Orthogonal Decomposition.

par :

M SV D−−−→
∑

fi⊗gi,

M POD←−−−
∑

fi⊗gi.
(1.12)

Pour comprendre le principe de fonctionnement des fonctions orthogonales de la POD,
il est intéressant de se référer à la théorie des EF. Dans la méthode classique des EF, des
fonctions de forme à support local (approximation 1D, linéaire par morceaux par exemple)
vont être utilisées pour approximer et construire la solution globale d’un problème compor-
tant une géométrie maillée : il y aura autant de fonctions de forme que d’éléments discrets
dans chaque direction de l’espace. La méthode POD va comporter des fonctions de forme
dites orthogonales adaptatives, une par dimension d’entrée. Elles vont évoluer et s’adapter
de manière à former les différents modes de la solution par produit tensoriel. Ce parallèle
est illustré à la Fig. 1.11, où les deux types de fonctions de forme sont tracées.

Pour illustrer la différence entre la méthodes EF et la POD de manière plus concrète,
considérons une personne en mouvement dont seules les positions des articulations sont
prises en compte. Avec la méthode EF, l’environnement de la personne correspond à une
matrice en 3 dimensions, avec une quantité d’éléments par dimension égale au nombre de
points. S’il y a 10 capteurs, la matrice à manipuler aura 1000 éléments. D’un autre côté,
la POD permet de considérer seulement les coordonnées dans chaque direction de chaque
élément. Ainsi le modèle est décrit par 3 vecteurs composés chacun de 10 éléments, soit
30 éléments en tout. La Fig. 1.12 illustre cette différence.

Ces fonctions orthogonales adaptatives sont construites à partir d’un jeu initial de
données, décomposé aux valeurs propres. En conséquence, si le comportement recherché
n’est pas inclus dans la base de données de construction (la personne saute au lieu de
marcher par exemple), le modèle réduit ne parviendra pas à fournir un résultat correct.
En outre, lorsqu’il y a un grand nombre de valeurs propres à considérer, indirectement de
modes de la solution, et que le but est seulement d’alléger la solution, la SVD sera plus
efficace puisqu’elle ne va pas résoudre le problème, contrairement à la POD dans laquelle
des inversions de matrices sont nécessaires (se référer à [92] pour plus d’informations à ce
sujet).
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Figure 1.12 – Étude du mouvement d’une personne repéré par dix capteurs via la mé-
thode des Éléments Finis ou Proper Orthogonal Decomposition. Dans le premier cas, le
nombre d’éléments à stocker est de 103 contre 31 dans le second cas.

Globalement, la méthode POD est une méthode explicite (ou implicite selon la situa-
tion) d’approximation déterministe, pouvant aussi être appliquée sur des cas stochastiques.
Elle a également un fort caractère intrusif du fait de la décomposition des variables du pro-
blème. Notons également qu’il s’agit d’une méthode a posteriori nécessitant une première
phase d’acquisition de données, avec application d’une SVD.

1.4.1.3 Principe de la méthode Proper Generalised Decomposition

Un des défauts de la méthode POD, qui est commun à la majorité des stratégies de
réduction de modèle et de métamodélisations, est la nécessité d’une étape d’apprentissage,
dite phase off-line. La PGD est une des rares méthodes fonctionnant a priori : il n’est pas
nécessaire de connaître une solution préalable ou d’avoir une base de données initiale. Les
Nr vecteurs propres nécessaires au calcul de la solution sont déterminés par des fonctions
de formes évaluées au fur et à mesure de la résolution du problème.

Le premier à avoir introduit une méthode de résolution a priori est Ladevèze [102] avec
la méthode dite d’approximation radiale. Cette dernière est à l’origine du développement
du solveur LArge Time INcrement method (LATIN) [104, 105]. Initialement employée
dans le domaine de la mécanique des milieux continus pour la résolution de problème
dynamique a plasticité non linéaire [36, 103], elle s’est étendue à de nombreux domaines
comme le calcul d’homogénéisation [106], les études multi-paramétriques [143], la simu-
lation dynamique des chocs [21, 112] ou encore l’optimisation [2, 114]. En outre, ce n’est
qu’en 2007 que le terme PGD apparaît dans le travail de Ammar [3] portant sur la réso-
lution d’un problème aux dérivées partielles découlant d’un modèle rhéologique complexe.
Pour parvenir à une solution, il applique la méthode d’approximation radiale de [102] qu’il
généralise en effectuant une séparation des variables d’entrée du problème.

Dans le nom de la PGD, le terme Generalised est employé par opposition au terme
Orthogonal de la POD, en référence aux types des fonctions de formes employées. Dans
la forme classique de la PGD, ces fonctions de formes sont calculées à partir du sys-
tème d’équations qui décrit le modèle étudié. Cela rend la méthode relativement intrusive.
Un cas d’application est présenté dans [20]. Il s’agit d’une étude thermo-mécanique en 3
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dimensions d’un matériau composite construit par addition successive de couches. La stra-
tégie décrite dans cet article, faisant référence à la PGD, consiste à séparer le problème
thermique du problème mécanique et à décomposer la géométrie 3-D en un système 1-D
+ 2-D (empilement des couches de composite). Les solutions de ces sous-systèmes sont
déterminées à l’aide d’un algorithme de point fixe. La solution finale est ensuite recons-
truite par addition de r modes. Pour rendre compte de l’efficacité de la méthode, l’auteur
compare les résultats de la méthode PGD à ceux d’une méthode classique basée sur des
fonctions de forme linéaires à support compact, i.e., la théorie des EF. La conclusion de
cette étude est que la PGD est bien plus rapide que les EF tout en fournissant une er-
reur faible. Néanmoins, le modèle initial comporte l’hypothèse forte d’avoir des variables
séparables.

Ainsi, cette méthode bien que très intéressante et fonctionnant a priori possède cer-
taines limites. Il s’agit d’une méthode relativement intrusive travaillant directement sur
la formulation du problème. Si ce dernier n’est pas à variables séparables, la PGD est
difficilement, voire pas, applicable [35]. En outre, cette méthode peut s’appliquer sur des
problèmes d’interpolation, la rendant non-intrusive. Néanmoins, l’avantage de l’absence
de la partie off-line est perdue puisque les solutions intermédiaires aux points de la base
de données doivent être recalculées [65].

1.4.2 Méthodes d’interpolation et d’approximation

La réduction d’ordre permet de traiter des problèmes de grandes dimensions tout en
restant peu coûteuse. Néanmoins son intrusivité et la nécessité de décomposer le problème
général peuvent la limiter. Selon la situation, le compromis peut être fait d’employer
une méthode d’interpolation, ou d’approximation pure pour passer outre cette limite. Il
s’agit généralement d’un modèle mathématique reproduisant le comportement d’un sys-
tème quelconque (physique, mathématique, etc.), alimenté par une base de données de
points d’origine quelconque (expérimentations, calculs haute-fidelité, etc.). Les méthodes
d’interpolation et d’approximation présentées dans cet état de l’art sont : les régressions
déterministes comme la régression linéaire, les régressions intégrant un processus gaussien
comme le krigeage, les ANN et la méthode basée sur les NURBS, entités géométriques
découlant directement des courbes de Béziers et Basis-Spline (B-spline).

1.4.2.1 Les polynômes du chaos en métamodélisation

Souvent, les méthodes d’interpolation ou d’approximation se basent sur des polynômes
ou des sommes ou produits de polynômes. L’objectif ensuite est de calibrer les coefficients
dits coefficients polynomiaux pour approcher ou interpoler une base de données. Leur per-
formance dépend de leur définition intrinsèque, de la quantité de données d’apprentissage
disponible ou encore de la complexité du modèle d’étude, notamment sa non-linéarité, sa
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continuité ou sa monotonie. L’expression générale d’un métamodèle construit à partir de
polynômes se traduit par :

Ŷ =
N∑

i=1
βif(X̂), (1.13)

avec Ŷ le vecteur des outputs du modèle de dimension RM et X̂ le vecteur des inputs de
dimension RN . βi sont quant à eux les coefficients polynomiaux, généralement déterminés
par la minimisation d’une distance entre les points de la base de données d’entraînement
Y et ceux évalués par le métamodèle Ŷ. Pour finir, f(·) sont les fonctions polynomiales,
ou fonctions de base, dépendantes du modèle mathématiques utilisé. Les plus communes
sont les polynômes de Lagrange [46] : les polynômes fi, définis aux abscisses xi, avec
i ∈ [1, · · · ,n], de degrés n−1 sont exprimés par :

f(x)i =
∏
i ̸=j

x̂−xj

xi−xj
. (1.14)

Ces polynômes sont assez restreints en tant que métamodèles, notamment parce qu’ils
traitent mal les non-linéarités et que leur degré dépend du nombre de points à interpoler.
D’autres polynômes existent comme les polynômes de Newton utilisés dans l’interpolation
de Hermite [46], les polynômes de Bernstein utilisés dans la construction des courbes de
Bézier et leurs dérivées [46, 138] ou encore les polynômes du chaos [107]. Ces derniers
font intervenir dans la formulation même des fonctions de bases un terme stochastique. Il
permet de récupérer des informations sur la variance et le comportement statistique du
modèle en fonction de ses paramètres et de leur plage de variation. Ainsi, ces polynômes
sont employés dans deux cadres des mathématiques, souvent liés : l’analyse de sensibilité
paramétrique et la métamodélisation. L’expression d’un métamodèle liés aux polynômes
du chaos se fait par :

Ŷ =
N∑

i=1
βiϕ(X̂), (1.15)

où ϕ sont les fonctions de base exprimées suivant la même démarche qu’une décompo-
sition de la variance. Ainsi, en utilisant les polynômes du chaos en métamodélisation, il
est également possible de déduire de leur expression les indices de Sobol présentés plus
haut. L’emploi des polynômes du chaos en métamodélisation est en cours de développe-
ment avec notamment l’apparition des méthodes de re-sample polynomial chaos expan-
sion [188], de high dimensional model reduction - polynomial chaos expansion [191], de
polynomial chaos expansion net [160] ou encore, de co-kriging based on polynomial chaos
expansion [48].

Néanmoins, les PECs dans la métamodélisation comportent pour le moment un certain
nombre de limitations : les inputs doivent être indépendants, si le problème est complexe
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il faudra une base de données très riche pour avoir un bon comportement du terme sto-
chastique [188].

1.4.2.2 Régression déterministe - Régression linéaire

Méthodes issues de la manipulation de PE, les régressions correspondent à un ensemble
de méthodes statistiques utilisées pour approcher le comportement d’une variable de sor-
tie en fonction de variables d’entrée, complétées par un terme d’erreur par rapport à la
solution exacte, de la même manière que les polynômes [12]. Si cette relation est linéaire,
la régression sera du même type. En considérant un problème MISO dont la fonction de
transfert est donnée par M : A ⊆ R2 −→ B ⊆ R, avec A le domaine de définition où les
variables d’entrée prennent leur valeur et B, le co-domaine où la sortie évolue, un processus
de régression s’exprime par :

ŷ = µ(x̂1, x̂2)+ε, (1.16)

où ŷ correspond à l’espérance µ de la nouvelle sortie estimée sur un site non échantillonné
(x̂1, x̂2) et ε correspond à l’écart entre les données y et le métamodèle ŷ. Le premier
terme fait référence à la partie déterministe du métamodèle régressif là où ε peut être
déterministe ou stochastique selon sa méthode d’évaluation. Dans le cas de la régression
linéaire classique, ce terme sera déterministe, noté ϵ, et le but va être à la fois de le
minimiser et d’exprimer µ sous la forme d’un polynôme de la forme :

µ(x1,x2) =
∑

i+j≤p

βi,j x̂i
1x̂j

2, (1.17)

où p est le degré maximal que peuvent prendre les variables du modèle et βi,j les coeffi-
cients polynomiaux associés respectivement aux termes du polynôme. Tout l’enjeu d’une
régression linéaire va être de fixer le degré du polynôme et de calibrer les valeurs des
coefficients βi,j . Ces étapes se font dans la partie off-line du métamodèle, à partir d’une
base de données composées de solution y estimées sur des sites échantillonnés (x1,x2). Le
degré p ne dépasse généralement pas 3, qui est un compromis entre précision, complexité
et bruit polynomial du métamodèle. Quant aux coefficients βi,j , ils sont estimés via la mi-
nimisation du terme d’erreur ϵ. Pour y parvenir, plusieurs méthodes existent comme celles
du maximum de vraisemblance [171] ou encore de la minimisation au sens des moindres
carrés. Cette dernière consiste à minimiser la distance euclidienne (ou norme L2) entre les
solutions de la base de données y et les solution recalculées ŷ :

β0 = argmin
β∈Rp×p

∥ϵn∥2 = argmin
β∈Rp×p

∥yn− ŷn∥2, (1.18)

avec n le nombre de points de la base de données. Pour plus d’informations à ce sujet
ainsi que pour des cas d’applications, le lecteur est invité à se référer à [110]. Ce type de
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métamodèle est intéressant pour sa simplicité de fonctionnement mais reste efficace sur
des problèmes linéaires ou peu non-linéaires. Pour pouvoir traiter des problèmes plus com-
plexes, des méthodes utilisant une formulation stochastique du terme d’erreur ε existent,
comme le krigeage, définissant ce terme comme un processus gaussien.

1.4.2.3 Régression stochastique - Processus gaussien et krigeage

La stratégie dite de krigeage est un outil mathématique d’interpolation qui a été théo-
risée par le français Matheron [118, 119] en 1962-1963. Ce dernier a nommé ce procédé
krigeage en référence à Kridge, première personne ayant travaillé sur cette méthode sans
l’avoir complètement théorisée. Par définition, il s’agit d’une méthode stochastique d’es-
timation linéaire garantissant un minimum de variance. Cette méthode va interpoler les
points de la base de données yn qui lui sont fournis et donner une estimation de la variance
entre deux sites d’interpolation. D’un point de vu plus formel, en reprenant l’Eq. (1.16),
un processus de krigeage s’exprime par [12] :

ŷ = µ(x̂1, x̂2)+ε, (1.19)

où µ(·) correspond à l’espérance de la base de données et ε à une fonction stochastique
gaussienne : elle est aléatoire stationnaire, d’espérance nulle et de structure de dépendance
connue. Cette dernière propriété permet de prendre en compte à la fois la distance entre les
données y et celles du métamodèle ŷ, mais également les distances entre les points y. Ainsi,
pour définir complètement un processus de krigeage, il est nécessaire de spécifier l’expres-
sion de la tendance µ mais également la forme de la dépendance du métamodèle à ε. Nous
présentons ci-dessous certaines expressions de µ, définissant le type du krigeage :

— Si µ(x1,x2) = m une constante connue, alors il s’agit d’un krigeage simple ;

— Si µ(x1,x2) = µ une constante inconnue, alors il s’agit d’un krigeage ordinaire ;

— Si µ(x1,x2) = ∑
i+j≤p βi,jfi,j(x1,x2) une combinaison linéaire de fonctions, alors il

s’agit d’un krigeage universel.

La seconde étape de création d’un métamodèle évoluant selon un processus de krigeage
consiste à déterminer le comportement de ε. Pour ce faire, il est possible de se référer au
variogramme de la basse de donnée, regroupant les variances locales entre deux valeurs yn

et yn+1. On peut relever ici qu’une régression linéaire correspond à un krigeage universel
dont ε est considéré indépendant de la structure spatiale de la base de données et pour
laquelle µ est exprimée suivant un polynôme.

Pour illustrer le fonctionnement d’un processus de krigeage, la Fig. 1.13 trace la méta-
modélisation de la fonction y = xsin(x). Les données d’entrainement sont représentées en
rouge, celles issues du métamodèles ŷ en noir et les variances en nuances de vert (nulles aux
points interpolés). Cette figure illustre également que l’enrichissement de la base d’entrai-
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Figure 1.13 – Illustration d’une interpolation par krigeage universel sur des points yn

calculés par l’application xn −→ xnsin(xn) : A ⊆ R −→ B ⊆ R, avec A le domaine de
définition où le paramètre d’entrée prend ses valeurs et B, le co-domaine où la sortie
évolue [14]. De gauche à droite, la base de données est enrichie au niveau des zones de plus
forte variance pour diminuer celle-ci.

nement, où la variance est la plus importante, permet de réduire l’erreur entre la fonction
initiale et le métamodèle, ainsi que la répartition de la variance.

Le krigeage se présente comme étant le meilleur estimateur linéaire non-biaisé. Pour
pouvoir être applicable à des problèmes de différents types, d’autres méthodes basées sur
cette formulation existent comme celle prenant en compte les erreurs de mesure [41], celle
avec des dérivées externes [69] ou encore celle à plusieurs variables, appelé co-krigeage [182].
Néanmoins, cette méthode comporte certaines limites :

— Propriété de support global. Si un point de la base de données est modifié, tout le
métamodèle le sera également ;

— Elle est applicable sur des problèmes à faible dimension, i.e., inférieur à 10 ;

— Si la base de données est trop complexe (fortes non-linéarités par exemple) le terme
stochastique ε sera difficile, voire impossible, à exprimer.

Pour plus d’information sur le sujet le lecteur est invité à se référer à [12] et à [182]
pour des exemples d’application.

1.4.2.4 Réseaux de neurones

Cette méthode s’appuie sur le proverbe la qualité se trouve dans la quantité. Il s’agit
également de son principal défaut : pour pouvoir avoir de bon résultats, la phase off-line
de l’algorithme est souvent très coûteuse en ressources et temps de calcul. Les premiers
travaux à ce sujet sont apparus dans les années 1950 [113]. Ils sont construits selon un
paradigme biologique, celui du neurone formel, correspondant au fonctionnement mathé-
matique d’un neurone naturel : une fonction qui renvoie une sortie calculée selon les pa-
ramètres d’entrée fournis (notion introduite par Lettvint [113]). Partant de ces travaux,
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une multitude de variantes d’ANN ont vu le jour, se différenciant selon plusieurs critères
et en grande partie répertoriés dans [71,77,121].

Chaque ANN a son propre mode de fonctionnement. Néanmoins, ils sont construits
tous de la même manière : plusieurs couches communiquent entre elles par le biais de
fonctions définies en amont, i.e., les neurones artificiels. La première couche, la couche
des entrées, comporte les variables qui vont évoluer sur leur plage de variation définie
en amont. La dernière couche est composée des sorties du problème : elle rassemble tous
les résultats des fonctions précédentes. Les couches intermédiaires, quant à elles, sont
composées de fonctions qui vont permettre de reproduire le comportement du modèle
initial. Ces couches vont travailler de proche en proche, en fournissant les variables de
sortie en entrée de la couche suivante, toujours dans le sens de résolution : il n’y pas de
rétroaction parmi les couches comme cela peut être le cas entre les sous-systèmes d’une
approche MBSE par exemple. Pour pouvoir construire et utiliser un réseau de neurones,
plusieurs étapes sont nécessaires :

1. La définition des fonctions intrinsèques au problème qui jouent le rôle de neurone ;

2. La sélection de l’architecture même du réseau. Cela consiste à déterminer principa-
lement le nombre de couches et de fonctions par couche à prendre en compte ;

3. L’apprentissage durant la partie off-line, qui va permettre de déterminer les chemins
entre les neurones qui fournissent la meilleure solution. Cette étape est la plus coû-
teuse notamment parce que l’algorithme doit trouver tous les chemins, les optimaux
mais également ceux qui ne le sont pas.

Ce fonctionnement est illustré dans la Fig. 1.14. Il s’agit d’un modèle ANN à deux
couches intermédiaires comportant respectivement 5 et 4 neurones. A l’état initial, tous
les chemins sont considérés comme solutions possibles. A l’état final de la partie off-
line, les chemins menant à une solution sont retenus tandis que les autres non. Pour cela,
4×5×4×3 = 240 chemins ont dû être testés, avec autant de données que nécessaire.

Couche entrées Couche sorties
Couches

intermédiaires
Couche entrées Couche sorties

Couches
intermédiaires

Figure 1.14 – Représentation d’un réseau de neurones à 2 sous-couches, 4 entrées et 3
sorties. La figure de gauche correspond au réseau dans son état initial, et la figure de droite
au réseau une fois les chemins ne menant pas à une solution écartés.

L’avantage principal des ANN est la possibilité de prendre en compte un très grand
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nombre de variables et de fonctions, les rendant très polyvalents sur les types de cas
d’application. De plus, une fois construit, le problème va être résolu très rapidement et
avec une grande précision. Néanmoins, ce type de métamodèle propose des solutions qui
ne sont pas nécessairement répétables et ne peuvent pas être optimisés simplement par
des algorithmes d’optimisation sous contraintes par descente de gradient : il n’est pas
évident de déterminer leur gradient étant donné qu’ils ne sont pas décrits par une équation
analytique. Pour plus d’informations à ce sujet, le lecteur peut se référer à [71, 77, 192,
193].

1.4.2.5 Généralité sur les hypersurfaces Non-Uniform Rational Basis-Spline

Les NURBS sont des entités géométriques, généralisant les B-splines, elles-mêmes gé-
néralisant les courbes de Bézier [138]. Elles tirent leurs origines dans la CAO de l’industrie
automobile dans les années 1990. Initialement employées pour représenter des formes géo-
métriques réelles, i.e., de 1 à 3 dimensions, elles ont trouvé de nouvelles applications dans
de nouveaux domaines comme l’optimisation topologique [29, 38, 39, 133, 149], l’optimisa-
tion de forme [17,128], l’optimisation du champ d’anisotropie pour les composites à rigidité
variable [126,127], et la génération de métamodèles [9–11], objet de ce travail.

Considérons un problème MIMO dont la fonction de transfert est donnée parM :A⊆
RN −→B⊆RM , avecA le domaine de définition de dimension N où les paramètres d’entrée
prennent leur valeur et B, le co-domaine de dimension M où les sorties évoluent. L’objectif
d’un métamodèle NURBS est d’approcher une base de données Q de NTP =∏N

k=1(rk +1)
Target Points (TPs), avec (rk +1) le nombre de TPs dans la direction k, de dimension M

(i.e., chaque Target Point (TP) est défini dans RM ), venant de résultats d’expérimentation
ou de calculs haute-fidélité. Formellement une entité NURBS est exprimée par :

h(ζ1, · · · , ζN ) =
∑n1

i1=0 · · ·
∑nN

iN =0 Ni1,s1(ζ1) . . .NiN ,sN (ζN )ωi1,··· ,iN Pi1,··· ,iN∑n1
j1=0 · · ·

∑nN
jN =0 Nj1,s1(ζ1) . . .NjN ,sN (ζN )ωj1,··· ,jN

, (1.20)

avec h l’hypersurface NURBS possédant M coordonnées, évaluées aux coordonnées nor-
malisées (ζ1, · · · , ζN ) et Pi1,··· ,iN le vecteur contenant les M coordonnées du Control Point
(CP) générique. L’hyper-réseau de contrôle est composé de NCP =∏N

k=1(nk +1) CPs, avec
(nk + 1) le nombre de CPs dans la direction k. Pour chaque CP, un poids ωi1,··· ,iN > 0
est associé. Pour finir Nik,sk

(u(k)) sont les polynômes de Bernstein de degré sk, associés à
la direction d’entrée k. Ces polynômes sont définis récursivement par l’algorithme de Cox
et De Boor [40] en fonction des polynômes de degré inférieur 0≤ qk < sk. Ces polynômes
sont définis non nuls sur sk +1 intervalles du vecteur nodal. Ce dernier est déduit à partir
des coordonnées normalisées ayant généré la base de données de départ. Les théories et
algorithmes permettant de calculer les points h d’une entité NURBS seront détaillés plus
loin, dans le chapitre 3. Cet état de l’art propose seulement une caractérisation qualitative
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de ces entités géométriques.
Les NURBS sont employées dans ce travail pour approximer le comportement de

modèles MIMO. Dans certains cas particuliers, elles correspondent à des objets mathé-
matiques pouvant être représentés graphiquement (usage initial en CAO). C’est le cas des
courbes planes, N = 1 et M = 2, des courbes volumiques, N = 1 et M = 3, des surfaces,
N = 2 et M = 3 ou encore des volumes, N = 3 et M = 3. Dans les autres cas nous par-
lerons, parfois par abus de langage, d’hypersurfaces. Ces entités sont intéressantes pour
leur capacité à s’adapter facilement à des problèmes de complexité différente, sans hypo-
thèses préalables. Pour cela, le métamodèle en question est piloté par quatre paramètres
globaux :

— le degré sk des fonctions de base, fixé en général à 2 ou à 3 pour un bon compromis
entre précision, stabilité et quantité de données requises à l’approximation au plus
juste ;

— les CPs, formant un réseau de contrôle, permettent de diriger la NURBS. Cette
dernière étant une entité convexe, elle sera toujours à l’intérieur du réseau. Les
Fig. 1.15a et Fig. 1.15b illustrent cela sur un problème de type courbe plane, en
plaçant respectivement p6 = (7.854,12.017) et p6 = (7.854,5) ;

— les poids ωi1,··· ,iN associés aux CPs. Selon leur valeur unitaire par rapport à leur
moyenne globale, ils peuvent attirer ou repousser l’hypersurface NURBS. Ce phé-
nomène est illustré par les Fig. 1.16a et Fig. 1.16b où ω6 = 10 et ω6 = 0.1 respecti-
vement, comparé au cas où ω6 = 1 ;

— les intervalles de définition des fonctions de base Nik,sk
(u(k)). Chacune de ces fonc-

tions évolue sur un intervalle défini par un vecteur nodal. L’organisation de ce vecteur
va permettre de donner plus ou moins d’importance à une zone de l’espace des out-
puts en rapprochant deux nœuds successifs. Cela est illustré par les Fig 1.17a et
Fig 1.17b où les nœuds v9 et v10 ont été placés aux coordonnées 0.75 et 0.875 puis
aux coordonnées 0.90 et 0.95. En outre, un vecteur nodal associé à une NURBS
comporte sk +1 nœuds égaux à 0 et de même, sk +1 nœuds égaux à 1. Cela permet
à l’entité géométrique d’interpoler le premier et le dernier TP de la base de données.

Dans certains cas d’utilisation, une hypersurface NURBS peut correspondre à des en-
tités mathématiques plus simples : il s’agit d’une généralisation de celles-ci. Par exemple, si
tous ses poids sont fixés à 1, alors l’entité correspondante est une B-spline et son expression
peut se simplifier par :

h(ζ1, · · · , ζN ) =
n1∑

i1=0
· · ·

n2∑
i2=0

Ni1,s1(ζ1) . . .NiN ,sN (ζN )Pi1,··· ,iN . (1.21)

Par ailleurs, si on ne considère qu’une seule fonction Nik,sk
(u(k)) définie sur le vecteur

v(k) = [1,1,1,1,0,0,0,0], avec sk = 3, cela revient à utiliser une courbe de Bézier [46].
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Figure 1.15 – Influence des points de contrôle sur une courbe NURBS. En (a) p6 =
(7.854,12.017) et en (b) p6 = (7.854,5).

0 2 4 6 8 10 12
x

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

y
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Figure 1.16 – Influence des poids sur une courbe NURBS. En (a) le poids ω6 = 10 et en
(b) ω6 = 0.1, respectivement comparé au cas où tous les poids sont fixés à l’unité.

Vecteur nodal

0.0

0.5

1.0

y

0.90 0.95

0 0.125 0.25 0.375 0.50 0.625 0.75 0.875 1
0.0

0.5

1.0

y

(a)

0 2 4 6 8 10 12
x

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

y
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Figure 1.17 – Influence du vecteur nodal sur une courbe NURBS. En (a) la courbe
tracée avec un vecteur nodal uniforme et en (b), les nœuds v9 et v10 ont été placés aux
coordonnées 0.75 et 0.875 puis aux coordonnées 0.90 et 0.95.
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En résumé, les NURBS sont des entités géométriques qui ont été étendues à la méta-
modélisation [9–11]. Elles sont complètement indépendantes de la formulation du problème
sur lequel elles s’appliquent et possèdent une propriété de support local très intéressante.
Par exemple en présence d’une base de données ayant un grand intervalle de variation
mais une faible variance, l’hypersurface ne sera pas trop impactée par les données ex-
trêmes. Néanmoins, si le nombre de dimensions du problème étudié devient trop grand, la
partie off-line du métamodèle va devenir très importante. De plus, en cas de non-linéarités,
si la base de données génératrice ne comporte pas de points au niveau de ces non-linéarités,
l’entité NURBS ne pourra pas les prédire.

1.4.3 Caractéristiques

Les méthodes de métamodélisation présentées dans cet état de l’art ont toutes leurs
avantages et leurs inconvénients selon le type de problème traité. La Fig. 1.18 propose de
les classer selon le poids de leurs parties off-line et on-line, leur polyvalence, i.e., si elles
sont adaptables à des problèmes non-linéaires, et leur caractère intrusif. Les méthodes
basées sur les ANN sont les plus performantes en termes d’utilisation et de traitement de
problèmes non-linéaires. Elles permettent également de traiter des problèmes à très grandes
dimensions d’entrée et de sortie. Néanmoins, le prix à payer est la nécessité d’avoir une
base de données très importante pour l’entraînement du réseau. Pour parvenir à une telle
polyvalence tout en réduisant le coût de la partie off-line, sans pour autant parvenir à la
supprimer comme pour la PGD, cette thèse propose l’emploi d’une méthode basée sur
les entités NURBS [9–11]. Cependant, pour être performante, cette méthode nécessite de
fixer a priori un certain nombre de paramètres. Des lois empiriques existent, présentées
par [178], mais ne sont pas systématiques. Plus récemment, [10] et [17] ont proposé de
créer un métamodèle NURBS en générant les paramètres globaux de cette entité via
un algorithme génétique et une descente de gradient. Néanmoins, dans le premier cas,
la méthode se restreint à des problèmes de surface-fitting à dimensions réduites. Dans le
second cas, les gradients sont calculés par des méthodes classiques, pas ou peu adaptées
au cas traité. Ces travaux proposent une généralisation de la méthode de [17] à des cas
MIMO, présentée en détail au chapitre 3.

1.5 Conclusion et stratégie complète
L’objectif de ce travail de thèse est de développer une stratégie de modélisation mul-

tifidélité via une approche MBSE incluant un métamodèle basé sur les hypersurfaces
NURBS : la méthode MHMN. Le but de cette stratégie est de compléter et d’appro-
fondir les études de pré-dimensionnement réalisées en amont de projet, par un bureau
d’études ou des architectes produit. Les méthodes MBSE classiques sont très efficaces
dans le pré-dimensionnement d’un système multiphysique, mais peuvent présenter des la-
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Figure 1.18 – Caractéristiques des différentes méthodes de métamodélisation évoquées.

cunes en précision et en discrétisation de l’espace. L’idée est de compléter cette approche
en remplaçant les sous-systèmes critiques et/ou influents par un métamodèle haute fidé-
lité basé sur une hypersurface NURBS. L’objectif final est d’employer avec parcimonie
les calculs haute-fidélités, ou les expérimentations, tout en ayant une modélisation glo-
bale peu coûteuse du dispositif d’étude. Cette méthodologie peut être comparée à des
approches globales / locales comme celles présentées dans [27,109] mais dans un contexte
de pré-dimensionnement.

Le choix du langage MBSE s’est orienté vers Modelica pour son aspect open source
mais également pour sa facilité de communication avec d’autres logiciels et son fonction-
nement acausal. Sa capacité à être exporté selon la norme FMI permet de réaliser une
grande quantité de calculs en un temps réduit, très utile pour réaliser des analyses sta-
tistiques comme l’ASG. Cet outil mathématique, couplé à un avis critique d’ingénieur,
permet dans un second temps d’identifier les sous-systèmes influents ou critiques du sys-
tème global. Un sous-système influent est un modèle qui influe grandement sur la sortie.
Un sous-système critique est un modèle identifié par un retour d’expérience ou un avis cri-
tique d’ingénieur, qui influe sur le comportement de la sortie, sans être systématiquement
identifié par une ASG. Le chapitre 2, qui a été extrait de la publication [180], propose, à
titre d’illustration, l’application de méthodes d’ASG sur des modèles Modelica exportés
au format FMU.

Une fois le, ou les, sous-système d’intérêt identifié, il est remplacé par un métamodèle.
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Ce métamodèle doit comporter plusieurs caractéristiques pour rentrer dans le cahier des
charges de la stratégie de modélisation multifidélité :

— son utilisation, i.e., sa partie on-line, doit être rapide et peu coûteuse pour pouvoir
être appelée en temps réel par le modèle global, sans qu’il n’y ait de stockage des
résultats par le métamodèle ;

— il doit pouvoir être applicable à des problèmes MIMO non-linéaires, non-monotones
voire discontinus ;

— sa phase d’entraînement, i.e., sa partie off-line, doit rester raisonnable. En d’autres
termes, il ne faut pas que la base de données génératrice du modèle réduit soit aussi
importante que la quantité de données demandées à celui-ci ;

— une fois construit, il doit pouvoir être utilisé avec peu de ressources. Son poids
numérique doit être faible et s’adapter à l’environnement numérique d’emploi : il
doit pouvoir être employé de la manière la plus autonome possible.

Il n’existe pas de méthodes uniques respectant parfaitement tous ces critères. Le
compromis a donc été d’employer la stratégie de métamodélisation basée sur les enti-
tés NURBS. Ces entités géométriques, bien que largement répandues dans le domaine de
la conception, sont encore très peu utilisées dans d’autres domaines. Néanmoins, depuis
plusieurs années, le laboratoire I2M s’intéresse aux propriétés des NURBS, et développe
des stratégies de calculs et de modélisation basées dessus. Peuvent être citées des stratégies
d’optimisation topologique [38, 39, 149], d’optimisation de forme [17, 128], d’optimisation
du champ d’anisotropie pour les composites à rigidité variable [126, 127] ou encore de
métamodélisation [9–11]. Fort de cette expérience, cette thèse propose la généralisation
de la méthodologie de métamodélisaiton basée sur les entités NURBS comme la solution
d’un problème d’optimisation sous contraintes, applicables à des problèmes MIMO. Nous
montrerons également que cette méthode est un bon compromis parmi les méthodes de
métamodélisation évoquées dans la section précédente.

L’étape finale de la stratégie développée dans ce travail, est d’intégrer le métamo-
dèle dans le modèle MBSE global. Ainsi, un parallèle entre les langages Modelica (modèle
MBSE) et Python (métamodèle NURBS) est fait. L’intégration du code Python de méta-
modélisation dans le modèle global MBSE est permise par la méthodologie développée par
Dassault System [167]. Elle consiste à faire communiquer les deux modèles par l’échange
de variables discrètes et continues à chaque pas de temps de la résolution via un logiciel
de gestion de librairies C. Ainsi, à chaque pas de temps, le modèle Modelica fournit au
modèle réduit un vecteur d’inputs. Le modèle réduit fournit en retour un vecteur d’out-
puts exploitable par Modelica. La mise en place de la stratégie complète est décrite par le
schéma dans la Fig. 1.19.

Le chapitre 3, décrit formellement la construction d’un métamodèle basé sur les entités
NURBS et la formulation du problème d’optimisation associée et la stratégie de résolution
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Figure 1.19 – Illustration des étapes principale de la mise en place de la stratégie Modèle
Hybride Model-Based System Engineering NURBS.

de ce dernier. Le chapitre 4 quant à lui illustre l’utilisation de ce métamodèle sur des
benchmarks représentatifs, plus ou moins complexes. Pour finir, le chapitre 5 propose une
mise en place de la stratégie complète développée dans ce travail de thèse, avec une partie
des résultats et réflexions préliminaires obtenus et rencontrés tout au long de cette période
de doctorat.
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Chapitre 2.

RÉSUMÉ DU CHAPITRE

Ce chapitre porte sur l’application et la comparaison de méthodes d’analyse de sensibi-
lité appliquées à des modèles d’intérêt. Il a fait l’objet d’un article publié début 2023 [180].
Le modèle d’un système est considéré comme étant une fonction de transfert qui exprime
des sorties en fonction de variables d’entrée pour reproduire le comportement du système.
Une analyse de sensibilité est un outil mathématique employé pour classer ces variables
d’entrée en fonction de leur influence sur la (ou les) sortie d’intérêt.

Pour réduire son coût d’étude et son temps de calcul, une solution est d’identifier les
variables les plus influentes sur la, ou les, sortie d’intérêt. Il est alors possible de se consa-
crer à la calibration précise des variables identifiées via une optimisation ou une étude plus
approfondie de leur comportement au sein du système global. Ce chapitre propose la com-
paraison de différents algorithmes de calculs de l’influence des paramètres de conception
avant de les appliquer à des problèmes d’intérêt. Pour revenir aux applications visées dans
le cadre de ce travail de thèse, ce chapitre propose l’application des Analyses de Sensibilité
Globale basées sur les indices de Sobol et l’effet Shapley sur des systèmes modélisés par
approche Model-Based System Engineering (MBSE) et Éléments Finis (EF).
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2.1 Introduction au chapitre
Une AS permet de déterminer les variables d’entrée qui influent le plus sur les sorties

d’intérêt du système d’étude. Par définition, l’influence d’un paramètre définit dans quelle
mesure ce paramètre impacte le résultat du problème lorsque sa valeur est modifiée. Il
s’agit, dans la majorité des applications, d’étudier le comportement de la variance de la
sortie. Selon la méthode considérée, les résultats de l’AS sont qualitatifs ou quantitatifs
(se référer au chapitre 1). Dans le cadre de ce travail, seules des méthodes quantitatives
ont été considérées. Une première phase d’étude consiste à étudier le taux de convergence,
i.e., le nombre de simulations nécessaire pour atteindre des résultats fiables, des principaux
algorithmes d’ASG quantitatives disponibles. Les algorithmes en questions permettent de
calculer les indices de Sobol (algorithmes de Saltelli de 2002 [151] et de 2010 [152]) ainsi
que les indices de Shapley (algorithme proposé par Goda [66], adapté à l’environnement
Python (annexe C.1). Les conclusions de cette étude de convergence ont ensuite permis
d’appliquer efficacement ce type de méthodes sur des problèmes d’ingénieur d’intérêt. Les
deux premiers cas tests, modélisés par approche MBSE, sont étudiés pour leurs fortes
non-linéarités dues à des comportements instables qui peuvent induire des discontinuités
dans le temps. Il s’agit de systèmes oscillants, l’un soumis à une perte de charge singulière
non-linéaire, l’autre à une force de frottement à seuil. Un travail réalisé en parallèle de
ces ASG de modèle MBSE, a été de montrer l’efficacité de la norme FMI pour mener à
bien un grand nombre de simulations en un temps raisonnable. En outre, deux autres cas
tests sont étudiés et modélisés par la méthode des EF. Il s’agit d’un modèle de poutre en
treillis dont la variation de section des poutres influence l’équilibre de la structure, et d’un
modèle de panneau raidi mono-raidisseur en flambement.

A cette fin, le chapitre est organisé comme suit. La section 2.2 rappelle la formulation
théorique des indices de Sobol et de l’effet Shapley. La section 2.3 présente la comparai-
son entre les différents algorithmes de calcul des indices de Sobol et de l’effet Shapley
disponibles. La section 2.4 se concentre sur l’ASG de modèles dynamiques fortement non
linéaires construits dans l’environnement Modelica et convertis au format FMU suivant
la norme FMI pour réduire les coûts de calcul. La section 2.5 décrit l’ASG réalisée sur les
modèles EF. Enfin, la section 2.6 termine le chapitre par une conclusion et des perspectives
d’évolution.

2.2 Analyse de sensibilité

2.2.1 Indices de Sobol et analyse de la variance

Considérons un système MIMO dont la fonction de transfert est M : A ⊆ RN −→
B ⊆ RM , où N est le nombre de variables d’entrée, A est le domaine de définition (où
les variables d’entrée prennent des valeurs), M est le nombre de réponses de sortie du
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système et B est le co-domaine (où les sorties du système prennent des valeurs). ζT =
(ζ1, . . . , ζN ),ζ ∈ A représente le vecteur des entrées, tandis que yT = (y1, . . . ,yM ),y ∈ B
représente le vecteur des sorties.

La variabilité des entrées est modélisée par des variables aléatoires caractérisées par
leurs Probability Density Function (PDF) : ζi ∼ dPζi

, i = 1, . . . ,N (ce qui doit être lu :
ζi suit une distribution de PDF dPζi

). La version stochastique du système MIMO se lit
comme suit :

y =M(ζ), ζ ∈ A⊆ RN , y ∈ B ⊆ RM . (2.1)

Dans la suite de ce travail, seules les variables d’entrée indépendantes sont considérées,
c’est-à-dire qu’une variable d’entrée générique ne peut pas être exprimée en tant que
fonction des autres entrées (ni explicitement ni implicitement). Formellement, cela signifie
que la PDF de ζ se lit comme suit :

dPζ =
N∏

i=1
dPζi

. (2.2)

Dans ce travail, les entrées du modèle sont distribuées selon une distribution uniforme U
dans le domaine de définitionA. On suppose que les résultats de l’ASG, lorsqu’on considère
une distribution uniforme des variables d’entrée (à la fois continues et discrètes), ne sont
pas influencés par l’étape de discrétisation. Cela signifie que les variables d’entrée considé-
rées dans ce document sont toujours indépendantes, quelle que soit leur nature, c’est-à-dire
discrètes (avec un pas défini par l’utilisateur) ou continues (qui sont nécessairement dis-
crétisées lorsque l’on considère une distribution uniforme avec un pas de discrétisation lié
à la précision de la machine). En outre dans cette section, la discussion se limite au cas
des systèmes MISO, c’est-à-dire M = 1. Néanmoins, la formulation proposée peut être
facilement étendue au cas plus général des systèmes MIMO [116].

Considérons le sous-ensemble générique S ⊆ {1, . . . ,N}, avec S ̸= ∅, ayant une cardi-
nalité ♯S = Ns ≤ N . Si la fonction de sortie scalaire satisfait à certaines hypothèses de
base [44], la décomposition de Hoeffding [81] de la fonction de sortie y, s’écrit comme
suit :

y =M0 +
N∑

i=1
Mi(ζi)+

∑
1≤i<j≤N

Mi,j(ζi, ζj)+ · · ·+M1,...,N (ζ) =M0 +
∑
u∈S
u̸=0

Mu(ζu), (2.3)

où ζu est un sous-array de ζ dont les indices sont définis par les composantes du vecteur
u dont la cardinalité est ♯u = Nu ≤ Ns et dont les composantes appartiennent au sous-
ensemble S, c’est-à-dire, uk ∈ S,=̨1, . . . ,Nu [99]. L’unicité de la décomposition est assurée
par les conditions suivantes :

M0 = E(y), (2.4)
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et
E [Mu(ζu)Mv(ζv)] = 0, uk,vk ∈ S, u ̸= v. (2.5)

Dans les Eqs. (2.4) et (2.5), le symbole E désigne l’espérance. Par conséquent, dans
l’Eq. (2.4), M0 est la valeur moyenne. Il convient de noter que les formules ci-dessus
impliquent que tous les termesMu(ζu) (u ̸= 0) dans l’Eq. (2.3) ont des valeurs moyennes
nulles. Les termesMu(ζu) peuvent être obtenus de manière récursive comme suit :

Mi = E(y|ζi)−M0,

Mi,j = E(y|ζi, ζj)−M0−Mi−Mj ,

. . .

(2.6)

Les termes d’ordre croissant dans l’Eq. (2.6) sont des espérances conditionnelles définies
de manière récursive, constituant ainsi une décomposition orthogonale (et unique) de la
sortie du système [81,99].

Le but de l’ASG est de déterminer l’influence relative de chaque paramètre ζi sur la
sortie considérée y, en termes de variance. En suivant la même idée à la base de l’Eq. (2.3),
il est possible d’introduire la décomposition ANalysis Of VAriance (ANOVA) [44, 89, 99]
comme suit :

Var(y) =
∑
u∈S
u ̸=0

Var(Mu(ζu)) . (2.7)

Dans la formule ci-dessus, Var(Mu(ζu)) représente la variance conditionnelle pour le vec-
teur ζu dont les indices, rassemblés dans le vecteur u, appartiennent au sous-ensemble
S [99]. L’indice générique de Sobol Su est défini comme suit :

Su := Var(Mu(ζu))
Var(y) , (2.8)

qui représente le rapport entre la variance due à l’interaction entre les composantes de ζu

(pour u ∈ S) et la variance totale de la sortie. Bien entendu, les indices de Sobol satisfont
à la relation suivante :

∑
u∈S
u̸=0

Su =
N∑

i=1
Si(ζi)+

∑
1≤i<j≤N

Si,j(ζi, ζj)+ · · ·+S1,...,N (ζ) = 1. (2.9)

Selon l’équation (2.8), l’indice de Sobol du premier ordre, également appelé indice de
Sobol élémentaire, pour une seule variable ζi est défini comme suit :

Si := Var(Mi(ζi))
Var(y) . (2.10)
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L’indice de Sobol du premier ordre fournit une mesure de l’influence de la variable d’entrée
unique ζi sur la sortie y. Cependant, l’indice de Sobol élémentaire ne fournit aucune
information sur l’influence de la variable ζi sur la sortie y lorsqu’elle interagit avec d’autres
variables d’entrée ζk, k ∈ S, k ̸= i.

Pour obtenir cette information, il faut considérer les indices de Sobol d’ordre 2 à n qui,
selon l’Eq. (2.8), peuvent être exprimés comme suit :

Si,j := Var(Mi,j(ζi, ζj))
Var(y) , Si,j,k := Var(Mi,j,k(ζi, ζj , ζk))

Var(y) , . . . , (2.11)

où Si,j est l’indice de Sobol de second ordre traduisant l’influence du couple (ζi, ζj) sur la
sortie y, tandis que Si,j,k est l’indice de Sobol de troisième ordre qui fournit une mesure
de l’influence des trois premières variables d’entrée (ζi, ζj , ζk) sur la sortie y, etc.

Les 2n− 1 indices de Sobol peuvent fournir des informations précieuses pour l’ASG,
mais leur calcul est prohibitif lorsqu’un grand nombre de variables est considéré. À cette
fin, une mesure souvent appelée « indice d’effet total » ou « indice d’ordre total » ou encore
« indice de Sobol total », noté STi , est utilisée [99, 151]. L’indice de Sobol total lié à la
variable d’entrée ζi peut être défini comme [99,152] :

STi
:=

∑
u∈S

i∈u̸=0

Su. (2.12)

L’indice de Sobol total STi représente l’effet total de la variable d’entrée générique ζi,
comprenant son effet direct sur la sortie ainsi que toutes les interactions avec d’autres
variables d’entrée. Selon l’Eq. (2.12), il est égal à la somme de tous les indices partiels Su

impliquant la variable d’entrée ζi. Bien entendu, contrairement aux indices élémentaires Si,
la somme de tous les indices de Sobol totaux peut être supérieure ou égale à un, i.e.,

n∑
i=1

STi ≥ 1. (2.13)

Cela est dû au fait que l’interaction entre deux variables, par exemple ζi et ζj , est compta-
bilisée dans les deux indices totaux associés, c’est-à-dire STi et STj . La somme des indices
totaux est égale à un uniquement lorsque le modèle est purement additif. Il convient de
noter que dans [151], Saltelli a présenté un algorithme nécessitant n(N + 2) simulations,
où n est le nombre total d’échantillons permettant le calcul des N indices élémentaires
(Si)i∈[1,N ] ainsi que des N indices totaux. D’après l’Eq. (2.12), si STi ≈ 0, on peut affirmer
que la variable ζi n’influence pas du tout la sortie considérée.

Dans la suite de ce chapitre (et, d’une manière plus générale, dans la plupart des
problèmes d’ingénierie), seuls les indices de Sobol élémentaires et totaux sont pris en
compte. Les indices de Sobol élémentaires sont désignés par Si, tandis que les indices de
Sobol totaux sont désignés par STi . Pour avoir une vision plus approfondie de la question,

page 56 Manuscrit de thèse



2.2 Analyse de sensibilité

le lecteur intéressé pourra consulter [22,30,89,90,99].

2.2.1.1 Algorithme de Saltelli

Les algorithmes de Saltelli présentés dans [151, 152] pour évaluer les indices de So-
bol nécessitent le même nombre de simulations, c’est-à-dire n(N + 2) avec n le nombre
d’échantillons, et fournissent les indices élémentaires et totaux, c’est-à-dire Si et STi , res-
pectivement. Ils diffèrent essentiellement par la manière dont ils calculent ces indices. Plus
précisément, dans [152], la technique Quasi Monte-Carlo (QMC) est utilisée pour générer
les échantillons. Pour un aperçu plus approfondi de la question, le lecteur intéressé est
invité à consulter [151,152].

2.2.1.2 Méthode Fourier Amplitude Sensitivity Test

La méthode FAST utilise l’échantillonnage périodique et la transformation de Fourier
pour décomposer la variance d’une sortie de modèle en variances partielles liées aux dif-
férents paramètres du modèle. En reliant ces variances partielles à la variance globale, il
est possible de calculer les indices de Sobol.

Il convient de noter que la méthode FAST est une technique relativement ancienne [42],
mais qu’elle a été améliorée au cours de la dernière décennie en combinant la technique des
plans Random Balance Design (RBD) avec l’algorithme FAST, i.e., l’algorithme RBD-
FAST [67,140,175,177]. Cependant, la plupart de ces améliorations sont soit indisponibles
dans les librairies classiques de Python ou de MATLAB®, soit incomplètes. Par exemple,
la méthode RBD-FAST, intégrée dans SALib 1, ne calcule que les indices du premier ordre,
bien que cette méthode ait été étendue aux indices totaux [117]. Le lecteur intéressé est
invité à consulter [43, 153] pour plus de détails sur le contexte théorique de la méthode
FAST.

L’un des avantages de cette méthode par rapport aux algorithmes de Saltelli est qu’elle
nécessite un nombre d’échantillon n et plus globalement un nombre de simulations plus
petit pour calculer les indices de Sobol. En effet, nN simulations sont nécessaires contre
n(N + 2) pour les algorithmes de Saltelli. Néanmoins, certaines précautions doivent être
prises lors de l’utilisation de cette méthode. Tissot et Prieur [177] ont montré que pour des
modèles comportant plus de 10 variables d’entrée, les valeurs des indices étaient biaisées
et l’algorithme devenait instable.

Contrairement aux algorithmes de Saltelli qui sont basés sur la décomposition ANOVA,
la méthode FAST utilise la décomposition en fréquence des sorties du système. Cela en-
traîne de légères différences entre les valeurs des indices de Sobol et celles résultant de
la méthode FAST. Néanmoins, ces différences sont négligeables (si le problème comporte
moins de 10 variables) et les informations fournies par l’algorithme FAST peuvent être

1. https ://salib.readthedocs.io/en/latest/
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utilisées pour quantifier et classer les influences des différentes variables d’entrée.

2.2.2 Indices de Shapley

Récemment, Owen [135] a proposé une méthode d’ASG pour les systèmes caractérisés
par des variables d’entrée dépendantes, basée sur l’effet de Shapley. Il s’agit d’un concept
tiré de la théorie des jeux [159] visant à évaluer la contribution de chaque joueur à rempor-
ter un gain commun dans un jeu coopératif. Néanmoins, seuls les problèmes dynamiques
non linéaires caractérisés par des variables d’entrée indépendantes sont considérés dans ce
travail. Ainsi, seule la formulation des indices de Shapley pour cette famille de problèmes
est brièvement rappelée ci-dessous.

Selon [79, 90], et en utilisant la notation introduite dans la formulation des indices de
Sobol, dans le cas de variables d’entrée indépendantes, l’indice de Shapley lié à l’entrée
générique ζi est défini comme suit :

SHi
:=

∑
u∈S

i∈u̸=0

Su
Nu

, (2.14)

où Nu est la cardinalité de la matrice u rassemblant les indices uk ∈S utilisés pour calculer
l’indice élémentaire Su, c’est-à-dire, Nu = 1 si uT = (1), Nu = 2 si uT = (1,2), etc.

Il convient de noter que, selon l’Eq. (2.14), l’indice de Shapley lié à la variable d’entrée
générique ζi est supérieur ou égal à l’indice de Sobol élémentaire correspondant et inférieur
ou égal à l’indice de Sobol total correspondant, c’est-à-dire Si ≤ SHi ≤ STi . Bien sûr,
cette propriété est due à la définition mathématique de l’indice de Shapley, mais elle suit
également une logique claire : l’indice de Sobol du premier ordre quantifie l’influence d’une
seule variable d’entrée sur la sortie, l’indice de Sobol total prend en compte l’influence de
l’entrée unique sur la sortie ainsi que les interactions avec les autres variables d’entrée
appartenant à ζu (et les interactions sont évaluées plusieurs fois), tandis que dans la
définition de l’indice de Shapley, l’effet d’interaction est réparti de manière égale entre
chaque variable d’entrée impliquée dans l’interaction. Dans la suite de ce travail, les indices
de Shapley sont désignés par SHi .

Un aperçu des principales caractéristiques des indices de Sobol et de Shapley ainsi que
les algorithmes utilisés dans cette thèse sont présentés dans le Tab. 2.1.

2.3 Problème analytique de référence : la fonction d’Ishi-
gami

La fonction d’Ishigami [15,91] est largement utilisée comme fonction test de référence
dans l’ASG en raison de son comportement fortement non linéaire et non monotone [16,
189]. En outre, sa dépendance à l’égard de la troisième variable est assez particulière,
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Table 2.1 – Principales caractéristiques des indices de Sobol, des indices de Shapley et
des algorithmes connexes utilisés dans cette étude.

Sobol
Indice élémentaire Indice totaux

- Influence d’un paramètre
- 0≤ Si ≤ 1

- Influence d’un paramètre et de ses interac-
tions

- Compte les interactions plusieurs fois
-
∑N

i=1 STi
≥ 1

Algorithme de Algorithme de Algorithme de
Saltelli 2002 [151] Saltelli 2010 [152] FAST [42, 153]

- Échantillonnage MC
- n(N +2) échantillons
- Si,Si,j ,STi

- Décomposition ANOVA

- Échantillonnage QMC selon
l’algorithme de Sobol

- n(N +2) échantillons
- Si,Si,j ,STi

- Décomposition ANOVA
- Formules pour déterminer

les indices d’une manière
plus efficace que dans [151]

- Échantillonnage QMC selon
l’algorithme de Sobol

- nN échantillons
- Si,STi

- Décomposition fréquentielle

Effet Shapley

- Influence d’un paramètre et de sa contribution dans chacune de ses interactions
-
∑N

i=1 SHi
= 1

- 0≤ SHi
≤ 1

- Si ≤ SHi
≤ STi

Algoritme de
Goda 2021 [66]

- Échantillonnage QMC selon l’algorithme de Sobol
- n(N +1) échantillons
- SHi

comme le décrit [165]. Elle s’exprime par :

f(x) = sin(x1)+asin2(x2)+ bx4
3x1, (2.15)

avec xi ∈ U [−π;π], i = 1,2,3, a = 7 et b = 0.1. Les valeurs des paramètres a et b sont
tirées de [189] pour pouvoir utiliser par les suite les résultats de ce même article comme
référence.

Pour calculer les indices de Sobol selon l’algorithme de Saltelli 2002 [151], la biblio-
thèque OpenTURNS est utilisée, tandis que pour l’algorithme de Saltelli 2010 [152] et
l’algorithme FAST [153], c’est la bibliothèque SALib qui est employée. Les deux biblio-
thèques sont disponibles en Python. Pour les indices de Shapley, l’algorithme développé
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Figure 2.1 – Erreur relative de l’indice élémentaire de Sobol et de l’indice de Shapley
associés à la variable x1 en fonction du nombre d’échantillons. Ces indices sont calculés
avec les algorithmes de Saltelli de 2002 [151] et de 2010 [152], l’algorithme FAST ainsi
que l’algorithme proposé par Goda [66] pour comparer les convergences de chacun.

par Goda [66] adapté au langage Python est utilisé (voir l’annexe D.1). Ces algorithmes
sont comparés selon les critères suivants :

— Le taux de convergence de l’erreur relative entre l’indice de Sobol (élémentaire ou
total) et l’indice de Shapley calculés par les algorithmes considérés et une valeur de
référence calculée par les mêmes algorithmes lorsqu’on considère un grand nombre
d’échantillons, c’est-à-dire 222. L’erreur relative sur chaque indice est acceptable lors-
qu’elle est inférieure ou égale à 1 % pour 104 échantillons successifs. Bien entendu,
plus le nombre d’échantillons pour atteindre la convergence est faible, plus l’algo-
rithme est efficace.

— La précision de l’algorithme dans l’évaluation des indices de Sobol et de Shapley,
lorsque la convergence est atteinte, en comparant les valeurs fournies par l’algorithme
considéré aux valeurs analytiques disponibles dans la littérature [16,189].

— L’Intervalle de Confiance (IC) pour chaque indice avec un niveau de confiance égale
à 95 %, qui fournit une mesure de la fiabilité de l’algorithme dans l’évaluation des
indices considérés.

Le taux de convergence de l’erreur relative sur l’indice élémentaire et sur l’indice de
Shapley pour la variable d’entrée x1 est illustré dans la Fig. 2.1 (les résultats relatifs aux
variables x2 et x3 sont caractérisés par la même tendance mais ne sont pas illustrés par
souci de concision). Comme le montre cette figure, la méthode FAST nécessite un nombre
d’échantillons inférieur à celui requis par les algorithmes de Saltelli pour atteindre la
convergence. Quant à la convergence de l’indice de Shapley, elle est plus lente. Néanmoins,
ces indices seront considérés dans la suite du manuscrit, car ils complètent les informations
fournies par les indices de Sobol en se positionnant comme résultats intermédiaire entre
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Figure 2.2 – Comparaison entre les indices élémentaires et totaux de Sobol et les indices
de Shapley avec leur valeur analytique sur la fonction d’Ishigami [16,189]. L’Intervalle de
Confiance à 95 % est également représenté.

les indices élémentaires et totaux.
La Fig. 2.2 représente les valeurs des indices de Sobol et de Shapley calculés par les

différents algorithmes étudiés et comparés aux valeurs de références tirées de [16,189]. Les
valeurs retenues sont évaluées sur un nombre d’échantillon de 215, quantité pour laquelle
tous les algorithmes convergent de manière certaine. La Fig. 2.2 fournit également l’IC à
95 % pour chaque indices calculés par chaque.

L’analyse de ce graphique permet de conclure que les résultats fournis par l’algorithme
de Saltelli 2010 [152] sont les plus précis avec une erreur relative maximale sur l’indice total
associé à la variable x3 de 1.98 %. En revanche, les résultats ayant le moins d’incertitude,
c’est-à-dire les plus fiables, sont ceux fournis par la méthode FAST [42, 153] avec un IC
autour de la valeur de l’indice total de la variable x3 de 0.49 %. Il convient de noter
que l’algorithme FAST à une bonne précision, avec le pourcentage d’erreur le plus élevé
égal à 4,65 % pour l’indice total lié à la variable x2. En outre, l’indice de Shapley prend
des valeurs comprises entre l’indice élémentaire et l’indice total pour chaque variable et
comporte un IC moyen de 2.71 % et une erreur relative moyenne de 0.94 %.

Par conséquent, pour les autres problèmes considérés dans ce document, l’algorithme
FAST a été retenu pour évaluer les indices de Sobol, car il représente le meilleur com-
promis entre précision, fiabilité et coûts de calcul : les résultats calculés sur un nombre
d’échantillon de 215 sont les mêmes que ceux évalués sur un nombre d’échantillon de 212.
Dans ce qui suit, la méthode FAST sera donc utilisée avec un nombre d’échantillons égal
à 212, comparée aux solutions de référence de la littérature ou aux valeurs calculées par
l’algorithme de Saltelli 2010 avec une taille d’échantillon de 222. En outre, l’algorithme
proposé par Goda [66] sera utilisé pour calculer les indices de Shapley, avec un nombre
d’échantillons de 214.
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2.4 Problèmes non-linéaires dynamiques - Approche MBSE

Cette section a pour but, d’illustrer l’emploi d’une ASG sur des modèles MBSE non-
linéaires. Le premier, un amortisseur de choc utilisé dans une voiture, est un cas non-linaire
où l’objectif est de déterminer les influences de ses variables de conception sur son état
à l’équilibre. Une étude de l’évolution de l’influence de ces variables est également faite
durant sa phase transitoire. Le second cas, est un benchmark (Stick-Slip) répandu dans la
littérature pour son aspect temporel fortement non-linéaire et sa difficulté de résolution
par des langages classiques tel que FORTRAN. L’intérêt mis en avant ici est l’efficacité
de l’approche MBSE pour modéliser ce type de système, indépendant de tout problème
numérique pour l’utilisateur. Le but est ensuite d’appliquer une ASG pour quantifier
l’influence de ses variables de conception sur sa stabilité. Un aspect remarquable de ce
second cas test est que sa sortie d’intérêt est un booléen. Celui-ci qualifie l’atteinte d’un
régime stable ou non, contrairement au cas de l’amortisseur où la sortie est une variable
continue qui représente sa position finale.

2.4.1 L’amortisseur de chocs

2.4.1.1 Description analytique

Le premier système mécanique analysé dans ce chapitre est un amortisseur de voiture,
illustré par son schéma fonctionnel à la Fig. 2.3. Quatre éléments principaux peuvent être
identifiés :

— un piston avec un trou central qui permet l’écoulement de l’huile pendant le mouve-
ment. Cela permet également d’absorber les oscillations du ressort. Le rayon externe
du piston est égal au rayon interne de la chambre du piston, sans jeux ;

— un ressort en parallèle du piston ;

— les masses des passagers et de la voiture appliquées au support supérieur de l’amor-
tisseur ;

— la roue en contact direct avec le sol fixée au support inférieur de l’amortisseur.

La réponse dynamique de ce système est régie par le déplacement longitudinal x(t) du
piston de la chambre supérieure. Il peut être déterminé en résolvant l’équation d’équilibre
du système :

Ma =
q∑

i=1
fext,i, (2.16)

où M = mP
4 + mC

4 est le quart de la masse totale du système, comprenant celles de la
voiture et des passagers, a est l’accélération, dont la composante le long de l’axe x est
égale à ẍ(t), fext,i est la i-ième force externe générique appliquée au ressort-amortisseur
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0

Figure 2.3 – Schéma fonctionnel de l’amortisseur de voiture.

(voir Fig. 2.3) et q est le nombre total de forces appliquées.
Les forces externes appliquées au système sont énumérées ci-dessous :

— poussée d’Archimède et force du ressort :

fA =−Sphρhugex, fS =−k(x−L0)ex, (2.17)

où Sp = π(r2
ext− r2

int) est la section transversale du piston, rint et rext sont le rayon
intérieur et le rayon extérieur du piston, respectivement, h est la hauteur du piston,
ρhu est la densité de l’huile, g est l’accélération gravitationnelle et ex est le vecteur
unitaire de l’axe x. En ce qui concerne la force du ressort, k est la raideur du ressort
et L0 est sa longueur libre. A t = 0 s, le ressort est précontraint.

— force d’amortissement
fD =−sign(ẋ)Sp∆Pex, (2.18)

où ∆P est la perte de charge, calculée en considérant un piston creux glissant sans
jeu dans sa chambre, i.e. :

∆P = ρhu
ω2

0
2 (ζred + ζexp), ω0 = ẋSp

Sh
, (2.19)

où Sh = πr2
int est la section transversale du trou du piston. En outre, les paramètres

ζred et ζexp sont exprimés comme suit :

ζred =
( 1

C
−1
)2

, ζexp =
(

1− Sh

Sp

)2

, (2.20)

avec C = 0.63+0.37
(

Sh
Sp

)2
.
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Masse
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Position du Piston

Figure 2.4 – Modèle Model-Based System Engineering de l’amortisseur de la voiture
(notations similaires aux équations du modèle).

— action du poids des passagers et du poids de la voiture :

wP =−mP

4 gex, wC =−mC

4 gex, (2.21)

où mP et mC sont respectivement la masse totale des passagers et celle de la voiture.

2.4.1.2 Modèle MBSE

Le modèle mécanique de l’amortisseur de voiture est construit avec le langage de pro-
grammation Modelica [59] via le logiciel MapleSim [185] et interfacé, par le biais d’un
fichier au format FMU, avec les algorithmes d’ASG.

La bibliothèque MSL est utilisée pour générer les composants du système mécanique
visible sur la Fig. 2.4. Cependant, le comportement mécanique de l’amortisseur a été mo-
délisé à l’aide d’un élément de force personnalisé afin de reproduire la loi constitutive de
l’Eq. (2.18). L’élément masse contrainte MC a été introduit pour contraindre le mouve-
ment du piston, limité par la longueur de la chambre. L’action du poids de la voiture est
représentée par l’élément wC , celle des passagers par wP . L’ensemble du système est décrit
au moyen de onze paramètres, dont cinq sont fixés à des valeurs prédéfinies.

Lorsque la voiture est chargée, le rôle de l’amortisseur est de limiter les oscillations du
ressort et de les dissiper en peu de temps jusqu’à atteindre une position stable pré-définie.
Par conséquent, la sortie considérée pour l’analyse de sensibilité est la position du piston x

à un temps donné t = τabs. A titre de référence, la constante de temps pour l’absorption des
chocs a été fixée à τabs = 2 s. La position stable du piston est x = 0,64 m. Les paramètres
du mouvement de référence sont donnés dans le Tab. 2.2 et correspondent, approximative-
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ment, à une situation physiquement admissible. Notons que la position initiale du piston
est définie comme x(0) = Lbar + Lcham, où Lbar est la distance avec le sol et Lcham est la
longueur de la chambre du piston, qui limite son déplacement. A t = 0 s, le ressort est
précontraint : x(0) < L0 +Lbar.

Table 2.2 – Valeurs de référence et intervalles de variation.

Variable Référence Intervalle
rext [m] 0.03 [−]

Lcham [m] 0.25 [−]
Lbar [m] 0.5 [−]

ρhu 884 [−]
g [ms-2] 9.81 [−]
k [Nm-1] 9000 U([0.02,0.04])
L0 [m] 0.45 U([0.4,0.6])
rint [m] 0.002 U([0.001,0.005])
mP [kg] 150 U([0.01,0.04])
mC [kg] 1000 U([900,1300])

h [m] 0.02 U([60,360])

Une fois le modèle Modelica créé et validé, le fichier FMU est généré en mode co-
simulation, c’est-à-dire qu’il est complètement autonome grâce au solveur temporel qu’il
comporte. La limite de cet exercice est que, selon le cas d’étude, le solveur temporel (ici de
type Runge-Kutta 4) peut être moins performant que celui utilisé dans le logiciel MBSE
initial. Pendant l’ASG, le FMU est considérée comme une boîte noire dont les variables
d’entrée sont échantillonnées suivant une loi uniforme U , dans leurs intervalles respectifs,
comme indiqué dans le Tab. 2.2. Ces intervalles ont été choisis en fonction des conditions
mécaniques admissibles des amortisseurs. En particulier, l’intervalle de définition du pa-
ramètre rint est choisi pour garantir un temps caractéristique d’amortissement complet ou
semi-périodique.

Lors de la génération du fichier FMU en mode co-simulation, il a été nécessaire de
définir les entrées, les sorties et les paramètres modifiables du modèle, mais aussi le type
de solveur intégré dans le fichier. Dans cette situation, un algorithme de Runge-Kutta du
quatrième ordre a été choisi, dont les pas de temps d’intégration et de communication avec
le programme global sont fixés à 10−5 s. Compte tenu de ces caractéristiques, le temps
de simulation du modèle de référence de l’amortisseur est réduit d’un facteur ≈ 100 en
passant du logiciel MapleSim initial à un appel du fichier FMU (code C) par Python,
adéquat pour mener à terme une étude statistique telle qu’une ASG.
Remarque 1 Avant de passer à l’ASG, le modèle étudié peut être simplifié. Lors de
l’évaluation des ordres de grandeur des forces externes, la force d’Archimède est négligeable
devant la force du ressort : la première est environ 103 fois plus petite que la seconde.
Par conséquent, le paramètre h peut être supprimé des variables d’entrée considérées dans
l’ASG.
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2.4.1.3 Résultats numériques

En considérant l’intervalle de variation de chaque variable d’entrée, le mouvement du
piston peut être de trois types : immobile à sa position initiale (dans ce cas la pré-charge
due au ressort est dominante), complètement amorti ou semi-périodique. La réponse de
sortie étant la position finale du piston, une ASG a été réalisée en observant x(t) pour dix
temps caractéristiques, soit t = iτabs, avec i ∈ [1, · · · ,10] et τabs = 2 s. Les bornes de cet
intervalle correspondent à un temps intermédiaire du comportement lorsque i = 1, et à un
temps suffisamment élevé pour atteindre la position stable lorsque i = 10.

Les résultats de l’ASG sont présentés dans la Fig. 2.5 pour différentes valeurs de t dans
l’intervalle [τabs, 10τabs]. Pour ces analyses, la méthode FAST a été utilisée pour évaluer les
indices de Sobol et la version Python de l’algorithme proposé par Goda [66] pour évaluer
les indices de Shapley. En outre, lorsque t = 10τabs les indices sont comparés aux résultats
de référence obtenus par l’algorithme de Saltelli 2010 avec N = 222 échantillons.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t [s]

15

16

17

18

19

In
d

ic
e

[%
]

Si

SH

ST

(a) k

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t [s]

50

53

56

59

62

In
d

ic
e

[%
]

Si

SH

ST

(b) L0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t [s]

0

3

6

9

12

In
d

ic
e

[%
]

Si

SH

ST

(c) rint

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t [s]

6

7

8

9

10

In
d

ic
e

[%
]

Si

SH

ST

(d) mP

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t [s]

13

14

15

16

17

In
d

ic
e

[%
]

Si

SH

ST

(e) mC

k L0 rint mP mC
Variable

0

20

40

60

80

In
d

ic
e

[%
]

Si

SHi

STi
Reference

(f) Indices totaux à t = 10τabs

Figure 2.5 – Évolution des indices de Sobol et de Shapley élémentaires et globaux au cours
du temps pour les variables (a) k, (b) L0, (c) rint, (d) mP , (e) mc. En (f), la comparaison
entre les indices globaux et la solution de référence est illustrée à t = 10τabs.
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Comme on peut le déduire de la Fig. 2.5, les indices de Sobol totaux des variables rint et
mP sont inférieurs à ceux des autres variables d’entrée à t = 10τabs. Néanmoins, l’influence
de la variable rint diminue avec le temps et devient nulle lorsque t > 3τabs, tandis que celle
de mP augmente. C’est un résultat cohérent compte tenu que rint intervient seulement dans
l’expression de la force d’amortissement. Cette force dépend de la vitesse du piston, ainsi,
lorsque le système atteint un état stable, la vitesse du piston devient nulle et l’influence
de la variable rint devient nulle également.

D’après la définition des indices élémentaires et totaux des Eqs. (2.10) et (2.12), respec-
tivement, et en considérant les courbes de la Fig. 2.5, on peut conclure que, pour chaque
variable d’entrée, l’influence de l’interaction avec le reste des variables sur la sortie est rela-
tivement faible. Elle varie entre 3.2% à t = τabs et 1.8% à t = 10τabs pour la variable k, 3.7%
à t = τabs et 2.1% à t = 10τabs pour la variable L0, 5.0% à t = τabs et 0.006% à t = 10τabs

pour la variable rint, 1.5% à t = τabs et 1.3% à t = 10τabs pour la variable mP , 2.8% à
t = τabs et 1.8% à t = 10τabs pour la variable mC . De plus, en classant les indices totaux
de Sobol par ordre croissant, on peut conclure que le paramètre L0 est celui qui influence
le plus le mouvement du piston pour toutes les valeurs du temps caractéristique.

Comme on peut le déduire des résultats ci-dessus, rint a un rôle mineur sur le compor-
tement du système pour t > 3τabs. Cependant, si l’on considère une plage de variation plus
large, avec des valeurs de rint supérieures à 0,005 m par exemple, le piston est caractérisé
par un mouvement instable dans la plupart des cas. Cela souligne l’importance de définir
correctement les intervalles de définition des variables d’entrée pour mener une ASG. En
conséquence, rint est la variable d’entrée ayant le moins d’influence sur le mouvement du
piston lorsqu’il est question de sa position à l’équilibre.

L’indice de Shapley lié à chaque variable d’entrée a été évalué dans les mêmes conditions
que celles considérées pour l’ASG basée sur les indices de Sobol. Ils sont également reportés
dans la Fig. 2.5. Leurs valeurs sont toujours comprises entre Si et STi , pour chaque temps,
et leur somme est toujours égale à un. Globalement, ils fournissent la même information
que STi , bien que leur comportement soit bien moins stable et donc bien moins fiable. En
ce qui concerne la fiabilité des indices calculés, comme le montre la Fig. 2.5f à t = 10τabs, la
dispersion des indices de Shapley est plus élevée que celle des indices de Sobol, en accord
avec les résultats obtenus pour la fonction d’Ishigami.
Conclusion intermédiaire 1 Ce premier cas test est un problème non-linéaire classique
d’oscillateur. L’ASG réalisée dessus a mis en évidence l’importance de bien définir le cadre
de l’étude. En l’occurrence, selon la sortie observée et les plages de variation des différentes
variables, les résultats peuvent être très différents. Par exemple, le rayon interne du piston
a un rôle seulement dans la phase d’amortissement.

Manuscrit de thèse page 67



Chapitre 2.

2.4.2 Oscillateur à frottement sec

2.4.2.1 Description analytique

Le deuxième système dynamique étudié dans ce travail est un oscillateur à frottement
sec. Il est modélisé à l’aide d’un système masse-ressort soumis à une force de frottement
provenant d’un tapis roulant, comme le montre la Fig. 2.6. Ce système a été largement
étudié dans [111,161] en tant que problème de référence en raison de la forte non-linéarité
introduite par la force de frottement (seuil discontinu entre friction et glissement).

Figure 2.6 – Représentation schématique de l’oscillateur à friction sèche.

L’équation du mouvement de ce système suivant l’axe ex est la suivante :

ma =
q∑

i=1
fext,i, (2.22)

où m est la masse, a est l’accélération (dont la composante le long de l’axe x est désignée
par ẍ(t)), fext,i est la i-ième force externe appliquée à la masse et q est le nombre total de
forces externes.

Les forces externes appliquées à la masse sont énumérées ci-dessous :

— force du ressort :
fS =−k(x−L0)ex, (2.23)

où k est la constante du ressort et L0 sa longueur libre.

— force de friction :
fF =−Fssign(vrel)

1+ δ|vrel|
ex, (2.24)

où Fs = 1 N est la valeur seuil du frottement, vrel = ẋ−vcb est la composante selon
l’axe x de la vitesse relative de la masse par rapport au tapis roulant, ẋ est la
vitesse de la masse et vcb est la vitesse du tapis roulant, qui est constante, et δ est
une constante. Le modèle de la force de frottement fournit par l’Eq. (2.24) est tiré
de [111].

page 68 Manuscrit de thèse



2.4 Problèmes non-linéaires dynamiques - Approche MBSE

2.4.2.2 Modèle MBSE

Comme expliqué dans [111], ce modèle se caractérise par des problèmes numériques lors
de la résolution de l’équation du mouvement. Cela est dû au profil non linéaire (hyperbole)
de la force de frottement fF en fonction de la vitesse relative de la masse. Pour surmonter
ces problèmes, deux stratégies numériques sont généralement employées : la méthode de
lissage et le modèle de commutation.

La méthode de lissage consiste à introduire un terme qui rend la courbe continue
pour 1 + δ|vrel| = 0. A l’inverse, le modèle de commutation est une succession de tests
conditionnels permettant de déterminer le mode de comportement du système (bloqué,
glissant ou en transition) afin d’appliquer la bonne description analytique.

Cependant, les spécificités du langage de programmation Modelica (i.e., la stratégie
d’assemblage de blocs élémentaires couplée à l’aspect acausale) permettent de s’affranchir
de ces complications et d’introduire directement l’équation de la force de frottement, sans
aucune approximation, dans un bloc adapté. Le modèle résultant est illustré dans la Fig. 2.7
et les résultats obtenus en considérant les paramètres de référence énumérés dans Tab. 2.3
coïncident avec ceux présentés dans [111].

Figure 2.7 – Modèle Model-Based System Engineering du système d’oscillateur à friction
sèche.

Ces résultats sont illustrés par le diagramme de phase de la Fig. 2.8 qui montre l’évo-
lution de la vitesse de la masse en fonction de sa position. Deux régimes peuvent être
observés : un régime transitoire en pointillé qui évolue vers un régime stable en trait plein.
Un plateau apparaît lorsque la masse a une vitesse relative nulle par rapport au tapis
roulant.

Pour cet exemple, le fichier FMU est exporté en mode de co-simulation, en incorporant
un solveur basé sur l’algorithme de Runge-Kutta du quatrième ordre avec des pas de temps
d’intégration et de communication tous deux égaux à 10−5 s.

2.4.2.3 Résultats numériques

Avant de commencer l’ASG, il faut définir l’observable. Dans le cas de l’oscillateur à
frottement sec, il s’agit du comportement de la masse, stable ou instable. Plus précisément,
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Figure 2.8 – Diagramme de phase de référence représentant l’évolution de la vitesse de
la masse (en m.s−1) en fonction de sa position (en m), obtenu avec Modelica.

le comportement est considéré comme stable lorsque la vitesse relative de la masse est
nulle (adhérence) pendant un intervalle de temps ∆tstick supérieur ou égal à τstable = 0,3 s.
Inversement, lorsque la vitesse de masse n’a pas de partie constante ou est nulle pendant un
intervalle de temps ∆tstick < τstable, le comportement est considéré comme instable. Un cas
de comportement stable est illustré dans la Fig. 2.8. Par conséquent, la réponse de sortie
est l’intervalle de temps ∆tstick qui doit être supérieur à τstable lorsqu’un comportement
stable est atteint.

Table 2.3 – Variables constantes et variables d’entrée : valeurs de référence et intervalles
de variation.

Variable Référence Intervalle
k [Nm-1] 1.0 U([0.5,5.0])
L0 [m] 0.0 U([0.2,1.2])
m [kg] 1.0 U([0.5,2.0])

vcb [ms-1] 0.2 U([0.2,5.0])
FS [N] 1.0 U([1.0,5.0])
δ [sm-1] 3.0 constant

Les paramètres utilisés comme variables d’entrée, avec les plages de définition corres-
pondantes, sont énumérés dans le Tab. 2.3. Comme dans le cas de l’amortisseur de voiture,
les plages de variation ont été sélectionnées pour conserver un comportement physiquement
acceptable du système.

Les résultats de l’analyse de Sobol selon la méthode FAST sont présentés dans la
Fig. 2.9 et comparés aux résultats de référence obtenus avec la méthode Saltelli 2010 pour
N = 222. De l’analyse de ces résultats, on peut déduire que l’influence de l’interaction entre
les variables est significative en raison de la grande différence entre les indices totaux et
élémentaires. En effet, l’influence de l’interaction est de l’ordre de 48 %.

En outre, d’après l’histogramme illustré à la Fig. 2.9, on peut déduire que la variable
d’entrée ayant la plus forte influence sur la stabilité du mouvement est vcb avec des valeurs
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Figure 2.9 – Résultats de l’ASG sur le modèle d’oscillateur à friction sèche.

de Si et STi égales à 32 % et 75 %, tandis que celle ayant l’influence la plus faible est k

avec des indices élémentaires et totaux égaux à 1 % et 23 %, respectivement. Cependant,
bien que l’indice élémentaire de k soit négligeable par rapport à celui des autres variables,
la valeur de l’indice total ne peut être négligée. Cela montre que cette variable influence la
stabilité du mouvement lorsqu’elle est combinée avec les autres entrées. En conséquence,
une attention particulière doit être accordée au choix du modèle de force de frottement
dans lequel la variable vcb est impliquée.

Cette conclusion se retrouve dans la littérature puisque le même modèle est utilisé avec
différentes expressions de la force de frottement afin de mettre en évidence des compor-
tements particuliers (la bifurcation de Hopf ou la bifurcation de glissement dans [161]).
Contrairement aux valeurs obtenues pour les indices de Sobol dans le cas de l’amortis-
seur de voiture, la précision de l’évaluation des indices totaux des variables L0 et FS avec
l’algorithme FAST n’est pas suffisante, le pourcentage d’erreur par rapport aux valeurs
de référence correspondantes étant respectivement de 11 % et 13 %. Cela signifie que le
nombre d’échantillons doit être augmenté pour obtenir un meilleur niveau de précision.
Néanmoins, cette observation peu suffire pour identifier les paramètres de plus forte in-
fluence. Cette conclusion est également étayée par la dispersion des indices totaux de
ces variables, qui est plus élevée que celle liée au reste des variables d’entrée. Le nombre
de variables d’entrée étant inférieur à 10, il est néanmoins possible de tirer des conclu-
sions.

En ce qui concerne les indices de Shapley, leurs valeurs sont comprises entre Si et STi ,
et leur somme est égale à un. Globalement, ils fournissent la même information que STi .
En ce qui concerne la fiabilité des indices calculés, l’incertitude des indices de Shapley est
plus élevée que celle des indices de Sobol, en accord avec les résultats obtenus pour la
fonction d’Ishigami.
Conclusion intermédiaire 2 Ce second cas test est intéressant par la nature de son

Manuscrit de thèse page 71



Chapitre 2.

observable. En effet, dans le premier problème il s’agit d’observer une sortie classique, à
savoir une position x à un instant t. Dans ce second cas test, la sortie est booléenne, pour
qualifier si le comportement du système est stable ou pas. De plus, ce modèle de Stick-Slip
présente une forte non-linéarité dans l’expression de sa force de frottement. Malgré ces 2
particularités, l’ASG a pu être menée à bien et les résultats fournis sont cohérents. Cela
démontre le large domaine d’utilisation de ce type de méthode.

2.5 Analyse de sensibilité globale sur des modèles EF

2.5.1 Problème 1 : Analyse statique d’une structure treillis

2.5.1.1 Formulation du problème et modèle numérique

Dans les cas tests examinés dans les sections 2.3 et 2.4, l’ASG est appliquée à un
benchmark analytique et aux études de systèmes mécaniques via une approche MBSE.
Dans cette section, l’ASG est réalisée sur un modèle de structure en treillis dont la réponse
mécanique est obtenue via un modèle EF dédié. L’objectif est d’évaluer l’influence des aires
des sections transversales des poutres sur le déplacement vertical de la structure, au nœud
où la force est appliquée.

La géométrie de la structure en treillis, représentée sur la Fig. 2.10, est tirée de [189].
Les propriétés géométriques et du matériau, utilisées dans les analyses numériques, sont
énumérées dans le Tab. 2.4. En particulier, les propriétés des matériaux, module d’Young E

et coefficient de Poisson ν, sont maintenues constantes ainsi que les longueurs des poutres
constituant la structure, Li. Une force verticale F est appliquée au nœud 7 de la Fig. 2.10
et les degrés de liberté sont fixés à 0 aux nœuds 1 et 4. Pour reproduire exactement la
formulation du problème présentée dans [189], les aires des sections transversales, consi-
dérées comme variables d’entrée pour l’ASG, sont celles des poutres 1 à 9. Le Tab. 2.4
indique l’intervalle de variation des sections transversales considérées comme variables
ainsi que la valeur de la section transversale de la poutre 10, qui est constante. Le modèle
paramétrique EF de la structure en treillis a été généré avec le langage de conception pa-
ramétrique APDL dans le logiciel commercial ANSYS® EF. Chaque poutre est modélisée
avec des éléments LINK180 (éléments de treillis avec trois degrés de liberté par nœud).
Enfin, des analyses statiques linéaires par EF ont été effectuées.

2.5.1.2 Résultats numériques

Les résultats de l’analyse de Sobol, compte tenu de la méthode FAST, sont présentés
dans la Fig. 2.11 et comparés aux valeurs de référence des indices élémentaires Si tirées
de [189]. En ce qui concerne les résultats des indices totaux, les valeurs de référence cor-
respondantes sont obtenues en utilisant l’algorithme de Saltelli 2010 avec N = 222. On
peut déduire de ces résultats que l’influence croisée entre les variables est négligeable car
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Figure 2.10 – Modèle de structure en treillis.

Table 2.4 – Variables constantes et variables d’entrée : valeurs de référence et intervalles
de variation.

Variable Référence Intervalle
E [MPa] 2.1×105 constant

ν [-] 0.3 constant
Li∈{1,2,4,7,8,10} [mm] 1×103 constant

Li∈{3,5,6,9} [mm]
√

2×103 constant
Asec10 [mm2] 1×102 constant

Aseci∈{1,··· ,9} [mm2] 1×102 U([0.5,2.5])×102

F [N] 1000 constant

les valeurs des indices élémentaires et totaux sont très proches. En effet, la somme des
influences corrélées est d’environ 2 %.

De plus, les résultats de la Fig. 2.11 soulignent que la variable d’entrée ayant la plus
forte influence sur le déplacement vertical maximal est la section transversale de la poutre
4, Asec4 , avec des valeurs de Si et STi respectivement égales à 56 % et 58 %. Inversement,
les sections transversales ayant les plus faibles influences sont celles des poutres 6, 7 et 8
avec des valeurs de Si et STi inférieures à 1.1 %.

En comparant l’erreur relative entre les valeurs des indices calculés et celles utilisées
comme références, on constate qu’un nombre d’échantillons N = 212 est suffisant pour
limiter l’erreur moyenne en pourcentage à un maximum de 2.5 %. En ce qui concerne
les indices de Shapley, les mêmes remarques que celles qui ont été formulées pour les cas
analytiques présentés dans les sections précédentes peuvent être répétées ici.
Conclusion intermédiaire 3 Ce modèle EF d’une structure en treillis est intéressant
pour son nombre important de variables, i.e., 9 contre 5 dans les cas précédents. Son
nombre de variables d’étude est intéressant d’autant plus qu’il correspond à la limite de
fonctionnement de l’algorithme FAST, à savoir 10, déduit par Tissot et Prieur [177]. En
définitif, les résultats restent cohérents et interprétables bien que l’écart avec la solution de
référence ne soit pas négligeable.
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Figure 2.11 – Résultats de l’Analyse de Sensibilité Globale du modèle treillis.

2.5.2 Problème 2 : Analyse de flambement par valeurs propres d’un
panneau raidi en composite mono-raidisseur.

2.5.2.1 Formulation du problème et modèle numérique

L’utilité de l’ASG est démontrée à travers l’étude d’un problème d’ingénierie réaliste
portant sur un panneau raidi composite soumis à une compression uni-axiale, une solution
structurelle généralement adoptée dans les structures aéronautiques.

La géométrie du panneau raidi utilisé pour effectuer l’ASG est tirée de [129] et est
illustrée en Fig. 2.12 avec les paramètres géométriques pertinents utilisés dans l’analyse.
La recherche de compromis entre une modélisation simplifiée et un comportement méca-
nique adéquat (en particulier lorsque le flambement est le principal phénomène critique
impliqué dans la formulation du problème) n’est pas une tâche triviale si la géométrie du
raidisseur et les séquences d’empilement de celui-ci et du panneau sont utilisées comme
variables de conception. Même si des règles de conception ont été définies pour limiter la
complexité liée à la conception de ces structures, le grand nombre de variables de concep-
tion (géométrie et matériaux) conduit à un nombre important de solutions structurelles à
évaluer. En outre, sans les limites des règles de conception standard, il est possible d’ob-
tenir une amélioration remarquable de l’efficacité structurelle en abordant le problème via
une approche d’optimisation multi-échelle, comme décrit dans [129]. Néanmoins, l’ASG
peut être utilisée comme outil de conception préliminaire pour déterminer s’il est possible
d’évaluer la sensibilité des réponses structurelles à l’ensemble des variables de conception.
Ainsi, il sera possible de déterminer les paramètres qui peuvent être exclus de l’ensemble
des variables de conception en raison de leur influence négligeable sur le comportement de
la structure. Par conséquent, la réalisation d’une ASG préliminaire permettra de réduire
l’effort de calcul des campagnes numériques ultérieures (y compris le processus d’optimi-
sation).
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Dans ce contexte, l’objectif de l’exemple présenté dans cette section est d’évaluer l’in-
fluence des variables géométriques, illustrées dans la Fig. 2.12, et des paramètres polaires
décrivant le comportement anisotrope des matrices de rigidité du stratifié à l’échelle ma-
croscopique [124, 129] sur la valeur de la première charge de flambement du panneau
raidi.

Raidisseur

Panneau

Figure 2.12 – Schéma d’un panneau composite raidi.

Le panneau raidi est constitué de deux régions, le panneau et le raidisseur. Le panneau,
caractérisé par une longueur a et une largeur b = 2(a1 +a2 +a3), est constitué de nS plis
pré-imprégnés carbone-époxy, dont les propriétés matérielles sont données dans [129]. Le
raidisseur dont la géométrie est entièrement définie par les paramètres géométriques a2,
a3 et h, est constitué de nB plis. Des quantités normalisées sont introduites pour définir
la géométrie du panneau raidi comme suit :

c1 = 2a2
a

, c2 = 2a3
a2

, c3 = h

a2
. (2.25)

Pour éviter de générer des géométries incohérentes, deux inégalités sont introduites comme
suit :

a1 = a

2 −a2−a3, θ = atan
(

h

a3− a2
2

)
, aveca1 > 0,

a3 ≥
a2
2 ,

(2.26)

La première inégalité est nécessaire pour éviter le chevauchement entre les raidisseurs voi-
sins et la seconde empêche les valeurs négatives de l’angle θ. Elles permettent également
de définir les intervalles de variations reportés dans le Tab. 2.5. Le comportement méca-
nique des stratifiés est défini par le formalisme polaire, qui est une approche efficace pour
définir la réponse mécanique des stratifiés composites [124], en particulier à des fins de
conception. Plus précisément, comme indiqué dans [124], seuls trois paramètres polaires
sont nécessaires pour décrire le comportement élastique macroscopique (en termes de ma-
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trices de rigidité de membrane, de flexion et de couplage membrane-flexion) d’un stratifié
orthotrope quasi-homogène : deux modules anisotropes, à savoir, RA∗

0K et RA∗
1 , et l’angle

polaire ΦA∗
1 (qui représente l’orientation de l’axe principal d’orthotropie). Bien entendu, la

valeur maximale de la première charge de flambement peut être obtenue en alignant l’axe
principal d’orthotropie avec la direction de la charge appliquée. Pour satisfaire cette condi-
tion, il suffit de fixer ΦA∗

1 = 0 pour le raidisseur et le panneau, comme indiqué dans [129] ;
ainsi, ΦA∗

1 n’est pas intégré parmi les variables de conception du problème. Comme pour
les paramètres géométriques, des valeurs normalisées sont également utilisées pour défi-
nir le comportement mécanique du panneau raidi. En particulier, deux coefficients sont
introduits comme suit :

ρ0 = RA∗
0K

R0
, ρ1 = RA∗

1
R1

, (2.27)

où R0 et R1 sont les modules anisotropes de la matrice de rigidité réduite du pli [129]. En
outre, comme le suggère [93], il est possible d’éviter d’introduire les conditions de faisabilité
sur ρ0 et ρ1 (qui sont nécessaires pour garantir l’existence d’un empilement correspondant
aux valeurs des modules anisotropes et des angles polaires utilisés à l’échelle macroscopique
pour décrire le comportement anisotrope du stratifié) en envisageant le changement de
variable suivant :

(α0,α1) :=
(

ρ0−1
2(ρ2

0−1) ,ρ1

)
. (2.28)

Bien entendu, différentes valeurs de α0 et α1 sont utilisées pour le panneau et pour le
raidisseur, à savoir α0S et α1S pour le panneau et α0B et α1B pour le raidisseur. Pour plus
de détails sur la mise en œuvre du formalisme polaire dans l’analyse par éléments finis des
structures composites, voir [93,129].

La configuration de référence du panneau raidi mono-raidisseur est caractérisée par une
valeur de la première charge de flambement égale à 445074 N [129] obtenue avec les valeurs
de référence du Tab. 2.5. Ce tableau contient également les variables d’entrée de l’ASG
ainsi que leur plage de variation. Une description détaillée de la stratégie numérique visant
à récupérer les séquences d’empilement à partir de la définition des paramètres polaires
du stratifié est proposée dans [129].

Le modèle EF du panneau raidi, représenté dans la Fig. 2.13, est créé via des scripts
APDL et son maillage est constitué d’éléments SHELL181 (éléments à quatre nœuds avec
six degrés de liberté à chaque nœud). Un soin particulier a été apporté à la définition
de la taille du maillage afin d’obtenir au moins trois éléments le long de la largeur de
chaque panneau horizontal et de la partition des raidisseurs (segments de longueur a1, a2

et a3) et au moins six éléments pour les segments de hauteur h. Pour le panneau raidi de
référence, le modèle EF consiste en un total de 4438 éléments. Pour imposer des conditions
limites périodiques entre les bords opposés du panneau, des contraintes appropriées ont été
utilisées (voir [129] pour plus de détails sur ce point). En outre, des éléments de contrainte
multi-points rigides (MPC184) ont été créés et reliés à deux nœuds de référence des deux
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côtés : à x = 0, le nœud de référence concerné est encastré tandis que, à x = b, tous les
degrés de liberté ont été mis à zéro, à l’exception du déplacement le long de l’axe x. En
outre, une force unitaire le long de l’axe x est appliquée sur ce nœud. Tous les détails
concernant le modèle EF du panneau raidi sont disponibles dans [129].

(a) (b)

Figure 2.13 – (a)Modèle aux Éléments Finis de l’unité répétée du panneau raidi avec
détails des éléments MPC184 [?] et (b) les contraintes pour imposer les conditions limites
périodiques le long de l’axe y.

2.5.2.2 Résultats numériques

Les résultats de l’analyse de Sobol obtenus avec l’algorithme FAST pour N = 212 sont
présentés dans la Fig. 2.14 et comparés aux résultats de référence obtenus avec la méthode
Saltelli 2010 pour N = 222. En observant ces résultats, on peut déduire que l’influence des
interactions entre les variables d’entrée est importante avec une valeur approximativement
égale à 24 %.

Table 2.5 – Variables constantes et variables d’entrée : valeurs de référence et intervalles
de variation.

Variable Référence Intervalle Type
nS [-] 28 U([20,32]) Discrète
nB [-] 32 U([20,32]) Discrète
c1 [-] 0.2 U([0.1,0.45]) Continue
c2 [-] 2.87 U([1,3]) Continue
c3 [-] 2 U([1,3]) Continue

α0S [-] 0.079 U([0,1]) Continue
α1S [-] 0.57 U([0,1]) Continue
α0B [-] 0.044 U([0,1]) Continue
α1B [-] 0.50 U([0,1]) Continue

Les résultats de la Fig. 2.14 montrent que c1 est la variable dont l’indice total STi est
le plus élevé (approximativement égal à 61 %). Dans les faits, c1 agit sur la largeur des
flanges du panneau, ce qui a un impact important sur la rigidité en flexion du panneau.
De plus, cette même variable est aussi celle dont l’interaction avec les autres variables
est la plus forte puisque la différence entre les contributions élémentaires et totales des
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Figure 2.14 – Résultats de l’Analyse de Sensibilité Globale sur le modèle du panneau
raidi.

indices de Sobol pour c1 est de l’ordre de 15 %. Inversement, les variables pour lesquelles
l’ASG retourne les valeurs les plus faibles des indices totaux et élémentaires sont c3 et les
quantités αiS , αiB (i = 0,1) avec des valeurs inférieures à 10 %. Il convient de noter que
la réponse au flambement peut être très sensible aux paramètres géométriques et polaires.
C’est pourquoi, en lisant les résultats de la Fig. 2.14, il faut se rappeler que, bien que la
quantité de sortie utilisée dans le cadre de l’ASG soit la valeur propre, différents ensembles
de paramètres d’entrée peuvent produire différentes formes de mode de flambement. À
titre d’exemple, les formes de mode de flambement obtenues avec quatre ensembles de
variables d’entrée sont présentées dans la Fig. 2.15. En particulier, les valeurs extrêmes
des intervalles de variation des variables d’entrée c1 et c3 ont été prises en compte, tandis
que les autres paramètres sont égaux à ceux de la configuration de référence, dont les
détails sont disponibles dans [129].

Les résultats de la Fig. 2.14 montrent également que pour les variables c2, c3 et αiS , αiB

(i = 0,1), le pourcentage d’erreur des indices de Sobol par rapport aux valeurs de référence
se situe entre 28 % et 32 %. Ce résultat suggère qu’un plus grand nombre d’échantillon
devrait être utilisée bien que l’identification des paramètres influents puissent être menée.
En ce qui concerne les valeurs des indices de Shapley de la Fig. 2.14, les mêmes remarques
que celles faites pour les autres cas de test s’appliquent également à ce cas.
Conclusion intermédiaire 4 Ce modèle EF de panneau raidi mono-raidisseur est un
cas d’étude initialement employé comme cas d’application d’une méthode d’optimisation
multi-échelle [129]. L’intérêt du modèle est lié au nombre de paramètres, 9, qui est, comme
précédemment, proche de la limite de fonctionnement de l’algorithme FAST. Néanmoins,
les résultats tirés de cette analyse sont cohérents et exploitables bien qu’ils comportent
un écart non négligeable avec les résultats de référence. Par ailleurs, ce cas test montre
qu’une ASG peut être utilisée pour définir les variables d’étude les plus influents à prendre
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Figure 2.15 – Formes de mode de flambement du panneau raidi à un seul raidisseur et
en considérant les valeurs de référence pour les paramètres avec en (a) c1 = c1min, (b) c1
= c1max, (c) c3 = c3min et (d) c3 = c3max.

en compte dans l’optimisation multi-échelle et ceux à négliger.

2.6 Conclusion du chapitre
Dans ce travail, l’efficacité de différents algorithmes pour l’ASG a été évaluée sur des

problèmes à entrées multiples de nature différente. Un benchmark analytique a été utilisé
pour comparer les différents algorithmes disponibles dans la littérature, basés à la fois
sur les indices de Sobol et l’effet Shapley. Cette comparaison a été réalisée par rapport
aux coûts de calcul, aux précisions et aux incertitudes. En ce qui concerne les indices de
Sobol, un compromis adéquat entre les critères considérés a été obtenu avec l’algorithme
FAST. En outre, les indices de Shapley ont également été utilisés car ils fournissent des
informations complémentaires par rapport aux indices de Sobol. L’algorithme développé
par Goda et traduit en Python a été utilisé. L’ASG a ensuite été appliquée sur deux
problèmes impliquant des systèmes dynamiques fortement non linéaires temporellement,
à savoir deux modèles d’oscillateurs modélisés via le langage Modelica. Le premier est
un oscillateur classique dont on étudie le comportement durant sa phase de transition
vers sa solution d’équilibre, i.e., sa position pour un temps donné t. Le second est un
oscillateur à frottement sec dont la force de frottement est fortement non-linéaire, voire
discontinue selon son expression. Le but est d’étudier sa stabilité via une sortie booléenne.
Pour réduire davantage le coût de calcul requis par les algorithmes considérés, les modèles
Modelica ont été exportés via la norme FMI puis couplés aux algorithmes d’ASG codés
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dans l’environnement Python.
Des ASG ont également été menées sur deux problèmes structurels caractérisés par un

plus grand nombre de variables par rapport aux autres problèmes étudiés. Ce nombre de
variables étant de 9, cela a permis d’observer le comportement de l’algorithme FAST à la
limite de son environnement d’utilisation. Ces problèmes ont été résolus via des analyses
aux EF. Le premier modèle correspond à l’analyse linéaire statique d’une structure en
treillis. Le second cas test correspond à l’analyse de flambement aux valeurs propres d’un
panneau raidi en matériau composite. Ces deux modèles numériques ont été créés via des
scripts APDL paramétriques et couplés aux algorithmes basés sur les indices de Sobol et
l’effet Shapley.

Les résultats de l’ASG sur les problèmes mécaniques ont mis en évidence, d’une part,
les variables d’entrée ayant la plus faible influence sur la quantité observée et, d’autre
part, l’existence d’interactions entre les variables considérées. En fonction de l’objectif
défini par l’utilisateur, ces résultats préliminaires peuvent être utilisés pour différentes
applications :

— réduire le nombre de variables à prendre en compte dans l’étude du modèle. Cela peut
être utile dans une optique d’optimisation. Si des variables de conception se révèlent
peu influentes, il n’est pas nécessaire de les inclure dans la stratégie d’optimisation ;

— identifier les variables de conception d’un modèle pour accroître leurs précisions de
dimensionnement.

Dans le cadre de cette thèse, l’objectif va être d’identifier les paramètres influents mais
surtout de déduire les sous-systèmes influents du modèle global MBSE. Pour y parvenir,
une simple ASG n’est pas suffisante dans la mesure où elle fournit des informations sur
l’influence des variables de conception et non pas sur les influences des sous-systèmes.
Ainsi, cet outil mathématique doit être couplé à un avis critique d’ingénieur pour aider à
la décision.

Ce chapitre représente la première étape dans le développement de la méthodologie
complète de modélisation multifidélité incluant des métamodèles basés sur les hypersur-
faces NURBS. Une fois les sous-systèmes critiques et influents identifiés, le but va être
de les enrichir pour accroître la précision du modèle MBSE utilisé pour rassembler les ré-
ponses des différents sous-systèmes constituant le modèle global. Cet enrichissement va se
faire par l’inclusion d’un métamodèle basé sur une nouvelle stratégie faisant intervenir des
entités géométriques, les NURBS, pour émuler des systèmes multiphysiques complexes
caractérisés par plusieurs centaines de variables de conception (lors de l’optimisation des
valeurs des poids des Control Points par exemple). Grâce à une utilisation intelligente
des modèles aux EF de haute fidélité, voire de données expérimentales, pour construire et
valider le métamodèle, il sera possible de simuler avec précision des phénomènes complexes
tout en réduisant considérablement les coûts de calcul. Ces modèles devront fonctionner en
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temps quasi-réel, de la même manière que les autres sous-systèmes Modelica. Le chapitre
suivant présente cette stratégie de métamodélisation comme la solution d’un problème
d’optimisation sous contraintes avant de l’appliquer à des problèmes pertinents.
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RÉSUMÉ DU CHAPITRE

Initialement employées dans la Conception Assistée par Ordinateur (CAO), les entités
Non-Uniform Rational Basis-Spline (NURBS) sont apparues comme un outil prometteur
dans la métamodélisation. Leur grande maniabilité en fait des métamodèles capables de
s’adapter à une grande variété de problèmes Multiple-Input-Multiple-Output (MIMO), li-
néaires ou non. En contrepartie, cette souplesse a un défaut : le paramétrage de l’entité
NURBS n’est pas une tâche anodine et obtenir un métamodèle précis et fiable peut se
révéler être un vrai défi. L’enjeu de cette thèse est de proposer une méthode d’optimisation
systématique pour pouvoir calibrer au mieux les valeurs des différents paramètres régis-
sant l’allure de l’hypersurface NURBS. Ainsi, la génération d’un métamodèle basé sur
une hypersurface NURBS se pose comme un problème d’optimisation sous contraintes,
avec prise en compte, si besoin, d’un terme de lissage. Ce terme a pour but de réduire
le phénomène d’overfitting et de minimiser les éventuelles oscillations locales de la base
de données, assimilables à du bruit, pouvant provenir d’instabilités inhérentes au modèle
initial, à des incertitudes de mesure ou encore à un manque de précision numérique.
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3.1 Introduction
La stratégie de métamodélisation présentée dans ce travail repose sur l’utilisation d’hy-

persurfaces NURBS dans le domaine de définition à N dimensions (dimension de l’espace
des entrées) et le co-domaine à M dimensions (dimension de l’espace des sorties) pour ap-
proximer un ensemble de points de données appelés TPs. Initialement employées comme
simples entités géométriques dans les logiciels de CAO dans le domaine de l’optimisa-
tion de forme [52, 138], l’utilisation des entités NURBS pour formuler un modèle réduit,
ou métamodèle, est assez récente [10, 11, 178]. Une hypersurface NURBS est une entité
polynomiale qui généralise les hypersurfaces B-splines, elles-mêmes généralisant les hyper-
surfaces de Bézier [138]. Cette généralisation permet aux entités NURBS d’être pilotées
par cinq types de paramètres [138] comprenant : le degré des polynômes de Bernstein, le
nombre de CPs, les coordonnées des CPs, les poids associés aux CPs et les composantes
non-triviales des vecteurs nodaux le long de chaque dimension d’entrée. Ces paramètres
peuvent être utilisés pour contrôler la forme, le lissage ou encore les non-linéarités poten-
tielles de l’hypersurface [11,18].

La formulation présentée dans ce travail vise à généraliser la stratégie de métamodéli-
sation, basée sur les hypersurfaces NURBS, proposée par Audoux et a.l [11]. Dans [11], un
algorithme d’optimisation hybride est proposé pour optimiser tant les paramètres entiers
que continus, impliqués dans la définition des hypersurfaces NURBS. Cette méthodolo-
gie hybride utilise un Algorithme Génétique (AG) combiné à un algorithme au gradient
pour résoudre un problème des moindres carrés. Le premier est employé pour optimiser
les variables entières que sont le degré des polynômes de Bernstein et le nombre total de
CPs. L’algorithme au gradient est utilisé pour déterminer les composantes non-triviales
des vecteurs nodaux et les valeurs des poids associés aux CPs. Pendant les deux phases
d’optimisation, les cordonnées des CPs sont calculées avec une formule analytique qui
nécessite un processus numérique complexe pour être implémentée dans le cas des hy-
persurfaces (N > 2). Cependant, dans [11], le calcul du gradient de la fonction objectif à
minimiser se base sur un calcul par différences finies : les coûts de calculs sont importants
et l’algorithme utilisé pour calculer la valeur optimale des coordonnées des CPs (selon la
formule analytique) manque de généralité et d’efficacité.

Ce travail propose une généralisation aux cas MIMO des algorithmes employés pour la
résolution des problèmes de minimisation aux moindres carrés de [9]. Un terme de lissage,
exprimé par [18, 56] pour le cas des problèmes de surface fitting, et généralisé au cas des
hypersurfaces dans cette thèse, est également introduit dans la résolution analytique du
problème aux moindres carrés intervenant dans la génération des coordonnées optimales
des CPs. En outre, le calcul du gradient utilisé dans l’algorithme au gradient, est reformulé
analytiquement, pour s’affranchir des contraintes introduites par la méthode des différences
finies. Ces gradients analytiques sont tirés de [18] et généralisés aux cas des hypersurfaces.
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Pour finir, un autre des apports de cette thèse est la formulation du métamodèle basé
sur les entités NURBS via une séparation des dimensions, introduite initialement par
[11] dont l’objectif est de réduire les coûts de calculs nécessaires à la génération d’un tel
métamodèle.

Pour présenter la génération du métamodèle basé sur les hypersurfaces NURBS, ce
chapitre s’organise comme suit. La formulation d’une hypersurface NURBS classique et
son emploi dans une stratégie de métamodélisation sont rappelés et définis dans la sec-
tion 3.2. La formulation de la génération du métamodèle en tant que solution d’un pro-
blème d’optimisation est donnée dans la section 3.3. La stratégie d’optimisation mise en
place pour générer le métamodèle est présentée dans la section 3.4. Le détail et le rôle de
chaque étape du processus d’optimisation sont discutés dans la section 3.5. Pour finir, la
section 3.6 conclue ce chapitre et propose différentes perspectives.

3.2 Généralités sur les hypersurfaces NURBS
Cette section rappelle la formulation des entités NURBS. Leur formulation sous forme

de courbes et surfaces est présentée dans [18, 39, 138] et peut facilement être déduite de
la formulation générale exposée ci-après. Utilisées à l’origine par les logiciels CAO dans
les années 1990 en tant qu’outils de modélisation de courbes et surfaces, ces entités sont
maintenant utilisées dans plusieurs domaines tels que l’optimisation topologique [38,149],
l’optimisation de forme [17,128], l’optimisation des distributions des invariants élastiques
régissant l’anisotropie des composites à rigidité variable [28, 53, 93, 94, 127] ou encore leur
utilisation en tant que fonctions de base dans des méthodes EF [84]. Leur emploi pour
la génération de métamodèles est en pleine émergence [10, 11] et fait l’objet de ce tra-
vail.

Pour un problème MIMO, une hypersurface NURBS est une fonction vectorielle
définie sur un domaine paramétrique de dimension N , vers un co-domaine de dimen-
sion M par l’application : h : RN 7→ RM [11]. L’objectif du métamodèle est d’approcher
une base de données Q de dimension N + 1, stockée sous la forme d’un array de taille
M × (r1 + 1)× ·· ·× (rN + 1), où (rk + 1) est la longueur de la matrice dans la direction
d’entrée k = 1, . . . ,N . Le terme (rk + 1) correspond également à la longueur du vecteur
uk contenant les coordonnées du paramètre k du modèle ayant généré la base de données
Q. En d’autres termes, la matrice Q contient nTP = ∏N

k=1(rk + 1) TPs et chaque TP a
M coordonnées. Les TPs proviennent d’expériences ou de résultats de simulations numé-
riques haute-fidélité pilotées par N paramètres. Il est primordial de relever que dans ce
travail, les jeux de paramètres servant à générer les bases de données sont répartis dans
l’espace selon une grille uniforme. En considérant les notations introduites dans [11, 138],
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l’expression générale d’une hypersurface NURBS est donnée par :

h(ζ1, · · · , ζN ) =
n1∑

i1=0
· · ·

nN∑
iN =0

Ri1,··· ,iN (ζ1, · · · , ζN )Pi1,··· ,iN , (3.1)

avec le vecteur h ∈ RM correspondant aux coordonnées de l’hypersurface NURBS dans
l’espace des sorties, évaluée au jeu de coordonnées paramétriques normalisées (ζ1, · · · , ζN )
et l’array P contenant les CPs, chaque CP étant défini par ses coordonnées dans l’espace
des sorties selon un vecteur de taille RM . L’array P est de taille M×(n1 +1)×·· ·×(nN +
1), où (nk + 1) est la taille de l’array dans la direction d’entrée k = 1, · · · ,N . En d’autres
termes, l’array P contient nCP = ∏N

k=1(nk + 1) CPs, chaque CP ayant M coordonnées.
Quant à Ri1,··· ,iN (ζ1, · · · , ζN ), il s’agit de la fonction rationnelle de base liée au CP générique
exprimée par :

Ri1,··· ,iN (ζ1, · · · , ζN ) = Ni1,s1(ζ1)×·· ·×NiN ,sN (ζN )ωi1,··· ,iN∑n1
j1=0 · · ·

∑nN
jN =0 (Nj1,s1(ζ1)×·· ·×NjN ,sN (ζN )×ωj1,··· ,jN ) , (3.2)

avec ω l’array de taille nCP, contenant les poids ωi1,...,iN > 0, respectivement associés à
chaque CP. Enfin, Nik,sk

sont les polynômes de Bernstein de degré sk, évalués récursive-
ment avec l’algorithme de Cox et De Boor [138] défini par :


Nik,0(ζk) =

1, sivik
< ζk < vik+1 ,

0, sinon,

Nik,qk
(ζk) = ζk−vik

vik+qk
−vik

Nik,qk−1(ζk)+ vik+qk+1− ζk

vik+qk+1−vik+1
Nik+1,qk−1(ζk),

(3.3)

avec qk = 1, . . . ,sk, ζk la coordonnée paramétrique normalisée entre 0 et 1 dans la direction
d’entrée k et vik

la ik-ième composante (appelée aussi nœud) du vecteur-nodal monotone
non-décroissant de longueur mk +1 :

vT
k = {0, · · · ,0︸ ︷︷ ︸

sk+1

,vpk+1, · · · ,vmk−sk−1,1, · · · ,1︸ ︷︷ ︸
sk+1

}, vk ∈ Rmk avecmk = nk +sk +1. (3.4)

Dans la suite de ce document, les nœuds vik
̸= 0,1 sont appelés nœuds non triviaux, ou

nœuds internes, par opposition aux nœuds triviaux vik
= 0,1 ou nœuds externes. Le vecteur

nodal permet de définir le domaine de variation des fonctions de base, i.e., des polynômes
de Bernstein, non nuls sur un intervalle de sk + 1 nœuds successifs. En outre, les nœuds
triviaux contraignent les entités NURBS à interpoler exactement les TPs qui bornent le
domaine de variation de l’espace des sorties de dimensions RM [138]. Les polynômes de
Bernstein définis par l’Eq. (3.3), possèdent différentes propriétés définies dans [138], dont
la règle de partition de l’unité :
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nk∑
ik

Nik,sk
= 1. (3.5)

En considérant cette propriété, lorsque les poids de l’hypersurface NURBS prennent la
même valeur, l’expression de l’hypersurface NURBS de l’Eq. (3.1) se simplifie par :

h(ζ1, · · · , ζN ) =
n1∑

i1=0
· · ·

nN∑
iN =0

Ni1,s1(ζ1) . . .NiN ,sN (ζN )Pi1,··· ,iN , (3.6)

ce qui correspond à une hypersurface B-spline. Une autre propriété intéressante des poly-
nômes de Bernstein est leur propriété de support local. Cela permet à un point de l’hy-
persurface NURBS d’être dépendant seulement des CPs qui l’entourent. Formellement,
cela se traduit par :

Ri1,··· ,iN (ζ1, · · · , ζN ) ̸= 0si (ζ1, · · · , ζN ) ∈
[
v

(1)
i1

,v
(1)
i1+s1+1

[
×·· ·×

[
v

(N)
iN

,v
(N)
iN +s1+1

[
, (3.7)

où l’hyper-rectangle ouvert
[
v

(1)
i1

,v
(1)
i1+s1+1

[
× ·· · ×

[
v

(N)
iN

,v
(N)
iN +s1+1

[
est la portion du do-

maine global RN affectée par le CP de coordonnées Pi1,··· ,iN . Cette propriété permet
de prendre en compte les fortes non-linéarités des problèmes traités. Dans le cas d’une
hypersurface B-spline, cela revient à :

Ni1,s1(ζ1)×·· ·×NiN ,sN (ζN ) ̸= 0si (ζ1, · · · , ζN ) ∈
[
v

(1)
i1

,v
(1)
i1+s1+1

[
×·· ·×

[
v

(N)
iN

,v
(N)
iN +s1+1

[
.

(3.8)
Pour plus d’informations sur le comportement et les propriétés fondamentales des entités
NURBS, le lecteur est invité à se reporter à [138].

3.3 Génération du métamodèle basé sur les entités NURBS
comme solution d’un problème d’optimisation

3.3.1 Description du problème

Les étapes d’utilisation d’un métamodèle basé sur les hypersurfaces NURBS sont,
comme la plupart des méthodes de métamodélisation, l’étape off-line et l’étape on-line.
La première correspond à la phase d’apprentissage et de calibration du métamodèle, du-
rant laquelle la base de données Q est construite et un sous-ensemble Qt de cette base
est utilisé pour générer le métamodèle. La seconde étape correspond à l’utilisation du
métamodèle, qui doit être la plus efficace et la moins demandeuse possible en ressources
de calcul. Son objectif est, entre autres, de reproduire le comportement du modèle haute-
fidélité initial avec un coût en ressources de calcul réduit, tout en assurant une précision
comparable.

Le diagramme de flux illustré dans la Fig. 3.1 présente la stratégie complète de gé-
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nération du métamodèle NURBS, comme solution d’un processus d’optimisation sous
contraintes en trois étapes. Les étapes principales de cette stratégie sont rapidement dé-
crites ci-dessous, avant d’être détaillées dans les sections suivantes :

1. la base de données est fournie en entrée du problème ainsi que les valeurs des para-
mètres entiers décrits dans la section 3.3.2. Dans ces travaux, cette base de données
est évaluée à partir d’un échantillonnage de paramètres répartis dans l’espace selon
une grille uniforme. La fonction objectif correspondant à une norme L2

2, assimilable
à un problème des moindres carrés, est également définie, tout comme les indicateurs
de la précision du métamodèle, à savoir l’erreur relative moyenne εα de la composante
de sortie α avec la base de données de contrôle Qc et son coefficient de détermina-
tion linéaire de Poisson R2

α. La base de données de contrôle est évaluée de la même
manière que la base d’entraînement Qt mais pour des coordonnées différentes ;

2. évaluation des CPs à partir des TPs en considérant des entités B-splines : résolution
analytique d’un problème aux moindres carrés. Plusieurs méthodes sont possibles : en
considérant un terme de lissage ou pas, en résolvant le problème de manière globale
ou par séparation des dimensions. Ces options, leurs avantages et leurs inconvénients,
sont décrites plus en détail dans la section 3.4.1. Si les critères d’arrêt sont respectés,
i.e., si εα ≤ εobj et R2

α ≥ R2
obj, cette première version du métamodèle basé sur des

entités B-splines peut être employée ;

3. optimisation des vecteurs nodaux : résolution numérique d’un problème aux moindres
carrés via un algorithme au gradient. Si les critères d’arrêt εα ≤ εobj et R2

α ≥ R2
obj

sont respectés, cette seconde version du métamodèle basé sur des entités B-splines
peut être employée. Plus de détails sur cette optimisation sont donnés dans la sec-
tion 3.4.2.1 ;

4. optimisation des poids associés aux CPs : résolution numérique d’un problème aux
moindres carrés via un algorithme au gradient. Si les critères d’arrêt εα ≤ εobj et
R2

α ≥R2
obj sont respectés, cette version du métamodèle basé sur des entités NURBS

peut être employée. Plus de détails sur cette optimisation sont donnés dans la sec-
tion 3.4.2.2 ;

5. le métamodèle optimisé, basé sur des entités B-splines ou NURBS selon le cas,
est prêt à être utilisé dans le cadre d’un processus de conception, d’un processus
d’optimisation, d’analyse de sensibilité, etc. Néanmoins, si les critères d’arrêt ne
sont pas respectés, un enrichissement de la base de données d’entraînement devra
être fait.

3.3.2 Initialisation du problème

Les entités NURBS sont pilotées par des variables de conception introduites dans
l’Eq. (3.1) et l’Eq. (3.2) et séparées en deux catégories :
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5.

5.

5.

Base de données :

1.

Optimisation des vecteurs
 nodaux    

Contrainte : Monotone
non-décroissant

Résolution analytique
section 3.4.1

Résolution numérique
section 3.4.2.1

Résolution numérique
section 3.4.2;2

Optimisation des poids
    Contrainte : 

Optimisation des points de contrôle     
avec un lissage, ou non, de la 

base de données.
Contrainte : 2.

B-spline optimisée par
        rapport à

B-spline optimisée par
     rapport à    et

NURBS optimisée par
  rapport à   ,    et

1.

Variables entières :
Critère d'arrêt :
Moindres carrés :

Oui

Oui

Non

Non

2.

3.
3.

4.4.

Figure 3.1 – Diagramme de flux de la génération du métamodèle comme solution d’un
problème d’optimisation, basé sur des entités B-splines ou NURBS selon le cas. Les étapes
d’optimisations ne sont pas détaillées par soucis de concision du diagramme.

— les variables entières, comprenant le nombre de CPs défini à partir de nk, la longueur
des vecteurs nodaux mk +1 et le degrés des polynômes de Bernstein sk. A noter que
la variable mk dépend de nk et sk selon l’Eq. (3.4) ;

— les variables continues, comprenant les coordonnées des CPs et les poids ω associés
à ces derniers, les valeurs non-triviales des vecteurs nodaux vk et les coordonnées
sans dimension ζk auxquelles est évaluée l’hypersurface NURBS.

Dans le cadre de ce travail, seules les variables continues sont optimisées pour accroitre
l’efficacité du métamodèle, à l’exception des coordonnées paramétriques ζk qui sont liées
aux variables d’entrée du métamodèle comme expliqué plus en détail dans la suite. Les
variables entières sont déterminées à partir des règles métiers introduites dans [18,38,138]
comme suit :

— les variables nk sont directement déduites des variables rk par le biais du rapport
τ = ∏N

k1 τk = ∏N
k1

nk +1
rk +1 . Pour obtenir des résultats cohérents, la valeur minimale

acceptable de ce rapport est fixée à τ = 1
3 par [38]. Ainsi, de manière générale, il est

fixé à τ = 2
3 pour un bon compromis entre précision du métamodèle et nombre de
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CPs. Néanmoins, si le nombre de CPs à considérer est insuffisant, ce rapport peut
être augmenter jusqu’à tendre vers 1 dans certains cas ;

— pour finir, les degrés sk des polynômes de Bernstein dans la direction d’entrée k ∈
[1, · · · ,N ] sont fixés à 2 ou 3 selon la non-linéarité du problème traité [18,38,138].

Avant de définir le problème d’optimisation qui va conduire à la génération du mé-
tamodèle basé sur des hypersurfaces NURBS, il est nécessaire d’initialiser les valeurs
non-triviales des vecteurs nodaux et des poids. Le but de cette optimisation est de réduire
les écarts entre le métamodèle et la base de données d’entraînement Qt. Durant ce pro-
cessus, l’hypersurface NURBS est calculée aux coordonnées ζk correspondant aux valeurs
des variables d’entrée, normées sur l’intervalle [0,1], utilisées pour générer les TPs de la
base de données Qt. Lorsque les variables d’entrée du modèle d’étude uk, ayant servis à
générer les sorties stockées dans la base de données Qt, sont explicitement disponibles, le
calcul de ζk revient à :

ζk,i = uk,i−uLB
k

uUB
k −uLB

k

, (3.9)

avec uk,i correspondant à la i-ème valeur de la variable uk, dans la direction k ∈ [1, · · · ,N ]
et uLB

k , uUB
k les bornes inférieure et supérieure de cette variable. Si uk n’est pas disponible

explicitement, des algorithmes de calcul de distance sont utilisés, comme l’algorithme
Centripetal tiré de [108].

Selon la répartition des valeurs de ζk, l’initialisation des vecteurs nodaux peut se faire
de deux manières. Si les valeurs ζk sont uniformément réparties sur leur intervalle de
variation, les valeurs non-triviales des vecteurs nodaux le seront aussi. D’un autre côté, si
cette répartition n’est pas uniforme, l’initialisation des valeurs non-triviales des vecteurs
nodaux se fait par l’application de l’algorithme 1 de De Boor, repris par [61].

Pour finir, les poids ωi1,...,iN associés à chaque CP peuvent être également initialisés de
deux manières. La première consiste à employer des lois empiriques, énoncées notamment
par Turner [178]. La seconde consiste à les initialiser à la même valeur (par exemple
l’unité), ce qui revient à travailler avec des hypersurfaces B-splines (propriété de partition
de l’unité Eq. (3.5)).

3.3.3 Énoncé du problème d’optimisation

La génération du métamodèle basé sur les hypersurfaces NURBS correspond à la
résolution successive de problèmes d’optimisation sous contraintes. Plus précisément, il
s’agit de problèmes assimilables à des problèmes aux moindres carrés sous contraintes,
résolus analytiquement ou numériquement. Par abus de langage, le terme « aux moindres
carrés » sera employé par la suite. Cette minimisation se fait via le calcul du gradient
de la fonction objectif par rapport à la variable d’optimisation ξ. Dans des applications
pratiques d’ingénierie, un problème d’optimisation est soumis à me contraintes d’égalité
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Algorithme 1: Algorithme de calcul des vecteurs nodaux, inspiré de l’algorithme
de De Boor [61].

Input: ζk ; M ; rk ; nk ; sk

Output: vk

1 mk← nk +sk +2 ;
2 vk[mk]← 0 ;
3 i← 0 ;
4 ∆← rk

nk−sk+1 ;
5 for j = 0 < sk +1 do
6 vk,i← 0 ;
7 i← i+1 ;
8 end
9 for j = 1 < nk−sk +1 do

10 h← int(j×∆) ;
11 α← j×∆−h ;
12 vk,i← (1−α)ζk,h +αζk,h+1 ;
13 i← i+1 ;
14 end
15 for j = nk +1 < nk +sk +2 do
16 vk,i← 1 ;
17 i← i+1 ;
18 end

de la forme hi(ξ) = 0, i = 1, · · · ,me et à mi contraintes d’inégalité de la forme gj(ξ) < 0,
j = 1, · · · ,mi [129]. En outre, les intervalles de variation des variables d’optimisation ξ sont
à considérer. Mathématiquement, un problème d’optimisation sous contraintes, appelé
aussi CNLPP, est généralement formulé comme suit :

min
ξ

fobj(ξ),

contraint par :
hi(ξ) = 0, i = 1, · · · ,me,

gj(ξ) < 0, j = 1, · · · ,mi,

ξLB ≤ ξ ≤ ξUB,

(3.10)

avec ξLB et ξUB respectivement les bornes inférieure et supérieure de l’intervalle de va-
riation de la variable d’optimisation ξ. Pour plus d’informations, le lecteur est invité à se
référer à [11,18,38,129].

Pour le problème de génération du métamodèle basé sur les hypersurfaces NURBS,
les variables d’optimisation sont les paramètres continus de l’entité NURBS définis plus
haut, à savoir : (i) les coordonnées des CPs ; (ii) les composantes non triviales du vecteur
nodal définies entre 0 et 1 dans chaque direction paramétrique du domaine de l’entité
NURBS ; (iii) les poids associés aux CPs définis comme strictement positifs. Sur la base
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de l’approche proposée dans [11,18,38,129], un processus d’optimisation en trois étapes est
mis en œuvre dans ce travail, illustré dans les grandes lignes dans la Fig. 3.1. Chaque étape
du processus illustré par le diagramme de flux de la Fig. 3.1 correspond à la résolution d’un
CNLPP. Dans la première étape d’optimisation, les coordonnées optimales des CPs sont
calculées grâce à une approche analytique détaillée dans la section 3.4.1. Au cours de cette
étape, les composantes des vecteurs nodaux et des poids sont maintenues constantes à
leur valeur d’initialisation. La solution de ce premier problème d’optimisation, est utilisée
comme solution de départ pour l’optimisation suivante.

La seconde optimisation correspond à l’optimisation des valeurs non-triviales des vec-
teurs nodaux. Cette optimisation se fait par l’intermédiaire d’un algorithme au gradient.
Les valeurs des coordonnées des CPs sont mises à jour à chaque itération et les poids sont
maintenus constants. Le détail de cette étape est donné dans la section 3.4.2.1.

La dernière optimisation, correspondant à l’optimisation des poids, est également réali-
sée via un algorithme au gradient. Cette dernière étape utilise comme solution de départ les
valeurs non triviales des vecteurs nodaux et les coordonnées des CPs fournies par l’étape
précédente. Cette optimisation séquentielle est détaillée dans la section 3.4.2.2.

Pour les deux dernières phases d’optimisation, qui sont des étapes purement numé-
riques, le calcul du gradient analytique est couplé à un algorithme au gradient basé sur la
méthode Globally Convergent Method of Moving Asymptotes (GC-MMA) [174] générale-
ment employé dans le domaine de l’optimisation topologique [125]. Dans cette thèse l’objet
du processus d’optimisation est un métamodèle et non une topologie, mais le grand nombre
de variables d’optimisation inhérent aux entités NURBS à considérer (jusqu’à 5×104), a
justifié l’emploi de cette méthode. En outre, une version améliorée de cet algorithme étant
développée au sein de l’I2M [125], il n’est pas considéré comme une boite noire, ce qui
facilite entre autre la répétabilité des opérations sur différentes machines.

Pour chaque étape d’optimisation du processus de génération du métamodèle, la même
fonction objectif est employée, exprimée par :

fobj = 1
f0

M∑
α=1

fobj,α

= 1
f0

M∑
α=1

nTP∑
i=1

[hα (ζ1,i, . . . , ζN,i)− qα,i]2 ,

(3.11)

avec f0 la valeur de la fonction objectif avant optimisation qui permet une normalisation
du problème (de cette manière la valeur maximale sera égale à l’unité et celle minimale
sera théoriquement zéro), α la composante générique du vecteur des sorties considérée
dans l’espace de dimensions RM , nTP le nombre de TPs, hα (ζ1,i, . . . , ζN,i) le i-ème point
de l’hypersurface dans la direction de sortie α évalué aux coordonnées paramétriques
(ζ1,i, . . . , ζN,i) et qα,i le point correspondant de la base de donnée génératrice évalué aux
mêmes coordonnées paramétriques.
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En introduisant les indices linéaires définis comme :
κCP = 1+

N∑
j=1

ij

j−1∏
k=1

(nk +1)

 , ij = 0, . . . ,nj ,

κTP = 1+
N∑

j=1

ij

j−1∏
k=1

(rk +1)

 , ij = 0, . . . , rj ,

(3.12)

avec κCP = 1, · · · ,nCP et κTP = 1, · · · ,nTP, l’Eq. (3.11) peut s’écrire en forme plus compacte
comme :

fobj = 1
f0

M∑
α=1

(Npα−qα)T (Npα−qα) , (3.13)

où hα = Npα. Dans la formule ci-dessus, le vecteur qα ∈ RnTP collecte la composante α

de chaque TP évaluée pour les diverses combinaisons des variables d’entrée, tandis que le
vecteur pα ∈ RnCP collecte la composante α des CPs de l’hypersurface NURBS.

La matrice N ∈ RnTP×nCP est définie à partir de l’équation suivante :

NκTP,κCP = N∗
κTP,κCP = Ni1,s1(ζ1,κTP)×·· ·×NiN ,sN (ζN,κTP), (3.14)

dont le passage de i à κCP peut être déduit de l’Eq. (3.12). La formule précédente est
valable dans le cas d’une hypersurface B-spline. Pour une hypersurface NURBS il faut
remplacer les fonctions de base N−,− par les fonctions R−,− de l’Eq. (3.2).

Lorsque la base de données Q comporte du bruit ou de fortes oscillations, il est né-
cessaire d’intégrer à la génération du métamodèle un terme de lissage Jα. Le but de ce
terme est alors de réduire artificiellement l’influence des perturbations inhérentes à la
base de données sur le comportement du métamodèle résultant et/ou de réduire/éviter
le phénomène d’overfitting. En considérant ce terme, la fonction objectif de l’Eq. (3.11)
devient :

fobj,liss = 1
f0

M∑
α=1

(Npα−qα)T (Npα−qα)+λJα, (3.15)

avec Jα exprimé sous sa forme générale par [96,183] :

Jα =
∑

d1+···+dN =d

 d

d1, . . . ,dN

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0

(
∂dhα (ζ1,i, . . . , ζN,i)− qα,i

∂ζd1
1 , . . . ,∂ζdN

N

)2

dζ1, . . . ,dζN (3.16)

où d =∑N
k dk est l’ordre maximal de dérivation considéré, fixé à d = 2 tout au long de ce

travail, et di les ordres de dérivation partielle. En utilisant l’indice linéaire de l’Eq. (3.12),
le terme de lissage Jα peut être exprimé sous forme matricielle comme suit :

Jα = pT
αEpα, avecE ∈ RnCP×nCP . (3.17)

A titre d’exemple, dans le cas d’une hypersurface B-spline, les termes de la matrice E
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s’écrivent :

EκCP,1,κCP,2 =∑
d1+···+dN =d

(
d

d1, . . . ,dN

)∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0

∂dN∗
κCP,1(ζ1, · · · , ζN )

∂ζd1
1 · · ·∂ζdN

N

∂dN∗
κCP,2(ζ1, · · · , ζN )

∂ζd1
1 · · ·∂ζdN

N

dζ1 · · ·dζN ,

(3.18)
Pour ce qui du poids λ, il est calculé arbitrairement dans [18, 56] pour un cas de surface.
En généralisant son expression, on obtient :

λ = ||N
T N||2
||E||2

, (3.19)

où || · ||2 correspond à la norme L2 exprimée par ||K||2 =
(∑

i,j K2
i,j

) 1
2 .

3.4 Mise en place du processus d’optimisation
Cette section présente en détail les différentes étapes d’optimisation inhérentes à cha-

cune des variables d’optimisation. Ces dernières peuvent être regroupées dans trois vecteurs
ξj , avec j = 1,2,3, optimisés par trois CNLPP successifs :

— ξ1 ∈ RMnCP rassemble les valeurs des coordonnées des CPs sous la forme ξT
1 ={

pT
0 , · · · ,pT

α , · · · ,pT
M

}
;

— ξ2 ∈ Rnknot avec nknot =∑N
k=1 mk + 1 est relié aux valeurs non triviales des vecteurs

nodaux, monotones non-décroissantes, notées vik
, ik ∈ [sk +1,mk−sk−1] avec k =

1, · · · ,N ;

— ξ3 ∈RnCP rassemble l’ensemble des valeurs des poids ωi1,··· ,iN associés à chaque CP.

3.4.1 Résolution du CNLPP pour l’évaluation des coordonnées des CPs

3.4.1.1 Formulation générale

Les coordonnées optimales des CPs sont déterminées par résolution du CNLPP dé-
fini à la section 3.3.3 par rapport au vecteur ξ1. Pour cette première étape, les poids
prennent la même valeur permettant ainsi d’employer une hypersurface B-spline plutôt
qu’une NURBS. Ainsi, en considérant la formulation de l’Eq. (3.13) et l’approche glo-
bale proposée par [11], la solution de ce CNLPP, pour la composante de sortie α, peut
s’exprimer analytiquement par :

min
pα

(fobj,α)⇒ ∂

∂pα,κCP

(Npα−qα)T (Npα−qα) = 0

⇔ 2NT (Npα−qα) = 0,

⇔ pα = (NTN)−1NTqα.

(3.20)
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Pour plus de clarté dans la formulation matricielle, les structures respectives des vecteurs
qα et pα ainsi que de la matrice N sont représentées ci-dessous, en considérant les indices
linéaires définis par l’Eq. (3.12) :

pα =



pα,1
...

pα,κCP
...

pα,nCP


, qα =



qα,1
...

qα,κTP
...

qα,nTP


, (3.21)

N =


N0,s1(ζ1,0)×·· ·×N0,sN (ζN,0) · · · Nn1,s1(ζ1,0)×·· ·×NnN ,sN (ζN,0)

... . . . ...
N0,s1(ζ1,nTP)×·· ·×N0,sN (ζN,nTP) · · · Nn1,s1(ζ1,nTP)×·· ·×NnN ,sN (ζN,nTP)

 .

(3.22)
En fonction des non-linéarités présentes dans la base de données Q, une réduction de leur
influence sur le calcul des coordonnées des CPs peut être nécessaire via l’introduction
du terme de lissage Jα (Eq. (3.15)). En se basant sur le cas surfacique de [18] et sur la
formulation matricielle de Jα de l’Eq. (3.17), la résolution analytique du CNLPP relié
aux coordonnées des CPs est donnée par :

min
pα

(fobj,liss,α)⇒ ∂

∂pα,κCP

(
(Npα−qα)T (Npα−qα)+λJα

)
= 0,

⇔ ∂

∂pα,κCP

(
(Npα−qα)T (Npα−qα)+λpT

αEpα

)
= 0,

⇔ 2NT (Npα−qα)+λ2Epα = 0,

⇔ pα =
(
NTN+λE

)−1
NTqα.

(3.23)

Le diagramme présenté dans la Fig. 3.2 illustre la mise en place numérique de cette
formulation selon les étapes suivantes :

1. la base de données Q = {q1, · · · ,qM} de dimension M×nTP est fournie en entrée du
problème et le compteur des dimensions de sortie est initialisé à α = 0 ;

2. le vecteur qα est défini ;

3. les coordonnées des CPs de la composante de sortie α sont calculées via l’Eq. (3.20)
ou l’Eq. (3.23), respectivement si le terme de lissage Jα est pris en compte ou non ;

4. le compteur α est incrémenté de 1 s’il est inférieur à M ;

5. l’algorithme renvoie la matrice P = {p1, · · ·pM} de dimension M ×nCP contenant
les coordonnées des CPs.

Bien que cette formulation permette une résolution rapide du problème d’optimisation
par manipulation de vecteurs et matrices, les tailles de ces derniers peuvent facilement
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1)

5)

Coordonnées des CPs

Oui

Non

Définition de

Calcul de

Coordonnées des TPs

2)

3)

4)

Figure 3.2 – Résolution du problème aux moindres carrés pour la détermination des
coordonnées des Control Points via la formulation globale.

atteindre les limites numériques de l’ordinateur : lorsque le problème monte en dimension,
la quantité de donnée croit exponentiellement [72]. Par exemple, considérons un cas MIMO
avec N = 3, M = 3, rk = 20 et τ = 2

3 , soit τk = 3
√

2
3 , i.e., nk = 17. La matrice N est

alors constituée de nTP×nCP = 33×106 éléments, occupant 250 Mo de mémoire (matrice
construite via la librairie numpy de Python). Sur un ordinateur classique, si le nombre de
dimensions augmente encore, cette matrice peut être difficile voire impossible à manipuler.
Pour s’affranchir de cette limitation, la solution, proposée initialement par [11] et décrite
ci-après, est d’approximer le problème global d’approximation d’hypersurface en N sous-
problèmes d’approximation de courbe.

3.4.1.2 Formulation du problème d’approximation d’hypersurface par sépa-
ration de variables

Les coordonnées optimales des CPs sont déterminées par la résolution du CNLPP
définie à la section 3.3.3. Dans l’optique de réduire les coûts de calculs, [9, 11] propose de
séparer le problème selon ses dimensions d’entrée et de sortie. En se basant sur l’Eq. (3.20),
la formulation récursive de ces problèmes est donnée par :

min
pα

(fobj,α)⇒Pk
α =

(
NT

k Nk

)−1
NT

k Qk−1
α , aveck = 1, · · · ,N. (3.24)

Lors de la première récursion, k = 1, l’array Qk−1
α = Qα est de taille (r1 +1)×·· ·×(rN +1).

Lors des récursions suivantes, la taille de sa dimension k− 1 est réduite de (rk−1 + 1) à
(nk−1 +1) jusqu’à tendre vers sa dimension finale de (n1 +1)×·· ·× (nN−1 +1)× (rN +1),
avec k = N . En même temps, la taille de l’array Pk−1

α est initialisée à (n1 + 1)× (r2 +
1)× ·· ·× (rN + 1). Lors des récursions suivantes, la taille de sa dimension k est réduite
de (rk + 1) à (nk + 1) jusqu’à tendre vers sa dimension finale de (n1 + 1)×·· ·× (nN + 1).
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Quant à la matrice Nk ∈ R(rk+1)×(nk+1) qui rassemblent les polynômes de Bernstein dans
la dimension k, elle est construite via la formule suivante :

N∗
k,ik,jk

= Njk,pk
(ζik

), (3.25)

avec ik = 0, · · · , rk et jk = 0, · · · ,nk. Numériquement, la matrice Nk est construite comme
suit :

Nk =


N0,sk

(ζ0) · · · Nnk+1,sk
(ζ0)

... . . . ...
N0,sk

(ζrk
) · · · Nnk+1,sk

(ζrk
)

 (3.26)

En considérant le terme de lissage, le calcul des coordonnées des CPs de l’Eq. (3.24)
devient :

min
Pα

(fobj,liss,α)⇒Pk
α =

(
NT

k Nk +λEk

)−1
NT

k Qk−1
α , aveck = 1, · · · ,N, (3.27)

avec la matrice Ek construite via :

Ek,ik,jk
=
∫ 1

0

∂2N∗
ik,sk

(ζk)
∂ζ2

k

∂2N∗
jk,sk

(ζk)
∂ζ2

k

dζk (3.28)

où ik, jk = 1, · · · ,nk. A partir de l’Eq. (3.28), le terme λ peut être reformulé par :

λ = max
k

(λk) = max
k

(
||NT

k Nk||
||Ek||

)
. (3.29)

Lors de la formulation du problème d’approximation d’hypersurface par séparation de
variables, non seulement l’évaluation des coordonnées des CPs doit être adaptée, mais
également le calcul du terme de lissage Jα de la fonction objectif de l’Eq. (3.15). Ce terme
initialement exprimé en fonction de E, est décomposé selon :

Jα =
N∑

k=1
||Jα,k||s, (3.30)

où || · ||s est la norme Ls d’une matrice exprimée par ||A||s =
(∑n

i=1
∑m

j=1 A2
i,j

) 1
s avec A

une matrice quelconque. Dans la suite la valeur s = 8 est prise en compte pour le calcul de
la norme Ls. Quant à la matrice de lissage Jα,k ∈R(nk+1)×(nk+1) dans la direction d’entrée
k, elle s’exprime par :

Jα,k = P∗ T
α,kEkP∗

α,k, (3.31)

où P∗
α,k ∈ R(nk+1)×n∗

CP avec n∗
CP =∏N

k∗=1
k∗ ̸=k

(nk∗ + 1). Dans l’Eq. (3.31), la matrice P∗
α,k est
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construite à partir de l’array Pα par :

P ∗
α,k,ik,κ∗

CP
= Pα,k,i1,...,ik,...,iN

(3.32)

avec ik = 0, . . . ,nk et κ∗
CP = 0, . . . ,n∗

CP donné par l’Eq. (3.12) sans considérer les termes de
la dimension k.

Le diagramme présenté dans la Fig. 3.3 illustre la mise en place numérique de cette
formulation selon les étapes suivantes :

1. la base de données Q = {Q1, · · · ,QM} est fournie en entrée du problème, et les comp-
teurs des espaces d’entrée et de sortie sont initialisés à k = 0 et α = 0, respectivement ;

2. l’array Qα,k−1 est défini. Sa taille initiale, i.e., k = 1, est de (r1 +1)×·· ·× (rN +1) ;

3. l’array Pα,k est calculé à partir de l’Eq. (3.24) ou de l’Eq. (3.27) selon si le terme
de lissage est pris en compte. Lors de la première itération, sa dimension est de
(n1 +1)× (r2 +1)×·· ·× (rN +1) ;

4. si le compteur k < N , alors k = k + 1 et la taille (rk + 1) est réduite à (nk + 1). Le
processus recommence de l’étape 3) ;

5. si le compteur k = N , alors l’array Pα,k = Pα de taille (n1 +1)×·· ·×(nN +1). Quant
à l’array Qα,k−1, sa taille finale est de (n1 +1)×·· ·× (nN−1 +1)× (rN +1) ;

6. si le compteur α < M , alors α = α + 1 et la boucle récursive de calcul recommence
depuis l’étape 2) ;

7. si le compteur α = M , alors la totalité des coordonnées des CPs sont calculées et
fournies en sortie de l’algorithme sous la forme P = {P1, · · · ,PM}.

3.4.1.3 Choix de la formulation

Dans une situation où le terme de lissage n’est pas pris en compte, les deux formulations
précédentes sont équivalentes [11]. La différence réside seulement dans la taille des vecteurs
et matrices à manipuler lors de la résolution du CNLPP optimisant les coordonnées des
CPs. Les termes qui ne sont pas pris en compte dans la formulation des matrices Nk par
rapport à la matrice N sont implicitement recalculés lors de la construction récursive de
P.

Néanmoins, la formulation générale du problème d’approximation d’hypersurface et
celle approximée par séparation de variable diffèrent lors de la prise en compte du terme
de lissage. Pour illustrer cet écart et évaluer son impact, considérons le problème sui-
vant :

z = 2acos(θ)2 sin(ϕ)+Φ, (3.33)

avec θ ∈ [0,2π], ϕ ∈ [10,20] et a = 0.8. Il s’agit d’un modèle analytique mathématique qui
décrit une surface évoluant dans un espace cartésien classique, i.e., N = 2 et M = 3. Pour
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Figure 3.3 – Résolution du problème aux moindres carrés pour la détermination des
coordonnées des Control Points via la formulation par séparation des dimensions.

Table 3.1 – Caractéristiques communes aux métamodèles employés pour comparer les
approches globale et par séparation des dimensions.

Variable sk rk nk

θ 3 26 17
ϕ 3 32 21

que le terme de lissage ait un rôle, du bruit est artificiellement introduit via la variable Φ qui
suit une loi uniforme centrée en 0 définie sur l’intervalle U [−0.05,0.05]. Les rapports τk sont
fixés à τk = 2

3 . Afin de comparer les approches globale et par séparation des dimensions, une
surface de réponse est construite pour chaque situation. Leur caractéristiques communes
sont regroupées dans le Tab. 3.1 avec notamment rk le nombre de point cible de la base
d’entraînement dans la direction k et nk le nombre de point de CPs dans la direction
k.

Les indicateurs suivants sont employés pour évaluer les précisions respectives des mé-
tamodèles, par rapport à la base de données d’entraînement lisse, notée Qt,liss :

— le coefficient de détermination linéaire de Poisson R2 est calculé pour chaque dimen-
sion de sortie α par :

R2
α = 1−

nTP∑
i=1

(qα,i−hα (ζ1,i, · · · , ζN,i))2

(qα,i− qα)2 , (3.34)

avec qα la valeur moyenne des TPs dans la direction α ;
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— l’erreur relative moyenne 1 pour chaque sortie α est exprimée par :

εα = 1
nTP

nTP∑
i=1

|qα,i−hα (ζ1,i, · · · , ζN,i)|
|qα,i|

; (3.35)

— la norme L1 entre les métamodèles construits via les formulations globale hα,glob et
par séparation de variables hα,sep s’exprime par :

eM,α = |hα,sep−hα,glob| . (3.36)

La Fig. 3.4a correspond à la base de données initiale générée à partir de l’Eq. (3.33)
sans considérer le bruit introduit par Φ, là où la Fig. 3.4b en tient compte. La Fig. 3.4e
trace les points générés par le premier métamodèle en fonction des points calculés par
le second. Pour finir, les courbes de niveaux de la Fig. 3.4f illustrent les écarts entre les
métamodèles calculés par l’Eq. (3.36).

Afin de minimiser les biais pouvant être introduits par le comportement aléatoire de la
loi uniforme Φ, les métamodèles associés à chaque formulations sont évalués sur 200 bases
de données Qt,liss. Une moyenne des résultats est ensuite faite, avant de les comparer via
les indicateurs ε et R2. Il ressort alors un coefficient moyen R2 de R2

z = 0.998862, pour
la dimension la plus critique, α = z. Cette correspondance peut également être visualisée
sur la Fig. 3.4e. En outre, les erreurs relatives moyennes suivant la composante de sortie
α = z sont de εsep = 0.6 % et εglob = 0.7 %. Compte tenu de ces résultats, nous pouvons
conclure que la formulation globale et par séparation de dimensions fournissent des résul-
tats équivalents. Cependant, dans la mesure où la deuxième formulation nécessite moins
de ressource, elle sera utilisée dans la suite de ce travail.

3.4.2 Optimisation numérique

La résolution du premier CNLPP pour calculer les valeurs optimales des coordonnées
des CPs s’est faite analytiquement. Les deux autres CNLPP pour optimiser respecti-
vement les valeurs non-triviales des vecteur nodaux et les poids n’ont pas de solution
analytique directe. Par conséquent, la résolution de ces derniers se fait via l’application
d’un algorithme au gradient en considérant les gradients analytiques des fonctions objectifs
par rapport à ξ2 et ξ3. Pour ces deux problèmes d’optimisation, parmi les différents al-
gorithmes au gradient disponibles dans les bibliothèques Python, deux stratégies peuvent
être utilisées : l’algorithme GC-MMA [174] et l’algorithme Sequential Least SQuares Pro-
gramming (SLSQP) [100]. Ces deux algorithmes sont assez robustes et peuvent converger
même si le point initial de l’optimisation se trouve dans une zone non faisable du domaine
d’optimisation. Dans ce travail, l’algorithme GC-MMA est préféré parce qu’il montre une

1. La valeur de l’erreur relative moyenne sera systématiquement exprimée en pourcentage pour faciliter
sa lecture.
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Figure 3.4 – Comparaison des métamodèles issus des deux formulations, globale et par
séparation des dimensions, sur un cas analytique bruité.
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Table 3.2 – Paramètres de l’algorithme Globally Convergent Method of Moving Asymp-
totes.

Paramètre Valeur
move 0.1
albefa 0.1

Critère d’arrêt Valeur
Nombre maximal d’évaluation de fobj 10000

Nombre maximal d’itération 100
Tolérance sur fobj 10−8

Tolérance sur les variables optimisées 10−8

Tolérance sur la norme Karush-Kuhn-Tucker 10−6

plus grande robustesse, notamment via les apports de [125], et une meilleure efficacité
lorsque le nombre de variables d’optimisation est élevé 2. Pour tous les cas traités dans ce
travail, les paramètres de l’algorithme GC-MMA sont détaillés dans le Tab. 3.2. Pour plus
de détails sur le développement de l’algorithme GC-MMA, se référer à [129,174].

3.4.2.1 Optimisation des vecteurs nodaux

Cette phase d’optimisation, tout comme la première, se base sur des entités B-spline.
Son rôle est d’optimiser les valeurs non-triviales des vecteurs nodaux qui doivent respec-
ter la contrainte de non-décroissance monotone sur l’intervalle [0,1]. Pour permettre une
optimisation efficace de ces variables, le changement de variable suivant est opéré :

vik
= βik

vik−1 +(1−βik
)vik+1 (3.37)

avec vik
le i-ème nœud non trivial du vecteur nodal dans la direction d’entrée k et βik

∈ [0,1]
la variable de conception considérée pour l’optimisation. Le principal avantage dans ce
changement de variable est le respect intrinsèque de la contrainte de vik

. La mise en place
de ce second processus d’optimisation se fait par le calcul du gradient de la fonction objectif
par rapport aux coefficients βik

contenus dans le vecteur :

ξ2 = {βp1+1, · · · ,βm1−p1−1, · · · ,βik
, · · · ,βpN +1, · · · ,βmN −pN −1}, ξ2 ∈ Rnknot . (3.38)

L’initialisation du vecteur ξ2 se fait via l’Eq. (3.37) en considérant les valeurs initiales des
vecteurs nodaux déterminées par l’algorithme 1, coïncidant avec la densité de répartition
des paramètres uk de la base de données Qt.

2. L’algorithme SLSQP est efficace pour un nombre de variables à optimiser inférieur à 2000.
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Résolution du CNLPP sans lissage
La résolution du CNLPP associé à ξ2, sans prendre en compte le terme de lissage,

revient à minimiser la valeur de la fonction objectif de l’Eq. (3.11) :

min
ξ2

(fobj)⇒
∂fobj
∂ξ2,j

= 0, avec j = 0, . . . ,nknot. (3.39)

La résolution de cette équation ne comportant pas de solution analytique explicite, l’emploi
d’un algorithme au gradient est nécessaire. Il permet, par itérations successives, d’appro-
cher la solution du problème de l’Eq. (3.39). Le calcul du gradient de fobj par rapport au
coefficient βil

est donnée par :

∂fobj
∂βil

=
M∑

α=1

(
nTP∑
i=1

2(hα(ζ1,i, · · · , ζN,i)− qi,α) ∂hα

∂vil

(vil−1−vil+1)
)

, (3.40)

ou en utilisant une notation compacte :

∂fobj
∂βil

=
M∑

α=1
2(Npα−qα)T ∂hα

∂vil

(vil−1−vil+1) , (3.41)

avec hα = Npα. Le terme critique de cette expression est ∂hα

∂vil

, exprimé par :

∂hα

∂vil

= ∂N
∂vil

pα +N∂pα

∂vil

. (3.42)

Le calcul du terme ∂N
∂vil

correspond à l’évaluation de la dérivée partielle des fonctions de
bases de l’entité B-spline par rapport à une composante non-triviale des vecteurs nodaux :
l’algorithme, basé sur la méthode du knot insertion pour réaliser cette opération est dispo-
nible dans [139]. Dans [139], on peut également retrouver l’expression de ∂N

∂vil

pα complète,
correspondant à la dérivée partielle d’une entité B-spline par rapport à une composante
non-triviale du vecteur nodal. Quant au terme ∂pα

∂vil

, il s’exprime à partir de l’Eq. (3.20)
par :

Npα−qα = 0 =⇒∂Npα

∂vil

= ∂qα

∂vil

,

⇐⇒ ∂N
∂vil

pα +N∂pα

∂vil

= 0,

⇐⇒ ∂N
∂vil

pα =−N∂pα

∂vil

,

⇐⇒∂pα

∂vil

=−
(
NTN

)−1
NT ∂N

∂vil

pα.

(3.43)
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Ainsi, dans le cas de la formulation globale, l’Eq. (3.42) est reformulée et résolue directe-
ment par :

∂hα

∂vil

=
(

I−N
(
NTN

)−1
NT

)
∂N
∂vil

pα. (3.44)

Dans le cas de la formulation par séparation de variables, le terme N∂pα

∂vil

de l’Eq. (3.42)
est calculé via deux analogies successives :

— la formulation matricielle d’une hypersurface B-spline est hα = NPα. Ainsi, le cal-
cule de N∂pα

∂vil

est assimilé au calcul d’une hypersurface B-spline en remplaçant les

coordonnées Pα par ∂Pα

∂vil

. Le passage de ∂pα

∂vil

à ∂Pα

∂vil

se fait via l’Eq. (3.12) de
l’indice linéaire ;

— la seconde analogie permet d’assimiler le terme ∂N
∂vil

pα à Qα. Ainsi, le calcul de(
NTN

)−1
NT ∂N

∂vil

pα de l’Eq. (3.43) est fait en considérant l’Eq. (3.24) et l’Eq. (3.12)
de l’indice linéaire.

Comparaison des formulations dans l’évaluation du gradient
de la fonction objectif par rapport aux valeurs non triviales
des vecteurs nodaux

Pour évaluer l’impact des deux analogies nécessaires dans l’évaluation du gradient de
la fonction objectif via la formulation par séparation des variables, l’exemple précédent
est repris sans considérer de bruit artificiel. Ainsi, sa formulation est donnée par :

z = 2acos(θ)2 sin(ϕ). (3.45)

Les paramètres des métamodèles sont également redéfinis et renseignés dans le Tab. 3.3.
Les erreurs relatives entre les gradients évalués par les deux formulations sont renseignées
dans le Tab. 3.4. On peut remarquer que cette différence ne dépasse pas 3 %. De plus, le
temps total d’évaluation de ces neuf gradients est d’environ 30 min avec la formulation
globale contre moins de 1 s avec la seconde formulation. Pour le reste de ce travail, la for-
mulation par séparation de variables sera également considérée pour le calcul des gradients
de la fonction objectif.

Manuscrit de thèse page 105



Chapitre 3.

Table 3.3 – Caractéristiques communes aux métamodèles employés pour comparer les
approches globale et par séparation des dimensions dans le calcul du gradient de la fonciton
objectif par rapport aux valeurs non triviales des vecteurs nodaux.

Variables sk rk nk

θ 3 12 8
ϕ 3 11 7

Table 3.4 – Erreur relative entre les gradients calculés par les deux formulations, pour
l’étape de l’optimisation l = 0.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

εsep,glob [%] 0.09 0.07 2.8 0.08 0.09 0.05 0.20 0.20 0.30

Résolution du CNLPP avec lissage
La résolution du CNLPP associé à ξ2, en prenant en compte le terme de lissage,

revient à minimiser la valeur de la fonction objectif de l’Eq. (3.15) :

∂fobj,liss
∂βil

=
M∑

α=1
2(Npα−qα)T ∂hα

∂vil

(vil−1−vil+1)+λ
∂Jα

∂βil

, (3.46)

Les deux termes complexes de cette expression sont ∂hα

∂vil

et ∂Jα

∂βil

. La formulation du

premier est décrite dans la section précédente à la différence du terme N∂pα

∂vil

qui est

recalculé à partir de l’Eq. (3.23) :

(
NTN+λE

)
pα = NTqα⇔

∂

∂vil

((
NTN+λE

)
pα

)
= ∂

∂vil

(
NTqα

)
,

⇔ ∂

∂vil

(
NTN+λE

)
pα +

(
NTN+λE

) ∂pα

∂vjl

= ∂NT

∂vjl

qα,

⇔ ∂pα

∂vil

=
(
NTN+λE

)−1
(a−b) ,

(3.47)

avec a = ∂NT

∂vil

qα et b = ∂

∂vil

(
NTN+λE

)
pα. En considérant le formalisme de l’Eq. (3.27),

le terme de droite de l’Eq. 3.47 devient dans la formulation par séparation de variables :

(
NTN+λE

)−1
(a−b) =⇒

(
NT

k Nk +λkEk

)−1
(ak−bk) . (3.48)

De nouveau, par analogie avec l’Eq. (3.27) et en considérant l’Eq. (3.12) des indices li-
néaires, il est possible de calculer le terme ∂pα

∂vil
en remplaçant NT

k Qk−1
α par (ak−bk) et

Pα par ∂pα

∂vil
. Le terme ak est calculé par ak = ∂NT

k

∂vil

Qk−1
α par analogie avec ∂N

∂vil

pα et
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l’algorithme du knot insertion de [139]. Quant au terme bk = ∂
∂vil

(
NT

k Nk +λkEk

)
Pk−1

α ,
il s’exprime par :

∂

∂vil

(
NT

k Nk +λkEk

)
Pk−1

α =
(

∂NT
k Nk

∂vil

+λk
∂Ek

∂vil

)
Pk−1

α , (3.49)

avec
∂NT

k Nk

∂vil

= ∂NT
k

∂vil

Nk +NT
k

∂Nk

∂vil

= 2NT
k

∂N
∂vil

, (3.50)

et
∂Ek

∂vil

=
∫ 1

0
2 ∂

∂vil

(
∂2Nk

∂ζ2
k

)
∂2Nk

∂ζ2
k

dζk. (3.51)

La dérivée seconde par rapport au paramètre adimensionné ζk des polynômes de Bern-
stein regroupés dans la matrice N se retrouve dans [24, 138]. Cette dérivée correspond
à celle d’une courbe dans la mesure où on considère la formulation par séparation des
dimensions.

Pour finir, le gradient du terme de lissage par rapport à un coefficient βil
, en considérant

la formulation par séparation de dimensions, s’exprime par :

∂Jα

∂βil

=
N∑

k=1

∂Jα

∂||Jα,k||s
∂||Jα,k||s

∂βil

(3.52)

avec ∂Jα

∂||Jα,k||s
= 1 et ∂||Jα,k||s

∂βil

exprimé par :

∂||Jα,k||s
∂βil

= (vil−1−vil+1)(||Jα,k||s)1−s
n∗

CP∑
κ∗

CP,1=0

n∗
CP∑

κ∗
CP,2=0

Js−1
α,k,κCP,1∗,κ∗

CP,2

∂Jα,k,κCP,1∗,κ∗
CP,2

∂vil

,

(3.53)

où n∗
CP =∏N

k∗=1
k∗ ̸=k

(nk∗ +1). Le terme
∂Jα,k,κCP,1∗,κ∗

CP,2
∂vil

dérive directement de ∂Jα,k

∂βil

de l’Eq. (3.31) :

∂Jα,k

∂vil

=
∂P∗ T

α,kEkP∗
α,k

∂vil

= 2P∗ T
α,kEk

∂P∗
α,k

∂vil

+P∗ T
α,k

∂Ek

∂vil

P∗ T
α,k,

(3.54)

avec ∂Ek
∂vil

exprimé par l’Eq. (3.51).
La mise en place de cette procédure d’optimisation séquentielle est représentée schéma-

tiquement dans la Fig. 3.5. Les coordonnées des CPs étant dépendantes des composantes
des vecteurs nodales vk d’après l’Eq. (3.24), elles sont recalculées à chaque itération de l’al-
gorithme au gradient. Les étapes de ce diagramme de flux sont décrites ci-dessous :

1. évaluation des vecteurs nodaux initiaux comme entrée de l’algorithme d’optimisation
et, par conséquent, initialisation de ξ2. Ces vecteurs sont initialisés uniformes ou
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Oui

Non   Convergence
de      ou           ?
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5.

Valeurs optimales
des vecteurs nodaux     

Figure 3.5 – Diagramme de flux de la procédure d’optimisation de la fonction objectif
par rapport aux composantes non-triviales des vecteurs nodaux.

coïncidants avec la répartition de la base de données via l’algorithme 1 ;

2. calcul des valeurs non-triviales des vecteurs nodaux à partir des coefficients βil
et de

l’Eq. (3.37). Calcul des coordonnées des CPs en fonction des valeurs mises à jour des
vecteur nodaux et de l’Eq. (3.24) ou de l’Eq. (3.27) si le lissage est pris en compte ;

3. calcul de fobj ou de fobj,liss si le terme de lissage est pris en compte ;

4. si la valeur de fobj, ou de fobj,liss, n’a pas convergé vers un minimum local, mise à
jour des coefficients βil+1 ;

5. sortie de l’algorithme d’optimisation avec les valeurs non-triviales des vecteurs no-
daux optimisées ainsi que les coordonnées des CPs associées.

3.4.2.2 Optimisation des poids

La dernière phase d’optimisation de la Fig. 3.1 correspond à l’optimisation des poids
associés aux coordonnées des CPs. Cette optimisation diffère des précédentes principa-
lement parce qu’elle se base sur une hypersurface NURBS. Qualitativement, il s’agit de
modifier l’importance de certains CPs en manipulant l’impact des polynômes de Bernstein
du support local associé, défini par l’Eq. (3.7). Les variables à optimiser sont contenues
dans le vecteur :

ξ3 = {ω0,··· ,0, · · · ,ωi1,··· ,iN , · · ·ωn1,··· ,nN }, ξ3 ∈ RnCP , (3.55)

dont les valeurs sont initialisées comme étant toutes égales ou selon des règles empiriques
présentées en partie dans [9] et énoncées dans [178]. En outre, ces poids sont contraints
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par l’inégalité ωi1,··· ,iN > 0, considérée indirectement dans la définition de leurs bornes de
variations. Ces dernières sont fixées à ωLB = 1 pour la borne inférieure et à ωUB = 10 pour
la borne supérieure.

La résolution du problème CNLPP associé à ξ3 revient également à minimiser la valeur
de la fonction objectif de l’Eq. (3.13) par :

min
ξ3

(fobj)⇒
∂fobj
∂ξ3

= 0. (3.56)

La résolution de cette équation ne comportant pas de solution analytique explicite, l’emploi
d’un algorithme au gradient est nécessaire. Il permet d’approcher la solution du problème
de l’Eq. (3.56) par itérations successives via le calcul du gradient de fobj dans la direction
de sortie α :

∂fobj,α
∂ωi1,··· ,iN

=
(

∂

∂ωi1,··· ,iN l

(Npα−qα)T (Npα−qα)
)

= 2(Npα−qα)T ∂hα

∂ωi1,··· ,iN

(3.57)

avec

∂hα,j

∂ω
(l)
i1,··· ,iN

= Ni1,s1(ζ1,j)×·· ·×NiN ,sN (ζN,j)
W

[
pα

i1,...,iN
diag(InTP)1−Npα

]
(3.58)

où InTP ∈ RnTP×nTP est la matrice identité de taille nTP et sa diagonale représente un
vecteur de longueur nTP dont les valeurs sont égales à l’unité et

W =
n1∑

j1=0
· · ·

nN∑
jN =0

Nj1,s1(ζ1,j)×·· ·×NjN ,pN (ζN,j)×ωj1,··· ,jN . (3.59)

La mise en place de cette optimisation suit le diagramme de flux de la Fig. 3.6 dont
les étapes sont énumérées ci-dessous :

1. initialisation de l’algorithme par les valeurs des coordonnées des CPs et des vecteurs
nodaux issus des étapes d’optimisation précédentes ;

2. initialisation des poids à une même valeur commune ;

3. évaluation de la fonction objectif fobj ;

4. si la fonction objectif n’a pas convergé vers un minimum local, calcul des nouvelles
valeurs de ω

(l+1)
i1,··· ,iN

en fonction des valeurs de ω
(l)
i1,··· ,iN

et du gradient de la fonction
objectif par rapport à ω

(l)
i1,··· ,iN

via l’Eq. (3.57) et l’algorithme GC-MMA ;

5. sortie de l’algorithme d’optimisation avec les valeurs des poids ω associées à chaque
CP optimisés, contenus dans le vecteur ξ3.
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Figure 3.6 – Diagramme de flux du fonctionnement de l’algorithme d’optimisation du
métamodèle par rapport aux poids.

Remarque 2 Les coûts de calcul de chacune des étapes d’optimisation vont croissants.
L’optimisation de ξ1 nécessite quelques secondes (1−5 s) là où celle de ξ2 quelques minutes
(10−15 min) et celle de ξ3 quelques heures (2−3 h).

3.5 Application du métamodèle sur des cas analytiques re-
présentatifs

Cette section propose d’illustrer le rôle de chaque étape du processus d’optimisation
présenté dans ce chapitre, sur des cas analytiques représentatifs. Le premier cas test est une
surface fermée générée par l’équation paramétrique d’un cylindre. L’objectif est d’illustrer
le rôle du terme de lissage introduit lors du calcul des CPs. Le second cas test est une fonc-
tion créneau qui illustre l’influence de l’optimisation des valeurs non-triviales des vecteurs
nodaux. Cette fonction est très non-linéaire et se retrouve dans bon nombre de problèmes
physiques. Le dernier cas test correspond à la fonction mathématique de Salomon, repro-
duisant la propagation d’une onde acoustique à la surface d’un fluide. Son expression est
tirée de [150] et est fortement non-linéaire. Ce dernier cas test met en évidence le rôle de
l’optimisation des poids de l’entité NURBS associés aux coordonnées des CPs.

En outre, il est important de faire la distinction entre l’emploi des entités NURBS dans
un contexte de métamodélisation et celui d’un problème de fitting. Dans le premier cas, le
but est de reproduire le comportement du modèle initial en utilisant le moins de ressources
de calcul possible (base de données, temps de calcul, etc.). Une base d’entraînement est
employée pour calibrer le métamodèle et une de contrôle pour mesurer sa précision. Dans
le second cas, l’objectif est que l’hypersurface s’approche au plus juste de l’ensemble des
données disponibles, dans la base d’entraînement. Un phénomène d’overfitting peut alors
apparaître : les données de la base d’entraînement sont parfaitement retrouvées mais le
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Table 3.5 – Caractéristiques des métamodèles employés pour reproduire la forme du
cylindre bruitée.

Variable sk rk nk

z 3 20 16
θ 3 50 40

comportement de l’hypersurface en dehors de ces points est erroné. Tout le travail consiste
alors à calibrer au mieux les variables entières du métamodèle et à utiliser intelligemment
et efficacement le processus d’optimisation, tout en évitant l’overfitting.
Remarque 3 Les valeurs des fonctions objectifs fournies dans la suite sont dé-normées
par rapport à leurs expressions initiales.

3.5.1 Influence du lissage sur les points de contrôle

Un cylindre est une surface fermée, évoluant dans un espace euclidien. Ce modèle
mathématique MIMO est caractérisé par N = 2 variables d’entrée, θ et z, et M = 3
variables de sortie, x, y et z. Du bruit est introduit artificiellement sur les sortie x et y

pour mettre en évidence l’efficacité du terme de lissage. La formulation du cylindre est
alors donnée par : 

x = Rcos(θ)+Φ,

y = R sin(θ)+Φ,

z = z,

avecθ ∈ [0,2π] , (3.60)

avec Φ une variable aléatoire évoluant selon une loi uniforme centrée en 0 définie sur
U [−0.05;0.05]. Deux métamodèles, avec et sans terme de lissage, sont générés en considé-
rant seulement la première étape du processus, et illustrés respectivement par les Figs. 3.7c
et 3.7d. Leurs caractéristiques communes sont regroupées dans le Tab. 3.5. Pour déduire
le nombre de CPs par rapport aux TPs, le ratio τ = 2

3 est employé [38]. Quant aux valeurs
non-triviales des vecteurs nodaux, dans la mesure où les variables d’entrée sont connues et
réparties uniformément sur leur ensemble de variation respectif, ils sont initialisés comme
uniformes.

La Fig. 3.7a représente la surface initiale contenue dans la base de données Qt et la
Fig. 3.7b son équivalent bruitée. La particularité de ce dernier est que les TPs pour θ = 0
sont définis égaux aux TPs pour θ = 2π : tout en ayant du bruit numérique, la surface
reste une surface fermée.

La Fig. 3.8 trace la totalité des valeurs des TPs de la base de données en fonction de la
totalité des valeurs calculées aux mêmes coordonnées par les métamodèles, en rouge avec
le terme de lissage, sinon en vert. La droite y = x est tracée en noir comme référence. On
remarque que les valeurs générées par le second modèle sont plus proches de la courbe de
référence que celles évaluées par le premier.
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(a) Base de données initiale.
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(b) Base de données bruitée.
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(c) Métamodèle initial. Erreur relative avec la base
de données lisse : µini = 2.73 %.

−1.0 −0.5
0.0

0.5
1.0 −1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

0

1

2

3

4

5

(d) Métamodèle lissé. Erreur relative avec la base de
données lisse : µini = 1.51 %.

Figure 3.7 – Illustration de l’effet du terme de lissage sur le comportement du métamo-
dèle. En (a) la surface initiale, en (b) la surface comportant du bruit parasite, en (c) la
surface générée par le métamodèle non lissé et en (d) la surface générée par le métamodèle
incluant le terme de lissage.
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Figure 3.8 – Graphique représentant les Target Points de la base de données lisse en
fonction des Target Points évalués par le métamodèle initial en rouge et lissé en vert.

D’un point de vue quantitatif, les coefficients R2 du second métamodèle évalués par
rapport à Qt,liss sont plus élevés en moyenne de 4.00 % par rapport à ceux du premier
métamodèle. Quant aux erreurs relatives moyennes, elles sont de ε = 2.73 % pour le cas
sans lissage et de εliss = 1.51 % pour le cas lissé.

3.5.2 Influence de l’optimisation des vecteurs nodaux et overfitting

3.5.2.1 Optimisation des vecteurs nodaux

La modélisation de certains phénomènes physiques requiert de reproduire le compor-
tement non-linéaire d’une fonction créneau. On peut retrouver cette situation dans l’étude
de la propagation d’une onde acoustique dans le cas de référence du tube à choc de
Sod [166]. On retrouve également ce type de discontinuités lors de la propagation d’un
front de changement de phase lors d’un changement d’état [4]. Mathématiquement, ce
type de non-linéarité peut s’exprimer par :y(x) = ȳ six(t) ∈ [xLB,xUB],

y(x) = 0 sinon.
(3.61)

Pour l’exemple illustré dans la suite, ȳ = 1, xLB = 9, xUB = 18. Ce modèle mathématique
Single-Input-Multiple-Output (SIMO) est caractérisé par N = 1 variable d’entrée, et M = 2
variables de sortie. Les caractéristiques du métamodèle employé sont regroupées dans le
Tab. 3.6, ainsi que les bornes de variations des variables d’optimisation βi. Le degré de pk

est fixé à pk = 3 et le ratio τ est fixé à τ = τk = 2
3 [38]. Quant aux valeurs non-triviales du

vecteur nodal, dans la mesure où les valeurs de la variable d’entrée t ne sont pas connues,
elles sont initialisées via l’algorithme 1 et la méthode Centripetal tirée de [108].

Le résultat de l’optimisation des valeurs non-triviales du vecteur nodal sont représen-
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Table 3.6 – Caractéristiques du métamodèle employé pour reproduire la forme de la
fonction créneau.

Variable sk rk nk βi

t 3 31 20 ]0,1[

0.0 9.0 18.0 27.0
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0.8
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Reference

Initial

Optimise

0.0 0.25 0.5 0.75 1.0

Vecteur nodaux

Figure 3.9 – Métamodèle appliqué à une fonction créneau. La référence de cette fonction
est tracée en pointillés noirs avec les points de la base d’entraînement Qt repérés. En vert,
il s’agit du métamodèle avant optimisation des valeurs non triviales du vecteur nodal, en
rouge après cette optimisation. On peut voir également sur les figures du bas, les vecteurs
nodaux avant et après optimisation.

tées dans la Fig. 3.9. On peut y voir la fonction initiale en pointillés noirs avec les TPs
employés pour l’entraînement du métamodèle. En vert, le métamodèle avant optimisation
des composantes du vecteur nodal et rouge après optimisation. Visuellement, les résultats
sont concluants : l’optimisation permet au métamodèle de se rapprocher des TPs de la
base de données d’entraînement, repérés par les marqueurs. La répartition des valeurs
non-triviales des vecteurs nodaux avant et après l’optimisation est également représentée
en dessous. Les évolutions des indicateurs sont données par le Tab. 3.7. On peut constater
que les coefficients R2 tendent vers 1 après optimisation et les erreurs relatives moyennes
vers 0.

Table 3.7 – Évolution des coefficients fobj, R2 et ε du métamodèle reproduisant la forme
de la fonction créneau.

Variable
fobj R2 ε [%]

ξ1 ξ2 ξ1 ξ2 ξ1 ξ2

x
0.2611 1.67×10−7

0.9999 1.000 0.5983 1.92 × 10−3

y 0.9359 0.9999 4.2188 8.3708 × 10−3

En considérant ces observations, on peut conclure que le meilleur moyen d’approximer
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(a) Sans prise en compte du lissage.
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(b) Avec prise en compte du lissage

Figure 3.10 – Métamodèle appliqué à une fonction créneau. La référence de cette fonction
est tracée en pointillés noirs avec les points de la base d’entraînement Qt repérés. En vert,
il s’agit du métamodèle avant optimisation des valeurs non triviales du vecteur nodal, en
rouge après cette optimisation.

cette fonction serait d’utiliser une entité B-spline de degré pk = 1 avec six CPs dont le calcul
se fait « manuellement » : P : [(xmin,0),(xLB,0),(xLB,ȳ),(xUB, ȳ),(xUB,0),(xmax,0)].

3.5.2.2 Réduction du phénomène d’overfitting

En considérant le même problème que pour la section précédente, deux nouveaux
métamodèles sont construits, un en considérant le terme de lissage Jα, l’autre non. Leurs
caractéristiques sont identiques au cas précédent (cf. Tab. 3.6) mais le nombre de CPs est
donnée par : nk = rk−1. Le but est d’illustrer le rôle du terme de lissage dans la réduction
du phénomène d’overfitting.

La Fig. 3.10 montre les résultats fournis par les deux métamodèles et le Tab. 3.8 ras-
semble les résultats numériques. On peut voir sur la Fig. 3.10a une situation d’overfitting
manifeste, bien que les indicateurs d’erreur entre le métamodèle sans terme de lissage et
sa base d’entraînement soient quasiment parfaits : R2 = 1.0000. Quant à la Fig. 3.10b
elle illustre l’impact du terme de lissage sur le comportement du métamodèle : les fortes
oscillations présentes dans la première situation sont complètement absorbées bien que les
valeurs des indicateurs soient moins bonnes. Dans des cas similaires, il sera alors préfé-
rable d’avoir une moins bonne approximation de la base de données d’entraînement plutôt
qu’être en présence d’un phénomène d’overfitting.

3.5.3 Influence de l’optimisation du poids

La fonction de propagation d’onde acoustique à la surface d’un fluide, ou fonction
Drop-Wave en anglais, aussi connue sous le nom de fonction de Salomon [150], est une
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Table 3.8 – Évolution des coefficients fobj, R2 et ε pour les métamodèles avec et sans
terme de lissage.

Variable fobj R2
α εα [%]

ξ1 ξ2 ξ1 ξ2 ξ1 ξ2

Sans lissage x 4.95 × 10−4 3.54 × 10−7 0.9999 1.000 0.0150 0.0001
y 1.000 1.000 0.0000 0.0000

Avec lissage x 0.35 0.27 0.9999 0.9996 0.2305 1.3134
y 0.9711 0.9415 1.8708 2.5580

fonction fortement non-linéaire, en deux dimensions, donnée par :

u(x1,x2) = 1− cos
(

2π
√

x2
1 +x2

2

)
+0.1

√
x2

1 +x2
2, (3.62)

avec (x1,x2) ∈ U [−10,10] les coordonnées de l’espace des entrées. Le problème est caracté-
risé par N = 2 variables d’entrée et M = 1 variable de sortie. Le nombre total de TPs est
nTP = (r1 +1)(r2 +1) = 2916, et le degré du polynôme de Bernstein est fixé à sk = 2 pour
chacune des deux directions d’entrée k = 1,2. Pour souligner l’importance du nombre de
CPs sur la précision du résultat, deux métamodèles sont évalués : le premier avec un ratio
τ égal à τ = 2

3 [38] et un second avec un rapport τ = 4
5 . Les variables de conception du

métamodèle ainsi que les bornes de variation des variables d’optimisation βi et ωi1,··· ,iN ,
sont renseignées dans le Tab. 3.9.

Table 3.9 – Caractéristiques des métamodèles employés pour la fonction Drop-Wave.

Variable sk rk nk βi ωi1,··· ,iN

M 1 (x1,x2) 2 53 43 ]0,1[ [1,10]
M 2 (x1,x2) 2 53 47 ]0,1[ [1,10]

Le Tab. 3.10 contient les valeurs des différents indicateurs de précision du métamodèle.
La Fig. 3.11 représente les écarts eM,α de l’Eq. (3.36), entre les différents métamodèles à
chaque étape de leur optimisation respective et la base Qt. Pour finir, la Fig. 3.12, trace
les valeurs calculées par le métamodèle en fonction des données de la base de données en
considérant les trois phases de l’optimisation respectivement en bleu, vert et rouge.

Table 3.10 – Évolution des coefficients fobj, R2 et ε, en fonction de l’étape d’optimisation
et du nombre de CPs considéré.

M
fobj R2

1 ε1 [%]

ξ1 ξ2 ξ3 ξ1 ξ2 ξ3 ξ1 ξ2 ξ3

1 181.28 117.54 76.60 0.8799 0.9253 0.9525 16.06 11.34 9.27
2 82.38 16.55 4.99 0.9488 0.9901 0.9970 8.62 4.07 2.45

Les Fig. 3.11 et Fig. 3.12 montrent que les métamodèles deviennent de plus en plus
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Figure 3.11 – Évolution des écarts entre les données fournies par les métamodèles et
celles de la base de données d’entraînement en fonction des étapes d’optimisation.

précis au fur et à mesure que leurs variables de conception sont optimisées par rapport
à la base d’entraînement Qt. En outre, les résultats sont meilleurs pour une valeur de τ

plus élevée. Ce cas test met en évidence le rôle et l’efficacité de la stratégie d’optimisation.
Néanmoins, nous verrons dans le chapitre suivant que lorsque le métamodèle est utilisé
en tant que tel et non pas dans un environnement de fitting, i.e., avec un contrôle de sa
précision via une base de contrôle Qc différente de celle d’entraînement Qt, les observations
seront contradictoires.

3.6 Conclusion
Ce chapitre a permis d’expliciter la procédure de génération du métamodèle basé sur

des hypersurfaces NURBS comme solution d’un problème d’optimisation. Après avoir
rappelé la formulation générale des entités NURBS puis du cas particulier des B-splines,
la stratégie d’optimisation en trois étapes a été définie. Elle vise à optimiser les variables
de conception continues des entités NURBS pour obtenir un métamodèle précis tout
en restant raisonnable sur la quantité de données nécessaire à son fonctionnement. Le
métamodèle a ensuite été appliqué sur des cas analytiques à titre d’illustration.

Les avantages apportés par ces optimisations successives sont nombreux. La détermi-
nation des coordonnées des CPs par résolution du CNLPP associé permet de respecter
la densité de répartition des TPs. De plus, l’ajout du terme de lissage permet de réduire
l’effet de non-linéarités parasites de la base de données sur le métamodèle ainsi que le
phénomène d’overfitting. L’optimisation des vecteurs nodaux permet de pleinement tirer
avantage de la propriété de support local des hypersurfaces NURBS. Comme on peut le
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(a) Valeurs calculées par le métamodèle M 1 en
fonction des données de la base de données

d’entraînement.

(b) Valeurs calculées par le métamodèle M 2 en
fonction des données de la base de données

d’entraînement.

Figure 3.12 – Évolution de la précision des métamodèles en fonction de leur étape d’op-
timisation.

voir sur le cas test de la fonction créneau dans la section 3.5.2, les valeurs non-triviales des
vecteurs nodaux vont être réorganisées pour apporter de la maniabilité à l’entité NURBS
dans les zones de non-linéarités.

Pour finir, l’optimisation des poids permet d’intervenir sur l’hypersurface sans modifier
les autres grandeurs déjà optimisées. Ainsi, une fois les CPs fixés, leur poids est modifié
pour leur donner plus ou moins d’importance. Les résolutions approchées numériques des
deux derniers CNLPP sont mises en place via l’algorithme au gradient employant la
méthode GC-MMA. Cette méthode est robuste et permet notamment de considérer un
grand nombre de variables d’optimisation.

Grâce à la mise en place de cette procédure d’optimisation, l’utilisateur est abjecte
de calibration des variables continues du métamodèle. Ainsi, il peut se concentrer sur
la définition du problème à traiter et appliquer la bonne calibration au métamodèle de
manière objective. Le chapitre 4 qui suit, propose l’application de ce métamodèle sur dif-
férentes configurations, allant d’un modèle relativement linéaire à un problème fortement
non-linéaire et d’un problème à faibles dimensions à un problème à grandes dimensions.
Les avantages et inconvénients de cette stratégie seront alors mis en évidence, notamment
par le biais du contrôle de la précision du métamodèle sur une base de données Qc, et par
la comparaison des temps de simulation du modèle initial et du métamodèle.
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Chapitre 4.

RÉSUMÉ DU CHAPITRE

Ce chapitre propose de mettre en application la méthode de génération d’un méta-
modèle basé sur les hypersurfaces Non-Uniform Rational Basis-Spline (NURBS). La pre-
mière partie traite des cas physiques analytiques faiblement non-linéaires à fortement non-
linéaires. Le but est de démontrer les capacités de la méthode à la résolution d’une grande
variété de problèmes en mécaniques et en physique, en présence de singularités, soit géo-
métriques, soit liées à l’inclusion de phénomènes non-linéaires. Le métamodèle est ensuite
appliqué à des problèmes de mécanique simulés à l’aide de la méthode aux Éléments Fi-
nis (EF). L’objectif est de montrer les capacités du métamodèle à traiter des systèmes de
grande dimension et à grand nombre de degrés de liberté tout en restituant correctement
les singularités locales. Enfin, le niveau de précision et les temps de simulation des modèles
haute-fidélités et des métamodèles associés seront comparés.
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4.1 Introduction

4.1 Introduction
La procédure de génération d’un métamodèle basé sur les hypersurfaces NURBS

comme solution d’un problème d’optimisation sous contraintes a été présentée au cha-
pitre 3. Pour rappel, la procédure se déroule en trois étapes :

— optimisation des coordonnées des CPs, stockées dans un vecteur ξ1 ;

— optimisation des valeurs non triviales des vecteurs nodaux, stockées dans un vecteur
ξ2 ;

— optimisation des poids associés aux CPs, stockés dans un vecteur ξ3.

Ce chapitre propose à présent d’utiliser la méthode pour illustrer le large spectre pos-
sible d’applications. Le but est de mettre en évidence la possibilité de retrouver les détails
d’un modèle avec une très bonne finesse de résolution ainsi que sa rapidité d’emploi.

Dans la première partie, section 4.2, les applications admettent des solutions analy-
tiques, y compris en présence de singularités. L’objectif est de montrer la polyvalence du
métamodèle à traiter des non-linéarités. Le premier cas étudié correspond à la solution
de l’équation de Poisson en deux dimensions [34], qui est un cas faiblement non-linéaire.
L’étude suivante porte sur un système non-linéaire oscillant : le mouvement temporel d’une
masse sans glissement, reliée à un support par deux ressorts et un amortisseur [23,132,147].
Une première version du problème consiste à reproduire les amplitudes maximales atteintes
par le modèle initial via le métamodèle. La seconde version consiste à reproduire le com-
portement temporel de l’oscillateur via le métamodèle. Le dernier cas analytique traité
correspond à l’équation de Salomon [150] employée au chapitre 3 pour illustrer le rôle de
chaque étape du processus d’optimisation générant le métamodèle. Cette fonction repré-
sente la propagation d’une onde de choc à la surface d’un fluide : son comportement est
très fortement non-linéaire.

Dans la seconde partie, les applications visées ont un grand nombre de degrés de liberté.
Les données d’entrée de ces problèmes sont numériques, obtenues avec une résolution
numérique en passant par la méthode aux EF. Ces modèles étant coûteux à mettre en
place, la quantité de données disponibles est faible. Le premier correspond à l’étude du
champ de déplacement d’une plaque pleine en flexion en prenant en compte les non-
linéarités géométriques et du matériau. Il s’agit d’un cas faiblement non-linéaire. Le second
problème est l’étude du champ de déplacement d’une plaque percée en flexion. Il s’agit
de la même situation que le cas précédent mais avec une singularité géométrique pouvant
être traitée de différentes façons. Le dernier cas d’étude propose d’appliquer la méthode de
métamodélisation sur le modèle numérique haute-fidélité EF d’un panneau raidi soumis à
un chargement axial [9,129,180]. L’objectif est d’étudier la charge critique de flambement
et le comportement post-flambement du panneau.

Dans ce chapitre, la précision des métamodèles est évaluée sur une base de données
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de contrôle Qc, différente de la base de données d’entraînement Qt, au travers de quatre
indicateurs, pour chaque sortie α, α = 1, . . . ,M :

— la valeur de la fonction objectif, avec ou sans terme de lissage, qui transcrit l’efficacité
du processus d’optimisation (voir chapitre 3) ;

— le coefficient R2
α, qui un indicateur global calculé pour chaque dimension de sortie α

par :

R2
α = 1−

nTP∑
i=1

(qα,i−hα (ζ1,i, · · · , ζN,i))2

(qα,i− qα)2 , (4.1)

avec qα,i les coordonnées des TPs, hα (ζ1,i, · · · , ζN,i) les valeurs évaluées par le méta-
modèles aux mêmes coordonnées paramétriques (ζ1,i, · · · , ζN,i) et qα la valeur moyenne
des TPs de la base Qc ;

— l’erreur relative 1 moyenne εα, qui un indicateur global exprimée par :

εα = 1
nTP

nTP∑
i=1

|qα,i−hα (ζ1,i, · · · , ζN,i)|
|qα,i|

; (4.2)

— la norme L1 appliquée à chaque TPs, qui un indicateur local exprimée par :

eMα = |hα,sep−hα,glob| . (4.3)

4.2 Cas analytiques physiques non-linéaires

4.2.1 Équation de Poisson

Comme illustré dans la Fig. 4.1, les cas d’application traités dans cette première section
visent à évaluer la capacité du métamodèle, basé sur les entités NURBS, à traiter des
problèmes non-linéaires. Le premier cas test est faiblement non-linéaire.

Amplitude
oscillateur

Linéaire Non-linéaire

Déplacement
oscillateur

Fonction de
Salomon

Equation
de Poisson

1 2 3 4

Figure 4.1 – Premier cas d’application analytique : équation de Poisson.

4.2.1.1 Description du problème

Le problème de Poisson, tiré de [34], est représentatif des problèmes de propagation
des champs de température, i.e., l’équation de la chaleur [95]. Dans sa version la plus

1. La valeur de l’erreur relative moyenne sera systématiquement exprimée en pourcentage pour faciliter
sa lecture.
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Figure 4.2 – Iso-valeurs de u(x,y) représentant la solution analytique du problème de
Poisson bidimensionnel exprimée par l’Eq. (4.5).

simple, il est réduit sur un domaine à deux dimensions, avec un terme source constant
et unitaire. Initialement, ce problème est employé par [34], pour mettre en évidence les
principales caractéristiques de la méthode de réduction de modèle PGD. Plus précisément,
ce problème simplifié présente l’efficacité de la méthode PGD à reconstruire une solution
inconnue a priori. Ici, son comportement faiblement non-linéaire fait un bon premier cas
d’application de faible difficulté, pour évaluer l’efficacité de la méthode basée sur les entités
NURBS à reproduire un comportement régulier, seulement à partir de points de données,
i.e., via l’emploi de la méthode Centripetal (voir chapitre 3 et [108]). Les conditions aux
limites considérées sont les conditions de Dirichlet. L’équation de Poisson s’exprime alors
par :

∆u(x,y) = f(x,y), (4.4)

avec ∆u(x,y) le Laplacien de la fonction inconnue u(x,y) et f(x,y) = 1 le terme source.
Les intervalles de variation des deux variables d’entrée sont considérés comme uniformes :
x∈U [0,2] et y ∈U [0,1]. La solution exacte de l’Eq. (4.4), tirée de [34], s’exprime par :

uexact(x,y) =
∑

n,m,odd

64
π4 (4n2 +m2) sin

(
mπx

2

)
sin(nπy) , (4.5)

avec n et m les degrés d’enrichissement de la solution fixés à n = m = 50 dans [34]. La
Fig. 4.2 illustre cette solution.

4.2.1.2 Caractéristiques et solution du métamodèle

Le problème traité possède N = 2 variables d’entrée, (x,y), et M = 1 sortie, u. Pour
étudier l’efficacité du métamodèle à reproduire le comportement de l’Eq. 4.5, trois bases
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Table 4.1 – Caractéristiques des métamodèles employés pour reproduire le comportement
de la solution bidimensionnelle de l’équation de Poisson tirée de [34]. Le symbole M est
employé pour Métamodèle.

Variable sk rk nk nTP nCP βi ωi1,··· ,iN

M 1
(x,y) 2

5 4 36 25
]0,1[ ]1,10[M 2 10 9 121 100

M 3 20 19 441 400
Qc (x,y) (140,140) 19600

Table 4.2 – Évolution des coefficients fobj, R2
α et εα, en fonction de l’enrichissement de

la base Qt et de l’étape d’optimisation considérée.

fobj R2
α εα [%]

ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt

M 1 0 0 0 0.9965 0.9965 0.9965 5.3747 5.3747 5.3747
M 2 0 0 0 0.9999 0.9999 0.9999 0.5867 0.5867 0.5867
M 3 0 0 0 1.0000 1.0000 1.0000 0.0984 0.0984 0.0984

de données Qt sont considérées, avec trois enrichissement différents renseignés dans le
Tab. 4.1. On peut aussi y retrouver les caractéristiques des métamodèles, ainsi que les in-
tervalles de variation des variables d’optimisations βi et ωi1,··· ,iN . Les degrés des polynômes
de Bernstein sont fixés à sk = 2 et le rapport τ est défini par nk = rk−1 dans la mesure
où rk + 1 = 5 dans la plus petite base de données Qt (voir conditions sur les dimensions
des vecteurs nodaux dans le chapitre 3). En outre, une base Qc est employée pour évaluer
la justesse des métamodèles avec rk = 140 pour reproduire les conditions de contrôle de
précision du métamodèle de [34].

Le calcul des indicateurs de la qualité des métamodèles est effectué pour chaque étape
du processus de génération. Les valeurs inférieures à 10−16, sont considérées nulles 2. Le
Tab. 4.2 regroupe ces résultats et la Fig. 4.3 illustre la qualité de l’approximation des
différents métamodèles, en traçant les coordonnées des TPs de la base Qc en fonction des
points évalués par les métamodèles aux mêmes coordonnées paramétriques.

On peut remarquer qu’à partir d’une base Qt contenant nTP = 441 TPs, l’erreur rela-
tive est inférieure à ε < 0.1 % et R2 = 1.000, ce qui traduit une bonne approximation. En
considérant seulement nTP = 36, l’erreur relative est de ε≈ 5 % et le coefficient de Poisson
est de R2 = 0.9965. Ces valeurs restent acceptables et permettent d’utiliser un métamodèle
très peu coûteux, constitué de seulement nCP = 25 CPs. Cela correspond également aux
informations fournies dans la Fig. 4.3. En outre, les processus d’optimisation relatifs à
ξ2 et ξ3 sont inefficaces dans cette situation : l’optimisation des CPs est suffisante pour
obtenir un métamodèle ayant une très bonne précision.

2. Le zéro numérique de la librairie numpy de Python est de 2.220446049250313 × 10−16
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Figure 4.3 – Correspondance entre les métamodèles complètement optimisés, respecti-
vement 1, 2 et 3 en bleu, vert et rouge, en fonction des valeurs de la base de données de
contrôle.

4.2.2 Système oscillant non-linéaire

Comme illustré dans la Fig. 4.4, le second cas test porte sur l’étude d’un oscillateur.
Ce second cas test est faiblement non-linéaire car l’étude se focalise uniquement sur les
amplitudes des oscillations.

Amplitude
oscillateur

Linéaire Non-linéaire

Déplacement
oscillateur

Fonction de
Salomon

Equation
de Poisson

1 2 3 4

Figure 4.4 – Deuxième cas d’application analytique : amplitude maximale d’un système
oscillant non-linéaire.

4.2.2.1 Description du problème

Le modèle étudié dans cette section est un oscillateur non-linéaire amorti tiré de [23,
132, 147] et illustré dans la Fig. 4.5. Le but du métamodèle généré dans cette section est
d’approximer les amplitudes maximales d’un charriot fixé à un support par deux ressorts
et un amortisseur soumis à une impulsion de Dirac. Ses positions extrêmes sont calculées
par :

xmax = F0
mω0Λ , (4.6)

avec m la masse du charriot considérée en glissement sans frottement sur son support,
F0 la valeur de l’impulsion à t = 0 s illustrée dans la Fig. 4.5, ω0 =

√
K
m sa pulsation

propre, K = k1 + k2 la raideur totale du système constituée de la somme des raideurs
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des deux ressorts et Λ = c
2m le coefficient d’amortissement global avec c le coefficient

d’amortissement du piston seul. Cette solution analytique permet de construire les bases
de données Qt et Qc.

Le second intérêt de ce problème, outre qu’il soit faiblement non-linéaire, est qu’il
possède un nombre de dimensions d’entrées plus élevé que le cas précédent : N = 5. La
construction des bases de données servant à la génération et au contrôle de la qualité du
métamodèle est soumise au fléau des grandes dimensions, i.e., leur taille croît exponen-
tiellement avec leur dimension N (méthode de remplissage de l’espace des possibles en
grille uniforme pour un bon recouvrement [72]). La quantité de données à stocker est donc
limitée par rk < 10.

Figure 4.5 – A gauche, schéma du dispositif d’oscillation non linéaire inspiré de [23,132,
147], avec à droite, la représentation du terme source.

4.2.2.2 Caractéristiques et solution du métamodèle

Le métamodèle employé pour approximer cette solution est composé de N = 5 dimen-
sions d’entrée, (k1,k2,m,c,F0), et de M = 1 variable de sortie, correspondant à l’amplitude
maximale de l’oscillateur, xmax. Les différentes grandeurs caractéristiques du métamodèle
sont regroupées dans le Tab. 4.3. Les degrés des polynômes de Bernstein sont pris égaux
à sk = 2. La base de données d’entrainement Qt est constituée de rTP = 32768 TPs, avec
rk = 7 pour garder un nombre de données raisonnable à manipuler. Le nombre de CPs
est de nCP = 16807, avec τk = 2

3 . Ainsi, le rapport τ global est de τ = 16807
32768 ≈ 0.51. Cette

valeur est comprise dans l’intervalle de variation
[

1
3 , 2

3

]
définie dans [39], pour un compro-

mis entre précision de résultat, quantité de données à manipuler et minimisation du risque
d’overfitting (phénomène décrit plus en détail à la section 4.3.2 et au chapitre 3).

Les différentes valeurs des indicateurs pour chaque étape du processus de génération
du métamodèle sont regroupées dans le Tab. 4.4. Le processus d’optimisation est efficace
et a permis de minimiser la fonction objectif en la faisant passer de fobj = 2.04× 10−6 à
fobj = 1.54× 10−13. Pour un problème à grandes dimensions, avec peu de données d’en-
traînement, dont le comportement est faiblement non-linéaire, le métamodèle basé sur les
entités NURBS est efficace, avec un coefficient final R2

xmax = 0.9999 et une erreur relative
moyenne finale εxmax = 0.07 %, les deux quantités étant évaluées sur la base de données de
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Table 4.3 – Caractéristiques du métamodèle employé pour reproduire l’amplitude du
système oscillant non-linéaire.

Variable Intervalle sk rk nk nTP nCP βi ωi1,··· ,iN

k1 U [10,30]

2 7 6 32768 16807 ]0,1[ [1,10]
k2 U [0,20]
m U [2,8]
c U [1,4]

F0 U [0.5,1.5]
Qc (8,8,8,8,8) 59049

Table 4.4 – Évolution des coefficients fobj, R2
α et εα, en fonction de l’étape d’optimisation

considérée.

fobj R2
α εα [%]

ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt

1 1.68×10−5 7.55×10−8 0.9999 0.9999 0.9999 0.08 0.07 0.07

contrôle Qc. Dans cette situation le terme de lissage n’a pas été employé dans la mesure
où le comportement du métamodèle était très bon avec le paramétrage choisi.

4.2.3 Système oscillant non-linéaire : évolution temporelle

Comme illustré dans la Fig. 4.6, ce troisième cas test est fortement non-linéaire car il
vise à reproduire la réponse de l’oscillateur dans l’intervalle temporel considéré.

Amplitude
oscillateur

Linéaire Non-linéaire

Déplacement
oscillateur

Fonction de
Salomon

Equation
de Poisson

1 2 3 4

Figure 4.6 – Premier cas d’application analytique : position au cours du temps d’un
système oscillant non-linéaire.

4.2.3.1 Description du problème

Le problème traité dans cette section est le même que celui traité à la section précédente
mais en considérant la réponse dynamique de l’oscillateur et non seulement son amplitude
maximale. L’intérêt de ce cas d’application réside dans son comportement non-linéaire
au cours du temps. Cela implique de considérer un grand nombre de données dans la
direction d’entrée correspondante. Néanmoins, ce problème possède, comme le précédent,
N = 5 dimensions d’entrée (la masse est fixée à m = 1 kg et est remplacée par la variable
temporelle t). La problématique est alors la suivante : le métamodèle peut-il reproduire
les non-linéarités temporelles avec un faible nombre de données ?
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Figure 4.7 – Évolution au cours du temps de la position de la masse pour le jeu de
paramètres suivant : m = 1 kg, k1 = 25 N.m-1, k2 = 15 N.m-1, c = 1 N.m-1.s-1 et F0 = 1 N.
En vert, la position de la masse et en noir son enveloppe d’amortissement.

Le comportement dynamique de ce dispositif est déterminé par la résolution d’une
équation différentielle du second ordre à coefficients constants, donnée par :

ẍ(t)+2Λẋ(t)+ω2
0x(t) = F (t). (4.7)

Le problème est considéré pseudo-périodique (Λ2−ω2
0 < 0) soumis à une impulsion de Dirac

F0, sans déphasage initial, ϕ = 0. La solution de l’Eq. (4.7) est alors exprimée par :

x(t) = xmaxe−ω0ζt sin(wt), (4.8)

avec w = ω0
√

1− ζ2 la pulsion de l’oscillateur. Les bases de données Qt et Qc sont
construites à partir de cette équation analytique. La Fig. 4.7 représente, en vert, la position
de la masse au cours du temps pour le jeu de paramètres suivant : m = 1 kg, k1 = 25 N.m-1,
k2 = 15 N.m-1, c = 1 N.m-1.s-1 et F0 = 1 N, et en noir l’enveloppe de l’amortissement.

4.2.3.2 Caractéristiques et solution du métamodèle

Les différentes grandeurs caractéristiques du métamodèle sont données dans le Tab. 4.5.
Le degré des polynômes de Bernstein sont pris égaux à sk = 3 compte tenu du comporte-
ment non-linéaire du dispositif, illustré par la Fig. 4.7. Le nombre de CPs est déterminé
via le rapport τ en fonction de nk =

(
2
3

) 1
5 rk. Ainsi, le rapport τ est de τ = nCP

rTP
≈ 0.53.

Quant à la base de données de contrôle, elle est constituée de nTP = 126976 TPs.
L’évaluation de l’efficacité des optimisations est faite via la fonction objectif fobj. La

justesse du métamodèle est déterminée par les indicateurs R2
α et εα, les deux quantités

étant évaluées sur la base de contrôle Qc. Le Tab. 4.6 regroupe ces résultats et la Fig. 4.8
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Table 4.5 – Caractéristique du métamodèle pour reproduire le déplacement du système
oscillant non-linéaire.

Variable Intervalle sk rk nk nTP nCP βi ωi1,··· ,iN

k1 U [10,30]

3 7 6 126976 67228 ]0,1[ [1,10]
k2 U [0,20]
c U [1,4]

F0 U [0.5,1.5]
t U [0,4π] 30 27

Qc (8,8,8,8,31) 209952

Table 4.6 – Évolution des coefficients fobj, R2
α et εα, en fonction de l’étape d’optimisation

considérée.

fobj R2
α εα [%]

ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt

1 2.47×10−2 2.37×10−2 0.9890 0.9894 0.9894 3.94 3.66 3.62

illustre la qualité de l’approximation des différents métamodèles, en traçant les TPs de la
base de données de contrôle en fonction des points évalués par le métamodèle aux mêmes
coordonnées paramétriques.

Figure 4.8 – Graphique traçant les coordonnées des TPs de la base de données de
contrôle en fonction des résultats fournis par le second métamodèle du système oscillant
non-linéaire. Le comportement du métamodèle au cours des trois étapes d’optimisation
est représenté par les croix bleues, vertes et rouges respectivement.

Suite à l’analyse de ces résultats, on peut déduire que le métamodèle est capable de re-
produire l’évolution temporelle du système en capturant les non-linéarités avec une bonne
précision. Plus précisément, dès la première étape du processus d’optimisation, les diffé-
rents indicateurs ont des valeurs acceptables. Cependant, la valeur de la fonction de coût
reste encore élevée et une amélioration est encore possible en optimisant la valeur des
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composants des vecteurs nodaux. En effet, à la fin de la seconde étape du processus d’op-
timisation la fonction objectif passe de 1 à 2.47×10−2 ce qui représente une réduction d’un
facteur 100. Comme cela expliqué au chapitre 3, le rôle principal de cette deuxième phase
d’optimisation est de positionner correctement les composantes non-triviales des vecteurs
nodaux afin de capturer correctement les non-linéarités. La dernière étape d’optimisation
portant sur les poids, est quant à elle peu efficace : ses indicateurs de précision sont très
proches de ceux issus de la seconde étape d’optimisation.

4.2.4 Propagation d’une onde à la surface d’un fluide

Comme illustré dans la Fig. 4.9, ce quatrième et dernier cas test analytique est très
fortement non-linéaire, avec une haute fréquence de vibration (impact à la surface d’un
fluide).

Amplitude
oscillateur

Linéaire Non-linéaire

Déplacement
oscillateur

Fonction de
Salomon

Equation
de Poisson

1 2 3 4

Figure 4.9 – Quatrième cas d’application analytique : la fonction de Salomon.

4.2.4.1 Description du problème

Le problème étudié dans cette section correspond à la fonction de Salomon [63, 150]
qui traduit le mouvement de la surface d’un fluide soumis à une impulsion de Dirac en
son centre. Il s’agit de la solution analytique de la propagation d’une onde acoustique de
forte magnitude à la surface d’un fluide, illsutrée par la Fig. 4.10. Initialement employée
dans le domaine de l’optimisation [150] pour sa particularité à posséder un grand nombre
de minimum locaux en plus d’un minimum global, elle peut être étudiée dans le domaine
de la métamodélisation pour son aspect fortement non-linéaire [63]. C’est cette dernière
particularité qui rend intéressant ce cas d’application, dans la mesure où ce comportement
non-linéaire est très important, pouvant être considéré comme du bruit à minimiser dans
d’autres situations.

Cette fonction est étudiée dans la chapitre 3 pour illustrer le rôle de chaque optimi-
sation du processus de génération du métamodèle. Les différents indicateurs R2, ε et EM

sont alors calculés entre le métamodèle et la base de données d’entraînement Qt. Dans
cette nouvelle étude, le but est de reproduire le comportement de la fonction sur des
points différents de sa base d’entraînement. Pour rappel, la fonction de Salomon s’exprime
par :

u(x1,x2) = 1− cos
(

2π
√

x2
1 +x2

2

)
+0.1

√
x2

1 +x2
2, (4.9)
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(a) (b)

Figure 4.10 – Représentation de la propagation de l’onde de choc à la surface d’un fluide,
initiée par une impulsion de Dirac. Les intervalles de variations des deux variables d’entrée
sont définis sur U [−10,10], puis réduits sur U [−5,5] pour une meilleure visualisation.

avec (x1,x2)∈U [−10,10] les coordonnées de l’espace des entrées. La Fig. 4.10 illustre cette
équation avec un diagramme évalué sur le domaine (x1,x2) ∈ U [−10,10] et un autre sur le
domaine (x1,x2) ∈ U [−5,5] pour une meilleure visualisation.

4.2.4.2 Caractéristiques et solution du métamodèle

Le métamodèle employé pour approximer le comportement du problème défini par
l’Eq. (4.9) est composé de N = 2 dimensions d’entrée et de M = 1 dimension de sortie.
Le phénomène d’overfitting apparaît quand le nombre de CPs est proche du nombre de
TPs. Pour le limiter, il est nécessaire d’employer le terme de lissage (voir chapitre 3).
Cependant, ce terme va avoir tendance à lisser les non-linéarités qui, pour ce modèle,
doivent toutes être prises en compte : il ne sera pas pris en compte dans la suite. Les
degrés des polynômes de Bernstein sont alors fixés à sk = 2 et non à sk = 3 pour limiter ce
phénomène. En outre, plusieurs métamodèles sont appliqués sur ce problème pour proposer
de déterminer la meilleure configuration : vaut-il mieux augmenter le nombre de TPs ou
le rapport τ en présence de fortes non-linéarités ? Le Tab. 4.7 rassemble les valeurs des
variables globales des métamodèles étudiés : trois tailles de base Qt et trois rapports τ

sont considérées.
Le Tab. 4.8 regroupe les valeurs des différents indicateurs définis plus haut et les

Figs. 4.11 et 4.12 illustrent la qualité de l’approximation, en traçant les coordonnées des
TPs de la base de données de contrôle en fonction des points évalués par les métamodèles
optimisés, aux mêmes coordonnées paramétriques, en considérant respectivement τ = 2

3
pour les trois bases d’entraînement et rk +1 = 64 pour les trois valeurs de τ étudiées.
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Table 4.7 – Caractéristiques des métamodèles employés pour reproduire le comportement
de l’onde de choc à la surface d’un fluide [150].

Variable sk rk nk τk nTP nCP βi ωi1,··· ,iN

M 1
(x1,x2) 2 53

43
(2

3
)1/2

2916
1936

]0,1[ [1,10]M 2 47
(4

5
)1/2 2304

M 3 52
(52

53
)1/2 2809

M 4
(x1,x2) 2 63

51
(2

3
)1/2

4096
2704

]0,1[ [1,10]M 5 56
(4

5
)1/2 3249

M 6 59
(62

63
)1/2 3969

M 7
(x1,x2) 2 73

59
(2

3
)1/2

5476
3600

]0,1[ [1,10]M 8 65
(4

5
)1/2 4356

M 9 72
(72

73
)1/2 5484

Qc (x1,x2) (140,140) 19881

Table 4.8 – Évolution des coefficients fobj, R2
α et εα, en fonction de l’enrichissement de

la base de données d’entrainement et de l’étape d’optimisation considérée.

fobj R2
α εα [%]

ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt

M 1 1 0.65 0.42 0.8395 0.8503 0.8624 18.27 17.54 17.18
M 2 1 0.20 0.06 0.9072 0.8957 0.8957 13.77 16.40 16.52
M 3 1 0.22 0.13 0.9466 0.9466 0.9466 10.94 10.93 10.93

M 4 1 0.36 0.17 0.9584 0.9571 0.9585 9.29 9.62 9.31
M 5 1 0.03 0.003 0.9715 0.9632 0.9629 7.62 8.44 8.49
M 6 0 0 0 0.9852 0.9852 0.9852 5.76 5.76 5.76

M 7 1 0.11 0.03 0.9904 0.9860 0.9856 4.57 5.40 5.45
M 8 1 0.01 3.9 × 10−4 0.9933 0.9927 0.9920 3.61 3.83 3.84
M 9 0 0 0 0.9966 0.9966 0.9966 2.65 2.65 2.65
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Figure 4.11 – Coordonnées des Target
Points de la base de données de contrôle en
fonction des résultats calculés par les dif-
férents métamodèles pour trois enrichisse-
ments différents avec τ = 2

3 .

Figure 4.12 – Coordonnées des Target
Points de la base de données de contrôle en
fonction des résultats calculés par les diffé-
rents métamodèles pour trois valeurs de τ
différents pour rk +1 = 64.

Tout comme la situation illustrée au chapitre 3, la valeur de la fonction objectif dimi-
nue, ou reste constante quand sa valeur est très basse dés la première étape d’optimisation,
i.e., f0 < 10−4. Cela met en évidence l’efficacité du processus d’optimisation à rapprocher
le métamodèle des données de la base Qt. Par opposition à la situation du chapitre 3,
les valeurs des indicateurs R2

α et εα par rapport à une base Qc n’ont pas un comporte-
ment trivial. Pour le métamodèle M 1, la valeur de R2

α augmente et celle de εα diminue,
contrairement au métamodèle M 5. Ce comportement met en évidence une limitation de
cette méthode : si les non-linéarités du modèle étudié ne sont pas prises en compte dans
la base d’entraînement, le métamodèle ne peut pas les reproduire correctement. En outre,
si ces non-linéarités sont trop fortes et en trop grand nombre, le processus d’optimisation
va permettre un bon fitting de la base Qt au détriment du fitting de la base Qc. Pour
avoir une bonne approximation, la solution est alors d’augmenter le nombre de TPs de
Qt : une réflexion est alors nécessaire sur la meilleure façon d’employer le métamodèle
sur un cas aussi non-linéaire, où le métamodèle pourrait être mis à défaut, tout comme
toute autre solution d’approximation. Néanmoins, les Figs. 4.11 et 4.12 montrent que les
différents métamodèles, après optimisation, reproduisent l’allure générale de la fonction,
même dans les situations critiques ce qui illustre la performance d’une métamodélisation
basée sur une hypersurface NURBS.
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4.3 Problèmes mécaniques nécessitant une résolution numé-
rique

4.3.1 Plaque pleine

Comme illustré dans la Fig. 4.13, les cas d’application traités dans cette première
section visent à évaluer la capacité du métamodèle basé sur les hypersurfaces NURBS
à traiter non seulement des non-linéarités, mais aussi à s’adapter à des complexités liées
à des singularités, à un faible nombre de données d’entraînement ou encore au besoin
d’étudier un champ. Ce premier cas test est faiblement non-linéaire, mais met en œuvre
une étude de champ de déplacements.

Plaque
percée

Linéaire Non-linéaire

Panneau
raidi

Plaque
pleine

1 2 3

Figure 4.13 – Premier cas d’application analytique : plaque pleine.

4.3.1.1 Description du problème

Ce cas test correspond à l’étude du champ de déplacement en grande déformation d’une
plaque mince, pleine encastrée en flexion. Le problème est schématisé dans la Fig. 4.14a. La
force de flexion, constante, est non-linéaire dans la mesure où sa norme suit la déformation
de la plaque. Le matériau constitutif de la plaque est bi-linéaire élastique parfaitement
plastique. Ses propriétés sont tirées de [7] et listées dans le Tab. 4.9. La modélisation
est réalisée par une analyse non-linéaire via le logiciel ANSYS/APDL en considérant un
maillage de 1250 éléments SHELL181 avec quatre nœuds et six degrés de liberté par
nœud. Le maillage et sa structure, sont représentés par la Fig. 4.14b. Ce cas d’application
est intéressant bien qu’il soit faiblement non-linéaire, dans la mesure où il requiert une
approximation d’un champ de déplacements.

Les bases de données d’entraînement Qt et de contrôle Qc sont générées via l’analyse
EF de ce modèle en considérant N = 4 variables d’entrée et M = 1 sortie. Cette dernière
correspond au déplacement de la plaque selon l’axe z. Quant aux variables d’entrée, elles
comprennent la force de flexion F , l’épaisseur de la plaque eplq et les coordonnées (x,y) aux-
quelles sont évaluées les déplacements uz, représentées par la grille de la Fig. 4.14a.

4.3.1.2 Caractéristiques et solution du métamodèle

Le métamodèle employé pour approximer le champ de déplacements de cette plaque
en flexion est constitué de N = 4 variables d’entrée, (F,eplq,x,y), et de M = 1 sortie, uz.
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Table 4.9 – Caractéristiques du matériau employé dans l’analyse EF des plaques en
flexion tirées de [7].

Grandeur Valeur
Module d’Young [Pa] 200×109

Coefficient de Poisson [-] 0.3
Contrainte seuil [Pa] 200×106

mm

m
m

(a) (b)

Figure 4.14 – Schéma de la plaque pleine soumise à une force de flexion en (a) et son
maillage sous ANSYS/APDL en (b).

Les caractéristiques de ce métamodèle sont renseignées dans le Tab. 4.10 tout comme
les intervalles de variations des variables d’entrée et des variables d’optimisation, i.e., les
coefficients βi et les poids ωi1,··· ,iN . Le degré des polynômes de Bernstein est fixé à sk = 2 et
le rapport entre les TPs et les CPs est de τ = 2

3 . Les grandeurs nk et rk pour les bases de
données d’entrainement et de contrôle sont également reportées dans le Tab. 4.10.

L’efficacité des différentes étapes d’optimisations est mesurée via l’évolution de la fonc-
tion objectif fobj. Quant à la précision du métamodèle, elle est évaluée par l’erreur relative
εα et le coefficient R2

α, mesurés sur la base de contrôle Qc. Ces résultats sont renseignés
dans le Tab. 4.10.

Dès la première étape du processus d’optimisation, on peut remarquer que les valeurs de
la fonction objectif et des indicateurs R2 et ε sont largement acceptables, avec R2 = 0.9999
et ε = 0.88 %. Ces résultats mettent en avant l’efficacité du métamodèle à reproduire un
champ de déplacement faiblement non-linéaire avec des bases de données réduites pour

Table 4.10 – Caractéristiques du métamodèle pour reproduire le comportement de la
plaque pleine en flexion.

Variable Intervalle sk rk nk nTP nCP βi ωi1,··· ,iN

x U [0,200]

2

20 18

8316 5000 ]0,1[ [1,10]y U [0,100] 10 9
F U [150,300] 5 4

eplq U [1,10] 5 4
Qc (19,9,13,13) 39200
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son entraînement et son contrôle en précision. En outre, le gain en temps de simulation
est important : environ 120 s sont nécessaires pour mener à bien une analyse EF de ce
problème contre moins de 1 s par le métamodèle. Il convient de noter que la construction
de la base de données d’entraînement employée dans ce cas d’application requiert environ
4440 s pour être générée.

Table 4.11 – Évolution des coefficients fobj, R2
1 et ε1, en fonction de l’enrichissement de

la base de données d’entrainement et de l’étape d’optimisation considérée.

fobj R2
α εα [%]

ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt

1 0.31 0.30 0.9999 0.9999 0.9999 0.88 0.83 0.83

4.3.2 Plaque percée

Comme illustré dans la Fig. 4.15, le second cas test est non-linéaire, requiert une étude
de champ et possède une singularité importante dans sa géométrie.

Plaque
percée

Linéaire Non-linéaire

Panneau
raidi

Plaque
pleine

1 2 3

Figure 4.15 – Second cas d’application analytique : plaque percée.

4.3.2.1 Description du problème

Ce cas test vise à approximer le champ de déplacement en grande déformation d’une
plaque mince percée, en flexion. Ce problème est schématisé dans la Fig. 4.16a. La force
de flexion est constante mais change en direction dans la mesure où elle reste normale
à la plaque tout au long de son déplacement. Le matériau constitutif de la plaque est
le même que pour le cas précédent (voir Tab. 4.9). Le modèle aux EF consiste en un
maillage de 5650 éléments SHELL181, avec quatre nœuds et six de degrés de liberté par
nœud. Le maillage utilisé est illustré dans la Fig. 4.16b et a fait l’objet d’une étude de
convergence non reportée ici par soucis de concision. Ce cas d’application est intéressant,
dans la mesure où il requiert une approximation d’un champ de déplacements avec une
singularité géométrique.

Les NURBS étant des entités géométriques continues par définition, le métamodèle
construit à partir de ces entités n’est pas particulièrement adapté à ce type de problème.
Néanmoins des solutions existent :
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— considérer un déplacement nul dans la zone de singularité. Ainsi, l’hypersurface conti-
nue pourra approximer le comportement de l’ensemble. Cette piste a commencé à
être explorée par [11] ;

— diviser le domaine discontinu en plusieurs domaines continus puis les raccorder selon
des conditions de continuité sur les dérivées des hypersurfaces [18] ;

— opérer une transformation de l’espace pour le rendre continu. Dans cette situation
cela revient à « dérouler » la plaque autour du trou. Cette méthode a été explorée
par [3].

Dans le cadre de ce travail, nous avons exploité la première solution. Les bases de
données sont construites en évaluant les déplacements de la plaque à des coordonnées
différentes de celles des nœuds du maillage, représentées par la grille de la Fig. 4.16a.

mm

m
m

m
m

(a) (b)

Figure 4.16 – Schéma de la plaque percée soumise à une force de flexion en (a) et son
maillage sous ANSYS/APDL en (b).

4.3.2.2 Caractéristiques et solution du métamodèle

Le métamodèle employé pour approximer le champ de déplacements en grande défor-
mation de cette plaque est constitué de N = 4 variables d’entrée, (F,eplq,x,y) et M = 1
sortie, uz. Les caractéristiques de ce métamodèle sont renseignées dans le Tab. 4.13, tout
comme les intervalles de variation des variables d’entrée et des variables d’optimisation,
i.e., βi et ωi1,··· ,iN . Les degrés des polynômes de Bernstein sont fixés à sk = 2. La singularité
de ce problème s’apparente à la singularité de l’exemple SIMO du créneau du chapitre 3
mais en plus grande dimension. Ainsi, le rapport τk =

(
2
3

)1/4
pour k = 1,2, F et eplq res-

pectivement, et rk = nk− 1 pour k = 4,5, pour x et y respectivement. Ce choix est fait
pour une bonne approximation, en plus de considérer le terme de lissage pour éviter tout
problème d’overfitting. En guise d’illustration de ce phénomène, le cas d’application de la
plaque percée sans prise en compte de ce terme est proposé en annexe D.1.

Avant d’entamer la procédure de génération du métamodèle, une étude de convergence
a été faite sur la quantité de données à prendre en compte dans la base Qt. Les diffé-
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Table 4.12 – Caractéristiques des bases de données d’entraînement et de contrôle utilisées
pour l’étude de convergence.

r1 r2 r3 r4 nTP

Qt,1 4 4

28 13

10150
Qt,2 6 6 19894
Qt,3 8 8 32886
Qt,4 10 10 49126
Qt,5 12 12 68614
Qt,6 14 14 91350
Qc 4 4 31 16 10150

4 6 8 10 12 14
r1, r2

101

102

ε
[%

]

8 %

(a)

4 6 8 10 12 14
r1, r2

0.7

0.8

0.9

1.0

R
2

0.95

(b)

Figure 4.17 – Étude de convergence sur l’enrichissement de la base d’entraînement en
considérant εα en (a) et R2

α en (b).

rentes valeurs rk liées aux dimensions des bases sont renseignées dans le Tab. 4.12. Plus
précisément, les coordonnées cartésiennes auxquelles sont évalués les déplacement uz sont
constantes tout au long de cette étude. Seules r1 et r2 sont enrichies.

Les études de convergence (Fig. 4.17), montrent qu’il est nécessaire de considérer au
moins 68614 (DB 5) TPs pour atteindre la convergence en termes de précision. En consé-
quence, les valeurs des variables de conception après enrichissement sont renseignées dans
le Tab. 4.13. L’efficacité de l’optimisation basée sur le gradient est mesurée par l’évolution
de la fonction objectif fobj, tandis que la précision du métamodèle est évaluée par l’erreur

Table 4.13 – Caractéristiques du métamodèle appliqué sur le problème de la plaque
percée.

Variable Intervalle sk rk nk nTP nCP βi ωi1,··· ,iN

x U [0,200]

2

28 27

68614 29484 ]0,1[ [1,10]y U [0,100] 13 12
F U [150,300] 12 8

eplq U [4,14] 12 8
Qc (31,16,6,6) 26656
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Figure 4.18 – Iso-valeurs des écarts eM entre la base de données de contrôle et le méta-
modèle considéré aux différentes étapes de sa génération. F = 173.7 N et eplq = 5.57 mm.

0 50 100 150 200
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−0.5
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Base de données

ξ1,opt
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Figure 4.19 – Champ de déplacement uz évalué pour F = 173.7 N, eplq = 5.57 mm et
y = 50 mm en fonction de l’étape de génération du métamodèle.

relative εα et le coefficient R2
α, sur la base de données de contrôle Qc illustrée dans le

Tab. 4.13. Ces résultats sont donnés dans le Tab. 4.14.

Table 4.14 – Évolution des coefficients fobj, R2
1 et ε1, en fonction de l’enrichissement de

la base de données d’entrainement et de l’étape d’optimisation considérée.

fobj R2
α εα [%]

ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt

1 0.02 0.007 0.9956 0.9956 0.9975 7.3 7.3 6.7

Pour mieux visualiser l’efficacité de la stratégie de métamodélisation développée dans
ce travail, les courbes de niveau associées à eM sont tracées dans la Fig. 4.18. En outre,
le champ de déplacement uz en fonction de la coordonnée x et pour des valeurs données
de force F , épaisseur eplq et coordonnée y pour les trois étapes d’optimisation est illustrée
dans la Fig. 4.19. De la même manière que pour le cas du créneau du chapitre 3, on observe
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une augmentation légère de l’erreur relative et une diminution du coefficient R2
α au cours

des différentes étapes du processus de génération du métamodèle. Quant à la valeur de
la fonction de coût, elle décroit. Cela traduit une bonne optimisation tout en limitant les
problèmes d’overfitting.

4.3.3 Panneau raidi en flambement

Comme illustré dans la Fig. 4.20, le modèle initial aux EF est coûteux à mettre en
place et à coupler avec d’autres modélisations dans le contexte de la modélisation d’un
système complet.

Plaque
percée

Linéaire Non-linéaire

Panneau
raidi

Plaque
pleine

1 2 3

Figure 4.20 – Troisième cas d’application analytique : panneau raidi.

4.3.3.1 Description du problème

Dans l’aéronautique, les structures en jeu sont souvent soumises à des contraintes
importantes. Néanmoins, pour limiter tant les coûts de production que d’utilisation, les
matériaux constitutifs doivent être les plus légers possible. Il est donc important de trouver
des compromis entre tenues mécaniques et masses. Un des phénomènes les plus redouté est
le flambement : tendance d’un matériau à fléchir et à se déformer perpendiculairement à la
force appliquée. Cette déformation est difficilement prévisible. L’objectif de cette section
est d’appliquer la stratégie de métamodélisation développée dans ce travail sur un motif
répété de panneau raidi soumis à une charge axiale.

La géométrie du modèle d’étude ainsi que les paramètres associés sont tirés de [129]
et illustrés dans la Fig. 4.21. Ce panneau raidi est constitué de deux parties : le panneau
et le raidisseur. Le panneau, de longueur a et de largeur b = 2(a1 +a2 +a3), est constitué
de nS plis pré-imprégnés de carbone-époxy dont les propriétés sont données par [129]. Le
raidisseur est constitué de nB plis et sa géométrie est définie par les paramètres a2, a3 et h

de la Fig. 4.21. Pour concevoir ce panneau les relations suivantes sont introduites :

c1 = 2a2
a

, c2 = 2a3
a2

, c3 = h

a2
. (4.10)

Pour éviter de générer des géométries incohérentes, deux inégalités sont introduites comme
suit :

a1 = a

2 −a2−a3, θ = atan
(

h

a3− a2
2

)
, aveca1 > 0, a3 ≥

a2
2 . (4.11)
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Raidisseur

Panneau

Figure 4.21 – Schéma du motif élémentaire formant le panneau raidi. Application de la
force axiale en rouge.

Outre ses paramètres géométriques, cette structure est également décrite par ses pa-
ramètres matériaux, définis par le formalisme polaire, qui est une approche efficace pour
définir la réponse mécanique des stratifiés composites [93,124]. Dans cette situation, seuls
trois paramètres polaires sont nécessaires pour décrire le comportement élastique macro-
scopique d’un stratifié orthotrope quasi-homogène : deux modules anisotropes, à savoir,
RA∗

0K , RA∗
1 et l’angle polaire ΦA∗

1 . Néanmoins, seuls les deux premiers paramètres sont
considérés comme variables de conception pour des raisons décrites en détail dans [129].
En outre, pour paramétriser efficacement ce modèle, deux coefficients sont introduits, ex-
primés par :

ρ0 = RA∗
0K

R0
, ρ1 = RA∗

1
R1

, (4.12)

où R0 et R1 sont les modules anisotropes de la matrice de rigidité réduite du pli [93].
En outre, le changement de variable suivant permet d’éviter d’introduire les conditions de
faisabilité sur ρ0 et ρ1 :

(α0,α1) :=
(

ρ0−1
2(ρ2

0−1) ,ρ1

)
. (4.13)

Différentes valeurs de (α0,α1) sont utilisées pour le panneau et le raidisseur, respectivement
(α0S ,α1S ) et (α0B ,α1B ). Pour plus de détails sur la mise en œuvre du formalisme polaire
dans l’analyse par EF des structures composites, se référer à [93,124].

La configuration de référence du panneau raidi mono-raidisseur est caractérisée par
une valeur de la première charge de flambement égale à 445074 N [129] obtenue avec les
valeurs de référence du Tab. 4.17. Une description détaillée de la stratégie numérique visant
à récupérer les séquences d’empilement à partir de la définition des paramètres polaires
du stratifié est proposée dans [129].
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Le modèle EF non linéaire du panneau raidi, représenté dans la Fig. 4.22, est créé via
des scripts ANSYS/APDL et son maillage est constitué d’éléments SHELL181 (éléments à
quatre nœuds avec six degrés de liberté à chaque nœud). Un soin particulier a été apporté
à la définition de la taille du maillage afin d’obtenir au moins trois éléments le long de
la largeur de chaque panneau horizontal et de la partition des raidisseurs (segments de
longueur a1, a2 et a3) et au moins six éléments pour les segments de hauteur h. Pour
le panneau raidi de référence, le modèle EF consiste en un total de 4438 éléments. Pour
imposer des conditions aux limites périodiques entre les bords opposés du panneau, des
équations de contrainte appropriées ont été utilisées (voir [129] pour plus de détails sur ce
point). Des éléments Multi-Point Constraint (MPC184) ont été créés et reliés à deux nœuds
de référence des deux côtés : à x = 0, le nœud de référence concerné est encastré tandis
que, à x = b, tous les degrés de liberté ont été mis à zéro, à l’exception du déplacement le
long de l’axe x. Une force unitaire le long de l’axe x est appliquée sur ce nœud. Tous les
détails concernant le modèle EF du panneau raidi sont disponibles dans [129].

La base de données d’entraînement Qt est générée via l’analyse EF de ce modèle en
considérant N = 6 variables d’entrée et M = 5 sorties. Les variables d’entrée correspondent
aux nombres de plis du panneau et du raidisseur, respectivement nS et nB, et aux pa-
ramètres matériau α0S , α1S , α0B et α1B. Les paramètres géométriques c1, c2 et c3 sont
fixés à leur valeur de référence renseignées dans le Tab. 4.17. Quant aux sorties, elles
comprennent :

— la charge critique λg, issue de l’analyse de flambement aux valeurs propres ;

— la valeur de la charge au point limite, ou limit point, noté λlim, correspondant à
la charge maximale supportée avant effondrement de la structure. S’il y a un com-
portement en post-flambement, on considère la dernière valeur de la charge lorsque
l’analyse de post-flambement s’arrête ; l’analyse en post-flambement est réalisée en
utilisant le solveur arc-length [7] ;

— la valeur de la déformation axiale au centre de la peau εxS , suivant l’axe x, lorsque
la charge appliquée est égale à λg ;

— la valeur de la déformation axiale au centre de la flange supérieure du raidisseur εxB ,
suivant l’axe x, lorsque la charge appliquée est égale à λg ;

— la raideur du panneau Kpanneau, calculée à partir de la courbe force-déplacement de
l’analyse non-linéaire.

4.3.3.2 Caractéristiques et solution du métamodèle

Le métamodèle employé pour approximer le comportement en flambement du motif
élémentaire de ce panneau raidi est constitué de N = 6 variables d’entrée et de M = 5
sorties. Les caractéristiques de ce métamodèle sont renseignées dans la Tab. 4.15, tout
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(a) (b)

Figure 4.22 – (a)Modèle aux Éléments Finis de l’unité répétée du panneau raidi avec
détails des éléments MPC184 [?] et (b) les contraintes pour imposer les conditions limites
périodiques le long de l’axe y.

Table 4.15 – Caractéristiques du métamodèle pour reproduire le comportement du pan-
neau raidi soumis à un chargement axial.

Variable Intervalle sk rk nk nTP nCP βi ωi1,··· ,iN

nS U [20,32] ∈ N

2 5 4 46656 15625 ]0,1[ [1,10]

nB U [20,32] ∈ N
α0S

U [0,1]
α1S

U [0,1]
α0B

U [0,1]
α1B

U [0,1]

comme les intervalles de variation des variables d’entrée et des variables d’optimisation,
i.e., βi et ωi1,··· ,iN . Sur un ordinateur Intel CORE i7 - 16 Go RAM, la base de données
d’entraînement prend plus d’un mois à être construite dans la mesure où les simulations
durent entre 60 s et 200 s. Ce temps a été réduit à une semaine en lançant plusieurs calculs
simultanément. Néanmoins, pour limiter les coûts de calculs, la précision du métamodèle
est évaluée à partir de simulations ponctuelles réparties sur l’ensemble des possibles plutôt
qu’à partir d’une base de données de contrôle complète. Leur paramétrage est renseigné
dans le Tab. 4.17. En outre, compte tenu que rk + 1 = 6, le degré des polynômes de
Bernstein sont fixés à sk = 2 et le rapport τ déterminé par nk = rk−1.

Dans ce cas là, l’indicateur de précision utilisé est la valeur moyenne des erreurs rela-
tives évaluées pour toutes les sorties α exprimée par :

ε = 1
M

M∑
α=1

εα, avecεα = |qα−hα (ζ1, · · · , ζN )|
|qα|

. (4.14)

Comme le montre le Tab. 4.16, la valeur de la fonction de coût a diminué de 35 % par
rapport à sa valeur initiale, dont 27 % seulement grâce à l’optimisation des valeurs non
triviales des vecteurs nodaux. Les résultats des simulations en vis-à-vis de leur équivalent
calculé via le métamodèle sont regroupés dans le Tab. 4.18 avec l’erreur relative liée. On
peut constater que les erreurs moyennes relatives entre le métamodèle et les résultats cal-
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Table 4.16 – Évolution de fobj en fonction de l’étape du processus d’optimisation.

fobj

ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt

1 0.73 0.65

culés par le modèle aux EF ne dépassent pas les 6 %. On peut conclure que le métamodèle
résultant de cette étude est viable et peut être utilisé pour remplacer le modèle initial.
En outre, l’emploi du métamodèle permet un réel gain de temps : la simulation aux EF
met entre 60 s et 200 s a être menée tandis que le métamodèle met moins de 1 s pour
fournir des résultats équivalents. Cet aspect peut être particulièrement intéressant dans
une optique d’optimisation du modèle physique lui-même, demandeur en temps de calcul,
ou pour mener à bien une Analyse de Sensibilité Globale.
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4.4 Conclusion du chapitre
Ce chapitre regroupe des cas d’applications avec différentes options spécifiques qui

ont mis en avant les avantages et inconvénients d’utiliser un métamodèle basé sur une
hypersurface NURBS développé dans ce travail. Les principales observations à retenir
sont résumées dans le Tab. 4.19 et la liste ci-dessous :

— le métamodèle parvient à capturer de fortes non-linéarités, voire singularités géomé-
triques, grâce à l’optimisation des valeurs non-triviales des vecteurs nodaux. Néan-
moins, plus le problème étudié sera non-linéaire, plus la quantité de données à consi-
dérer pour le construire sera importante. Dans certaines situations, cela peut même
être contre-productif si elles sont trop coûteuses à obtenir ;

— si les zones non-linéaires sont déjà capturées et que l’optimisation des valeurs non-
triviales des vecteurs nodaux est inefficace, l’optimisation des poids associés aux CPs
permet tout de même de modifier la courbure du métamodèle pour qu’il se rapproche
au plus juste des TPs ;

— un terme de lissage peut être intégré dans le processus de génération du métamodèle
pour non seulement réduire les éventuelles non-linéarités parasites, tel que du bruit,
mais également pour limiter le phénomène d’overfitting et ainsi pouvoir prendre
un rapport τ plus proche de l’unité, nécessaire dans des situations où les données
d’entraînement sont limitées ;

— le métamodèle est très rapide à l’emploi. Une fois construit, il fournit des résultats
en un temps inférieur à la seconde, quelque soit le problème d’origine et le nombre
de ses dimensions d’entrée et de sortie. Néanmoins, le processus d’optimisation sous
contraintes, peut durer de quelques secondes (problème de Poisson) à quelques heures
selon le modèle (problème du panneau raidis) ;

— le métamodèle employé est construit à partir d’une base de données elle-même gé-
nérée à partir de résultats répartis dans l’espace selon une grille uniforme. Cette
particularité est la limite principale de cette méthode : en montant en dimensions
d’entrée, le coût d’évaluation des bases de données croit exponentiellement et la
question sur l’utilité d’employer un métamodèle peut se poser (exemple du panneau
raidis). Une réflexion est donc à avoir sur l’emploi d’une méthode d’échantillonnage
plus efficace pour générer les bases de données et sur la formulation vectorielle du
problème d’optimisation, et non matricielle ;

La technique de métamodélisation basée sur une hypersurface NURBS est bien adap-
tée à des cycles de conception type V-and-V, et plus particulièrement à la méthode MHMN
développée dans ce travail de recherche. Le faible coût de sa partie on-line va lui permettre
de communiquer en temps réel lors de la résolution du modèle global MBSE¸ .
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Table 4.19 – Récapitulatif des avantages et inconvénients du métamodèle basé sur une
hypersurface NURBS pour les différents cas d’application vu dans ce chapitre.

Cas test
Caractéristique du problème Métamodèle

Non-linéarité1 Complexité2 Données Précision4 Temps
requises3 off-line5

Poisson −− −− −− ++ seconde
Amplitude charriot − −− −− ++ seconde
Déplacement charriot + − + ++ minute
Fonction de Salomon ++ + ++ − seconde
Plaque pleine − + + ++ jour
Plaque percée + ++ + + jour
Panneau raidi + ++ + + semaine

1 Pic, oscillations, variations haute fréquence, singularités.
2 Temps de calcul, physiques en jeu, mise en place du modèle.
3 Valeurs des indicateurs R2

α, εα, eMα , fobj.
4 Taille de la base de données d’entraînement.
5 Comprend le temps de construction des bases de données d’entraînement et de contrôle ainsi que la mise en place
de tout le processus de génération du métamodèle, calcul d’erreur compris.
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Chapitre 5.

RÉSUMÉ DU CHAPITRE
Ce chapitre propose l’application de la stratégie de modélisation hybride multifidélité

sur un système embarqué mettant en jeu des phénomènes couplés de nature thermomé-
canique. Outre l’application de notre stratégie, les objectifs sont l’étude du comportement
mécanique du système en réponse à des sollicitations thermomécaniques et l’identification
des solutions permettant de limiter la température et les contraintes des régions critiques.
Le cas d’étude se compose d’un empilement de plusieurs matériaux et composants englobés
dans une enveloppe isolante. Les étages thermiques d’intérêts sont une carte électronique
d’acquisition de données et une carte électronique de calcul et de transmission de données.
Lors de son fonctionnement, cette dernière dissipe un flux de chaleur important dans l’en-
semble du dispositif, ce qui fait croître rapidement la température des cartes électroniques.
Le schéma fonctionnel de ce système nommé Système Embarqué à Température Contrôlée
(SETC) est représenté dans la Fig. 5.1. Un Matériau à Changement de Phase (MCP)
est positionné sous la carte électronique de puissance pour absorber une partie de l’énergie
dissipée et limiter ainsi l’augmentation de la température. Cependant, non seulement la
température du MCP va évoluer rapidement, mais sa géométrie va également se déformer
par dilatation et entrainer des efforts mécaniques sur l’enveloppe, jusqu’à sa ruine dans
certaines situations. Cet étage thermique est donc considéré par les physiciens et le bureau
d’études, comme influent et critique, ce qui sera confirmé par les résultats d’une Analyse de
Sensibilité Globale (ASG). Sa description par approche Model-Based System Engineering
(MBSE) est alors raffinée par un métamodèle basé sur une hypersurface Non-Uniform
Rational Basis-Spline (NURBS), entraîné sur des résultats haute-fidélités.

- Flux radiatif
- Flux condutif
- Flux convectif

- Flux condutif

- Flux radiatif
- Flux condutif
- Flux convectif

- Flux condutif
- Source

- Flux condutif
- Dilatation

Carte d'acquisition

Air

Air

Carte de calcul

MCP

Figure 5.1 – Schéma fonctionnel du Système Embarqué à Température Contrôlée. Le
schéma identifie les principales couches thermiques, leur comportement thermique et les
variables de communication.
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5.1 Introduction au chapitre
La stratégie MHMN développée dans cette thèse permet de décrire un dispositif en

le séparant en plusieurs sous-systèmes de façon adaptative, en fonction des capacités de
modélisation et des attendus en précision. Selon le besoin, ces sous-systèmes peuvent
être décrits par un système analytique d’EAD ou par un métamodèle. Ce dernier va être
entrainé par des calculs haute-fidélité ou par des données issues d’expériences. Pour mettre
en place cette stratégie, trois étapes principales sont requises.

La première consiste à réaliser un premier modèle du système d’étude via une ap-
proche MBSE. Le but de cette étape est de décomposer le dispositif d’étude en plusieurs
sous-systèmes, faisant appel à différentes physiques, reliés par des échanges de flux et de
potentiels. Ces sous-systèmes sont décrits par des systèmes d’EAD pré-conçus ou déve-
loppés par l’utilisateur. Néanmoins, comme évoqué dans le chapitre 1, ce type d’approche
comporte des limites : elle est généralement destinée à réaliser des modèles dynamiques
avec peu de degrés de liberté (0-D, voire 1-D) et les systèmes d’EAD comportent souvent
des hypothèses simplificatrices.

La seconde étape consiste à déterminer les zones où une approche analytique est in-
suffisante. Cela peut être en raison de la présence de gradients des variables d’état dans la
région considérée, du couplage de phénomènes physiques rendant impossible une simplifi-
cation système, ou encore de la difficulté à identifier les points de raccordement avec les
autres sous modèles. En général, ces zones sont identifiées par l’avis critique du concep-
teur ou de l’architecte produit qui peut être appuyé par une ASG. C’est l’approche que
nous privilégions dans ce travail. Par la suite, ces zones seront appelées zones critiques.
Le terme influent sera employé pour désigner les zones dont le comportement influence
fortement la sortie observée. Les ASG utilisées ici sont quantitatives : elles permettent de
quantifier l’influence des paramètres de conception du système d’étude par rapport à la
sortie considérée. Ces analyses sont directement appliquées sur le modèle MBSE, exporté
au format FMU, pour assurer une analyse rapide et à moindre coût de calcul.

Les simulations MBSE sont réalisées avec le logiciel Dymola inclus dans la plateforme
3D Experience de Dassault System 1. Rappelons que Dymola fait appel au langage de
programmation Modelica dont la grammaire est assez proche du langage C/C++ ce qui le
rend compatible de toutes les technologies modernes d’échange de données (fichier FMU,
gestionnaire de librairie CMake).

Pour finir, la stratégie MHMN de cette thèse, et ce qui constitue l’originalité de ce
travail, permet d’inclure un métamodèle haute-fidélité dans le modèle global MBSE, à la
place des sous-systèmes critiques et/ou influents identifiés lors de la deuxième phase. Le
métamodèle en question se base sur l’emploi et l’optimisation d’hypersurfaces NURBS,
construites à partir d’une base de données haute-fidélité (voir chapitres 3 et 4) et interfacées

1. https://www.3ds.com/fr/
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avec le modèle MBSE via le gestionnaire de librairie CMake.
Ce chapitre propose de mettre en exergue la stratégie MHMN sur un système embarqué

thermomécanique nommé Système Embarqué à Température Contrôlée (SETC), pouvant
être employé dans l’industrie aéronautique ou dans l’aérospatial. Il s’agit d’un cas d’école
simplifié qui contient toutes les difficultés de modélisation qui peuvent être rencontrées
sur des problèmes concrets qui limitent l’application d’une approche MBSE classique.
L’objectif est alors d’appliquer la MHMN pour combiner la facilité d’utilisation d’une
approche MBSE à des calculs haute-fidélités. Le problème thermomécanique se prête bien
à cet exercice dans la mesure où la modélisation thermique peut se faire via une approche
MBSE classique mais que le couplage thermomécanique, qui va permettre d’obtenir une
précision adaptée à la finesse de résolution, requiert une attention particulière.

Dans ce chapitre, la section 5.2 présente le dispositif étudié, ses exigences et l’emploi de
l’approche MBSE classique dans sa calibration. Les limites de cette approche sont ensuite
définies. La section 5.3 permet de confirmer l’intérêt d’employer l’approche MHMN via
une ASG. La section 5.4 est consacrée à la génération du métamodèle haute-fidélité dont
le but est de combler les limites du modèle initial MBSE. La section 5.5 présente alors le
modèle MHMN du système embarqué. Pour finir, la section 5.6 apporte la conclusion et
des perspectives à ce travail.

5.2 Première modélisation MBSE et définition des objectifs

Comme illustré dans la Fig. 5.2, la mise en place complète de la stratégie de modé-
lisation hybride haute-fidélité se déroule en quatre étapes. La première, présentée dans
cette section, consiste à définir le dispositif étudié, ses limites et ses besoins de modélisa-
tion.

Identification
sous-système

Génération
métamodèle

Modèle hybride
haute-fidélité

Analyse MBSE

1 2 3 4

Figure 5.2 – Première étape de la stratégie Modélisation Hybride MBSE - NURBS :
l’analyse Model-Based System Engineering.

5.2.1 Analyse MBSE du Système Embarqué à Température Contrôlée-
1

5.2.1.1 Définition et exigences MBSE

Ce chapitre propose l’étude d’un système embarqué simple, de mission de courte du-
rée : ttot = 100 s. Le système est axisymétrique : il est compact tout en assurant la collecte
d’information, son analyse puis sa transmission vers l’utilisateur. Pour parvenir à cela, il
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5.2 Première modélisation MBSE et définition des objectifs

se compose d’une première carte électronique d’acquisition qui contient un capteur à faible
dissipation thermique, et d’une seconde carte électronique de calcul assurant l’analyse et la
transmission des données. Lors du fonctionnement de la seconde carte, une puissance ther-
mique importante est dissipée dans l’ensemble du système. Le rôle des autres composants
est de protéger la carte électronique d’acquisition de cette énergie. Il s’agit de la première
exigence à respecter : le seuil thermique de fonctionnement de la carte d’acquisition est
fixé à Tmax,Acier = 373 K.

Pour protéger l’ensemble du dispositif des agressions extérieures, tant thermiques que
mécaniques, une enveloppe en mullite est ajoutée. La seconde exigence de fonctionnement
à respecter est d’assurer la tenue thermomécanique de l’enveloppe face aux contraintes et
déformations internes du dispositif. La première conception du SETC est représentée par
le schéma de la Fig. 5.3 avec de haut en bas :

1. une couche d’air isolant la carte électronique d’acquisition de l’enveloppe ;

2. la carte électronique d’acquisition, fixée à une plaque support. Cette dernière, faite
en acier, est considérée comme infiniment rigide. L’épaisseur de la carte électronique
étant négligeable par rapport à celle de son support, son comportement thermique
sera identique à celui du support ;

3. une couche d’air isolant les deux cartes électroniques ;

4. la carte électronique de calcul, fixée à une plaque support. Cette dernière, en cuivre,
est également considérée comme infiniment rigide. L’épaisseur de la carte électro-
nique étant négligeable devant celle de son support, son comportement thermique
sera identique à ce dernier ;

5. une enveloppe en mullite qui contient l’ensemble du système embarqué.

Les couches thermiques sont régies par les lois de comportement thermiques classiques
renseignées dans la Fig. 5.1. Un premier modèle MBSE, nommé SETC-1, est réalisé
pour étudier les comportements de chaque sous-systèmes. Les hypothèses suivantes sont
considérées pour sa mise en place :

— les couches thermiques ont un comportement homogène, justifié par un nombre de
Biot petit devant l’unité [95] ;

— une découpe en sous-systèmes analytiques est possible ;

— il s’agit d’un problème purement thermique au premier abord, avec un comportement
temporel dynamique, piloté par la production d’énergie interne.

Le modèle MBSE résultant, équivalent à un problème d’ordre 0, est présenté dans la
Fig 5.4. On peut y retrouver les sous-systèmes inhérents à chaque couche thermique.
Chacun d’eux est construit par assemblage de blocs physiques élémentaires comme illustré
pour la plaque d’acier, qui communiquent via l’échange d’une température T (t) et d’un
flux de chaleur ϕ(t). Le détail de la construction analytique de ces blocs élémentaires est
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1. Couche supérieure d'air

2. Plaque acier support et
carte électronique d'acquisition

3. Couche intermédiaire d'air

4. Plaque cuivre support et 
carte électronique de calcul

5. Enveloppe en mullite

Figure 5.3 – Schéma du Système Embarqué à Température Contrôlée en coupe avant
suivant son axe de symétrie axial. Il se compose, dans sa partie inférieure, d’une plaque
supportant la carte électronique de calcul et, dans sa partie supérieure, d’une carte électro-
nique d’acquisition. Les autres couches thermiques correspondent à des couches isolantes
d’air. L’ensemble est entouré d’une enveloppe en mullite.
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Figure 5.4 – A gauche, modèle Model-Based System Engineering du système initial
SETC-1. A droite, détail du sous-système conductif relatif à la plaque d’acier.

donné en annexe E.1 et celui des sous-systèmes globaux par l’annexe E.2. On remarquera
que la mullite est modélisée par des flux thermiques nuls, jouant le rôle de conditions
aux limites adiabatiques, dans la mesure où il s’agit d’un matériau isolant. Pour finir, le
sous-système de la source de flux est lié à l’étage de la carte électronique de calcul. Cette
source correspond à l’application d’une puissance de Psrc = 100 W pendant une durée de
∆tcalc = 20 s.

La section suivante présente les caractéristiques thermiques de ce premier modèle ainsi
que ses résultats. Dans la suite de ce chapitre, ce cas d’étude n’a pas de réalité indus-
trielle ni de prototype de laboratoires, les différentes grandeurs thermique, mécanique et
géométrique employées sont tirées de la littérature et de réflexions internes avec le bureau
d’étude du CEA.
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Table 5.1 – Caractéristiques matériaux du modèle Model-Based System Engineering du
SETC-1.

Grandeur Symbole Cuivre Acier Air

Capacité massique [J kg-1 K-1] cp 383 435 1
Conductivité [W m-1 K-1] λ 386 54 0.026

Émissivité [-] ϵ 0.7 0.8 -
Masse volumique [kg m-3] ρ 8954 7700 1004
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(a) Évolution de la température de la plaque de
cuivre au cours du temps du modèle SETC-1.
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(b) Évolution de la température de la plaque d’acier
au cours du temps du modèle SETC-1.

Figure 5.5 – Évolution des températures des éléments d’intérêt du système embarqué
initial, modélisé par approche MBSE.

5.2.1.2 Modèle MBSE et contrôle des exigences

Une fois le modèle MBSE mis en place, il est paramétré selon les grandeurs renseignées
dans le Tab. 5.1. Quant à sa géométrie, dont les dimensions sont renseignées dans la
Fig. 5.3, elle est choisie pour correspondre aux dimensions pratiquées dans la conception
de systèmes embarqués. Les simulations sont réalisées pour la durée totale de la mission, à
savoir ttot = 100 s. Les évolutions des températures de la plaque en cuivre et de la plaque
en acier sont respectivement tracées par les graphiques dans les Figs. 5.5a et 5.5b.

L’évolution de la température de la carte électronique de calcul est marquée par
un pic aux alentours de t = 20 s, temps au bout duquel son activité s’arrête. La va-
leur maximale atteinte est de Tmax,Cu = 820 K, inférieure à la température de fusion du
cuivre TCu,fus = 1356 K : cette couche n’est pas détériorée. L’énergie est ensuite dissi-
pée dans le dispositif, et en particulier vers la carte électronique d’acquisition à protéger.
Sa température Tmax,Acier = 560 K dépasse la température de fonctionnement admissible
Tmax,adm = 373 K en seulement ∆t = 36 s. La conclusion est immédiate : la carte électro-
nique supérieure ne vérifie pas les exigences et la mission ne pourra pas être menée à son
terme.

Pour pouvoir remplir les exigences de fonctionnement du produit, la solution proposée
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est d’employer une pile thermique sous la forme d’un MCP, fixée sous la source de chaleur.
L’idée est que cette pile thermique absorbe l’énergie dissipée par la source pour limiter le
flux thermique vers la carte électronique d’acquisition.

5.2.2 Analyse MBSE Système Embarqué à Température Contrôlée-2

5.2.2.1 Rôle et enjeu du Matériau à Changement de Phase

L’emploi des MCP s’est principalement développé dans le domaine du stockage de
l’énergie. Leur forte chaleur latente couplée à leur capacité thermique font qu’une impor-
tante quantité de chaleur est requise pour opérer un changement d’état. Ce phénomène
est particulièrement utile pour réaliser du stockage d’énergie [54] : de l’énergie est four-
nie au MCP pour qu’il change de phase, puis elle est restituée par le processus inverse.
Des applications de ce phénomène peuvent se retrouver dans l’exploitation de l’énergie
solaire [86,168,184].

Dans le but d’améliorer la conductivité de ces MCP, et donc l’homogénéité du dis-
positif, plusieurs méthodes ont vu le jour [25]. Les principales sont l’encapsulation mi-
croscopique [55, 184] ou macroscopique [86] et l’emploi de matrices conductrices [169].
Les propriétés thermiques du matériau résultant sont similaires dans les deux situations.
Les matrices dopantes employées peuvent être des mousses en cuivre [169] ou encore un
matériau poreux [194].

L’emploi d’un MCP introduit une nouvelle problématique : la prise en compte et la
modélisation de leur dilatation. Cette dilatation varie d’un type de MCP à un autre mais
reste importante, de l’ordre 10 % de la longueur caractéristique. Lors de la conception
des supports de ces matériaux, elle doit donc être prise en compte pour s’assurer de leur
résistance aux efforts de pression.

En considérant cette nouvelle situation, un second modèle MBSE a été construit pour
contrôler le respect des exigences de fonctionnement du système embarqué. La physique à
considérer n’est plus simplement thermique mais thermomécanique.

5.2.2.2 Modèle MBSE

Le modèle MBSE de la seconde conception du SETC, nommé SETC-2, est également
construit par assemblage de sous-systèmes, eux-mêmes construits à partir d’assemblage
de blocs élémentaires physiques dont le détail est donné en annexe E.2 et E.3. Ce nouvel
assemblage et ses dimensions sont illustrés dans la Fig. 5.6. On peut y retrouver les mêmes
sous-systèmes que pour le modèle SETC-1, si ce n’est l’ajout de l’élément MCP et d’une
rondelle isolante. Cette dernière est employée uniquement pour diriger le flux thermique
vers le MCP et ne fera pas l’objet d’une attention particulière.

La particularité de ce nouveau modèle est la nécessité de développer un sous-système
compatible d’une approche MBSE homogène visant à modéliser le comportement ther-
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5.2 Première modélisation MBSE et définition des objectifs

1. Couche supérieure d'air

2. Plaque acier support et
carte électronique d'acquisition

3. Couche intermédiaire d'air

4. Plaque cuivre support et 
carte électronique de calcul
entourées d'isolant en noir

5. Paroi en mullite

6. MCP

Figure 5.6 – Schéma du système embarqué SETC-2 comportant un Matériau à Chan-
gement de Phase. Un Matériau à Changement de Phase a été introduit.

momécanique de l’ensemble MCP - mullite. Le changement de phase est considéré comme
homogène en volume, β, la portion de la phase liquide exprimée plus loin. Pour l’aspect
thermique, seul le MCP est pris en compte, régi par [73] :

ϕcapa,MCP = mcpeq
∂T

∂t
, (5.1)

avec ϕcapa,MCP le flux capacitif du MCP et cp,eq la capacité calorifique massique à pression
constante équivalente de ce matériau. Le comportement lors du changement de phase, et
tout au long du cycle thermique, est contenu dans l’expression de cp,eq :

cp,eq = (1−β)cpS +βcpL + ∂β

∂T
∆Hm, (5.2)

avec β la fraction liquide du MCP, cpS et cpL respectivement ses capacités calorifiques à
l’état solide et liquide et ∆Hm son enthalpie de changement de phase, appelée aussi chaleur
latente de changement de phase. La fraction liquide, β, permet d’évaluer la quantité de
liquide présente dans le volume de matière et d’adapter l’impact des coefficients cpS , cpL

et ∆Hm. Cette fraction liquide s’exprime par :

β = 1
π

[
arctan

(2γ(T −Tfus)
∆T

)
+ π

2

]
, (5.3)

où Tfus correspond à la température de changement de phase moyenne du MCP, ∆T sa
plage de température de changement de phase et γ un coefficient de changement de phase,
fixé à γ = 3.1 par [73]. L’importance des coefficients cpS et cpL est directement dépendante
de la valeur de β. Sa chaleur latente ∆Hm quant à elle est exprimée par :

∂β

∂T
=
( 2γ

∆T

)−1
[
π

[(
(T −Tfus)

( 2γ

∆T

))2
+1
]]

. (5.4)
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Couche d’air

Acier

Couche d’air

Cuivre

MCP
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Figure 5.7 – Modèle Model-Based System Engineering du SETC-2 contenant le Matériau
à Changement de Phase.

Table 5.2 – Caractéristiques thermiques du Matériau à Changement de Phase.

Grandeur Symbole MCP

Capacité thermique solide [J kg-1 K-1] cp 2000
Conductivité solide [W m-1 K-1] λMCP 2.5
Masse volumique solide [kg m-3] ρS 880

Chaleur latente [J kg-3] ∆Hm 174000
Capacité thermique liquide [J kg-1 K-1] cp 2000

Conductivité liquide [W m-1 K-1] λMCP 2.5
Masse volumique liquide [kg m-3] ρL 770

Quant au flux conductif du MCP, il est formulé par :

ϕcond,MCP = λeqA

e
∆T (5.5)

avec ϕcond,MCP le flux échangé par le MCP et λeq sa conductivité équivalente. En consi-
dérant la phase liquide β, cette conductivité peut s’exprimer par :

λeq = (1−β)λS +βλL, (5.6)

avec λS la conductivité du matériau dans sa phase solide et λL dans sa phase liquide.
Pour finir, la contrainte mécanique subie par la mullite est déduite de la dilatation

théorique du MCP le long de son rayon et de son épaisseur. Cet allongement est calculé
en fonction du coefficient de dilatation du MCP fixé à α≈ 10−4 K-1. En comparaison, ce
coefficient est en moyenne de α≈ 10−6 K-1 pour les métaux.

5.2.2.3 Résultats, limites et contraintes

Pour finir de définir le modèle MBSE, les paramètres thermiques du MCP, tirés de la
littérature [55,86,169,184] et du fabricant RUBITHERM 2 sont renseignés dans le Tab. 5.2.
La géométrie est définie dans la Fig. 5.6.

2. https://www.rubitherm.eu/en/
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5.3 Application de l’ASG pour la mise en évidence des sous-systèmes influents

La Fig. 5.8a montre que l’évolution de TCu est marquée par un maximum aux alentours
de t = 20 s d’une valeur de Tmax,Cu = 600 K, plus faible que dans le SETC-1 alors de
Tmax,Cu = 820 K. Dans cette situation également le cuivre support de la carte de calcul
n’est pas détérioré. L’énergie est dissipée ensuite dans le dispositif jusqu’à atteindre la
plaque en acier. La température de cette dernière ne dépasse pas Tmax,Acier < 330 K,
comme illustré dans la Fig. 5.8b. La première exigence thermique est respectée.

En parallèle de cette étude thermique, les calculs d’ordre de grandeur de la dilatation
du MCP sont effectués. Les longueurs caractéristiques finales du MCP sont de : ∆rMCP =
0.56×10−3 m et ∆eMCP = 0.447×10−3 m. En considérant les ordres de grandeurs de ces
sorties, la pression équivalente exercée sur les parois en mullite est estimée à :

P = F

S
≈ k∆rMCP

S
≈ 108×10−3

10−4 ≈ 107 Pa, (5.7)

avec k la raideur équivalente de la mullite. La contrainte subie par la mullite est du même
ordre de grandeur que sa limite à la rupture [58].

Le dimensionnement du dispositif SETC-1 a permis de trouver les tendances de com-
portement des différentes entités physiques qui le composent. Le non respect des exigences
de fonctionnement thermique a notamment été mis en évidence. La conception du SETC-
2 a permis de proposer une solution à ce problème. Néanmoins nous sommes proches des
limites de fonctionnement et ces résultats étant approximatifs, ils ne permettent pas de
conclure avec certitude sur la viabilité de ce nouveau dispositif pour la seconde exigence
mécanique. Une étude plus approfondie de la contrainte subie par la mullite via une analyse
aux EF est donc nécessaire.

La mise en place de la stratégie MHMN va permettre d’apporter de la précision au
modèle global MBSE tout en conservant son efficacité d’utilisation. L’objectif est alors
d’entraîner un métamodèle basé sur une hypersurface NURBS par des résultats issus d’un
modèle EF haute-fidélité. Néanmoins, une ASG est réalisée auparavant sur le SETC-2
dans le but de confirmer l’influence de la zone critique sur le comportement du SETC
mais également de déterminer les paramètres de conception influents à prendre en compte
comme variables d’entrée du métamodèle.

5.3 Application de l’ASG pour la mise en évidence des sous-
systèmes influents

Comme illustré dans la Fig. 5.9, la mise en place complète de la stratégie de modéli-
sation hybride haute-fidélité se déroule en quatre étapes. La seconde, réalisée dans cette
section, consiste à identifier les sous-systèmes influents.
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Figure 5.8 – Évolution des températures moyennes des plaques en cuivre, TCu, et en acier,
TAcier au cours du temps, ainsi que du rayon rMCP et de l’épaisseur eMCP du Matériau à
Changement de Phase, s’il n’était pas contraint par l’enveloppe en mullite.

Identification
sous-système

Génération
métamodèle

Modèle hybride
haute-fidélité

Analyse MBSE

1 2 3 4

Figure 5.9 – Seconde étape de la stratégie Modélisation Hybride MBSE - NURBS :
Analyse de Sensibilité Globale

5.3.1 Formulation du problème

L’objectif de cette ASG est de déterminer quels paramètres sont les plus influents sur la
température maximale de la carte électronique d’acquisition et de savoir sur quelle partie
du modèle il faut porter un effort de modélisation accru. La méthode ASG employée est
celle basée sur les indices de Sobol, présentée au chapitre 2 ainsi que dans [88,180].

Les différentes variables de conception retenues pour cette ASG, ainsi que leur va-
leur de référence et leur plage de variation uniforme, notée U [·, ·], sont rassemblées dans
le Tab. 5.3. On y retrouve la conductivité thermique du MCP λMCP, sa chaleur latente
∆Hm et sa température de fusion Tfus,MCP. L’émissivité des parois entourant la couche
d’air intermédiaire, ϵair, est aussi considérée. Elle traduit l’importance du rayonnement
thermique émis par les parois en cuivre et en acier vers l’air. Enfin, l’épaisseur de cette
couche d’air, eair, est également prise en compte. Les plages de variations de ces variables
sont définies pour que le critère de fonctionnement thermique du dispositif soit respecté,
i.e., Tmax,adm = 373 K. Le but est d’étudier l’influence de ces variables sur la température fi-
nale atteinte par la plaque en acier Tmax,acier, qui est aussi sa température maximale.

Pour que le calcul des indices de Sobol réalisé avec l’algorithme FAST ait une incerti-
tude acceptable, un échantillonnage de 212 simulations a été considéré, respectant ainsi le
critère de convergence fixé au chapitre 2. Ces simulations se basent sur le modèle MBSE
du SETC-2 (Fig. 5.7) pour limiter le temps de calcul de l’ASG.
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5.3 Application de l’ASG pour la mise en évidence des sous-systèmes influents

Table 5.3 – Valeurs de référence et intervalles de variation.

Variable Référence Intervalle
λMCP [W m-1 K-1] 2.5 U([2.0,4.0])

∆Hm [J kg-1] 174000 U([150000,250000])
Tfus,MCP [K] 350 U([350,363])

ϵair [-] 0.6 U([0.5,0.7])
eair [m] 0.004 U([0.002,0.006])

λMCP ∆Hm Tfus,MCP εair eair
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Figure 5.10 – Résultat de l’Analyse de Sensibilité Globale sur la température maximale
atteinte par la carte électronique d’acquisition, dans le SETC-2.

5.3.2 Résultats numériques

Les résultats de l’ASG sont présentés dans l’histogramme de la Fig. 5.10 avec les
incertitudes de mesure en noir. L’incertitude moyenne sur ces résultats étant de ±7.53×
10−3 points pourcentages, on considère qu’ils sont exploitables. L’écart entre les indices
élémentaires et les indices totaux étant inférieur à 1 %, on peut déduire que les interactions
entre ces variables ont un rôle mineur sur la valeur finale de la température de la plaque
d’acier.

La variable la plus influente sur Tmax,acier est la conductivité du MCP avec un indice
élémentaire de SλMCP = 67 % et total de STλMCP

= 68 %. Les deux autres variables ayant
une influence non négligeable sont la chaleur latente de fusion du MCP et l’émissivité
dans la cavité d’air intermédiaire avec des indices de Sobol compris entre 10 % et 20 %.
Pour finir, la température de fusion du MCP n’est pas influente sur la sortie tout comme
l’épaisseur de la cavité d’air intermédiaire avec des indices inférieurs à 4 %.

Au vu de ces résultats, le sous-système relatif au MCP peut-être qualifié de sous-
système influent en plus d’être critique par son besoin en résolution spatiale (gradient de
déplacement et de température dus au changement de phase). Cela motive notre intuition
à utiliser des simulations haute-fidélité pour ce sous-système.
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5.4 Génération du métamodèle basé sur les hypersurfaces
NURBS

Comme illustré dans la Fig. 5.11, la mise en place complète de la stratégie de modéli-
sation hybride haute-fidélité se déroule en quatre étapes. La troisième, réalisée dans cette
section, consiste à générer le métamodèle basé sur une hypersurface NURBS.

Identification
sous-système

Génération
métamodèle

Modèle hybride
haute-fidélité

Analyse MBSE

1 2 3 4

Figure 5.11 – Troisième étape de la stratégie MHMN : génération du métamodèle basé
sur une hypersurface NURBS.

5.4.1 Zones critiques et modèle EF

La partie inférieure du SETC-2 correspondant à l’ensemble MCP, isolant, plaque en
cuivre et mullite, est non seulement la plus influente sur la température de la carte d’acqui-
sition mais également la plus critique à modéliser. Un simple sous-système MBSE n’étant
pas suffisant, la stratégie MHMN développée dans cette thèse propose de le remplacer
par un métamodèle basé sur une hypersurface NURBS entrainée par des données hautes-
fidélité. Ainsi, l’efficacité et la souplesse du modèle MBSE initial sont conservées tout en
lui apportant un degré de précision supplémentaire. Cette découpe MBSE - NURBS est
illustrée dans la Fig. 5.12a avec les connecteurs renseignés.

Les données d’entraînement Qt et de contrôle Qc sont générées à partir d’un modèle
axisymétrique aux EF de la zone inférieure illustrée dans la Figure 5.12a. Pour rappel, le
nombre de Biot de la plaque en cuivre est inférieur à l’unité. En conséquence, la source de
chaleur est appliquée sur le cuivre sous forme de source volumique, avec une puissance de
P = 100 W appliquée sur une période de 20 s. Du point de vue thermique, les conditions
aux limites du système sont modélisées comme adiabatiques, car le processus se déroule sur
une courte période de temps et que la mullite présente une faible conductivité thermique.
En ce qui concerne les conditions aux limites mécaniques, seules les translations le long de
l’axe x sont autorisées sur le bord supérieur, tandis que seules les translations le long de
l’axe y sont autorisées sur l’axe de symétrie. Les autres bords du modèle sont considérés
comme libres.

Cette modélisation a été réalisée au moyen du logiciel commercial Abaqus. Plus pré-
cisément, une analyse couplée thermomécanique non-linéaire a été menée sur le maillage
axisymétrique illustré dans la Figure 5.12b. Ce maillage est composé de 64×68 éléments
couplés thermomécaniques CAX6MT, chacun possédant six nœuds. Chaque nœud est ca-
ractérisé par deux degrés de liberté mécaniques (déplacements ux et uy) et un degré de
liberté thermique (température T ). Ce maillage est issu d’une étude de convergence re-
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Approche 
MBSE

Métamodèle basé 
sur une hypersurface

NURBS

(a) (b)

Figure 5.12 – Mise en place d’une modélisation via un métamodèle haute-fidélité basé
sur une hypersurface NURBS sur la zone du Matériau à Changement de Phase, de la
rondelle d’isolant et de la portion de mullite associée, en (a). En (b), visualisation du
maillage de l’ensemble du sous-modèle mullite, Matériau à Changement de Phase, isolant,
cuivre.

portée en annexe E.4.
L’analyse temporelle s’étend sur la durée totale de la mission (ttot = 100 s), au cours de

laquelle les états transitoires des températures et des déplacements des nœuds sont obser-
vés. Sur le plan thermique, le problème est non-linéaire en raison de la forme en créneau de
la source de puissance mais également des températures atteintes, plaçant le MCP dans
un état de transition de phase, état qui est fortement non-linéaire. De plus, sur le plan
mécanique, le problème est non-linéaire en grandes déformations et grands déplacements,
étant donné que la dilatation du MCP est significative (environ 10 %).

La difficulté à présent est de définir les variables d’entrée et les sorties d’intérêts du
métamodèle, découlant du modèle aux EF. Elles doivent permettre à la fois de dimen-
sionner le sous-système du métamodèle résultant vis-à-vis du modèle global MBSE, mais
également d’assurer la communication avec les variables du modèle MBSE. La zone supé-
rieure du modèle global sur la Fig. 5.12a est modélisée par une approche MBSE purement
thermique. Plus précisément, son comportement est régi par la température de la carte
de calcul. En outre, cette partie MBSE évolue selon un pas de temps fixé lors du para-
métrage du solveur. Pour assurer la communication entre les deux zones, le métamodèle
doit fournir au modèle MBSE la température du cuivre tandis que le modèle MBSE doit
fournir le pas de temps auquel sont effectués les calculs. Ces variables de communications
sont renseignées dans le Tab. 5.4 tout comme les variables de conception. Dans la mesure
où l’objectif est de calibrer les différents sous-systèmes du modèle hybride haute-fidélité
pour assurer un comportement thermomécanique acceptable, le choix est fait de considérer
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comme variable de conception du métamodèle les conductivités du MCP et de la mullite
notées respectivement λMCP et λMu, ainsi que leurs épaisseurs eMCP et eMu.

Quant aux sorties d’intérêt, mise à part la température du cuivre requise en entrée du
modèle MBSE, il est nécessaire de considérer la contrainte maximale subie par l’enveloppe
en mullite pour contrôler sa tenue mécanique tout au long de la mission. Cette contrainte
maximale correspond à la contrainte maximale de Von Mises mesurée sur la zone en rouge
dans le maillage de la Fig. 5.12b. Cette zone permet d’écarter de l’étude le bruit numérique
engendré par les conditions limites du maillage autour de l’isolant et l’angle droit entre
le MCP et la mullite. Les autres sorties d’intérêt permettent d’observer le comportement
du MCP au sens large : la température moyenne du volume de MCP notée TMCP et sa
variation totale d’énergie interne ∆Eint. Pour finir le rapport Rdm = ∆Eint

Etot
est calculé

pour évaluer l’efficacité du MCP à absorber l’énergie dissipée totale Etot = Psrcttot.

Table 5.4 – Variables d’entrée (intput) et de sortie (outputs) du métamodèle. La variable
d’entrée de temps t, est directement reliée à la valeur du flux dissipé par la source.

Variable Sortie
Communication t [s] TCu [K]

Conception

λMCP [W m-1 K-1] σmax,Mu [Pa]
λMu [W m-1 K-1] ∆Eint [J]

eMCP [m] TMCP [K]
eMu [m] Rdm [-]

Les différentes propriétés thermomécaniques du système embarqué sont renseignées
dans le Tab. 5.5. Ces données sont issues de la littérature et plus particulièrement de [58,
115] en ce qui concerne la mullite, avec une porosité de 32 %.

Table 5.5 – Grandeurs thermiques et mécaniques requises pour la simulation aux EF. S
est employé pour état solide et L pour état liquide.

Grandeur Symbole Cuivre MCP Mullite 32 %
Masse volumique [kg m-3] ρ 8954 S : 880, L : 770 3000

Capacité thermique [J kg-1 K-1] cp 383 2000 800
Conductivité thermique [W m-1 K-1] λ 386 2.5 0.6

Chaleur latente [J kg-3] ∆H 1083 174000 1500
Module d’Young [Pa] Y 124×109 6×107 27×109

Dilatation [m K-1] α 17×10−6 1.25×10−4 7×10−6

Contrainte à la rupture [Pa] σmax - - 45×106

Le comportement fortement non-linéaire de l’ensemble cuivre, MCP, isolant, mullite
est représenté dans la Fig. 5.13 par l’évolution non-homogène du champ de déplacement
du MCP et de la contrainte de Von Mises. Dans la partie de gauche, on peut voir l’évo-
lution de l’amplitude du champ de déplacement du MCP, en considérant ce dernier non
contraint par l’enveloppe en mullite. Dans la partie de droite, l’ensemble du modèle aux
EF est considéré, mais la zone de mesure de la contrainte de Von Mises dans la mullite
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est isolée pour une meilleure visualisation. La contrainte maximale dans la mullite est
non-linéaire et non-homogène, ce qui confirme l’intérêt d’utiliser un modèle initial aux EF
pour la calculer avec une précision acceptable. Vu le nombre de paramètres considérés, les
non-linéarités matériaux et l’évolution non-uniforme des observables, il est pertinent de
créer un métamodèle capable d’évaluer rapidement un nombre plus important de solutions
constructives afin de répondre au mieux au cahier des charges.

5.4.2 Génération du métamodèle comme solution d’un problème d’op-
timisation

Le métamodèle considéré dans la modélisation du SETC se base sur une hypersur-
face NURBS évoluant dans un espace MIMO de N = 5 dimensions d’entrée et M = 5
dimensions de sortie. La génération de ce métamodèle se pose comme la résolution de
trois problèmes d’optimisation sous-contraintes successifs. Ce processus est détaillé au
chapitre 3 mais consiste, en substance, à :

1. générer les coordonnées des CPs optimales à partir de la base d’entraînement Qt.
Le métamodèle résultant correspond à une hypersurface B-spline optimisée ;

2. optimiser les valeurs non-triviales des vecteurs nodaux. Le métamodèle résultant
correspond à une hypersurface B-spline optimisée par rapport aux coordonnées de
ses CPs et à ses vecteurs nodaux ;

3. optimiser les poids associés à chaque CPs. Le métamodèle résultant correspond à une
hypersurface NURBS optimisée par rapport à ses variables de conception continues.

A chacune de ces étapes, la précision du métamodèle est évaluée à partir d’une base Qc,
différente de la base d’entraînement Qt. Le métamodèle optimal peut être issu aussi bien de
la première, seconde ou dernière étape du processus. Les indicateurs employés sont :

— le coefficient
R2

α = 1−
nTP∑
i=1

(hα (ζi1 , · · · , ζiN )− qiα)2

(qiα− qα)2 ,

pour chaque direction de sortie α ;

— l’erreur relative
εα = 1

nTP

nTP∑
i=1

(hα (ζi1 , · · · , ζiN )− qiα)
qiα

,

pour chaque direction de sortie α.

Compte tenu des temps de calculs relativement importants d’Abaqus (environ 7 min
par simulation, pour calculer les solutions toutes les secondes durant 100 s), la quantité
de données disponible est relativement limitée. Ainsi, le nombre de TPs considérés dans
la base de données d’entrainement est de nTP,t = 122451 et le nombre de CPs de nCP,t =
42768. Quant à la base de données de contrôle, elle comporte nTP,c = 12544 TPs. La base
de données globale dont sont issues les bases de données d’entraînement et de contrôle
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(a) t = 10 s. (b) t = 10 s.

(c) t = 30 s. (d) t = 30 s.

(e) t = 50 s. (f) t = 50 s.

(g) t = 70 s. (h) t = 70 s.

Figure 5.13 – Évolution temporelle du champ de déplacement (amplitude en mm) pour
la région caractérisée par le MCP dans (a), (c), (e) et (g) et de la contrainte de Von Mises
(en Pa) dans la mullite en (b), (d), (f) et (h).
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est construite à partir de 10000 simulations via 10 licences Abaqus en parallèles pour
un temps de simulation d’environ une semaine. Les valeurs des différents paramètres du
métamodèle sont renseignées dans le Tab. 5.6. On y retrouve également les plages de
variation des différentes variables de conception, réparties selon une loi uniforme notée
U [., .], ainsi que les intervalles de variation des variables d’optimisation βi et ωi1,...,iN (se
référer au chapitre 3 pour plus de détails).

Table 5.6 – Caractéristiques de l’hypersurface NURBS et des bases de données associées.

Variable Intervalle sk rk nk nTP nCP βi ωi1,...,iN

t U([0.0,100.0]) 2 50 32

122451 20625 ]0,1[ [1,10]
λMCP U([2.0,4.0]) 2 6 5
λMu U([0.45,0.75]) 2 6 5

eMCP U([5.0,15.0])×10−3 2 6 5
eMu U([2.0,6.0])×10−3 2 6 5
Qc − (3,3,3,3,48) 12544 − − −

5.4.3 Précision du métamodèle

Les valeurs des différents indicateurs d’efficacité, fobj, et de précision, R2
α et εα, de

la génération du métamodèle sont rassemblées dans le Tab. 5.7. Plus précisément, ces
valeurs correspondent aux moyennes des indicateurs sur les sorties α du problème. On peut
constater que les différentes optimisations n’ont que peu d’influence. A la fin du processus,
elles sont de : fobj = 0.98, R2

glob = 0.99 et εglob = 1.13 %. La Fig. 5.14b illustre cela en traçant
les valeurs calculées par le métamodèle en fonction des valeurs de la base de données
d’entraînement en considérant toutes les sorties. La majorité des données sont confondues
avec la courbe de référence x = y. Le graphique de fitting dans la Fig. 5.14a considère
seulement la sortie la plus critique, à savoir l’évaluation de la contrainte maximale de Von
Mises dans la mullite. En conclusion, les indicateurs R2

σmax,Mu = 0.90 et εσmax,Mu = 5.32 %
restent acceptables et le métamodèle peut être employé dans la stratégie MHMN.

Table 5.7 – Évolution des coefficients fobj, R2
glob et εglob, en fonction de l’étape du

processus de génération du métamodèle.

fobj R2
α εα [%]

ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt

1 0.98 0.98 0.9956 0.9975 0.9975 1.12 1.13 1.13

Un des avantages de ce métamodèle est sa rapidité d’exécution, permettant de le cou-
pler au modèle global MBSE sans difficulté. Le temps de simulation du modèle Abaqus
pour obtenir les courbes de comportement sur ∆t = 100 s est de 420 s, là où le métamodèle
a besoin de seulement 3 s. En d’autres termes, le métamodèle est capable de calculer les
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(a) Correspondance entre le métamodèle et la
base de données de contrôle pour la sortie

σmax,mlt.

(b) Correspondance entre le métamodèle et la
base de données de contrôle pour la sortie en

considérant toutes les sorties.

Figure 5.14 – Correspondance entre le métamodèle et la base de données de contrôle.
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Figure 5.15 – Contrainte maximale subie par la mullite au cours de la simulation en
fonction des paramètres du métamodèle : en (a) eMCP et eMu sont fixes et en (a) λMCP et
λMu.

sorties en 0.03 s par pas de temps, lui permettant de communiquer en temps réel dans la
stratégie complète MHMN.

En outre, une fois le métamodèle généré, il peut être manipulé à la guise de l’utilisa-
teur en fonction de son besoin. Par exemple, la Fig. 5.15 trace les courbes de niveau de la
contrainte maximale subie par la mullite sur l’ensemble de la simulation en fonction des
autres paramètres : dans la Fig. 5.15a, en considérant les différents coefficients de conducti-
vité et dans la Fig. 5.15b les épaisseurs du MCP et de la mullite. Dans les deux situations,
les paramètres fixes sont définis à leur valeur de référence renseignées dans le Tab. 5.5. On
peut constater que σmax,Mu est plus importante pour des épaisseurs fines.
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Figure 5.16 – Quatrième étape de la stratégie Modélisation Hybride MBSE - NURBS :
mise en place complète.
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Figure 5.17 – Schéma de l’inclusion du métamodèle basé sur les entités NURBS dans
le modèle global Model-Based System Engineering du système embarqué incluant un Ma-
tériau à Changement de Phase.

5.5 Stratégie hybride haute-fidélité
Comme illustré dans la Fig. 5.16, la mise en place complète de la stratégie de modéli-

sation hybride haute-fidélité se déroule en quatre étapes. La quatrième, réalisée dans cette
section, consiste à mettre en place la stratégie complète sur le modèle d’étude.

5.5.1 Construction du modèle hybride haute-fidélité du SETC-3

Cette section propose la mise en place de la stratégie MHMN développée tout au long
de ce manuscrit. Elle consiste à intégrer dans le modèle MBSE du SETC-2, le métamodèle
basé sur les hypersurfaces NURBS construit à la section 5.4, à la place de la zone critique
et influente identifiée à la section 5.3 correspondant au groupement MCP, isolant, cuivre
et mullite. La Fig. 5.17 illustre la mise en place de cette modélisation sur le problème
traité.

5.5.2 Initialisation du modèle hybride haute-fidélité

Pour rappel, l’objectif de ce chapitre est de dimensionner un système embarqué de
mesure en respectant ses conditions de fonctionnement sur une durée totale de ttot = 100 s.
La première exigence est de restreindre la montée en température de la carte électronique
d’acquisition en dessous de Tmax,adm = 373 K. La seconde exigence est que la contrainte
maximale dans la mullite ne dépasse pas le seuil de rupture, fixé à σmax,Mu = 45×106 Pa [58,
115].
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Pour dimensionner au mieux ce dispositif, le processus classique suivant est mis en
place :

1. une première simulation est faite pour avoir une solution de référence, en considérant
les valeurs de référence des différentes variables de conception ;

2. une ASG de type OAT [88] est appliquée sur le modèle pour déterminer les tendances
de comportement des sorties d’intérêt en fonction des valeurs extrêmes des différentes
variables de conception. Les différents jeux de paramètres en question sont rassemblés
dans le Tab. 5.8 ;

3. un jeu de valeur des différentes variables de conception est choisi comme solution du
problème.

Table 5.8 – Jeux de paramètres des différentes simulations considérées dans le dimen-
sionnement du système embarqué.

Variable de conception λMCP λMu eMCP eMu

Simulation de référence 2,5 0,60 0,010 0,004
Simulation 1 2.0 0.60 0.010 0.004
Simulation 2 4.0 0.60 0.010 0.004
Simulation 3 2.5 0.45 0.010 0.004
Simulation 4 2.5 0.75 0.010 0.004
Simulation 5 2.5 0.60 0.005 0.004
Simulation 6 2.5 0.60 0.015 0.004
Simulation 7 2.5 0.60 0.010 0.002
Simulation 8 2.5 0.60 0.010 0.006

5.5.3 Résultats du modèle hybride haute-fidélité SETC-3

Les résultats des différentes simulations du processus de dimensionnement sont fournis
dans le Tab. 5.9. On peut remarquer que dans toutes les situations la première exigence
sur la température de fonctionnement de la carte d’acquisition est respectée. Cependant,
ce n’est pas le cas pour la seconde exigence qui porte sur la contrainte mécanique subie
par la mullite. Dans la majeure partie des cas, elle est supérieure au seuil acceptable.
Néanmoins, on peut remarquer qu’entre les résultats 1 et 2, sa valeur varie de 9 % et entre
les résultats 7 et 8 sa valeur varie de presque 60 %. Ces deux jeux de résultats utilisent
respectivement les paramètres fixés à leur valeur de référence hormis la conductivité du
MCP λMCP et l’épaisseur de la mullite eMu.

Ces observations coïncident avec les résultats de l’ASG et permettent de converger vers
une solution. Le jeu de valeurs des variables de conception est renseigné au Tab. 5.10. On
peut alors constater que la première exigence est toujours respectée : Tmax,Acier = 317.84 <

373 K. Quant à la seconde, même en considérant l’erreur relative de 5 % commise par
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Table 5.9 – Solution des différentes simulations considérées dans le dimensionnement
du système embarqué pour la contrainte maximale subie par la mullite et la température
maximale atteinte par le support en acier.

Sortie d’intérêt Tmax,Acier σmax,Mu

Résultat de référence 323.81 5,14×107

Résultat 1 329.69 5.41×107

Résultat 2 323.80 4.96×107

Résultat 3 323.86 5.15×107

Résultat 4 323.60 5.13×107

Résultat 5 329.01 4.83×107

Résultat 6 324.12 4.90×107

Résultat 7 324.49 7.96×107

Résultat 8 315.71 4.71×107

Table 5.10 – Solution choisie pour respecter les exigence de fonctionnement du Système
Embarqué à Température Contrôlée.

λMCP λMu eMCP eMu Tmax,Acier σmax,Mu

Solution 3.5 0.70 0.014 0.006 317.84 4.14×107

le métamodèle sur le modèle initial, elle est également respectée : σmax,Mu = 4.14×107±
2.07×106 < 4.5×107 Pa.

Un autre intérêt de cette stratégie MHMN est l’accès à toutes les variables entrant en
compte dans les lois de comportement des différents sous-systèmes. Il est possible d’accéder
à d’autres solutions que celles nécessaires au bon fonctionnement du système embarqué.
Ainsi, en considérant les valeurs de solution du Tab. 5.10, la variation d’énergie interne du
MCP est de ∆Eint = 668 J. Le rendement du MCP à absorber l’énergie dissipée par la
carte de calcul est alors de Rdm = ∆Eint

Pcalcttot
= 33 %. Les Figs. 5.18a 5.18b et 5.18c, tracent

respectivement les évolutions des températures de l’acier, du cuivre et du MCP. On peut
constater que la valeur maximale atteinte par la carte de calcul est de Tmax,Cu = 519 K
et celle du MCP de Tmax,MCP = 390 K. Ces valeurs sont en dessous des plages de travail
des deux matériaux, à savoir de la température de fusion du Tfus,Cu = 1356 K et du point
d’auto-combustion du MCP de Tcomb,MCP = 573 K.

La stratégie MHMN a permis de modéliser efficacement le dispositif SETC avec une
description adaptée au besoin de précision. Si ce système doit à l’avenir faire l’objet d’une
complexification par ajout de composants internes ou externes, il sera possible de le faire
via l’aspect MBSE de la méthode. Le problème pourra alors évoluer en fonction de la
demande, sans pour autant que les coûts de calculs s’accroissent. D’autres métamodèles
pourront aussi être intégrés. Cependant, bien que le temps de simulation MHMN soit de
l’ordre de la seconde, la génération du métamodèle basé sur les entités NURBS peut être
plus fastidieuse en fonction de la situation. Dans le cas d’étude présenté, la génération du
métamodèle lui-même a nécessité aux environs de 2.5 h mais la construction des bases de
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Figure 5.18 – Évolution au cours du temps des températures de la plaque en acier (a),
en cuivre (b) et du Matériau à Changement de Phase (d).
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- Modélisation par EF pour une
prise en compte des non-linéarités 
physiques
- Emploi d'un métmodèle basé sur
une hypersurface NURBS pour
limiter les ressources de calcul.

Carte d'acquisition

Air

Air

Carte de calcul

MCP

Figure 5.19 – Schéma fonctionnel final du Système Embarqué à Température Contrôlée
avec identification des zones modélisées par approche Model-Based System Engineering et
par le métamodèle basé sur une hypersurface NURBS.

données d’entraînement et de contrôle, aux environs d’une semaine (10000 simulations).
Le choix des variables d’entrée du métamodèle n’est donc pas anodin et demande une
attention particulière. Notons que ce choix est nécessaire qu’une fois dans un cycle de
conception V-and-V et doit être fait par des spécialistes. Une fois fait, le modèle peut être
transféré vers le bureau d’étude pour des études paramétriques, par exemple. Il pourra
même être utilisé pour des questions d’optimisation de performance.

5.6 Conclusion
La stratégie MHMN développée dans cette thèse a permis de dimensionner un modèle

de Système Embarqué à Température Contrôlée. L’objectif était de déterminer les caracté-
ristiques des différents matériaux constitutifs pour assurer son bon fonctionnement. Dans
un premier temps, une étude MBSE a été menée pour identifier les tendances d’évolution
des différents points d’intérêt du modèle. L’emploi d’un métamodèle basé sur une hyper-
surface NURBS a ensuite permis d’apporter des informations supplémentaires au modèle
global MBSE pour répondre aux exigences de dimensionnement inhérentes au système
embarqué étudié. La Fig. 5.19 fait une synthèse de l’application de cette stratégie sur le
modèle SETC.

Il ne s’agit que d’un exemple d’application, pour montrer que ce type de stratégie
pourra être appliqué à des cas plus complexes par la suite, en considérant l’intégration de
plusieurs métamodèles. Les principales perspectives d’évolution de cette stratégie, en plus
d’améliorer la robustesse du métamodèle, sont de développer une méthode d’identification
objective et systématique des sous-systèmes critiques et/ou influents, d’identifier automa-
tiquement les variables de communication entre le métamodèle et le modèle MBSE ainsi
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que de considérer la propagation des différentes sources d’incertitudes. En outre, dans la
mesure où les formulations des sous-systèmes restent analytiques (avantage du métamodèle
basé sur une hypersurface NURBS), le calcul du gradient de l’ensemble du modèle hybride
pourrait permettre d’optimiser ses variables de conception de manière objective.
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Ce manuscrit a exposé la mise en place de la stratégie MHMN développée au cours
de ce travail de thèse qui permet une modélisation multiphysique optimisée, avec le juste
niveau de précision apporté à chaque sous-système du modèle global. Après avoir effec-
tué un état de l’art qui comprend notamment une présentation de l’approche MBSE, le
deuxième chapitre a proposé un tour d’horizon des méthodes d’ASG utilisées dans cette
étude. Ces méthodes ont été appliquées à des cas d’intérêt modélisés à la fois via l’approche
MBSE et par le biais d’analyses aux EF. L’objectif de l’ASG est d’apporter un soutien
à l’évaluation critique menée par le bureau d’étude pour identifier les sous-systèmes né-
cessitant une description approfondie qu’une approche MBSE classique ne permet pas.
L’objectif est ensuite d’approfondir leur description par l’emploi d’un métamodèle basé
sur les hypersurfaces NURBS.

Dans le troisième chapitre, nous abordons la création de ce métamodèle, conçu comme
une solution à un problème d’optimisation sous contraintes. L’utilisation d’hypersurfaces
NURBS présente un intérêt particulier en raison de leur grande adaptabilité, qui permet
de mieux représenter les non-linéarités des problèmes traités. Pour y parvenir, les variables
de conception continues des hypersurfaces sont déterminées par la résolution successive
de CNLPP, spécifiques à chaque variable. Le quatrième chapitre s’attache à évaluer l’ef-
ficacité du métamodèle dans divers scénarios, allant de problèmes peu non-linéaires à
fortement non-linéaires, et de cas théoriques analytiques à des problèmes plus pratiques
modélisés par la méthode des EF.

Finalement, le dernier chapitre applique la stratégie MHMN à un cas d’intérêt du
CEA, impliquant une grande variété de comportements thermomécaniques non-linéaires
pouvant être rencontrés dans les problèmes du CEA. Cette stratégie est intéressante dans
la mesure où, en un seul modèle, il est possible de représenter l’ensemble des comporte-
ments du problème traité, quelle que soit la physique en jeu. En outre, les zones nécessitant
une précision accrue peuvent être modélisées par un métamodèle haute-fidélité, aussi peu
gourmand en ressources de calculs que le modèle analytique MBSE initial. La modula-
rité permise par la stratégie MHMN peut permettre ensuite de compléter efficacement le
modèle global, si besoin.

Le verrou scientifique identifié en amont de ce travail de thèse était de parvenir à
développer la stratégie de métamodélisation basée sur les hypersurfaces NURBS comme
solution d’un problème d’optimisation sous contraintes. En se basant sur des travaux
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antérieurs, un processus d’optimisation en trois étapes a été développé et mis en place.
Chacune des étapes constitue un CNLPP associé à une variable de conception continue
du métamodèle :(i) les coordonnées des CPs, évaluées par une résolution analytique du
CNLPP, (ii) les valeurs non triviales des vecteurs nodaux, évaluées par résolution numé-
rique d’un CNLPP via un algorithme au gradient GC-MMA et (iii) les poids associés
aux CPs, issus également de la résolution numérique d’un CNLPP. Dans ce cadre, cette
thèse apporte des contributions significatives en formulant analytiquement le gradient de
la fonction de coût pour les étapes (ii) et (iii) de la stratégie d’optimisation, en considé-
rant les contraintes associées. Elle introduit également un terme de lissage qui dépend des
dérivées partielles d’ordre 2 de l’hypersurface : l’objectif est de minimiser le phénomène
d’overfitting et de restreindre la dépendance de la solution au bruit numérique.

Le second verrou identifié était technique : parvenir à inclure le métamodèle dans un
modèle global MBSE, après avoir identifié le sous-système nécessitant un effort de calcul
renforcé. Cette identification se base sur l’avis critique d’un bureau d’études, appuyé par
la mise en place d’une ASG. Une fois le sous-système identifié et le métamodèle associé
généré, ce dernier est inclus dans le modèle global via une interface Python - C - Modelica
mis en place par [167]. Le lien Python - C n’est pas trivial mais l’appel du C par Modelica
fait partie des avantages intrinsèques de ce langage dont la sémantique se base sur celle
du C.

Les avantages apportés dans la génération du métamodèle basé sur les entités NURBS
par ces optimisations successives sont nombreux. La détermination des coordonnées des
CPs par résolution du CNLPP associé permet de respecter la densité de répartition
des données d’entraînement. L’ajout d’un terme de lissage permet de réduire l’effet des
éventuelles non-linéarités parasites de la base de données sur le métamodèle ainsi que
le phénomène d’overfitting. L’optimisation des valeurs non triviales des vecteurs nodaux
permet de pleinement tirer avantage de la propriété de support local des hypersurfaces
NURBS : cela apporte de la maniabilité au métamodèle dans les zones de non-linéarité.
Pour finir, l’optimisation des poids permet d’intervenir sur l’hypersurface sans modifier
les autres grandeurs déjà optimisées. Ainsi, une fois les CPs fixés, leur poids est modifié
pour leur donner plus ou moins d’importance en fonction de la présence de non-linéarités.
Les résolutions approchées numériques des deux derniers CNLPP sont mises en place via
l’algorithme au gradient employant la méthode GC-MMA. Cette méthode est robuste
et permet notamment de considérer un grand nombre de variables d’optimisation mais
aussi de prendre en compte des initialisations en dehors du domaine d’étude. En outre,
une fois généré, le métamodèle permet un gain de temps considérable dans la simulation
du problème étudié. Quel que soit son nombre de dimensions, le métamodèle fournira une
réponse quasi-instantanée, ce qui est primordial pour avoir une communication en temps
réel avec le modèle global MBSE.

La stratégie MHMN présentée dans ce travail, est une innovation apportée au domaine
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de la modélisation et de la conception de systèmes complexes. Cette approche combine les
avantages de l’approche MBSE avec l’utilisation de métamodèles basés sur les hypersur-
faces NURBS. L’objectif ultime de la stratégie MHMN est de compléter et d’approfondir
les études de pré-dimensionnement menées en amont des projets, qu’ils soient réalisés par
un bureau d’études, plus technique, ou des architectes produit, plus théoriques.

La stratégie MHMN bien qu’innovante et polyvalente présente une limitation dans
l’objectivité de l’identification des sous-systèmes critiques, correspondant au second verrou
de ce travail. En effet, l’ASG permet d’identifier les paramètres influents sur la sortie
considérée mais un avis critique d’utilisateur doit pouvoir en déduire quel sous-système est
le plus influent. Cette tâche est loin d’être triviale dans la mesure où le choix des variables
employées dans l’analyse est crucial : si les variables ont un rôle dans plusieurs sous-
systèmes, il sera compliqué de déterminer lequel nécessite une description approfondie. De
même, si parmi les variables retenues pour l’analyse il n’y a pas de variables influentes, le
résultat en sera biaisé.

Cette constatation constitue une perspective intéressante à explorer pour améliorer la
stratégie MHMN. La solution serait d’employer une méthode pouvant à la fois prendre
en compte toutes les variables de conception du modèle MBSE initial, tout en ayant une
information sur leur rôle dans les différents sous-systèmes du modèle global. En parallèle, le
développement d’un indicateur objectif sur le niveau de précision requis par sous-système
pourrait aider à calibrer le métamodèle employé ou à conserver la description par EAD
initiale.

Pour ce qui est du métamodèle basé sur les hypersurfaces NURBS, il pourrait être
intéressant de prendre en compte la ré-évaluation des coordonnées des CPs lors de l’opti-
misation des poids qui leur sont associés. Il serait alors possible d’intégrer à la troisième
étape du processus de génération du métamodèle le terme de lissage. Les éventuelles non-
linéarités parasites de la base de données d’entraînement seraient alors réduites plus ef-
ficacement et les risques d’overfitting complètement écartés. Une autre difficulté à lever,
commune pour la plupart des méthodes de métamodélisation, est de parvenir à recouvrir
l’espace des possibles en grande dimension avec le moins de ressources possibles. Plusieurs
études sur des méthodes de PE sont menées mais la solution la plus viable à ce jour est
l’emploi d’une méthode adaptative : des points de données sont ajoutés dans les zones de
plus grande erreur. Pour que cela soit efficace, un processus gaussien pourrait être ajouté à
la formulation analytique du problème d’optimisation dont est issue le métamodèle déve-
loppé dans ce travail. Ce métamodèle fonctionnerait de la même manière qu’un processus
de krigeage mais en employant les entités NURBS comme fonction de base. Une autre
solution intéressante serait d’employer un PE pour construire efficacement les bases de
données d’entraînement et de contrôle, pour ne pas faire appel au modèle initial pendant
la génération du métamodèle, i.e., pour que la génération du métamodèle soit autonome.
Les PE étudiés actuellement au laboratoire I2M sont les méthodes de sparse-grid [195],
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de LATIN HyperCube (LHC) [170] et de Sobol [134].
Une autre perspective pour la stratégie complète MHMN est de déterminer objecti-

vement les points de communication entre le modèle global MBSE et le métamodèle basé
sur une hypersurface NURBS. Ces variables de communication sont primordiales dans
la mesure où elles permettent de lier l’ensemble du modèle hybride lors de la simulation.
Dans ce travail, leur choix s’est argumenté autour de plusieurs critères (variables de po-
tentiel ou de flux, temporalité, physique en jeu) mais reste tout de même subjectif. Une
piste à explorer est l’emploi d’une méthode d’homogénéisation pour réduire à une variable
un gradient fournit par une analyse EF.

Ce travail de thèse a permis d’étudier en détail la génération d’un métamodèle basé sur
des hypersurfaces NURBS, en examinant ses avantages et inconvénients. Il a été réalisé
dans un contexte de pré-dimensionnement, visant à maintenir une précision élevée sans
compromettre l’efficacité des simulations. Cette approche a été partiellement appliquée aux
projets du bureau d’études du CEA, en se concentrant sur des systèmes thermomécaniques
complexes bien que des problèmes hydromécaniques soient également à l’étude.
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A Annexe - Introduction générale

A.1 Valorisation de la Communication entre MBSE et CA-
TIA dans un Contexte Hydro-mécanique

Le bureau d’études du CEA conçoit des systèmes multiphysiques par le biais de lo-
giciels indépendants tels que CATIA ou Abaqus, ou via des codes développés en interne.
Le stage encadré durant cette thèse a permis d’apporter un regard nouveau sur le pré-
dimensionnement des produits développés au CEA. Cette annexe résume les principaux
aspects du stage encadré durant cette thèse, visant à étudier les possibilités et les limites
de la communication entre l’approche MBSE basée sur le langage Modelica, et le logiciel
de conception 3-D CATIA, dans le contexte d’un problème hydromécanique. En outre, il
s’agissait d’étudier la viabilité et l’utilité du logiciel MBSE Dymola de la plateforme 3D
Experience de Dassault System pour le bureau d’étude du CEA.

Les objectifs de ce stage comprenaient la compréhension des besoins de communication,
l’identification des défis spécifiques, la proposition de solutions et la démonstration de leur
efficacité.

Le stage a couvert l’ensemble de l’élaboration du modèle de pré-dimensionnement
hydromécanique étudié. Une comparaison entre différents logiciels MBSE a permis de re-
tenir le logiciel Dymola pour son inclusion dans la plateforme 3D Experience de Dassault
System. Cette particularité a permis ensuite de coupler le modèle MBSE du démonstra-
teur hydromécanique au modeleur 3-D CATIA. Le premier a apporté un comportement
physique au modèle 3-D tandis que le second a participé à l’amélioration de l’ingénierie
système qui maîtrise seulement des modèles à faibles degrés de liberté (modèles 0-D ou
1-D).

Ce travail de stage a apporté une nouvelle compétence pour accélérer les procédures
de pré-dimensionnement et permettra par la suite de porter un effort de modélisation
seulement sur des zones spécifiques. En outre, l’exportation du modèle final au format
FMU (fichier exécutable performant) a été étudiée et offre de nouvelles opportunités pour
la réalisation d’études statistiques approfondies, renforçant ainsi l’intérêt de l’approche
système au sein d’un bureau d’études. Les particularités du format FMU sont exposées
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plus en détail au chapitre 1.
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B Annexe - Chapitre 1

B.1 Rappel sur le calcul tensoriel

B.1.1 Algèbre tensorielle en 2 dimensions

Soit A = A un tenseur d’ordre 2 indépendant de toute base et T = ∑r
j Fj ⊗Gj un

second tenseur d’ordre 2 correspondant à la somme des produits tensoriels des vecteurs Fj

et Gj . Dans la suite de cette annexe, la notation α correspondra à une grandeur scalaire,
F à un vecteur et F à une matrice.

B.1.1.1 Produit tensoriel



0
1
0
1
0


⊗
(
0 1 0 1 0

)
=



0 0 0 0 0
0 1 0 1 0
0 0 0 0 0
0 1 0 1 0
0 0 0 0 0


(B.1)



0 0 0 0 0
0 1 0 1 0
0 0 0 0 0
0 1 0 1 0
0 0 0 0 0


=



0
1
0
0
0


⊗



0
1
0
0
0


+



0
0
0
1
0


⊗



0
0
0
1
0


= F1⊗G1 +F2⊗G2

=



0 0
1 0
0 0
0 1
0 0


⊗

0 1 0 0 0
0 0 0 1 0



(B.2)
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B.1.1.2 Produit scalaire de deux tenseurs

A⊙T =
2∑

i=1
(Ax

i ⊗Ay
i )

r∑
j=1

(Fj⊗Gj) (B.3)

B.1.1.3 Produit scalaire, scalaire et tenseur

α⊙T = α
r∑

j=1
Fj⊗Gj

=
∑

j

(αFj)⊗Gj

=
∑

(
√

αGj)⊗ (
√

αGj)

(B.4)

B.1.1.4 Somme tensorielle

T⊕T′ =
r∑

j=1
Fj⊗Gj +

r′∑
j=1

F′
j⊗G′

j

=
r+r′∑
j=1

Fj⊗Gj +F′
j⊗G′

j

(B.5)

B.1.1.5 Produit scalaire

< T,T′ >=
r∑

j=1

r′∑
j′=1

< Fj ,F′
j >< Gj ,G′

j′ > (B.6)

B.1.2 Opérations

a =


ai,j

ai,j

ai,j



b =


bi,j

bi,j

bi,j


(B.7)

a · b = aT b (B.8)

a⊗ b = abT (B.9)
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(a⊗ b)c = a(b · c) (B.10)

B.1.2.1 Exemple d’exploitation

∂T
∂t
−AT = 0

Tn+1−Tn

∆t
−ATn = 0

Tn+1 = Tn⊕∆t⊙ (A⊙Tn)

(B.11)

B.2 La manipulation symbolique pour le langage Modelica

Le langage Modelica se base sur la sémantique de Kirchhoff pour lier les différents sous-
systèmes analytiques d’un modèle MBSE. Pour parvenir à construire un système d’EAD
global qui est ensuite résolu par un solveur temporel, Modelica rassemble les différents
sous-systèmes EAD par manipulation symbolique, comme illustré dans la Fig. B.1.

La résolution du système EAD global, illustré par la Fig. B.1, se compose de sept étapes
liées par six actions. En partant du script initial Modelica, le schéma bloc du modèle est
construit par l’utilisateur. Lorsque la résolution du modèle est lancée, le premier travail du
logiciel consiste à mettre à plat le modèle, i.e., à faire rassembler tous les morceaux du code
répartis dans les différents sous-systèmes. L’aspect "objet" du programme disparaît alors
complètement. Une analyse du code résultant est faite dans le but de mettre le système
sous forme matricielle avant de l’optimiser et de le résoudre.

Cette étape est la plus longue et trois algorithmes sont nécessaires à sa réalisation : l’al-
gorithme de Pantelides [136], celui des Dummy Derivative présenté par Mattsson dans [120]
et l’algorithme de Tarjan [176]. Le rôle du premier est de déterminer l’indice structurel du
système EAD à résoudre, à ne pas confondre avec le degré du problème. Le degré d’un
système correspond au plus haut degré de dérivation d’une variable. D’un autre côté, un
indice structurel est le nombre total de fois qu’il est nécessaire de dériver une ou plu-
sieurs équations du système pour le résoudre. Une fois déterminé, cet indice structurel est
réduit à l’aide de l’algorithme de Mattsson jusqu’à une valeur de 0 ou 1, correspondant
à celui d’un système d’Équations Différentielles Ordinaires (EDO). Pour faciliter cette
étape, l’algorithme de Tarjan est employé pour réduire le nombre d’équations en jeu dans
le problème ainsi que le nombre de variables (équation redondante, initialisation d’un pa-
ramètre, etc.). Cette manipulation symbolique permet de donner à Modelica son aspect
acausal.

Pour finir, le code résultant est traduit en langage C avant d’être compilé et exécuté.
Pour de plus amples informations sur le langage Modelica, le lecteur est invité à consulter
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le livre [59].

Script Modelica

Mise à plat

Analyse

Optimisation

Code C

Compilation

Simulation

Schéma bloc initial construit 
par l'utilisateur.

Synthèse du programme global 
et disparition de l'aspect objet.

Mise en forme du système d'équations 
sous forme matricielle.

Application des algorithmes de Pantelides, 
Dummy Derivative et de Tarjan.

Traduction du code résultant 
en langage C.

Génération d'un exécutable 
temporaire dit "à la volée".

Figure B.1 – Résolution d’un système d’équations algébro-différentiel par OpenModelica.
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C Annexe - Chapitre 2

C.1 Code Python pour le calcul des indices de Shapley

1 import numpy as np
2

3 #Inputs :
4 # n : number o f samples
5 # d : number o f independent input v a r i a b l e s
6 # x_LB (numpy . array , s i z e [ d , 1 ] ) : lower bound o f the array o f input

v a r i a b l e s
7 # x_UB (numpy . array , s i z e [ d , 1 ] ) : upper bound o f the array o f input

v a r i a b l e s
8 # myfunc ( func t i on handle ) : the user−de f ined func t i on
9 #Outputs :

10 # phi1 (numpy . array , s i z e [ d , 1 ] ) : the array c o l l e c t i n g the Shapley ’ s
i n d i c e s

11 # phi2 (numpy . array , s i z e [ d , 1 ] ) : the array c o l l e c t i n g the var iance
o f Shapley ’ s i n d i c e s

12 # var_tot : the t o t a l var iance o f the output
13 def Shapley (n , d ,x_LB,x_UB, myfunc ) :
14 x = np . z e ro s ( ( n , d) ) #i n i t i a l i s e array x
15 y = np . z e ro s ( ( n , d) ) #i n i t i a l i s e array y
16

17 for i in range (d) :
18 # f i l l array x with n samples uni formly d i s t r i b u t e d between x_LB

and x_UB along each dimension
19 x [ : , i ] = np . random . uniform (x_LB[ i ] , x_UB[ i ] , ( 1 , n ) )
20 # f i l l array y with n samples uni formly d i s t r i b u t e d between x_LB

and x_UB along each dimension
21 y [ : , i ] = np . random . uniform (x_LB[ i ] , x_UB[ i ] , ( 1 , n ) )
22

23 shu = np . arange (0 , d , 1)
24 pm = np . z e ro s ( ( n , d) )
25
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26 for i in range (n) :
27 pm[ i ] = np . take ( shu , np . random . permutation ( shu . shape [ 0 ] ) , ax i s

=0, out=shu )
28

29 a = np . arange (0 , d , 1)
30

31 z = x . copy ( )
32 f z 1 = myfunc ( z )
33 fx = f z1
34

35 phi1 = np . z e r o s (d) # i n i t i a l i z a t i o n
36 phi2 = np . z e r o s (d) # i n i t i a l i z a t i o n
37

38 ind = np . z e ro s ( ( n , d) ) . astype ( bool )
39

40 for j in range (d) :
41 for k in range (n) :
42 ind [ k ] = (pm[ k , j ] == a )
43 y_red = y∗ ind
44

45 for i 1 in range (n) :
46 for i 2 in range (d) :
47 i f ( y_red [ i1 , i 2 ] != 0) :
48 z [ i1 , i 2 ] = y_red [ i1 , i 2 ]
49

50 f z 2 = myfunc ( z )
51 fmarg = ( ( fx−f z1 /2− f z2 /2) ∗( fz1−f z2 ) )
52

53 #Shapley ’ s index f o r input v a r i a b l e j
54 phi1 = phi1 + fmarg @ ( ind /n)
55

56 #Variance o f Shapley ’ s index
57 phi2 = phi2 + fmarg ∗∗2 @ ( ind /n)
58 f z 1 = f z2
59

60 var_tot = sum( phi1 ) #t o t a l var iance o f the output
61

62 return phi1 , phi2 , var_tot
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D Annexe - Chapitre 4

D.1 Plaque percée : phénomène d’overfitting
Cette section reprend le cas de la plaque percée en flexion, de la section 4.3.2 du

chapitre 4, sans considérer le terme de lissage dans la génération du métamodèle. Cela a
pour but d’illustrer le phénomène d’overfitting. Pour rappel, le métamodèle possède M = 1
sortie, uz et N = 4 variables d’entrée, les coordonnées x et y, l’épaisseur de la plaque eplq

et la force F . Les caractéristiques du métamodèle sont rappelées dans le Tab. D.1.

Table D.1 – Caractéristiques du métamodèle appliqué sur le problème de la plaque percée.

Variable Intervalle pk rk nk nTP nCP βi ωi1,··· ,iN

x U [0,200]

2

28 27

68614 29484 ]0,1[ ]1,10[
y U [0,100] 13 12
F U [150,300] 12 8

eplq U [1,10] 12 8

Qc (31,16,6,6) 26656

Les valeurs des indicateurs de précision, R2
α et ε, évalués sur une base de données Qc,

ainsi que les valeurs de la fonction objectif fobj, sont renseignées dans le Tab. D.2. Bien
que la fonction objectif diminue tout au long du processus de génération du métamodèle,
traduisant ainsi une bonne optimisation, les valeurs des autres indicateurs se détériorent.
Dans cette situation, cela est dû à un phénomène d’overfitting, illustré par la vue en
coupe du champ de déplacement de la plaque percée dans la Fig. D.1 : du bruit dans le
comportement du métamodèle apparaît et fausse les résultats.

Table D.2 – Évolution des coefficients fobj, R2
1 et ε1, en fonction de l’enrichissement de

la base de données d’entrainement et de l’étape d’optimisation considérée, sans prise en
compte du terme de lissage.

fobj R2
α εα [%]

ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt ξ1,opt ξ2,opt ξ3,opt

35.0200 0.7100 0.0246 0.997 0.994 0.994 1.54 2.28 2.29

193



Chapitre D.
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ξ3,opt

Figure D.1 – Vue en coupe de la plaque percée pour F = 158 N, eplq = 4.52 mm et
y = 56 mm en fonction de l’étape de génération du métamodèle, sans prise en compte du
terme de lissage.
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E Annexe - Chapitre 5

E.1 Modèles analytiques thermiques
Hormis la mullite, les comportements des différentes couches thermiques de la Fig. E.1,

sont décrits analytiquement par quatre lois classiques de la thermique, rappelées dans [95].
La première relation exprime le flux reçu par un matériau en fonction de sa capacité
thermique, en 0-D :

ϕcapa = mcp
∂T

∂t
(E.1)

avec ϕcapa le flux de chaleur reçu (positif) ou émis (négatif) par le matériau, m la masse
de matériau, cp sa capacité thermique massique à pression constante, et T la température
du matériau.

La seconde relation exprime le flux au travers ce matériau en fonction de sa conducti-
vité, en 0-D :

ϕcond = λA

e
∆T (E.2)

Avec ϕcond le flux de chaleur à travers le matériau, A = πR2 la surface de sa section, normale
au flux de chaleur, e son épaisseur, λ sa conductivité thermique et ∆T la différence de
température entre les deux points de mesure du flux (sans changement de matière).

La troisième relation exprime le flux thermique entre un fluide et une paroi. Lorsque le
fluide circule en contact de la paroi, on parle de convection naturelle. Lorsque la circulation
du fluide est générée par une source mécanique, on parle de convection forcée. Dans les
deux cas, le flux convectif 0-D est exprimé par :

ϕconv = hconvA∆T (E.3)

avec ϕconv le flux de chaleur entre la paroi et le fluide, h le coefficient de convection, A

la surface d’échange, et ∆T = Tp−Tf la différence de température entre la paroi Tp et le
fluide Tf . Toute la difficulté est de parvenir à exprimer le coefficient de convection hconv,
très dépendant de la plage de température de travail, de la géométrique étudiée, du régime
de circulation du fluide et du fluide lui-même. Dans la situation du système embarqué, la
convection est naturelle et la géométrie, associée aux couches d’air, est assimilable à deux
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1. Couche supérieure d'air

2. Plaque acier support et
carte électronique d'acquisition

3. Couche intermédiaire d'air

4. Plaque cuivre support et 
carte électronique de calcul

5. Enveloppe en mullite

Figure E.1 – Schéma du Système Embarqué à Température Contrôlée. Il se compose,
dans sa partie inférieure, d’une plaque supportant la carte électronique de calcul et, dans
sa partie supérieur, d’une carte électronique d’acquisition. Les autres couches thermiques
correspondent à des couches isolantes d’air. L’ensemble est entouré d’une enveloppe en
mullite.

plaques en vis à vis séparées par une couche d’air. La plage de travail de température
est de l’ordre de 100 K, entre 293 K et 393 K. En considérant les annexes de [95], il est
possible de calculer une bonne approximation de ce coefficient convectif. La première étape
est de déterminer les nombres de Prandtl [95] et Grashof [95] valant respectivement 109

et 104 dans ce contexte. Cela traduit un écoulement laminaire de l’air entre ces parois
séparées par une distance de l’ordre de 10−2 m. Ainsi le coefficient de convection hconv

peut s’exprimer par :

hconv = 1.32
(∆T

L

) 1
4
⇐⇒ hconv ≈ hconv,MCP/air ≈ hconv,air/acier ≈ 7. (E.4)

Cette valeur est cohérente avec la littérature [95], étant donné que pour l’air en convection
naturelle, le coefficient convectif est compris entre 5 et 15.

La dernière loi thermique exprime le flux thermique radiatif en fonction des états de
surface des parois considérées. Un flux radiatif émis par une paroi est dépendant de la
géométrie de cette paroi, de son environnement, du matériau et de son émissivité. La
forme générale d’un flux radiatif est donnée par :

Φrad = ϵAσT 4 (E.5)

avec ϵ l’émissivité de l’objet, A sa surface d’échange, σ = 5.67 ·10−8 W m-2 K-4 la constante
de Stefan-Boltzmann et T la température de la paroi. Dans le cas d’étude de ce chapitre,
on considère que le flux radiatif dans les cavités correspond au flux échangé par deux
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parois en vis à vis de même section. Ainsi, l’Eq. E.5 devient :

Φrad = 1
1
ϵ1

+ 1
ϵ2
−1

Aσ(T 4
1 −T 4

2 ), (E.6)

avec ϵ1 et T1 respectivement l’émissivité et la température de la première paroi et ϵ2 et T2

celles de la seconde paroi.

E.2 Sous-systèmes MBSE globaux
Les deux principaux sous-systèmes globaux employés dans un modèle thermique sont :

— les modèles de cavités remplies d’un fluide composées d’un élément capacitif en série,
en haut et en bas, avec un demi élément conductif lui-même en série avec un élément
convectif. Un élément radiatif est relié à l’ensemble en parallèle. Cet assemblage est
représenté par :

Radiatif

T1 T2

ConductifConvectif ConvectifConductif

Capacité

T1'
Q Q

T1'' T2'' T2'

— les modèles de parois composés d’un élément capacitif central en série au dessus
et en dessous avec un demi élément conductif. Pour les parois avec une source,
cette dernière est directement appliquée à la formulation de l’élément capacitif. Cet
assemblage est représenté par :

Conduction Conduction

Capacité

Q Q
T1 T1' T2' T2
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E.4 Étude de convergence
Cette section reporte l’étude de convergence réalisée sur le maillage du modèle EF

employé pour modéliser la partie inférieure du système embarqué. Les observables sont la
variation de l’énergie interne totale du MCP, notée ∆EMCP, et la contrainte maximale
dans la mullite, notée σmax,Mu. Les courbes de convergence de la Fig. E.2 tracent l’évolution
des erreurs relatives de la valeur de l’observable à une taille de maille donnée par rapport
à la valeur calculée avec la taille de maille précédente. La convergence est considérée
atteinte lorsque cette erreur relative est inférieure à 5 %. Dans le cas de l’évolution de
l’énergie interne, cela correspond à une taille de maille de 7.5 · 10−3 m. Dans le cas de
l’évolution de la contrainte dans la mullite, la convergence est atteinte pour une taille de
maille de 5 ·10−3 m. Néanmoins pour cette dernière, l’erreur augmente pour des tailles de
maille inférieures à 2.5 ·10−3 m. Cette augmentation est provoquée par le fait que la zone
négligée autour de l’angle inférieur droit est trop restreinte : des valeurs non désirées sont
prises en compte dans l’analyse. En considérant ces observations, le choix est donc fait de
considérer une taille de maille moyenne de 2.5 ·10−3 m, soit 64×68 éléments équivalent à
65×69 nœuds.
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Figure E.2 – Courbes de convergence : diminution de l’erreur sur calcul de σmax,Mu et
de ∆Eint entre deux maillages successifs.
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E.5 Article publié dans une revue internationale, ou en pré-
paration

(En préparation) Vuillod, B., Montemurro, M., Panettieri, E., and Hallo, L. (2024).
Hybrid modeling srategy using an MBSE approach including NURBS-based metamodels
applied to a thermomechanical problem.

(En préparation) Vuillod, B., Montemurro, M., Panettieri, E., and Hallo, L. (2024). On
the generation of a metamodel based on NURBS entities as a solution of an optimisation
problem.

Vuillod, B., Montemurro, M., Panettieri, E., and Hallo, L. (2023). A comparison bet-
ween Sobol’s indices and Shapley’s effect for global sensitivity analysis of systems with
independent input variables. Reliability Engineering and System Safety, 234(February),
109177. https://doi.org/10.1016/j.ress.2023.109177

E.6 Article publié dans un proceeding de conférence inter-
nationale

Vuillod, B., Zani, M., Hallo, L., and Panettieri, E. (2023). A surrogate model based on
NURBS entities for engineering problems. Proceedings of the 6th international conference
on soft computing, machine learning and optimisation in civil, structural and environmen-
tal engineering, 1–12. https://doi.org/10.4203/ccc.5

Vuillod, B., Panettieri, E., Hallo, L., and Montemurro, M. (2023). Preliminary Design
of Non-Linear Systems Based on Global Sensitivity Analysis and Modelica Language.
Proceedings of the Design Society, 3(July), 2925–2934. https://doi.org/10.1017/pds.

2023.293

Chevalier, R., Vuillod, B., Zani, M., Montemurro, M., Pommier, R., and Catapano,
A. (2023). Numerical Homogenisation of Mechanical Properties of Pinus Pinaster (Ait.)
Lamellae Constituting Glued Laminated Timber. 13th World Conference on Timber En-
gineering, WCTE 2023, 1, 455–464. https://doi.org/10.52202/069179-0062

Vuillod, B., Hallo, L., Panettieri, E., and Montemurro, M. (2021). Sensitivity Analysis
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Résumé 

Plus un problème est complexe, plus la quantité de ressources informatiques nécessaires pour le simuler est 

importante. D’autre part, le besoin de précision dans les résultats d’un système ne sera pas le même selon sa 

phase de conception et le domaine étudié. L'objectif de cette thèse est de proposer une stratégie de modélisation 

multi-fidélité rapide et peu coûteuse en ressources de calcul. Pour répondre à ce besoin, une modélisation hybride 

est développée, couplant l’approche Model-Based System Engineering (MBSE) et le métamodèle basé sur les 

hypersurfaces Non-Uniform Rational Basis-Spline (NURBS). Plus précisément, l’enjeu scientifique de ce travail 

est le développement du métamodèle basé sur les entités NURBS pour simuler le comportement de systèmes 

fortement non-linéaires nécessitant une modélisation haute-fidélité mais capable de fournir les résultats en temps 

réel pour être compatible avec l’approche MBSE. Dans ce contexte, le métamodèle basé sur les entités NURBS 

est obtenu comme solution d’un problème d’optimisation résolu avec un algorithme au gradient. En outre, un 

terme de lissage est intégré dans la formulation du problème pour non seulement réduire l’influence d’éventuelles 

non-linéarités parasites de la base de données d’entraînement mais également pour limiter le phénomène 

d’overfitting. L’enjeu technicoscientifique de ce travail est de parvenir à coupler l’approche générale MBSE 

avec le métamodèle à base de NURBS.  

Mots clefs : 

Métamodèle ; NURBS ; Approche MBSE ; Multi-fidélité ; Multi-Physique ; Analyse de Sensibilité Globale  

 

 

Résumé en anglais 

The more complex the problem, the greater the amount of computational resources needed to simulate it. On the 

other hand, the need for accuracy in the results of a system will not be the same depending on its design phase 

and the domain studied. The goal of this thesis is to propose a fast, low-cost multi-fidelity modeling strategy. To 

meet this need, a hybrid modeling approach is developed that combines Model-Based System Engineering 

(MBSE) and a metamodel based on Non-Uniform Rational Basis-Spline (NURBS) hypersurfaces. More 

specifically, the scientific challenge of this work is to develop a metamodel based on NURBS entities to simulate 

the behavior of highly nonlinear systems that require high fidelity modeling but are capable of providing results 

in real time to be compatible with the MBSE approach. In this context, the NURBS entity-based metamodel is 

obtained as a solution to an optimization problem solved with a gradient algorithm. In addition, a smoothing 

term is included in the problem formulation, not only to reduce the influence of any spurious nonlinearities in 

the training database, but also to limit the phenomenon of overfitting. The technical and scientific challenge of 

this work is to couple the general MBSE approach with the NURBS-based metamodel.  

Keywords: 

Metamodel ; NURBS ; MBSE approach ; Multi-fidelity ; Multi-Physic ; Global Sensitivity Analysis 
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