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ADVANCED MODEL ORDER REDUCTION
AND DATA-DRIVEN TECHNOLOGIES
ENABLING PHYSICS-AUGMENTED
DIGITAL TWINS

ABSTRACT

In the 20th century, engineering made remarkable strides in various fields, while other
disciplines turned to data for diagnostic and prognostic purposes. Recognizing the
potential of data and Al, engineering sciences have embraced these technologies to
make better predictions, enhance performance, and gain a deeper understanding of
complex systems. This has given rise to the digital twin paradigm.

The challenge lies in developing accurate models that can predict output based on in-
put data. Choosing between physics-based and data-driven approaches in engineering
can be difficult. Physics-based approaches offer advantages but are computationally
intensive and struggle with large-scale systems and uncertainty. They often require
the use of Model Order Reduction techniques [1H3| to become adequate with the real-
time operation counstraints. Meanwhile, data-driven approaches are promising when
accurate models are unavailable, yet they face issues related to data costs [4H7], ex-
trapolation risks [8,9], and lack of explanations and certifications |10L|11].

Therefore, combining both approaches seems to be the optimal choice as it strikes
a balance between their advantages and disadvantages. By integrating physics-based
and data-driven perspectives, we can leverage the strengths of each approach to achieve
better engineering outcomes.

One significant advantage of this alliance is the reduction in data requirements for
model building. This reduction is achieved by leveraging known laws or focusing on
simplifying the approximation of the gap between model and reality. Moreover, using
physics-based models allows for explanations of fundamental aspects and resulting
predictions, enabling certification of results and mitigating extrapolation issues.

Furthermore, the reduction in data requirements is not solely attributed to the use
of physics but also to how physics can guide the selection of optimal locations and
times for data collection. This is particularly evident in active learning 12|, where
incorporating existing physics-based knowledge can enhance its effectiveness.

By combining physics-based understanding with data-driven techniques, engineers
can harness the power of both approaches, leading to more efficient and insightful
engineering practices.
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In this thesis, divided into three chapters, we delve into the tools, methodologies, and
personal contributions that are crucial components in the construction of hybrid twins.
Chapter 1 provides a review of methods enabling hybrid twins, including intrusive and
non-intrusive Model Order Reduction (MOR) techniques and Physics-Informed Neural
Networks (PINN) [13]. Chapter 2 explores advances in non-intrusive Model Order
Reduction, focusing on regularization of separated representations, the novel ANOVA-
PGD strategy based on ANOVA (Analysis of variance) [14,[15], reduced modeling of
curves, and the use of Optimal Transport [16,[17] in reduced order modeling. Finally,
Chapter 3 delves into data assimilation and hybrid modeling, discussing modeling
systems from partial observations and presenting hybrid modeling approaches based
on learning a source term and identifying properties.

By combining these chapters, this thesis contributes to the development, improvement,
and application of methodologies that enable the construction of hybrid twins. These
methodologies bridge the gap between data science and numerical simulation, ad-
dressing current industrial challenges. They offer high-fidelity and high-dimensional
parametric models, accelerate physics-based models through MOR and data-driven
techniques, tackle challenges in model construction under partial observability, and
create hybrid models that combine physics-based principles with data. Through these
contributions, this thesis aims to advance the field of engineering by leveraging the
power of data and simulation to address complex real-world problems.



REDUCTION DE MODELE AVANCEE ET
APPROCHES BASEES SUR LES DONNEES
POUR LA CONSTRUCTION DE JUMEAUX
NUMERIQUES AUGMENTES PAR LA
PHYSIQUE

RESUME

Au 20e siécle, I'ingénierie a fait des progrés remarquables dans divers domaines, tandis
que d’autres disciplines se sont tournées vers les données a des fins de diagnostic
et de pronostic. Reconnaissant le potentiel des données et de I'TA, les sciences de
I'ingénieur ont adopté ces technologies pour faire de meilleures prédictions, améliorer
les performances et mieux comprendre les systémes complexes. C’est ainsi qu’est né
le paradigme du jumeau numérique.

Le défi consiste & développer des modéles précis capables de prédire des résultats en
fonction de données d’entrée. Dans le domaine de I'ingénierie, il peut étre difficile
de choisir entre les approches basées sur la physique et les approches basées sur les
données. Les approches basées sur la physique offrent des avantages, mais elles sont
gourmandes en calculs et ont du mal & gérer les systémes & grande échelle et I'incerti-
tude. Elles nécessitent souvent 1'utilisation de techniques de réduction de modéle [1-3]
pour devenir adéquates avec les contraintes de fonctionnement en temps réel. En pa-
ralléle, les approches basées sur les données sont prometteuses lorsque des modéles
précis ne sont pas disponibles, mais elles sont confrontées & des problémes liés au coiit
des données |4-7], aux risques d’extrapolation [8,9], et au manque d’explicabilité et
de certifications |10,/11].

Par conséquent, la combinaison des deux approches semble étre le choix optimal, car
elle permet de trouver un équilibre entre leurs avantages et leurs inconvénients. En
intégrant les perspectives basées sur la physique et les données, nous pouvons tirer
parti des forces de chaque approche pour obtenir de meilleurs résultats en matiére
d’ingénierie.

Un avantage significatif de cette alliance est la réduction des besoins en données pour
la construction de modéles. Cette réduction est obtenue en exploitant des lois connues
ou en se concentrant sur 'approximation de ’écart entre le modéle et la réalité. En
outre, l'utilisation de modeéles basés sur la physique permet d’expliquer les aspects
fondamentaux et les prédictions qui en résultent, ce qui permet de certifier les résultats
et d’atténuer les problémes d’extrapolation.

En outre, la réduction des besoins en données n’est pas seulement une conséquence
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de T'utilisation des lois physiques, mais aussi de la maniére dont la physique peut
guider la sélection des lieux et des instants optimaux pour la collecte des données.
Ceci est particuliérement évident dans Papprentissage actif |12], ot I'incorporation de
connaissances existantes basées sur la physique peut améliorer son efficacité.

En combinant la compréhension basée sur la physique avec des techniques basées sur
les données, les ingénieurs peuvent exploiter la puissance des deux approches, ce qui
conduit & des pratiques d’ingénierie plus efficaces et plus perspicaces.

Dans cette thése, divisée en trois chapitres, nous nous penchons sur les outils, les
méthodologies et les contributions personnelles qui sont des éléments cruciaux dans
la construction de jumeaux hybrides. Le chapitre 1 passe en revue les méthodes per-
mettant d’obtenir des jumeaux hybrides, notamment les techniques intrusives et non
intrusives de réduction de modéle (MOR) et les réseaux neuronaux informés par la
physique (PINN) [13]. Le chapitre 2 explore des évolutions en réduction de modéle
non intrusive, en se concentrant sur la régularisation des représentations séparées, une
nouvelle stratégie ANOVA-PGD basée sur ’ANOVA (analyse de la variance) [14}/15],
la modélisation réduite des courbes, et 1'utilisation du transport optimal [16,/17] dans
la construction de modéles réduits. Enfin, le chapitre 3 traite de ’assimilation de
données et de la modélisation hybride, en discutant de la modélisation de systémes &
partir d’observations partielles et en présentant des approches de modélisation hybride
basées sur apprentissage d’un terme source et 'identification de propriétés.

En combinant ces chapitres, cette thése contribue au développement, & I'améliora-
tion et a l'application de méthodologies qui permettent la construction de jumeaux
hybrides. Ces méthodologies comblent le fossé entre la science des données et la simu-
lation numérique, en répondant aux défis industriels actuels. Elles offrent des modéles
paramétriques de haute fidélité et de haute dimension, accélérent les modéles basés sur
la physique grace a la réduction de modéle et 'apprentissage machine, s’attaquent aux
défis de la construction de modéles sous observabilité partielle, et créent des modéles
hybrides qui combinent des principes basés sur la physique avec des données. Gréce
4 ces contributions, cette thése vise & faire progresser le domaine de I'ingénierie en ti-
rant parti de la puissance des données et de la simulation pour résoudre des problémes
complexes du monde réel.
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RESUME ETENDU

CONTEXTE ET MOTIVATIONS

Au 20e siécle, I'ingénierie s’est fortement appuyée sur des modéles pour concevoir des
composants et des systémes de maniére efficace. Ces modéles utilisaient des équa-
tions algébriques ou des équations aux dérivées partielles pour décrire les relations
entrée/sortie dans ingénierie. Alors que les modéles algébriques étaient faciles 4 ma-
nipuler et & résoudre, les modéles basés sur des équations étaient de plus grands défis,
nécessitant des techniques de discrétisation telles que celle des éléments finis pour
donner au probléme une forme résoluble.

La discrétisation consiste & résoudre le probléme en un nombre limité de points, aussi
appelés nceuds, et d’instants, au lieu d’essayer de le résoudre pour un nombre infini de
points et d’instants. Le nombre d’inconnues du probléme augmente avec la dimension
de I'espace, ce qui entraine une croissance exponentielle de la complexité. L utilisation
des ordinateurs et calculateurs a rendu la discrétisation possible, mais les problémes
& grande échelle exigent toujours un temps de calcul important, nécessitant des jours,
des semaines, voire des mois pour étre résolus.

Ces méthodes ont permis 'avénement du paradigme de l'ingénierie basée sur la simu-
lation [18L[19]. Ces techniques [20,21] regroupent notamment la méthode des éléments
finis |22, 23], la méthode des différences finies [24,25] et la méthode des volumes fi-
nis [26.27].

I’ingénierie basée sur la simulation requiert de multiples calculs pour explorer ’espace
paramétrique et identifier les paramétres de conception optimaux. Toutefois, le coiit
des simulations et la dimension élevée de I'espace paramétrique restent des défis per-
manents. En outre, la qualité des modéles paramétriques en ingénierie est affectée par
des facteurs tels que la taille du systéme analysé, le grand nombre et la variabilité des
paramétres impliqués et l'incertitude inhérente a 1’écart entre le modéle et la réalité.

Pour relever ces défis, les ingénieurs utilisent diverses techniques et stratégies pour ré-
duire les sources d’incertitude et garantir des prédictions précises pour des conceptions
fiables.

DE L’INGENIERIE AUX JUMEAUX NUMERIQUES

Le 20e siécle a été le témoin de réalisations remarquables [28] dans le domaine de I'in-
génierie, notamment de progrés dans ’aéronautique, I'exploration spatiale, les trans-
ports, I'énergie et les infrastructures civiles. Pendant ce temps, des domaines tels que
le marketing, I’économie, les sciences sociales et la médecine se sont orientés vers
l'utilisation des données & des fins de diagnostic et de pronostic, motivant de fortes
améliorations technologiques liées & la science des données. C’est ainsi que 'ingénierie
a connu trois évolutions majeures :

o [’extension de l'ingénierie & I'utilisation : Avec 'avénement de technologies telles
que 'Internet des objets (Internet of Things - IoT) et 'abondance des données,
les fastidieuses méthodes traditionnelles d’ingénierie en amont ont été en partie
remplacées par des opérations en temps réel. L’intérét est passé d’une ingénierie
basée sur le produit & une ingénierie basée sur le service, accentuant les prévisions
en continu et le maintien de la performance tout au long de la durée de vie d’un
produit.
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e L’ingénierie & I’ére des systémes connectés : L’ingénierie a élargi son champ d’ac-
tion des composants individuels aux systémes interconnectés, ce qui a conduit
& des concepts tels que les industries, les villes et les nations intelligentes. Cette
évolution a marqué la quatriéme révolution industrielle, dans laquelle les don-
nées se sont intégrées aux révolutions précédentes, qui étaient alimentées par la
vapeur, ’électricité, I’électronique et I'automatisation.

e La prochaine révolution de I'ingénierie immersive centrée sur I’homme : La cin-
quiéme révolution, qui est déja en marche, place ’homme au cceur de I'ingénierie,
envisageant un métavers sensible & la physique. Les progrés réalisés dans le do-
maine de la vision par ordinateur, des dispositifs multimodaux et du traitement
du langage naturel pourraient permettre de dépasser le test de Turing. Cepen-
dant, I'intégration de ’homme dans le systéme pose des défis (notamment d’in-
terfaces homme-machine et de calcul temps réel) aux approches de modélisation
traditionnelles.

En réponse a ces développements, les sciences de 'ingénieur se sont intéressées aux pos-
sibilités offertes par les données et I'TA, dans le but d’obtenir de meilleures prédictions,
d’améliorer les performances et de mieux comprendre les systémes complexes [29).
L’apprentissage automatique, en particulier, offre un processus d’apprentissage géné-
ral dans lequel la relation entre les entrées et les sorties peut étre établie & partir des
données collectées, ce qui permet 'application en temps réel des modeéles appris. Ces
nouvelles pratiques se placent dans le paradigme du jumeau numérique.

Le principal défi consiste & obtenir des modéles de régression précis qui prédisent la
sortie en fonction de 'entrée. Il existe différentes techniques, qui dépendent de facteurs
tels que la quantité de données, le temps d’entrainement et la qualité des données.
Le choix entre ces techniques permet de répondre & des problématiques telles que
I'obtention de données |4,5], le coiit des données entrainant un besoin de travailler
avec peu de données [6,[7], Pinterprétabilité du modeéle [10,|11] et Pextrapolation du
modeéle [8,9]. Bien que la modélisation basée sur les données présente des avantages, de
nombreux défis persistent, notamment la difficulté et le coiit de la collecte de données,
I'interprétabilité des modéles et 'extrapolation en dehors des conditions observées.

Pour relever ces défis, il faut examiner attentivement les stratégies de collecte de
données, I'interprétabilité et 'utilisation appropriée des modéles dans leurs domaines
de validité.

ENTRE LA PHYSIQUE ET LES DONNEES : LES MODELES HYBRIDES

Dans le domaine de Pingénierie, le choix entre les approches fondées sur la physique
et les approches fondées sur les données est difficile. Les approches fondées sur la
physique offrent des avantages, mais elles sont gourmandes en calculs et ont du mal
& gérer les systémes & grande échelle et I'incertitude. Les approches fondées sur les
données sont prometteuses en ’absence de modéles précis, mais elles se heurtent & des
difficultés telles que le cotit élevé des données, les risques d’extrapolation et le manque
d’explications et de certifications.

La combinaison des deux approches |304/31] semble donc étre le choix optimal, puis-
qu’il offre un bon compromis entre les avantages et inconvénients de chacune. En
combinant les approches fondées sur la physique et sur les données, nous pouvons ex-
ploiter les points forts de chaque approche et obtenir de meilleurs résultats en matiére
d’ingénierie.
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Cette alliance présente 'avantage de réduire considérablement les besoins en données
pour la construction de modéles. Cette réduction est obtenue en exploitant les lois de la
physique connues, ou en se concentrant sur 1’écart entre le modéle et la réalité, qui est
censé étre plus simple & approximer que le comportement réel. En outre, I'utilisation
de modéles basés sur la physique permet d’expliquer les aspects fondamentaux du
modele et les prédictions qui en résultent, ce qui permet de certifier les résultats, et
parfois méme d’atténuer les problémes d’extrapolation.

La réduction des besoins en données n’est pas seulement permise par 1'utilisation
des modéles physiques, mais aussi au fait que la physique peut informer le choix des
emplacements et instants optimaux de collecte des données. Cela est particuliérement
évident dans le cadre de 'apprentissage actif, que l'incorporation des connaissances
existantes fondées sur la physique peut rendre plus efficace.

Pour illustrer cela, prenons 'exemple de la mesure de la température dans une ville.
Au lieu de placer de nombreux thermomeétres dans chaque rue et d’enregistrer la tem-
pérature en permanence, la connaissance de la physique et le bon sens nous indiquent
que quelques thermométres placés stratégiquement, par exemple un dans chaque quar-
tier, et des mesures & quelques moments précis comme le matin, le midi, I’aprés-midi
et la nuit suffisent généralement & décrire la distribution spatiale et I’évolution de la
température.

En conclusion, il est bénéfique de tirer le meilleur parti des connaissances existantes
en intégrant la compréhension de la physique et les approches basées sur les données
dans les projets d’ingénierie.

REDUCTION DE MODELE : PHYSIQUE EN TEMPS REEL

Les techniques visant & améliorer la résolution des modéles basés sur la physique afin
d’obtenir des solutions en temps réel appartiennent au domaine de la réduction de
modéle (Model Order Reduction - MOR) |1H3].

Il en existe deux déclinaisons :

e La premiére consiste & construire un modéle d’ordre réduit, dit intrusif, en appli-
quant des techniques de réduction de la dimensionnalité & la solution du modéle
physique. Ce mécanisme est intégré au processus de résolution, et permet au
solveur de fonctionner rapidement.

e La seconde solution consiste & construire un modéle de substitution, qui établit
une relation directe entre la solution du modéle physique et les paramétres du
modéle. Une fois le modéle de substitution construit, il permet de déduire la
solution quasiment en temps réel lorsque les parameétres du modéle sont fournis.

Les modéles d’ordre réduit et les solutions paramétriques jouent un roéle crucial dans
la réalisation de diverses taches, notamment la simulation, 'optimisation, I’analyse
inverse, le controle basé sur la simulation et la propagation d’incertitudes, tout en
respectant des contraintes strictes en matiére de temps réel. Ces solutions paramé-
triques offrent un moyen exceptionnellement efficace et sans précédent pour effectuer
de I'ingénierie basée sur des modéles en temps réel.
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DONNEES ET APPRENTISSAGE

Les techniques de régression, qui permettent d’extraire des modéles des données,
peuvent étre appliquées & différents types de données. Parmi les types de données
les plus courants, on peut citer :

e Listes (tableaux) : données organisées en tableaux, constitués de valeurs numé-
riques continues ou discrétes, et parfois des caractéristiques catégorielles ;

e Images : images réelles en 2D ou 3D ou résultats de simulations numériques ;

e Formats tensoriels : images compressées ou données de champs spatiaux décom-
posées en produits tensoriels;

e Graphes : caractéristiques de noeuds et d’arétes représentées par une structure
de graphe;

e Courbes : courbes géométriques ou fonctions & valeur scalaires;

e Séries temporelles : données ordonnées chronologiquement impliquant une cau-
salité ;

e Nuages de points : densités ou distributions de probabilité.

Plusieurs techniques d’apprentissage automatique sont couramment utilisées pour la
régression :

e Régressions polynomiales régularisées [32] : Elles sont utiles lorsque les données
sont limitées et que la solution peut étre exprimée a l'aide de bases polyno-
miales. Elles peuvent intégrer des connaissances existantes par la construction
de variables adéquates.

e Réseaux neuronaux artificiels (NN) : Ils donnent de bons résultats lorsque les
données sont abondantes et que les hyperparamétres sont bien réglés. Ils peuvent
approximer n’importe quelle fonction [33], ce qui les rend extrémement polyva-
lents.

e Auto-encodeurs (AE) [34] : Ils encodent les données dans un espace latent, en
approximant la dimensionnalité intrinséque et en supprimant les corrélations.
D’autres techniques de réduction de la dimensionnalité telles que I’ACP [35], la
kPCA [36], le LLE [37] et le tSNE [38] peuvent également étre utilisées.

e Réseaux antagonistes génératifs (GAN) [39] : Ils générent des échantillons de
données synthétiques permettant d’augmenter I’ensemble de données, ou de gé-
nérer des échantillons réalistes.

e Réseaux neuronaux convolutifs (CNN) [40] : Ils sont bien adaptés a 'analyse
d’images et aux taches de reconnaissance et extraction de motifs. Les réseaux
neuronaux en graphes (GNN) [41] étendent les CNN pour qu’ils fonctionnent
sur des maillages ou des graphes non structurés.

e Réseaux neuronaux récurrents (RNN) [42] et long short-term memory (LSTM)
[43] : Puissants pour traiter les données de séries temporelles. Ils peuvent cap-
turer les dépendances temporelles grace & des capacités de mémoire.
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e Systémes dynamiques : Diverses techniques sont utilisées pour modéliser les
systémes dynamiques, notamment les RNN, les LSTM, ResNet [44], NeuralODE
[45], DMD [46], l'opérateur de Koopman [47], le calcul par réservoir [48| et les
DeepONets [49].

e Réseaux neuronaux informés par la physique (PINN) [13|, réseaux neuronaux
informés par la thermodynamique (TINN) [50] et modeéles hybrides : Ils intégrent
des connaissances fondées sur la physique dans le processus d’apprentissage,
garantissant ainsi la satisfaction des équations fondamentales et combinent des
approches fondées sur la physique et des approches fondées sur les données.

Ces techniques offrent diverses options pour les tiches de régression, en fonction de la
nature des données et des exigences de modélisation souhaitées.

MODELISATION HYBRIDE

Dauns le contexte de la modélisation hybride [51], il existe deux approches : enrichis-
sement de la solution et I’enrichissement du modéle.

Dans le premier cas, la solution du modéle basée sur la physique, obtenue par des
techniques spécifiques, est combinée avec une correction basée sur les données. Le
modéle est calibré en ligne en identifiant les parameétres opérationnels qui minimisent
la différence entre les prédictions du modéle et les mesures disponibles. La prédiction
hybride est la combinaison de la solution calibrée basée sur la physique et de la cor-
rection basée sur les données. Cette procédure s’applique également aux problémes
transitoires.

Dans le second cas, 'objectif est d’améliorer la capacité prédictive d’'un modéle no-
minal connu. Les mesures sont comparées aux prédictions du modéle nominal et un
écart notable est observé. Pour y remédier, un terme d’enrichissement du modéle est
introduit afin de mieux représenter les données collectées. Le modéle discret enrichi,
ainsi que la prédiction associée, doivent satisfaire & la condition d’équilibre tout en
représentant précisément les données. Une paramétrisation de la correction du modéle
est choisie, ainsi qu’une technique de régularisation appropriée, pour calculer I'enri-
chissement du modéle et compléter les données de maniére efficace.

CONTENU DU MEMOIRE

Ce mémoire est divisée en trois chapitres : tout d’abord, quelques outils et métho-
dologies qui sont des éléments clés dans la construction de jumeaux hybrides sont
décrits, puis les contributions personnelles dans le domaine de la réduction non intru-
sive de l'ordre des modéles sont présentées et enfin, les contributions personnelles & la
modélisation hybride sont décrites.

CHAPITRE 1 : REVISITE DE METHODES PERMETTANT LA CONSTRUC-
TION DE JUMEAUX HYBRIDES

SECTION 1 : METHODES DE REDUCTION DE MODELE INTRUSIVES ET NON-
INTRUSIVES

Les problémes d’ingénierie nécessitent souvent des simulations rapides et précises uti-
lisant des modéles complexes et de grandes quantités de données. Bien que les dévelop-
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pements du hardware aient permis d’améliorer la qualité des simulations, la résolution
de problémes en grande dimension reste difficile en raison de la complexité algorith-
mique et des contraintes de traitement en temps réel. Les techniques de réduction de
modéle (MOR), qui peuvent étre intrusives ou non-intrusives, ont attiré lattention
pour résoudre ces problémes.

La décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD) [52,53] extrait les carac-
téristiques essentielles du systéme et crée une base d’approximation réduite, ce qui
diminue considérablement le temps de calcul. La Proper Generalized Decomposition
(PGD) [54,/55] est une méthode intrusive qui utilise la séparation de variables pour
réduire la complexité des algorithmes de résolution. La décomposition orthogonale aux
valeurs propres avec interpolation (PODI) [56/57] est une méthode non intrusive qui
construit des solutions paramétriques a partir de la base réduite sans nécessiter de
modifier le solveur. La sparse PGD (sPGD) [58] construit une solution paramétrique
4 l'aide d’un ensemble peu dense de solutions calculées par un solveur d’équations aux
dérivées partielles en utilisant la séparation de variables pour traiter les problémes
avec beaucoup de paramétres.

Dans I'ensemble, les techniques de réduction de modéle fournissent des solutions effi-
caces pour des problémes d’ingénierie complexes nécessitant une application en temps
réel.

SECTION 2 : RESEAUX NEURONAUX INFORMES PAR LA PHYSIQUE

Les réseaux neuronaux informés par la physique (PINN) [13]| sont apparus comme un
cadre prometteur qui intégre dans les réseaux neuronaux les principes de la physique
pour résoudre des problémes scientifiques et d’ingénierie complexes. Contrairement &
I'apprentissage automatique traditionnel, les PINN intégrent des connaissances préa-
lables sur les lois physiques afin de permettre des prédictions précises et de saisir la
physique sous-jacente, méme avec un nombre limité de données annotées.

Par ailleurs, ces architectures sont un cadre propice aux stratégies hybrides. En effet, il
est naturel d’ajouter dans la fonction de perte du réseau neuronal toutes les contraintes
que doit respecter la solution. Ces contraintes peuvent provenir de lois physiques, sou-
vent sous la forme d’équations aux dérivées partielles, mais aussi de données mesurées
ou encore de mécanismes de régularisation. Pendant ’entrainement, la solution est
guidée par le gradient de la fonction de perte vers un compromis entre toutes les
contraintes.

Il est important de remarquer que combiner un modéle physique totalement déterminé
avec des données expérimentales ne donne pas réellement un modéle hybride mais une
solution hybride, qui est trés utile dans de nombreux cas d’utilisation mais n’apporte
pas de possibilité d’explicabilité ou de généralisation & des problémes similaires.

CHAPITRE 2 : PROGRES DANS LA REDUCTION DE MODELE NON IN-
TRUSIVE

SECTION 1 : REGULARISATION DE REPRESENTATIONS SEPAREES

Le défi de la régression avec des données limitées consiste & traiter les non-linéarités
dans des contextes multiparamétriques, ce qui entraine la malédiction de la dimen-
sionnalité [59,60]. Le principe du rasoir d’Occam [61,/62| suggére de privilégier les
modéles les plus simples aux modéles les plus complexes, ce qui est possible grace a la



Réduction de modéle avancée et approches basées sur les données pour la
construction de jumeauz numériques augmentés par la physique XV

favorisation de la parcimonie dans la régression [62,63|. Cette section propose des mé-
thodologies de régression robustes et efficaces pour les représentations séparées. Deux
techniques sont présentées : la rs-PGD, qui combine la régularisation des normes L2
et L1, et la s>-PGD, une méthode de régression doublement parcimonieuse utilisant
la régularisation Lasso.

Ces deux techniques reposent initialement sur un mécanisme commun : 'ajout d’un
terme de pénalisation lors de la définition des problémes de minimisation. Suivant
I’algorithme de la PGD et plus particuliérement de la sPGD, la solution recherchée
est exprimée sous une forme séparée, une somme de produits de fonctions unidimen-
sionnelles, puis chacune de ces fonctions est calculée en résolvant successivement un
certain nombre de problémes unidimensionnels. Dans la s2-PGD (resp. rs-PGD), un
terme pénalisant la norme L1 (resp. une combinaison des normes L1 et L2) est in-
troduit afin de réduire le surapprentissage qui intervient lorsque peu de données sont
disponibles.

Par ailleurs, la s>-PGD ajoute & cette régularisation une étape de sélection des fonc-
tions de base qui permettent une bonne représentation de la solution. Une fois les
fonctions adéquates sélectionnées, la solution est recalculée sans pénalisation, mais
dans un espace de dimension réduit mais adapté aux données qui permet donc d’évi-
ter le surapprentissage tout en représentant bien la solution.

Les exemples proposés montrent que ces stratégies permettent une amélioration de la
capacité prédictive de la sPGD.

SECTION 2 : ANOVA-PGD : UNE STRATEGIE ORIGINALE

Les techniques présentées dans la section précédente soulévent de nouveaux défis et de
nouvelles questions. Dans le contexte de la s2-PGD, le choix des fonctions de base a un
impact significatif sur la qualité de la solution, contrairement a la sSPGD, qui donne des
résultats dépendants de I'espace engendré par la base mais indépendant du choix de
la base en elle-méme. En outre, les méthodes de régression basées sur la PGD utilisent
actuellement des plans d’expériences parcimonieux qui n’exploitent pas de technique
d’échantillonnage intelligent ; cela laisse de cdté un potentiel inexploité. Ces obser-
vations motivent le développement d’une nouvelle technique appelée ANOVA-PGD,
qui combine les approches de la section précédente avec la, décomposition ANOVA
(Analyse de la variance) |64/66] et sa version "low-cost" dite "ancrée" [67-69].

La décomposition ANOVA permet d’approximer une fonction de maniére hiérarchique
grice & une base orthogonale qui contient des fonctions d’un nombre de variables
croissant. A l'ordre 0, la fonction est approchée par une constante puis enrichie &
lordre 1 par une somme de fonctions unidimensionnelles. Gréce 4 la stratégie ANOVA
"ancrée", le calcul de ces fonctions nécessite un échantillonnage approprié, qui sépare la
contribution de chacune des variables. Cet échantillonnage a la particularité de croitre
linéairement avec le nombre de paramétres impliqués, ce qui en fait une technique trés
intéressante pour des problémes en grande dimension.

Par ailleurs, ’étude de ces contributions séparées des différents paramétres permet
d’établir des bases construites & partir des données et adaptées a chaque paramétre.
Ainsi, Papproximation a l'ordre 1 est combinée avec une technique basée sur la repré-
sentation séparée munie de ces bases adaptées afin de construire une solution paramé-
trique la plus fidéle possible, méme dans des cas assez fortement non-linéaires et en
trés grande dimension.
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SECTION 3 : MODELES REDUITS DE COURBES

La prédiction de courbes entiéres (notamment des fonctions scalaires du temps ou d’un
paramétre) par des modeéles paramétriques de substitution présente des difficultés. Le
non-alignement des courbes, qui peut résulter de fréquences ou fenétres d’échantillon-
nages différentes, et le décalage de points critiques dans les courbes présentant des
caractéristiques communes (par exemple, la transition élastique-plastique en méca-
nique), font que les méthodes d’interpolation classiques ne fournissent pas des résul-
tats cohérents du point de vue de la physique; cela nécessite d’appliquer aux courbes
un prétraitement approprié. Par ailleurs, lorsque des bifurcations se produisent dans
lespace paramétrique, le couplage avec des algorithmes de partitionnement (cluste-
ring) [70,/71] et de classification [72| améliore la précision du modéle de substitution.

En combinant des traitements des courbes basés sur l'alignement de caractéristiques
remarquables avec une stratégie basée sur un clustering en amont et une classification
en aval, il est montré que les modéles réduits permettant de prédire des courbes a partir
de parameétres donnés sont largement améliorés. Ces méthodes ne sont pas totalement
automatiques mais simples & mettre en ceuvre pour améliorer drastiquement la qualité
des résultats, notamment en s’assurant de la bonne représentation des caractéristiques
de courbes qui sont chargées de sens physique.

Ensuite, la propagation d’incertitudes |73] dans ces modéles est étudiée; supposant
que les paramétres d’entrée du modéle sont connus de maniére incertaine et modélisés
par une loi de probabilité, un intervalle de confiance est calculé pour la courbe de
sortie.

SECTION 4 : REDUCTION DE MODELE BASEE SUR LE TRANSPORT OPTIMAL

La réduction de modéle dans des contextes tels que celui décrit dans la section pré-
cédente devient encore plus difficile lorsque les solutions sont des champs complets
en plusieurs dimensions. Les bases réduites linéaires, couramment utilisées dans les
algorithmes de réduction, peinent & capturer les déplacements continus des caracté-
ristiques de la solution causés par des phénomeénes tels que 'advection ou des char-
gements paramétriques localisés. Les limites des bases réduites proviennent de leur
utilisation d’une métrique euclidienne, qui ne prend pas en compte le désalignement
ou la localisation des caractéristiques. Pour y remédier, la théorie du transport opti-
mal fournit des métriques concues pour détecter les distances entre les caractéristiques
remarquables.

Le transport optimal [16,/17] construit notamment une maniére d’interpoler entre
des fonctions en prenant en compte cette problématique de caractéristiques locali-
sées. Cette interpolation est efficace quand seulement deux fonctions sont concernées,
mais plus difficile quand un grand échantillonnage est concerné, particuliérement dans
un vaste domaine paramétrique. Pour répondre & cette problématique, une stratégie
reprenant ’échantillonnage de TANOVA "ancrée" et permettant de visiter ’espace
paramétrique de proche en proche est proposée.

Cette combinaison entre TANOVA et le transport optimal permet d’agrandir le do-
maine d’application de la réduction de modéle. Cependant, les outils liés au trans-
port optimal nécessitent des conditions strictes sur les fonctions étudiées, notamment
qu’elles soient positives. Pour remédier & ce probléme, une deuxiéme stratégie plus
compléte est proposée pour étendre encore un peu davantage ce domaine d’applica-
tion.
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CHAPITRE 3 : ASSIMILATION DE DONNEES ET MODELISATION HYBRIDE
SECTION 1 : MODELISATION A PARTIR D’OBSERVATIONS PARTIELLES

Cette section aborde la question de l'accessibilité des données dans la modélisation.
Lorsque seule une partie d’un systéme peut étre mesurée ou observée, des questions se
posent concernant l'existence, la formulation et 'apprentissage d’un modéle qui relie
les entrées observables aux sorties correspondantes, en tenant compte de 'influence
des dynamiques cachées [74H77].

Dans un premier temps, la question est étudiée dans le cadre de formulations al-
gébriques classiques. En utilisant la condensation statique (ou réduction de Guyan)
[78.79], les conditions selon lesquelles un modéle peut étre reconstitué a partir d’ob-
servations partielles sont analysées. La méme étude est conduite en régime dynamique
en appliquant également cette condensation dans 'espace de Fourier.

Les idées développées dans le cadre algébrique simple sont ensuite utilisées pour ré-
soudre un probléme similaire mais non-linéaire & 'aide de méthodes d’apprentissage
machine adaptées. En effet, les RNN et LSTM sont capables de modéliser la contribu-
tion des parties du systéme qui n’ont pas été observées, dans des conditions similaires
4 celles établies plus tot.

SECTION 2 : MODELISATION HYBRIDE PAR APPRENTISSAGE DE TERME
SOURCE

Cette section explore la combinaison de données et d’'un modéle basé sur la physique
pour créer un modéle hybride. Bien que approche PINN offre une solution simple
en intégrant des équations physiques dans la fonction de perte, elle ne fournit qu'une
solution hybride, et non un modéle hybride. La création d’un modéle hybride offre
des avantages tels que la généralisation & d’autres conditions et potentiellement une
interprétation physique des corrections du modéle.

Pour enrichir le modéle & partir des données, une inconnue est ajoutée au modéle sous
la forme d’un terme source. Dans le cadre des méthodes classiques de discrétisation
d’équations aux dérivées partielles, ce terme est appris & partir de 'approximation
des opérateurs différentiels appliqués aux données. En revanche, cela n’est possible
que lorsque les données sont abondantes puisqu’elles doivent étre associées aux nceuds
d’un maillage suffisamment fin pour approximer correctement les opérateurs.

Pour atténuer cette contrainte trés forte, le probléme est reformulé a I'aide d’un PINN.
Dans cette nouvelle formulation, les dérivées sont calculées de maniére exacte sans
contrainte particuliére, et la solution peut donc étre obtenue & partir de données
parcimonieuses.

SECTION 3 : MODELISATION HYBRIDE PAR IDENTIFICATION DE PROPRIETES

Dans le but d’enrichir les modéles physiques par le biais de la modélisation hybride, une
approche alternative émerge : une approche qui suppose que le modéle lui-méme est
précis mais qui reconnait 'incertitude entourant les propriétés physiques associées au
systéme étudié. Cette incertitude peut résulter d’erreurs de modélisation ou d’approxi-
mations, de 'utilisation de représentations grossiéres ou de la présence de dommages
ou de vieillissement dans le systéme. Cette section se penche sur ce dernier scénario, en
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se concentrant sur le cas spécifique de 'endommagement localisé. Cet aspect permet
notamment d’appliquer la méthode au controle de santé des structures [80].

En mettant a jour les parameétres physiques du modéle existant, il devient possible
d’affiner ses capacités prédictives, en Ialignant plus étroitement sur le comportement
observé du systéme endommagé. L’objectif est d’obtenir un modéle qui non seulement
tient compte de la présence d’'un dommage, mais qui prédit également avec précision
son impact sur le comportement global du systéme.

En outre, cette méthodologie de correction des paramétres offre les moyens de mener
une analyse approfondie du modéle mis & jour. En comparant les prédictions du modéle
mis & jour avec les données mesurées, il devient possible d’identifier la nature et
la localisation des dommages. Ces informations sont précieuses pour comprendre les
causes sous-jacentes des écarts observés et fournissent des indications cruciales pour
les stratégies de maintenance et de réparation.

La clé du succés de cette approche est 'utilisation de techniques de régularisation par-
cimonieuses, ce qui rend cette méthodologie originale. La régularisation parcimonieuse
permet de sélectionner le scénario d’endommagement le plus probable & partir d’un
éventail de possibilités pouvant expliquer les données de mesure. L.a méthodologie peut
ainsi effectivement localiser les endroits ol les dommages sont situés et caractériser la
gravité et I'étendue des dommages dans le systéme.

Cette approche est développée pour deux types différents de méthodes numériques :
la méthode des éléments finis dans le contexte des équations linéaires et les réseaux
neuronaux informés par la physique.
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INTRODUCTION

0.1 CONTEXT AND MOTIVATIONS

Engineering in the 20th century primarily relied on the utilization of models to effec-
tively design components and systems. Generally, these models comprised mathemat-
ical operators that facilitated the transmission of input to its corresponding output.
To provide a clearer explanation, let’s consider a deformable solid that undergoes
shape modification due to the application of a force on its surface. This deformation
results in an internal mechanical condition within the solid, leading to reversible or
irreversible changes in its geometry. Such changes are often observed in manufactur-
ing processes like stamping or forging, among others. Hence, the mechanical model
mentioned earlier can be perceived as the operator that deduces the final mechanical
state in the structural system based on a given load.

There are two main typologies of models, referred later as Type I and Type II:

1. The first one (Type I) expresses the input/output relationship in engineering
in an algebraic form, whether linear or nonlinear. For instance, consider the
example of a rod experiencing tension. In this case, the applied stress on the
rod is directly proportional to the resulting deformation, which is defined as the
relative change in its length. This relationship remains linear for small defor-
mations but can transition to a nonlinear relationship for larger deformations.
Furthermore, for even larger deformations, it may become irreversible, leading
to inelastic behavior.

These algebraic models are easily manipulated and offer significant advantages
in larger multi-component systems. Their algebraic nature greatly facilitates
efficient manipulation and problem-solving.

2. The second type (Type II) involves an input/output relationship that gives rise
to a mathematical problem involving derivatives in space and/or time. This sit-
uation arises when the solution at a particular point and time depends not only
on the present conditions but also on the past history and the solution in all
other points within the relevant domain. In such cases, models are expressed us-
ing more complex mathematical en