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Résumé

La pierre naturelle, matériau bas carbone, est de plus en plus employée dans la
construction neuve. Cependant, il n’existe pas de recommandations pour le calcul au feu
des bâtiments en pierre naturelle dans les textes normatifs comme l’Eurocode 6, ce qui
représente un obstacle à l’utilisation de ce type de matériau dans la construction. Dans
ce manuscrit, on propose une méthode de dimensionnement au feu de telles structures, à
visée applicative pour l’ingénieur.

Cette méthode s’intéresse, de manière découplée, aux deux principaux effets du feu
sur le mur : la dégradation des matériaux due à l’élévation de température et l’apparition
d’une courbure thermique causée par le développement d’un gradient thermique dans
l’épaisseur du mur. La courbure thermique, qui crée des moments additionnels dus à
l’excentrement des charges verticales initialement présentes, est évaluée par une méthode
d’homogénéisation en thermoélasticité. En parallèle, l’effet de la dégradation de la résistance
des matériaux est évalué à l’échelle de l’assemblage bloc-mortier, en se basant sur une
méthode d’homogénéisation en calcul à la rupture. Différentes approches, semi-analytique
et numériques, sont proposées afin de prendre en compte à la fois les hétérogénéités initiales
de l’assemblage, ainsi que celles dues à la perte de résistance de la pierre et du mortier
à haute température. Il devient alors possible d’évaluer par le Calcul à la rupture la
résistance au feu du mur, modélisé par une plaque, dans sa configuration déformée par le
feu. Le caractère direct de l’approche Calcul à la rupture et l’homogénéisation périodique
permettent un calcul rapide et adapté à l’ingénieur.

En complément des modélisations proposées, des validations expérimentales sont réali-
sées à deux échelles. Une étude expérimentale à température ambiante permet tout d’abord
de caractériser le comportement d’un trumeau vis-à-vis de sollicitations de compression
centrée et excentrée par rapport à son plan, et de vérifier l’applicabilité de la démarche
pour la détermination du critère de résistance à température ambiante. Un essai au feu sur
un mur à l’échelle 1 fournit ensuite une première validation expérimentale de l’ensemble
de la méthode.

Mots-clés : Maçonnerie, Pierre naturelle, Résistance au feu, Homogénéisation pério-
dique, Calcul à la rupture.
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Abstract

Natural stone is increasingly used in new buildings because of its low environmental
impact. However, there are no recommendations for the fire design of natural stone
buildings in normative texts such as Eurocode 6, which represents an obstacle to the use
of this type of construction material. In the present work, we propose an engineer-oriented
fire design method for such structures.

This method addresses, in a decoupled manner, the two main effects of fire on the
wall : the degradation of materials due to the rise in temperature on the one hand, and
the development of a thermal curvature caused by the existence of a thermal gradient
in the thickness of the wall, on the other hand. The thermal curvature, which creates
additional bending moments due to the eccentricity of the initial vertical loads, is assessed
by a thermoelastic homogenisation method. At the same time, the effect of the loss of
strength of the materials is assessed at the block-mortar assembly level through a yield
design homogenisation method. Different approaches, semi-analytical and numerical, are
proposed in order to take into account both the initial heterogeneities of the assembly and
those due to the loss of strength of the stone and mortar at high temperature. Finally, it
becomes possible to assess the fire resistance of the wall, modelled as a shell structure in
its fire deformed configuration, using a yield design approach. The direct nature of the
yield design approach and the periodic homogenisation lead to quick calculations which
are tailored to the engineer’s needs.

In addition to the proposed models, experimental validations are carried out on two
scales. Firstly, an experimental study at ambient temperature is used to characterise
the strength of masonry wallettes with respect to compression loads centred or not with
respect to their mid-plane, and to assess whether yield design is a reliable approach for
determining the strength criterion of the assembly at ambient temperature. Then, a fire
test on a full-scale wall provides a first experimental validation of the entire method.

Keywords : Masonry, Natural stone, Fire resistance, Periodic homogenisation, Yield
design theory.
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Chapitre 1

Introduction générale

Résumé : Cette introduction générale présente tout d’abord le contexte et les motivations
de la présente thèse. Les phénomènes physiques guidant le comportement au feu des ma-
çonneries sont ensuite mis en évidence au travers d’une revue de littérature concernant les
aspects expérimentaux au niveau du matériau et au niveau de la structure. Les méthodes
de dimensionnement normatives actuelles sont également présentées, puis on s’intéresse
aux méthodes de modélisation existantes à température ambiante et à température élevée.
Enfin, en se basant sur cette brève revue de littérature, la méthode de dimensionnement
basée sur l’homogénéisation thermoélastique et en Calcul à la rupture proposée dans cette
thèse est introduite.
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1. Contexte et motivation de la thèse

1 Contexte et motivation de la thèse

1.1 La pierre naturelle, un matériau d’hier et d’aujourd’hui

La pierre naturelle fait partie des premiers matériaux de construction. Les premières
constructions en pierre étaient souvent réalisées en pierre sèche. La découverte du ciment
par les romains, et l’amélioration des techniques de taille de la pierre, ont peu à peu permis
d’utiliser ce matériau dans des édifices monumentaux.

Certains édifices, comme le Panthéon de Rome (figure 1.1 (a)), ont traversé les millé-
naires. D’autres sont plus récents : la rénovation de Paris par le Baron Haussmann au XIXe
siècle a fait apparaitre un grand nombre de bâtiments en pierre de taille calcaire, qu’ils
soient monumentaux (Opéra Garnier - figure 1.1 (b), Hôtel Dieu, église Saint-Augustin
par exemple) ou des immeubles d’habitation.

(a) (b)

Figure 1.1 – (a) Maquette du Panthéon de Rome par George Chedanne 1 ; (b) Opéra
Garnier 2

L’avènement du ciment, dans le courant du XIXe siècle, puis du béton armé au début
du XXe siècle, ainsi que les importants besoins de reconstruction après la Seconde Guerre
Mondiale ont contribué à favoriser l’utilisation du béton, plus simple à mettre en œuvre.
Cependant, la prise de conscience autour des questions environnementales dans les années
1980 a peu à peu posé la question de l’impact énergétique et environnemental du secteur du
bâtiment. En France, en 2022, ce secteur représente 43 % de la consommation énergétique
annuelle et 23 % des émissions de gaz à effet de serre [26]. Pour faire baisser cette part
et tendre vers la neutralité carbone, deux pistes principales sont mises en œuvre : la
réhabilitation de l’existant, notamment pour le rendre moins énergivore, et l’utilisation de
matériaux de construction moins carbonés. Dans ce contexte, des matériaux et techniques

1. Source de l’image : Alexander Hoernigk / CC BY-SA 4.0 (via Wikimedia Commons). Disponible à :
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Paris_Palais_Garnier_2010-04-06_16.55.07.jpg

2. Source de l’image : https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Georges_Chedanne,
_plastico_in_spaccato_del_Pantheon_di_Roma,_1892-93_ca.jpg
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"oubliés", comme la terre crue, la construction en pisé ou encore la pierre naturelle, refont
surface.

Ces matériaux sont particulièrement bien adaptés aux nouvelles réglementations comme
la RE2020 [27][28]. Cependant, pour démocratiser leur utilisation dans la construction
neuve, il est nécessaire de disposer de textes de référence concernant le dimensionnement des
structures qu’ils composent. Pour les maçonneries, les textes de référence sont l’Eurocode
6 [1], à l’échelle européenne, et le DTU 20.1 [2] à l’échelle nationale. Ces textes incluent les
types de maçonneries les plus communs (brique, différent types de blocs en béton) ainsi
que la pierre naturelle. Cependant, compte-tenu de l’utilisation un peu moins courante de
ce dernier matériau, et de son industrialisation plus faible que la brique ou le béton, les
méthodes de calcul proposées sont plus sommaires.

Par ailleurs, le bâti existant est composé d’une part non-négligeable de pierre (voir
figure 1.2), qu’il conviendrait également d’être capable de modéliser pour mieux rénover.
Ces deux aspects, dimensionnement du neuf et rénovation de l’existant, montrent bien la
nécessité de recherches pour mieux comprendre le comportement des structures en pierre
naturelle.

Figure 1.2 – Matériaux des murs des bâtiments recensés dans la Base de Donnée Nationale
du Bâtiment [6]

1.2 La pierre naturelle et le feu

Au delà des sollicitations courantes auxquelles sont soumis les bâtiments (charges
d’exploitation, vent par exemple), il est nécessaire de prévoir leur dimensionnement vis-à-
vis de sollicitations accidentelles comme les incendies. Des méthodes de dimensionnement
vis-à-vis de ces sollicitations peuvent être proposées dans les textes de référence.

Dans ce contexte, la résistance au feu, aussi appelée "capacité portante", est définie
comme "l’aptitude de l’élément de construction à supporter l’exposition au feu sous des
actions mécaniques définies, sur une ou plusieurs faces, pendant un temps donné sans perte
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1. Contexte et motivation de la thèse

de stabilité structurale"(NF EN 13501-2 [29]). Ce critère est particulièrement important
pour la sécurité des personnes, qu’il s’agisse des occupants, des usagers du bâtiment ou
encore des services de secours.

L’Eurocode 6 partie 1-2 [17] est le texte de référence concernant la résistance au feu
des maçonneries. Il fournit des méthodes de dimensionnement au feu des maçonneries les
plus courantes (briques, béton, blocs silico-calcaires), mais exclut les maçonneries en pierre
naturelle. En l’absence de données, les valeurs très sécuritaires souvent adoptées pour ces
structures ont tendance à rendre l’usage de la pierre naturelle plus difficile, et à ne pas
l’utiliser selon sa pleine capacité de résistance au feu.

Au-delà du seul contexte de la construction neuve de bâtiments en pierre naturelle, les
récents incendies de la cathédrale Notre-Dame de Paris (2019), de la cathédrale de Nantes
(2020), ou d’immeubles haussmanniens (2021 et 2022) ont mis en évidence le manque de
connaissances concernant le comportement au feu des bâtiments et structures en pierre
naturelle et la nécessité d’études complémentaires sur ce sujet.

1.3 Objectifs de la thèse

Dans le contexte précédemment évoqué, les deux objectifs de cette thèse sont :
— D’une part, de progresser dans la compréhension des mécanismes physiques

(notamment hygriques, thermiques et mécaniques) à l’œuvre lorsqu’un mur en
pierre naturelle massive est exposé au feu. Une bonne compréhension de ces
mécanismes à température élevée se base sur leur compréhension à température
ambiante, c’est pourquoi des essais à température ambiante et au feu sont proposés.

— D’autre part, de proposer une méthode de modélisation du comportement
au feu des murs de maçonnerie en pierre massive, à visée applicative pour
l’ingénieur, et de valider expérimentalement cette méthode. La notion d’ap-
proche ingénieur est très importante ici, puisqu’elle nécessite de faire un compromis
entre une description fidèle des phénomènes physiques en jeu et un modèle abordable
pour un ingénieur en bureau d’études, tant au niveau de ses paramètres d’entrée
(qui doivent tant que possible se baser sur des essais normalisés) qu’au niveau de sa
complexité et du temps de calcul.
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2 Observations expérimentales sur la résistance au
feu des murs de maçonnerie

Dans cette partie, on propose une brève revue de littérature concernant les aspects
expérimentaux du comportement des maçonneries et de leurs constituants lorsqu’ils sont
exposés au feu. L’objectif n’est pas d’être exhaustif, puisque de tels travaux ont déjà été
entrepris récemment par Sciaretta et al. [7] (pour le matériau pierre à haute température)
et par Daware et Naser [30] (pour les maçonneries à haute température). Nous visons
plutôt à mettre en évidence les principaux phénomènes se produisant lorsqu’un mur de
maçonnerie est exposé au feu, tant à l’échelle du matériau qu’à l’échelle de la structure.

2.1 Essais à l’échelle du matériau

En France, les pierres utilisées dans la construction sont très souvent des pierres locales,
dépendant donc des différents bassins géologiques : calcaire dans le bassin parisien et dans
le bordelais, granite en Bretagne par exemple. Le grès et le marbre peuvent également être
retrouvés dans les constructions, tandis que le schiste est souvent utilisé en couverture
dans les anciennes régions volcaniques. Bien que les méthodes développées dans cette thèse
puissent, en théorie, être appliquées à n’importe quel type de maçonnerie de blocs pleins,
nous nous intéresserons uniquement aux maçonneries en pierre calcaire du point de vue
expérimental. Pour les autres types de pierre, il serait nécessaire de vérifier l’applicabilité
des méthodes par des essais additionnels.

2.1.1 Propriétés physiques et thermiques

Les travaux de Pestre [31] concernant la caractérisation des propriétés thermiques des
pierres de construction à température ambiante ont montré leur importante diversité,
due à leur porosité et à leur composition minéralogique. A titre d’exemple, les valeurs de
diffusivité D = λ/(ρcp) (où ρ est la masse volumique, λ la conductivité thermique et cp

la capacité thermique massique) pour des pierres sèches s’échelonnent entre 5.10−7 m2/s
(pierre de Tuffeau) et 8.10−7 m2/s (pierre d’Euville). La diffusivité thermique du béton à
température ambiante est quant à elle de l’ordre de 7 − 9.10−7 m2/s, ce qui implique que
la pierre est en général un peu moins conductrice que le béton.

La revue de littérature de Sciarretta et al. [7] a en revanche montré que l’évolution à
haute température des propriétés thermiques de différents calcaires était assez similaire. A
titre d’exemple, la figure 1.3 (a) donne l’évolution de la conductivité thermique des pierres
étudiées relativement à leur conductivité à température ambiante.

Enfin, le coefficient de dilatation thermique des pierres est étroitement lié à leur
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2. Observations expérimentales sur la résistance au feu des murs de maçonnerie

composition minéralogique. La figure 1.3 (b), extraite des travaux de Vigroux [8], rassemble
les évolutions de la dilatation thermique de différents calcaires en fonction de la température.
Ces valeurs sont relativement similaires à celles du béton jusqu’à 700 °C, puis la pierre
tend à se contracter alors que, selon l’Eurocode 2 partie 1-2 [32], la déformation thermique
du béton reste constante.

(a) (b)

Figure 1.3 – (a) Évolution relative de la conductivité thermique des pierres en fonction
de la température (extrait de Sciarretta et al. [7]) ; (b) Déformation thermique de différents
calcaires en fonction de la température (extrait de Vigroux et al. [8])

Ces changements de propriétés physiques à haute température proviennent de transfor-
mations chimiques, qui peuvent également être remarquées en observant l’évolution de la
couleur du matériau, comme proposé notamment par Vigroux et al. [33].

Concernant les mortiers, il n’existe à notre connaissance que très peu d’études sur leurs
propriétés thermiques à haute température, et aucune ne concerne les mortiers de chaux
hydraulique naturelle (notés "NHL"), qui sont les plus courants pour la construction en
pierre.

2.1.2 Propriétés thermomécaniques

2.1.2.1 Propriétés élastiques La figure 1.4 (a) donne l’évolution du coefficient de
dégradation du module de Young des pierres calcaires en fonction de la température, tandis
que la figure 1.4 (b) rassemble des données concernant l’évolution du module de Young
des mortiers. A titre indicatif, l’évolution du module de Young d’un béton à granulats
calcaires a également été rajoutée sur ces deux figures.

Bien moins d’études sont disponibles concernant l’évolution du coefficient de Poisson
des matériaux en fonction de la température. Les récents essais de Guenser et al. [37] sur
du calcaire de Saint-Maximin, semblent montrer que le coefficient de Poisson diminue
linéairement après 200 °C, pour attendre environ la moitié de sa valeur initiale à 800 °C.

7



Chapitre 1. Introduction générale

E
(T

)/
E

(2
0

°C
)

T (°C)
0 200 400 600 800 1000

0,5

1

1,5
E

(T
)/

E
(2

0
°C

)

T (°C)
0 200 400 600 800 1000

0,5

1

1,5 Pierre calcaire Mortiers

(a) (b)
M5 (Andreini et al. [34])

M10 (Bamonte et al. [35])
M5 (Bamonte et al. [35])

M10 (Andreini et al. [34])
M15 (Bamonte et al. [35])NHL 3,5 (Pachta et al. [36])

Béton (Eurocode 2 [32])

Ensemble de calcaires avec
intervalle de confiance à 65%
(Sciarretta et al. [7])

Figure 1.4 – Évolution du module de Young de différentes pierres et mortiers en fonction
de la température

2.1.2.2 Propriétés de résistance A température ambiante, la pierre comme le mortier
sont des matériaux fragiles en traction. La figure 1.5 (a), extraite de Costigan et Pavia [9],
représente à titre d’exemple des courbes contrainte-déformation obtenues lors d’un essai
de flexion trois points pour différents types de mortiers de chaux aérienne (noté "CL90")
ou hydraulique (notés "NHL"). En compression en revanche, les mortiers de chaux sont
plutôt ductiles (voir figure 1.5 (b), également extraite de Costigan et Pavia [9]) tandis que
les pierres calcaires sont moyennement fragiles (voir figure 1.5 (c), concernant un calcaire
de Saint-Maximin, extrait de la thèse de Parent [10]).

La figure 1.6 (a) donne l’évolution relative de la résistance à la compression moyenne
en fonction de la température obtenue par Sciarretta et al. [7] sur les pierres considérées,
tandis que la figure 1.6 (b) donne l’évolution du facteur de réduction de la résistance à
la traction en fonction de la température. Il apparait que, de manière générale, la pierre
conserve mieux ses propriétés de résistance que le béton à haute température. On notera
toutefois que les résultats présentés proviennent d’essai de compression résiduelle (après
refroidissement du matériau), et non pas d’essais de compression à haute température. Bien
que les essais de résistance résiduelle soient plus simples à mettre en œuvre, les résultats
qu’ils fournissent peuvent être différents de ceux réalisés à température élevée. Houpert et
Homand-Etienne [38] ont notamment montré que les roches avaient une résistance plus
élevée à haute température qu’après refroidissement.

La variété d’évolution des propriétés mécaniques en fonction de la température est
due à plusieurs paramètres, incluant notamment la composition minéralogique des pierres
(proportion de quartz ou d’autres minéraux), la taille des grains et leur cimentation, ainsi
que la porosité des pierres.
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(a) (b)

(c)

Figure 1.5 – Courbes contrainte-déformation en traction (a) et en compression (b) de
mortiers de chaux aérienne et hydraulique (Costigan et Pavia [9]) ; Courbes contrainte-
déformation pour le calcaire de Saint-Maximin (Parent [10])
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Figure 1.6 – Évolution de la résistance à la compression (a) et à la traction (b) d’un
ensemble de pierres calcaires et d’un béton de granulat calcaire en fonction de la température

Peu de résultats expérimentaux sont disponibles concernant le comportement résiduel
des mortiers après exposition à haute température. On en donne quelque-uns sur la figure
1.7. Sur cette figure, il apparait que la résistance résiduelle des mortiers de ciment après
exposition à haute température évolue de manière assez similaire à celle du béton. A
notre connaissance, il n’existe aucun résultat similaire pour des essais réalisés à haute
température, qui sont plus complexes à réaliser.

L’incendie de Notre-Dame de Paris a mis en lumière le besoin de mieux connaitre les
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pierres calcaires françaises, et différentes études sur leurs propriétés thermo-mécaniques,
ainsi que sur les propriétés des mortiers utilisés dans les constructions patrimoniales, sont
en cours, notamment dans le cadre des projets ANR POSTFIRE [39] et DEMMEFI [40].

M10 (Bamonte et al. [35])

M5 (Andreini et al. [34])
M5 (Bamonte et al. [35])

NHL 3,5 (Pachta et al. [36]) M10 (Andreini et al. [34])
M15 (Bamonte et al. [35])
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Figure 1.7 – Évolution de la résistance à la compression (a) et à la traction (b) d’un
ensemble de plusieurs mortiers et d’un béton de granulat calcaire en fonction de la
température

En conclusion sur ces essais à l’échelle du matériau, il apparait que les propriétés des
pierres sont relativement bien connues, même s’il existe une certaine variabilité due à leur
composition minéralogique. En revanche, les propriétés mécaniques des mortiers sont quant
à elles assez variables, et leurs propriétés thermiques sont pour l’instant mal connues.

2.2 Essais à l’échelle réduite

Si la connaissance des propriétés à température ambiante et à température élevée des
matériaux constitutifs de la maçonnerie est nécessaire pour alimenter les modélisations,
elle n’est pas suffisante pour vérifier que tous les phénomènes physiques et mécaniques dus
au feu sont bien pris en compte. Il est alors nécessaire de réaliser des essais à l’échelle de
l’assemblage ou de la structure.

Les essais à échelle réduite présentent l’avantage de nécessiter des équipements moins
complexes et lourds que les essais à l’échelle 1, et donc d’être moins coûteux et plus faciles
à répliquer. Ils permettent d’accéder à des informations sur l’interaction entre les blocs et
le mortier à haute température, mais aussi, selon le protocole de chauffage, de voir l’effet
d’un gradient thermique sur l’assemblage.

Les essais de Bosnjak et al. [11] (figure 1.8 (a)), sur des assemblages de trois briques
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en terre cuite ou silico-calcaires, ont montré que la résistance des assemblages était à
peu près constante jusqu’à 700 °C, tandis que leur raideur diminuait rapidement avec
la température. Les essais de Ruvalcaba Ayala [41], menés sur des assemblages de trois
rangées de blocs silico-calcaires avec des joints verticaux, montrent quant à eux que la
chute de résistance se situe plutôt aux environs de 600 °C. Ils ont également montré que
le mode de rupture dépendait de la température, et que les blocs silico-calcaires étaient
susceptibles de présenter de l’écaillage pour des températures élevées.

(a) (b)

Figure 1.8 – (a) Essais de Bosnjak et al. [11] ; (b) Essais de Russo et Sciaretta [12]

Les essais de Russo et Sciarretta [12] présentent quant à eux l’avantage de porter sur
des assemblages composés de plusieurs dizaines de briques, de sorte qu’ils représentent des
mini-structures et que les phénomènes d’interaction entre les composants de la maçonnerie
soient bien visibles. Ces assemblages ont tout d’abord été chauffés à 300 °C ou 600 °C,
puis ont été testés en compression ou en cisaillement après refroidissement. Ces essais
ont notamment mis en évidence l’apparition de fissures dues au chargement thermique
seul (voir figure 1.8 (b)), l’apparition de fissures verticales traversant la brique sous un
chargement de compression (quelle que soit la température à laquelle avait été exposé
l’assemblage) ainsi que la forte perte de résistance en cisaillement des assemblages après
exposition à une température élevée.

2.3 Essais en grandeur réelle

Bien que les essais à l’échelle 1 soient difficiles et coûteux à mettre en œuvre, ils sont
les plus riches en informations concernant le comportement des matériaux constitutifs, de
l’assemblage et de la structure en conditions réelles. Parmi les premiers essais au feu à
l’échelle 1 reportés dans la littérature, on peut citer ceux de Ingberg [42], dans les années
1950 sur des murs en brique. D’autres essais ont été réalisés à la même période par Foster
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et al. [43], [44], sur des parpaings et des blocs silico-calcaires. Ces essais ont notamment
montré que, quels que soient les matériaux constitutifs, les dilatations différentielles entre
la face chauffée et la face non-chauffée créent une courbure thermique. Si le mur est retenu
vis-à-vis de déplacements hors-plan sur ses bords inférieur et supérieur, cette courbure
thermique va le faire se courber vers le feu. En revanche, s’il n’est retenu que par un
encastrement en pied, il se déplace dans la direction opposée au feu. La figure 1.9, extraite
des travaux de Cooke [13], illustre cette déformation thermique.

Figure 1.9 – Déformée thermique pour différentes conditions aux limites (extrait de
Cooke [13])

La campagne expérimentale de Byrne [45] a permis de préciser l’effet de certains
paramètres sur la résistance au feu du mur. Elle a notamment montré l’influence néfaste de
l’élancement du mur sur sa résistance au feu. Elle a également montré qu’un chargement
vertical, pour un mur porteur, tendait à faire diminuer la flèche. Par conséquent, pour
un certain niveau de chargement (proche de 50 % de la résistance en compression à
température ambiante selon la norme Australienne de l’époque), le mur résiste au feu
pendant moins longtemps que pour une charge mécanique de 25 % de la charge de ruine à
température ambiante, ce qui parait sensé compte-tenu de la dégradation des propriétés
de résistance des matériaux. Cependant, il résiste également moins longtemps qu’un mur
chargé à 75 % de sa résistance calculée à température ambiante car sa courbure thermique
plus forte engendre davantage de moments fléchissants parasites. Ainsi, il semble exister
une charge "critique" concernant la résistance au feu du mur.

Par la suite, des campagnes expérimentales de plus faible envergure ont été conduites
sur d’autres types de blocs : des briques alvéolés (Al Nahhas et al. [46], Nguyen et Meftah
[14]), des blocs alvéolés en béton (Oliveira et al. [15], Pope [47]) ou encore des maçonneries
réfractaires assemblées sans joints (Oliveira et al. [48]). Ces campagnes expérimentales ont
permis d’affiner la compréhension des mécanismes affectant les maçonneries exposées au
feu concernant la fissuration, les phénomènes locaux tels que l’écaillage ou le flambement
local des parois des briques alvéolées, ainsi que la description des transferts thermiques
dans les blocs creux.

Bien que plus complexes à réaliser que des essais sur les murs, quelques essais sur
des arches exposées au feu peuvent également être retrouvés dans la littérature. On peut
notamment citer les récents essais de Fantilli et Burello [49] sur deux arches en briques.

Peu de travaux concernant la résistance au feu des maçonneries en pierre naturelle

12



2. Observations expérimentales sur la résistance au feu des murs de maçonnerie

massive existent à ce jour dans la littérature. A notre connaissance, les seuls essais existants
avant le début de cette thèse sont ceux de Pham et al. [3], réalisés au CSTB en 2019 (voir
figure 1.11 (a)). L’incendie de Notre-Dame de Paris en 2019 a cependant mis en lumière
la nécessité de disposer de données expérimentales à l’échelle de la structure. D’autres
essais à l’échelle 1 ont été réalisés depuis. On peut notamment citer les six essais réalisés
au CSTB en 2022 dans le cadre du projet ANR POSTFIRE (Pimienta et al. [16]) sur six
murs composés de trois pierres calcaires différentes (voir figure 1.11 (b)).

(a) (b)

Figure 1.10 – (a) Mur en briques alvéolées testé par Nguyen et Meftah [14] ; (b) Essais
de Oliveira et al. [15]

(a) (b)

Figure 1.11 – (a) Fissuration vue par corrélation d’images sur les essais de Pham et al.
[3] sur un mur en calcaire de Saint Vaast ; (b) Champ de température mesuré par une
caméra thermique sur la face non-exposée d’un mur en pierre calcaire (Pimienta et al. [16])
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3 Méthodes de dimensionnement existantes pour les
maçonneries

3.1 Méthodes normalisées en France : l’Eurocode 6 [1] et le DTU
20.1 [2]

En France, le dimensionnement des bâtiments en maçonnerie se base principalement
sur l’Eurocode 6 [1] et sur le DTU 20.1 [2] (dont la version actuelle, datant de 2020, se
base largement sur les principes proposés dans l’Eurocode 6 [1]).

3.1.1 A température ambiante

L’Eurocode 6 [1] est le texte de référence à l’échelle européenne concernant les maçonne-
ries composées de briques de terre cuite, d’éléments en silico-calcaire, d’éléments en béton
de granulat courants et légers, d’éléments en béton cellulaire autoclavé, d’éléments en
pierre reconstituée et en pierre naturelle. Il prend en compte les maçonneries non-armées,
armées et confinées.

3.1.1.1 Détermination de la résistance caractéristique en compression de
l’assemblage Quels que soient le type de blocs et le type de mortier utilisés, la résistance
en compression simple de l’assemblage peut être déterminée par la formule empirique
suivante :

fk = Kfα
b fβ

m (1.1)

où fk est la résistance caractéristique de l’assemblage, fb et fm sont respectivement la
résistance caractéristique de la pierre et celle du mortier, et K, α et β sont des coefficients
qui dépendent du type de bloc et du type de mortier. L’Eurocode 6 [1] et le DTU 20.1
[2] donnent les valeurs K = 0,45, α = 0,7 et β = 0,3 pour la pierre naturelle montée avec
un mortier courant. Cependant, le caractère très empirique de cette formule fait qu’elle
est régulièrement remise en cause, et que de nombreux autres calages ont été proposés
pour les paramètres K, α et β . A titre d’exemple, le Codigo Tecnico de la Edificacion
[50] (équivalent espagnol du DTU 20.1 [2]), considère les valeurs suivante : K = 0,6,
α = 0,65, β = 0,25. Costigan et al. [51] ont rassemblé sept modèles de ce type, puis
comparé ces modèles à leurs essais et proposé quatre formulations supplémentaires. Ils
concluent néamoins que, malgré le caractère empirique de la formule de l’Eurocode 6 [1],
celle-ci est plutôt adaptée aux assemblages de pierre et de mortier de chaux hydraulique
naturelle qu’ils ont testés.
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3.1.1.2 Détermination de la résistance caractéristique du mur Lorsque les
murs sont principalement soumis à des charges verticales, l’Eurocode 6 [1] propose une
méthode de détermination prenant en compte :

— La valeur de la charge verticale ;
— Son excentrement par rapport à l’axe neutre du mur ;
— Un excentrement initial dû aux imperfections géométriques ;
— Un excentrement dû à un éventuel chargement transversal.

Ces trois valeurs d’excentrement entrent dans le calcul d’un coefficient de réduction, qui
inclut également les effets du flambement. Un exemple de calcul sera proposé dans le
chapitre 2.

3.1.1.3 Détermination de la résistance en flexion du mur L’Eurocode 6 [1]
prend en compte des situations de chargement assez variées et permet, par exemple, de
calculer la résistance de murs de maçonnerie vis-à-vis de chargements hors-plan, pour des
chargements verticaux très faibles. Dans ce cas, on peut noter que la résistance à la flexion
de la maçonnerie est donnée pour chaque type de maçonnerie, en faisant seulement la
distinction entre l’utilisation ou non d’un mortier de résistance en compression supérieure
à 5 MPa. Si cette approche présente une utilité dans des cas très simples, elle est en
revanche insuffisante dès que le chargement ou la géométrie se complexifient, et la prise en
compte des propriétés réelles des blocs et du mortier, ainsi que de l’adhérence entre ces
deux composants, n’est pas possible.

Pour conclure, les méthodes de calcul vis-à-vis de chargements mécaniques proposées
par l’Eurocode 6 [1] sont très empiriques et ne recouvrent pas nécessairement la diversité
des assemblages maçonnés ou des chargements.

3.1.2 Dimensionnement au feu

L’Eurocode 6 (Partie 1-2) [17] propose des méthodes de dimensionnement au feu pour
certains types de maçonneries. Ces méthodes sont de trois types :

— Valeurs tabulées pour l’épaisseur du mur en fonction du matériau et de la
résistance au feu requise : Pour les maçonneries en terre cuite, en silico-calcaire,
en béton de granulat courant et léger, en béton cellulaire autoclavé et en pierre
artificielle, l’annexe nationale de l’Eurocode 6 partie 1-2 propose des épaisseurs
minimales selon la résistance requise, et les critères d’isolation et d’étanchéité si le
mur n’est pas porteur.

— Méthode de calcul simplifiée (voir figure 1.12) : Pour certaines classes d’éléments
en terre cuite, silico-calcaires, de béton de granulats légers, de granulats courants
ou de béton cellulaire autoclavé, une méthode similaire à la méthode de l’isotherme
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à 500 °C pour le béton (Eurocode 2 partie 1-2 [32]) est proposée. Elle consiste à
diviser le mur en trois zones dans sa direction transversale : une zone saine, où la
température n’a pas excédé une certaine température θ1, une zone moyennement
endommagée, où la température est comprise entre θ1 et θ2, et une zone inefficace,
ne possédant pas de résistance résiduelle et où la température a dépassé θ2. La
résistance en compression est alors calculée en sommant la résistance de la première
zone et celle de la deuxième zone, à laquelle un facteur de dégradation dépendant du
matériau est appliqué. Les températures θ1 et θ2 dépendent également du matériau.
Un excentrement e∆θ est également calculé pour prendre en compte la courbure
thermique. Cet excentrement se base sur une formule simplifiée de Cooke [13] et
suppose un gradient thermique linéaire dans l’épaisseur.

(a) (b)

Figure 1.12 – (a) Définition de la zone inefficace pour la méthode de calcul simplifiée de
l’Eurocode 6 [17] ; (b) Valeur de θ2 et épaisseur de la zone inefficace pour une maçonnerie
de blocs silico-calcaire

— Méthode de calcul dite "complexe" : L’Eurocode 6 admet également l’utilisation
de calculs couplés thermo-mécaniques. L’évolution de certaines propriétés physiques,
thermiques et mécaniques (masse volumique, conductivité thermique, capacité ther-
mique massique, coefficient de dilatation thermique et résistance en compression) en
fonction de la température est donnée pour les éléments en terre cuite, les éléments
silico-calcaires, les éléments en béton de granulats légers, et les éléments en béton
autoclavé. Des données provenant de publications de référence peuvent également
être utilisées. Des courbes issues des essais de Andreini et Sassu [52] sur les mortiers
de ciment sont d’ailleurs intégrées au projet de révision de l’EN 1996-1-2 de 2022
[53]. Selon l’Eurocode 6 Partie 1-2 [17], de tels calculs doivent prendre en compte
l’évolution des propriétés thermiques et mécaniques en fonction de la température,
l’effet des dilatations thermiques moyennes et différentielles ainsi que les éventuels
effets de second ordre. Cette méthode de calcul peut également être utilisée pour
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toute courbe de montée en température, et pas uniquement pour la courbe de feu
normalisé ISO 834-1 [54].

Bien que ces méthodes puissent donner des pistes d’études pour le calcul au feu des
murs en pierre massive, il est important de noter que l’Eurocode 6 Partie 1-2 [17] exclut la
pierre naturelle, et que le projet de révision de 2022 continue de l’exclure. Il apparait donc
nécessaire de fournir des méthodes de dimensionnement au feu des maçonneries en pierre
naturelle massive à visée applicative pour l’ingénieur.

3.2 Méthodes de modélisation et de calcul avancées à tempéra-
ture ambiante

Au-delà des méthodes simplifiées proposées par l’Eurocode 6 [1], de nombreuses mé-
thodes de modélisation avancées ont été développées pour répondre à différents besoins.

D’Altri et al. [55] ont récemment proposé une revue de littérature des différentes
méthodes de modélisation des maçonneries, en les classant en quatre grandes familles :

— Les méthodes de modélisation bloc-à-bloc, par la méthode des éléments discrets ou
des éléments finis ;

— Les méthodes géométriques, se basant sur les travaux de Heyman [56] sur les lignes
de poussée ;

— Les méthodes de modélisation continues, permettant d’accéder au comportement
et/ou à la résistance de la structure en maçonnerie modélisée par un milieu continu
équivalent ;

— Les approches par macro-éléments, visant à modéliser un bâtiment en maçonnerie par
un ensemble de poutres ou de ressorts. Ces approches sont principalement dédiées à
la modélisation sismique, et nous ne les évoquerons pas par la suite.

On peut également souligner qu’avec le développement des méthodes d’intelligence arti-
ficielle, des modélisations par réseaux de neurones commencent également à se développer
(Plevris et Asteris [57], Friaa et al. [58] par exemple). Ces méthodes nécessitent cependant
une phase d’entrainement sur un grand nombre d’essais ou de résultats de calculs, dont
nous ne disposons pas pour l’instant.

3.2.1 Approches géométriques

Les approches géométriques sont les plus anciennes, puisqu’elles trouvent leur source
dans les travaux de Hooke (1670) (Block et al. [18], voir figure 1.13 (a)). Dès lors, ces
approches géométriques, basées sur la statique graphique, ont été très utilisées pour évaluer
la stabilité d’arches, de voutes et de dômes.
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En 1966, Heyman [56] a relié ces approches géométriques, basées sur les lignes de
pressions, à l’application de l’approche statique de l’analyse limite sous les trois hypothèses
suivantes :

— La résistance à la traction des maçonneries est nulle ;
— Les charges supportées sont très faibles au regard de la résistance à la compression

des blocs, de sorte à ce que celle-ci puisse être considérée comme infinie ;
— Les blocs ne peuvent pas glisser les uns par rapport aux autres.

Bien que reposant sur des hypothèses simplificatrices, cette approche peut s’avérer très
utile pour une première estimation de la stabilité d’un édifice, ou pour repérer les causes
de certaines fissures.

De nombreux développements se sont ensuite basés sur les travaux de Heyman. On peut
notamment citer les méthodes de type "Thrust Network Analysis", développées par Block
et Ochsendorf [59] (figure 1.13 (b)), qui généralisent les lignes de poussées de la statique
graphique à des réseaux de poussée. Au-delà de leurs seules applications à l’analyse de
stabilité des structures maçonnées, ces approches se rapprochent également des questions
d’optimisation des structures et de "Form Finding". Concernant la résistance des voûtes et
des dômes, on peut également citer les méthodes de "Thrust Surface Analysis" (Frassosio
et al. [60]), qui consistent à vérifier que les efforts s’équilibrent sur une surface restant à
l’intérieur de la géométrie de la voûte, tout comme la ligne de poussée restait à l’intérieur
de la géométrie de l’arche.

(a) (b)

Figure 1.13 – (a) Analyse du dôme de la Cathédrale Saint Pierre de Rome par Poleni
(extrait de Block et al. [18]) ; (b) Exemple de Thrust Network Analysis (Avelino et al. [19])

Une autre classe d’approches géométriques se base sur l’approche cinématique de
l’analyse limite, toujours pour des matériaux infiniment résistants à la compression et
à l’effort tranchant, et sans résistance à la traction. Les travaux de Como [61] se sont
notamment intéressés à la stabilité de dômes par cette approche, tandis que les travaux
de Chiozzi et al. [62] s’intéressent aux mécanismes de rupture de bâtiments soumis à des
sollicitations sismiques.

Il convient de noter que l’approche géométrique a été retenue par Fantilli et Burello
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[49] pour analyser la résistance au feu d’une arche, en négligeant, dans la géométrie, la
partie de l’arche qui avait perdu ses propriétés de résistance mécanique.

Pour conclure sur ces approches géométriques, elles peuvent représenter un outil
intéressant pour les structures courbes peu chargées. Cependant, les chargements de
compression supportés par les murs porteurs en pierre naturelle massive auxquels nous
nous intéresseront dans cette thèse ne peuvent pas être considérés comme négligeables par
rapport à la résistance de l’assemblage (surtout si celle-ci est diminuée par l’action du feu),
ce qui exclut l’utilisation de méthodes géométriques.

3.2.2 Modélisation bloc-à-bloc

Les maçonneries sont des assemblages de blocs, souvent très résistants par rapport
aux joints qui les relient. De ce constat sont nées les modélisations dites "bloc à bloc".
Nous allons ici les regrouper en deux sous-familles : les modèles basés sur la méthode
des éléments discrets, et les approches par éléments finis où les blocs et les joints sont
représentés.

3.2.2.1 Méthode des éléments distincts (ou discrets) Les méthodes de modélisa-
tion par éléments distincts permettent de connaitre l’évolution de la position des blocs au
fil du temps, lorsque la structure en maçonnerie est soumise à un certain chargement. Ces
méthodes sont particulièrement utiles en dynamique, par exemple pour prévoir la réponse
d’une structure à des sollicitations sismiques (Bui et al. [20] - voir figure 1.14, Merrigi et
al. [63]) ou vis-à-vis d’une explosion (Masi et al. [64]). Elles peuvent également apporter
une meilleure compréhension de certains phénomènes cycliques (Venzal et al [65]).

Figure 1.14 – Modélisation DEM (Distinct Elements Method) d’une maquette de mur
(Bui et al. [20])

Elles présentent cependant un certain nombre d’inconvénients :
— Les méthodes de calcul par éléments discrets nécessitent des temps de calcul très

longs. Si ces calculs sont justifiables lorsqu’on s’intéresse à la préservation d’un
ouvrage architectural majeur tel que la cathédrale Notre-Dame de Paris, ils sont
difficilement utilisables lors de la phase de dimensionnement d’un bâtiment standard.
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— Avant même d’évoquer le temps de calcul, le seul temps de création de la géométrie
du modèle est très élevé pour une approche à visée applicative pour l’ingénieur. En
effet, la géométrie de chaque bloc doit être décrite, et tout changement nécessite la
reconstruction entière du modèle. Avec l’avènement des modèles paramétriques, cet
inconvénient devrait cependant être rapidement éliminé.

— Traditionnellement, les méthodes bloc-à-bloc considèrent des blocs infiniment résis-
tants. Une telle hypothèse est fortement remise en cause pour un mur exposé au feu.
De plus, il a été mis en évidence expérimentalement que la fissuration, lorsqu’un mur
est exposée au feu, se fait de manière presque continue entre les blocs et les joints.

— Des méthodes couplant la méthode des éléments discrets (pour le déplacement
des blocs les uns par rapport aux autres) et la méthode des éléments finis (pour
les déformations - élastiques ou non - des blocs) sont en cours de développement
(Ferrante et al. [66] par exemple). Cependant, elles gardent l’inconvénient en termes
de temps de calcul des méthodes par éléments discrets, et paraissent donc difficiles à
utiliser par pour l’ingénieur.

3.2.2.2 Méthodes des éléments finis Compte-tenu du temps de calcul des approches
par éléments distincts, et de la complexité numérique associée, les premières modélisations
"bloc-à-bloc" de la maçonnerie ont été des modélisations par éléments finis. Dans ces
modèles, la géométrie de chaque bloc est décrite, et les blocs sont reliés entre eux par des
lois d’interface. Dans ce domaine, les travaux de Lourenço et Rots [21] font référence (voir
figure 1.15). Les blocs sont considérés comme infiniment résistants, tandis que les joints,
réduits à des interfaces, suivent une loi de comportement élastoplastique-endommageable.
Ces travaux ont notamment été étendus à des sollicitations 3D par Macorini et Izzudin [67].
Ils présentent cependant l’inconvénient de considérer des blocs infiniment résistants, et de
concentrer toute la rupture dans l’écrasement en compression au niveau des joints, ce qui
ne reproduit pas fidèlement le mécanisme de rupture réel. Par ailleurs, ces modélisations
nécessitent de discrétiser l’ensemble des blocs de la structure, ce qui peut être trop
contraignant pour une approche ingénieur.

(a) (b)

Figure 1.15 – (a) Critère de Lourenço-Rots [21] ; (b) Application à un mur en cisaillement
avec ouverture [21]
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3.2.3 Modélisations continues

Les modélisations continues constituent une approche intermédiaire entre les approches
géométriques, très simples, et les approches bloc-à-bloc, beaucoup plus détaillées. Elles se
basent sur la description de la structure comme un milieu continu homogène équivalent. Ces
approches sont souvent utilisées lorsque les approches géométriques ne suffisent plus, mais
que le problème n’inclut pas de phénomènes (dynamiques souvent) nécessitant l’utilisation
d’éléments discrets.

3.2.3.1 Approches directes Les approches de type éléments finis dans lesquelles les
blocs sont discrétisés ont déjà été décrites dans la partie précédente. Bien que ces approches
permettent une description précise de la géométrie et des propriétés des matériaux, elles
ne sont pas adaptées à la modélisation de grands ouvrages constitués de plusieurs milliers
de blocs.

L’idée des approches directes est de se baser sur la détermination empirique des
propriétés élastiques, de la loi de comportement et du domaine de résistance de l’assemblage
maçonné. Par exemple, le critère de résistance proposé par Dhanasekar et al. [68] se base
sur les différentes campagnes expérimentales menées par Page [69] [70] [71] au début des
années 1980. Les premiers modèles se sont inspirés des approches pour le béton (modèle de
plasticité-endommagement du béton par exemple), puis ont progressivement été adaptées
pour prendre en compte l’anisotropie de la maçonnerie (Lourenço et al. [72]).

De telles approches directes sont principalement utilisées pour modéliser des bâtiments
ou des ouvrages entiers (voir Milani et Valente [73] à titre d’exemple), mais ne permettent
pas d’accéder à des informations locales sur ces ouvrages. Par ailleurs, la caractérisation
de la loi de comportement de l’assemblage à haute température, permettant la calibration
du modèle, semble difficilement envisageable pour une approche ingénieur.

3.2.3.2 Approches par homogénéisation La plupart des maçonneries récentes
peuvent être considérées comme des assemblages périodiques, et se prêtent par consé-
quent plutôt bien aux méthodes d’homogénéisation périodique. Ces approches présentent
l’avantage d’être plus rapides qu’un calcul complet sur un mur, et de ne nécessiter que la
connaissance de la géométrie du mur et des propriétés mécaniques de ses composants. Elle
est donc plutôt bien adaptée à un calcul "ingénieur".

Les fondements des approches périodiques pour les maçonneries ont été posés par
Pande et al. [74], qui proposent une modélisation en deux étapes de la maçonnerie : d’abord
en homogénéisant les joints horizontaux, puis en homogénéisant les joints verticaux. Cette
approche en deux étapes présente néanmoins un inconvénient majeur : l’ordre dans lequel
sont considérés les joints horizontaux et verticaux a une influence non-négligeable sur le
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résultat.

Depuis, de nombreux auteurs ont travaillé sur les méthodes d’homogénéisation appli-
quées à la maçonnerie, et ce dans des cadres mécaniques très différents :

— En élasticité : Pour des niveaux de chargement faibles, le cadre de l’élasticité peut
être suffisant. On peut alors citer les travaux de Cecchi et Sab [75] qui permettent
de prendre en compte des blocs élastiques et des joints, réduits à des interfaces,
élastiques, les travaux de Mistler et al. [76] qui mettent en œuvre une approche
d’homogénéisation numérique, ou encore les travaux récents de Zhou et al. [77] qui
se basent sur la solution d’Eshelby pour analyser différents types d’assemblages. Si
ces approches sont intéressantes pour évaluer la déformée d’un mur de maçonnerie
chargé, elles ne permettent pas, à elles-seules, de vérifier sa capacité portante.

— En élasto-plasticité et endommagement : Au delà d’un certain niveau de
chargement, les maçonneries exhibent des comportements anélastiques qui peuvent
être modélisés par des lois de comportement faisant appel à de l’élasto-plasticité et/ou
de l’endommagement. Ces modélisations permettent une description plus précise de
certains phénomènes, notamment cycliques, ainsi qu’une meilleure évaluation des
déplacements que par une approche élastique. Dans le cadre de l’homogénéisation,
on peut notamment citer les travaux de Massart et al. [78] [79] qui considèrent
la pierre et le mortier comme des matériaux quasi-fragiles, ou l’application d’une
méthode d’analyse par champ moyen (Transformation Field Analysis) par Addessi et
al. [80]. Cependant, ces méthodes nécessitent souvent un temps de calcul long. Par
ailleurs, elles nécessitent la connaissance de la loi de comportement des matériaux
constitutifs à haute température. Si cela semble possible pour un béton courant, il
parait inimaginable de déterminer, à toute température, la loi de comportement de
l’immense variété de pierres utilisées dans le patrimoine bâti.

— En Analyse limite et Calcul à la rupture : lorsque seule l’évaluation de la
charge limite de la structure est requise, il est commode et plus rapide de faire
appel à des méthodes directes comme l’Analyse limite et le Calcul à la rupture, ne
nécessitant alors que la connaissance des capacités de résistance des matériaux. De
telles approches ont notamment été développées pour des maçonneries constituées
de blocs supposés infiniment résistants et de joints réduits à des interfaces par
de Buhan et de Felice [4] pour des chargements plans, puis par Sab [5] pour des
chargements hors-plan. Milani et ses coauteurs [81] ont ensuite proposé diverses
approches statiques (par l’intérieur) et cinématiques (par l’extérieur) du domaine de
résistance d’un mur de maçonnerie, en prenant en compte la résistance des blocs, la
possibilité de rupture en compression des joints (modélisés par des interfaces) et/ou
(selon les modèles) l’épaisseur des joints, pour des chargements dans le plan ou hors
du plan du mur. Ces modèles sont toutefois basés sur des hypothèses peu réalistes
de contraintes planes au niveau des blocs (et des joints lorsqu’ils ne sont pas réduits
à des interfaces). Stefanou et al. [82] ont proposé un modèle permettant de prendre
en compte la résistance en compression des blocs sans cette hypothèse de contraintes
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planes, mais toujours en réduisant les joints à des interfaces d’épaisseur nulle.
Si la plupart des méthodes d’homogénéisation pour les maçonneries se basent sur une

modélisation des matériaux comme des milieux de Cauchy, il existe également quelques
modélisations se basant sur des milieux micropolaires, aussi dits "de Cosserat". Au prix
d’une complexité supérieure du modèle mécanique, elles permettent de mieux prendre en
compte les rotations des blocs les uns par rapport aux autres. A titre d’exemple, on peut
citer les travaux de Sulem et Mühlhaus [83] ou de Godio et al. [84]. L’homogénéisation des
maçonneries par des milieux de Cosserat semble toutefois, pour l’instant, limitée à des
blocs rigides.

Pour conclure cette partie sur les méthodes de modélisation avancées à température
ambiante, il convient de souligner leur grande diversité, et l’absence d’une solution qui
conviendrait à l’ensemble des problèmes. Concernant les problèmes de dimensionnement
de structures en maçonnerie, les méthodes d’homogénéisation en Analyse limite ou en
Calcul à la rupture semblent les plus adaptées de par leur caractère direct.

3.3 Méthodes de modélisation avancées à haute température

Les méthodes de modélisation des murs de maçonnerie exposés au feu sont bien plus
rares que celles à température ambiante.

Les premiers modèles (par exemple, Cooke [13]), permettant de déterminer la courbure
thermique, modélisaient le mur de manière très simple, comme une plaque thermo-élastique
linéaire, en déformations ou en contraintes planes. Les travaux de Nadjai et al. ([22], [85],
[86] - figure 1.16 (a)), au travers du code de modélisation par éléments finis MasSET,
ont permis une description plus fine des phénomènes thermomécaniques à l’œuvre lors de
l’exposition au feu d’un mur en brique pleine : courbure thermique et déplacements du
second-ordre éventuels, endommagement des matériaux, prise en compte de conditions
aux limites réalistes. Les joints sont alors modélisés comme des interfaces. Toujours
sur les maçonneries en brique pleine, Prakash et al. [87] ont proposé une modélisation
2D en contraintes planes du mur, prenant en compte les non-linéarités géométriques, un
comportement adoucissant du matériau, le fluage thermique transitoire ainsi que l’évolution
des propriétés mécaniques en fonction de la température. Ce modèle permet de bien rendre
compte de la fissuration due à la différence de propriétés thermo-mécaniques entre la pierre
et le mortier. Cependant, ces modèles restent limités à une description bidimensionnelle
des murs, alors que les phénomènes observés expérimentalement sont tridimensionnels.

Concernant les maçonneries en brique alvéolée, les travaux de Al Nahhas et al. [46],
en plus de leur aspect expérimental, se sont tout d’abord concentrés sur la modélisation
thermique des maçonneries creuses. Ils ont été complétés par les travaux de Nguyen et
al. [88] concernant la modélisation hygro-thermique des briques en situation d’incendie,
puis par les travaux de Nguyen et Meftah [23] sur la modélisation tridimensionnelle de
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tels murs, en incluant les problématiques d’écaillage et de flambement local des parois des
alvéoles (voir figure 1.16 (b)). Ce type de calcul est cependant long, et peu adapté à une
approche ingénieur. Une première voie d’amélioration a été proposée dans la thèse de Sridi
[89], où un modèle de type "Arlequin" permet de relier des zones de modélisation 3D à des
zones de modélisation de type plaque.

(a) (b)

Figure 1.16 – Modèles proposés par Nadjai [22] et Nguyen et Meftah [23]

D’autres modélisations tridimensionnelles, reposant sur des modèles élastoplastiques
endommageables originellement développés pour le béton, ont récemment été proposées
par Oliveira et al. [15] [48], respectivement pour un mur en parpaing et pour un mur
en maçonnerie réfractaire. Ces modèles permettent bien de prévoir la double courbure
(horizontale et verticale) du mur, mais restent très couteux en termes de temps et de
ressources de calcul.

En conclusion, les méthodes de modélisation des maçonneries exposées au feu restent
pour l’instant relativement peu développées, et, en particulier, il n’existe pas de modélisation
à visée applicative pour l’ingénieur qui permette de prendre en compte la géométrie
tridimensionnelle d’un mur, voire d’un bâtiment. De plus, aucune des méthodes proposées
n’a été appliquée aux murs en pierre massive, ni validée expérimentalement pour ce type
de structures.
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4 Proposition d’une méthode d’évaluation de la ré-
sistance au feu d’un mur de maçonnerie en pierre
massive

4.1 Justification d’une approche par homogénéisation thermo-
élastique et en Calcul à la rupture

Comme évoqué dans les parties 1.2 et 1.3, l’objectif de ce travail est de déterminer
la résistance au feu d’un mur porteur en pierre naturelle massive. Du point de vue
normatif, nous souhaitons donc connaitre le temps pendant lequel le mur peut supporter
un chargement mécanique fixé. Ce travail de dimensionnement porte principalement sur
la résistance du mur, et ne nécessite de connaitre son comportement que dans l’optique
d’évaluer sa courbure thermique.

Dans la partie 3.2, concernant la modélisation des maçonneries à température ambiante,
nous avons souligné la bonne adéquation des approches continues par homogénéisation au
travail de l’ingénieur. En effet, elles ne nécessitent que la connaissance de la géométrie du
mur et des propriétés de ses composants. Elles sont également bien plus rapides, en termes
de temps de calcul, que les approches directes par micro-modélisation qui nécessitent de
discrétiser l’ensemble des blocs de la structure.

Nous avons également vu que les approches d’homogénéisation en Analyse limite et en
Calcul à la rupture étaient particulièrement bien adaptées à la détermination du domaine
de résistance d’un mur de maçonnerie. Ces approches reposent sur la compatibilité entre
l’équilibre de la structure et le respect d’un critère de résistance en tout point. Elles offrent
un cadre mécanique rigoureux, permettant d’obtenir un encadrement de la charge limite
ou extrême de la structure. Leur caractère direct, ne nécessitant pas de connaitre la loi
de comportement du matériau, apparait très intéressant lorsqu’on considère un matériau
comme la pierre, dont la loi de comportement à haute température n’est pas bien connue.

Dans la partie 2.3, l’effet déstabilisateur de la courbure thermique a été mis en évidence.
Il parait donc nécessaire de la prendre en compte dans la méthode de dimensionnement.
Une telle approche, proposant l’application du Calcul à la rupture sur un mur déformé
par une courbure thermique due au feu, a été initiée dans la thèse de Pham [90] pour
des murs en béton armé de grande hauteur, puis poursuivie dans la thèse de Yang [91]
pour des géométries de mur plus complexes, prenant notamment en compte la présence de
joints entre les panneaux. Dans cette thèse, nous proposons d’étendre cette approche et
de l’adapter au cas des maçonneries en pierre massive, et plus généralement, au cas des
maçonneries de blocs pleins.
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4.2 Approche proposée

Le feu crée un gradient thermique dans l’épaisseur du mur. Une première étape de
l’approche proposée consiste donc à évaluer ce gradient thermique en fonction du temps
d’exposition au feu, expérimentalement ou par calcul.

Ce gradient thermique a deux conséquences principales, que nous avons choisi d’évaluer
de manière séparée :

— D’une part, il entraine des dilatations thermiques différentielles entre la face chaude
et la face froide du mur. Ces dilatations différentielles vont alors pousser le mur à se
courber vers le feu. Ce phénomène est couramment appelé "Effet bilame". Dans une
deuxième étape, la courbure thermique peut alors être évaluée par une procédure
d’homogénéisation thermoélastique, qui prend en compte les dilatations thermiques
ainsi que l’évolution des propriétés thermoélastiques de la pierre et du mortier en
fonction de la température.

— D’autre part, comme évoqué dans la partie 2.1.2, la pierre perd progressivement ses
capacités de résistance à partir de 400 °C, tandis que le mortier, selon sa composition,
peut les perdre à partir de 200 à 600 °C. Dans une troisième étape, le domaine
de résistance macroscopique, à l’échelle de l’assemblage, peut être évalué par les
approches statique et cinématique de l’homogénéisation en Calcul à la rupture.

Enfin, dans une quatrième étape, une approche cinématique numérique du Calcul à la
rupture est proposée pour déterminer le facteur de stabilité du mur, dans sa configuration
déformée par le feu évaluée dans la deuxième étape, et dont le critère local correspond au
critère de l’assemblage dégradé par le feu évalué dans la troisième étape.

L’approche proposée est résumée sur la figure 1.17.

Figure 1.17 – Méthode proposée pour l’évaluation de la résistance au feu d’un mur de
maçonnerie
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5 Plan du manuscrit

Le plan du présent manuscrit suit les quatre étapes de l’approche proposée dans la
partie précédente.

5.1 Partie 1 : Observations expérimentales et détermination du
gradient thermique

Dans le chapitre 2, un essai de résistance au feu à l’échelle 1, sur un mur en pierre
massive, est présenté. Cet essai permet d’illustrer les différents phénomènes thermo-hygro-
mécaniques à l’œuvre lorsqu’un mur en pierre est exposé au feu. Les températures mesurées
dans le mur lors de cet essai sont ensuite comparées à d’autres essais à échelle réduite
dans le plan, sur des murets de même épaisseur que le mur ainsi qu’à une modélisation
thermique. Enfin, les différents phénomènes thermomécaniques observés sont comparés aux
essais de Pham et al. [3], réalisés sur des murs similaires. On s’intéressera en particulier à
l’effet du chargement mécanique sur la déformée et sur la résistance au feu du mur.

5.2 Partie 2 : Détermination de la courbure thermique

Dans le chapitre 3, une approche d’homogénéisation thermoélastique est proposée pour
déterminer la déformée thermomécanique d’un mur en pierre massive. Cette approche,
rapide, est particulièrement adaptée à la réalisation d’études paramétriques portant sur
les conditions aux limites du mur, dont on verra qu’elles sont difficiles à définir expérimen-
talement. Les résultats de cette approche seront comparés aux résultats expérimentaux du
chapitre 2 ainsi qu’aux résultats obtenus par Pham et al. [3].

5.3 Partie 3 : Détermination de la résistance de la maçonnerie à
l’échelle de l’assemblage

Les chapitres 4 à 8 portent quant à eux sur la résistance de l’assemblage pierre-mortier.
La problématique d’homogénéisation en Calcul à la rupture est tout d’abord introduite
dans le chapitre 4. Dans ce chapitre, on présente également l’approche proposée pour
prendre en compte la dégradation de la résistance de la pierre et du mortier dans la
définition du critère de résistance, ainsi que la mise en œuvre numérique des approches
statique et cinématique du Calcul à la rupture. Un premier exemple applicatif est proposé
sur une géométrie bidimensionnelle, où le mur est modélisé en déformations planes dans un
plan vertical transversal, ne permettant alors de ne prendre en compte dans la modélisation
que les joints horizontaux.
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Le chapitre 5 étend cette approche à une géométrie de cellule de base tridimensionnelle.
On y propose une nouvelle approche cinématique, semi-analytique, permettant de prendre
en compte à la fois l’orthotropie de résistance due à la présence des joints, la résistance en
compression finie des blocs, et l’éventuelle hétérogénéité de résistance due à l’exposition
du mur à un gradient de température.

Le chapitre 6 propose une mise en œuvre numérique des approches statique et ciné-
matique du Calcul à la rupture sur une géométrie de cellule de base tridimensionnelle.
Ce chapitre permet notamment d’évaluer la pertinence de l’approche cinématique semi-
analytique présentée dans le chapitre 5, et de présenter les apports, mais aussi les limites,
des approches numériques en homogénéisation en Calcul à la rupture. Quelques perspec-
tives concernant la prise en compte de des critères de résistance s’approchant davantage
de la réalité expérimentale dans les approches proposées dans les chapitres 5 et 6 sont
proposées dans le chapitre 7. Ce chapitre présente notamment quelques développements
permettant d’évaluer l’effet de la variation de la résistance à la traction des matériaux sur
la résistance en flexion et en compression de l’assemblage.

Pour conclure cette partie sur la résistance de l’assemblage, le chapitre 8 décrit une
campagne expérimentale menée sur 15 trumeaux de maçonnerie. L’objectif de ces essais
est de valider la pertinence de l’approche de modélisation par le Calcul à la rupture sur
des géométries et des chargements plus simples, et donc plus facilement maitrisables et
répétables, que l’essai au feu présenté dans le chapitre 2.

5.4 Partie 4 : Analyse de la stabilité au feu du mur

Enfin, le chapitre 9 présente l’analyse de stabilité d’un mur de maçonnerie par une
approche de Calcul à la rupture numérique, dans sa configuration déformée par le feu
telle que déterminée dans le chapitre 3, et en prenant en compte le critère de résistance
macroscopique altéré par le feu tel que présenté dans le chapitre 5. Les résultats obtenus
sont comparés aux résultats expérimentaux décrits dans le chapitre 2. Ce chapitre permet
également de présenter d’autres perspectives d’applications de l’approche développée, que
ce soit pour l’analyse des murs et voûtes chargés dans leur plan ou hors-plan à température
ambiante, ou pour l’analyse d’arches et de voûtes exposées au feu.

Ce plan est résumé visuellement sur la figure 1.18.
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Figure 1.18 – Plan du manuscrit
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Chapitre 2

Observations expérimentales

Résumé : Ce chapitre décrit les résultats d’un essai de résistance au feu mené sur un mur
de maçonnerie en pierre naturelle massive exposé au feu. Il vise à montrer la diversité des
phénomènes thermiques, mécaniques et chimiques observés dans de telles conditions. La
première partie du chapitre est dédiée à la détermination des propriétés thermomécaniques
des matériaux constitutifs du mur, qui serviront de base pour les applications numériques
présentées dans la suite du mémoire. La deuxième partie présente les résultats de l’essai
considéré concernant les températures mesurées, les déplacements dans le plan du mur et
hors-plan, les fissures observées ainsi que le mécanisme de rupture. Dans une troisième
partie, on s’intéresse plus particulièrement aux aspects thermiques du problème. Les résultats
expérimentaux présentés dans la partie précédente sont alors comparés à d’autres essais
ainsi qu’à une modélisation thermique. Enfin, dans une quatrième partie, les observations
portant sur la déformée et sur la résistance du mur sont comparées à deux essais de
résistance au feu portant sur des murs en calcaire de Saint-Vaast présentés par Pham et
al. [3], ainsi qu’à d’autres essais décrits dans la littérature.
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1. Introduction

1 Introduction

Comme exposé dans le chapitre introductif, lorsqu’un mur est exposé au feu, le
développement d’un gradient thermique dans son épaisseur peut menacer sa stabilité, à la
fois par la présence d’efforts additionnels engendrés par l’excentrement de la charge dû la
courbure thermique, et par la dégradation des matériaux à haute température.

Ces phénomènes sont couramment observés pour des murs de béton armé de hauteur
courante (Miah et al. [92]) ou de grande hauteur (Pham et al. [93]), ou pour des murs de
maçonnerie en brique creuse (Al Nahhas et al. [46], Nguyen et Meftah [14]). Pour la pierre
naturelle, cependant, les données expérimentales restent très rares et de tels phénomènes
n’ont été mis en évidence que par Pham et al. [3]. Dans le cadre de cette thèse, nous avons
donc souhaité compléter la base de données expérimentales disponibles pour les murs en
pierre naturelle massive exposés au feu. L’objet de ce chapitre est donc de présenter l’essai
de résistance au feu d’un tel mur. Au travers de cette présentation, en début de mémoire,
nous souhaitons également proposer une illustration des phénomènes physiques observés
lorsqu’un mur est exposé au feu.

La méthode de modélisation développée dans cette thèse se base essentiellement sur
l’analyse des phénomènes physiques observés lors de tels essais, et les différents résultats
obtenus seront comparés aux résultats expérimentaux. Dans une première partie (complétée
par l’annexe A), les essais de caractérisation menés sur les matériaux constitutifs du mur
sont donc décrits, et les propriétés physiques et thermomécaniques correspondantes, qui
serviront de données d’entrée aux modélisations présentées par la suite, sont résumées.

Dans un second temps, les résultats de l’essai de résistance au feu mené lors de cette
thèse, portant sur un mur en pierre naturelle massive, sont présentés. Cet essai vient
compléter la campagne expérimentale réalisée par Pham et al. [3], en s’intéressant à un
mur similaire du point de vue de la géométrie et des matériaux qui le composent (pierre
calcaire de Saint-Vaast et mortier à la chaux hydraulique naturelle NHL 3,5), soumis au
même chargement thermique mais à une intensité de chargement mécanique différente. On
s’intéresse alors à quatre points majeurs observés lors de l’essai : les aspects thermiques, la
déformée due au feu, l’évolution de la fissuration, ainsi que le mécanisme de rupture. Ce
dernier fait l’objet d’une attention particulière, puisqu’on montrera que le mur peut se
rompre dans la direction opposée au feu, ce qui présente un danger pour les interventions
de secours et les avoisinants.

Puisque la modélisation proposée dans ce mémoire se base sur la connaissance du
gradient thermique dans l’épaisseur du mur, il nous a paru important d’approfondir cet
aspect. Deux essais thermiques, sur des murets de dimensions réduites dans le plan et
d’épaisseur identique au mur précédemment testé, ont donc été menés en complément
de l’essai thermomécanique. Les résultats de ces essais sont présentés dans la troisième
partie de ce chapitre. Les températures sont comparées aux températures mesurées lors de
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l’essai thermomécanique, à celles mesurées sur les essais de Pham et al. [3], ainsi qu’à une
première modélisation thermique.

Enfin, dans une quatrième partie, on propose une discussion plus approfondie sur les
aspects de déformée thermique et de mécanisme de rupture, en mettant en perspective
l’essai présenté dans ce mémoire ainsi que les essais de Pham et al. [3].

2 Matériaux constitutifs : présentation et essais de
caractérisation

2.1 Choix des matériaux

Tous les essais réalisés dans le cadre de cette thèse ont porté sur des assemblages
constitués de deux matériaux : la pierre calcaire de Saint-Vaast et le mortier de chaux
hydraulique naturelle NHL 3,5.

La pierre de Saint-Vaast Fine est une pierre calcaire du Bassin Parisien, formée lors
de l’âge géologique du Lutécien. Elle est extraite à Saint-Vaast-lès-Mello, dans l’Oise. De
cette carrière sont également extraits les calcaires de Saint-Leu et de Sébastopol, très
utilisés dans la construction de grands monuments parisiens (Chateau de Versailles, Eglise
Saint-Eustache) ainsi que dans toute l’architecture Haussmannienne. Il s’agit d’une pierre
tendre (résistance à la compression simple de l’ordre de 5 MPa, porosité de 43 % selon la
base de données Lithoscope [94] du CTMNC), qui se prête bien à la construction en pierre
massive.

Nous avons choisi de nous intéresser à cette pierre pour plusieurs raisons : sa possible
utilisation dans le cadre de la construction neuve en pierre massive, son utilisation (ou
l’utilisation de pierre similaires) dans le patrimoine bâti parisien, ainsi que son utilisation
lors de recherches expérimentales préliminaires sur le sujet, menées par le CSTB et le
CTMNC en 2019 et présentées par Pham et al. [3].

Pour une pierre tendre comme le calcaire de Saint-Vaast, deux types de mortiers
peuvent être utilisés : un mortier bâtard, composé de ciment et de chaux aérienne, ou
un mortier de chaux hydraulique naturelle. Le DTU 20.1 [2], norme française portant sur
la construction de ouvrages en maçonnerie de petits éléments, propose une composition
pour ces mortiers et précise que leur résistance en compression à 28 jours doit être, pour
des pierres tendres, supérieure à 2,5 MPa. Nous avons choisi d’utiliser un mortier de
chaux hydraulique naturelle NHL 3,5, plus utilisé que le mortier bâtard pour la rénovation
d’édifices historiques, et qui correspond au mortier utilisé par Pham et al [3].

La composition de ce mortier est donnée dans le tableau 2.1 pour un sac de chaux de
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35 kg dont la densité vaut 0,70.

Tableau 2.1 – Composition du mortier

Composant Volume
Chaux hydraulique naturelle NHL 3,5 50 L

Sable 0/4 mm 150 L
Eau 40 L

Cette composition est bien conforme au DTU 20.1 [2].

2.2 Essais de caractérisation

Les essais de caractérisation réalisés sur la pierre et le mortier sont détaillés dans
l’annexe A. Le tableau 2.2 résume les résultats obtenus.

Tableau 2.2 – Résultats des essais de caractérisation de la pierre et du mortier

Pierre Mortier
Masse volumique (kg/m3) 1550 1640

Module de Young dynamique (GPa) 5 Non mesuré
Résistance en compression (MPa) 5,3 0,5

Résistance à la traction (MPa) 1,1 0,1
Teneur en eau le jour de l’essai (%) 0,3 Non mesurée

Ces essais de caractérisation confirment que la pierre choisie est une pierre tendre. Ils
montrent également la faible résistance du mortier après 28 jours de cure, probablement
due à l’ajout d’eau pour obtenir une maniabilité suffisante.
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3 Comportement thermomécanique de la maçonne-
rie : présentation d’un essai de résistance au feu à
l’échelle 1

3.1 Protocole expérimental

3.1.1 Caractéristiques géométriques du mur testé

Le mur testé, représenté sur la figure 2.1, mesure 2,92 m de large, 2,97 m de haut
et 0,2 m d’épaisseur, ce qui correspond à un élancement (rapport entre la hauteur et
l’épaisseur) d’environ 15, vérifiant ainsi les recommandations dimensionnelles de l’Eurocode
6 [1] et du DTU 20.1 [2]. Les blocs mesurent 720 mm de long, 360 mm de haut et 200 mm
d’épaisseur. Ils sont assemblés en panneresse, par des joints d’épaisseur courante, de 10 mm
tant pour les joints horizontaux que pour les joints verticaux.

2920 mm

2970 mm

e = 200 mm

360 mm

720 mm

Figure 2.1 – Mur testé

3.1.2 Dispositif expérimental

Le mur est bâti dans un cadre en béton armé de 3,6 m de large, 3,6 m de haut et
30 cm d’épaisseur. Le premier rang du mur est bâti sur une couche de mortier de 20 mm
d’épaisseur et lie le mur au cadre d’essai. Les deux bords latéraux du mur sont séparés du
cadre par un espace de 60 mm de chaque côté, de sorte à ce qu’ils puissent être considérés
comme libres de contraintes. Cet espace est ensuite comblé par de la laine minérale afin
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d’assurer l’isolation thermique entre le four et la face non-exposée du mur. Enfin, une
poutre en acier est positionnée en haut du mur et permet d’appliquer un chargement
mécanique. Le mur est environ 5 cm plus haut que le cadre de chargement, ce qui permet
de laisser un jeu entre les montants verticaux du cadre et la poutre de chargement, et ainsi
d’autoriser un déplacement relatif négatif entre le cadre et la poutre de chargement.

Vérins

Cadre de 
chargement
(mobile)

Isolant

Vérins

Poutre de 
chargement 
(fixe)

Portique de chargement

Figure 2.2 – Dispositif de chargement

On notera que les conditions aux limites sont différentes en haut et en bas du mur.
En effet, tandis que le bas du mur est lié au cadre de chargement par un lit de mortier,
le haut du mur est recouvert d’un lit de mortier de 50 mm et séparé de la poutre de
chargement par une trame d’assise en polymère (sorte de film plastique) qui empêche une
quelconque adhérence entre le mur et le système de chargement. Bien que cette différence
puisse sembler faible, elle a un impact notable sur la déformée du mur, comme cela sera
montré dans la partie 5.2.

Le cadre de chargement est ensuite positionné dans le système de chargement décrit
sur la figure 2.2. Ce système est composé d’une partie fixe, en haut, à laquelle est reliée
la poutre de chargement, et d’une poutre mobile, en bas, sur laquelle viennent agir les
vérins assurant le chargement mécanique, et qui transmet cette charge au bas du cadre de
chargement. Il faut ici noter la spécificité concernant le positionnement des vérins, en bas
du mur et non pas en haut. Le haut du mur est fixe, tandis que le bas du mur est mobile.
En cas de dilatation thermique, ce sera donc le bas du mur qui se déplacera vers le bas, et
non pas le haut du mur qui se déplacera vers le haut (ce qui peut paraitre plus intuitif).

3.1.3 Instrumentation

L’essai a été instrumenté par des capteurs de température (thermocouples), par dif-
férents types de capteurs de déplacement et de rotation ainsi que par un système de
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corrélation d’images. La figure 2.3 représente le positionnement des différents capteurs.

Capteurs de 
déplacement à fil

Blocs instrumentés 
par des thermocouples

Capteurs de 
déplacement LVDT

Inclinomètres

Figure 2.3 – Instrumentation de l’essai

3.1.3.1 Mesures de température Lors de l’essai, les températures ont été mesurées
dans le four, dans le mur ainsi que sur la face non-exposée.

Trois blocs de pierre, distribués dans le mur et représentés par des blocs rouges sur la
figure 2.3, sont instrumentés pour déterminer le profil thermique dans l’épaisseur du mur.
Dans chaque bloc, cinq thermocouples sont positionnés à 20, 50, 80, 120 et 170 mm de la
surface exposée. Ces thermocouples sont placés dans des trous de 4 mm de diamètre et de
20 mm de profondeur, ce qui permet de réduire l’incertitude liée à leur positionnement.
Les trous sont ensuite remplis d’un mortier fluide pour assurer la continuité de la matière
et des mesures précises. On notera ici que les thermocouples mesuraient la température de
la pierre et pas celle du mortier. Cependant, n’étant distant des joints que de 20 mm, la
mesure peut être un peu affectée par des transferts hydriques provenant des joints.

3.1.3.2 Déplacements et rotations Les déplacements et les rotations sont mesurés
par quatre systèmes différents : des capteurs de déplacement à fil pour les déplacements
verticaux dans le plan du mur, des capteurs de déplacement LVDT pour les déplacements
horizontaux hors-plan, des inclinomètres pour les rotations, ainsi qu’un système de corré-
lation d’images numérique (Digital Image Correlation - DIC en anglais). Tandis que la
corrélation d’image permet de déterminer les déplacements dans les trois directions de
l’espace sur une grande partie de la surface du mur, les LVDT et les inclinomètres sont
utilisés pour mesurer le déplacement ou la rotation en des points précis (en particulier sur
les bords du mur, où le système de corrélation d’images est imprécis). Les deux systèmes
sont donc tout à fait complémentaires.

Le système de corrélation d’images est composé de deux caméras disposées à 5 m du
mur avec un angle de 30 ° entre les deux caméras. Ce positionnement permet une vision
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stéréoscopique des objets, nécessaire pour déterminer à la fois les déplacements plans et
hors-plan du mur. Ce dernier est peint avec un mouchetis, qui permet au système de
corrélation d’image de différentier chaque zone du mur, et de calculer son déplacement.

Les images sont ensuite traitées avec le logiciel de corrélation d’images VIC 3D [95].

3.1.4 Programme de chargement

Le mur est exposé à un chargement thermomécanique. Le chargement mécanique
consiste en une résultante verticale, répartie sur le bord supérieur du mur par une poutre
métallique et centrée par rapport au plan médian du mur, tandis que le chargement
thermique consiste en l’application d’un feu ISO 834 [54] sur une face du mur, l’autre
face restant en contact avec l’air à température ambiante. La séquence de chargement est
schématisée sur la figure 2.4.

Figure 2.4 – Programme de chargement

Dans un premier temps, un chargement de 125 kN/m est appliqué sur le mur. On
notera que les vérins utilisés pour ce chargement n’étaient pas asservis. Cette charge
correspond à 45 % de la charge limite à température ambiante selon l’Eurocode 6 [1]. Le
détail de ce calcul sera présenté dans la partie 5.1. Une fois ce chargement appliqué, nous
avons attendu 15 min pour vérifier que la charge était bien stable avant de commencer
l’essai au feu. Cette charge a ensuite été maintenue pendant les 150 premières minutes de
l’essai au feu, pendant lesquelles la température dans la chambre à feu suivait la courbe
ISO 834-1. Cette courbe est représentée en rouge sur la figure 2.5. Sur cette même figure,
les tracés en tirets correspondent aux températures mesurées dans le four, tandis que la
zone grisée correspond à la tolérance de la norme NF EN 1316-1 [96].

Au bout de 150 min, le mur ne montrant aucun signe annonciateur de rupture, nous
avons choisi d’augmenter progressivement la charge à un rythme de 250 kN/h, tout en
maintenant le chargement thermique selon la courbe ISO 834-1.
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Figure 2.5 – Evolution de la température dans le four en comparaison avec la courbe
ISO 834

Après la rupture du mur à 179 min et 45 s, indiquant la fin de l’essai, la charge est
retombée à 80 kN/m et a été maintenue à cette valeur pendant 10 min pour une raison de
sécurité.

3.2 Résultats

3.2.1 Chargement mécanique

Une précharge de 34 kN/m, représentant 27 % du chargement mécanique appliqué
pendant les 150 premières minutes de l’essai au feu, a été appliquée lors de la mise en place
du mur dans le portique de chargement pour des raisons de sécurité. Tous les déplacements
sont enregistrés à partir de la fin de l’application de cette précharge.

La figure 2.6 (a) représente le positionnement hors-plan initial des blocs. On peut noter
que le mur n’est pas parfaitement plan, et que le défaut de planéité est de l’ordre de 7 mm
(+3 mm ; -4 mm). Ce défaut de planéité est plus faible que le défaut minimal considéré
dans le calcul de résistance en compression du mur selon l’Eurocode 6, qui s’élève à 10 %
de l’épaisseur du mur (20 mm ici).

La figure 2.6 (b) représente le champ de déformation verticale observée à la fin du
chargement mécanique. On note que la déformation verticale est bien plus grande au
niveau des joints horizontaux (environ 1.10−3) qu’au niveau des blocs (1 − 2.10−4). Elle
est également plus élevée sur la gauche du mur que sur sa droite. Cette observation est
cohérente avec les mesures des deux capteurs à fils, qui donnent le déplacement relatif
entre le cadre et la poutre de chargement. Le capteur de droite enregistre une contraction
de 0,3 mm lors de la phase de chargement, tandis que le capteur de gauche enregistre une
contraction de 0,9 mm.
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Figure 2.6 – Résultats de la corrélation d’image lors du chargement mécanique : (a)
position initiale hors-plan des blocs ; (b) déformation verticale et (c) déplacements hors-
plan engendrés par le chargement mécanique à partir de la position initiale préchargée

Le déplacement hors-plan mesuré par corrélation d’images à la fin de la phase de
chargement mécanique est représenté sur la figure 2.6 (c). On note que, bien que le
chargement soit censé être centré par rapport au plan médian du mur, ce dernier se courbe
hors de son plan. Ce déplacement hors-plan est certes très faible (1,4 mm) par rapport à
l’épaisseur du mur et aux imperfections initiales, mais il représente tout de même presque
20 % du déplacement thermique hors-plan à la fin de l’essai (voir paragraphe 3.2.3.2).

Les déplacements observés dans le plan et hors-plan peuvent résulter d’imperfections
géométriques du système de chargement ou du mur lui-même. Une observation minutieuse
du système de chargement nous a permis de voir que la charge n’était pas réellement
appliquée de manière centrée vis-à-vis du plan médian du mur, et qu’il pouvait y avoir une
incertitude de positionnement de l’ordre de 2 cm. Par ailleurs, lors du montage du mur, il
est difficile d’appliquer le mortier en lits parfaitement homogènes de 10 mm d’épaisseur, et
d’avoir une compaction homogène du mortier, ce qui explique à la fois les déplacements
différentiels plans et la courbure hors-plan observés.
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Les résultats de cette phase de chargement mécanique montrent bien la complexité du
matériau "maçonnerie" et ses imperfections, même lorsqu’il est confectionné soigneusement,
par des professionnels expérimentés et dans des conditions de laboratoire. Ils nous donnent
également des pistes sur les sources d’incertitude à explorer dans la phase de modélisation.

3.2.2 Températures mesurées

Comme indiqué plus haut, les températures ont été mesurées dans trois blocs différents,
à cinq distances de la face exposée du mur. La figure 2.7 représente l’évolution de la
température mesurée par chaque capteur en fonction du temps, tandis que la figure 2.8
représente les profils thermiques dans l’épaisseur du mur pour différents temps d’exposition
au feu.

20 mm

50 mm

80 mm
120 mm

170 mm

Figure 2.7 – Températures mesurées par les différents thermocouples à travers l’épaisseur
des blocs

Figure 2.8 – Profils de température moyens en fonction du temps d’exposition au feu

Au premier abord, on peut noter l’homogénéité des températures sur l’ensemble du
mur, surtout pour les thermocouples situés à 20 mm de la face exposée. Les thermocouples
situés à 50 mm de la face exposée, enregistrent des températures un peu plus dispersées
(75 °C au maximum entre la plus basse et la plus haute température).
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On peut également noter que l’évolution des températures présente un palier important
à 100 oC, dû à la vaporisation de l’eau et à une teneur en eau élevée. Ce processus de
vaporisation, qui sera discuté de manière plus approfondie dans la partie 4, était d’ailleurs
visible lors de l’essai, puisque de l’eau suintait des fissures, et qu’un nuage de vapeur
recouvrait la face non-exposée à partir d’environ 45 min d’essai.

3.2.3 Mesure des déplacements et rotations

Note préliminaire : les temps, déplacements et rotations sont réinitialisés à la fin de
la phase de chargement mécanique initial, de sorte qu’ils représentent uniquement l’essai
de résistance au feu.

3.2.3.1 Déplacements dans le plan du mur La figure 2.9 représente le déplacement
vertical mesuré par les capteurs à fils. Un déplacement positif indique que la poutre de
chargement s’éloigne du cadre de chargement, ce qui implique que le mur se dilate. Ce
graphe présente deux phases : une phase de dilatation allant du début du feu à 2h30 d’essai,
puis une phase de contraction allant de 2h30 à la fin de l’essai. La phase de dilatation est
due à la dilatation thermique, tandis que la contraction peut être interprétée comme la
somme de la dilatation thermique et d’une contraction mécanique due à l’augmentation
progressive du chargement mécanique.

Figure 2.9 – Mesure de la dilatation verticale par les capteurs à fils

3.2.3.2 Déplacement hors-plan Le déplacement (horizontal) hors-plan u3 peut avoir
un effet dévastateur sur la stabilité du mur exposé au feu car il induit un excentrement
des chargements mécaniques verticaux initialement présents (poids propre du mur dans
tous les cas, et charge additionnelle appliquée dans le cas d’un mur porteur) par rapport
au plan médian du mur. Cet excentrement, créant des moments fléchissants additionnels,
peut conduire à la rupture du mur. C’est pour cette raison que ce paramètre est suivi
attentivement pendant l’essai.
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La figure 2.10 représente l’évolution des déplacements mesurés par les capteurs LVDT
en fonction du temps, tandis que la figure 2.11 représente l’évolution des rotations mesurées
par les inclinomètres.

Figure 2.10 – Déplacements hors-plan mesurés par les capteurs LVDT

Figure 2.11 – Rotations autour des axes x1 et x3 mesurées par les inclinomètres

Il est intéressant de noter que seul le LVDT 2, au centre du mur, mesure un déplacement
significatif, d’environ 7 mm au maximum, et dans la direction du feu. Ce déplacement
augmente rapidement pendant les 30 premières minutes, puis plus lentement jusqu’à 50
min d’essai, et enfin se stabilise et oscille entre 6,5 et 7,3 mm.

Les LVDTs 4 à 7 mesurent des déplacements allant jusqu’à 1,5 mm. Compte tenu de
leur position (à 50 mm du haut ou du bas du mur), et des rotations mesurées par les
inclinomètres, cela tendrait à indiquer un léger glissement, de l’ordre de 0,5 mm, entre le
mur et son cadre ou sa poutre de chargement. Néanmoins, il faut garder à l’esprit que les
LVDT mesurent le déplacement de la face non-chauffée, et non pas du plan médian du
mur.

Le faible déplacement enregistré par les capteurs LVDT 1 et 3 est plus surprenant. En
effet, contrairement aux bords horizontaux du mur, qui sont liés au cadre de chargement
(en bas du mur) ou à la poutre de chargement (en haut du mur), les bords verticaux sont
libres du point de vue mécanique, et la laine minérale qui comble le vide entre le mur et le
cadre de chargement est très souple. On proposera dans le chapitre 3 une modélisation qui
corrobore cette observation.
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Figure 2.12 – Déplacements hors-plan mesurés par corrélation d’images pour différents
temps d’exposition au feu

Figure 2.13 – Déplacements hors-plan mesurés par corrélation d’images et capteurs
LVDT

La corrélation d’image représente un complément intéressant aux capteurs, dans la
mesure où elle permet, entre autres, d’avoir une mesure du déplacement hors-plan sur
presque toute la surface du mur. La figure 2.12 représente une vue globale du déplacement
hors-plan pour différents temps d’exposition au feu, tandis que la figure 2.13 (a) représente
ce même déplacement le long d’une droite verticale à mi-largeur du mur (droite en vert
sur la figure 2.13 (b)), et la figure 2.13 (c) le représente le long d’une droite horizontale
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à 5/8e de la hauteur du mur (droite en rouge sur la figure 2.13 (b)). Les déplacements
mesurés par les capteurs LVDT représentés en vert sur la figure 2.13 (b) sont également
représentés.

Ces figures représentent bien la double courbure, horizontale et verticale, due au feu.
Autre détail intéressant, la déformée est presque symétrique (sauf à proximité des bords)
par rapport à un plan vertical à mi-largeur du mur (O, x1, x3), mais la flèche maximale est
observée à 5/8e de la hauteur. Cela évoque une différence de conditions aux limites entre
le haut et le bas du mur.

Les mesures des inclinomètres nous permettent de préciser les conditions aux limites
à appliquer lors de la modélisation. En effet, Al Nahhas et al. [46] (sur le portique de
chargement du CSTB) et Nguyen et Meftah [14] (sur un portique de chargement différent)
ont supposé que la poutre supérieure du mur pouvait tourner autour de l’axe e1 (horizontal
dans le plan du mur), ce qui expliquait que le déplacement du mur ne soit pas symétrique
par rapport à un plan horizontal à mi-hauteur du mur. Les mesures des inclinomètres
montrent bien que la poutre supérieure est fixe par rapport à cet axe. Elle semble en
revanche pouvoir tourner autour de l’axe e3, transversal au plan du mur.

3.2.4 Fissuration au cours de l’essai

3.2.4.1 Analyse des déformations Comme mentionné précédemment, le chargement
purement mécanique n’a pas créé de fissures visibles à l’œil nu ou à la corrélation d’image
sur la face visible (face non-exposée) du mur. La figure 2.14 montre les fissures observées
via le système de corrélation d’images pour différents temps d’exposition au feu. Il apparait
que ces fissures sont principalement verticales, et que la plupart d’entre elles apparaissent
pendant les 20 premières minutes d’exposition au feu.

Il est intéressant d’observer que toutes les fissures s’initient dans les joints verticaux,
probablement par décohésion entre le bloc et le mortier. En pratique, lors de l’assemblage
du mur, aucune précompression n’est appliquée entre les blocs et les joints verticaux,
tandis que les joints horizontaux sont précomprimés par le poids du bloc au dessus
d’eux. L’adhérence est donc moins bonne au niveau des joints verticaux qu’au niveau
des joints horizontaux. Les fissures formées dans les joints verticaux se propagent ensuite
verticalement au travers de la pierre, sans suivre les joints horizontaux. Selon Dhanasekar
et al. [97], ce type de motif de fissure est typique de la maçonnerie en compression et
résulte en partie du fait que la pierre et le mortier ont des coefficients de Poisson différents.
Dans le cas présent, ces fissures pourraient également provenir de la différence entre les
coefficients thermiques de la pierre et du mortier. Cependant, il n’existe pas à ce jour
de données sur le coefficient de dilatation thermique du mortier de chaux hydraulique
naturelle qui permette de confirmer cette hypothèse.
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Figure 2.14 – Fissures verticales observée par corrélation d’images

A partir de 20 minutes d’exposition au feu, quelques fissures obliques, dites "en onglet",
se développent au niveau des quatre coins du mur. Ces fissures, communes lors des essais
de résistance au feu de murs porteurs, sont souvent annonciatrices de la rupture. Ici,
cependant, elles se sont développées pendant tout l’essai mais sans que leur apparition ne
déclenche une rupture immédiate.

3.2.4.2 Analyse des déplacements horizontaux dans le plan La figure 2.15
représente les déplacements horizontaux dans le plan, c’est-à-dire les déplacements dans
la direction e1, sur une ligne horizontale aux 5/8e de la hauteur du mur. Il apparait que
ce déplacement horizontal plan augmente sans stabilisation pendant l’ensemble de l’essai.
On note également que ce déplacement se fait "en escalier", particulièrement sur la partie
droite du mur. La position de ces "sauts" de déplacement correspond à la position des
fissures verticales, et leur amplitude à l’ouverture de ces fissures. Le déplacement horizontal
total correspond donc à la somme de la dilatation thermique et de l’ouverture des fissures,
la contribution de cette dernière étant majoritaire.

On notera également qu’au maximum, le déplacement horizontal est de l’ordre de 8
mm de chaque côté du mur. Aucun risque donc que le mur vienne en contact avec les
montants verticaux du cadre de chargement, et que les conditions aux limites mécaniques
soient perturbées en cours d’essai.
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Figure 2.15 – Déplacement dans la direction x1 mesuré par corrélation d’images

3.2.5 Rupture du mur

3.2.5.1 Critère de rupture Le critère de rupture est donné par la norme NF EN
1363-1 [96]. La rupture, ou perte de capacité portante, est définie soit par une contraction
verticale excessive, soit par une vitesse de contraction verticale excessive. Ce dernier critère
est atteint après 2 h 59 min 45 s d’exposition au feu. Après la perte de capacité portante
du mur, on note que celui-ci supporte toujours une charge de 80 kN/m, ce qui représente
64 % de la charge initiale, et 32 % de la charge de rupture.

(a) (b)

Figure 2.16 – Face (a) exposée et (b) non-exposée après la rupture

Au moment de la perte de charge, des chutes de blocs ont également été observées sur
les faces exposée et non-exposée du mur. Du côté exposé, la caméra endoscopique montre
que la rupture commence par l’écrasement du joint horizontal sous la troisième rangée de
blocs, puis par l’écrasement du joint juste au-dessus de cette rangée. Ensuite, les blocs
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de cette rangée se fendent selon un plan parallèle au plan du mur, à 6-7 cm de la face
exposée. La figure 2.16 (a) montre la face exposée après rupture. De telles ruptures ont
également été observées lors des essais de résistance à température ambiante qui seront
présentés dans le chapitre 8. Sur la face non-exposée, les morceaux de blocs tombés sont
plus petits, plus minces (2 - 3 cm d’épaisseur) et plus disséminés sur le mur, bien qu’ils
proviennent tous de la partie inférieure du mur (voir figure 2.16 (b)).

3.2.5.2 Mécanisme de rupture L’observation la plus remarquable au moment de la
rupture est certainement le mécanisme de rupture du mur. La figure 2.17 représente le
déplacement hors-plan dans les quatre secondes précédant la rupture. Sur la figure 2.17
(a), la courbure thermique qui se développe vers le feu pendant l’essai est encore bien
visible. Elle diminue sur la figure 2.17 (b), avec l’amorçage de la rupture. Enfin, les figures
2.17 (c) et 2.17 (d) montrent le mécanisme de rupture dans la direction opposée au feu.

Figure 2.17 – Déplacements enregistrés au moment de la rupture

L’amplitude de cette flèche vers l’opposé du feu, qu’on nomme "Reverse bowing" (Cooke
[13]), est de l’ordre de 20 mm, comme le montre la figure 2.18. D’après cette dernière, on
voit clairement que la partie inférieure du mur tourne vers l’opposé du feu, tandis que sa
partie supérieure reste à sa position initiale.

La figure 2.19 (a) représente la fissuration à l’instant précédant la rupture. Les zones
non-fissurées apparaissent en violet, tandis que les zones fissurées apparaissent en bleu,
voire en cyan ou vert pour les plus grosses fissures. D’après cette figure, il apparait que
deux fissures inclinées se développent à partir des coins inférieurs du mur et se rejoignent
à la moitié de sa largeur et au deux tiers de sa hauteur au moment de la rupture. La
position du point où elles se rejoignent est à noter, car il s’agit du point où la flèche est la
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plus grande avant la rupture.

Figure 2.18 – Déplacement hors-plan mesuré par corrélation d’images au moment de la
rupture

Les figures 2.19 (b) et (c) représentent respectivement les déplacements plans horizon-
taux et verticaux juste après la rupture. On note que les bords latéraux du mur se déplacent
vers l’extérieur, tandis que le bas du mur translate vers le haut, avec une discontinuité de
vitesse au niveau des fissures diagonales évoquées précédemment.

A partir des déplacements verticaux, horizontaux dans le plan et hors-plan ainsi que
des fissures, on peut intuiter un mécanisme de rupture simple, représenté sur la figure 2.20.
Dans ce mécanisme, le mur est divisé en quatre blocs. Le bloc supérieur reste fixe, tandis
que les deux blocs latéraux sont en translation horizontale vers l’extérieur. Le bloc du bas,
quant à lui, est en translation verticale vers le haut et pivote autour du bord inférieur
dans la direction opposée au feu. Ce mécanisme paraît assez contre-intuitif : le mur fléchit
en direction du feu pendant tout l’essai, mais rompt dans la direction opposée. Un tel
mécanisme de rupture peut conduire à des problèmes de sécurité, tant pour les équipes
d’intervention lors de l’incendie que pour les bâtiments avoisinants. Pour cette raison, il
est de la plus grande importance de bien le comprendre.

Le mécanisme ainsi obtenu pourra être comparé aux mécanismes de rupture optimaux
déduits de la modélisation par le calcul à la rupture. On rappelle cependant que le
mécanisme de rupture n’est observé qu’en partie : la corrélation d’images ne permet
d’obtenir que les déplacements sur la partie visible du mur.
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(a)

u1 = -13 mm

u1 = +3 mm

u1 = 0 mm

u1 =+ 17 mm

(b)

u2 = - 2 mm

u2=+17 mm

(c)

Figure 2.19 – (a) Fissuration à l’instant précédant la rupture ; déplacements (b) horizon-
taux selon x1 et (c) verticaux selon x2 juste après la rupture

Figure 2.20 – Schéma simplifié du mécanisme de rupture observé

3.2.6 Aspect post-feu des matériaux

On note une coloration de la pierre qui varie dans l’épaisseur du mur. En partant du
côté exposé au feu, sur une épaisseur d’environ 1 cm, la pierre est devenue blanche et
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extrêmement friable. Il s’agit de la partie du mur dont la température a dépassé les 1000 oC
lors de l’essai. Au contact de l’air, cette pellicule se détache progressivement du mur. Elle
laisse apparaitre une autre couche blanche d’environ 5 mm, suivie d’une couche grisâtre
d’environ 5 cm puis d’une couche rougeâtre d’environ 2 cm (voir figure 2.21). Le reste
de la pierre a gardé sa couleur originelle. Cette coloration témoigne des transformations
chimiques qui se produisent lorsque la pierre est exposée à des températures élevées, et
correspond bien aux observations proposées par Vigroux et al. [33] sur le calcaire de
Saint-Maximin : on observe une rubéfaction légère (coloration en rouge) de la pierre pour
des températures allant de 200-250 oC à 400 oC, puis la pierre prend une forte teinte grise
jusqu’à des températures de 800-900 oC, et enfin devient blanche au delà de 900 oC.

Figure 2.21 – Profil de couleur de la pierre après 3 h d’exposition au feu, avec indication
de la température maximale mesurée par les thermocouples

A la démolition du mur, on a également pu noter que l’interface entre le mortier et
les blocs était considérablement affaiblie par le chauffage, pour les joints verticaux (pour
lesquels on a vu des fissures se produire pendant l’essai) comme pour les joints horizontaux.

4 Complément sur les aspects thermiques

La méthode de modélisation proposée dans cette thèse, tant pour la détermination de
la courbure thermique que pour la détermination de la résistance du mur, nécessite une
connaissance précise du profil de température dans le mur. Pour cette raison, il nous a
paru important de poursuivre les investigations expérimentales sur la partie thermique.

4.1 Essais thermiques complémentaires

En complément de l’essai présenté dans la partie précédente, nous avons également
réalisé deux essais thermiques (notés A et B par la suite), sur un four à maquettes. Ces
essais présentent l’avantage d’être plus petits et plus simples à mettre en place, et donc de
pouvoir être répétés. En s’affranchissant du chargement mécanique, on peut également
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mettre en place une instrumentation un peu plus développée au niveau thermique. En effet,
l’installation des thermocouples pourrait créer des points faibles dans la pierre et le mortier,
et fausser la charge de rupture sur un essai thermomécanique comme celui présenté dans
la partie précédente. Les essais thermiques présentés ici nous ont donc permis d’obtenir
des profils de température plus précis dans la pierre, mais également de connaitre le profil
de température dans le mortier.

4.1.1 Protocole expérimental

4.1.1.1 Caractéristiques géométriques des murets testés Les murets testés au
four à maquettes sont composés de blocs et de demi-blocs aux dimensions identiques à
celles de l’essai présenté dans la partie précédente. Les blocs font 720 mm de long, 360
mm de haut et 200 mm d’épaisseur, tandis que les joints horizontaux et verticaux font 10
mm d’épaisseur. La figure 2.22 (a) donne les côtes du murets, tandis que la figure 2.22 (b)
représente un des deux murets.

(a) (b)

Figure 2.22 – Maquettes pour les essais thermiques : (a) côtes et (b) maquette construite

4.1.1.2 Instrumentation Seuls des capteurs de température (thermocouples) consti-
tuent ici l’instrumentation. Le bloc inférieur et le joint horizontal supérieur sont chacun
instrumentés par 13 thermocouples à boule. Six thermocouples à disque ont également été
installés en face non-exposée : un au centre de chaque bloc ou demi-bloc, et un à chaque
intersection du joint vertical avec un joint horizontal.
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Pour les blocs, des perçages de 2 cm de profondeur et de 4 mm de diamètre ont
été réalisés dans le bloc inférieur. Il est important de noter que ces perçages n’ont ni
endommagé la pierre, ni créé de fissures. Ces perçages ont ensuite été rebouchés avec un
mortier-colle pour assurer la continuité de la matière entre le capteur et la pierre. La figure
2.23 donne l’implantation des thermocouples dans le bloc en précisant la distance entre
chaque thermocouple et la face exposée au feu.

(a) (b)

Figure 2.23 – Emplacement des thermocouples dans la pierre

La figure 2.24 (a) donne l’implantation des thermocouples dans le joint horizontal
supérieur. Leur implantation a été réalisée de manière à ce que les thermocouples soient
bien enrobés de mortier, pour ne pas être en contact d’un côté avec la pierre et de l’autre
avec le mortier. Par ailleurs, les thermocouples ont été agrafés sur les blocs pour garantir
leur positionnement dans la direction transversale au mur.

Fa
ce

 n
on

 e
xp

os
ée

Fa
ce

 e
xp

os
ée

200 mm

15 mm

120
140
160 
180
190
170
150
130
110
80

60 

30

100

Profondeur 
(mm)

(a) (b)

Figure 2.24 – Emplacement des thermocouples dans le mortier

Le montage des maquettes et la mise en place des thermocouples sont représentés sur
la figure 2.24 (b).
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4.1.2 Résultats

La figure 2.25 représente l’évolution de la température dans la pierre, en traits continus,
et dans le mortier, en tirets, sur le deuxième essai. Cette figure met en évidence les paliers
de vaporisation à 100 °C, extrêmement longs, traduisant un effet important des transferts
hydriques.

Figure 2.25 – Profils de température mesurés dans la pierre et dans le mortier pour
l’essai B

On note également que plus le thermocouple est éloigné de la face exposée, plus le
plateau de vaporisation est long, ce qui est typique d’un transfert d’humidité. Ce phénomène
nous a d’abord surpris puisque la teneur en eau de la pierre était de 0,3 % le jour de l’essai.
Les trois hypothèses que nous avons formulées sont les suivantes :

— Le mortier colle utilisé pour remplir les perçages et assurer la continuité de matière
entre la pierre et le thermocouple contenait un peu d’eau, et pourrait avoir perturbé
le champ de température autour du thermocouple

— La teneur en eau du mortier (libre et/ou liée) peut être assez élevée. Puisque les
thermocouples sont situés à 20 mm seulement des joints horizontaux, il pourrait y
avoir un transfert d’eau dans le plan du mur, et non pas uniquement transversalement
à celui-ci.

— La teneur en eau mesurée sur les blocs témoins n’est pas la teneur en eau réelle des
blocs du mur. En observant le montage d’autres murets, après les essais décrits dans
ce chapitre, nous nous sommes rendus compte que compte-tenu de la porosité de
la pierre, les maçons mettaient beaucoup d’eau pour saturer l’interface en eau et
assurer une bonne adhérence pierre-mortier. Pour un demi-bloc de 40 kg, environ
8 litres d’eau doivent être ajoutés. Par conséquent, il est possible que la teneur en
eau de la pierre le jour de l’essai ait été bien supérieure à 0,3 %, expliquant ainsi les
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paliers de vaporisation observés, ainsi que l’eau coulant du mur et le nuage de vapeur
d’eau au niveau des fissures qui ont été observés sur l’essai présenté dans la partie 3.
Pour des essais ultérieurs sur des murs en pierre massive, il parait donc nécessaire
de mesurer la teneur en eau sur un assemblage plus réaliste qu’un seul bloc témoin.

La figure 2.26 compare les profils thermiques obtenus dans la pierre pour les deux
essais A et B, pour différents temps d’exposition au feu. On remarque que ces profils sont
très proches, ce qui permet de conclure à la répétabilité des mesures.

Essai A
Essai B

5 min
10 min
15 min
30 min

60 min
90 min

120 min

Figure 2.26 – Profils de température mesurés dans la pierre pour les essais A et B

La figure 2.27 présente les profils thermiques obtenus dans le mortier pour différents
temps d’exposition au feu. Ici, on observe plus de différences : à 60 min, par exemple, il
y a une différence de 120 oC entre la température mesurée à 30 mm de profondeur dans
l’essai A, et à la même profondeur dans l’essai B. Cette différence peut être imputée à
deux facteurs :

— L’incertitude de positionnement des thermocouples. Comme suggéré dans le pa-
ragraphe 4.1.1.2, la mise en place des thermocouples dans le mortier était plutôt
complexe, et les thermocouples ont été positionnés plus précisément pour l’essai B
(pour lequel ils ont été agrafés à la pierre) que pour l’essai A.

— Lors de la mise en place de la maquette de l’essai A, nous avons noté une fissure à
l’interface pierre-mortier au niveau du joint instrumenté. Cette fissure, bien que très
fine et non-traversante, a probablement perturbé le champ de température dans le
joint.

Par la suite, nous retiendrons uniquement les températures mesurées lors de l’essai B,
dont la maquette a été réalisée avec plus de soin que l’essai A, pour le mortier.

La figure 2.28 représente les profils thermiques dans la pierre et dans le mortier pour
l’essai B. On note que la température est systématiquement plus faible dans le mortier
que dans la pierre.
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Essai A
Essai B

5 min
10 min
15 min
30 min

60 min
90 min

120 min

Figure 2.27 – Profils de température mesurés dans le mortier pour différents temps
d’exposition au feu

Figure 2.28 – Profils de température mesurés dans la pierre et dans le mortier pour
l’essai B

4.2 Comparaison à d’autres essais

La figure 2.29 représente l’évolution des températures mesurées par les thermocouples
situés à 20, 50, 80 et 120 mm de la face exposée en fonction du temps d’exposition au feu
pour les essais thermiques réalisés au four à maquettes, l’essai thermomécanique présenté
dans la partie 3 réalisé sur le four vertical et l’essai non-chargé de Pham et al. [3], également
réalisé sur le four vertical. Pour une meilleure lisibilité, les mesures des thermocouples
situés à 20 et 80 mm de la face exposée sont reportées sur la sous-figure (a), tandis que
la sous-figure (b) représente les températures mesurées par les thermocouples situés à 50
et 120 mm de la face exposée. Concernant les essais sur le four à maquettes, la courbe
"pierre" correspond à la moyenne des mesures sur les deux essais, tandis que la courbe
"mortier" ne correspond qu’aux mesures de l’essai B du fait des incertitudes sur l’essai A
évoquées plus haut.

On note que les températures dans la pierre et dans le mortier pour les essais réalisés
dans cette thèse présentent le même type d’évolution : une augmentation rapide de la
température jusqu’à 100 oC, puis un palier de vaporisation très marqué, avant que la
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température ne recommence à augmenter. Le palier de vaporisation est beaucoup moins
présent dans les essais de Pham et al. [3], ce qui traduit une présence d’eau plus faible.

Essai Pham et al. [3] - Pierre
Essai four vertical - Pierre
Essai four à maquettes - Pierre
Essai four à maquettes - Mortier

20 mm
50 mm
80 mm
120 mm

Figure 2.29 – Evolution de la température en fonction du temps pour les quatre essais
considérés

La différence de teneur en eau pour ces deux murs, qui ont été testés après un temps
de cure similaire (25 jours pour celui de Pham et al [3]., entre 30 et 34 pour les murs
et murets que nous avons testés) vient probablement de la technique de montage et du
poseur opérateur. L’interface pierre-mortier était humidifiée à l’éponge et strillée dans le
premier cas, et copieusement arrosée dans le second. Il est probable qu’après un temps
de séchage plus long, des profils thermiques plus proches auraient été observés dans les
deux murs. D’autres facteurs, comme le temps entre la découpe des blocs et leur mise en
œuvre, ou tout simplement la variabilité de la pierre dans le banc de la carrière, peuvent
également expliquer de telles différences.

La figure 2.29 montre également que les températures observées ne sont pas tout à
fait les mêmes sur le four vertical et sur le four à maquettes, pour lequel la maquette est
placée en position horizontale. Cette différence pourrait venir de la variabilité de la pierre,
ou, plus probablement, de la différence de direction d’exposition au feu. En effet, les gaz
chauds remontant, le transfert convectif est donc plus important pour la maquette exposée
en position horizontale que pour celle exposée en position verticale. En ce qui concerne les
températures, réaliser des essais à petite échelle sur le four à maquettes conduirait donc à
des résultats plus sévères en termes d’augmentation de température qu’un essai à l’échelle
1 sur le four vertical.

Pour conclure sur cette comparaison thermique, on peut noter que la méthode de
montage des murs influence leur teneur en eau pour des essais proches de 28 jours de
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séchage. Une teneur en eau plus importante entraine une phase d’évaporation plus longue,
ce qui freine la cinétique d’évolution de la température et conduit alors à des températures
plus faibles dans l’épaisseur du mur. Pour avoir un comportement hygrothermique plus
proche d’un mur "sec" en situation réelle, et potentiellement plus défavorable, il pourrait
être intéressant de tester les murs après un temps de séchage plus long. Cette modification,
certes défavorable au niveau des températures, serait en revanche favorable du point de
vue mécanique puisque le mortier continue à gagner en résistance pendant les six premiers
mois de cure.

4.3 Une première modélisation thermique

Dans la pratique de l’ingénieur, la distribution de température due au feu est souvent
déterminée par un calcul thermique plutôt que par un essai, plus coûteux et complexe
à réaliser. Dans le cas de murs en béton armé, de maçonnerie en parpaing ou en brique,
l’évolution des propriétés physiques (masse volumique) et thermiques (conductivité ther-
mique, chaleur spécifique) en fonction de la température sont connues. Ce n’est pas le cas
pour la pierre naturelle, dont les propriétés peuvent être très variables selon le type de
pierre (Sciarretta et al. [7]).

On peut alors se demander s’il est pertinent, dans le cas de la pierre naturelle, de baser
la détermination de la température sur un simple calcul thermique. Une première étape de
notre démarche a donc consisté à réaliser ce calcul numérique pour déterminer le profil
thermique dans un bloc de calcaire de 200 mm d’épaisseur. Ce calcul a été réalisé avec le
logiciel SAFIR [98].

4.3.1 Position du problème

Pour ce premier calcul, nous supposerons que les propriétés thermiques du mortier sont
proches de celles de la pierre, et donc, que le mur est homogène. Le transfert thermique est
alors unidirectionnel, dans l’épaisseur du mur. Ce choix est guidé par le manque de données
concernant les propriétés thermiques du mortier, encore plus rares dans la littérature que
celles de la pierre, et par les observations présentées dans la sous-partie précédente (4.2),
qui montrent que du point de vue de la distribution de température, il est conservatif,
c’est-à-dire allant dans le sens de la sécurité, de négliger la présence des joints.

Le mur est soumis à un chargement thermique défini par l’Eurocode 1 [99]. Ce charge-
ment thermique se traduit par un flux qn composé d’une part convective et d’une part
radiative, défini par l’équation 2.1.

qn = h(Tg − Ts) + σε∗(T 4
g − T 4

s ) (2.1)
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où Tg est la température du gaz (donnée du problème), Ts celle de la surface (faisant
partie des inconnues du problème), h est le coefficient d’échange, σ la constante de Stefan-
Boltzmann et ε∗ le coefficient d’émissivité. Du côté exposé, la température du gaz Tg suit
la courbe ISO 834 déjà présentée sur la figure 2.5, tandis que du côté non-exposé, elle vaut
Tg = 20oC.

A l’intérieur du mur, seuls les transferts thermiques par conduction sont considérés. La
température vérifie alors l’équation suivante :

div
[
λ(T )grad(T )

]
= ρ(T )cp(T )∂T

∂t
(2.2)

où la conductivité thermique λ(T ), la capacité thermique massique cp(T ) et la masse
volumique ρ(T ) dépendent de la température.

4.3.2 Données

Une des difficultés majeures de ce calcul réside en l’absence dans la littérature de données
expérimentales à température élevée pour le calcaire de Saint-Vaast. Sa conductivité
thermique, sa capacité thermique massique et sa masse volumique à température ambiante
ont été caractérisées par Pestre [31]. Pour ce qui est des propriétés à température élevée,
plusieurs calcaires du bassin parisien ont été caractérisés par Vigroux [100]. Nous avons
choisi d’affecter les propriétés à température ambiante du calcaire de Saint-Vaast du facteur
multiplicatif d’évolution de ces propriétés en fonction de la température correspondant au
calcaire de Saint-Maximin. Parmi les calcaires testés par Vigroux, il s’agit de celui qui,
géographiquement, se rapproche le plus du calcaire de Saint-Vaast.

Les propriétés utilisées pour le calcul thermique, ainsi que leur source, sont données
dans le tableau 2.3.

Tableau 2.3 – Valeurs des propriétés physiques employées pour le calcul thermique

Propriété Valeur Source
Conductivité thermique λ 0,58 W/m/K [31]

Capacité thermique massique cp 740 J/kg/K [31]
Masse volumique ρ 1520 kg/m3 [31]

Coefficient de transfert thermique h 25 W/m2/K [99]
(face exposée)

Coefficient de transfert thermique h 4 W/m2/K [99]
(face non-exposée)

Emissivité ε∗ 0,8 [99]
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Les facteurs multiplicatifs adimensionnels d’évolution de la conductivité thermique,
de la capacité thermique massique et de la masse volumique sont données sur la figure
2.30. Les traits continus relient les points de mesure, tandis que les lignes pointillées
correspondent aux extrapolations réalisées pour le calcul.

(a) Conductivité thermique λ (b) Capacité thermique massique

(c) Masse volumique ρ

Figure 2.30 – Facteurs d’évolution adimensionnels des différentes propriétés en fonction
de la température

On considère que les autres propriétés (coefficients de transfert thermique et émissivité)
ne varient pas avec la température.

4.3.3 Résultats et comparaison expérimentale

La figure 2.31 représente les profils thermiques obtenus pour (a) 30, (b) 60, (c) 120 et
(d) 180 min d’exposition au feu, ainsi que leur comparaison aux résultats expérimentaux
de cette thèse et de Pham et al. [3].

On note que les températures calculées sont généralement supérieures aux températures
mesurées, avec une différence maximale de l’ordre de 100 oC qui est obtenue à une distance
comprise entre 50 et 80 mm de la face exposée. Elle peut être due à deux facteurs : les
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propriétés considérées ne sont pas celles du calcaire de Saint-Vaast, pour lequel il n’existe
pas de données dans la littérature pour l’instant, mais seulement celles d’un calcaire proche,
et la teneur en eau des blocs n’est pas prise en compte dans ce calcul, purement thermique.
Concernant ce dernier point, on pourrait envisager de prendre en compte la vaporisation
de l’eau à 100 oC par une augmentation artificielle de la capacité thermique massique cp

pour cette température, comme proposé dans l’Eurocode 2 [101] pour le béton, ou dans
l’Eurocode 6 [17] pour la brique.

(a) 30 min (b) 60 min

(c) 120 min (d) 180 min

[3]

Figure 2.31 – Comparaison des températures calculées et des températures mesurées sur
les différents essais

La figure 2.32 reprend cette comparaison pour 180 min d’exposition au feu, avec
différentes valeurs de teneur en eau allant de 0 à 20 %. Dans ce calcul, l’énergie de
vaporisation de l’eau est prise en compte, mais les transferts d’humidité ne le sont pas.
Sur cette figure, on voit que la courbe des températures se rapproche le plus des courbes
obtenues pour une teneur en eau de 5 à 10 %.
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Figure 2.32 – Températures calculées après 180 min d’exposition au feu pour différentes
teneurs en eau

4.4 Remarques finales sur les aspects thermiques

Le calcul thermique présenté dans cette partie montre que la détermination par le
calcul du champ de température dans la pierre est loin d’être triviale, principalement à
cause du manque de données et de la teneur en eau des blocs, qui est mal connue. Dans la
suite du manuscrit, nous avons donc choisi de baser nos calculs thermomécaniques sur les
champs de température mesurés, et non pas sur les champs de température calculés.

Mentionnons tout de même un point important : nos modèles ont donné des tempé-
ratures toujours supérieures aux températures mesurées. Un calcul de stabilité au feu
utilisant des températures déterminées numériquement serait donc à priori conservatif,
par rapport à un calcul basé sur les températures mesurées.

Enfin, nous avons montré expérimentalement que la température était plus faible
dans le mortier que dans la pierre. Il est donc également conservatif de considérer que
la température est identique dans les deux matériaux. Pour faciliter les modélisations
ultérieures, nous supposerons donc que le transfert thermique est unidirectionnel.

5 Discussion - Aspects thermomécaniques

Bien que les résultats d’essai de résistance au feu sur des murs de maçonnerie en pierre
naturelle soient peu nombreux dans la littérature, nous pouvons comparer les résultats
de l’essai présenté dans ce chapitre à ceux des essais de Pham et al. [3], qui concernent
également des murs en calcaire de Saint-Vaast, avec un mortier de chaux hydraulique
naturelle NHL 3,5. Les dimensions de ces murs et des blocs les composant, ainsi que le
protocole et le dispositif expérimental, sont identiques à ceux utilisés dans notre essai.
Seul le chargement mécanique appliqué en tête de mur est différent. Nous pourrons donc
tenter de quantifier l’impact du chargement mécanique sur la déformée hors-plan et sur le
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mécanisme de rupture.

5.1 Détermination du taux de chargement des murs

Bien que les trois murs aient été construits en calcaire de Saint-Vaast, la résistance
en compression des blocs utilisés dans la campagne expérimentale de Pham et al. [3] est
légèrement supérieure à celle des blocs utilisés pour notre campagne expérimentale. Elle
vaut Rb

c = 7,4 MPa, avec un coefficient de variation de 5 %. La variabilité de la pierre
reste donc plutôt faible.

Afin de pouvoir comparer les résultats des essais menés sur les trois murs, nous avons
choisi de calculer leur taux de chargement à température ambiante selon l’Eurocode 6
[1]. Ce taux de chargement est défini comme le rapport entre le chargement mécanique
appliqué, noté N , et la charge limite à température ambiante selon l’Eurocode 6, notée
NR et évaluée en trois sections : en bas, au milieu et en haut du mur. Cette charge limite
est donnée par l’équation (2.3).

NR = ϕi × t × f (2.3)

où :
— ϕi est un facteur de réduction qui prend en compte les imperfections géométriques,

le risque de flambement et les charges transversales lorsqu’il y en a. Pour les murs
considérés, le facteur de réduction est plus faible au milieu du mur (ϕi = 0,74) qu’en
haut et en bas (ϕi = 0,9) ;

— t = 0,2 m est l’épaisseur du mur ;
— f est la résistance de l’assemblage, déterminée empiriquement par :

f = K × f 0,7
b × f 0,3

m (2.4)

où :
— K = 0,45 pour la pierre naturelle ;
— fb est la résistance en compression de la pierre
— fm est la résistance en compression du mortier
Dans la pratique de l’ingénieur, la résistance en compression de la pierre est mesurée

selon la norme NF EN 772-1 [102]. En revanche, la résistance en compression du mortier
est rarement mesurée. Pour une pierre tendre telle que le calcaire de Saint-Vaast, le DTU
20.1 requiert l’utilisation d’un mortier de classe M2,5, soit de résistance en compression
Rm

c ≥ 2,5 MPa. La valeur fm = 2,5 MPa est alors retenue pour le calcul.

Les essais de caractérisation réalisés dans cette thèse (tant pour l’essai de résistance
au feu que pour les essais de résistance à température ambiante) ont montré que, en
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respectant les dosages en sable et chaux hydraulique naturelle présentés dans le DTU
20.1 [2], il n’est pas possible d’atteindre une telle résistance au bout de 28 jours de cure.
Cette incohérence nous pousse alors à présenter deux résultats pour la résistance locale
de l’assemblage f : une valeur considérant une résistance en compression théorique du
mortier fb = 2,5 MPa, et une valeur considérant la résistance en compression mesurée du
mortier. Le tableau 2.4 donne les résistances en compression de l’assemblage f , du mur
NR et le taux de chargement pour les différentes hypothèses considérées. Pour ces calculs,
les coefficients partiels de sécurité ne sont pas pris en compte.

Tableau 2.4 – Taux de chargement des murs pour différentes hypothèses sur la résistance
de la pierre et du mortier

Mur chargé Mur chargé Mur chargé Mur chargé
Pham et al. [3] Pham et al. [3] (Cette thèse) (Cette thèse)
fm = 2,5 MPa fm vraie fm = 2,5 MPa fm vraie

fb (MPa) 7,4 7,4 5,3 5,3
fm (MPa) 2,5 0,5 2,5 0,5
f (MPa) 2,4 1,5 1,9 1,2

NR (kN/m) 350 215 276 169
Taux de

chargement N.A. N.A. 45 % 74 %
(125 kN/m)

Taux de
chargement 70 % 116 % 91 % 148 %
(250 kN/m)

Les essais ayant été dimensionnés en prenant en compte une résistance en compression
du mortier fm = 2,5 MPa, nous garderons les taux de chargement correspondants par la
suite, c’est-à-dire un taux de chargement de 70 % pour l’essai de Pham et al. [3], et un
taux de chargement de 45 % pour l’essai présenté dans cette thèse.

On peut tout de même noter que, pour les deux essais, le chargement de 250 kN/m est
bien au-delà de la résistance en compression à température ambiante. Cette détermination
empirique de la résistance en compression pourrait donc conduire à surdimensionner les
murs de maçonnerie en pierre naturelle.

5.2 Déformée et chargement

La figure 2.33 représente l’évolution de la flèche mesurée par le capteur LVDT au centre
du mur pour les trois essais considérés. Il apparaît que la flèche mesurée lors de l’essai
non-chargé (Pham et al. [3]) après 25 min d’exposition au feu vaut 34 mm, et est donc 4,9
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fois plus élevée que celle de l’essai présenté dans la partie 3, chargé à 45 % de la charge
limite selon l’Eurocode 6, et 6,8 fois plus élevée que celle de l’essai chargé à 70 % de la
charge limite selon l’Eurocode 6 (de Pham et al. [3]).

(Pham et al. [3])

(Pham et al. [3])
(Cette thèse)

Figure 2.33 – Flèche mesurée par le capteur LVDT au centre du mur pour les trois essais
considérés

On peut également noter que, pour les deux essais qui ont duré 120 min ou plus, la
courbure thermique se développe principalement pendant les 30 premières minutes. Pour
l’essai non-chargé, la flèche vaut 36 mm à 30 min, ce qui correspond à 82 % de la flèche
après 120 min d’exposition (44 mm). Pour l’essai chargé à 45 %, elle vaut 6,3 mm à 30 min,
ce qui correspond à 91 % de la flèche à 150 min (juste avant que le chargement vertical
ne soit modifié). Sur un mur chargé, on semble donc atteindre la flèche maximale plus
rapidement, mais elle est bien plus faible que sur un mur non-chargé.

Ce phénomène pourrait être expliqué par le décalage du "plan neutre" du mur, tel
que schématisé sur la figure 2.34. En effet, à l’état initial, les propriétés mécaniques
du mur sont symétriques par rapport à son plan médian dans l’épaisseur. Le gradient
thermique dû au feu entraine une dégradation hétérogène des propriétés des matériaux,
et donc un décalage de l’axe neutre par rapport au plan médian du mur. Un chargement
vertical initialement centré par rapport à ce plan médian n’est donc plus un chargement
de compression pure, ce qui peut avoir une influence sur la déformée du mur. La courbure
entrainée par ce phénomène est alors inversée par rapport à la courbure thermique (voir
figure 2.34). L’influence du chargement vertical, toutes conditions aux limites identiques
par ailleurs, sera étudiée dans le chapitre 3 portant sur la détermination de la déformée.

Les figures 2.35 et 2.36 présentent quelques profils de déformée obtenus par corrélation
d’images pour ces trois essais. Il est intéressant de noter que pour l’essai non-chargé, la
flèche maximale est obtenue au centre du mur, alors que pour les essais chargés, elle est
obtenue un peu plus haut que le centre du mur. Pour l’essai chargé de Pham et al. [3], elle
est également excentrée par rapport à une ligne verticale à mi-largeur, probablement à
cause du développement de fissures verticales.

Cette différence de profil de déformée suggère une différence de conditions aux limites
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pour le mur entre les essais chargés et non-chargé. Pour rappel, le bas du mur est relié au
cadre par un lit de mortier de 20 mm d’épaisseur. Pour l’essai non-chargé, le haut du mur
est relié à la poutre supérieure par un lit de mortier de 67 mm, tandis que pour les essais
chargés, le lit de mortier supérieur a une épaisseur de 55 mm et est recouvert d’une trame
d’assise en polymère. Cette dernière ne permet pas d’avoir la même adhérence entre la
poutre supérieure et le mur qu’entre le mur et le bas du cadre de chargement.

Figure 2.34 – Schématisation du décalage de l’axe neutre dû à la dégradation des
matériaux en fonction de la température

(b) Essai C-45%
(Cette thèse)

170 min

(c) Essai C-70%
(Pham et al. [3])

25 min

(a) Essai NC
(Pham et al. [3])

120 min

-10 0u3 (mm) -5 5u3 (mm)-40 0u3 (mm)

Figure 2.35 – Distribution de flèche obtenue en fin d’essai pour les trois essais considérés

Lors de l’essai non-chargé, une fissure a été observée le long du lit de mortier reliant
le cadre de chargement au mur. Ce type de fissure n’a pas été observé pour les deux
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essais chargés. La rupture de l’interface mur-cadre de chargement semble donc dépendre
du chargement vertical appliqué, et pourrait se traduire dans la modélisation par des
conditions aux limites différentes pour ces deux types d’essais. La figure 2.37 représente
schématiquement ce phénomène.

(Cette thèse)

(a) (b)

(Pham et al. [3])

(Pham et al. [3])

Figure 2.36 – Profils de déformée obtenus par corrélation d’images sur une ligne verticale
située à mi-largeur du mur après 15 min d’exposition au feu pour les trois essais considérés

(a) Mur non-chargé :
Rupture du mortier à l'interface 

mur-cadre de chargement

(b) Mur chargé :
Interface intacte

Poutre de chargement

Cadre de chargement

Figure 2.37 – Schématisation des conditions aux limites expérimentales pour différents
niveaux de chargements
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5.3 Charge de rupture et mode de ruine du mur

La résistance au feu est définie comme le temps durant lequel un élément de construction
conserve ses propriétés physiques et mécaniques lors d’un incendie. Dans le cas présent,
nous nous intéressons uniquement au critère de capacité portante du mur, tel qu’il est
défini par la norme NF EN 1363-1 [96], et qui correspond donc au temps pendant lequel le
mur peut soutenir une charge mécanique donnée.

Le tableau 2.5 récapitule la résistance au feu obtenue pour les trois essais considérés.
On notera que, pour l’essai présenté dans ce chapitre, la résistance au feu n’est que de
150 min. En effet, celle-ci est définie pour un chargement constant, et ayant modifié le
chargement mécanique après 150 min d’essai, nous sortons du champ d’application de la
norme. De plus, la résistance au feu pour un essai non-chargé est supérieure, et non égale,
à 120 min. Il s’agit d’une durée standard pour un essai sur un tel matériau. Il n’est donc
pas possible de savoir quelle aurait été la résistance au feu pour un mur non-chargé, ni de
la comparer à celle d’un mur chargé à 45 % de la charge limite à température ambiante.

Tableau 2.5 – Résistance au feu des différents murs testés selon la norme NF EN 1363-1

Essai Résistance au feu
Pham et al. [3] (chargé - 70 %) 27 min

Pham et al. [3] (non-chargé) > 120 min
Cette thèse (chargé - 45 %) > 150 min

En revanche, la chute de résistance au feu entre le mur chargé à 45 % et celui chargé à
70 % de la charge limite à température ambiante selon l’Eurocode 6 est tout à fait notable
puisque cette dernière passe de plus de 150 min à seulement 27 min. De plus, les deux
murs ont rompu pour un chargement mécanique identique (250 kN/m), mais pour des
temps d’exposition au feu très différents. C’est d’autant plus surprenant que les pierres
utilisées dans le mur présenté dans ce chapitre avaient une résistance à la compression
28 % plus faible que celles utilisées dans l’essai de Pham et al. [3]. Plusieurs hypothèses
peuvent être formulées pour tenter d’expliquer ce résultat :

— Le gradient thermique est plus important après 30 min d’exposition au feu qu’après
180 min. En effet, la pierre est un matériau très isolant, et la chaleur se diffuse
lentement. Ce gradient thermique entraine une dilatation différentielle des matériaux
dans l’épaisseur du mur, qui elle-même induit des contraintes thermiques. Le gradient
thermique étant plus important après 30 min d’exposition au feu qu’après 180 min,
les efforts thermiques le sont peut-être également, et la combinaison des efforts
thermiques et mécaniques pourrait être plus critique après 30 min d’exposition au
feu qu’après 180 min. L’historique de chargement pourrait donc impacter le temps
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de résistance au feu.
— La teneur en eau du mur testé dans cette thèse était plus élevée que celle du mur

testé par Pham et al. [3], ce qui a ralenti la cinétique de montée en température
dans le mur, et qui a pu, en quelque sorte, "protéger" le mur.

— La pierre et le mortier sont des matériaux naturels qui peuvent présenter une certaine
variabilité dans leurs propriétés mécaniques ou des défauts.

— La construction manuelle du mur induit également une source d’incertitude sur le
positionnement des blocs les uns par rapport aux autres (évaluée à 7 mm dans la
direction hors-plan pour notre essai), et sur la verticalité de l’ensemble.

— Le dispositif expérimental en lui-même peut également être une source d’imprécisions.
En particulier, il existe une incertitude de positionnement du système de chargement
vertical de l’ordre de 1 à 2 cm dans la direction transversale du mur.

Bien que les deux murs considérés aient rompu pour des temps d’exposition au feu très
différents, leurs mécanismes de rupture présentent des similitudes. Localement, les blocs
des rangs inférieurs sont fendus dans leur épaisseur dans le plan du mur pour les deux
essais, et des pertes de matière sont observées tant du côté exposé que du côté non-exposé.
Enfin, on retrouve aussi une fissure diagonale, qui débute dans le coin supérieur droit sur
l’essai de Pham et al. [3].

Pour conclure sur cette comparaison, on note que la résistance au feu semble diminuer
avec le chargement mécanique. Cette conclusion, bien qu’apparaissant assez évidente, est
en contradiction avec les observations de Byrne [45] qui montrait que le chargement le plus
critique était de l’ordre de 50 % de la charge limite à froid. Plusieurs différences peuvent
expliquer cela : le type de blocs utilisés (creux pour Byrne, pleins ici), l’élancement (entre
17,5 et 25 pour Bryne, 15 ici), et enfin la référence prise pour le calcul de la charge limite à
froid (Australian Standard AS 1640-1974 pour Bryne, Eurocode 6 ici). Il parait cependant
nécessaire de réaliser des calculs et/ou des essais supplémentaires pour conclure sur l’effet
du chargement mécanique sur la résistance au feu des murs en pierre naturelle massive.

6 Remarques finales

Ce chapitre a présenté, du point de vue expérimental et au travers d’un essai sur un mur
à l’échelle 1, les principaux phénomènes se produisant lorsqu’un mur est exposé au feu. Cet
essai a montré que la flèche thermique était relativement faible par rapport à l’épaisseur
du mur. Les déplacements sont affectés par la présence de fissures, qui apparaissent dans
les joints et se développent verticalement au travers de la pierre. Enfin, la corrélation
d’images nous a permis d’avoir une idée du mécanisme de rupture du mur. D’un point de
vue "sécurité", on note que la rupture peut se produire en direction opposée au feu. Ce
type de rupture peut présenter un danger pour des personnes stationnées à l’extérieur du
bâtiment après son évacuation, voire pour les bâtiments avoisinants.
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En se concentrant sur les phénomènes thermiques, on a pu voir que la température
dans le mortier était en général plus faible que la température dans la pierre, mais qu’elle
pouvait être affectée par la présence de fissures à l’interface entre les deux constituants.
On a également montré que les températures mesurées dépendaient assez fortement de la
teneur en eau de la pierre, et qu’il était par conséquent difficile de les reproduire par un
calcul purement thermique. Compte-tenu de cette observation, ainsi que du manque de
données dans la littérature sur la pierre et le mortier étudiés, nous nous baserons sur les
températures mesurées, plutôt que sur les températures calculées, pour les modélisations
proposées.

La comparaison avec les essais de Pham et al. [3] a principalement montré qu’un
chargement mécanique de compression, appliqué en tête de mur, fait diminuer la flèche
thermique. Il semble également, en comparant l’essai chargé de Pham et al. [3] à l’essai
chargé présenté dans ce chapitre, qu’augmenter le chargement mécanique au-delà d’une
certaine valeur diminue drastiquement la résistance au feu.

On notera cependant que les essais à l’échelle 1 décrits dans ce chapitre présentent une
limite, commune à tous les essais de grande envergure : compte-tenu de la lourdeur de mise
en œuvre de ces essais, il n’est pas toujours possible d’effectuer des essais de répétabilité.
Dans le cas de matériaux fragiles, comme la pierre ici, la dispersion des résultats peut être
importante et rendre plus difficile l’interprétation des essais. Pour cette raison, il peut être
intéressant de proposer des essais à plus petite échelle, donc plus facilement répétables, qui
permettent de valider partiellement les modélisations proposées. Il peut alors s’agir d’essais
thermiques uniquement, qui permettent d’avoir une meilleur connaissance du gradient
thermique, ou d’essais de résistance mécanique à température ambiante, comme cela sera
proposé dans le chapitre 8.

∗ ∗
∗

71





Chapitre 3

Détermination de la déformée
thermomécanique d’un mur de
maçonnerie

Résumé : Comme mentionné dans l’introduction ainsi que dans le chapitre 2, lorsqu’un
mur est exposé au feu sur une de ses faces, il tend à se courber en direction de ce dernier.
Le développement de cette courbure thermique a alors pour effet d’excentrer les charge-
ments verticaux initialement appliqués en tête de mur, provenant des étages supérieurs,
par rapport à son plan médian. Un tel excentrement génère alors des efforts additionnels
de type moments fléchissants, qui peuvent menacer la stabilité du mur. Dans ce chapitre,
on propose une méthode d’homogénéisation thermoélastique permettant de déterminer
la déformée thermomécanique du mur. Les déformées thermomécaniques obtenues sont
ensuite comparées aux résultats expérimentaux du chapitre 2 ainsi qu’aux résultats de l’essai
non-chargé de Pham et al. [3]
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1. Introduction

1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons mis en évidence expérimentalement la présence d’une
courbure thermique du mur lorsqu’il est exposé au feu. Comme montré dans le chapitre
introductif, ce phénomène est bien connu, tant pour les murs en béton que pour les murs
de maçonnerie, et plusieurs modèles ont été proposés pour tenter de le simuler par le calcul
On peut alors distinguer deux types de méthodes : des méthodes analytiques, modélisant
le mur par une poutre ou une plaque homogène, et des calculs plus avancés, considérant le
mur en 2D sous des hypothèses de contraintes ou de déformations planes, ou en 3D. Si les
méthodes analytiques sont adaptées au travail de l’ingénieur de par les résultats immédiats
qu’elles proposent, elles ne permettent pas la prise en compte du caractère hétérogène de
la maçonnerie. Les approches plus avancées, quant à elles, présentent soit l’inconvénient
de modéliser le mur en 2D et de ne pas capturer sa courbure horizontale, soit, pour les
méthodes tridimensionnelles, de nécessiter un temps de calcul très long. Par ailleurs, les
paramètres d’entrée de ces modèles sont difficile à évaluer, et leur détermination ne repose
pas sur des essais de caractérisation des matériaux, comme il conviendrait de faire pour
une modélisation à visée applicative pour l’ingénieur.

Dans ce chapitre, une procédure d’homogénéisation en trois étapes, visant à déterminer
la courbure thermomécanique d’un mur exposé au feu, est proposée. Au travers de
cette procédure, on prend en compte à la fois le caractère initialement hétérogène de la
maçonnerie, dû à la présence de joints, et l’hétérogénéité dans la direction transversale
du mur provenant de la dégradation des propriétés thermoélastiques des matériaux en
fonction de la température.

La procédure d’homogénéisation suit les trois étapes suivantes :
— Etape 1 : La pierre et le mortier étant incombustibles et n’ayant pas présenté

expérimentalement d’écaillage, on suppose que l’effet du feu se réduit à l’augmentation
de la température dans l’épaisseur du mur. La détermination de la distribution de
température peut se baser sur des mesures expérimentales ou sur un calcul thermique
numérique.

— Etape 2 : Une fois que la distribution de température est connue, une procédure
de changement d’échelle permet de déterminer les caractéristiques thermoélastiques
d’une plaque homogène équivalente. Cette procédure d’homogénéisation, présentée
dans la partie 2, consiste à résoudre un problème thermoélastique dit "auxiliaire",
dans lequel le chargement thermique correspond à la distribution de température
précédemment déterminée, tandis que le chargement mécanique sera défini plus tard
dans ce chapitre.

— Etape 3 : A partir des propriétés thermoélastiques homogénéisées ainsi déterminées,
il devient possible de déterminer le comportement, et plus particulièrement la
déformée thermique, du mur modélisé par une plaque homogène. La mise en œuvre
numérique de ce problème sera présentée dans la partie 3.
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Ces étapes sont résumées sur la figure 3.1.

Figure 3.1 – Résumé de la procédure d’homogénéisation thermoélastique proposée dans
ce chapitre

Les résultats de cette procédure d’homogénéisation seront comparés à ceux d’une
approche thermoélastique numérique directe, puis aux résultats expérimentaux de Pham
et al. [3] ainsi qu’aux résultats expérimentaux présentés dans le chapitre 2.

2 Détermination de la loi de comportement macro-
scopique du mur de maçonnerie

2.1 Position du problème auxiliaire

2.1.1 Définition de la cellule de base

Le mur en pierre massive, représenté sur la figure 3.2, est composé d’un arrangement
périodique de blocs de longueur L, de hauteur H et d’épaisseur h. Ces blocs sont assemblés
par des joints de mortier d’épaisseur t. De cet arrangement périodique, on peut extraire
une cellule de base, représentative de l’assemblage en termes de géométrie et de matériaux.
En d’autres termes, le mur peut être reconstruit par l’assemblage de cellules de base
obtenues en translatant simplement la cellule de base initiale dans le plan (Ox1x2). La
figure 3.2 représente la cellule de base choisie.

Figure 3.2 – Mur en maçonnerie arrangée de manière périodique et cellule de base
correspondante
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En soumettant cette cellule de base à un chargement thermomécanique bien choisi,
décrit dans la suite de cette partie, la résolution d’un problème auxiliaire thermoélastique
permet d’obtenir les propriétés thermomécaniques d’une plaque homogène équivalente.

2.1.2 Mode de chargement

La cellule de base est exposée à la fois à un chargement thermique et à un chargement
mécanique.

Le chargement thermique, qui a pour effet d’induire des déformations thermiques est
appliqué par la donnée d’une distribution de température dans l’épaisseur du mur, qui peut
être soit déterminée par un calcul thermique préliminaire, soit mesurée expérimentalement.
Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’en raison de la présence d’eau dans la pierre
et dans le mortier, le calcul purement thermique tendait à surestimer légèrement les
températures comparativement aux essais. Pour cette raison, nous nous baserons sur les
températures expérimentales par la suite. Par ailleurs, nous avons vu que les températures
étaient légèrement différentes entre la pierre et le mortier. Bien que le calcul proposé
permette de tenir compte de cette hétérogénéité, nous avons choisi de supposer que la
température dans le mur était homogène dans des plans parallèles au plan du mur et égale
à celle mesurée dans la pierre. En effet, nous ne disposons des températures dans le mortier
que pour des essais de 120 min. Les températures dans le mortier étant légèrement plus
faibles que celles dans la pierre, cette approximation devrait être sécuritaire.

En plus du chargement thermique, la cellule de base est soumise au chargement
mécanique suivant, similaire à celui proposé par Mistler et al. [76] à température ambiante :

(a) Les forces de volume sont supposées nulles ;
(b) Les faces de normale ±e3 sont libres de contraintes ;
(c) Le vecteur contrainte est antipériodique sur les faces latérales de la cellule de base ;
(d) Le déplacement sur ces mêmes faces latérales est prescrit de la forme (Bourgeois

[103]) :
u(ξ) = F .ξ − ξ3χ.ξ + 1

2(ξ.χ.ξ)e3 + uper(ξ) (3.1)

où uper(ξ) désigne la fluctuation périodique du champ de déplacement, F et χ sont des
tenseurs plans d’ordre 2 (i.e. Fi3 = F3i = 0 ; χi3 = 0), et χ est un tenseur symétrique.

Le tenseur des déformations linéarisées s’écrit, en tout point :

ε = 1
2(gradu +tgradu) = ∈ − ξ3χ + εper (3.2)

où on a introduit le tenseur des déformations planes macroscopiques ∈ = (F +tF )/2, ainsi
que le tenseur des déformations εper associées à la fluctuation périodique du déplacement
uper.
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Le principe des travaux virtuels montre alors que pour tout champ de contrainte σ

statiquement admissible (i.e. vérifiant l’équilibre sans forces de volume (a) ainsi que les
conditions aux limites (b) et (c)), et pour tout champ de déplacement cinématiquement
admissible (i.e. vérifiant la condition (d) et l’équation (3.1)), le travail des efforts intérieurs
peut s’écrire (Bourgeois [103]) :

∫
Ω

σ : εd Ω = |S|(N : ∈ + M : χ) (3.3)

ce qui montre que la cellule de base est soumise à un mode de chargement à six paramètres.

En notant Ω le volume de la cellule de base, et |S| = (L + t)(H + t) l’aire de sa section
dans le plan du mur, les paramètres de chargement sont les composantes du tenseur des
efforts membranaires N et du tenseur des moments fléchissants M , définis par :

N = 1
|S|

∫
Ω

σ dΩ et M = − 1
|S|

∫
Ω

ξ3σ dΩ (3.4)

Ces paramètres sont en dualité avec les composantes du tenseur des déformations mem-
branaires ∈ et du tenseur des courbures χ.

2.1.3 Loi de comportement thermoélastique de la pierre et du mortier

En supposant que la pierre et le mortier sont tous les deux des matériaux thermoélas-
tiques linéaires, la loi de comportement s’écrit, en tout point de la cellule de base :

σ(ξ) = λ(ξ)tr
(
ε(ξ) − εth(ξ)

)
1 + 2µ(ξ)

(
ε(ξ) − εth(ξ)

)
(3.5)

où λ et µ sont les deux coefficients de Lamé, et peuvent être reliés au module de Young E

et au coefficient de Poisson ν par les relations classiques suivantes :

λ = Eν

(1 + ν)(1 − 2ν) et µ = E

2(1 + ν) (3.6)

Dans l’équation (3.5), la dilatation thermique εth est la déformation thermique, définie
par :

εth = α(T (ξ3), ξ3)(T (ξ3) − T0)1 (3.7)

où T (ξ3) désigne la température à la côte ξ3, α(T (ξ3), ξ3) est le coefficient de dilatation
thermique sécant, qui dépend de la température et du matériau considéré, et T0 = 20oC
est la température de référence pour la mesure du coefficient de dilatation thermique. Le
coefficient de dilatation thermique sécant (isotrope) est alors défini pour chaque matériau
par :

α(T ) = ∆L(T )
L

1
T − T0

(3.8)
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où ∆L(T )/L correspond à la dilatation thermique relative ∆L d’une éprouvette de longueur
L chauffée de manière uniforme à une certaine température T .

A partir du mode de chargement défini plus haut, on peut alors montrer que la loi de
comportement d’une plaque homogénéisée s’écrit (Cecchi et Sab [104]) :

N = A : ∈ − B : ∈ + N θ

M = −B : ∈ + D : ∈ + M θ
(3.9)

avec :
N θ = 1

|S|

∫
Ω

σθd Ω et M θ = − 1
|S|

∫
Ω

ξ3σ
θd Ω (3.10)

Dans l’expression précédente, σθ est le champ de contrainte dû au chargement thermique
lorsque les déformations membranaires et de flexion sont fixées égales à zéro. Dans l’équation
(3.9), A est le tenseur des raideurs membranaires et D est le tenseur de raideur flexionnelle.
Le tenseur B est un tenseur de couplage qui relie les efforts plans aux courbures, et les
moments fléchissants aux déformations dans le plan. Ce terme est nul lorsque le mur est
symétrique par rapport à son plan médian, cas dans lequel des efforts plans n’engendreront
que des déformations dans le plan, et des moments fléchissants n’engendreront que des
courbures. Ici, la dégradation des propriétés mécaniques dues au gradient thermique dans
l’épaisseur du mur conduit à une perte de symétrie par rapport au plan médian, et donc à
une augmentation de la valeur des composantes du tenseur de couplage.

Les matériaux constitutifs de la cellule de base étant isotropes, la loi de comportement
homogénéisée se réécrit :


N11

N22

N12

 =


A1111 A1122 0
A1122 A2222 0

0 0 A1212




∈11

∈22

∈12

−


B1111 B1122 0
B1122 B2222 0

0 0 B1212




χ11

χ22

χ12

+


N θ

11

N θ
22

N θ
12




M11

M22

M12

 = −


B1111 B1122 0
B1122 B2222 0

0 0 B1212




∈11

∈22

∈12

+


D1111 D1122 0
D1122 D2222 0

0 0 D1212




χ11

χ22

χ12

+


M θ

11

M θ
22

M θ
12


(3.11)

Dans le cas particulier où la plaque est initialement homogène (ce qui revient à avoir
des propriétés identiques pour les deux matériaux), la loi de comportement se simplifie de
la manière suivante (Yang [91]) :

79



Chapitre 3. Détermination de la déformée thermomécanique d’un mur de maçonnerie


N11

N22

N12

 =


1 ν 0
ν 1 0
0 0 1 − ν


A


∈11

∈22

∈12

− B


χ11

χ22

χ12


+ N θ


1
1
0




M11

M22

M12

 =


1 ν 0
ν 1 0
0 0 1 − ν


−B


∈11

∈22

∈12

+ D


χ11

χ22

χ12


+ M θ


1
1
0


(3.12)

avec :

A = 1
1 − ν2

∫ h/2

−h/2
E(ξ3)d ξ3 ; B = 1

1 − ν2

∫ h/2

−h/2
ξ3E(ξ3)d ξ3 ;

D = 1
1 − ν2

∫ h/2

−h/2
ξ2

3E(ξ3)d ξ3 ;

N θ = − 1
1 − ν

∫ h/2

−h/2
E(ξ3)α(ξ3)T (ξ3)d ξ3 ; M θ = 1

1 − ν

∫ h/2

−h/2
ξ3E(ξ3)α(ξ3)T (ξ3)d ξ3

(3.13)

2.2 Résultat des simulations numériques

A titre d’exemple, l’approche décrite dans la sous-partie 2.1 est utilisée pour déterminer
les raideurs et efforts thermiques macroscopiques du mur présenté dans le chapitre 2. Les
blocs mesurent 720 mm de long, 360 mm de haut, 200 mm d’épaisseur, et sont assemblés
par des joints de 10 mm d’épaisseur.

2.2.1 Propriétés thermomécaniques des matériaux constitutifs

Les blocs sont constitués de calcaire de Saint-Vaast. Comme présenté dans le chapitre
précédent, nous avons mesuré un module de Young d’environ Eb = 5 GPa pour ces blocs
à température ambiante. L’évolution relative du module de Young et du coefficient de
dilatation thermique en fonction de la température n’étant pas connue, nous considérerons
qu’ils évoluent comme ceux du calcaire de Saint-Maximin, mesurés par Vigroux et al. [8]
et présentés sur la figure 3.3. On supposera également que le coefficient de Poisson du
calcaire de Saint-Vaast est identique à celui du calcaire de Saint-Maximin (νb = 0, 28), et
qu’il n’évolue pas avec la température.

Concernant le mortier, il existe très peu de données expérimentales décrivant son
comportement à haute température, et celles-ci sont très variables du fait de la variabilité
des mortiers. En particulier, il n’existe malheureusement à ce jour aucune donnée concernant
le coefficient de dilatation thermique des mortiers de chaux hydraulique naturelle. Pour
la suite de cette modélisation, nous avons choisi de reprendre le coefficient de dilatation
thermique proposé par Gnanakrishnan [105] et repris par Nadjai et al. [86] pour un mortier

80



2. Détermination de la loi de comportement macroscopique du mur de maçonnerie

de ciment. L’évolution du coefficient de dilatation thermique sécant correspondant à ces
données en fonction de la température est représentée sur la figure 3.3 (b).

Concernant l’évolution du module de Young en fonction de la température, on peut
citer les travaux de Patcha et al. [36] sur différents mortiers de chaux. L’évolution du
module de Young par rapport à sa valeur initiale est donnée sur la figure 3.3 (a).

(a) (b)

Figure 3.3 – Evolution du module de Young (a) et du coefficient de dilatation thermique
sécant (b) de la pierre et du mortier en fonction de la température

2.2.2 Détermination de la distribution de température dans l’épaisseur du
mur

Dans le chapitre 2, nous avons mesuré la distribution de température dans le mur,
puis nous l’avons comparée à un calcul thermique, prenant en compte ou non la teneur
en eau des matériaux. Il est alors apparu que la modélisation numérique correspondait
plutôt bien aux mesures. Cependant, étant donné le nombre d’hypothèses faites pour le
calcul numérique, il nous apparait plus fiable de nous baser directement sur la distribution
de température mesurée. La figure 3.4 représente les distributions de température prises
en compte pour les calculs. Elles correspondent aux températures mesurées par Pham et
al. [3]. L’influence des données d’entrée en termes de température sera étudiée dans la
partie 4.3, et une comparaison avec les résultats obtenus dans le chapitre 2, à partir des
températures déterminées dans ce même chapitre, sera présentée dans la partie 4.2.
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Figure 3.4 – Distributions de températures mesurées par Pham et al. [3] pour différents
temps d’exposition au feu

2.2.3 Modèle de calcul par éléments finis

Le problème thermoélastique présenté dans cette partie est résolu en utilisant le
logiciel de calcul par éléments finis Cast3M [106]. La détermination complète de la loi de
comportement macroscopique requiert la réalisation de sept calculs thermoélastiques : un
pour chaque composante du tenseur des déformations membranaires et du tenseur des
courbures, et un pour les efforts thermiques induits.

(a) (b)

Figure 3.5 – Maillage des blocs (a) et des joints (b)

La figure 3.5 représente le maillage utilisé pour ces calculs. Il est composé de 67 602
nœuds et de 47 967 éléments tétraédriques quadratiques à 10 nœuds. Chacun des sept
calculs dure environ 2 min sur un PC portable équipé d’un processeur Intel Core i5 10th
gen. et de 8 Go de RAM.

2.2.4 Détermination numérique des raideurs et efforts thermiques

La figure 3.6 et la figure 3.7 représentent quelques chargements appliqués à la cellule
de base. La figure 3.6 (a) représente la distribution de température appliquée à la cellule
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de base pour 120 min d’exposition au feu, la distribution correspondante de module de
Young (dégradé par la température) étant représentée sur la figure 3.6 (b).

(a) (b)

Figure 3.6 – (a) Distribution de température prescrite pour 120 min d’exposition au feu ;
(b) Module de Young correspondant

La figure 3.7 représente les déformées de la cellule de base lorsqu’elle est soumise à des
chargements d’extension uniaxiale et de cisaillement permettant d’obtenir les composantes
du tenseur des raideurs membranaires A et du tenseur de couplage B.

(a) (b) (c)

Figure 3.7 – Modes de chargement plans de la cellule de base : (a) ∈ = e1 ⊗ e1, (b)
∈ = e2 ⊗ e2 et (c) ∈ = (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1)/2 (vert et jaune : configuration initiale ; bleu :
configuration déformée)

Les composantes des tenseurs de raideur ainsi que des tenseurs des efforts thermiques
membranaires et des moments thermiques sont données dans le tableau 3.1.

On peut noter que :
— La différence entre les valeurs de A1111 et A2222, ou N θ

11 et N θ
22 par exemple, met en

évidence le caractère anisotrope du matériau homogénéisé. Cette différence reste
toutefois relativement faible ;
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— Comme on pouvait s’y attendre de par la présence de joints plus souples que les
blocs, les raideurs homogénéisées sont plus faibles que celles d’un mur homogène
composé de pierre uniquement, l’écart relatif étant de l’ordre de 5 à 12 % ;

— Les efforts thermiques généralisés sont entre 10 et 15 % plus faibles dans le cas
hétérogène que dans le cas homogène. Cette différence peut avoir un impact significatif
sur les efforts dans le mur, notamment lorsque les déplacements et rotations sont
prescrits égaux à zéro aux bords du mur.

— Les efforts membranaires thermiques, qui correspondent aux efforts macroscopiques
lorsque le déplacement de la cellule de base est bloqué, correspondent à des contraintes
de l’ordre de 5,5 MPa, ce qui est légèrement supérieur à la résistance en compression
de la pierre. Si le déplacement du mur était totalement restreint lors d’un incendie,
il risquerait donc de rompre en compression à cause de ces efforts thermiques.

Tableau 3.1 – Composantes des tenseurs de raideur, des efforts thermiques et des
moments fléchissants thermiques

Composante Mur avec joints Mur homogène Ecart relatif (%)
A1111 (N/m) 8,55.108 8,99.108 5,1
A1122 (N/m) 2,29.108 2,51.108 9,6
A2222 (N/m) 8,40.108 8,99.108 7,0
A1212 (N/m) 6,02.108 6,47.108 7,5

B1111 (N) 1,26.107 1,35.107 7,1
B1122 (N) 3,36.106 3,77.106 12,2
B2222 (N) 1,24.107 1,35.107 8,9
B1212 (N) 8,86.106 9.69.106 9,4

D1111 (Nm) 2,33.106 2,46.106 5,6
D1122 (Nm) 6,22.105 6,90.105 10,9
D2222 (Nm) 2,29.106 2,46.106 7,4
D1212 (Nm) 1,65.106 1,77.106 7,2
N θ

11 (N/m) −1,14.106 −1,29.106 13,2
N θ

22 (N/m) −1,12.106 −1,29.106 15,2
M θ

11 (N) −5,47.104 −6,00.104 9,7
M θ

22 (N) −5,35.104 −6,00.104 12,1

Pour conclure, la résolution numérique du problème auxiliaire nous a permis, pour un
temps de calcul très raisonnable (environ 15 min pour l’ensemble des 7 calculs sur un PC
portable classique) de déterminer la loi de comportement macroscopique d’une plaque
équivalente au mur de maçonnerie considéré.
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3 Modélisation du mur par une plaque homogène

Une fois la loi de comportement macroscopique du mur déterminée, il devient alors
possible de le modéliser par une plaque homogénéisée thermoélastique. Dans cette partie,
le cadre théorique du modèle proposé est tout d’abord rappelé, puis un exemple applicatif,
utilisant la loi de comportement macroscopique déterminée dans la partie 2, est proposé.

3.1 Position du problème

3.1.1 Cinématique de la plaque

Dans sa position initiale, le mur, modélisé par une plaque bidimensionnelle, est décrit
par une surface plane occupant un domaine S dans le plan Ox1x2. Les déplacements et
rotations, représentés sur la figure 3.8, sont alors décrits comme suit :

— Les déplacements membranaires, dans les directions 1 et 2, sont : u = u1e1 + u2e2 ;
— Le déplacement hors-plan, dans la direction 3, est noté : u3 = u3e3 ;
— Les rotations autour des axes Ox1 et Ox2 sont notées : θ = θ1e1 + θ2e2.

Figure 3.8 – Définition des déplacements et des rotations

A partir de ces déplacements, on peut définir les grandeurs suivantes :
— Le tenseur des déformations membranaires est noté ∈(u) =s ∇u ;
— Le tenseur des courbures est noté χ(θ) =s ∇θ ;
— Le vecteur des déformations de cisaillement est noté γ(u3, β) = ∇u3 −β où β = e3 ∧θ

Cette cinématique correspond à une plaque de Reissner-Mindlin. Nous ajouterons
par la suite l’hypothèse de Kirchhoff : les sections normales au feuillet moyen dans la
configuration initiale y restent normales dans la configuration déformée. Les déformations
de cisaillement sont alors nulles :

γ(u3, β) = ∇u3 − β = 0 (3.14)
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Dans l’implémentation numérique, qui sera décrite dans le paragraphe 3.1.4, nous
avons choisi de conserver une cinématique de Reissner-Mindlin et d’imposer la condition
de Kirchhoff par pénalisation des déformations de cisaillement, en considérant une raideur
en cisaillement très élevée.

3.1.2 Efforts généralisés et équations d’équilibre

Les efforts généralisés sont décrits, en tout point de la plaque, par :
— Le tenseur des efforts membranaires N :

N = Nαβ(x1, x2)eα ⊗ eβ α, β = 1, 2 (3.15)

— Le tenseur des moments fléchissants M :

M = Mαβ(x1, x2)eα ⊗ eβ α, β = 1, 2 (3.16)

— Le vecteur des efforts de cisaillement V :

V = Vα(x1, x2)e3 α = 1, 2 (3.17)

Les champs d’efforts généralisés vérifient les équations d’équilibre suivantes :


divN + p0 = 0 (a)
divV + p3 = 0 (b)
divM − V = 0 (c)

(3.18)

Dans cette expression, p = p0 + p3e3 est la densité surfacique d’efforts extérieurs
appliquée à la plaque. Le terme p0 correspond aux chargements plans tel que le poids
propre pour une plaque verticale, tandis que p3 correspond aux chargements hors-plan,
comme l’action du vent par exemple.

Dans le modèle de Kirchhoff-Love, la connaissance des efforts de cisaillement n’étant
pas nécessaire, on peut se ramener aux deux seules équations suivantes : divN + p0 = 0 (a)

div(divM) + p3 = 0 (b)
(3.19)

Ces équations sont complétées par des conditions aux limites en efforts généralisés. Pour
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le modèle de Reissner-Mindlin, ces conditions s’écrivent :


N.n = T d

Vn = T d
3

Mnn = Hd

(3.20)

où n est la normale extérieure à la frontière de la plaque, et t la tangente unitaire, telle
que e3 = n ∧ t. T d représente la densité linéaire d’efforts plans appliquée sur la portion
∂ST d de la frontière, T d

3 représente la densité d’efforts transversaux au plan appliquée sur
la portion ∂ST3 de la frontière, et Hd représente la densité linéaire de moments appliquée
sur la portion ∂SHd de la frontière (voir figure 3.9).

Figure 3.9 – Conditions aux limites du modèle de plaque

Pour le modèle de Kirchhoff-Love, ces conditions aux limites deviennent :


N.n = T d

Qn = Qd

Mnn = Hd

(3.21)

où Qn = Vn − ∂Mnt/∂t est l’effort de cisaillement effectif (voir Timoshenko et Woinowsky-
Krieger [107] par exemple).

3.1.3 Loi de comportement thermoélastique linéaire macroscopique exprimée
en variables généralisées

Comme rappelé dans la partie 2, la loi de comportement thermoélastique linéaire d’une
plaque de Kirchhoff-Love s’écrit :

N = A : ∈ − B : ∈ + N θ

M = −B : ∈ + D : ∈ + M θ
(3.22)

où les différentes raideurs, les efforts membranaires et moments fléchissants thermiques
ont été déterminés précédemment par la résolution du problème auxiliaire décrit dans la
partie 2.
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Comme évoqué précedemment, la condition de Kirchhoff est imposée par pénalité. Pour
une plaque de Reissner-Mindlin, la loi de comportement en cisaillement s’écrit :

V = Kγ (3.23)

Dans le cas isotrope, la pénalisation des déformations de cisaillement γ reviendrait à
imposer une raideur en cisaillement K >> 5/6hµ où µ serait la raideur en cisaillement du
matériau constitutif et h l’épaisseur de la plaque. En pratique, dans le modèle numérique
présenté ici, nous avons imposé K >> hA1212

3.1.4 Implémentation numérique

Le problème présenté dans les paragraphes 3.1.1 à 3.1.3 a été implémenté numériquement
dans FEniCS (Logg et al. [108], Alnaes et al. [109]). Les équations rappelées dans ces deux
paragraphes sont transformées en un problème variationnel décrit par l’équation (3.24).

Trouver (u, u3, θ) C.A.,
∀(û, û3, θ̂) C.A.,

a
(
(u, u3, θ), (û, û3, θ̂)

)
= b

(
û, û3, θ̂

) (3.24)

où C.A. désigne un champ de vitesse cinématiquement admissible.

Dans l’équation (3.24), la forme bilinéaire a s’écrit :

a =
(
(u, u3, θ), (û, û3, θ̂))

)
=
∫

S

(
Ñ(u, θ) : ∈(û) + M̃(u, θ) : χ(θ̂) + V (u, β).(∇û3 − β̂)

)
dS

(3.25)
où :

Ñ = A : ∈(u) − B : χ(θ)

M̃ = −B : ∈(u) + D : χ(θ)

V = K(∇u3 − β)

(3.26)

Dans l’équation (3.25), A, B et D sont les tenseurs de raideur homogénéisée qui
apparaissent dans l’équation (3.22), tandis que K est la raideur en cisaillement définie
dans l’équation (3.23).

La forme linéaire b s’écrit quant à elle :

b(û, û3, θ̂) =
∫

S

(
−N θ : ∈(û) − M θ : χ(θ̂)

)
dS +

∫
S
(p.û + p3û3)dS

+
∫

∂S
T d

T d.û dl +
∫

∂ST3

T d
3 û3 dl +

∫
∂S

Hd

Hd.β̂ dl (3.27)
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Dans cette équation, N θ et M θ représentent les tenseurs des efforts membranaires et
moments fléchissants thermiques. p et p3 sont les efforts répartis, tandis que T d, T d

3 et Hd

sont les efforts et moments donnés sur la frontière ∂S.

Du point de vue numérique, nous avons choisi une variation quadratique des déplace-
ments u1, u2 et u3. Le choix de l’interpolation pour les rotations est plus délicat. En effet,
les modèles numériques de plaque rencontrent souvent des problèmes de verrouillage en
cisaillement pour des plaques très minces. Plusieurs solutions existent pour passer outre :
entre autres, on retrouve des approches de type Galerkine discontinues, des éléments mixtes
de Duran-Liberman (Hale et al. [110]), ou l’utilisation d’éléments de Crouzeix-Raviart
(Bleyer [111]). Ici, nous avons choisi d’utiliser des éléments de Crouzeix Raviart pour
l’interpolation des rotations θ1 et θ2. Pour ces éléments triangulaires linéaires, les nœuds
sont situés au milieu des arêtes (et non pas aux sommets des éléments comme pour des
éléments de Lagrange), et la continuité du champ entre deux éléments n’est assurée qu’au
niveau des nœuds. Les discontinuités ainsi créées permettent d’éviter de verrouillage en
cisaillement. Le choix des éléments de Crouzeix-Raviart a été guidé par deux raisons : leur
implémentation dans FEniCS était particulièrement simple, et le modèle développé pourra
être étendu aux plaques épaisses de Reissner-Mindlin sans aucune modification. Cela est
particulièrement intéressant pour les murs de maçonnerie dont l’élancement, limité à 26
selon l’Eurocode 6 [1], est souvent à la limite entre le domaine de validité du modèle de
Reissner-Mindlin et de celui de Kirchhoff-Love.

3.2 Exemple applicatif

A titre d’illustration, on propose de reprendre l’exemple traité dans la partie 2 de ce
chapitre, pour un mur simplement appuyé sur ses bords horizontaux, et dont les bords
verticaux sont libres. L’intérêt de telles conditions aux limites, plutôt simples, réside en
l’existence de solutions analytiques pour des plaques thermoélastiques homogènes, aux-
quelles les résultats de la modélisation proposée pourront donc être comparés. Par ailleurs,
ces conditions aux limites se rapprochent de celles de l’essai non-chargé mécaniquement
décrit par Pham et al. [3], fournissant ainsi une deuxième possibilité de comparaison. Une
comparaison plus détaillée entre les résultats numériques et les résultats expérimentaux de
cette thèse sera proposée dans la partie 4 de ce chapitre.

3.2.1 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont résumées sur la figure 3.10. Le demi-espace x3 < 0 est
supposé être à la température du feu, tandis que le demi-espace x3 > 0 est à température
ambiante. Les bords latéraux du mur sont libres de contraintes, tandis que le déplacement
hors-plan u3 est nul sur les bords inférieur et supérieur du mur, qui restent cependant
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libres de tourner. Sur ces deux bords, le déplacement horizontal dans le plan (dans la
direction e1) est également libre. Si le déplacement vertical (direction e2) est bloqué sur le
bord inférieur, il est libre sur le bord supérieur, ce qui laisse la possibilité au mur de se
dilater. Enfin, le poids propre du mur est négligé, puisque nous avons montré dans Donval
et al. [112] que pour les conditions aux limites et l’élancement du mur considéré, il avait
une influence très faible sur la déformée.

Figure 3.10 – Conditions aux limites pour le premier exemple applicatif

3.2.2 Solution analytique pour une plaque homogène

Des solutions analytiques ont été développées pour prévoir la déformée thermoélastique
de plaques de Kirchhoff-Love exposées à un gradient thermique dans leur épaisseur, tout
d’abord en considérant des propriétés mécaniques constantes en fonction de la température
(Boley et Weiner [113]), puis en prenant en compte l’évolution du module de Young et du
coefficient de dilatation thermique en fonction de la température (Yang [91]). La solution
proposée par Yang est rappelée ci-dessous pour les conditions aux limites décrites sur la
figure 3.10.

La solution du problème de plaque est recherchée en termes de flèche (déplacement
u3). Dans ce cas, les conditions aux limites de la figure 3.10 se ramènent à :

x2 = 0 : u2 = 0 ; N12 = 0 ; u3 = 0 ; M22 = 0
x2 = H : N12 = N22 = 0 ; u3 = 0 ; M22 = 0

x1 = ±L/2 : N11 = N12 = 0 ; M11 = 0

Q1 = ∂M11

∂x1
+ 2∂M12

∂x2
= 0

(3.28)
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Après calculs, on peut montrer que la solution peut s’écrire sous la forme :

u3(x1, x2) = u∗
3(x2) + ũ3(x1, x2) (3.29)

avec, d’une part, le terme parabolique u∗
3 :

u∗
3(x2) = (1 + ν)χθ

2 (x2
2 − Hx2) (3.30)

où χθ = −(AM θ + BN θ)/(AD − B2) est la courbure thermique, et d’autre part :

ũ3(x1, x2) =
3,5,...∑
m=1

[Amch(αmx1) + Dmsh(αmx1)] sin(αmx1)
4H2(1 + ν)χθ

(mπ)3 (3.31)

où :

Am = (1 + ν)shα + (ν − 1)αchα

(ν + 3)shαchα + (ν − 1)α , Dm = (1 − ν)shα

(ν + 3)shαchα + (ν − 1)α
avec : αm = mπ

H

et : α = αm
L

2 , (m = 1, 3, 5, ...)

(3.32)

Ce second terme correspond à l’effet des bords latéraux libres.

La solution numérique obtenue par la méthode d’homogénéisation proposée dans ce
chapitre, appliquée à une cellule de base homogène et associée à un calcul par éléments finis
de plaques, peut alors être comparée à cette solution analytique ainsi qu’à une solution
numérique obtenue par un calcul 3D direct par éléments finis, réalisés sur le logiciel Cast3M
[106]. Le tableau 3.2 compare la flèche u3 obtenue par ces trois méthodes en trois points
A, B et C représentés sur la figure 3.10.

Tableau 3.2 – Flèches obtenues par la solution analytique, par homogénéisation et par
un calcul direct 3D par éléments finis

Solution analytique Homogénéisation Eléments finis 3D
Flèche au point A (mm) 38,01 38,03 37,81

Écart à la solution / ∼ 0 % 0,6 %
analytique

Flèche au point B (mm) 24,97 24,97 23,19
Écart à la solution / 0 % 7,1 %

analytique
Flèche au point C 26,71 26,79 26,21
Écart à la solution / 0,3 % 2,1 %

analytique
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Il apparait que les approches analytique et par homogénéisation donnent des résultats
quasi-identiques, tandis que les résultats du calcul direct par éléments finis diffèrent
légèrement, surtout au niveau des bords de la plaque (point B) où la différence entre
les deux approches vaut 7 %. Cette différence peut venir du calcul par éléments finis,
pour lequel la discrétisation (10 éléments dans l’épaisseur du mur) est limitée par les
capacités de calcul de l’ordinateur utilisé, mais peut également provenir de l’élancement
(ici défini comme le rapport entre la hauteur H et l’épaisseur h) de la plaque. En effet,
nous considérons ici une plaque d’élancement 15, qui correspond à la limite du domaine
d’application du modèle de Reissner-Mindlin pour les plaques épaisses, et du modèle
de Kirchhoff-Love pour les plaques minces. La différence entre les deux calculs pourrait
également provenir d’un effet de bord.

3.2.3 Simulation numérique pour un mur de maçonnerie hétérogène

Contrairement aux solutions analytiques proposées dans le paragraphe 3.2.2, le modèle
numérique présenté dans cette partie permet la détermination des déplacements dans le
plan du mur u1 et u2. La figure 3.11 montre les déplacements horizontaux (sous-figure (a))
et verticaux (sous-figure (b)) du mur après 120 min d’exposition au feu. L’information sur
les déplacements horizontaux est particulièrement intéressante. En effet, nous avons vu
dans la partie 2.2.4 (tableau 3.1) que lorsque le déplacement dans la direction 1 ou dans
la direction 2 était restreint, les efforts membranaires correspondants étaient de l’ordre
de -1,1 MN/m, soit une contrainte moyenne de compression égale à 5,5 MPa, ce qui est
légèrement supérieur à la résistance en compression de la pierre considérée ici. Du point
de vue du dimensionnement, il est donc intéressant de laisser au mur la possibilité de se
dilater de 4 mm horizontalement (2 mm à gauche, 2 mm à droite - voir figure 3.11 (a))
afin d’éviter une rupture par compression lors de l’incendie.

(a) (b)

Figure 3.11 – Déplacements plans (a) horizontaux et (b) verticaux

La figure 3.12 représente la flèche du mur après 120 min d’exposition au feu. On note
bien la présence d’une double courbure, horizontale et verticale, qui justifie la nécessité
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d’une modélisation du mur par une plaque, et non pas simplement par une poutre.

Figure 3.12 – Flèche u3 après 120 min d’exposition au feu

La figure 3.13 compare les déformées obtenues pour un mur homogène composé
uniquement du matériau "pierre", pour un mur homogène composé uniquement du matériau
"mortier" et pour le mur hétérogène, après 120 min d’exposition au feu. Il apparait que
la déformée du mur hétérogène est légèrement plus faible que celle du mur composé de
pierre uniquement. Si, à première vue, ce résultat peut sembler contre-intuitif, on peut
l’attribuer au faible coefficient de dilatation thermique du mortier comparativement à celui
de la pierre. A titre de comparaison, la flèche maximale d’une plaque homogène composée
uniquement de mortier est 5,4 fois plus faible que celle d’une plaque homogène composée
de pierre uniquement.

(a) (b)

Figure 3.13 – Comparaison des résultats obtenus par homogénéisation à la flèche d’un
mur homogène composé soit de pierre, soit de mortier
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3.2.4 Comparaison à un modèle numérique 3D

Les résultats obtenus par la méthode d’homogénéisation proposée dans ce chapitre
peuvent être comparés avec un calcul 3D direct, par éléments finis. Pour ce faire, nous
avons encore une fois utilisé le logiciel Cast3M. La figure 3.14 représente le maillage utilisé
pour ce calcul. Il est composé de 214 144 éléments parallélépipédiques quadratiques (CU20),
et de 890 001 nœuds. Les éléments constituant les blocs sont représentés en bleu ciel,
tandis que les éléments constituant le mortier sont représentées en bleu marine. Pour ce
maillage, les éléments ont une taille cible de 0,02 m, et seule la moitié du mur est modélisée
afin de réduire la taille du problème. Ce calcul prend environ 30 min sur un serveur de
calcul dédié, et nécessite plus de 32 Go de RAM.

(a) (b)

Figure 3.14 – Maillage utilisé pour le calcul direct : représentation de la moitié du mur
(a) et zoom sur un joint (b)

La figure 3.15 représente les déformées du plan médian du mur obtenues par homogénéi-
sation et par calcul direct, sur la droite verticale d’équation x1 = 0 (sous-figure (a)) et sur
la droite horizontale d’équation x2 = 1,48 m (sous-figure (b)), après 120 min d’exposition
au feu.

La différence relative entre la flèche maximale obtenue par ces deux méthodes est
de 4 %, alors que pour un mur homogène, elle était de 0,6 %. Au-delà des raisons déjà
mentionnées dans le paragraphe 3.2.2 pour justifier la différence entre le modèle de plaque
et l’approche directe 3D, on peut noter que le mur considéré n’est composé que d’un faible
nombre de cellules de base. Le cadre de l’homogénéisation périodique ne s’applique que
lorsque la taille de la cellule de base devient suffisamment petite devant la taille de la
structure, ce qui n’est pas exactement le cas ici puisque le mur n’est composé que de
quatre cellules de base dans chaque direction.

Malgré cette légère différence, on peut noter que les deux modèles montrent bien la
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même tendance : la flèche maximale est légèrement plus faible pour le mur avec joints que
pour le mur sans joints.

(a) (b)

Figure 3.15 – Comparaison des flèches u3 obtenues par homogénéisation et par le calcul
direct sur Cast3M

3.3 Influence des conditions aux limites sur la déformée ther-
mique

Comme souligné par Nadjai et al. [86] ou par Nguyen et Meftah [23], les conditions
aux limites ont une influence directe sur la déformée thermique du mur de maçonnerie, et
la description de ces conditions aux limites n’est pas toujours aussi simple qu’un appui
simple ou qu’un encastrement.

Un des avantages majeurs de l’approche par homogénéisation ici proposée est qu’une
fois les calculs sur la cellule de base réalisés pour différents temps d’exposition au feu, les
calculs de structure sont très rapides. Cette méthode est donc particulièrement adaptée à la
réalisation d’études paramétriques pour essayer de déterminer quelles sont les configurations
les plus défavorables en termes de déformée thermoélastique. Dans cette sous-partie, nous
proposons de nous intéresser tout d’abord aux conditions aux limites en déplacement
imposé, puis de regarder l’effet d’une charge verticale ou d’un moment imposé en tête de
mur.

3.3.1 Déplacements imposés

La figure 3.17 représente la déformée après 120 min d’exposition au feu pour trois
types de conditions aux limites, représentées sur la figure 3.16 : quatre coins simplement
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appuyés (a), quatre bords simplement appuyés (b) et deux bords verticaux libres, le bord
horizontal inférieur encastré et le bord horizontal supérieur en appui simple (c).

(a) (b) (c)

Figure 3.16 – Différentes conditions aux limites considérées

Dans ces trois cas, le déplacement vertical du bord inférieur est nul (i.e. le mur repose
sur son bord inférieur) tandis que tous les autres déplacements plans sont libres. Du point
de vue physique, les conditions (a) correspondent au cas où l’interface entre le mur et
son environnement (dalle, plancher, murs de refend) a rompu, par exemple à cause des
efforts thermiques. Les conditions (b) correspondent au cas où les mouvements hors-plan
des bords du mur sont empêchés par des éléments structuraux, mais où ces éléments
structuraux n’empêchent pas leurs rotations. Les conditions (c) correspondent au cas où
les deux bords latéraux sont libres, et où la liaison en pied de mur est beaucoup plus raide
que la liaison en tête de mur. Cela pourrait par exemple correspondre à un mur relié à une
dalle en pied, et sur lequel repose un plancher souple, en bois par exemple. Pour ce dernier
jeu de conditions aux limites, la perte de symétrie des conditions aux limites par rapport
au plan horizontal à mi-hauteur se reflète dans la perte de symétrie de la distribution de
flèche u3 par rapport à ce même plan. La flèche maximale se retrouve alors aux 2/3 de la
hauteur du mur, et non pas à mi-hauteur comme pour les autres cas étudiés.

(a) (b) (c)

Figure 3.17 – Déformée 3D pour différentes conditions aux limites
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La figure 3.18 donne le déplacement hors-plan sur une ligne verticale à mi-largeur du
mur pour les conditions aux limites (a) à (c). Les conditions aux limites (d) correspondent
aux conditions décrites sur la figure 3.10, c’est-à-dire à des bords verticaux libres de
contraintes, et des bords horizontaux rotulés. Cette étude paramétrique illustre bien
l’importance de la compréhension des conditions aux limites réelles. En effet, selon les
conditions aux limites choisies, la flèche maximale varie entre 13 mm (conditions aux
limites (c)) et 57 mm (conditions aux limites (a)).

Figure 3.18 – Flèche sur une droite verticale à mi-largeur pour les différentes conditions
aux limites considérées

Par la suite, nous conserverons uniquement les conditions aux limites (c) et (d), qui
semblent être les plus proches de celles réellement appliquées sur le mur testé dans le
chapitre 2.

3.3.2 Efforts imposés

Dans le paragraphe précédent, nous avons exploré l’effet des blocages cinématiques
sur la déformée thermomécanique du mur. Cependant, dans le cas des murs chargés
verticalement, il parait également nécessaire d’évaluer l’effet de ce chargement sur la
déformée. Les murs porteurs subissent un chargement vertical, mais celui-ci peut être
excentré par rapport au plan médian du mur. C’est pourquoi nous avons considéré un
chargement composé d’un effort vertical vers le bas N22 = −Pe2 et d’un moment fléchissant
M22 = µ = Pe où e correspond à l’excentrement du chargement P par rapport au plan
médian du mur.

La figure 3.19 résume la modification de conditions aux limites considérée. Comme
précédemment, nous considérerons des murs dont les bords verticaux sont libres, et dont
le bord inférieur est soit en appui simple (figure 3.19 (a)), soit encastré (figure 3.19 (b)).
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(a) (b)

Figure 3.19 – Modification des conditions aux limites pour prendre en compte des efforts
répartis sur les bords

3.3.2.1 Effort normal seul : Cas d’un excentrement nul (µ = 0)

La figure 3.20 donne la déformée après 120 min d’exposition au feu pour différents
chargements verticaux N22. On peut noter que l’augmentation du chargement mécanique
conduit à une diminution de la flèche u3. Ce phénomène rend bien compte de l’influence du
terme de couplage B, et risque, pour ces chargements élevés, de conduire au phénomène
de "Reverse bowing" déjà décrit dans le chapitre 2. Une manière plus simple de représenter
ce terme de couplage a déjà été présentée dans ce même chapitre 2 (figure 2.34) : il s’agit
d’une sorte de décalage du plan neutre du mur.

(a) (b)

Figure 3.20 – Flèche après 120 min d’exposition au feu sur une droite verticale à mi-
largeur pour les différentes valeurs de chargement vertical considérées, pour un mur en
appui simple sur ses bords horizontaux (a) et pour un mur en appui simple en tête et
encastré en pied (b)

On peut également noter que la charge à appliquer pour empêcher totalement la
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dilatation verticale correspond à N θ
22 . Pour le calcaire de Saint-Vaast, cette charge, qui

vaut environ 5,5 MPa, est supérieure à la résistance en compression de la pierre (5,1 - 5,3
MPa), ce qui veut dire qu’une dilatation thermique totalement empêchée conduirait à la
rupture du matériau, tel que déjà évoqué dans la partie 2.2.4.

3.3.2.2 Moment fléchissant et effort normal : Cas d’un excentrement non-nul
en tête de mur (µ = eP )

Nous avons étudié des murs qui étaient, par hypothèse, uniquement soumis à des
charges verticales et à un chargement thermique. Cependant, les résultats expérimentaux
présentés dans le chapitre précédent ont montré que même lors du chargement mécanique
sans chargement thermique, le mur exhibait une déformée hors plan. Nous nous sommes
donc interrogés sur l’existence d’un excentrement initial du chargement mécanique. La
figure 3.21 donne la déformée après 120 min d’exposition au feu pour différentes valeurs
d’excentrement et pour un chargement vertical de P = 125 kN/m (correspondant à l’essai
présenté dans le chapitre 2).

(a) (b)

Figure 3.21 – Flèche après 120 min d’exposition au feu sur une droite verticale à mi-
largeur pour les différentes valeurs d’excentrement initial de la charge considérées, pour
un mur en appui simple sur ses bords horizontaux (a) et pour un mur en appui simple en
tête et encastré en pied (b)

Il est tout particulièrement intéressant de noter que les moments fléchissants engendrés
par cet excentrement entrainent des flèches bien plus faibles que la flèche thermique. Par
rapport au chargement centré, le chargement excentré de e = h/2 entraine une variation
de la flèche de l’ordre de 6,5 mm dans le cas où les deux bords horizontaux du mur sont
en appui simple (resp. 1,9 mm dans le cas où le bas du mur est encastré), soit 18 % (resp.
15 %) de la flèche sans excentrement.
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Chapitre 3. Détermination de la déformée thermomécanique d’un mur de maçonnerie

3.4 Note sur l’effet P − δ (ou effet du second ordre)

Comme nous l’avons vu dans cette partie, le gradient thermique dû au feu entraine
une courbure thermomécanique du mur. Les efforts verticaux dus au poids propre ou au
chargement en tête de mur se trouvent alors excentrés par rapport à l’axe du mur et
engendrent alors des moments fléchissants additionnels. La courbure due à ces moments
fléchissants engendre alors des déplacements, dits de second ordre, qui viennent s’ajouter aux
déplacements transversaux dus à la déformée thermomécanique initiale. Un tel phénomène,
notamment décrit dans Bazant et Cedolin [114], est nommé "effet P − δ". Dans certains
cas, notamment pour les panneaux en béton armé de grande hauteur, l’excentrement dû à
la courbure thermique peut atteindre plus de deux fois l’épaisseur du panneau (Pham et
al. [93]). La modélisation choisie doit alors prendre en compte les effets de second-ordre.
Pour les plaques, on peut notamment recourir au modèle de Von-Karman (Yang [91]).

Nous avons vu expérimentalement dans le chapitre 2 que les déplacements hors-plan
dus au chargement thermique ne dépassaient pas un cinquième de l’épaisseur du mur pour
un essai non-chargé mécaniquement, et pouvaient même être inférieurs au vingtième de
l’épaisseur pour des essais chargés mécaniquement. Dans ce cas, la prise en compte des
effets de second ordre ne devrait pas être nécessaire.

Nous avons néanmoins présenté dans Donval et al. [112] une telle vérification par le
calcul sur un modèle simplifié de poutre. Nous avons notamment montré que pour les
conditions aux limites et les chargements thermomécaniques considérés, dans le cadre d’une
modélisation thermoélastique, l’effet P − δ était négligeable pour un mur d’élancement
(rapport entre la hauteur et l’épaisseur du mur) 15, et commençait à avoir un impact pour
des murs d’élancement 27. Un tel élancement représente la limite proposée par l’Eurocode
6 [1]. Le modèle de Kirchhoff-Love présenté dans cette partie est donc tout à fait suffisant.

4 Comparaison aux résultats expérimentaux

4.1 Résultats de l’essai non-chargé de Pham et al. [3]

On compare, dans cette partie, les résultats expérimentaux de l’essai non-chargé
présenté par Pham et al. [3] aux résultats des calculs réalisés pour les conditions aux
limites représentées sur la figure 3.10. La figure 3.22 décrit l’évolution de la flèche u3 au
centre du mur, obtenue par le calcul d’homogénéisation et mesurée expérimentalement soit
par des capteurs LVDT, soit par corrélation d’images, en fonction du temps d’exposition
au feu.

Il apparait que, pendant les 30 premières minutes, la flèche évolue plus rapidement que
prévu par le modèle. En revanche, elle se stabilise après cette durée, alors que la flèche
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4. Comparaison aux résultats expérimentaux

obtenue numériquement continue de croitre. Après 30 min d’exposition au feu, le modèle
sous-estime de 38 % la flèche mesurée, puis cet écart se réduit jusqu’à 14 % pour 120 min
d’exposition au feu. De telles différences peuvent s’expliquer par la présence de fissures,
et probablement d’autres phénomènes d’endommagement moins visibles, qui ne sont pas
pris en compte dans le modèle proposé, celui-ci présupposant que le comportement des
matériaux reste élastique, avec néanmoins des modules décroissants en fonction de la
température.

Figure 3.22 – Évolution de la flèche en fonction du temps d’exposition au feu - Essai
non-chargé de Pham et al. [3]

La figure 3.23 représente les profils de déformée sur une droite verticale à mi-largeur
(sous-figure (a)) et sur une droite horizontale à mi-hauteur (sous-figure (b)), pour 30 min
et 120 min d’exposition au feu.

(a) (b)

Figure 3.23 – Comparaison des résultats numériques et de l’essai non-chargé de Pham
et al. [3]
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Chapitre 3. Détermination de la déformée thermomécanique d’un mur de maçonnerie

Il apparait que le modèle est bien capable de reproduire la double courbure observée
expérimentalement. En revanche, la courbure horizontale calculée est moins prononcée
que la courbure horizontale expérimentale.

4.2 Résultats de l’essai chargé réalisé dans le cadre de cette
thèse (Chapitre 2)

Pour les résultats de cette partie, les conditions aux limites considérées correspondent
à celles présentées sur la figure 3.16 (c). Le bas du mur est encastré, i.e. le déplacement est
nul dans les trois directions de l’espace, et la rotation autour de l’axe x1 = 0 est nulle. Le
déplacement u3 est nul en haut du mur. Les deux bords verticaux sont totalement libres.

4.2.1 Déplacements dans le plan du mur

On peut tout d’abord s’intéresser au déplacement vertical causé par un chargement
mécanique uniquement. Pour ce faire, un effort réparti P = 125 kN/m est appliqué sur
le bord supérieur du mur. Le déplacement correspondant au niveau du bord supérieur
est uniforme et vaut 0,4 mm. Ce résultat peut être comparé aux déplacements plans lors
de la phase de chargement mécanique, qui ont été mesurés par les capteurs à fils. Le
capteur à gauche du mur mesure un tassement de 0,85 mm, tandis que celui à droite du
mur mesure un tassement de 0,3 mm. Cet écart important montre l’hétérogénéité des
propriétés du mur testé, bien que ce dernier ait été monté en conditions de laboratoire.
Pour comparer les valeurs mesurées aux résultats obtenus par le modèle numérique, nous
retiendrons la moyenne des tassements mesurés à gauche et à droite, c’est-à-dire 0,58 mm.
A température ambiante, le modèle rend donc compte d’un mur un peu (30 %) plus raide
qu’en réalité. Cela pourrait notamment être du à un comportement élastoplastique du
mortier, puisqu’on verra dans le chapitre 8 que celui-ci a une faible limite d’élasticité en
compression et qu’il est plutôt ductile.

La figure 3.24 donne les déplacements plans horizontaux (a) et verticaux (b) après 120
min d’exposition au feu.

Il est intéressant de noter que le déplacement horizontal calculé (4,8 mm, correspondant
au déplacement relatif du bord droit du mur par rapport au bord gauche) est bien
inférieur au déplacement mesuré (14 mm). En effet nous avons vu dans le chapitre 2 que
le déplacement horizontal était principalement dû à l’ouverture des fissures verticales, bien
plus qu’à la dilatation thermique de la pierre.

La figure 3.25 donne l’évolution du déplacement vertical en haut du mur, comparé
aux valeurs mesurées lors de l’essai présenté dans le chapitre 2. Il apparait que les calculs
surestiment légèrement la dilatation thermique. On note également que l’augmentation de
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4. Comparaison aux résultats expérimentaux

la charge, entre 150 et 180 min d’exposition au feu, n’est pas perçue de la même manière
par le modèle que par le mur testé expérimentalement. En effet, expérimentalement,
les déformations mécaniques dues à l’augmentation du chargement sont supérieures aux
dilatations thermiques dues à l’augmentation de la température. Pour le modèle, c’est
l’inverse. Cela tend à montrer que le modèle voit le mur plus raide que dans la réalité,
probablement parce qu’il ne prend pas les comportements anélastiques (plasticité et/ou
endommagement) des matériaux, et notamment du mortier dont la limite d’élasticité est
plus faible que le chargement appliqués.

(a) (b)

Figure 3.24 – Comparaison des déplacements plans obtenus numériquement à ceux de
l’essai présenté dans le chapitre 2

Figure 3.25 – Comparaison du déplacement vertical obtenu numériquement à celui de
l’essai présenté dans le chapitre 2 (Augmentation du chargement mécanique entre 150 et
180 min)

Enfin, les conditions aux limites de l’essai sont probablement un peu différentes de
celles appliquées au modèle. En effet, le déplacement vertical obtenu par calcul n’est pas
uniforme sur tout le bord supérieur du mur. Expérimentalement, une poutre est posée
sur le mur et devrait donc imposer un déplacement uniforme. Cependant, en l’absence
d’adhérence entre le haut du mur et la poutre, il est difficile de connaitre précisément les
conditions aux limites, et il est probable que le milieu du mur subisse une charge plus
grande que ses bords.
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Chapitre 3. Détermination de la déformée thermomécanique d’un mur de maçonnerie

4.2.2 Le chargement était-il vraiment centré ?

Lors du chargement mécanique, nous avions observé un déplacement de 1,4 mm vers le
four. Ce déplacement laisse penser que le chargement mécanique n’était pas parfaitement
centré par rapport au mur. A l’aide d’une modélisation telle que celle proposée dans
le paragraphe 3.3.2.2, on peut tenter de retrouver à quel excentrement e de la charge
verticale correspondrait un tel déplacement hors-plan. La figure 3.26 représente le profil
de déplacement hors-plan sur une droite verticale à mi-largeur du mur, pour différents
excentrements et avant exposition au feu du mur.

Figure 3.26 – Flèche sur une ligne verticale à mi-largeur pour différentes valeurs d’ex-
centrement de la charge verticale, avant exposition au feu

Sous un chargement vertical de P = 125 kN/m, un déplacement de 1,4 mm corres-
pondrait à un excentrement de la charge de 115 mm, soit plus de la moitié de l’épaisseur
du mur, ce qui parait être bien au delà de l’incertitude de positionnement du dispositif
expérimental (de l’ordre de 1 à 2 cm). Comme dans le paragraphe précédent, on peut
supposer que la raideur du mur, tant à l’effort normal qu’en flexion, était plus faible que
prévu par le modèle. Pour un chargement donné, le modèle sous-estime donc le déplacement
correspondant.

L’évolution de la déformée en fonction du temps pour un mur soumis à un moment
fléchissant engendré par un tel excentrement sera donné dans le paragraphe suivant.

4.2.3 Déplacements hors du plan du mur

Les figures 3.27 (a) et (b) donnent les déplacements sur une droite verticale à mi-largeur
et sur une droite horizontale à 5/8e de la hauteur pour 30 min (en vert) et 120 min (en
violet) d’exposition au feu.

Pour 30 min d’exposition au feu, le modèle reproduit plutôt bien la déformée observée.
Pour 120 min d’exposition, en revanche, la déformée thermique est assez largement
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4. Comparaison aux résultats expérimentaux

surestimée. On peut attribuer cette surestimation à la présence de fissures horizontales qui
jouent, en quelque sorte, le rôle de "joints" permettant une discontinuité de la rotation due
aux efforts thermiques. En effet, pour des panneaux de grande hauteur (10 m) en béton
armé, Yang [91] a montré que la présence de joints pouvait faire diminuer la déformée hors
plan de près de 40 %.
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Figure 3.27 – Comparaison des profils de flèche obtenus numériquement et mesurés lors
de l’essai chargé présenté dans le chapitre 2

La figure 3.28 compare l’évolution de la flèche calculée et de la flèche mesurée au centre
du mur. Deux valeurs sont données pour le modèle : la flèche sans prise en compte de
l’excentrement initial par rapport au plan médian du mur, et la flèche avec un excentrement
initial de 115 mm tel que déterminé dans le paragraphe précédent.

Figure 3.28 – Comparaison de la flèche au centre du mur obtenue par modélisation à la
flèche mesurée lors de l’essai chargé présenté dans le chapitre 2

Dans ce dernier cas, la flèche représentée correspond à la flèche calculée à laquelle on
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a retranché la valeur de la flèche après le chargement mécanique, mais avant exposition
au feu. En effet, lors de l’essai, nous avions remis à zéro les déplacements entre la fin du
chargement mécanique et le début de l’exposition au feu.

Dans les 30 premières minutes, c’est-à-dire tant que les fissures sont peu développées,
le modèle approxime plutôt bien la flèche mesurée. Au delà de 30 minutes, en revanche, le
modèle surestime la flèche. On note également que le modèle avec chargement excentré
donne une flèche légèrement plus élevée que le modèle avec chargement centré, et que cet
écart devient plus important lorsque le chargement mécanique augmente entre 150 et 180
min d’essai.

A titre de perspectives, il pourrait être intéressant d’inclure les fissures dans la cellule
de base. En effet, celles-ci se développent verticalement au droit des joints verticaux, et
sont presque périodiques.

4.3 Quel champ de température choisir ?

Dans le chapitre 2, nous avons remarqué qu’un calcul thermique avait tendance à
surestimer les températures calculées dans l’épaisseur du mur par rapport aux températures
mesurées. Pour cette raison, nous avons choisi de baser nos calculs de déformée sur les
températures mesurées, et non pas sur les températures calculées. Cependant, dans une
perspective de modélisation en ingénierie, réaliser un essai pour connaitre la distribution
de température parait très coûteux, voire impossible à réaliser en pratique, et on peut
supposer que les distributions de températures seront calculées. On propose donc de
comparer la flèche au centre du panneau pour la distribution de température mesurée à
celle obtenue pour la distribution de température calculée.

La figure 3.29 représente l’évolution de cette grandeur en fonction du temps d’exposition
au feu. A titre de comparaison, les résultats basés sur la distribution de température
mesurée par Pham et al. [3] ainsi que la flèche mesurée sur l’essai présenté dans le chapitre
2 sont également représentés.

On note que les déformées obtenues par le calcul en considérant la distribution de
température du chapitre 2 et celle obtenue par Pham et al. [3] sont très similaires, les
températures étant assez proches (une trentaine de degrés d’écart au plus). En revanche,
la différence entre les températures calculées et mesurées dans la partie 4 du chapitre 2
pouvait atteindre 100 °C. Cette différence se répercute sur la flèche, et il y a jusqu’à 38 %
d’écart entre la flèche maximale calculée en se basant sur la distribution de température
calculée, et la flèche maximale calculée en se basant sur la distribution de température
mesurée. On note donc que la flèche est plutôt sensible au profil thermique donné en
entrée.
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Modèle - températures
mesurées (essai présenté
dans le chapitre 2)

Modèle - températures
mesurées (essai de Pham
et al.[3])

Modèle - températures
calculées (calcul présenté
dans le chapitre 2)

Essai

Figure 3.29 – Évolution de la flèche en fonction du temps d’exposition au feu pour
différents profils de température

4.4 Remarques finales

Dans cette partie, nous avons proposé une comparaison entre résultats numériques et
résultats expérimentaux basés sur l’essai non-chargé de Pham et al. [3] puis sur l’essai
chargé présenté dans le chapitre 2. Ces comparaisons ont permis de montrer que l’ordre de
grandeur des déformations obtenues par la modélisation était correct, et que les principaux
phénomènes observés, tels que la double-courbure du mur, étaient bien reproduits.

Cependant, nous avons aussi mis en évidence quelques limites : le modèle semble rendre
compte d’un mur plus raide qu’il n’est en réalité, et ne rend pas compte de la stabilisation
de la déformée thermique après 30 à 60 minutes d’exposition au feu. Cela peut être dû à
la non-prise en compte d’un comportement non-élastique des matériaux, à des conditions
aux limites expérimentales qui ont été simplifiées pour le calcul, mais aussi à un manque
de connaissance du comportement des matériaux constitutifs de la maçonnerie sous des
sollicitations thermomécaniques. Par exemple, il n’existe pas à ce jour de travaux sur
le fluage thermique transitoire, dont l’effet est bien connu pour le béton, concernant les
pierres ou les mortiers.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une approche par homogénéisation thermo-
élastique de la détermination de la déformée thermique d’un mur de maçonnerie en pierre
massive porteuse.

La comparaison de l’approche proposée à une modélisation par éléments finis 3D
a permis de montrer que l’approche par homogénéisation donnait des résultats aussi
précis que le calcul complet, pour un temps de résolution et des ressources numériques
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bien moindres. Nous avons également montré que la déformée thermique obtenue par
homogénéisation était proche de celle obtenue par la méthode semi-analytique proposée par
Yang [91], pour un mur homogène constitué uniquement de pierre. La présence de joints
a donc peu d’effet sur la déformée thermomécanique lorsqu’on adopte une modélisation
thermoélastique et que l’épaisseur des joints reste faible. L’atout majeur de l’approche par
éléments finis de plaques par rapport à une approche semi-analytique réside dans la grande
variété des conditions aux limites qu’il est possible de traiter. Ainsi, on peut espérer se
rapprocher davantage des conditions aux limites réelles.

Nous avons pu voir, en comparant la flèche calculée à la flèche mesurée sur l’essai présenté
dans le chapitre 2 et sur l’essai non-chargé présenté par Pham et al. [3], que les tendances
observées étaient plutôt bien reproduites de façon qualitative, mais que, d’un point de vue
quantitatif, la flèche pouvait être sous-estimée ou surestimée. L’écart est probablement dû
à l’absence de prise en compte des phénomènes de plasticité, d’endommagement, ainsi que
de la fissuration dans le modèle. Cependant, compte-tenu de la sensibilité des modèles à la
distribution de température et aux conditions aux limites appliquées, et de la difficulté à
les déterminer, on peut se demander si un modèle proposant une description plus précise
du comportement mécanique donnerait réellement de meilleurs résultats prédictifs.

∗ ∗
∗
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Chapitre 4

Évaluation numérique du critère de
résistance d’un mur de maçonnerie -
Approche simplifiée bidimensionnelle

Résumé : Dans ce chapitre, on introduit tout d’abord la théorie du Calcul à la rupture
et son application dans le cadre de l’homogénéisation périodique, qui permettront, au fil
de la troisième partie de ce mémoire (chapitres 4 à 8), d’approcher par l’intérieur et par
l’extérieur le domaine de résistance d’un mur de maçonnerie, à température ambiante tout
d’abord, puis au feu. Ce chapitre se concentre ensuite sur le cas simplifié d’une cellule de
base bidimensionnelle, dans laquelle l’effet des joints verticaux est négligé. Après avoir
présenté la mise en œuvre numérique des approches statique et cinématique du Calcul à
la rupture, un premier exemple est proposé, reprenant la géométrie et les matériaux du
mur testé dans le chapitre 2. Enfin, une description plus fine, correspondant davantage
aux observations expérimentales, du critère de résistance de la pierre et du mortier est
proposée et le domaine de résistance correspondant est déterminé.
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1. Introduction

1 Introduction

Dans les deux premières parties de ce mémoire, nous avons vu que le gradient thermique
dû au feu avait deux impacts principaux : la création d’une courbure thermique, pour
laquelle une méthode d’évaluation a été proposée dans le chapitre 3, ainsi que la dégradation
de la résistance des matériaux constitutifs. L’objectif de la troisième partie de ce mémoire
est de traiter ce dernier point en proposant des approches permettant d’évaluer la résistance
de l’assemblage composé de blocs et de mortier lorsqu’il est exposé au feu.

Pour ce faire, nous avons choisi de nous baser sur la théorie du Calcul à la rupture,
qui permet d’évaluer la charge de ruine d’une structure de manière directe, en assurant
la compatibilité entre l’équilibre et le respect d’un critère de résistance en tout point de
la structure. En effet, le caractère direct, ne nécessitant pas la connaissance de la loi de
comportement du matériau, de cette approche la rend particulièrement adaptée au travail
de l’ingénieur. Dans cette troisième partie du mémoire, plusieurs approches par l’intérieur
et par l’extérieur du domaine de résistance, de complexité progressive, sont proposées,
puis validées expérimentalement. Le présent chapitre propose une première application
sur une géométrie simplifiée, considérant le mur en déformations planes. Les chapitres 5
et 6 proposent respectivement des approches semi-analytique et numériques du domaine
de résistance du mur de maçonnerie sur une géométrie tridimensionnelle. Le chapitre 7
constitue un prolongement de ces deux chapitres pour la prise en compte d’un critère de
résistance plus précis. Enfin, dans le chapitre 8, la validité de la modélisation par le Calcul
à la rupture est évaluée par comparaison à une campagne expérimentale réalisée sur des
trumeaux de maçonnerie à température ambiante.

Dans ce chapitre, on commence par rappeler brièvement les fondements du Calcul à la
rupture, de son application dans le cadre de la méthode d’homogénéisation périodique,
et de sa mise en œuvre numérique. Le problème auxiliaire de Calcul à la rupture est
ensuite décrit dans un cadre bidimensionnel, puis on présente la mise en œuvre numérique
des approches statique et cinématique. Ces approches sont appliquées à la détermination
du domaine de résistance du mur testé dans le chapitre 2. Enfin, une dernière partie du
chapitre propose quelques pistes d’amélioration pour la prise en compte de critères de
résistance plus réalistes à l’échelle du matériau.
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Chapitre 4. Évaluation numérique du critère de résistance - Approche 2D

2 Problématique d’homogénéisation périodique en
Calcul à la rupture

2.1 Présentation de la théorie du Calcul à la rupture

La théorie du Calcul à la rupture, développée par Salençon [115], est une approche
rigoureuse visant à déterminer la charge extrême d’une structure. Elle se base sur un
raisonnement de compatibilité entre l’équilibre de la structure vis-à-vis du chargement
auquel elle est soumise, et le respect, en tout point de la structure, d’un critère de résistance
des matériaux.

Un problème de Calcul à la rupture est donc défini par trois types de données (voir
figure 4.1) :

— La géométrie du système, que l’on désignera génériquement par le volume Ω, de
frontière ∂Ω. On se place dans l’hypothèse des petites perturbations, le changement
de géométrie dû au chargement est donc négligeable ;

— Le chargement, pouvant être composé de plusieurs paramètres, que l’on désignera
génériquement par le vecteur chargement Q, et qui peut être constitué d’efforts
volumiques (notés ρF sur la figure 4.1), surfaciques (notés T sur la figure 4.1),
linéiques ou éventuellement ponctuels ;

— Le critère de résistance des matériaux, donné en tout point par une fonction f . Ce
critère de résistance est défini par un domaine de résistance G(x) dans l’espace des
efforts intérieurs du problème (composantes du tenseur des contraintes de Cauchy
σ pour une modélisation de type milieu continu 3D, couple de tenseur des efforts
membranaires et des moments fléchissants (N, M) pour une plaque de Kirchhoff-
Love par exemple). Un champ d’efforts intérieurs vérifie le critère de résistance s’il
appartient au domaine de résistance, ce qui correspond à une valeur f ≤ 0 pour le
critère. Le domaine de résistance est généralement un domaine convexe, contenant le
chargement nul.

Figure 4.1 – Présentation graphique d’un problème de Calcul à la rupture
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2. Problématique d’homogénéisation périodique en Calcul à la rupture

2.1.1 Domaine des chargements potentiellement supportables

Pour simplifier la présentation, on se placera par la suite dans le cadre d’un milieu
continu tridimensionnel, qui sera adopté à l’échelle microscopique dans toute la partie 3
de ce mémoire (chapitre 4 à 8). Le cadre mécanique des plaques et des coques sera abordé
dans la partie 4 (chapitre 9).

La théorie du Calcul à la rupture nous permet de définir le domaine K des chargements
Q potentiellement supportables par la structure considérée. K est alors par définition
l’ensemble des chargements Q pouvant être équilibrés par un champ d’efforts intérieurs
σ(x) statiquement admissible avec les données en effort du problème et vérifiant, en tout
point du domaine Ω, le critère de résistance :

Q ∈ K ⇔

∃ σ(x) statiquement admissible avec Q (Condition d’équilibre)
σ(x) ∈ G(x) ∀x ∈ Ω (Condition de résistance)

(4.1)

L’adverbe "potentiellement" signifie ici que, si le matériau n’est pas élastique parfaite-
ment plastique standard (i.e. vérifiant la normalité de la règle d’écoulement plastique),
rien n’assure qu’un chargement potentiellement supportable puisse effectivement être
supporté. Il est en revanche certain que les chargements situés à l’extérieur de K ne
seront pas supportés. Dans le cas particulier où le matériau est élastique parfaitement
plastique standard, la théorie du Calcul à la rupture rejoint celle de l’Analyse limite, en
générale mieux connue. Il est alors possible de déterminer de manière certaine (et non
plus potentielle) le domaine des chargements dits "limites". Les résultats obtenus par la
théorie du Calcul à la rupture sont donc d’autant plus fiables que la loi de comportement
du matériau se rapproche de l’élasto-plasticité parfaite.

Il existe plusieurs manières de déterminer le domaine des chargements potentiellement
supportables :

— L’approche statique, visant à appliquer directement le raisonnement de compatibilité
entre l’équilibre vis-à-vis du chargement et la résistance en tout point de la structure ;

— L’approche cinématique, par laquelle ces deux conditions sont exprimées sous forme
duale par le biais de champs de vitesse virtuels.

2.1.2 Approche statique

L’approche statique consiste, pour un chargement Q donné, à appliquer directement la
définition donnée par l’équation (4.1). Si l’on peut exhiber un champ d’efforts intérieurs
σ(x) statiquement admissible avec Q et vérifiant en tout point de Ω le critère de résistance,
alors Q ∈ K. Une approche statique du domaine de résistance, notée Ks par la suite,
est obtenue en prenant l’enveloppe convexe d’un ensemble de chargements Qi vérifiant la
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définition (4.1) (voir figure 4.2 (a)).

Le domaine de résistance peut notamment être exploré par des trajets de chargement
radiaux. Pour un chargement Q̃ donné (que l’on pourra par exemple choisir unitaire), le
chargement extrême correspond à λ+Q̃ tel que :

λ+ = sup
{
λ|λQ̃ ∈ K

}
(4.2)

Soit un champ de contrainte quelconque σ̃ équilibrant Q̃. Une approche statique sur ce
trajet de chargement revient alors à déterminer le multiplicateur λs tel que :

λs = sup
{
λ|λσ̃ ∈ G(x) ∀x ∈ Ω

}
≤ λ+ (4.3)

(a) (b)

Figure 4.2 – Approche statique : enveloppe convexe de chargements potentiellement
supportables Qi constituant Ks (a) et principe de l’approche par trajets de chargements
radiaux (b)

2.1.3 Approche cinématique

L’approche cinématique consiste à dualiser la définition du domaine de résistance
donnée par l’équation (4.1). Soit u un champ de vitesse virtuelle. Ce champ n’est astreint
à aucune limitation, et peut notamment exhiber des discontinuités que l’on notera v = [[u]].

On introduit alors la puissance des efforts extérieurs :

Pe(u) = Q.q̇ (4.4)

où q̇ représente le vecteur des paramètres cinématiques en dualité avec les paramètres de
chargement, ainsi que la puissance de déformation :

Pdef (u) =
∫

Ω
σ : ddV +

∫
Σ
(σ.n).vdS (4.5)

où d = (gradu +t gradu)/2 est le taux de déformation virtuelle associé au champ de vitesse
virtuelle u, et Σ désigne l’ensemble des surfaces de discontinuité du champ de vitesse
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virtuelle, de normale unitaire n.

La dualisation des équations d’équilibre aboutit alors à la condition suivante :

Pe(u) = Pdef (u) ∀u (4.6)

La dualisation du critère de résistance local se base sur l’utilisation de la fonction
d’appui π du domaine G(x), définie pour tout taux de déformation virtuelle d (resp. pour
toute discontinuité de vitesse virtuelle v) par :

π(d) = sup
σ∈G(x)

σ : d et π(v, n) = sup
σ∈G(x)

(σ.n).v (4.7)

La puissance résistante maximale s’écrit alors :

Prm(u) =
∫

Ω
π(d)dV +

∫
Σ

π(v, n)dS (4.8)

et une condition nécessaire de stabilité vis-à-vis du chargement Q s’écrit alors :

Pe(u) = Q.q̇(u) ≤ Prm(u) ∀u (4.9)

Comme pour l’approche statique, le domaine de résistance peut être exploré par trajets
de chargement radiaux. Pour un trajet de chargement Q̃ donné, et un chargement Q = λcQ̃,
et en supposant que Q̃.q̇(u) > 0, la condition nécessaire de stabilité se réécrit :

λc ≤ Prm(u)
Q̃.q̇(u)

(4.10)

L’approche cinématique consiste alors à chercher le champ de vitesse virtuelle u

minimisant le membre de droite de l’équation (4.10).

Pour ce chargement, l’équation Pe(u) = Prm(u) définit, pour q̇ fixé, un hyperplan
divisant l’espace des chargements en deux demi-espaces (voir figure 4.3 (a)). Une approche
par l’extérieur du domaine des chargements potentiellement supportables, notée Kcine est
finalement définie comme l’intersection de tous les demi-espaces tels que Pe(u) ≤ Prm(u)
correspondant à tous les chargements Q explorés (voir figure 4.3 (b)).
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(a) (b)

Figure 4.3 – Approche cinématique : trajets de chargements radiaux (a) et intersection
des demi-espaces constituant Kcine

2.2 Principe de la démarche d’homogénéisation en Calcul à la
rupture

Lorsque la structure est composée d’un assemblage qui se répète périodiquement, il
peut être commode de remplacer cet assemblage par un matériau homogène équivalent
dans l’étude. L’objectif de l’homogénéisation en Calcul à la rupture (Suquet [116], de
Buhan [117]) est de déterminer, de façon rigoureuse, le critère de résistance macroscopique
de ce matériau homogène équivalent.

Un tel critère peut être déterminé par la résolution d’un problème de Calcul à la
rupture dit auxiliaire, tout comme dans le cas élastique présenté dans le chapitre 3. Pour
ce faire, on commence par extraire une cellule de base du milieu périodique initial. Cette
cellule de base est ensuite soumise à un chargement bien choisi, qui sera précisé par la suite.
Tout comme pour une structure, on peut appliquer les approches statique et cinématique
du Calcul à la rupture pour déterminer le domaine de résistance macroscopique.

Ce critère, s’il s’exprime sous forme analytique ou semi-analytique, peut ensuite être
utilisé directement à l’échelle de la structure homogénéisée. S’il est obtenu par voie
numérique, il pourra en revanche être nécessaire de l’approximer pour pouvoir l’appliquer
à la structure considérée.

On notera enfin que le cadre de l’homogénéisation en Calcul à la rupture n’est valable
que lorsque la taille des hétérogénéités est faible par rapport à celle de la structure.
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2. Problématique d’homogénéisation périodique en Calcul à la rupture

2.3 Quelques travaux antérieurs

2.3.1 Homogénéisation en Calcul à la rupture pour les milieux continus 2D
ou 3D

Dans certains cas simples, il est possible de déterminer analytiquement le critère de
résistance macroscopique d’une structure hétérogène : un milieu poreux (Maghous [118]),
un matériaux multicouche (de Buhan [117]), un composite à fibres (de Buhan et Taliercio
[119]) par exemple.

Quelques cas plus appliqués (terre armée (de Buhan et al. [120]), renforcement du sol
par des colonnes ballastées (Jellali et al. [121])) peuvent également être traités par des
approches analytiques et ainsi fournir des outils de calcul intéressants pour des applications
de dimensionnement.

Lorsque le critère est plus complexe, ou afin d’obtenir une meilleure évaluation de celui-
ci, il est également possible de recourir à des approches numériques. On peut notamment
citer les travaux de Guéguin et al. [122] sur les sols renforcés par colonnes. Dans ce cas, la
cellule de base est discrétisée en éléments finis, puis soumise à un chargement périodique
qu’on précisera plus tard.

Dans le cas des composites à renforts linéaires fibrés, il est également intéressant de
mentionner les approches multiphasiques, qui permettent de tenir compte d’une éventuelle
perte d’adhérence entre les différentes phases composant le matériau, ou encore de pendre
en compte les résistances en flexion et cisaillement des inclusions de renforcement (Thai
Son et al. [123] pour une approche analytique concernant les sols renforcés, Vincent et al.
[124] sur du béton armé et Hassen et al. [125] sur des sols renforcés pour une approche
numérique).

2.3.2 Homogénéisation en Analyse limite et en Calcul à la rupture pour les
plaques

La problématique de l’homogénéisation des plaques en Analyse limite a été largement
développée dans la thèse de Bourgeois [103].

Soit une plaque périodique dont on note η la dimension caractéristique de la période
dans son plan, et e l’épaisseur. Une telle structure peut être modélisée comme une plaque
bidimensionnelle si son épaisseur e est suffisamment petite par rapport aux deux autres
dimensions de la structure. La définition de la cellule de base et du modèle mécanique
associé dépendent du ratio entre η et e. Trois cas peuvent être distingués :

— Épaisseur très petite par rapport à la taille de la période (η >> e - voir
figure 4.4 (a)) : la cellule de base peut alors être elle-même considérée comme une
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plaque de Kirchhoff-Love ou de Reissner-Mindlin selon le modèle considéré. Une tôle
perforée fait par exemple partie de cette catégorie. Des résultats ont notamment été
obtenus de manière numérique par Bleyer et de Buhan ([126]).

— Période très petite par rapport à l’épaisseur (η << e - voir figure 4.4 (b)) : on
peut alors résoudre un problème d’homogénéisation bidimensionnelle dans chaque
couche, puis obtenir un critère à l’échelle de la plaque en se basant sur la théorie
des stratifiés. Les plaques multicouches, homogènes dans leur plan, constituent un
exemple limite de ce cas, et on peut par exemple citer l’approche analytique du
domaine de résistance d’un mur en béton exposé au feu proposée par Yang [91].
Pour simplifier cette modélisation, les champs de contraintes peuvent également être
considérés plans dans chaque couche. Concernant la maçonnerie, certaines approches
se basent sur de telles hypothèses pour simplifier le problème (Milani et al. [127]
par exemple). On peut cependant s’interroger sur la pertinence des hypothèses de
contrainte plane et de période petite par rapport à l’épaisseur dans le cas des murs
en maçonnerie.

— Épaisseur et période du même ordre de grandeur (η ≈ e - voir figure 4.4
(c)) : dans ce cas, il est nécessaire de considérer une cellule de base tridimensionnelle.
Pour faciliter la résolution, on peut notamment, comme proposé par Lewinski [128],
imposer à cette cellule de base de suivre une cinématique de plaque. En choisissant une
cinématique de Kirchhoff-Love, on peut alors déterminer le domaine de résistance dans
l’espace des efforts membranaires et des moments fléchissants. De la même manière,
en appliquant une cinématique de Reissner-Mindlin à la cellule de base, on peut
obtenir le domaine de résistance équivalent dans l’espace des efforts membranaires,
de cisaillement et des moments fléchissants. Du point de vue analytique, de telles
approches ont notamment été développées par Dallot et Sab [129] pour des plaques
stratifiées. Elles ont également été appliquées au cas des murs en maçonnerie par Sab
[5], Cecchi et Sab [130] et par Stefanou et al. [82]. Concernant l’approche numérique,
une telle méthode a été mise en œuvre par Bleyer et al. [131] sur une cellule de base
correspondant à une poutre en béton armé, et nous proposerons, dans le chapitre 6,
une mise en œuvre numérique appliquée à la maçonnerie.

(a) η >> e

(b) η << e (c) η ≈ e

Figure 4.4 – Définition de la cellule de base et du modèle mécanique associé selon la
géométrie du milieu initial
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2.3.3 Enjeux et intérêts d’une mise en œuvre numérique

Comme évoqué dans le paragraphe précédent, plusieurs auteurs ont proposé des
approches cinématiques analytiques ou semi-analytiques du domaine de résistance d’un
mur de maçonnerie. Cependant, en l’absence d’approche statique, beaucoup plus difficile à
mettre en œuvre analytiquement sur une cellule de base 3D pour le problème considéré, il
est impossible d’évaluer la qualité des majorants obtenus par les approches cinématiques.
De plus, la dégradation des matériaux provoquée par le feu apporte une hétérogénéité
supplémentaire au problème. Les approches numériques du Calcul à la rupture présentent
alors un intérêt majeur pour pouvoir accéder à des minorants ou à des majorants plus
précis.

Nous avons vu dans la partie 2.1 que les approches statique et cinématique du Calcul à
la rupture pouvaient s’exprimer respectivement sous forme d’un problème de maximisation
du multiplicateur λ ou d’un problème de minimisation de Prm(u)/Pe(u). Les variables
d’optimisation sont alors les composantes du tenseur des contraintes σ pour l’approche
statique, et du champ de vitesse u pour l’approche cinématique. Ces problèmes d’optimi-
sation peuvent donc être résolus assez naturellement une approche de type éléments finis,
qui permet d’engendrer de tels champs de vitesse virtuelle.

Les premières méthodes développées dans le cadre de l’Analyse limite (Lysmer [132],
Anderheggen et Knöpfel [133]) reposaient sur des solveurs d’optimisation linéaire. Il était
alors nécessaire de linéariser le critère ou sa fonction d’appui, et la qualité des minorants
et des majorants obtenus dépendait entre autres de cette approximation.

Le développement des méthodes d’optimisation, et notamment de l’algorithme de point
intérieur par Nesterov et Nemirovskii [134] en 1984, a dans un premier temps permis
l’amélioration des approches par linéarisation. Dans un second temps, l’extension de
l’algorithme de point intérieur aux problèmes d’optimisation conique quadratique a permis
la formulation directe, sans approximation, des critères de Tresca et de Mohr-Coulomb pour
des problèmes bidimensionnels, ainsi que des critères de Von-Mises et de Drucker-Prager
dans le cas 3D. On peut notamment citer les travaux de Makrodimopoulos et Martin [135],
ainsi que ceux de Krabbenhøft et al. [136]. Il faut cependant noter que l’utilisation de la
programmation conique quadratique pour résoudre des problèmes d’Analyse limite ou de
Calcul à la rupture repose sur l’existence de solveurs performants, comme Mosek [137] par
exemple.

Pour des structures tridimensionnelles composées de matériaux de Tresca ou de Mohr-
Coulomb, le problème ne peut plus s’écrire comme un problème d’optimisation conique
de second ordre, et doit être mis sous la forme d’un problème d’optimisation semi-définie
positive (SDP)(Martin et Makrodimopoulos [138], Krabbenhøft et al. [139]). La taille bien
plus importante du problème 3D par rapport à un problème 2D en déformations planes,
combiné aux moins bonnes performances des algorithmes de résolution des problèmes SDP,
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nous ont conduit à privilégier dans un premier temps une implémentation bidimensionnelle
du problème, qui sera présentée dans la suite de ce chapitre.

Enfin, on notera que les solveurs d’optimisation commerciaux sont souvent généralistes,
et, par conséquent, ne sont pas particulièrement bien adaptés à la résolution de problèmes
modélisés par des éléments finis en Calcul à la rupture. Un axe de recherche consiste donc
à développer des solveurs spécialement adaptés (Podlich et al. [140])

3 Position du problème auxiliaire de Calcul à la rup-
ture

3.1 Géométrie et matériaux

Comme indiqué dans l’introduction, on considère dans ce chapitre une géométrie
simplifiée du mur, représenté sur la figure 4.5. Le mur est alors en conditions de déformations
planes dans le plan (e2, e3), et seuls les joints horizontaux sont alors pris en compte. Le mur
est modélisé comme un milieu continu, hétérogène, périodique dans la direction verticale
e2, constitué de blocs de hauteur H, d’épaisseur h, reliés par des joints d’épaisseur t.

Figure 4.5 – Mur en déformations planes dans le plan (e2, e3), et cellule de base extraite

On peut extraire de ce milieu périodique une cellule de base composée de deux demi-
blocs et d’un joint horizontal, également représentée sur la figure 4.5.

Dans un premier temps, la résistance des blocs et du mortier est décrite par un critère
de Mohr-Coulomb de cohésion cb et d’angle de frottement interne φb pour les blocs (resp.
cm et φm pour le mortier) :

f(σ) = (1 + sin φk)σI − (1 − sin φk)σIII − 2ck cos φk ≤ 0 (k = b, m) (4.11)
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où σI et σIII sont respectivement les contraintes principales majeure et mineure (comptées
positivement en traction).

3.2 Mode de chargement de la cellule de base

Le mode de chargement de la cellule de base est le suivant :
— Les forces de volume sont nulles ;
— Les faces latérales de la cellule de base sont libres de contraintes ;
— Le vecteur contrainte est antipériodique sur les faces inférieure et supérieure de la

cellule de base ;
— La vitesse sur les faces inférieure et supérieure de la cellule de base est de la forme

(Bourgeois [103]) :

uD,χ̇ − uper(ξ) = (D − ξ3χ̇)ξ2e2 + 1
2 χ̇ξ2

2e3 (4.12)

où D est le taux de déformation macroscopique dans la direction 2 (direction verticale), χ̇

est le taux de courbure et uper est la fluctuation périodique du champ de vitesse.

On définit alors l’espace des champs de contraintes statiquement admissibles avec les
données en efforts du problème. Ces champs de contraintes σ doivent vérifier :

— L’équilibre local en l’absence de forces de volume ;
— L’équation de saut à la traversée d’éventuelles surfaces de discontinuité du champ de

contraintes ;
— La condition de périodicité sur les faces inférieure et supérieure de la cellule de base.
On définit également l’espace des champs de vitesse virtuelle cinématiquement admis-

sibles, qui correspondent aux champs vérifiant l’équation (4.12).

Pour de tels champs de vitesse, le champ de taux de déformation d s’écrit :

d − dper = (D − ξ3χ̇)e2 ⊗ e2 (4.13)

où dper est le taux de déformation correspondant à la fluctuation périodique de vitesse
uper.

On peut montrer que pour tout champ de contrainte statiquement admissible et tout
champ de déplacement cinématiquement admissible avec le chargement défini par les
paramètres cinématiques (D, χ̇), le principe des puissances virtuelles s’écrit :

∫
V

σ : ddV = |S|(ND + Mχ̇) (4.14)

où V = (H + t) × e × 1 est le volume de la cellule de base par unité de longueur dans la
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direction 1, et |S| = (H + t) × 1 sa surface projetée sur le plan (Oe1e2), également par
unité de longueur dans la direction 1.

Les paramètres de chargement sont alors l’effort normal et le moment fléchissant, définis
par unité de longueur dans la direction e1 :

N = 1
|S|

∫
V

σ22dV et M = − 1
|S|

∫
V

ξ3σ22dV (4.15)

3.3 Critère de résistance macroscopique : définitions statique et
cinématique

Dans le cadre de la théorie du Calcul à la rupture, le domaine de résistance macrosco-
pique GM , et le critère macroscopique associé F sont définis de la manière suivante :

(N, M) ∈ GM ⇔ F (N, M) ≤ 0 ⇔

∀σ statiquement admissible avec (N, M),
∀ξ ∈ Sk, fk(σ(ξ)) ≤ 0, k = b, m

(4.16)

où Sk est le domaine de la cellule occupé par le composant k (b pour le bloc et m pour le
mortier).

Un champ de contrainte est statiquement admissible avec (N, M) si et seulement s’il
vérifie l’équilibre en tout point, l’équation de saut et la condition d’antipériodicité du
vecteur contrainte tels que présentés dans la sous-partie 3.2, et qu’il équilibre l’effort normal
N et le moment fléchissant M , tels qu’ils ont été définis dans cette même sous-partie.

La dualisation des équations d’équilibre par le théorème des puissances virtuelles, en
prenant en compte les conditions de résistance des deux matériaux constitutifs, conduit à
la définition suivante du domaine de résistance macroscopique :

GM =
⋂

(D,χ̇)∈R2

{
(N, M)|ND + Mχ̇ ≤ ΠM(D, χ̇)

}
(4.17)

où ΠM(D, χ̇) est la fonction d’appui du domaine de résistance macroscopique, définie
comme :

ΠM(D, χ̇) = sup
{
ND + Mχ̇|(N, M) ∈ GM

}
(4.18)

En supposant les approches statique et cinématique équivalentes, on aboutit à l’expres-
sion suivante de la fonction d’appui macroscopique :

ΠM(D, χ̇) = min
uC.A.(D,χ̇)

{
1

|S|
Prm(u)

}
(4.19)
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Dans cette expression, la puissance résistante maximale développée dans la cellule de
base s’exprime de la manière suivante :

Prm(u) =
∫

Sb
πb(d)dV +

∫
Σb

πb(v, n)dS +
∫

Sm
πm(d)dV +

∫
Σm

πm(v, n)dS (4.20)

Dans cette expression, Sk représente le volume occupé par le matériau k par unité de
longueur dans la direction 1, et Σk les surfaces de discontinuité dans le matériau k,
également par unité de longueur dans la direction 1.

Dans le cas où on se place en déformations planes dans le plan (e2, e3), les fonctions
d’appui πk(d) correspondant aux déformations d dans le composant k sont données par :


πk(d) = ck

tan φk
trd si trd ≥ (|dI | + |dIII |) sin φk

πk(d) = +∞ sinon
(4.21)

où dI et dIII désignent les valeurs principales du tenseur des taux de déformation, tandis
que les fonctions d’appui πk(v, n) correspondant aux discontinuités de vitesse v au travers
de surfaces de discontinuités Σ de normale n sont données par :

πk(v, n) = ck

tan φk
v.n si v.n ≥ |v| sin φk

πk(v, n) = +∞ sinon
(4.22)

3.4 Influence du feu

Comme mentionné dans l’introduction de ce mémoire ainsi que dans l’analyse des
résultats expérimentaux du chapitre 2, l’exposition au feu a de multiples effets sur un
mur de maçonnerie. Au niveau de la structure, une courbure thermique ainsi que des
fissures ont pu être observées. A haute température, les matériaux vont également perdre
progressivement leur résistance et leur raideur.

Dans le cadre de l’Analyse limite ou du Calcul à la rupture, les contraintes thermomé-
caniques dues au gradient thermique dans l’épaisseur du mur, qui sont des chargements
auto-équilibrés (i.e. à l’équilibre avec un chargement mécanique nul), n’impactent pas la
charge extrême de la structure. Par conséquent, au niveau mésoscopique de l’assemblage
pierre-mortier, seule la dégradation des matériaux en fonction de la température impacte
la charge extrême (voir Pham [90] par exemple).

En supposant le transfert thermique unidirectionnel dans la direction transversale du
mur, la température dans le mur pour un temps d’exposition au feu donné ne dépend que
de la coordonnée dans l’épaisseur du mur ξ3. Pour un temps d’exposition au feu donné, le
profil de résistance à la traction et à la compression des deux matériaux est une fonction
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de la température, et donc de la coordonnée ξ3.

Dans le cas d’un critère de Mohr-Coulomb, la résistance à la traction et à la compression
dépendent de la cohésion et de l’angle de frottement interne du matériau. Puisqu’il n’existe
dans la littérature aucune donnée sur l’évolution de l’angle de frottement interne d’un
calcaire exposé à des températures élevées, nous avons choisi de le considérer comme
demeurant constant en fonction de la température, ce qui permet également de simplifier
les modèles présentés dans ce chapitre ainsi que dans les chapitres 5 à 7. On considère
donc que seule la cohésion est affectée par le feu (voir figure 4.6 (a)).

(a) (b)

Figure 4.6 – (a) Critère de Mohr-Coulomb à température ambiante et à température
élevée ; (b) Schématisation du profil de cohésion en fonction du profil de température dans
l’épaisseur du mur

Finalement, déterminer le domaine de résistance d’un mur après un temps d’exposition
au feu donné revient simplement à déterminer la résistance d’un mur dont la cohésion
varie dans la direction 3 (voir figure 4.6 (b)), et dont l’angle de frottement interne et la
cohésion sont constants par morceaux dans la direction 2.

4 Implémentation numérique par la méthode des élé-
ments finis en Calcul à la rupture

Compte-tenu des fortes hétérogénéités du problème considéré, une approche numérique
nous a, dans un premier temps, parue plus adaptée qu’une approche analytique.

Pour l’approche statique comme pour l’approche cinématique, un maillage triangulaire
constitué d’éléments linéaires (T3) est utilisé pour discrétiser la cellule de base. Un exemple
de maillage sera proposé dans la partie 5.
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4.1 Formulation éléments finis de l’approche statique à tempé-
rature ambiante

Dans le cadre de l’approche statique, les inconnues du problème d’optimisation sont les
composantes du champ de contrainte, qui sont exprimées aux nœuds de chaque élément,
autorisant ainsi les discontinuités du champ de contraintes entre deux éléments adjacents
(voir figure 4.7). Le champ de contrainte au point ξ d’un élément j s’écrit alors :

σj(ξ) =
3∑

i=1
Ni(ξ)σj

i
(4.23)

où σj
i

désigne le tenseur des contraintes au nœud i de l’élément j, et Ni désigne la fonction
de forme linéaire correspondant à ce même nœud. L’expression des fonctions de forme
est classique et peut être retrouvée dans Dhatt et Touzot [141] par exemple. Le caractère
linéaire des fonctions de forme, combiné avec la convexité du critère, permet de s’assurer
que la vérification du critère aux trois nœuds de l’élément implique bien qu’il soit respecté
partout sur l’élément.

Figure 4.7 – Interpolation linéaire du champ de contrainte pour l’approche statique

Pour un trajet de chargement (N, M) = (λ cos α, λ sin α) donné, l’approche statique
revient à maximiser la valeur du multiplicateur de charge sous les six contraintes suivantes :

Contraintes 1 à 5 (Admissibilité statique)
— En tout élément, le champ de contrainte est à l’équilibre avec des forces à distance

nulles ;
— La condition de saut [[σ.n]] = 0 est vérifiée au niveau de toutes les surfaces de

discontinuité du tenseur des contraintes ;
— Sur les surfaces ξ3 = ±h/2, le vecteur contrainte est nul ;
— Sur les surfaces ξ2 = ±(H + t)/2, le vecteur contrainte est antipériodique ;
— Le champ de contrainte solution doit également équilibrer le chargement (N, M),

défini par l’équation (4.15).
Ces conditions d’admissibilité statique sont des contraintes linéaires portant sur les valeurs
nodales du tenseur des contraintes, et qui sont reliées, pour la dernière condition, au
chargement macroscopique et à la géométrie de l’élément.
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Contrainte 6 (Critère de résistance)

Enfin, le champ de contrainte doit vérifier le critère de résistance en tout point de la
cellule de base. Pour une modélisation bidimensionnelle en déformations planes, le critère
de résistance de Mohr-Coulomb peut s’exprimer sous forme de conditions coniques de
second ordre.

Ce problème d’optimisation, sous sa forme discrétisée, peut ensuite être résolu par un
solveur d’optimisation conique. Dans cette étude, l’API 1 Python de Mosek (version 9.3) a
été utilisée.

4.2 Formulation éléments finis de l’approche cinématique à tem-
pérature ambiante

Pour l’approche cinématique, les variables principales du problème d’optimisation sont
les vitesses, exprimées aux nœuds de chaque élément (tel que représenté sur la figure 4.8)
afin d’autoriser les discontinuités de vitesse entre éléments.

Le champ de vitesse dans un élément j peut alors s’écrire :

uj(ξ) =
3∑

i=1
N j

i (ξ)U j
i (4.24)

où U j
i est la vitesse au nœud i de l’élément j, et N j

i désigne la fonction de forme linéaire
du même nœud.

Figure 4.8 – Interpolation linéaire du champ de vitesse pour l’approche cinématique

La linéarité du champ de vitesse virtuelle en fonction des coordonnées d’espace rend
les taux de déformation dj correspondants constants par élément, et permet d’assurer
que la vérification de la condition de pertinence en n’importe quel point de l’élément (et
en particulier en son barycentre) implique son respect en tout point de l’élément. De la
même manière, la linéarité des discontinuités de vitesse vjk assure que la vérification de la

1. Une API (application programming interface) est une interface logicielle permettant de connecter
deux logiciels, ici le langage de programmation Python et le solveur d’optimisation Mosek.
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condition de pertinence aux extrémités d’une discontinuité Σjk entre deux éléments j et k

assure son respect sur toute l’arête. La puissance résistante maximale s’écrit alors :

Prm(u) =
Nelem∑
j=1

πk(dj)Sj +
NΣ∑
l=1

πk(vl)ll (4.25)

où Nelem est le nombre d’éléments, Sj la surface de l’élément j, NΣ le nombre d’arêtes de
discontinuité, et ll la longueur de la discontinuité l.

L’approche cinématique peut être pilotée soit en imposant les déformations macro-
scopiques (D, χ̇), soit en imposant les efforts généralisés (N, M). Dans ces deux cas, elle
revient à minimiser la valeur de la puissance résistante maximale sous les trois conditions
suivantes :

— Les vitesses (variables d’optimisation principales du problème) sont reliées aux taux
de déformations et aux discontinuités de vitesse (variables d’optimisation secondaires
du problème) par des conditions linéaires ;

— Le champ de vitesse doit vérifier des conditions aux limites périodiques, données par
l’équation (4.12), ce qui constitue également un ensemble de conditions linéaires ;

— La condition de pertinence du critère de Mohr-Coulomb est vérifiée au barycentre
des éléments pour les déformations et aux nœuds des arêtes pour les discontinuités,
constituant ainsi un ensemble de conditions coniques du second ordre.

Dans le cas où l’approche cinématique est pilotée en prescrivant les efforts généralisés,
on impose également que la puissance des efforts extérieurs soit unitaire :

Pe(U) = ND + Mχ̇ = 1 (4.26)

Note : Le choix d’éléments linéaires T3, plutôt que d’éléments quadratiques T6,
généralement plus adaptés (surtout en présence de moments de flexion car ils permettent
de rendre compte d’une variation linéaire du taux de déformation), est discutable. Il se
justifie par le contexte dans lequel a été réalisé ce développement, qui doit être considéré
comme une "preuve de concept" avant son implémentation 3D. La comparaison entre les
approches statique et cinématique, qui sera présentée dans la partie 5, a montré que les
résultats proposés par ces deux approches donnaient un encadrement suffisamment précis
de la charge extrême, d’où le choix de conserver des éléments linéaires pour cet exemple.

4.3 Influence du feu

Dans la sous-partie 3.4, nous avons présenté deux hypothèses majeures pour la prise
en compte de l’influence du feu :

— Le transfert thermique est unidirectionnel et ne dépend que de la coordonnée dans
l’épaisseur du mur ;
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— L’angle de frottement interne du matériau reste constant, seule sa cohésion est
affectée par le feu.

L’expression du critère et celle de la fonction d’appui correspondante sont données par les
équations (4.27) et (4.28).

f(σ) = σI(1 + sin φk) − σIII(1 − sin φk) − 2ck(ξ3) cos φk ≤ 0 (4.27)

πk(d) =


ck(ξ3)
tan φk

trd si trd ≥ (|dI | + |dIII |) sin φk

+∞ sinon
(4.28)

D’un point de vue numérique, la cohésion en chaque nœud pour l’approche statique, et
la fonction d’appui au barycentre de l’élément pour l’approche cinématique, ont donc été
affectées d’un coefficient multiplicatif de dégradation correspondant à la température à
leur côte ξ3.

Un des atouts majeurs du Calcul à la rupture, par rapport à une approche du type
élastoplastique par exemple, est de fournir des approches par l’intérieur (par la statique) et
par l’extérieur (par la cinématique) rigoureuses du domaine de résistance macroscopique de
la structure. Dans le cas général, les approches proposées restent rigoureuses en considérant :

— Pour l’approche statique, la valeur minimale de la cohésion sur l’élément dans le
critère de résistance ;

— Pour l’approche cinématique, la valeur maximale de la cohésion dans le calcul de la
fonction d’appui.

Dans le cas particulier où la fonction ck(ξ3) est concave (voir figure 4.6 (b)), les
approches statique et cinématique peuvent être améliorées en considérant la valeur de la
cohésion à chaque nœud (pour la statique) et au barycentre (pour la cinématique). En
effet, pour l’approche cinématique, la concavité de ck implique que :

Selemck
barycentre ≥

∫
Selem

ck(ξ3)dS (4.29)

où ck
barycentre est la cohésion au niveau du barycentre de l’élément. L’intégrale de la puissance

résistante maximale sur l’élément peut donc être majorée par sa valeur au niveau du
barycentre multipliée par la surface de l’élément.
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5 Exemple applicatif

5.1 Présentation de l’exemple

Pour ce premier exemple, on considère un mur composé de blocs de hauteur H = 360 mm,
d’épaisseur h = 200 mm et de longueur infinie dans la direction 1. Ces blocs sont assemblés
par des joints d’épaisseur t = 10 mm.

Les blocs sont composés de calcaire de Saint-Vaast, de résistance à la compression
Rc = 5,3 MPa, et les joints sont composés de mortier de chaux hydraulique naturelle, de
résistance Rc = 0,5 MPa. Ces propriétés de résistance correspondent aux mesures réalisées
sur la pierre et le mortier testés dans le chapitre 2. La connaissance de la résistance en
compression des matériaux n’est toutefois pas suffisante pour en déduire leur cohésion et
leur angle de frottement interne.

5.2 Propriétés de résistance des matériaux à température am-
biante

La résistance des matériaux constitutifs des blocs et du mortier est décrite par un
critère de Mohr-Coulomb.

Concernant les maçonneries en pierre massive, il n’existe à notre connaissance que très
peu de travaux proposant de déterminer l’angle de frottement interne de la pierre. En effet,
dans le bâti ancien en pierre, les blocs sont souvent bien plus résistants que le mortier, et
peuvent, du point de vue de la modélisation, être considérés en première approximation
comme infiniment résistants. Dans la thèse de Parent [10], on retrouve la valeur φ = 28o

pour le calcaire de Saint-Maximin, et des valeurs de 30° à 45° sont fréquemment retrouvées
dans la littérature concernant l’angle de frottement interne des blocs de maçonnerie en
brique ou en silico-calcaire. En revanche, en considérant la pierre comme une roche, de
nombreux travaux se sont intéressés à ses propriétés de résistance. On peut notamment
citer les travaux de Bemer et al. [142], de Baud et al. [143] ou de Abdallah et al. [24]. Dans
les travaux de Baud et al.[143] et de Abdallah et al.[24], l’angle de frottement interne du
calcaire de Saint-Maximin est bien plus faible, et ne vaut que 17°. La figure 4.9 (a) donne
quelques résultats d’essais triaxiaux extraits de Abdallah et al.[24] avec quelques calages
d’angles de frottement interne. Elle montre que la résistance du matériau, dont la courbe
intrinsèque est non-linéaire, ne peut pas être décrite par un critère de Mohr-Coulomb sans
faire des approximations importantes.

Il apparait alors que considérer un angle de frottement interne de 17° surestime
largement la résistance à la traction du matériau. Un angle de frottement interne de 55°,
quant à lui, surestimerait largement la résistance en cas de faible confinement. Finalement,
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(a) (b)

Figure 4.9 – Essais triaxiaux pour (a) le calcaire de Saint Maximin (Abdallah et al.
[24]) ; (b) un mortier de chaux et ciment (Khoo [25])

on voit bien que le critère de Mohr-Coulomb classique n’est qu’une sorte de linéarisation
de la courbe intrinsèque réelle de la pierre. Nous avons donc choisi de sélectionner un angle
de frottement intermédiaire, φb = 30o, pour la pierre.

Concernant l’angle de frottement interne du mortier, il est fréquemment déterminé
par un essai de type "triplet"(voir par exemple Venzal et al. [65]). Ce type de test évalue
le coefficient de frottement global du joint, c’est-à-dire qu’il ne permet pas de distinguer
la résistance de l’interface pierre-mortier de la résistance du mortier en lui-même. Si
une telle information est intéressante lorsque les joints sont réduits à des interfaces dans
la modélisation, elle est insuffisante dans la modélisation proposée ici, où l’épaisseur
réelle du joint doit être prise en compte. Il faut alors recourir à des essais triaxiaux, ou
éventuellement à des essais de type Double Punch Test (Pela et al. [144]) qui, par analyse
inverse, permettent de retrouver l’angle de frottement du matériau. Dans la littérature,
les angles de frottement interne sont compris entre 24 ° (Khoo [25]) et 32 ° (Ghimire
et al [145]) pour des mortiers bâtards chaux hydraulique-ciment, et entre 26 ° et 35 °
pour des mortiers de chaux aérienne selon la méthode de mesure (Pelà et al [144]). La
figure 4.9 (b) représente quelques résultats d’essais de Khoo [25] sur un mortier bâtard
de résistance en compression uniaxiale égale à Rc = 5 MPa. Il apparait donc que, comme
pour le calcaire, la description du mortier par le critère de Mohr-Coulomb n’est qu’une
approximation, et que la pression de confinement utilisée pour les essais triaxiaux impacte
l’angle de frottement interne déterminé. Par la suite, on retiendra un angle de frottement
de φm = 25o pour le mortier.

La cohésion des matériaux peut alors être obtenue par la relation classique suivante :

Rk
c = 2ck cos φk

1 − sin φk
(4.30)

Le tableau 4.1 résume les paramètres du modèle de Mohr-Coulomb qui seront utilisés
par la suite.

Ces paramètres seront repris dans les chapitres 5 et 6.
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Tableau 4.1 – Paramètres du modèle de Mohr-Coulomb à température ambiante retenus
pour la pierre et le mortier

Cohésion à Angle de frottement Résistance en Résistance en
20 °C (MPa) interne (°) compression traction

uniaxiale (MPa) uniaxiale (MPa)
Pierre 1,53 30 5,3 1,7

Mortier 0,16 25 0,5 0,2

5.3 Propriétés de résistance des matériaux à température élevée

La figure 4.10 (a) donne le coefficient de réduction de la résistance en compression
de la pierre et du mortier en fonction de la température. Pour rappel, ce coefficient sera
appliqué à la cohésion du matériau, l’angle de frottement interne étant considéré constant.

(a) (b)

Figure 4.10 – (a) Facteurs de réduction de la cohésion ; (b) Profils de température pour
différents temps d’exposition au feu

Pour la pierre, ce coefficient de réduction provient des données de Vigroux [8] sur le
calcaire de Saint-Maximin. Pour le mortier, nous avons choisi le coefficient de réduction
associé au béton de granulat calcaire dans l’Eurocode 2 (Partie 1-2) [101] en raison du peu
de données sur la résistance au feu des mortiers de chaux hydraulique naturelle (NHL).
Ce coefficient de réduction est néanmoins très proche de ceux trouvés expérimentalement
par Bamonte et al. [35] pour des mortiers de ciment.

La figure 4.10 (b) donne les profils thermiques utilisés pour cette application numérique.
Il s’agit des profils mesurés lors de l’essai présenté dans le chapitre 2.

5.4 Maillage adopté et problème numérique correspondant

La figure 4.11 (a) représente le maillage de la cellule de base. Ce maillage, comportant
2135 nœuds et 4268 éléments, est particulièrement raffiné au niveau des joints de manière
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à pouvoir percevoir d’éventuels phénomènes locaux. Le tableau 4.2 donne quelques infor-
mations sur les problèmes d’optimisation numérique correspondant aux approches statique
et cinématique mises en œuvre sur ce maillage.

(a) (b)

Figure 4.11 – (a) Maillage utilisé pour les calculs présentés dans ce chapitre ; (b) Étude
de convergence sur le maillage

On note qu’à maillage fixé, l’approche statique nécessite un peu plus de contraintes,
mais beaucoup moins de variables que l’approche cinématique, et qu’elle est donc résolue
plus rapidement. Les temps de calculs sont donnés pour des calculs réalisés avec Mosek
9.3 sur un PC portable équipé d’un processeur Intel i7 11th gen. et de 16 Go de RAM.

La figure 4.11 (b) présente une étude de convergence sur le maillage considéré pour
les deux approches, pour deux sollicitations particulières : (D = −1, χ̇ = 0) et (D =
0, χ̇ = 1). Sur cette figure, le rapport relatif est défini par Nk/Nmoy (resp. Mk/Mmoy)
pour une sollicitation D = −1 (resp. χ̇ = 1) où Nk (resp. Mk) désigne la valeur de
l’effort normal N (resp. du moment fléchissant M) obtenue par l’approche statique ou
l’approche cinématique pour un certain maillage, et Nmoy = (min Nk,c + max Nk,s)/2
(resp. Mmoy = (min Mk,c + max Mk,s)/2). Dans cette dernière expression, les sollicitations
indicées par un c se réfèrent à l’approche cinématique tandis que les sollicitations indicées
par un s se réfèrent à l’approche statique.

Tableau 4.2 – Quelques grandeurs sur les problèmes numériques

Variables Variables Contraintes Temps de résolution
scalaires coniques par trajet de chargement

Approche statique 75 000 12 500 71 000 6 s
Approche cinématique 115 000 29 000 67 000 9 s

Cette étude paramétrique permet de voir que même pour un maillage assez grossier,
l’approche cinématique fournit un majorant proche de la charge extrême, surtout pour
un chargement de compression. L’approche statique, en revanche, nécessite un maillage
relativement fin pour donner un minorant suffisamment proche de la charge extrême. Si,
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pour l’approche bidimensionnelle présentée dans ce chapitre, les calculs restent rapides
(temps de calcul inférieur à une minute) même pour des maillages très fins, de tels maillages
feraient augmenter de manière exponentielle la taille des problèmes en 3D. Il semble donc
que, dans le cas où on ne pourrait pas mailler finement la cellule de base, il soit plus
intéressant de mettre en œuvre une approche cinématique qu’une approche statique.

5.5 Résultats

5.5.1 A température ambiante

La figure 4.12 (a) représente le diagramme d’interaction obtenu par une approche
cinématique pour une cellule de base composée de pierre et de mortier, à température
ambiante (i.e. avant exposition au feu).

(a) (b)

Figure 4.12 – (a) Diagrammes d’interaction à température ambiante pour la maçonnerie,
la pierre et le mortier ; (b) Comparaison des diagrammes d’interaction obtenus par les
approches statique et cinématique pour la maçonnerie

Sur cette figure, on a également représenté le diagramme d’interaction pour une cellule
de base homogène composée de pierre uniquement, et pour une cellule de base composée de
mortier uniquement. La résistance en compression du mortier est environ 10 fois plus faible
que celle de la pierre (voir tableau 4.1), et cela se traduit par un diagramme d’interaction
beaucoup plus réduit pour le mortier que pour la pierre.

On note que la résistance en compression de l’assemblage est proche de celle de la
pierre. En flexion simple et en traction, en revanche, la résistance de l’assemblage est
davantage influencée par celle du mortier.

La figure 4.12 (b) représente les domaines obtenus par l’approche statique et par
l’approche cinématique pour le maillage représenté sur la figure 4.11 (a). On note le
très bon encadrement proposé par ces deux approches, ce qui montre qu’un maillage fin
composé d’éléments linéaires apporte un degré de précision suffisant pour la cinématique.
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L’écart maximal entre la statique et la cinématique est d’environ 5 %, pour une sollicitation
de compression simple.

5.5.2 Sous exposition au feu

La figure 4.13 (a) montre l’évolution du diagramme d’interaction obtenu par l’approche
cinématique en fonction du temps d’exposition au feu. Il apparait que la dégradation des
propriétés de résistance mécanique dans l’épaisseur induit une "rotation" du diagramme
d’interaction. La résistance à un moment négatif, qui met les fibres côté feu en compression,
devient plus faible que la résistance à un moment positif, qui met les fibres du côté
non-exposé en compression, du fait de la dégradation de la résistance en compression par
le feu.

Figure 4.13 – Évolution du diagramme d’interaction pour différents temps d’exposition
au feu

La résistance en compression simple du mur diminue finalement assez peu, puisqu’elle
passe de 1,03 MN/m à température ambiante à 0,82 MN/m après 180 min d’exposition au
feu. La figure 4.13 (b) compare les diagrammes d’interaction obtenus par les approches
statique et cinématique pour 180 min d’exposition au feu. On note une fois encore
que ces deux approches permettent un très bon encadrement du domaine de résistance
macroscopique.
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6 Vers une définition plus fine du critère de résistance

6.1 Quelques constats expérimentaux

Comme évoqué dans la partie 5.2, le choix d’un critère de résistance de Mohr-Coulomb
pour la pierre et le mortier est une première approche permettant de décrire le comporte-
ment cohésif-frictionnel de ces deux matériaux. Elle a cependant tendance à surestimer leur
résistance à la traction, et donc la résistance à la traction de l’assemblage, c’est pourquoi
de nombreux modèles dans la littérature (Lourenço et Rots [21], Milani [146], Stefanou et
al. [82] pour ne citer qu’eux) préfèrent l’emploi des modèles de Mohr-Coulomb tronqué en
traction, ou de Mohr-Coulomb bilinéaire.

Par ailleurs, des roches poreuses comme le calcaire de Saint-Maximin ou le calcaire
de Saint-Vaast peuvent rompre de manière ductile lorsque leur pression d’effondrement
poreux (i.e. leur contrainte isotrope de compression) est atteinte. Abdallah et al. [24]
ont évalué cette pression d’effondrement poreux à environ 14,5 MPa, pour un calcaire
de Saint Maximin de résistance à la compression simple 9,8 MPa, soit environ 1,5 fois la
résistance en compression simple. Cette faible pression d’effondrement poreux est due à la
porosité importante (environ 40 %) du calcaire de Saint Maximin. De telles observations
ont également été rapportées par Hayen et al. [147] sur un mortier de chaux hydraulique
naturelle NHL 3,5. La pression d’effondrement poreux est alors environ trois fois supérieure
à la résistance en compression simple du mortier. Une telle rupture ne peut pas être
modélisée par un critère de Mohr-Coulomb simple, dont la pression d’effondrement poreux
est infinie.

Dans cette partie, nous proposons donc d’implémenter numériquement un critère de
Mohr-Coulomb tronqué en traction, ainsi qu’un critère de Mohr-Coulomb tronqué en
traction et en compression isotropes pour voir quels sont les effets de telles modifications
sur la résistance de l’assemblage.

6.2 Critères de Mohr-Coulomb tronqués en traction et en com-
pression isotropes

Le critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction isotrope 2 est défini de la manière
suivante :

f(σ) = sup
{
σI(1 + sin φk) − σIII(1 − sin φk) − 2ck cos φk; σi − fk

t

}
≤ 0

k = b, m (4.31)

2. ou tout simplement "tronqué en traction"
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où fk
t est la valeur de la troncature en traction isotrope. Le critère de Mohr-Coulomb

tronqué en traction et en compression isotropes est quant à lui défini de la manière
suivante :

f(σ) = sup
{
σI(1 + sin φk) − σIII(1 − sin φk) − 2ck cos φk; σi − fk

t ; −fk
c − σi

}
≤ 0

k = b, m (4.32)

Les courbes intrinsèques de ces deux critères, ainsi que celles du critère de Mohr-
Coulomb classique et du critère de Rankine, sont données sur la figure 4.14.

(a) (b) (c) (d)

Figure 4.14 – Courbes intrinsèques des critères de Mohr-Coulomb (a), Rankine (b),
Mohr-Coulomb tronqué en traction isotrope (c) et Mohr-Coulomb tronqué en traction et
en compression isotropes (d)

Le critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction et en compression isotropes (resp. en
traction) peut être vu comme l’intersection du critère de Mohr-Coulomb classique, et d’un
critère de Rankine de résistance en traction fk

t et de résistance en compression fk
c (resp.

de résistance en traction fk
t et de résistance en compression infinie). Son implémentation

numérique se base donc sur cette considération :
— Pour l’approche statique, le champ de contrainte doit vérifier à la fois le critère de

Mohr-Coulomb (noté MC), et le critère de Rankine (noté R). Pour un problème 2D
en déformations planes tel que celui considéré ici, ce dernier critère peut également
s’exprimer comme un ensemble de conditions coniques et linéaires.

— Pour l’approche cinématique, la fonction d’appui πMC∩R(d) de l’intersection de deux
domaines GMC et GR, de fonctions d’appui respectives πMC(d) et πR(d), s’écrit de
la manière suivante :

πMC∩R(d) = inf
d

1

{
πMC(d − d1) + πR(d1)

}
(4.33)

où :
πR(d) =

3∑
i=1

sup
{
−fk

c di ; fk
t di

}
(4.34)

est la fonction d’appui du critère de Rankine. Pour un problème 2D en déformations
planes, elle peut également se mettre sous forme conique quadratique, de sorte que
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le problème de minimisation de la puissance résistante maximale reste donc un
problème conique quadratique.

6.3 Exemple applicatif

6.3.1 Définition des propriétés de résistance des matériaux

A température ambiante, les propriétés considérées sont données dans le tableau 4.3.

Tableau 4.3 – Paramètres du modèle de Mohr-Coulomb tronqué en traction (et éven-
tuellement en compression) à température ambiante pour la pierre et le mortier

Cohésion Angle de Troncature en Troncature en
ck (MPa) frottement compression fk

c (MPa) traction fk
t (MPa)

interne φk (°) (si appliquée) (si appliquée)
Pierre 1,53 30 7,9 1,1

Mortier 0,16 25 1,5 0,1

On note que les valeurs de la troncature en compression sont supérieures à la valeur
de la résistance en compression uniaxiale, si bien que la troncature n’agit que lorsque le
matériau est soumis à des sollicitations triaxiales de compression.

Figure 4.15 – Coefficient de réduction de la résistance en traction en fonction de la
température

La figure 4.15 donne l’évolution du coefficient de réduction de la résistance en traction
uniaxiale de la pierre et du mortier en fonction de la température. Pour la pierre, ce
coefficient provient des travaux de Vigroux [8] sur le calcaire de Saint-Maximin, tandis
que pour le mortier, elle correspond à la dégradation de la résistance en traction du béton
selon l’Eurocode 2 [101].

La cohésion est toujours affectée du coefficient de réduction donné par la figure 4.10. On
suppose que la troncature en compression est également affectée par ce même coefficient
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de réduction.

6.3.2 Résultats

6.3.2.1 Critères de résistance tronqués en traction

La figure 4.16 compare le diagramme d’interaction obtenu pour un critère de Mohr-
Coulomb et pour un critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction. Il apparait que la
troncature en traction joue principalement sur la résistance à la traction et à la flexion
pure, et dans le cas considéré, influe peu sur la résistance à la compression. Ces mêmes
observations peuvent être formulées après exposition au feu.

(a) (b)

Figure 4.16 – Comparaison des diagrammes d’interaction obtenus pour des matériaux
de Mohr-Coulomb et de Mohr-Coulomb tronqué en traction, (a) à température ambiante
et (b) après 180 min d’exposition au feu

La pierre, et dans une moindre mesure le mortier, étant tous deux des matériaux
fragiles en traction (voir chapitre 8), il pourrait être tentant pour l’ingénieur, dans une
approche simplifiée de dimensionnement, de supposer que cette résistance à la traction
est nulle. C’est d’ailleurs ce qui est fait pour le béton armé (voir, par exemple, Nielsen et
Hoang [148]).

La figure 4.17 (a) donne l’évolution de la résistance à la compression de l’assemblage
en fonction de la résistance à la traction de la pierre, tandis que la résistance à la traction
du mortier est constante (fm

t = 0, 1 MPa). La figure 4.17 (b) donne la résistance à la
compression de l’assemblage en fonction de la résistance à la traction du mortier, tandis
que celle de la pierre est constante (f b

t = 1, 1 MPa). Si la résistance à la traction du mortier
n’a pas d’influence sur la résistance en compression de l’assemblage, celle de la pierre joue
en revanche un rôle fondamental lorsqu’elle est plus faible qu’une certaine valeur (0,125
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(a) (b)

Figure 4.17 – Résistance en compression de l’assemblage en fonction de la valeur de la
troncature en traction (a) de la pierre et (b) du mortier

MPa ici - voir figure 4.17 (a)). On propose, dans le chapitre 7, une approche cinématique
analytique sur la cellule de base 3D qui confirme bien cette approche numérique.

6.3.2.2 Critères de résistance tronqués en traction et compression isotropes

La figure 4.18 donne les diagrammes d’interaction obtenus par l’approche statique et par
l’approche cinématique, pour les valeurs de troncature en traction et en compression données
dans le tableau 4.3. Ces diagrammes d’interaction sont comparés à ceux obtenus pour des
matériaux tronqués en traction seulement. Il apparait que le diagramme d’interaction est
bien plus réduit lorsqu’on considère des matériaux tronqués à la fois en traction et en
compression.

Figure 4.18 – Comparaison des diagrammes d’interaction obtenus pour des matériaux
de Mohr-Coulomb tronqués en traction et de Mohr-Coulomb tronqués en traction et
compression à température ambiante

La figure 4.19 (a) donne la résistance en compression de l’assemblage en fonction de la
valeur de la troncature en compression de la pierre (pour f c

m = +∞), tandis que la figure
4.19 (b) donne la résistance en compression de l’assemblage en fonction de la troncature
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en traction du mortier (pour f c
b = +∞). Les valeurs de fk

c sont prises supérieures à la
résistance en compression uniaxiale du matériau.

(a) (b)

Figure 4.19 – Résistance en compression de l’assemblage en fonction de la valeur de la
troncature en compression (a) de la pierre et (b) du mortier

Il apparait que la troncature en compression de la pierre n’a pas d’impact sur la
résistance en compression de l’assemblage. En revanche, celle du mortier l’impacte fortement.
En effet, le mortier est confiné entre deux blocs de pierre, et donc dans un état de
compression triaxiale, qui lui permet de supporter des sollicitations verticales plus élevées
que sa résistance en compression simple. La pierre, quant à elle, est macroscopiquement en
contraintes planes, ce qui explique que sa pression d’effondrement poreux ne soit jamais
atteinte. On peut cependant se demander si de faibles valeurs de troncature en compression
isotrope sont physiquement réalistes étant donné que la porosité du mortier est bien plus
faible que celle de la pierre.

6.4 Remarques finales

A travers cette partie, nous avons mis en évidence le fait qu’au delà des paramètres
classiques du modèle de Mohr-Coulomb, la valeur de la résistance à la traction de la
pierre et de la résistance en compression hydrostatique du mortier avaient une importance
fondamentale pour la résistance en compression de l’assemblage. Ces deux paramètres sont
toutefois plus complexes et délicats à déterminer expérimentalement pour l’ingénieur.

La forte dépendance du modèle à la résistance à la traction de la pierre constitue un
point particulièrement intéressant et délicat. En effet, la pierre est un matériau fragile en
traction, et pour une telle sollicitation, les résultats du Calcul à la rupture doivent être
interprétés avec beaucoup de précautions.
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7 Conclusion

Ce chapitre a permis d’introduire la problématique de l’homogénéisation en Calcul à la
rupture, et de montrer en particulier comment cette approche permet de déterminer le
domaine de résistance d’un mur de maçonnerie, le tout sur un exemple simplifié. L’approche
proposée est rapide, le domaine de résistance complet étant obtenu en quelques minutes, et
par conséquent parfaitement adaptée à une approche à visée applicative pour l’ingénieur.

L’utilisation d’un critère simple, tel que le critère de Mohr-Coulomb, permet également
d’avoir peu de paramètres d’entrée. Ce critère peut être amélioré de manière simple, en
prenant en compte une troncature en traction et/ou en compression isotrope. Au-delà de la
résistance à la compression simple des deux matériaux constitutifs, la résistance à la traction
de la pierre ainsi que la résistance en compression hydrostatique du mortier deviennent
alors des paramètres fondamentaux pour la détermination de la résistance à la compression
de l’assemblage. Il se pose alors la question de leur détermination expérimentale.

Cette première approche ne permet cependant ni de prendre en compte des géométries
tridimensionnelles, ni des mécanismes de rupture tridimensionnels. Par conséquent, elle
pourrait surestimer la charge extrême de la structure. Il apparait donc nécessaire d’étendre
cette approche au cas tridimensionnel, plus représentatif des configurations réelles.

∗ ∗
∗
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Chapitre 5

Formulation semi-analytique du
critère de résistance d’un mur en
maçonnerie de blocs pleins

Résumé : Dans ce chapitre, une approche cinématique semi-analytique du critère de
résistance d’un mur en maçonnerie est proposée. Dans un premier temps, la démarche
est présentée pour le cas particulier des sollicitations planes, puis elle est étendue à des
sollicitations quelconques. Enfin, on propose une adaptation du critère de résistance obtenu
permettant la prise en compte de la dégradation des propriétés de résistance des matériaux
constitutifs avec la température.
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1 Introduction

L’approche numérique proposée dans le chapitre précédent permet de déterminer le
domaine de résistance d’un mur en maçonnerie infiniment long, en omettant l’effet de
la présence des joints verticaux sur la résistance de l’ensemble. Cette première approche
permet certes d’avoir une première évaluation de la stabilité au feu du mur, mais elle ne
permet pas de prendre en compte les effets tridimensionnels observés expérimentalement.
Pour cette raison, nous avons choisi d’étendre l’approche proposée au cas d’une cellule de
base 3D.

De nombreux travaux présentés dans la littérature proposent d’approcher le domaine
de résistance de la maçonnerie par des approches statiques ou cinématiques de l’Analyse
limite ou du Calcul à la rupture. On peut notamment citer les travaux de Biolzi [149]
ainsi que ceux de Milani (et éventuels coauteurs) ([146], [150], [151], [152], [153]). Tous
ces travaux se basent cependant sur des hypothèses simplificatrices concernant l’état de
contrainte des blocs ou des joints, qui sont considérés en contraintes planes. Or, il est bien
connu depuis les travaux de Hilsdorf [154] que les blocs et le mortier subissent un état de
contrainte triaxial, et, comme montré par Anthoine [155], les hypothèses de contraintes ou
de déformations planes conduisent à des résultats qui peuvent être éloignés de la réalité.

Un autre point sensible concerne la prise en compte de l’épaisseur des joints. Comme
montré par Sahlaoui et al. [156], des joints épais ont tendance à faire diminuer la résistance
de la maçonnerie. Or, les quelques approches existantes ne faisant pas d’hypothèse de
contraintes planes (Stefanou et al. [82] notamment) modélisent les joints comme des
interfaces infiniment minces. Ce type de modélisation a tendance à surestimer la résistance
en compression de l’assemblage, ce qui n’est pas satisfaisant dans notre cas car il s’agit
d’un paramètre crucial pour l’évaluation de la résistance au feu d’un mur porteur en
maçonnerie.

Dans ce chapitre, on propose donc une approche semi-analytique qui tente de saisir
à la fois l’effet de l’épaisseur non-nulle des joints et la résistance finie des blocs, sans
faire d’hypothèse simplificatrice sur l’état de contrainte dans les blocs ou le mortier. Tout
d’abord, on présente le problème auxiliaire de Calcul à la rupture, dont la résolution permet
de déterminer le domaine de résistance. Une approche analytique, combinant deux types
de mécanismes de rupture virtuels, est ensuite présentée. Cette approche analytique est
ensuite étendue au cas de sollicitations quelconques, planes ou hors du plan du mur. Enfin,
l’approche cinématique semi-analytique proposée est adaptée pour prendre en compte
la dégradation des propriétés de résistance des matériaux avec la température. A titre
d’application, on propose de déterminer le domaine de résistance du mur testé dans le
chapitre 2.
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2 Position du problème de Calcul à la rupture

2.1 Cellule de base

Comme dans le chapitre 3, on considère ici le mur en maçonnerie comme un milieu
périodique dans les directions x1 et x2, composé de blocs de hauteur H, de longueur L

et d’épaisseur h. Ces blocs sont reliés par des joints de mortier d’épaisseur t (épaisseur
identique pour les joints horizontaux et les joints verticaux). La cellule de base considérée
est représentée sur la figure 5.1.

Figure 5.1 – Cellule de base considérée

Cette cellule de base occupe un volume Ω, qui correspond à la somme du volume
occupé par les blocs Ωb et du volume occupé par le mortier Ωm. On définit la fraction
volumique de mortier η = Ωm/(Ωm + Ωb).

2.2 Mode de chargement

La cellule de base est soumise au mode de chargement suivant :
(a) Les forces de volume sont supposées nulles ;
(b) Les faces inférieure (de normale −e3) et supérieure (de normale e3) de la cellule de

base sont libres de contraintes ;
(c) Le vecteur contrainte est antipériodique sur les faces latérales de la cellule de base ;
(d) La vitesse virtuelle sur les faces latérales de la cellule de base est prescrite de la

forme :
u
(
ξ
)

= F .ξ − ξ3χ̇.ξ + 1
2(ξ.χ̇.ξ)e3 + uper

(
ξ
)

(5.1)

où uper
(
ξ
)

est périodique sur les faces latérales, F et χ̇ sont des tenseurs plan d’ordre
2, et χ̇ est un tenseur symétrique.

Le tenseur des taux de déformation s’écrit alors :

d = D − ξ3χ̇ + dper (5.2)
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où D = 1/2(F +tF ) est le tenseur macroscopique des taux de déformation dans le plan du
mur, χ̇ est le tenseur des taux de courbure, et dper est le taux de déformation correspondant
à la fluctuation périodique de vitesse uper.

Pour tout champ de contrainte statiquement admissible et tout champ de vitesse
cinématiquement admissible avec le chargement (D, χ̇), le principe des puissances virtuelles,
combiné avec l’équation (5.1), permet d’écrire la condition de type Hill-Mandel suivante
(Bourgeois [103]) :

Pe(u) =
∫

Ω
σ : d dΩ = |S|(N : D + M : χ̇) (5.3)

où on a noté Pe la puissance des efforts extérieurs, et |S| la surface de la cellule de base
projetée sur son plan médian (Ox1x2). D’après l’égalité (5.3), les paramètres de chargement
sont les composantes du tenseur des efforts membranaires N et les composantes du tenseur
des moments fléchissants M , qui sont définis par :

N = 1
|S|

∫
Ω

σ dΩ et M = 1
|S|

∫
Ω

−ξ3σ dΩ (5.4)

Ces paramètres de chargement sont en dualité avec les composantes du tenseur des
taux de déformation macroscopiques plans D et du tenseur des taux de courbure χ̇.

2.3 Critère de résistance des matériaux constitutifs

Tout comme dans le chapitre 4, nous avons choisi de décrire la résistance des blocs et
du mortier par un critère de Mohr-Coulomb. Un des avantages principaux de ce critère de
rupture est sa simplicité, puisqu’il ne dépend que de la cohésion et de l’angle de frottement
interne des matériaux.

Pour les blocs (respectivement pour le mortier), la cohésion est notée cb (resp. cm) et
l’angle de frottement interne est noté φb (resp. φm). Le critère de Mohr-Coulomb s’écrit :

fk(σ) = σI(1 + sin φk) − σIII(1 − sin φk) − 2ck cos φk ≤ 0 (k = b, m) (5.5)

et la fonction d’appui correspondante est :

πk(d) =


ck

tan φk
trd si tr(d) ≥ (|dI | + |dII | + |dIII |) sin φk

+∞ sinon
(k = b, m) (5.6)
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pour un taux de déformation virtuel d, et :

πk(V , n) =


ck

tan φk
V .n si V .n ≥ |V | sin φk

+∞ sinon
(k = b, m) (5.7)

pour une discontinuité de vitesse V à travers une surface de normale n.

2.4 Définitions statique et cinématique du domaine de résistance

Le domaine de résistance macroscopique du mur en maçonnerie GM est le sous-ensemble
de R6 comprenant l’ensemble des couples (N, M) tels qu’il soit possible de mettre en
évidence un champ de contraintes "microscopique" σ, défini en tout point de la cellule de
base, qui soit statiquement admissible (S.A.) avec le couple (N, M) et vérifie le critère de
résistance local G(ξ) en tout point de la cellule de base :

GM =
(N ; M) ;

∃ σ S.A. (N, M)
∀ξ ∈ Ω, σ(ξ) ∈ G(ξ)

 (5.8)

L’approche statique du Calcul à la rupture consiste à appliquer directement cette
définition, tandis que l’approche cinématique consiste à la dualiser en introduisant la
puissance résistante maximale Prm d’un champ de vitesse virtuel u cinématiquement
admissible (C.A.) avec le chargement (D, χ̇) :

∀u C.A. (D, χ̇) : Prm(u) =
∫

Ω
π(d, ξ) dV +

∫
Σ

π(V , n, ξ) dS (5.9)

où V est une discontinuité de vitesse au travers d’une surface Σ de normale n. La valeur de
la fonction d’appui dépend du matériau (bloc ou mortier), et pourra également dépendre de
la coordonnée dans l’épaisseur du mur lorsque la dégradation des propriétés de résistance
du matériau sera prise en compte. Elle dépend donc de la position ξ dans la cellule de
base.

La définition duale du domaine de résistance macroscopique, reposant sur l’approche
cinématique, est :

GM =
⋂

(D,χ̇)∈R6

{
(N, M) | N : D + M : χ̇ ≤ ΠM(D, χ̇)

}
(5.10)

où ΠM(D, χ̇) est la fonction d’appui du domaine GM :

ΠM(D, χ̇) = sup
{
N : D + M : χ̇ | (N, M) ∈ GM

}
(5.11)
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3. Approche analytique du domaine de résistance pour des sollicitations planes

En supposant les approches statique et cinématique équivalentes, l’expression de la
fonction d’appui ΠM du domaine de résistance macrosopique GM est la suivante :

ΠM(D, χ̇) = inf
d∈R6

{
1

|S|
Prm(u) ; u C.A. avec (D, χ̇)

}
(5.12)

L’objectif de l’approche analytique (pour des vitesses virtuelles dans le plan du mur)
et de l’approche semi-analytique (pour des vitesses virtuelles quelconques) consiste, pour
un trajet de chargement (D, χ̇) fixé, à déterminer un majorant de la fonction d’appui
macroscopique. En parcourant un sous-ensemble E ⊂ R6, correspondant à un nombre fini
de trajets de chargement, on obtient alors une approche par l’extérieur du domaine de
résistance macroscopique du mur en maçonnerie.

Une nomenclature des principaux domaines obtenus dans ce chapitre est proposée dans
l’annexe B.

3 Approche analytique du domaine de résistance pour
des sollicitations dans le plan du mur

Dans un premier temps, pour introduire l’approche proposée, on se limite à des
chargements plans (D, χ̇ = 0), et au cas où l’hétérogénéité provient uniquement de
l’assemblage des blocs et du mortier (pas d’hétérogénéité due à la dégradation des matériaux
en fonction de la température).

3.1 Une première approche cinématique : mécanisme de défor-
mation homogène

3.1.1 Calcul de la fonction d’appui macroscopique

En première approche, nous pouvons considérer un mécanisme virtuel décrit par le
taux de déformation suivant, qui est uniforme dans la cellule de base :

d =


D11 D12 0
D12 D22 0
0 0 δ

 (5.13)

On peut facilement vérifier que ce taux de déformation dérive d’un champ de vitesse
cinématiquement admissible avec un taux de déformation D. Ce dernier fixe les valeurs
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des composantes dαβ (α, β = 1, 2), tandis que d33 = δ est une variable d’optimisation dont
la valeur est déterminée de manière à minimiser la puissance résistante maximale et à
obtenir ainsi une majoration optimale.

La condition de pertinence associée au critère de Mohr-Coulomb stipule que :

dI + dII + dIII ≥ (|dI | + |dII | + |dIII |) sin φk (k = b, m) (5.14)

ou encore, dans notre cas :

δ − |δ| sin φk ≥ (|DI | + |DII |) sin φk − DI − DII (k = b, m) (5.15)

où dI , dII et dIII sont les composantes principales du tenseur des taux de déformation, et
DI et DII sont définies par :

DI = D11 + D22

2 −
√(

D11 − D22

2

)2
+ D2

12

DII = D11 + D22

2 +
√(

D11 − D22

2

)2
+ D2

12

(5.16)

Étant donné que les valeurs de DI et de DII sont définies par le chargement fixé, et
que la fonction d’appui locale du critère de Mohr-Coulomb s’écrit :

πk(d) = ck

tan φk
(dI + dII + dIII) (k = b, m) (5.17)

on en déduit que minimiser la fonction d’appui revient à minimiser d33 = dIII = δ.

A partir de l’équation (5.15), on peut montrer que si (|DI |+|DII |) sin φk −DI −DII ≥ 0
dans au moins un constituant (bloc ou mortier), alors δ ≥ 0. Dans ce cas, la condition de
pertinence (5.14) se réécrit :

δ ≥ 1
1 − sin φk

(
(|DI | + |DII |) sin φk − DI − DII

)
(k = b, m) (5.18)

La valeur optimale de δ est alors :

δ = sup
k=b,m

1
1 − sin φk

(
(|DI | + |DII |) sin φk − DI − DII

)
(5.19)

Par conséquent, dans le constituant k, la fonction d’appui est :

πk(d) = 2ck

tan φk

(
sup

i=b,m

sin φi

1 − sin φi

)(
|DI | − DI

2 + |DII | − DII

2

)
(k = b, m) (5.20)
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Cette fonction d’appui dépend donc de la partie négative des composantes principales
du tenseur des taux de déformation imposé.

Dans le cas contraire, i.e. (|DI | + |DII |) sin φk − DI − DII < 0 pour les blocs et le
mortier, δ peut être négatif, et sa valeur optimale sera la valeur la plus basse autorisée
par les conditions de pertinence des deux matériaux. On peut donc en déduire qu’il sera
nécessairement négatif. La condition de pertinence peut alors être réécrite comme suit :

δ ≥ 1
1 + sin φk

(
(|DI | + |DII |) sin φk − DI − DII

)
(k = b, m) (5.21)

Finalement, la fonction d’appui dans le constituant k vaut :

πk(d) = 2ck

tan φk

(
sup

i=b,m

sin φi

1 + sin φi

)(
|DI | + DI

2 + |DII | + DII

2

)
(k = b, m) (5.22)

Elle dépend de la partie positive des composantes principales du tenseur des taux de
déformation imposé.

Finalement, au niveau de la cellule de base, la fonction d’appui macroscopique, définie
comme :

Πdef,p(D) = 1
|S|

(∫
Ωb

πb(D) dV +
∫

Ωm

πm(D) dV
)

(5.23)

s’écrit :

Πdef,p(D) = h

(
η

2cb

tan φb
+ (1 − η) 2cm

tan φm

)(
sup

i=b,m

sin φi

1 − sin φi

)(
|DI | − DI

2 + |DII | − DII

2

)
si (|DI | + |DII |) sin φk − DI − DII ≥ 0 (k = b, m)

Πdef,p(D) = h

(
η

2cb

tan φb
+ (1 − η) 2cm

tan φm

)(
sup

i=b,m

sin φi

1 + sin φi

)(
|DI | + DI

2 + |DII | + DII

2

)
sinon

(5.24)

où on rappelle que η est la fraction volumique de mortier.

En posant Hk = ck/ tan φk, et en notant ⟨H⟩ = (1 − η)Hb + ηHm, on peut réécrire
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cette fonction d’appui de la manière suivante :

Πdef,p(D) = hRhom
t

(
|DI | + DI

2 + |DII | + DII

2

)
si (|DI | + |DII |) sin φk − DI − DII ≥ 0 (k = b, m)

Πdef,p(D) = hRhom
c

(
|DI | − DI

2 + |DII | − DII

2

)
sinon

(5.25)

avec :

Rhom
t = ⟨H⟩

(
sup

i=b,m

sin φi

1 + sin φi

)
et Rhom

c = ⟨H⟩
(

sup
i=b,m

sin φi

1 − sin φi

)
(5.26)

Le domaine de résistance correspondant, qui constitue une approche par l’extérieur du
domaine de résistance exact de l’assemblage, est noté Gdef,p et est défini par :

Gdef,p =
⋂

D∈R3

{
N | N : D ≤ Πdef,p(D)

}
(5.27)

La figure 5.2 représente la projection du domaine de résistance obtenu par l’approche
par taux de déformation homogène sur le plan (NI , NII) des valeurs principales du tenseur
des efforts membranaires.

Figure 5.2 – Domaine de résistance macroscopique obtenu par l’approche par taux de
déformation homogène
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3.1.2 Quelques remarques sur la fonction d’appui macroscopique

— Cette fonction d’appui, et donc le domaine de résistance correspondant, est isotrope :
elle ne dépend en effet que des valeurs principales du tenseur des taux de déformation
D ;

— Il n’y a pas de condition de pertinence sur la puissance résistante maximale. Par
conséquent, le domaine de résistance est borné.

— Si la cellule de base est homogène, i.e. que cb = cm et que φb = φm, la fonction
d’appui devient :

Πdef,p(D) = hRt

(
|DI | + DI

2 + |DII | + DII

2

)
si DII ≥ max {−KaDI ; −KpDI}

Πdef,p(D) = hRc

(
|DI | − DI

2 + |DII | − DII

2

)
sinon

(5.28)

où Rc = 2c cos φ

1 − sin φ
et Rt = 2c cos φ

1 + sin φ
sont respectivement la résistance en compression

et en traction uniaxiale, tandis que Ka = 1 − sin φ

1 + sin φ
et Kp = K−1

a sont les coefficients
de poussée et de butée du matériau. Cette expression correspond à la fonction d’appui
du domaine de résistance de Mohr-Coulomb en contraintes planes.

— Dans le cas spécifique où φb = φm, la fonction d’appui devient :

Πdef,p(D) = h(ηRm
t + (1 − η)Rb

t)
(

|DI | + DI

2 + |DII | + DII

2

)
si DII ≥ max {−KaDI ; −KpDI}

Πdef,p(D) = h(ηRm
c + (1 − η)Rb

c)
(

|DI | − DI

2 + |DII | − DII

2

)
sinon

(5.29)

Ainsi, Gdef,p est homothétique à Gb et Gm dans le seul cas où les deux constituants
ont le même angle de frottement interne.

3.1.3 Un premier exemple

Pour ce premier exemple, nous considérerons les caractéristiques géométriques données
dans le tableau 5.1. Ces caractéristiques géométriques correspondent au mur testé dans le
chapitre 2.
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Tableau 5.1 – Caractéristiques géométriques de la cellule de base considérée

Longueur des blocs Hauteur des blocs Epaisseur des blocs Epaisseur des joints
L (m) H (m) h (m) t (m)
0,72 0,36 0,2 0,01

Les propriétés des matériaux (résistance en compression simple et angle de frottement
interne, ainsi que la cohésion et la résistance à la traction simple correspondantes) sont
données dans le tableau 5.2. Elles sont identiques à celles retenues dans le chapitre 4

Tableau 5.2 – Propriétés mécaniques des matériaux considérés

c (MPa) φ (MPa) Rc (MPa) Rt (MPa)
Pierre 1,53 30 o 5,3 1,77

Mortier 0,16 25 o 0,5 0,2

Pour la suite de ce paragraphe, on introduit les notations suivantes :

NU = N11 + N22 ; NV = N11 − N22 ; NW = 2N12 (5.30)

NU correspond à la partie sphérique du tenseur des efforts membranaires, tandis que
NV et NW sont les deux composantes dans le plan déviatorique.

Pour les représentations suivantes, les efforts membranaires sont normalisés par l’effort
membranaire extrême en compression uniaxiale d’un mur homogène composé de pierre
uniquement, qui correspond simplement à la résistance en compression uniaxiale de la
pierre multipliée par l’épaisseur du mur.

N b
c = hRb

c (5.31)

La figure 5.3 représente le domaine de résistance plan obtenu par l’approche cinématique
présentée dans cette sous-partie, mettant en œuvre un taux de déformation homogène.
Ce domaine de résistance est comparé au domaine de résistance obtenu pour une cellule
de base homogène composée uniquement du matériau "pierre", ainsi que pour une cellule
de base homogène composée uniquement du matériau "mortier". Sur la figure 5.3 (a), ces
domaines sont tracés dans l’espace des composantes du tenseur des efforts membranaires
Nαβ. Les domaines de résistance de la maçonnerie et de la pierre seule, représentés en gris,
sont presque confondus tandis que le domaine de résistance du mortier seul, représenté en
bleu, est bien plus réduit. Pour mieux visualiser ce domaine de résistance, des coupes par
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3. Approche analytique du domaine de résistance pour des sollicitations planes

des plans NW = constante, représentées en vert sur la sous-figure 5.3 (a), sont représentées
sur la sous-figure 5.3 (b). Le domaine de résistance de la maçonnerie est légèrement plus
petit que celui de la pierre. A titre de comparaison, la résistance en compression uniaxiale
de la pierre vaut 5,3 MPa, tandis que celle de la maçonnerie vaut 5,1 MPa, soit 4 % d’écart.
Le domaine de résistance du mortier seul, représenté en bleu, est environ dix fois plus
petit : sa résistance en compression uniaxiale vaut 0,5 MPa.

Figure 5.3 – Approche par l’extérieur Gdef,p, obtenue par un mécanisme homogène, du
domaine de résistance d’un mur en maçonnerie sollicité dans son plan

La figure 5.3 (c) représente les mêmes domaines de résistance que la figure 5.3 (a),
sous un angle différent. Le disque gris correspond à l’ensemble des chargements vérifiant
le critère de résistance et tels que NU = 0. La coupe des domaines de résistance par ce
plan NU = 0 est donnée sur la figure 5.3 (d). Encore une fois, on note que les domaines de
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résistance correspondant à la pierre seule et à la maçonnerie sont très proches, tandis que
celui correspondant au mortier est bien plus petit.

La proximité des domaines Gdef,p pour la maçonnerie et Gb pour la pierre s’explique
par la très faible fraction volumique de mortier (4 %). Enfin, à partir de ces figures, il
est clair que la fonction d’appui déterminée par cette première approche cinématique est
isotrope.

En conclusion, l’approche proposée ici, contrairement à la plupart des approches pro-
posées dans la littérature, permet de prendre en compte la fraction volumique de mortier
sans aucune hypothèse restrictive sur l’état de contrainte ou de déformation, et ce en
utilisant des mécanismes de rupture 3D. Cependant, contrairement aux observations expé-
rimentales, le domaine obtenu est isotrope. Par conséquent, une approche complémentaire
est nécessaire pour traduire le caractère anisotrope de la maçonnerie.

3.2 Une seconde approche cinématique : mécanisme de blocs
infiniment résistants (d’après de Buhan et de Felice [4])

Dans le cas des maçonneries, les joints sont souvent considérés comme des zones de
faiblesse au niveau desquelles la rupture risque de se produire. Pour cette raison, plusieurs
auteurs (de Buhan et de Felice [4], Sab [5] par exemple), ont proposé des mécanismes dans
lesquels la cellule de base est divisée en plusieurs blocs infiniment résistants et donc, dans
une approche cinématique, animés de mouvements de solides rigides. Les discontinuités
de vitesse entre ces blocs ont lieu au niveau des joints, qui sont considérés comme des
interfaces infiniment minces. Bien que ces approches aient initialement été développées
en considérant des blocs infiniment résistants et des joints infiniment minces, on montre
ici comment elles peuvent être adaptées à des blocs de résistance finie et à des joints
d’épaisseur non-nulle.

3.2.1 Calcul de la fonction d’appui

Considérons un mécanisme de blocs rigides tel que celui considéré par de Buhan et
de Felice [4]. La figure 5.4 (a) montre comment les blocs sont divisés afin de prendre en
compte l’épaisseur des joints, avec une interface située au milieu des joints. La figure 5.4
(b) introduit les vitesses des blocs.
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Figure 5.4 – (a) Division de la cellule de base en blocs rigides et (b) vitesses dans le
mécanisme de rupture proposé par de Buhan et de Felice [4]

En posant f = tan φm et m = 2(H + t)/(L + t), la fonction d’appui du domaine Gblocs,p

défini par de Buhan et de Felice devient, pour m ≤ 1/f :

Πblocs,p(D) =



hcm

tan φm
si



D11 ≥ 0
fD11 − mD22 ≤ 0
−fD11 + 2D12 − D22/f ≤ 0
−fD11 − 2D12 − D22/f ≤ 0

+∞ sinon

(5.32)

On notera que la définition de la fonction d’appui employée ici est légèrement différente
de celle proposée par de Buhan et de Felice, qui n’intègre pas l’épaisseur du mur. En
l’absence d’hétérogénéité dans l’épaisseur du mur, elles sont équivalentes.

La définition de la fonction d’appui prend uniquement en compte les propriétés méca-
niques du mortier constituant les joints, ce qui est tout à fait en accord avec le fait que
cette approche cinématique mette uniquement en œuvre des discontinuités dans les joints.

3.2.2 Exemple applicatif

Pour cet exemple applicatif, les caractéristiques géométriques ainsi que les propriétés
des matériaux sont prises identiques à celles proposées dans les tableaux 5.1 et 5.2, et déjà
utilisées dans la partie précédente.

La figure 5.5 (a) représente le domaine Gblocs,p en jaune, ainsi que quelques intersections
par des plans NW = cste (correspondant à une contrainte de cisaillement fixée) représentées
en marron clair. Ces intersections sont représentées sur la figure 5.5 (b) dans le plan
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(N11, N22). La figure 5.5 (c) représente encore une fois le domaine Gblocs,p en jaune, sous
une autre orientation, avec des intersections par des plans NU = cste (correspondant à une
contrainte sphérique fixée) représentées en marron clair. Ces sections sont représentées sur
la figure 5.5 (d) dans le plan déviatorique (NV , NW ).

Figure 5.5 – Approche par l’extérieur Gblocs,p, par le mécanisme de de Buhan et de Felice,
du domaine de résistance d’un mur en maçonnerie

D’après la figure 5.5, et contrairement au domaine déterminé dans le paragraphe
précédent, il apparait clairement que ce domaine est anisotrope. Comme le montre la
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présence de la condition de pertinence dans l’équation (5.32), le domaine n’est pas borné
dans toutes les directions. En particulier, un matériau homogénéisé obéissant à ce critère
est infiniment résistant en compression dans les directions 1 (horizontale) et 2 (verticale).
Un tel domaine peut être suffisant pour des maçonneries dont les blocs sont beaucoup plus
résistants que le mortier. En revanche, lorsque cette hypothèse n’est pas satisfaite, une
combinaison du domaine présenté dans ce paragraphe et du domaine déterminé dans le
paragraphe précédent peut donner une estimation plus précise du domaine de résistance
global de la maçonnerie.

3.3 Définition de l’approche cinématique analytique du domaine
de résistance plan

3.3.1 Combinaison des deux approches précédentes

Les deux approches cinématiques proposées dans les sous-sections 3.1 et 3.2 sont
des approches par l’extérieur. En tant que telles, leur intersection est également une
approche par l’extérieur du domaine de résistance exact de la maçonnerie. Définissons leur
intersection Gan,p par :

Gan,p = Gdef,p ∩ Gblocs,p ⊇ GM (5.33)

La fonction d’appui correspondante s’écrit :

Πan,p(D) = inf
D

1
∈R3

{
Πdef,p(D1) + Πblocs,p(D − D1)

}
(5.34)

3.3.2 Exemple applicatif

Les résultats obtenus dans les sous-sections 3.1 et 3.2 peuvent être combinés pour
obtenir une approche analytique, par l’extérieur, du domaine de résistance d’un mur en
maçonnerie. Les caractéristiques géométriques et propriétés mécaniques retenues sont
encore une fois celle des tableaux 5.1 et 5.2.

La figure 5.6 représente plusieurs intersections des domaines Gdef,p (en bleu), Gblocs,p

(en jaune) et Gan,p (en vert) par des plans NW = cste (sous-figures a à c) et NU = cste
(sous-figures d à g).

D’après ces figures, il apparait que le mécanisme de bloc proposé par de Buhan et de
Felice donne un meilleur majorant pour les sollicitations de traction dans la direction 2 et
pour les sollicitations de cisaillement, tandis que le mécanisme homogène est plus adapté
pour des sollicitations de compression. Ces figures montrent bien à quel point les deux
mécanismes sont complémentaires.
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Figure 5.6 – Coupes des domaines obtenus par les approches par l’extérieur par le
mécanisme homogène (domaine Gdef,p), par le mécanisme de blocs (domaine Gblocs,p), ainsi
que de leur intersection Gan,p

3.4 Remarques sur l’approche analytique proposée

Bien que l’approche analytique proposée ici ait uniquement été présentée pour un
assemblage en panneresse ("running-bond"), elle pourrait tout à fait être étendue à d’autres
types d’assemblages. Le principe développé ici consiste à intersecter le domaine obtenu
par un mécanisme de bloc rigide, qui permet de rendre compte de la résistance anisotrope
de la maçonnerie, et le domaine obtenu par un mécanisme avec un taux de déformation
homogène, qui agit comme une "borne de Voigt", et permet de prendre en compte la
fraction volumique de mortier. L’extension à d’autres types d’assemblages nécessiterait de
calculer la fonction d’appui du mécanisme de blocs rigides correspondant. Un tel calcul a
été proposé par Sab [157] pour le cas d’une maçonnerie quasi-périodique, et par Le et al.
[158] pour une généralisation 3D du mécanisme de de Buhan et de Felice.
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Cette approche n’est néanmoins pas suffisante dans le cas des murs exposés au feu, pour
lesquels la dégradation des propriétés de résistance des matériaux ainsi que la possibilité
d’avoir des mécanismes de rupture hors du plan du mur doivent être pris en compte.
L’extension de l’approche proposée aux mécanismes hors-plan fait l’objet de la partie
suivante.

4 Approche semi-analytique pour des sollicitations
hors-plan

L’objectif de cette partie est de généraliser au cas de chargements hors-plan l’approche
proposée dans la partie précédente. Dans un premier temps, la méthode de détermination
de la fonction d’appui pour un mécanisme de blocs infiniment résistants, telle que proposée
par Sab [5] et étendant l’approche de de Buhan et de Felice utilisée dans la sous-partie 3.2,
est brièvement rappelée. Dans un deuxième temps, l’approche par taux de déformation
homogènes proposée dans la sous-partie 3.1 est généralisée au cas de chargements hors-plan.
Enfin, dans un troisième temps, on s’intéresse à l’intersection des domaines de résistance
obtenus par ces deux approches, qui constitue notre approche semi-analytique du domaine
de résistance de la maçonnerie sous chargements plans et hors-plan.

4.1 Mécanisme de blocs infiniment résistants (d’après Sab [5])

L’approche proposée par de Buhan et de Felice ne permet de déterminer que le domaine
de résistance vis-à-vis de mécanismes de rupture plans, ce qui parait insuffisant au vu des
observations expérimentales décrites dans le chapitre 2. Cette approche a été étendue par
Sab [5] au cas de mécanismes hors-plan. Dans cette sous-partie, nous proposons de rappeler
brièvement les grandes étapes de la détermination de la fonction d’appui correspondante
pour des matériaux homogènes dans l’épaisseur du mur. Son domaine d’application sera
ensuite étendu dans la partie 5 pour prendre en compte une hétérogénéité transversale
due à la dégradation de la résistance des matériaux avec l’élévation de la température.

4.1.1 Calcul de la fonction d’appui

Les quatre blocs composant la cellule de base, tels que représentés sur la figure 5.4 sont
animés d’un mouvement de corps rigide tel que la vitesse de chaque bloc i puisse s’écrire :

ui = ti + Ωi ∧ (ξ − ξi) (5.35)
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Chapitre 5. Critère de résistance semi-analytique

où ui est la vitesse au point de coordonnées ξ du bloc, ti est la vitesse de translation du
bloc, Ωi est sa vitesse de rotation et ξi est le vecteur coordonnées du centre géométrique
du bloc.

Dans un premier temps, l’objectif est de déterminer les valeurs des translations et des
rotations des quatre blocs de façon à ce que la différence de vitesse entre deux points de
vecteurs coordonnées respectifs ξ et ξ′ situés sur les bords de la cellule de base et reliés
par périodicité vaille :

∆u = D.(ξ − ξ′) − ξ3χ̇.(ξ − ξ′) + 1
2
(
(ξ.χ̇.ξ) − (ξ′.χ̇.ξ′)

)
e3 (5.36)

Ces calculs sont détaillés dans l’annexe C. On peut finalement déterminer, à un
mouvement d’ensemble de corps rigide près, la vitesse de chaque bloc. A partir de ces
vitesses, on obtient la valeur des discontinuités de vitesse aux interfaces.

Chaque interface obéit au critère de Mohr-Coulomb. Il est alors possible de déterminer,
pour chaque interface, la valeur de la puissance résistante maximale en fonction du
chargement (D, χ̇), des propriétés mécaniques (cm, φm), des caractéristiques géométriques
(a = H + t, b = L + t) ainsi que des composantes des vecteurs de translation t et de
rotation Ω qui composent le mouvement de corps rigide, et qui constitueront des variables
d’optimisation de la puissance résistante maximale totale.

En supposant, dans un premier temps, que la cohésion et l’angle de frottement interne
du joint ne varient pas dans l’épaisseur du mur, la fonction d’appui du critère homogénéisé
est définie par l’équation (5.37).

Πblocs(D, χ̇) = cm

tan φm
h trD

s.c. :

Dε
11 ≥

√
(Dε

12 − Ω3)2 + (a

2 χ̇12)2 tan φm

mDε′

22 ≥ −ε′′(Dε′

12 − Ω3) + tan φm

√
(ε′′Dε′

11 + m(Dε′
12 + Ω3))2 + ((ε′′χ̇11 + mχ̇12)

b

4)2

(ε = ±1 et ε′ = ±1 et ε′′ = ±1)

Dδ
αβ = Dαβ − δ

h

2 χ̇αβ (α, β = 1, 2 ; δ = ε, ε′)
(5.37)

Dans cette expression, on a noté m = 2a/b.
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4. Approche semi-analytique pour des sollicitations hors-plan

4.1.2 Exemple

A titre d’exemple, on reprend les caractéristiques géométriques définies dans le tableau
5.1 et les propriétés mécaniques définies dans le tableau 5.2.

Le problème de minimisation (5.37) est tout d’abord formulé sous forme d’un problème
d’optimisation conique quadratique, puis résolu numériquement par le solveur d’optimi-
sation Mosek [137]. Cette formulation sous forme conique quadratique nous permettra
ensuite, dans le chapitre 9, de réutiliser directement l’approche semi-analytique proposée
dans ce chapitre comme critère macroscopique local du mur modélisé par une coque.

A titre de validation numérique, les résultats obtenus pour des sollicitations planes ont
été comparés aux résultats de de Buhan et de Felice [4].

Remarque préalable : par la suite, les résultats sont présentés sous forme de
coupes du domaine de résistance par des plans (Nαβ, Nγδ), (Nαβ, Mγδ) ou (Mαβ, Mγδ)
(α, β, γ, δ = 1, 2). Si rien n’est précisé, tous les autres efforts sont nuls.

La figure 5.7 (a) représente des coupes du critère par des plans (N11, M11) pour diffé-
rentes valeurs de N22, tandis que la figure 5.7 (b) représente des coupes de ce même critère
par des plans (N22, M22) pour différentes valeurs de N11. Il apparait qu’une sollicitation de
traction ou de compression verticale a une influence sur le domaine de résistance en flexion
composée dans le plan horizontal, tandis qu’une sollicitation de traction ou de compression
horizontale n’a pas d’influence sur le domaine de résistance en flexion composée dans le
plan vertical. Cet anisotropie de résistance s’explique par la géométrie du mur : les joints
horizontaux sont continus, alors que les joints verticaux sont discontinus.

La figure 5.7 (c) représente des coupes du critère par des plans (N12, M12). Il est
intéressant de noter que, si la structure est infiniment résistante à la compression dans les
directions horizontale (1) et verticale (2), elle présente en revanche une résistance finie au
cisaillement.

Les figures 5.7 (d) à (f) représentent les "diagrammes d’interaction" entre les moments
dans les différentes directions, pour des efforts normaux imposés. Cette représentation
présente l’intérêt de donner la résistance à la flexion de la structure précontrainte. Elle
montre également l’anisotropie du critère : pour une même précontrainte, le matériau
homogénéisé est un peu plus résistant dans la direction 1 que dans la direction 2. Enfin, on
peut observer qu’une précontrainte de compression augmente la résistance à la flexion dans
n’importe quelle direction, à l’exception de la direction 2 pour laquelle une précontrainte
en compression dans la direction 1 n’a pas d’effet.
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Chapitre 5. Critère de résistance semi-analytique

(a) Coupe (N11, M11) (b) Coupe (N22, M22)

(c) Coupe (N12, M12) (d) Coupe (M11, M22)

(e) Coupe (M11, M12) (f) Coupe (M22, M12)

Figure 5.7 – Coupes du domaine Gblocs obtenu par une approche cinématique mettant
en œuvre des mécanismes de blocs
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4. Approche semi-analytique pour des sollicitations hors-plan

4.2 Mécanisme avec des taux de déformation homogènes dans
des plans parallèles au plan du mur

Tout comme dans l’approche plane, on propose, en complément du mécanisme de blocs
précédent, un mécanisme tel que le taux de déformation est défini de manière homogène
dans les plans parallèles au plan du mur et donc identique dans le joint et dans le bloc. Il
s’agit de l’extension de l’approche proposée dans le paragraphe 3.1.

4.2.1 Calcul de la fonction d’appui

Pour cette approche, nous considèrerons un champ de vitesse virtuelle de la forme :

u(ξ) = D.ξ − ξ3χ̇.ξ + 1
2
(
ξ.χ̇.ξ

)
e3 + ∆(ξ3)e3 (5.38)

Ce champ est bien de la forme (5.1), et est donc cinématiquement admissible avec un
chargement (D, χ̇). Le taux de déformation correspondant est :

d(ξ3) = D − ξ3χ̇ + δ(ξ3)e3 ⊗ e3 (5.39)

où on a posé δ(ξ3) = d∆
dξ3

Ce taux de déformation est homogène dans les plans parallèles au plan du mur, et
variable en fonction de l’épaisseur uniquement. De plus, dans chacun de ces plans, il est
de la forme :

d =


d11 d12 0
d12 d22 0
0 0 δ

 (5.40)

Les valeurs dαβ(ξ3) = Dαβ −ξ3χ̇αβ sont fixées par le chargement (D, χ̇) et la coordonnée
ξ3, tandis que δ(ξ3) est une variable d’optimisation. On peut alors montrer que la puissance
résistante maximale développée sur la cellule de base s’écrit :

Prm(D, χ̇) =
∫

Ω
π(D, χ̇, ξ3) dΩ = |S|

∫ h/2

−h/2
πdef,p(D − ξ3χ̇)dξ3 (5.41)
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Chapitre 5. Critère de résistance semi-analytique

où |S| est la surface de la cellule de base, et πdef,p(d = D − ξ3χ̇) est définie par :

πdef,p(d) =
(

η
2cm

tan φm
+ (1 − η) 2cb

tan φb

)(
sup

i=b,m

sin φi

1 + sin φi

)(
|dI | + dI

2 + |dII | + dII

2

)
si (|dI | + |dII |) sin φk − dI − dII ≤ 0 (k = b, m)

πdef,p(d) =
(

η
2cm

tan φm
+ (1 − η) 2cb

tan φb

)(
sup

i=b,m

sin φi

1 − sin φi

)(
|dI | − dI

2 + |dII | − dII

2

)
sinon (5.42)

où dI et dII sont les valeurs principales du tenseur des taux de déformation d dans le plan
du mur.

Le domaine de résistance correspondant, noté Gdef et approchant par l’extérieur le
domaine exact est défini par :

Gdef =
⋂

(D,χ̇)

{
(N, M) | N : D + M : χ̇ ≤ Πdef (D, χ̇)

}
(5.43)

où :
Πdef (D, χ̇) =

∫ h/2

−h/2
πdef,p(D − ξ3χ̇)dξ3 (5.44)

4.2.2 Intégration numérique

Il n’est pas possible de proposer une expression analytique simple de la fonction d’appui
Πdef (D, χ̇). L’intégration de la fonction πdef,p dans l’épaisseur du mur peut en revanche être
réalisée de manière numérique. πdef,p étant une fonction convexe de d, qui est elle-même
une fonction affine de ξ3, πdef,p est donc une fonction convexe de ξ3 et son intégrale peut
être évaluée par excès par une quadrature trapézoïdale :

Πdef (D, χ̇) =
∫ h/2

−h/2
πdef,p(D − ξ3χ̇)dξ3 ≤

n∑
k=1

ωkπdef,p(D − ξ3,kχ̇) (5.45)

où les ξk sont les points de quadrature, et les ωk les poids de la quadrature. En choisissant
de diviser l’épaisseur du mur en N couches, les coordonnées dans l’épaisseur des N+1
points de quadrature sont ξ3,k = −h/2 + kh/N (0 ≤ k ≤ N), et les poids de la quadrature
valent ω0 = ωN = h/(2N) et ωk = h/N pour 1 ≤ k ≤ N − 1. La figure 5.8 schématise cette
intégration numérique pour quatre couches, la valeur exacte de l’intégrale étant représentée
en vert et l’intégrale par quadrature de Gauss en bleu.
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4. Approche semi-analytique pour des sollicitations hors-plan

Figure 5.8 – Intégration numérique de la fonction πdef,p

4.2.3 Exemple

Dans ce paragraphe, on propose un exemple de détermination du domaine de résistance
de la maçonnerie par le mécanisme homogène par plans. Les caractéristiques géométriques
du mur et les propriétés mécaniques de ses constituants sont identiques à celles utilisées
dans la partie 3, données dans les tableaux 5.1 (pour les caractéristiques géométriques) et
5.2 (pour les propriétés mécaniques).

L’approximation de l’intégrale par quadrature trapézoïdale nécessite de choisir une
discrétisation dans l’épaisseur. Les calculs sont donc conduits pour plusieurs discrétisations
différentes.

La figure 5.9 représente différentes coupes du domaine de résistance pour une discréti-
sation dans l’épaisseur allant de 2 à 21 couches. On remarque qu’à partir de 10 couches, les
coupes sont confondues pour toutes les sollicitations considérées. En pratique, ces coupes
ont également été tracées pour des discrétisations allant de 21 à 201 couches, mais les
domaines correspondants étaient indifférentiables à l’œil.

Ces coupes montrent également que pour certaines sollicitations (M11 = 1, autres
sollicitations nulles), un nombre de couches pair, même faible, est plus adapté qu’un
nombre impair. Cela n’est pas généralisable à toutes les sollicitations, et il convient donc
d’éviter de faire une étude paramétrique sur quelques sollicitations bien choisies au risque
de tirer des conclusions fausses.

Afin de quantifier l’écart au calcul exact pour une discrétisation dans l’épaisseur donnée,
on introduit le paramètre sans dimension ε, défini comme l’écart relatif moyen entre la
fonction d’appui pour k couches dans l’épaisseur et la fonction d’appui exacte sur un
nombre N de trajets de chargements :

∆ = 1
N

N∑
i=1

|Πdef−k − Πdef−exact|
Πdef−exact

(5.46)

La fonction d’appui exacte n’étant pas connue, elle est approximée par la fonction
d’appui pour une discrétisation de 200 couches dans l’épaisseur.
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Chapitre 5. Critère de résistance semi-analytique

(a) Coupe (N11, M11) (b) Coupe (N12, M12)

(c) Coupe (N11, M22) (d) Coupe (N12, M12) (e) Coupe (N12, M11)

(f) Coupe (M11, M22) (g) Coupe (M11, M12)

Figure 5.9 – Coupes du domaine Gdef obtenu par une approche cinématique mettant en
œuvre des mécanismes avec des taux de déformation homogènes par plans

La figure 5.10 montre l’évolution de l’écart relatif moyen pour les sollicitations (N11, M11)
et (N12, M12).
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4. Approche semi-analytique pour des sollicitations hors-plan

Figure 5.10 – Écart relatif moyen pour des sollicitations (N11, M11) et (N12, M12)

On note que cet écart est très faible (de l’ordre de 1 % pour deux couches) et diminue
rapidement. Il est de l’ordre de 0,03 % pour 10 couches, et de 0,01 % pour 20 couches.
A température ambiante, on pourrait donc se permettre de discrétiser l’épaisseur en une
dizaine de couches, tout en gardant une précision remarquable. Par la suite, nous avons
choisi de conserver 20 couches afin de garder une cohérence entre les calculs à température
ambiante et les calculs au feu. Pour ces derniers, une discrétisation un peu plus fine est en
effet nécessaire pour bien rendre compte de la dégradation de la résistance des matériaux
due à la température.

4.3 Approche semi-analytique du critère de résistance d’un mur
en maçonnerie sous sollicitations membranaires et de flexion

4.3.1 Définition du domaine de résistance

Les approches cinématiques développées dans les deux sous-parties précédentes sont
des approches par l’extérieur du domaine de résistance de la maçonnerie. Leur intersec-
tion, notée GS.An. (pour "Semi-analytique") constitue donc également une approche par
l’extérieur du domaine de résistance exact GM :

GS.An. = Gdef ∩ Gblocs ⊇ GM (5.47)

La fonction d’appui du domaine GS.An. s’écrit alors :

ΠS.An.(D, χ̇) = inf
(D1,χ̇1)∈R6

{
Πblocs(D1, χ̇1) + Πdef (D − D1, χ̇ − χ̇1)

}
(5.48)
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4.3.2 Exemple

Pour cet exemple, les caractéristiques géométriques et les propriétés mécaniques sont
identiques à celles du paragraphe précédent, données dans les tableaux 5.1 (pour les
caractéristiques géométriques) et 5.2 (pour les propriétés mécaniques).

Le critère semi-analytique déterminé dans cette première partie étant une extension du
critère présenté dans la partie 3, on ne s’intéressera pas aux coupes par des sollicitations
planes uniquement, déjà présentées à la figure 5.6. La figure 5.11 représente donc des coupes
du domaine de résistance par des sollicitations combinant une composante dans le plan
du mur (de type Nαβ) et une composante hors-plan (de type Mαβ), ou deux composantes
hors-plan.

Les sous-figures (a) à (c) représentent respectivement des coupes par les plans (N11, M11),
(N22, M22) et (N12, M12) . Il apparait que, pour des sollicitations de traction ou de faible
compression, combinées à un moment fléchissant, c’est le mécanisme de blocs qui génère
la plus faible résistance. En revanche, pour des sollicitations avec une part de compression
plus élevée, c’est le mécanisme de taux de déformation qui devient le plus adapté. Cette
conclusion est proche des résultats obtenus pour des sollicitations planes.

Lorsqu’on s’intéresse à l’interaction entre les efforts de cisaillement dans le plan N12

et un moment de torsion M12, tous autres efforts nuls par ailleurs, c’est le mécanisme de
blocs qui donne la meilleure approche par l’extérieur du critère macroscopique.
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4. Approche semi-analytique pour des sollicitations hors-plan

(a) Coupe (N11, M11) (b) Coupe (N22, M22)

(c) Coupe (N12, M12) (d) Coupe (M11, M22)

(e) Coupe (M11, M12) (f) Coupe (M22, M12)

Figure 5.11 – Coupes du domaine GS.An. obtenu par l’intersection des domaines Gblocs

et Gdef
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5 Prise en compte de la dégradation de la cohésion
due au feu

Comme suggéré précédemment, l’objectif final de la détermination de ce critère de
résistance est de pouvoir l’utiliser pour décrire la résistance d’un mur en maçonnerie
exposé au feu, et dont les propriétés mécaniques ont été altérées par l’augmentation de la
température. Cette partie présente la formulation du critère intégrant la dégradation des
matériaux par le feu ainsi qu’un premier exemple applicatif.

5.1 Formulation de la fonction d’appui

Tout comme dans la partie 4, le critère de résistance macroscopique du mur de
maçonnerie exposé au feu GM,θ peut être approché par l’extérieur par l’intersection des
domaines Gdef,θ et Gblocs,θ, définie comme suit :

GS.An.,θ = Gdef,θ ∩ Gblocs,θ ⊇ GM,θ (5.49)

Dans l’équation (5.49), les exposants θ désignent les critères de résistance macrosco-
piques prenant en compte la dégradation des propriétés de résistance des matériaux lors
de leur exposition au feu.

La détermination de la fonction d’appui du domaine Gblocs,θ est proposée dans l’annexe
C, et est rappelée ci-dessous.

Πblocs,θ(D, χ̇) = ⟨cm⟩
tan φm

h trD − ⟨cm.ξ3⟩
tan φm

h trχ̇

s.c. :

Dε
11 ≥

√
(Dε

12 − Ω3)2 + (a

2 χ̇12)2 tan φm

mDε′

22 ≥ −ε′′(Dε′

12 − Ω3) + tan φm

√
(ε′′Dε′

11 + m(Dε′
12 + Ω3))2 + ((ε′′χ̇11 + mχ̇12)

b

4)2

(ε = ±1 et ε′ = ±1 et ε′′ = ±1)
(5.50)

Dans l’équation (5.50), < • > désigne l’opérateur de moyenne dans l’épaisseur :

< • >= 1
h

∫ h/2

−h/2
• dξ3 (5.51)

Par rapport à son homologue à température ambiante, donnée par l’équation (5.37),
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on note la présence du terme ⟨cm.ξ3⟩
tan φm

h trχ̇ qui traduit une perte de symétrie au niveau de
la résistance de la section. On note en revanche que les conditions de pertinence ne sont
pas modifiées. En effet, elles ne dépendent que de l’angle de frottement interne du mortier,
que nous avons supposé constant en fonction de la température.

La prise en compte de la dégradation des matériaux dans la fonction d’appui du
domaine Gdef,θ, est quant à elle assez simple. A température ambiante, pour une résistance
constante dans l’épaisseur du mur, la fonction d’appui de ce domaine est approximée par
excès par une quadrature trapézoïdale. Il suffit, pour prendre en compte l’évolution de la
cohésion en fonction de la coordonnée transversale, de considérer que la résistance varie
entre les différentes tranches. Afin de préserver le statut de majorant du domaine obtenu,
on considérera que la cohésion est constante par tranche, et on prendra en compte la
résistance maximale sur chaque tranche. Ce choix peut avoir un impact assez important
pour les tranches les plus proches du feu, et dans lesquelles la température varie rapidement.
Pour cette raison, on propose de discrétiser le mur, d’épaisseur 20 cm, en au moins 20
tranches.

5.2 Exemple applicatif

A partir de l’approche proposée dans le paragraphe précédent, on peut déterminer le
domaine de résistance d’un mur en maçonnerie en pierre naturelle tel que celui présenté
dans le chapitre 2.

5.2.1 Données

Les dimensions du mur, des blocs et des joints correspondent à celles de l’essai présenté
dans le chapitre 2, et ont également été reprises pour le premier exemple de ce chapitre
(tableau 5.1). Les propriétés mécaniques à température ambiante correspondent à celles
présentées dans le tableau 5.2. Les profils de température utilisés, provenant de mesures
expérimentales sur cet essai, sont identiques à ceux présentés dans le chapitre précédent,
tout comme l’évolution des propriétés de résistance mécanique des matériaux en fonction
de la température. Pour la pierre, elle correspond à la dégradation de la résistance en
compression mesurée par Vigroux et al. [8] sur le calcaire de Saint-Maximin, tandis que
pour le mortier, nous avons choisi de retenir la courbe de dégradation de la résistance en
compression du béton selon l’Eurocode 2 [101].

Les figures 5.12 (a) et (b) rappellent l’évolution de la cohésion en fonction de la
coordonnée dans l’épaisseur pour différents temps d’exposition au feu pour la pierre et le
mortier.
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Chapitre 5. Critère de résistance semi-analytique

(a) Pierre (b) Mortier

Figure 5.12 – Cohésion des matériaux en fonction de la coordonnée dans l’épaisseur ξ3
pour différentes durées d’exposition au feu

5.2.2 Critère complet

La figure 5.13 présente différentes coupes du domaines de résistance du mur avant
exposition au feu et pour un temps d’exposition au feu fixé (180 min). Sur ces figures,
on représente les domaines obtenus par les trois approches (Gblocs, Gdef et GS.An.) afin
de distinguer la contribution du mécanisme de blocs et celle du mécanisme par taux de
déformation homogènes dans le plan.

Sur ces figures, on note que le domaine obtenu par le mécanisme de blocs Gblocs,θ est
assez peu impacté par la dégradation des matériaux. Comme suggéré dans la sous-partie
5.1, un mécanisme qui n’était pas pertinent avant exposition au feu ne le devient pas après
exposition au feu. On note en revanche une légère réduction de la résistance à la traction
et à la flexion dans les directions où les fibres tendues sont du côté exposé au feu.

Concernant le domaine obtenu par le mécanisme homogène par tranche Gdef,θ, la
résistance à la compression et à la traction uniaxiales diminuent d’environ 30 % après
180 min d’exposition au feu. Les sous-figures 5.13 (c) et (d) montrent également que le
diagramme d’interaction subit une "rotation", déjà remarquée par Pham et al. [159] ou Yang
et al. [160]. Cette rotation traduit principalement la perte de résistance en compression du
côté exposé au feu, et se traduit du point de vue macroscopique par une diminution de la
résistance en compression et en flexion du mur, ainsi que par une perte de symétrie de la
résistance en flexion vis-à-vis du sens de cette flexion (fibres comprimées du côté exposé
au feu ou non).

Finalement, l’intersection de ces deux domaines présente une diminution de la résistance
en traction et au cisaillement relativement faible en valeur absolue (la résistance initiale
étant déjà faible), une diminution plus importante (23 %) de la résistance en compression
simple (horizontale et verticale), qui passe de 1020 kN/m à 780 kN/m ainsi qu’une
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5. Prise en compte de la dégradation de la cohésion due au feu

diminution de la résistance en flexion composée pour les sollicitations comprimant les
fibres exposées au feu.

(a) Coupe (N11, N22) (b) Coupe (N22, N12)

(c) Coupe (N11, M11) (d) Coupe (N22, M22)

Figure 5.13 – Domaines de résistance obtenus par les approches cinématiques mettant
en œuvre des mécanismes de blocs, des mécanismes homogènes, et par leur intersection,
pour 0 et 180 min d’exposition au feu

La figure 5.14 représente l’évolution de différentes coupes du domaine de résistance
en fonction du temps d’exposition au feu pour différentes sollicitations. Les remarques
concernant ces figures sont identiques à celles formulées pour les figures 5.13 : l’exposition
au feu joue principalement sur la résistance en compression et à la flexion de l’assemblage.
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(a) Coupe (N11, N22) (b) Coupe (N22, N12)

(c) Coupe (N11, M11) (d) Coupe (N22, M22)

Figure 5.14 – Coupes du domaine de résistance pour différents temps d’exposition au feu

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une approche cinématique du domaine de
résistance d’un mur en maçonnerie. Cette approche étend celles, proposées par de Buhan
et de Felice [4] et par Sab [5], basées sur des mécanismes de blocs. Elle permet, au moyen
d’un mécanisme mettant en œuvre un taux de déformation homogène par plan, de prendre
en compte des blocs de résistance en compression finie ainsi que des joints d’épaisseur
non-nulle.

Les résultats obtenus ont notamment montré que, pour ce type d’approche, la résistance
en compression de l’assemblage est principalement influencée par celle des blocs, surtout
pour une faible fraction volumique de mortier, comme c’est la cas pour la construction
neuve en pierre naturelle massive. Pour des sollicitations de traction, de flexion pure ou
de cisaillement, en revanche, c’est la résistance du mortier qui va limiter la résistance de
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l’assemblage.

L’approche proposée a ensuite été étendue de manière à prendre en compte la dégra-
dation de la résistance (et notamment de la cohésion) des matériaux dans la direction
transversale. Il apparait que cette dégradation fait principalement diminuer la résistance
en compression de l’assemblage, ainsi que sa résistance à la flexion dans les directions
où les fibres comprimées sont du côté exposé au feu. La perte de résistance du mur en
fonction de la température demeure relativement faible, puisqu’après 3 h d’exposition au
feu, le mur n’a perdu que 23 % de sa résistance en compression.

Il faut cependant mentionner que cette approche analytique n’est qu’une approche par
l’extérieur du domaine de résistance. Il parait donc nécessaire de la comparer à d’autres
approches, statiques (par l’intérieur) ou cinématiques (par l’extérieur), du Calcul à la
rupture.

∗ ∗
∗
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Chapitre 6

Évaluation numérique du critère de
résistance d’un mur de maçonnerie

Résumé : Dans ce chapitre, on propose de poursuivre l’évaluation du domaine de résis-
tance débutée par voies analytique et semi-analytique au chapitre précédent en mettant
en œuvre numériquement les approches statique et cinématique du Calcul à la rupture.
Après avoir décrit de façon générale leur implémentation, ces approches sont utilisées pour
déterminer le domaine de résistance à température ambiante du mur décrit dans le chapitre
2. Le domaine de résistance ainsi obtenu est comparé au domaine de résistance obtenu par
l’approche semi-analytique présentée dans le chapitre 5.
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1. Introduction

1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé une approche cinématique semi-
analytique du domaine de résistance d’un mur de maçonnerie en pierre massive porteuse,
qui nous permet d’obtenir une évaluation par l’extérieur de ce domaine. Cette approche
a permis d’étendre à une géométrie et des mécanismes tridimensionnels les approches
numériques proposées dans le chapitre 4, qui s’intéressaient uniquement à une géométrie
et à des mécanismes 2D. Son caractère semi-analytique lui confère l’avantage de donner
des résultats quasi-immédiats, et, comme on le verra dans le chapitre 9, son expression lui
permet d’être directement implémentée dans un code de Calcul à la rupture par éléments
finis de coques. Cependant, elle ne fournit qu’une approche par l’extérieur du domaine de
résistance, se basant sur des mécanismes relativement simples, et dont il parait nécessaire
d’évaluer la précision.

Dans ce chapitre, on propose donc de comparer l’approche semi-analytique ainsi
proposée aux résultats obtenus par la mise en œuvre numérique des approches statique
et cinématique du Calcul à la rupture. L’approche cinématique numérique est certes une
approche par l’extérieur, mais elle peut permettre d’explorer un ensemble plus vaste de
champs de vitesse cinématiquement admissibles, et donc de s’intéresser à des mécanismes
inaccessibles à l’approche semi-analytique développée dans le chapitre précédent, comme
par exemple des mécanismes de déformation locaux. L’approche statique, quant à elle,
permet d’obtenir un minorant de la charge limite. Sa mise en œuvre numérique est
cependant plus difficile que celle de l’approche cinématique.

Tout d’abord, on rappelle la formulation numérique des deux approches utilisées.
Ces approches sont ensuite appliquées à la résolution du problème auxiliaire pour des
caractéristiques géométriques et des propriétés mécaniques correspondant au mur testé
dans le chapitre 2. Les résultats obtenus sont alors comparés aux résultats obtenus par
l’approche semi-analytique présentée dans le chapitre précédent. Enfin, les résultats d’une
étude paramétrique proposée dans l’annexe D, portant sur les caractéristiques géométriques
et les propriétés mécaniques de la cellule de base, sont résumés afin de comparer les
résultats obtenus par les deux approches cinématiques. Cette étude paramétrique permet
de déterminer dans quels cas l’approche cinématique numérique apporte une amélioration
significative par rapport aux résultats de l’approche semi-analytique, et donc dans quels
cas cette dernière conduit à des évaluations suffisamment précises.
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2 Formulation numérique du problème auxiliaire de
Calcul à la rupture

Les méthodes numériques portant sur le Calcul à la rupture (ou l’Analyse limite)
pour des structures tridimensionnelles composées de matériaux de Mohr-Coulomb ont
connu un développement un peu plus tardif que leurs homologues bi-dimensionnelles
telles que celles présentées dans le chapitre 4. En effet, si dans le cas bidimensionnel,
les approches statique et cinématique peuvent se mettre sous la forme d’un problème
d’optimisation conique quadratique (SOCP), dans le cas tridimensionnel, il s’agit d’un
problème d’optimisation semi-définie (SDP), comme montré par Krabbenhoft et al. [139]
ou Martin et Makrodimopoulos [138]. Les algorithmes pour la résolution de tels problèmes
restent, encore aujourd’hui, moins performants que ceux qui permettent de résoudre
des problèmes d’optimisation linéaire ou conique quadratique. De plus, l’extension de la
méthode à une géométrie tridimensionnelle génère une forte augmentation de la taille
du problème numérique, et donc de son temps de résolution. De telles approches ont
néanmoins été mises en œuvre par Guéguin et al. [161] pour la détermination du domaine
de résistance de sols renforcés, ou encore par Vincent et al. [124] pour des ouvrages en
béton armé.

Dans cette partie, on rappelle la formulation numérique des approches cinématique puis
statique du Calcul à la rupture appliquées à la résolution d’un problème d’un problème
auxiliaire permettant de déterminer le domaine de résistance d’une structure périodique,
telle que le mur représenté sur la figure 6.1 (a). La cellule de base, représentée sur les
figures 6.1 (b) et 6.1 (c) est alors identique à celle considérée dans les chapitres 3 et 5.

Figure 6.1 – Structure considérée et définition de la cellule de base
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2. Formulation numérique du problème auxiliaire de Calcul à la rupture

2.1 Approche cinématique

2.1.1 Discrétisation de la cellule de base et contraintes cinématiques

Le domaine tridimensionnel Ω correspondant à la cellule de base est tout d’abord
discrétisé en Ne éléments quadratiques à 10 nœuds. Les éléments choisis sont du type
"simplexe", c’est-à-dire qu’ils doivent avoir des côtés droits et des faces planes (voir Martin
et Makrodimopolos [138]). De tels éléments sont représentés sur la figure 6.2. Pour cette
approche par l’extérieur, les inconnues principales du problème d’optimisation sont les
vitesses, exprimées aux dix nœuds de chaque élément, comme représenté sur la figure 6.2
(a).

(a) (b)

Figure 6.2 – Élément tétraédrique à 10 nœuds de type simplexe : (a) vitesses exprimées
aux nœuds par élément et (b) discontinuités de vitesse

Les vitesses virtuelles sont des fonctions quadratiques de la position ξ dans l’élément,
et s’expriment de la manière suivante :

∀ξ ∈ Ωi, u(ξ) =
10∑

k=1
Uk

i Nk
i (ξ) (6.1)

où Uk
i représente la vitesse au nœud k de l’élément i occupant le volume Ωi, et Nk

i (ξ) est
la fonction de forme pour le même nœud. L’expression des fonctions de forme est commune
et peut être retrouvée dans Dhatt et Touzot [141] par exemple. Pour chaque élément i, les
vitesses peuvent être collectées dans un vecteur ui, défini par ses trente composantes :

ui =t
{
U1

1,i U1
2,i U1

3,i U2
1,i ... U9

3,i U10
1,i U10

2,i U10
3,i

}
(6.2)

où Uk
j,i désigne la valeur de la j-ème composante de la vitesse du k-ème nœud de l’élément

i.

Ces champs de vitesse étant quadratiques, le taux de déformation résultant est linéaire.
Il peut être exprimé aux quatre sommets de l’élément i, à partir de la valeur de la vitesse
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Uk
i à chacun de ses dix nœuds k, de la manière suivante :

d
i
(ξ) =

10∑
k=1

1
2
(
Uk

i ⊗ ∇Nk
i (ξ) + ∇Nk

i (ξ) ⊗ Uk
i

)
(6.3)

Dans l’équation (6.3), Nk
i désigne la fonction de forme du nœud k de l’élément i. La

relation qui relie les taux de déformation et les vitesses dans chaque élément i est linéaire
et peut donc être exprimée sous la forme d’une relation matricielle, donnée par l’équation
(6.4).

di = Biui (6.4)

où di collecte les six composantes du tenseur des taux de déformation à chacun des quatre
sommets de l’élément i :

di =
{
d1,i

11 d1,i
22 d1,i

33 d1,i
23 d1,i

31 d1,i
12 ... d4,i

23 d4,i
31 d4,i

12

}
(6.5)

et Bi est la matrice des dérivées partielles des fonctions de forme de l’élément i.

La formulation proposée ici inclut aussi des discontinuités de vitesse V j au travers
de surfaces de discontinuités, notées Σj et de normale nj, qui ne sont autres que les
faces triangulaires séparant des éléments adjacents. Ces discontinuités de vitesse sont
représentées sur la figure 6.2 (b). Pour une surface de discontinuité j entre deux éléments
adjacents notés i et i′, l’ensemble des conditions linéaires entre la discontinuité de vitesse
aux nœuds et les vitesses nodales peut être exprimé par la relation suivante :

vj = ∆juj (6.6)

où le vecteur :

vj =
{
V 1,j

1 V 1,j
2 V 1,j

3 V 2,j
1 ... V 5,j

3 V 6,j
1 V 6,j

2 V 6,j
3

}
(6.7)

collecte les composantes des discontinuités de vitesses nodales au travers de la surface de
discontinuité j, ∆j contient l’information concernant la relation linéaire entre les vitesses
nodales et les discontinuités de vitesse, et uj représente les vitesses aux nœuds concernés
des éléments i et i′.

Pour qu’un champ de vitesse soit cinématiquement admissible, il doit vérifier l’équation
suivante, déjà présentée dans le chapitre 5 :

u(ξ) = F .ξ − ξ3χ̇.ξ + 1
2(ξ.χ̇.ξ)e3 + uper(ξ) (6.8)

où F est relié à D par la relation D = (tF + F )/2, et uper(ξ) est la fluctuation périodique
du champ de vitesse.
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Pour deux nœuds k et k′ situés sur la surface latérale Sl de la cellule de base et reliés
par périodicité, de vecteurs position respectifs ξ et ξ′, et appartenant à deux éléments i et
i′, l’équation (6.8) se réécrit :

Uk
i − Uk

i′ = F .(ξ − ξ′) − ξ3χ̇.(ξ − ξ′) + 1
2
(
(ξ.χ̇.ξ) − (ξ′.χ̇.ξ′)

)
e3 (6.9)

Considérant tous les nœuds des éléments i et i′ qui doivent être reliés par périodicité,
cette condition peut être réécrite sous la forme matricielle suivante :

Pi,i′ui,i′ = ∆ui,i′ (6.10)

où la matrice Pi,i′ contient l’information sur les degrés de liberté ui,i′ reliés par périodicité,
et les lie à la vitesse relative imposée entre les nœuds des éléments correspondants, noté
∆ui,i′ . Les composantes de ∆ui,i′ dépendent du chargement macroscopique (D, χ̇) et de la
géométrie de la cellule de base à travers les vecteurs position ξ et ξ′ des nœuds en vis-à-vis.

2.1.2 Formulation SDP du critère de Mohr-Coulomb pour l’approche cinéma-
tique

La puissance résistante maximale P num
rm (u) d’un tel champ de vitesse u est composée de

deux contributions : la puissance résistante maximale due aux taux de déformation dans
les Ne éléments, et la puissance résistante maximale due aux discontinuités de vitesses
sur les Ni interfaces entre éléments adjacents. La valeur de la fonction d’appui π ne varie
pas linéairement sur les éléments ni sur les interfaces de discontinuité. Son intégrale ne
peut donc pas être évaluée exactement sur les éléments. Cependant, un majorant de cette
quantité peut être obtenu en utilisant une formule de quadrature dans laquelle la valeur de
la fonction d’appui est évaluée aux quatre sommets d’un élément (pour les déformations),
ou aux trois sommets d’une facette (pour les discontinuités), tel qu’exprimé par l’équation
(6.11)

P num
rm (u) =

Ne∑
i=1

|Ωi|
4

4∑
k=1

πi(dk) +
Ni∑

j=1

|Σj|
3

3∑
l=1

πj(vl, nj) (6.11)

Dans cette expression, |Ωi| est le volume de l’élément i et |Σj| représente l’aire de la
surface de discontinuité j. La formulation de la fonction d’appui π pour des matériaux
de Mohr-Coulomb, ainsi que l’expression de la condition de pertinence correspondante,
peut être retrouvée dans Martin et Makrodimopoulos [138] par exemple. L’équation (6.12)
ci-dessous rappelle l’expression de la fonction d’appui pour un taux de déformation exprimé
par la variable matricielle dk exprimé au nœud k de l’élément i. Elle intègre deux variables
matricielles SDP auxiliaires ek

1 et ek
2, reliées entre elles par la condition linéaire (6.12)(b)
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et reliées au taux de déformation dk par l’équation (6.12) (a).

πi(dk) = inf
ek

1 ,ek
2


dk − ek

1 + ek
2 = 0 (a)

2ci

1 − sin φi
tr(ek

1) ; tr(ek
1) − 1 + sin φi

1 − sin φi
tr(ek

2) = 0 (b)

ek
1 ⪰ 0, ek

2 ⪰ 0 (c)


(6.12)

L’équation (6.13) donne l’expression de la fonction d’appui pour une discontinuité
de vitesse vl exprimée au nœud l d’une surface de discontinuité j de normale nj. Cette
formulation implique une variable auxiliaire tl, linéairement reliée à la discontinuité de
vitesse par l’équation (6.13)(b).

πj(vl, nj) = inf
tl

 cj

tan φj
tl ;

tl ≥
√

(V l
1 )2 + (V l

2 )2 + (V l
3 )2 sin φj (a)

tl = V l
1 nj

1 + V l
2 nj

2 + V l
3 nj

3 (b)

 (6.13)

Dans cette équation, V j
i (resp. nl

i) correspond à la ie composante de la discontinuité de
vitesse vl (resp. de la normale nj).

Les faces des éléments étant planes et le taux de déformation étant linéaire, il est
suffisant d’imposer la condition de pertinence aux quatre sommets de l’élément pour qu’elle
soit vérifiée partout. Les discontinuités de vitesse, cependant, peuvent être quadratiques.
Afin de vérifier la condition de pertinence sur toute la surface de discontinuité par une
simple vérification locale en ses trois sommets, on force ces discontinuités de vitesses à
être linéaires. En reprenant les notations de la figure 6.2 (b), cette condition, discutée en
détails dans Makrodimopoulos et Martin [162], s’exprime de la manière suivante :

V 4
j = (V 1

j + V 2
j)/2 ; V 5

j = (V 2
j + V 3

j)/2 ; V 6
j = (V 3

j + V 1
j)/2 (6.14)

et peut également s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Mjvj = 0 (6.15)

2.1.3 Formulation globale du problème de minimisation

Finalement, pour chaque trajet de chargement dans l’espace à 6 dimensions (D, χ̇),
l’approche cinématique se traduit par un problème d’optimisation qui consiste à minimiser
la valeur de la fonction d’appui macroscopique, notée Πnum(D, χ̇), sous les deux conditions
suivantes :

— La condition de pertinence est satisfaite à tous les sommets, à la fois pour les taux de
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déformation (équation (6.12)) et pour les discontinuités de vitesse (équation (6.13)),
ces dernières étant linéaires sur chaque surface de discontinuité (équation (6.14)) ;

— La vitesse sur la surface latérale Sl est de la forme (6.8). Une implémentation
similaire, mettant en œuvre l’approche cinématique du Calcul à la rupture pour la
résolution d’un problème auxiliaire avec des conditions aux limites périodiques, a
notamment été décrite par Guéguin et al. [122].

Après une procédure d’assemblage, les contraintes décrites dans les sous-parties 2.1.1
et 2.1.2 peuvent se mettre sous la forme du problème d’optimisation semi-définie suivant :

min
x

Πnum(D, χ̇) = 1
|S|

P num
rm (u)

s.c. Aglobalx = bglobal

x ∈ K1 × ... × Kp

ek
1 ⪰ 0, ek

2 ⪰ 0 ∀ k ∈ {1, ..., 4Ne}

(6.16)

où :
— x est le vecteur global des inconnues et collecte le vecteur assemblé des vitesses

nodales u, le vecteur assemblé des discontinuités de vitesses v et le vecteur assemblé
des composantes des taux de déformation d ;

— Aglobal est la matrice regroupant l’ensemble des contraintes linéaires, et rassemble
la relation entre les vitesses nodales et les taux de déformation (équation (6.4)), la
relation entre les vitesses nodales et les discontinuités de vitesse (équation (6.6)), les
conditions de périodicité (équation (6.10)), la condition de linéarité des discontinuités
de vitesse (équation (6.14)), et les relations entre les variables auxiliaires scalaires du
critère et les taux de déformation (équations (6.12) (a) et (b)) ou les discontinuités
de vitesse (équation (6.13) (b)). bglobal représente le second membre (constant) de
ces équations.

— Les contraintes coniques utilisées sont regroupées sous la forme x ∈ K1 × ... × Kp où
les Ki désignent les p cônes de second ordre introduits ;

— ek
1 et ek

2 sont les variables SDP introduites dans l’équation (6.12).
Ce problème d’optimisation peut être résolu par un solveur d’optimisation semi-définie.

Par la suite, nous avons utilisé l’API Python de Mosek [137].

Le domaine de résistance obtenu par l’approche numérique est :

Gnum =
⋂

(D,χ̇)∈E⊂R6

{
N : D + M : χ̇ ≤ Πnum(D, χ̇)

}
(6.17)

où E est le sous-ensemble des trajets de chargement explorés, et Πnum(D, χ̇) est la fonction
d’appui macroscopique correspondant à un trajet de chargement, telle que définie par
l’équation (6.16).
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En pratique, lorsqu’on s’intéresse uniquement à des chargements plans (χ̇ = 0), le
domaine de résistance peut être exploré par des trajets de chargement radiaux. Le taux de
déformation est alors donné de la manière suivante :

D =


cos β cos γ 1

2 sin γ 0
1
2 sin γ sin β cos γ 0

0 0 0

 (6.18)

pour β ∈ [−π; π] et γ ∈ [−π/2; π/2].

Pour des chargement hors-plan, en revanche, il devient bien plus complexe et plus
long de balayer des combinaisons linéaires des six composantes du tenseur des taux de
déformations et du tenseur des taux de courbure. Par la suite, nous présenterons uniquement
des projections et des coupes du domaine de résistance par des plans (Dαβ, Dγδ), (Dαβ, χ̇γδ)
et (χ̇αβ, χ̇γδ). Les coupes du domaine de résistance sont obtenues par un pilotage en efforts
généralisés (N, M), avec d’éventuels efforts fixes (N0, M0). Le problème de minimisation
(6.16) se transforme alors en :

min
x

1
|S|

Prm(u) − (N0 : D + M0 : χ̇)

s.c. Aglobalx = bglobal

x ∈ K1 × ... × Kp

ek
1 ⪰ 0, ek

2 ⪰ 0 ∀ k ∈ {1, ..., 4Ne}
N : D + M : χ̇ = 1

(6.19)

Au delà de la question du temps de calcul, la détermination du domaine de résistance
d’une plaque dans R6 pose également la question de la représentation de ce domaine. En
effet, si celle-ci est simple dans l’espace tridimensionnel, elle devient presque impossible
pour les dimensions supérieures. Plusieurs types de représentations, planes principalement,
seront donc proposées dans la suite du chapitre.

2.2 Approche statique

Le passage à un modèle tridimensionnel de la cellule de base engendre une double
augmentation de la complexité du problème, qui provient à la fois de l’augmentation
du nombre de variables et de contraintes, mais aussi du passage d’un problème de type
SOCP à un problème de type SDP. Dans le chapitre 4, nous avons vu que la qualité des
minorants obtenus par l’approche statique était beaucoup plus sensible à la finesse du
maillage que celle des majorants obtenus par l’approche cinématique. Pour un maillage
moyennement fin, et donc un temps de calcul relativement limité, l’approche cinématique
est donc susceptible de s’approcher davantage de la charge extrême associée au trajet
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de chargement considéré que l’approche statique utilisant le même maillage. C’est pour
cette raison que nous avons tout d’abord privilégié la mise en œuvre d’une approche
cinématique à celle d’une approche statique. L’approche statique permet néanmoins de
fournir une approche par l’intérieur du domaine de résistance, ce qui est très intéressant
en vue d’évaluer la qualité des approches cinématiques proposées.

2.2.1 Discrétisation de la cellule de base et contraintes statiques

Pour l’approche statique, la cellule de base est discrétisée en Ne éléments tétraédriques
linéaires à quatre nœuds, représentés sur la figure 6.3. Ces élements sont identiques à ceux
utilisés par Martin et Mackodimopoulos [138] par exemple.

Figure 6.3 – Éléments tétraédriques linéaires utilisés pour la statique

Les variables principales d’optimisation sont les composantes du tenseur des contraintes
microscopique, qui sont exprimées aux nœuds par éléments. Pour chaque élément i, elles
peuvent être stockées dans un vecteur σi, défini par :

σi =t
{
σ1,i

11 σ1,i
22 σ1,i

33 σ1,i
23 σ1,i

31 σ1,i
12 ... σ4,i

23 σ4,i
31 σ4,i

12

}
(6.20)

Ce champ de contraintes doit être statiquement admissible avec le chargement macro-
scopique (N, M), c’est-à-dire, pour rappel, vérifier :

— L’équilibre en l’absence de forces de volume : divσ = 0 ;
— La continuité du vecteur contrainte : [[σ.n]] = 0 ;
— Les conditions aux limites, qui sont de deux types :

— Sur les faces de normale ±e3, notées S±, libres de contraintes, le vecteur
contrainte doit être nul ;

— Sur les faces latérales Sl de la cellule de base, le vecteur contrainte est antipé-
riodique.

Tout comme pour l’approche cinématique, on peut montrer que ces trois premières
conditions peuvent se mettre sous la forme d’un ensemble de conditions linéaires portant
uniquement sur les contraintes et leurs dérivées par rapport aux trois coordonnées de
l’espace, qu’on écrira :

Cσ = 0 (6.21)
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Dans cette équation, σ représente l’assemblage des σi définis par élément.

La cellule de base est soumise à un chargement périodique. En plus des conditions
de périodicité sur ses surfaces latérales, le champ de contrainte local σ doit donc vérifier
l’équilibre avec le tenseur des efforts membranaires N et avec le tenseur des moments
fléchissants M , qui sont, pour rappel, définis par :

N = 1
|S|

∫
Ω

σd Ω M = − 1
|S|

∫
Ω

ξ3σd Ω (6.22)

En pratique, ces deux intégrations sont réalisées numériquement :

Nαβ = 1
|S|

Ne∑
i=1

|Ωi|
4

4∑
j=1

σj,i
αβ Mαβ = − 1

|S|

Ne∑
i=1

|Ωi|
4

4∑
j=1

ξj
3σj,i

αβ (α, β = 1, 2) (6.23)

où |Ωi| est le volume de l’élément i.

Pour chaque élément i, ces conditions peuvent alors se mettre sous forme de contraintes
linéaires, que l’on peut écrire de manière globale sous la forme matricielle suivante :

C′iσ′i = d′i (6.24)

où C′i contient l’information sur les degrés de liberté concernés ainsi que sur la géométrie
de l’élément, et d′i dépend des composantes du chargement macroscopique.

2.2.2 Formulation SDP du critère de Mohr-Coulomb pour l’approche statique

En plus d’être statiquement admissible avec un chargement (N, M), le champ de
contraintes doit vérifier le critère de Mohr-Coulomb en tout point de l’élément. Dans le cas
où l’interpolation du champ de contraintes est linéaire, de par la convexité du critère, il
est suffisant de vérifier le critère au niveau des quatre sommets du tétraèdre pour s’assurer
qu’il est bien respecté partout.

Le respect du critère de Mohr-Coulomb (f(σ) ≤ 0) est alors équivalent à (Martin et
Makrodimopoulos [138]) :

f(σi
j
) ≤ 0 ⇔

 Xαi
j

= −σi
j
(ki − aiζ

j
i )Ii

j
≽ 0

Xβi
j

= σi
j

+ ζj
i Ii

j
≽ 0

(6.25)

où Xαi
j

et Xβi
j

sont des variables tensorielles semi-définies positives, ai et ki sont des
paramètres de résistance de l’élément, et ζj

i est une variable auxiliaire d’optimisation
définie en chaque nœud j de chaque élément i.

Ce critère peut donc être réécrit comme deux relations linéaires et deux conditions de
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semi-définie positivité portant sur les variables Xαi
j

et Xβi
j

.

2.2.3 Formulation globale du problème de maximisation

Tout comme pour l’approche cinématique, nous considérerons que le chargement
macroscopique est composé d’une part fixe, notée (N0, M0), et d’une part variable, notée
(λÑ, λM̃) où Ñ et M̃ sont fixés, et λ est le multiplicateur du problème d’optimisation.

Finalement, pour chaque trajet de chargement (N = λÑ + N0, M = λM̃ + M0),
l’approche statique se ramène à la résolution du problème d’optimisation qui consiste à
maximiser la valeur du multiplicateur λ sous les deux conditions suivantes :

— En tout nœud, le champ de contrainte est à l’équilibre avec un chargement périodique
(N, M) et des forces de volume nulles. Ces conditions ont été explicitées dans le
paragraphe 2.2.1 ;

— En tout nœud, le champ de contrainte vérifie le critère de résistance de Mohr-Coulomb.
Cette condition a été explicitée dans le paragraphe 2.2.2, et plus particulièrement
dans l’équation (6.25).

Après assemblage, ces contraintes peuvent se mettre sous la forme du problème d’opti-
misation semi-définie suivant :

max
x

λ

s.c. Cglobalx = dglobal

Xαi
j

⪰ 0, Xβi
j

⪰ 0 ∀ i ∈ {1, ..., Ne} ; ∀j ∈ {1, ..., 4}

(6.26)

où :
— x est le vecteur global des inconnues et collecte le vecteur assemblé des contraintes

nodales σ, ainsi que le vecteur assemblé des variables auxiliaires du critère de
Mohr-Coulomb ζ ;

— Cglobal est la matrice regroupant l’ensemble des contraintes linéaires, et rassemble les
relations portant sur l’équilibre local du champ de contraintes, sur la continuité du
vecteur contrainte, sur l’antipériodicité du vecteur contrainte sur la surface Sl, sur
les conditions aux limites en contraintes sur les surfaces S±, ainsi que les relations
linéaires entre les variables semi-définies, les contraintes et les variables auxiliaires
données par (6.25). dglobal représente le second membre de ces relations.

— Xαi
j

et Xβi
j

sont les variables SDP introduites par le critère de Mohr-Coulomb
(Équation (6.25)).

Ce problème d’optimisation peut être résolu par un solveur d’optimisation semi-définie.
L’approche statique étant une adaptation de développements antérieurs à cette thèse, elle
se base sur l’API C de Mosek [137] (et non sur l’API Python comme les autres approches
proposées jusqu’à maintenant).
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Le domaine de résistance obtenu par l’approche statique Gstat,num est alors défini comme
l’enveloppe convexe des chargements macroscopiques (N = λÑ + N0, M = λM̃ + M0)
obtenus l’ensemble des trajets de chargement considérés.

Comme pour l’approche cinématique, il est impossible de balayer et de représenter tout
l’ensemble des combinaisons des trois composantes du tenseur des taux de déformation
et des trois composantes du tenseur des taux de courbure. Seules des projections ou des
coupes du domaine de résistance par un plan de dimension 2 seront donc présentées.

3 Application au domaine de résistance d’un mur de
maçonnerie

A partir des deux formulations numériques décrites dans la partie précédente, il est
possible de déterminer numériquement un encadrement du domaine de résistance d’un
milieu périodique tel que le mur en maçonnerie. Dans cette section, on présente une
première application des approches statique et cinématique numériques du Calcul à la
rupture, pour une cellule de base dont la géométrie ainsi que les propriétés mécaniques
correspondent au mur testé dans le chapitre 2.

3.1 Données du problème

Pour ce premier exemple, les caractéristiques géométriques ainsi que les propriétés
des matériaux sont considérées identiques à celles utilisées dans le chapitre précédent, de
manière à pouvoir comparer l’approche analytique et l’approche numérique. Elles sont
rappelées dans les tableaux 6.1 et 6.2.

Tableau 6.1 – Caractéristiques géométriques de la cellule de base considérée

Longueur des blocs Hauteur des blocs Epaisseur des blocs Epaisseur des joints
L (m) H (m) h (m) t (m)
0,72 0,36 0,2 0,01

Tableau 6.2 – Propriétés mécaniques des matériaux considérés

c (MPa) φ (MPa) Rc (MPa) Rt (MPa)
Pierre 1,53 30 o 5,3 1,77

Mortier 0,16 25 o 0,5 0,2
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On introduit également les notations suivantes :

N b
c = hRb

c = Π(D22 = 1)/|S| M b = h2(Rb
c + Rb

t)/8 = Π(χ̇22 = 1)/|S| (6.27)

où N b
c correspond à la résistance en compression d’une plaque homogène, composée

uniquement du matériau constitutif du bloc, qui suit un critère de résistance de Mohr-
Coulomb aboutissant à une résistance en compression simple Rb

c. M b correspond à la
résistance maximale en flexion d’une plaque homogène, composée uniquement du matériau
constitutif du bloc. Il ne s’agit donc pas de résistances en compression simple et en
flexion simple, mais de projections du domaine de résistance sur les directions N22 et M22

(qui, pour une plaque homogène, sont respectivement identiques au projections selon les
directions N11 et M11).

Enfin, les notations suivantes, introduites dans le chapitre 5, seront également utilisées :

NU = N11 + N22 ; NV = N11 − N22 ; NW = 2N12 (6.28)

NU correspond à la partie sphérique du tenseur des efforts membranaires, tandis que NV

et NW sont deux composantes dans le plan déviatorique.

3.2 Domaine de résistance vis-à-vis de sollicitations dans le plan
du mur

3.2.1 Optimisation des maillages utilisés dans les approches statique et ciné-
matique

Pour cette partie, tous les calculs ont été réalisés sur un ordinateur de bureau sous
Ubuntu 16.04 avec 32 GB de RAM et un processeur Intel Xenon E5-2623. Tout comme
dans le chapitre 4, les maillages ont été générés par le logiciel de maillage Gmsh [163].

Le choix des maillages utilisés pour les approches statique et cinématique a été guidé
par une étude de convergence dont les résultats sont représentés sur la figure 6.4. Pour
l’approche statique comme pour l’approche cinématique, les sollicitations correspondent à
des taux de déformation imposés, le taux de courbure étant fixé à zéro. Sur ces figures,
l’écart relatif est défini comme :

∆ =
Πi(D, χ̇ = 0)

Πmoy(D, χ̇ = 0) − 1 (6.29)

où Πi(D, χ̇) est la valeur de la fonction d’appui du domaine obtenu par l’approche statique
ou par l’approche cinématique pour un maillage donné, et Πmoy(D, χ̇) = (Πstat,max(D, χ̇) +
Πciné,min(D, χ̇))/2 correspond à la moyenne de la valeur de la fonction d’appui obtenue par
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l’approche statique Πstat,max(D, χ̇) pour le maillage de 111 633 éléments et par l’approche
cinématique Πciné,min(D, χ̇) pour le maillage de 17 853 éléments. Le choix de deux maillages
différents se justifie par le fait que le maillage utilisé par l’approche statique conduisait
pour l’approche cinématique à un problème trop lourd numériquement pour être traité
par le PC utilisé.

(a) Approche cinématique (b) Approche statique

(c)

(d)

Figure 6.4 – Etude de convergence : (a) écart relatif en fonction du nombre d’éléments
pour l’approche cinématique, (b) écart relatif en fonction du nombre d’éléments pour
l’approche statique, (c) temps de résolution en fonction du nombre d’éléments et (d)
maillages utilisés pour l’étude de convergence

Sur la figure 6.4, il apparait que pour l’approche cinématique, augmenter la qualité,
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et donc la taille du maillage ne permet d’améliorer le majorant que de 10 % au plus. En
revanche, le temps de résolution augmente très rapidement. Un maillage tel que celui
présenté sur la figure 6.5 (a), composé de 525 éléments, peut donc être suffisant tout en
permettant des calculs rapides (environ 30 s par trajet de chargement). Ce maillage a
donc été retenu pour les approches cinématiques présentées par la suite. Pour l’approche
statique, en revanche, un maillage de meilleure qualité permet d’augmenter drastiquement
le minorant, d’où le choix du maillage représenté sur la figure 6.5 (b), composé de 111 633
éléments, pour les approches statiques présentées par la suite. Le temps de calcul pour un
trajet de chargement sur un tel maillage est compris entre 1 et 2 h. De tels calculs sont alors
totalement inadaptés au travail de l’ingénieur, mais présentent un intérêt notable pour
évaluer la qualité de l’approche semi-analytique. A l’issue de cette étude de convergence,
on note tout de même qu’il subsiste un écart entre les deux approches compris entre 3 %
(pour une sollicitation D22 = 1) et 17 % (pour une sollicitation D12 = 1). Le choix d’un
maillage différent pour les approches statique et cinématique dans la suite de l’étude est
guidé par un souci d’efficacité, c’est-à-dire d’obtenir un encadrement correct en un temps
de calcul raisonnable.

(a) (b)

Figure 6.5 – Maillages utilisés pour la détermination numérique du domaine de résistance
vis-à-vis de sollicitations planes par l’approche cinématique (a) et par l’approche statique
(b)

On donne dans le tableau 6.3 le nombre de variables et de contraintes ainsi que le
temps de calcul pour le problème statique et pour le problème cinématique. Ces grandeurs
sont obtenues pour un chargement D22 = −1 et pour le maillage à 17 853 éléments. Il
apparait que pour un maillage identique, le problème statique comporte moins de variables
et de contraintes, et est résolu bien plus rapidement. C’est pour cette raison que, dans
l’étude paramétrique, nous avons pu nous intéresser à un maillage encore plus fin (111
633 éléments) en statique, alors que la résolution de l’approche cinématique sur ce même
maillage excédait les capacités de calcul de l’ordinateur utilisé.

La figure 6.6 représente quelques coupes des domaines obtenus par l’approche ciné-
matique numérique (en gris), et par l’approche statique numérique (en rouge), pour les
maillages de la figure 6.5. Ces coupes montrent que les principales différences entre les
deux approches correspondent à des sollicitations de compression. Pour des sollicitations
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de traction ou de cisaillement, en revanche, les valeurs obtenues sont assez proches.

Tableau 6.3 – Variables des problèmes d’optimisation correspondant à l’approche statique
et à l’approche cinématique pour le maillage de 17 853 éléments

Contraintes Variables Cônes Variables Temps de
scalaires SDP résolution (s)

Approche 1 240 012 499 773 0 142 792 230
statique

Approche 1 936 118 1 960 735 203 592 142 824 3714
cinématique

(a) Coupe (N11, N22) (b) Coupe (NV , NW )

Figure 6.6 – Coupes du domaine de résistance vis-à-vis de sollicitations planes

3.2.2 Comparaison des approches cinématique semi-analytique et numérique

La figure 6.7 représente l’approche par l’extérieur du domaine de résistance obtenue
par l’approche cinématique numérique (en gris), comparée à l’approche par l’extérieur de
ce même domaine obtenue par l’approche analytique présentée dans le chapitre 5 (partie
3), pour un même nombre de trajets de chargement.

Il est particulièrement remarquable de voir à quel point l’approche analytique donne
des résultats proches de l’approche cinématique numérique. L’approche numérique améliore
légèrement l’approche analytique pour des sollicitations de traction et pour des sollicitations
de cisaillement. Cette modeste amélioration se fait à un coût numérique élevé : alors que
la détermination analytique du domaine est immédiate, sa détermination numérique prend
environ 3 h (environ 25-30 s par trajet de chargement).

Les deux approches cinématiques peuvent être comparées d’un point de vue quantitatif
en définissant une différence relative entre les résultats de l’approche numérique et de
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l’approche analytique. Cet écart relatif est défini pour tout trajet de chargement i de la
manière suivante :

εi =
ΠS.An.(D, χ̇) − Πnum(D, χ̇)

Πnum(D, χ̇) (6.30)

où Πan.,p(D, χ̇) désigne la fonction d’appui macroscopique obtenue par voie semi-analytique
pour un trajet de chargement (D, χ̇), tandis que Πnum(D, χ̇) désigne la fonction d’appui
macroscopique obtenue par l’approche numérique pour ce même trajet de chargement.

(a) Coupe (N11, N22) (b) Coupe (NV , NW )

Figure 6.7 – Coupes du domaine de résistance vis-à-vis de sollicitations planes

La figure 6.8 (a) représente l’écart relatif εi en fonction des angles β et γ, qui définissent
la direction de D, tandis que la figure 6.8 (b) représente les composantes de D en fonction
de β et γ.

L’écart relatif entre l’approche semi-analytique et l’approche cinématique numérique
est plus grand dans les zones correspondant à des sollicitations de traction (D11, D22 ≥ 0
ou β ∈ [0 ; π/2]) et à des sollicitations de cisaillement (γ proche de −π/2 ou de π/2). Dans
ces zones, l’approche numérique permet d’améliorer le majorant obtenu par l’approche
analytique de 30 % au maximum. A l’inverse, cet écart relatif reste très faible pour des
sollicitations de compression, pour lesquelles D11 ≤ 0 ou D22 ≤ 0.

Bien qu’une approche statique eusse permis de mieux évaluer la précision de l’approche
cinématique analytique proposée dans le chapitre précédent, son temps et son coût nu-
mérique la rendent difficile d’utilisation pour de telles comparaisons, c’est pourquoi la
comparaison proposée dans ce paragraphe n’a pas pu être reproduite pour l’approche
statique.
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(a)

(b)

Figure 6.8 – (a) Différence relative entre les approches analytique et numérique en
fonction du trajet de chargement ; (b) Valeur des composantes du trajet de chargement en
fonction de β et γ

3.2.3 Mécanismes et champs de contrainte optimaux

Un autre résultat intéressant des approches numériques proposées concerne les champs
de contraintes ou de vitesse optimaux associés aux différentes sollicitations.

La figure 6.9 représente les différents mécanismes obtenus pour des sollicitations D11 = 1
(a), D11 = −1 (b), D22 = 1 (c), D22 = −1 (d) et D12 = 1 (e) (les autres Dαβ étant nuls à
chaque fois). On peut observer que les mécanismes (c) et (e) activent bien les discontinuités
de vitesses proposées dans le mécanisme analytique de de Buhan et de Felice [4], tandis que
les deux mécanismes de compression (b) et (d) sont quasiment des mécanismes homogènes
comme celui présenté dans la partie 3 du chapitre 5. Enfin, le mécanisme (a), qui correspond
à une traction dans la direction horizontale, est une combinaison de déformations localisées
des blocs, et d’une discontinuité de vitesse entre le mortier du joint vertical et la pierre.
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Figure 6.9 – Mécanismes de rupture optimaux pour quelques sollicitations dans le plan
(Les couleurs représentent les isovaleurs de la norme de la vitesse)

La figure 6.10 représente la valeur locale de la fonction d’appui pour ces mêmes
mécanismes de rupture. Dans le cadre de l’analyse limite, cette valeur correspond à
la dissipation plastique par unité de volume. Il est intéressant de noter que, pour des
sollicitations de traction dans les directions horizontale et verticale, ainsi que pour une
sollicitation de cisaillement, la valeur de la fonction d’appui est bien plus élevée dans les
joints que dans les blocs, où elle est quasiment nulle. Pour des sollicitations de compression,
en revanche, la valeur de la fonction d’appui est seulement 10 % plus élevée dans les
joints que dans les blocs. Une répartition aussi homogène de la fonction d’appui permet
d’expliquer pourquoi le mécanisme analytique mettant en œuvre un taux de déformation
homogène sur la cellule de base donne d’aussi bons résultats comparé au mécanisme,
potentiellement plus complexe, obtenu par l’approche numérique.
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Figure 6.10 – Valeur locale de π(d) pour quelques sollicitations dans le plan

La figure 6.11 représente des coupes des composantes σ22 (a) et σ33 ((b) avec une
échelle classique et (c) avec une échelle modifiée pour distinguer les zones σ33 ≥ 0 des zones
σ33 ≤ 0) du champ de contrainte optimal pour une sollicitation équivalente à D22 = −1.

Tout d’abord, on peut noter la présence d’un "effet de bord" au niveau des joints
horizontaux. Au niveau des surfaces S±, la contrainte verticale σ22 y est plus faible que
dans la pierre (figure 6.11 (a)). Si on regarde un plan à l’intérieur de la cellule de base, en
revanche, il n’y a pas de différence entre la contrainte verticale dans les joints horizontaux
et dans la pierre.

Il est également intéressant de noter que le champ de contraintes n’est pas plan. La
composante σ33, représentée sur la figure 6.11 (b) est bien nulle par hypothèse sur les
surfaces Sl de la cellule de base, mais elle varie très rapidement au voisinage de ces surfaces.
Pour qu’une telle variation soit possible, il faut une discrétisation suffisante dans l’épaisseur
du mur, d’où la nécessité d’avoir des maillages fins (entrainant des temps de calcul longs)
pour l’approche statique.

Le signe de cette composante est également remarquable : il est négatif au niveau des
joints horizontaux, mais positif dans la pierre (voir figure 6.11 (c)). Cette observation
est cohérente avec les observations de Hilsdorf [154], qui propose, pour les maçonneries
chargées verticalement, un état de contrainte correspondant à une compression triaxiale
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dans le mortier, et à une compression verticale/traction horizontale dans la pierre. Un
tel état de contrainte est cohérent, du point de vue numérique, avec les mécanismes de
rupture en compression qui s’accompagnent d’une expansion de la cellule de base dans la
direction transversale au mur. Du point de vue expérimental, un tel état de contraintes est
également cohérent avec les ruptures par fendage observées à température élevée (chapitre
2) ou à température ambiante (chapitre 8).

(a) (b) (c)

Figure 6.11 – Valeurs locales de σ22 et σ33 obtenues par l’approche statique pour une
sollicitation équivalente à D22 = −1

3.3 Domaine de résistance hors-plan

L’approche cinématique numérique proposée permet d’explorer des mécanismes présen-
tant des taux de déformation affines et des discontinuités de vitesses linéaires. Elle inclut
donc les deux familles de mécanismes explorées par l’approche analytique proposée dans le
chapitre 5. Ainsi, pour un trajet de chargement (D, χ̇ = 0) donné, l’approche numérique
donnera à priori un majorant inférieur ou égal à celui donné par l’approche analytique.

Pour des chargements hors-plan, en revanche, l’approche semi-analytique met en œuvre
des champs de vitesse qui ne sont pas quadratiques. De tels champs ne peuvent donc pas
être inclus par l’approche cinématique numérique, qui pourrait donc, sur certains trajets
de chargement, être moins performante. Néanmoins, il est apparu lors des premiers calculs
comparant les approches semi-analytique et numérique, que cette dernière permettait tout
de même d’améliorer significativement certains majorants, même pour des cas "simples",
comme par exemple un mur constitué de blocs infiniment résistants. Pour bien visualiser
les subtilités apportées par l’approche numérique, nous avons donc choisi de décomposer les
différentes sources d’écart relatif potentiel entre les approches semi-analytique et numérique.
Pour ce faire, on commence par s’intéresser à la modélisation d’une plaque homogène.
On considère ensuite une cellule de base composée de joints infiniment minces, puis on
généralise les résultats au cas de joints d’épaisseur non-nulle.
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Chapitre 6. Évaluation numérique du critère de résistance

Note : Les coupes présentées dans cette sous-partie (à l’exception de celles de la
figure 6.22) correspondent à des trajets de chargement radiaux de la forme (Nβγ, Mβγ) =
(N b

c cos α, M b sin α) (β, γ = 1, 2) où α est donné sur la figure 6.12.

Figure 6.12 – Définition de l’angle α pour le paramétrage des trajets de chargement
radiaux

3.3.1 Validation de l’approche cinématique : plaque homogène

Dans le chapitre 5, une étude paramétrique a montré que, même pour une cellule de
base homogène, il était nécessaire d’avoir une discrétisation suffisante selon la coordonnée
ξ3 (transversale, dans l’épaisseur) afin d’obtenir une approche précise du domaine de
résistance de la structure vis-à-vis de sollicitations hors-plan. Cette observation reste
valable pour l’approche cinématique numérique. La figure 6.13 (a) représente des coupes
du domaine de résistance par le plan (N11, M11), tous autres efforts nuls, pour différents
maillages représentés sur la figure 6.13 (b). Pour ces calculs, nous avons considéré une
cellule de base constituée d’un matériau vérifiant le critère de Mohr-Coulomb, de cohésion
cb = 1,53 MPa et d’angle de frottement interne φb = 30 o.

Figure 6.13 – Coupe (N11, M11) du domaine de résistance pour une cellule de base
homogène (a) et maillages correspondants (b)
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3. Application au domaine de résistance d’un mur de maçonnerie

Alors que pour des sollicitations planes, raffiner le maillage ne permettait qu’une
amélioration très relative des majorants obtenus par l’approche cinématique (de l’ordre
de 5 %), on voit que pour des sollicitations de flexion, un maillage trop lâche donne lieu
à des écarts bien plus importants. En effet, pour des sollicitations hors-plan, les champs
de vitesse de l’approche analytique ne sont ni linéaires, ni quadratiques mais plutôt des
racines de sommes de fonction quadratiques. L’approche numérique, qui met en œuvre
des champs d’ordre au plus quadratique (avec des discontinuités potentielles) ne peut
donc pas les reproduire parfaitement, d’où la nécessité d’une discrétisation suffisante dans
l’épaisseur.

3.3.2 Cas particulier : joints infiniment minces

On considère dorénavant une cellule de base composée de blocs et de joints infiniment
minces. Ce cas particulier a vocation d’une part à valider l’implémentation de l’approche
cinématique numérique vis-à-vis de la solution analytique proposée par Sab [5], et d’autre
part à évaluer l’approche semi-analytique proposée dans le chapitre précédant pour des
blocs de résistance finie ou infinie et des joints infiniment minces. L’approche statique ne
sera pas considérée dans ce paragraphe.

Dans le cas particulier traité dans cette section, les blocs ont une longueur L = 73 cm
et une hauteur H = 37 cm. Les valeurs des paramètres a = H + t et b = L + t intervenant
dans les critères proposés par de Buhan et de Felice [4] ou Sab [5] restent ainsi identiques
aux cas précédemment traités, et présentés dans le tableau 6.1 par exemple.

(a) Coupe (N11, M11) (b) Coupe (N22, M22) (c) Coupe (N12, M12)

Figure 6.14 – Coupes du domaine de résistance pour des blocs de résistance infinie et
des joints infiniment minces

3.3.2.1 Validation : blocs de résistance infinie Plaçons-nous tout d’abord dans
le cas où les blocs sont infiniment résistants et les joints sont infiniment minces. Les
hypothèses du modèle sont alors identiques à celles formulées par Sab [5]. La figure 6.14
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donne quelques coupes des domaines obtenus par l’approche cinématique numérique et
par l’approche semi-analytique.

Il apparait que les domaines obtenus par les deux approches sont bien identiques, ce
qui permet de valider l’approche numérique sur ce point.

3.3.2.2 Blocs de résistance finie Considérons maintenant une cellule de base com-
posée de blocs de résistance finie (cb = 1, 53 MPa, φb = 30o), et de joints infiniment minces
dont les propriétés de résistance sont différentes de celles des blocs (cm = 0, 16 MPa,
φm = 25o). La géométrie est identique à celle considérée dans le paragraphe précédent.

Dans ce cas, par propriété de l’approche cinématique, le domaine de résistance est inclus
dans l’intersection du domaine obtenu par un mécanisme homogène, sans discontinuités,
pour une plaque constituée d’un matériau de Mohr-Coulomb de propriétés (cb, φb)(tel
que déterminé dans le paragraphe 3.3.1), et du domaine déterminé dans le paragraphe
précédent, à l’aide de mécanismes de blocs.

La figure 6.15 représente ces domaines de résistance obtenus par une approche ciné-
matique numérique. Le domaine noté "Cas 3" correspond à la cellule de base avec des
joints infiniment minces et des blocs de résistance finie, et est comparée aux deux cas
précédemment étudiés : une cellule de base avec des blocs infiniment résistants (Cas 1), et
une cellule de base homogène (Cas 2). Il apparait que le domaine obtenu dans le cas 3 est
strictement inclus dans l’intersection des domaines obtenus dans le cas 1 et dans le cas 2.
Le mécanisme optimal n’est donc pas uniquement la combinaison d’un mécanisme de bloc
et d’un mécanisme "homogène".

Figure 6.15 – Comparaison des domaines de résistance obtenus pour les cas 1 (blocs
infiniment résistants), 2 (cellule de base homogène) et 3 (maçonnerie avec des joints
infiniment minces)

L’approche semi-analytique proposée dans le chapitre 5 est basée sur cette même
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3. Application au domaine de résistance d’un mur de maçonnerie

méthode d’intersection des domaines obtenus par un mécanisme de blocs et par un
mécanisme par tranches. Elle est comparée à l’approche cinématique numérique sur la
figure 6.16. On observe donc sans surprise qu’il existe une zone de transition entre le
mécanisme de blocs et le mécanisme homogène, pour laquelle l’approche semi-analytique, en
bleu, surestime légèrement l’approche numérique, en gris. Pour des sollicitations de traction,
de cisaillement ou de flexion pure, l’approche semi-analytique et l’approche numérique
donnent des majorants proches. Enfin, pour des sollicitations avec une forte part de
compression, l’approche semi-analytique se révèle meilleure que l’approche numérique car
elle permet une discrétisation plus fine dans l’épaisseur de la cellule de base.

On peut s’intéresser aux mécanismes virtuels optimaux correspondant aux sollicitations
pour lesquelles l’approche semi-analytique surestime l’approche numérique pour essayer
de comprendre d’où provient l’écart observé. La figure 6.17 représente les mécanismes
optimaux pour trois trajets de chargement particuliers. Pour la sollicitation (N11, M11), le
trajet de chargement correspond au symbole étoile sur la figure 6.16 (a). Pour la sollicitation
(N22, M22), il s’agit du rond de la figure 6.16 (b). Enfin, on s’intéresse à un trajet de
chargement dans la direction M12 (toutes autres sollicitations nulles), représenté par un
carré sur la figure 6.16 (c).

(a) Coupe (N11, M11) (b) Coupe (N22, M22)

(c) Coupe (N12, M12)

Figure 6.16 – Coupes du domaine de résistance pour des blocs de résistance finie et des
joints infiniment minces
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(a) Sollicitation (N11, M11) (b) Sollicitation (N22, M22) (c) Sollicitation M12

Figure 6.17 – Mécanismes optimaux pour quelques sollicitations particulières

Pour le chargement (N11, M11), on observe une rupture en compression des blocs
au niveau des arêtes adjacentes au joint vertical situées sur la face comprimée, en plus
de la rupture en traction des joints qui est prévue par le mécanisme de blocs. Pour le
chargement (N22, M22), cette rupture en compression se produit au niveau des arêtes
adjacentes aux joints horizontaux. Enfin, pour un chargement dans la direction M12, le
mécanisme optimal met en évidence des ruptures locales au niveau des coins des blocs.
Ces ruptures locales en compression ou cisaillement ne sont pas prises en compte dans le
mécanisme de blocs qui ne concerne que les joints, ni dans le mécanisme avec un taux de
déformation homogène par tranches. Elles permettent donc d’expliquer en partie l’écart
entre l’approche semi-analytique et l’approche numérique.

3.3.3 Cas général : joints d’épaisseur non-nulle

Considérer des joints infiniment minces est une hypothèse courante pour la maçonnerie,
qui, géométriquement parlant, parait sensée lorsque la hauteur des joints représente moins
de 5 % de la hauteur des blocs. On peut néanmoins s’interroger sur l’effet de cette hypothèse
simplificatrice sur l’évaluation du domaine de résistance.

3.3.3.1 Blocs infiniment résistants Intéressons-nous tout d’abord au cas où la
résistance des blocs est infinie. Dans ce paragraphe, qui a pour but d’évaluer l’approche
semi-analytique proposée par Sab [5] dans le cas où les joints ne sont pas infiniment minces,
nous ne considèrerons que les deux approches cinématiques (semi-analytique et numérique).
Pour ce calcul, nous supposerons que la cohésion des blocs vaut cb = 1000 MPa et que
leur angle de frottement interne vaut φb = 5o. La cohésion et l’angle de frottement interne
du mortier sont respectivement égaux à cm = 0, 16 MPa et φm = 25o. Les dimensions de
la cellule de base sont identiques à celles du tableau 6.1.
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3. Application au domaine de résistance d’un mur de maçonnerie

La figure 6.18 compare les domaines de résistance obtenus par les approches semi-
analytique et numérique, pour des coupes par les plans (N11, M11), (N22, M22) et (N12, M12).

On note que l’approche cinématique semi-analytique donne des majorants légèrement
supérieurs à ceux de l’approche cinématique numérique. Cette dernière permet en effet
de prendre en compte une plus grande variété de champs de vitesse, et inclut les champs
de vitesses avec des discontinuités entre blocs utilisés dans l’approche semi-analytique.
Cette différence laisse penser que l’épaisseur des joints joue davantage sur la résistance en
flexion de l’assemblage qu’elle ne jouait sur sa résistance vis-à-vis de sollicitations planes.
L’effet de l’épaisseur des joints sur la résistance hors-plan de la maçonnerie sera étudié
dans l’annexe D.

Cette observation témoigne de l’influence de l’épaisseur du mortier sur la résistance
vis-à-vis de sollicitations de torsion (dans la direction M12, toutes autres sollicitations
nulles) : un joint de 10 mm d’épaisseur, correspondant à une fraction volumique de mortier
de 4,6 %, entraine une réduction de 28 % de la résistance à la torsion.

(a) Coupe (N11, M11) (b) Coupe (N22, M22)

(c) Coupe (N12, M12)

(d) Mécanisme pour une sollicitation dans la
direction M12 (couleurs : isovaleurs des

vitesses)

Figure 6.18 – Coupes du domaine de résistance pour des blocs infiniment résistants et
des joints d’épaisseur non-nulle ((a)-(c)) ; mécanisme correspondant à une sollicitation
dans la direction M12 (d)
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A titre indicatif, la figure 6.18 (d) représente le mécanisme optimal pour une sollicitation
M12 = 1. On note bien la déformation du mortier, qui ne peut pas être prise en compte au
moyen de simples discontinuités comme proposé dans l’approche semi-analytique présentée
dans le chapitre 5, et qui permet donc d’améliorer le majorant proposé.

Il apparait donc que réduire les joints à des interfaces sans épaisseur conduise à
surestimer la résistance réelle de l’assemblage. Une telle conclusion avait déjà été proposée
par Milani et Taliercio ([164], [153]), sous l’hypothèse simplificatrice supposant un état de
contrainte plane pour les joints.

3.3.3.2 Blocs de résistance finie Dans un second temps, on se place dans un cas
plus général : une cellule de base dont les blocs ont une résistance finie (cb = 1, 53 MPa,
φb = 30o). Les joints ont toujours une épaisseur non-nulle (t = 10 mm), des propriétés mé-
caniques identiques à celles considérées dans le paragraphe précédent, et les caractéristiques
géométriques de la cellule de base sont celles présentées dans le tableau 6.1.

Dans le paragraphe 3.3.1, nous avions noté que pour des chargements hors-plan traités
par l’approche cinématique numérique, la discrétisation de la cellule de base avait une
influence beaucoup plus grande sur la qualité du majorant que pour des chargements
plans. Concernant l’approche statique, il était déjà apparu dans le paragraphe 3.2.1 qu’une
discrétisation fine était nécessaire pour bien décrire les effets de bord dûs à la présence
de joints et des surfaces libres S±. La figure 6.19 propose donc une étude de convergence
similaire à celle présentée sur la figure 6.4.

(a) (b)

Figure 6.19 – Étude de convergence vis-à-vis de chargements hors-plan : (a) écart relatif
en fonction du nombre d’éléments et (b) temps de calcul en fonction du nombre d’éléments
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Tout comme dans le paragraphe 3.2.1, l’écart relatif est défini comme :

∆ =
Πi(D, χ̇)

Πmoy(D, χ̇) − 1 (6.31)

où Πmoy(D, χ̇) = (Πstat,max(D, χ̇)+Πciné,min(D, χ̇))/2 correspond à la moyenne de la valeur
de la fonction d’appui des domaines obtenus par l’approche statique Πstat,max(D, χ̇) pour
le maillage de 111 633 éléments et par l’approche cinématique Πciné,min(D, χ̇) pour le
maillage de 17 853 éléments. Les maillages utilisés sont identiques à ceux proposés sur la
figure 6.4 (d).

Comme pour le cas des chargements plans, raffiner le maillage conduit à une augmen-
tation exponentielle du temps de calcul (plus de 1h20 par trajet de chargement pour le
maillage le plus fin), et ce pour la statique comme pour la cinématique. En revanche, cela
permet d’améliorer significativement l’écart entre les deux approches. Pour rappel, raffiner
le maillage ne permettait pas d’améliorer significativement les résultats de l’approche
cinématique vis-à-vis de sollicitations planes. On note également que, comme pour le
cas des sollicitations planes, les maillages les plus fins considérés ne permettent pas un
encadrement très fin de la charge extrême : il subsiste un écart compris entre 19 % (pour
χ̇11 = 1) et 33 % (pour χ̇22 = 1) entre les résultats des deux approches. Par la suite,
pour l’approche cinématique, nous avons conservé le maillage à 2024 éléments, qui nous
paraissait présenter un bon compromis entre précision et temps de calcul (environ 2 min
par trajet de chargement), tandis que pour l’approche statique, nous avons conservé le
maillage le plus fin avec 111 633 éléments.

La figure 6.20 compare les domaines de résistance obtenus par les approches statique
et cinématique numériques dans les plans (N11, M11), (N22, M22) et (N12, M12).

On note sur ces figures que l’approche statique et l’approche cinématique donnent
des résultats proches pour des sollicitations de traction et de cisaillement (6 % d’écart).
Pour une sollicitation de torsion, l’écart est en revanche de l’ordre de 30 %. En com-
pression, on retrouve l’écart de 14 à 19 % déjà observé dans le paragraphe 3.2.1. En-
fin, c’est en flexion que l’écart est le plus important. Sur les coupes présentant de
la flexion composée, les écarts maximaux valent 35 % pour un trajet de chargement
(N11, M11) = λ(N b

c cos(2π/3), M b sin(2π/3)) et 47 % pour une sollicitation (N22, M22) =
λ(N b

c cos(7π/9), M b sin(7π/9)).
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Figure 6.20 – Coupes des domaines de résistance obtenus par la mise en œuvre numérique
des approches statique et cinématique pour des blocs de résistance finie et des joints
d’épaisseur t = 10 mm

3.3.4 Cas général - Comparaison des deux approches cinématiques

D’après la figure 6.21, on note encore une fois un relativement bon accord entre les
approches cinématiques semi-analytique et numérique, ce qui montre la pertinence de
l’approche semi-analytique. Les trois principales sources d’écart sont les suivantes :

— En compression, l’approche semi-analytique permet d’obtenir des majorants plus
précis que l’approche numérique grâce à une meilleure prise en compte des mécanismes
de type "homogène par couche" ;

— Pour des sollicitations de flexion composée avec de faibles valeurs de compression, il
peut exister des mécanismes locaux, mis en évidence dans le paragraphe 3.3.2.2 ;

— Ces mécanismes locaux, non-pris en compte par l’approche semi-analytique, peuvent
également se produire dans les joints, comme montré dans le paragraphe 3.3.3.1.
L’influence de l’élancement des joints et de la fraction volumique de mortier sera
évaluée dans l’annexe D.
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(a) Coupe (N11, M11) (b) Coupe (N22, M22)

(c) Coupe (N12, M12)

Figure 6.21 – Coupes des domaines de résistance obtenus par les approches cinématiques
semi-analytique et numérique pour des blocs de résistance finie et des joints d’épaisseur
t = 10 mm

Pour la coupe (N11, M11) comme pour la coupe (N22, M22), l’approche analytique
surestime l’approche cinématique numérique d’environ 10 % en traction, de 40 % au
maximum pour un trajet de chargement avec une précontrainte horizontale ou verticale
légère, et donne un résultat très proche de l’approche numérique, voire l’améliore, pour
les trajets de chargements avec une précontrainte forte (N11 < −0,5N b

c ou N22 < −0,5N b
c ,

où N b
c est défini par l’équation (6.27)). On note également que les résistances à la flexion

simple dans les directions horizontale et verticale sont différentes, mais que cette anisotropie
tend à s’effacer lorsqu’on applique un effort membranaire de compression supérieur à
0,5N b

c . Enfin, pour la coupe (N12, M12), l’écart entre les deux approches est nul en
cisaillement, et de l’ordre de 30 % en torsion pure. C’est deux fois plus que sous l’hypothèse
de joints infiniment minces. L’approche statique suit quant à elle les mêmes tendances que
l’approche cinématique numérique, avec des écarts plus importants vis-à-vis de l’approche
semi-analytique.

Note : Du fait du temps de calcul extrêmement long nécessaire pour chaque trajet
de chargement avec l’approche statique, nous avons fait le choix, dans la suite, de ne
comparer que les deux approches cinématiques. Nous garderons cependant à l’esprit que
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même l’approche cinématique numérique surestime la charge extrême, notamment en
flexion et en compression.

Les coupes présentées sur la figure 6.21 ne représentent qu’une fraction très faible de
l’ensemble des trajets de chargement. Les murs porteurs de maçonnerie étant souvent
chargés par une sollicitation de compression verticale fixe, puis éventuellement par des
chargements de cisaillement ou de flexion, il parait également pertinent de s’intéresser
aux différents domaines de résistance obtenus pour un chargement N0

22 constant. La figure
6.22 représente quelques coupes des domaines de résistance obtenus par les approches
semi-analytique et numérique pour différentes valeurs de N0

22. Il apparait que la résistance
vis-à-vis de sollicitations hors-plan augmente jusqu’à environ N0

22 = −0,25N b
c , puis diminue

par la suite. La différence relative entre les approches analytique et numérique, quant à
elle, diminue pour des chargements supérieurs à N0

22 = −0,25N b
c .

(a) Coupe (M11, M22) (b) Coupe (M11, M12)

(c) Coupe (M22, M12)

Figure 6.22 – Coupes des domaines de résistance en flexion-flexion (a et b) et en flexion-
torsion pour différentes précontraintes verticales N0

22

Intéressons-nous maintenant à l’écart entre les approches semi-analytique et numérique
pour de telles sollicitations. Pour cette étude, on considère des trajets de chargement
paramétrés par (M11 = λ cos β cos γ, M22 = λ sin β cos γ, M12 = λ sin γ) (β ∈ [−π, π] et
γ ∈ [−π/2, π/2]), à N0

22 fixé (les autres efforts membranaires étant nuls). La figure 6.23
donne la différence relative entre les fonctions d’appui des approches semi-analytique et
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numérique, pour les mêmes trajets de chargement, pour trois valeurs de N0
22 : N0

22 = 0,
N0

22 = −0,25N b
c et N0

22 = −0,5N b
c . Sur cette figure, seuls les points correspondant à

β ∈ [0, π] et γ ∈ [0, π/2] sont représentés, les autres pouvant être obtenus par symétrie.

(a) N0
22 = 0 (b) N0

22 = −0,25N b
c (c) N0

22 = −0,5N b
c

Figure 6.23 – Écart relatif en fonction du trajet de chargement pour différentes valeurs
de précontrainte de compression verticale

On note encore une fois que pour des trajets de chargements sans précontrainte
membranaire verticale, l’écart est assez élevé, surtout pour des sollicitations de torsion.
En revanche, plus le mur est précontraint, plus l’écart entre les deux approches se réduit
jusqu’à devenir quasiment nul pour une précharge N0

22 = −0,5N b
c .

3.4 Conclusion

La mise en œuvre numérique des approches statique et cinématique du Calcul à la
rupture, présentée dans la partie 2, nous a permis d’obtenir une approche par l’intérieur
et une approche par l’extérieur du domaine de résistance d’un mur de maçonnerie, qui
viennent compléter, et le plus souvent améliorer, la première approche analytique proposée
dans le chapitre 5. L’encadrement proposé par ces deux approches est d’une précision
variable selon la sollicitation : l’écart relatif varie de 3 % pour des sollicitations de traction,
à 33 % pour des sollicitations de flexion.

La comparaison de l’approche cinématique numérique avec l’approche cinématique
semi-analytique a montré que l’approche numérique permettait, pour la plupart des trajets
de chargement considérés, d’améliorer les majorants obtenus par l’approche semi-analytique.
En considérant le cas de joints infiniment minces, nous avons vu que pour des sollicitations
de flexion couplées à une légère compression, ou pour des sollicitations de torsion, cette
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amélioration provenait de l’existence de mécanismes locaux situés dans les coins des
blocs. Pour des joints d’épaisseur non-nulle, l’apparition d’autres mécanismes, impliquant
notamment des déformations dans les joints, permet d’améliorer légèrement les majorants
obtenus par l’approche semi-analytique en traction et en cisaillement.

Bien que l’approche cinématique numérique permette d’améliorer assez largement les
majorants obtenus pour certains trajets de chargement, l’écart relatif global entre les deux
approches reste relativement faible pour l’exemple considéré. L’approche statique, quant
à elle, nécessite des temps de calcul très élevés qui la rendent inadaptée au travail de
l’ingénieur. L’approche semi-analytique nous semble donc être un meilleur choix lorsqu’on
souhaite procéder à des calculs rapides. Dans ce cas, il parait nécessaire de savoir en quelle
mesure l’approche semi-analytique surestime l’ensemble des charges extrêmes du problème.

4 Étude paramétrique

4.1 Présentation de l’étude

Bien que, dans le cas du mur testé dans le chapitre 2, l’approche semi-analytique
proposée dans le chapitre 5 semble suffisante, nous ne pouvons pour l’instant pas conclure
qu’elle est adaptée pour tout type de géométrie de mur ou de matériaux. Pour identifier
les cas dans lesquels l’approche numérique est nécessaire, nous avons donc choisi de mener
une étude paramétrique.

Trois paramètres sont considérés pour cette étude paramétrique :
— le contraste Rb

c/Rm
c entre la résistance en compression uniaxiale de la pierre et celle

du mortier ;
— la fraction volumique de mortier η = Ωm/(Ωm +Ωb), où Ωm désigne le volume occupé

par le mortier dans la cellule de base représentée sur la figure 6.1, et Ωb représente le
volume occupé par les blocs dans cette même cellule de base ;

— l’élancement transversal des joints λ = t/h, où t est l’épaisseur des joints et h

l’épaisseur du mur.
Les plages de variation des différents paramètres ont été choisis en gardant en tête

des valeurs réalistes pour des murs en pierre massive, qui se basent sur des normes de
dimensionnement comme l’Eurocode 6 [1] ou le DTU 20.1 (2020) [2]. Bien que ces valeurs
concernent la pierre naturelle, les résultats de cette étude peuvent être étendus à d’autres
types de maçonneries de blocs pleins.

Afin d’alléger ce chapitre, les graphes concernant les différents cas d’étude sont repré-
sentés et commentés dans l’annexe D. Seules les conclusions de cette étude paramétrique
sont reportées dans la sous-partie 4.2.
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4.2 Conclusions principales

L’étude paramétrique présentée dans l’annexe D a principalement montré que :
— Augmenter le contraste entre la résistance en compression de la pierre et du mortier

pour une résistance fixée de la pierre (ce qui correspond à diminuer celle du mortier)
faisait principalement diminuer la résistance à la traction, à la flexion simple, et dans
une moindre mesure au cisaillement et à la torsion de l’assemblage. La résistance à
la compression de l’assemblage est quant à elle relativement peu impactée.

— Augmenter la fraction volumique de mortier conduisait principalement à une réduction
de la résistance en compression et en torsion de l’assemblage. La résistance à la
flexion simple est également impactée dans une moindre mesure, et les résistances
en traction et au cisaillement sont très peu impactées (puisque les mécanismes
correspondants mettent en jeu des discontinuités dans les joints)

— Augmenter l’élancement transversal des joints semble réduire légèrement la résistance
à toutes les sollicitations, sauf en torsion. Ce résultat doit cependant être nuancé
car les majorants obtenus dépendent également du maillage utilisé, qui est différent
pour toutes les géométries.

Cette étude paramétrique nous a également permis de comparer les deux approches
cinématiques, semi-analytique et numérique, proposées dans les chapitres 5 et 6. Elle
a notamment montré que l’approche cinématique numérique, qui permet d’explorer un
ensemble de champs cinématiquement admissibles différent, et potentiellement plus vaste
que l’approche semi-analytique, pouvait présenter un apport intéressant pour certaines
géométries de cellule de base, et notamment lorsque les joints sont épais. Dans ce cas,
qui regroupe à la fois les fractions volumiques et les transversaux élancements élevés,
des mécanismes de rupture locaux, demeurant inaccessibles à l’approche analytique, sont
davantage susceptibles de se produire.

Il apparait également que pour des contrastes élevés entre la résistance en compression
de la pierre et du mortier, l’approche semi-analytique surestime assez largement (> 30 %)
la résistance à la flexion verticale de l’assemblage. En outre, la résistance à la torsion du
mur est également surestimée.

Enfin, il convient de garder à l’esprit que les deux approches ici comparées sont des
approches cinématiques, qui fournissent des approches par l’extérieur du domaine de
résistance. Il serait intéressant de pouvoir comparer les résultats obtenus à une approche
statique. Une telle comparaison conduirait cependant à des temps de calcul très élevés, ce
qui explique pourquoi seules les approches cinématiques ont été ici comparées.
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5 Remarques finales

Dans ce chapitre, nous avons présenté la mise en œuvre numérique des approches
statique et cinématique du Calcul à la rupture. Ces deux approches présentent l’originalité
de pouvoir prendre en compte des types champs de contraintes affines par morceaux ou de
vitesses quadratiques par morceaux, en s’affranchissant des hypothèses souvent admises
de contraintes ou de déformations planes, c’est-à-dire en traitant le problème comme
un problème authentiquement tridimensionnel. Elles ont notamment permis de montrer
que ces deux dernières hypothèses étaient trop restrictives. En effet, on a pu observer
que les champs de contraintes optimaux ont des composantes hors-plan (notamment
σ33) non-nulles, tandis que les mécanismes optimaux ont intervenir des vitesses virtuelles
transversales au mur. Enfin, la mise en œuvre numérique de ces deux approches a permis
d’évaluer la pertinence de l’hypothèse de joints infiniment minces, et de voir qu’elle
conduisait notamment à surestimer la résistance à la flexion et à la torsion.

La comparaison, dans la partie 3 de ce chapitre, avec l’approche semi-analytique sur le
cas d’étude correspondant au mur testé dans le chapitre 2 a montré les bonnes performances
de l’approche semi-analytique comparativement à l’approche cinématique numérique. En
effet, pour un temps de calcul presque nul, l’approche semi-analytique permet d’obtenir
des majorants des charges extrêmes qui, pour des chargements plans, ne sont en moyenne
que 6 % plus élevés que ceux obtenus par l’approche cinématique numérique. La différence
est un peu plus élevée pour des chargements hors-plan.

Enfin, l’étude paramétrique effectuée dans l’annexe D nous a permis de voir que pour
des joints épais (fractions volumiques de mortier et élancements transversaux de joints
élevés) et pour des contrastes entre les résistances des matériaux importants, l’approche
cinématique numérique permettait notamment d’améliorer l’estimation de la résistance
en traction, au cisaillement et en flexion, qui sont cruciales pour certaines sollicitations
(sismiques notamment). En revanche, elle n’améliore que très peu l’estimation de la
résistance en compression donnée par l’approche analytique.

Le temps de calcul reste cependant le défaut principal des approches numériques. Pour
un trajet de chargement donné, on peut avoir une estimation raisonnable de la fonction
d’appui macroscopique en quelques dizaines ou centaines de secondes par l’approche
cinématique. Pour l’approche statique, il faut plutôt compter entre quelques minutes et
près d’une heure par trajet de chargement. Une procédure d’homogénéisation numérique
requerrerait de calculer soit la fonction d’appui macroscopique (pour l’approche cinéma-
tique), soit la valeur du multiplicateur (pour l’approche statique) pour plusieurs millions
de trajets de chargement, afin d’obtenir une approche par l’extérieur ou par l’intérieur
suffisamment complète du domaine de résistance dans l’espace des six paramètres de
chargement. Les temps de calculs sont alors totalement inadaptés à une procédure qui
se voulait initialement à visée applicative pour l’ingénieur. De plus, pour bien prendre
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en compte la dégradation des propriétés de résistance due au feu, il serait nécessaire de
discrétiser beaucoup plus finement la cellule de base dans son épaisseur. Même pour un seul
trajet de chargement, le problème devient trop volumineux pour être traité en un temps
raisonnable par le solveur d’optimisation. Par la suite, on privilégiera donc l’approche
cinématique semi-analytique, tout en gardant à l’esprit qu’elle ne fournit qu’un majorant
de la charge extrême.

∗ ∗
∗
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Chapitre 7

Quelques perspectives sur la
détermination du critère de
résistance macroscopique

Résumé : Ce court chapitre vise à présenter quelques perspectives sur la détermination
du critère de rupture macroscopique. Plus précisément, nous nous intéressons au cas où le
critère de résistance local est un critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction, plus repré-
sentatif de la résistance réelle de la pierre et du mortier que le critère de Mohr-Coulomb
classique. Dans un premier temps, l’implémentation numérique de ce critère est présentée,
puis on propose plusieurs approches analytiques ou semi-analytiques pour la détermination
du critère de résistance macroscopique.
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Chapitre 7. Perspectives sur la détermination du critère de résistance macroscopique

1 Introduction

Dans les chapitres 5 et 6, nous avons présenté plusieurs approches statique et ciné-
matiques du Calcul à la rupture, qui se basent sur le choix d’un critère de résistance
local de Mohr-Coulomb. Cependant, comme déjà mentionné dans le chapitre 4, ce critère
constitue une approximation de la courbe intrinsèque du critère de résistance observé
expérimentalement pour la pierre et pour le mortier. Dans ce même chapitre, nous avons
proposé des approches considérant des critères locaux de Mohr-Coulomb tronqués en
traction et éventuellement en compression, qui ont permis de mettre en évidence l’influence
forte de certains paramètres sur la résistance de l’assemblage pour une géométrie simplifiée.

Dans le présent chapitre, qui se veut un chapitre de perspectives sur la modélisation
3D à l’échelle de l’assemblage, nous proposons donc quelques pistes envisagées pour une
description du critère de résistance local s’approchant davantage de la courbe intrinsèque
expérimentale. Ces perspectives ont été développées dans un cadre plus large que la
détermination de la résistance au feu des maçonneries en pierre massive. Elles pourraient
notamment être appliquées de manière plus générale à des murs en blocs pleins.

Dans un premier temps, une extension de l’approche cinématique numérique décrite
dans le chapitre 6 est présentée, et les résultats de cette approche sont comparés aux
résultats obtenus pour un critère de Mohr-Coulomb classique. Dans un second temps,
l’approche semi-analytique du chapitre 5 est étendue au cas d’un critère de Mohr-Coulomb
tronqué en traction. Cette extension est complexe, et plusieurs approches seront présentées,
d’abord pour des chargements dans le plan du mur, puis pour des chargements hors-plan.

2 Approche numérique

2.1 Critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction

Les approches statique et cinématique numériques présentées dans le chapitre 6 peuvent
aisément être adaptées pour prendre en compte un critère de Mohr-Coulomb tronqué en
traction, dont on rappelle l’expression dans l’équation (7.1).

fMCT,k(σ) = sup
σI ,σII ,σIII

{
σI(1 + sin φk) − σIII(1 − sin φk) − 2ck cos φk ; σi − fk

t

}
≤ 0

(7.1)
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La fonction d’appui de ce critère s’écrit :

πMCT,k(d) =



ck cos φk

(1 − sin φk)(|dI | + |dII | + |dIII | − trd)

+ fk
t

(1 − sin φk)(trd − (|dI | + |dII | + |dIII |) sin φk)

si trd ≥ (|dI | + |dII | + |dIII |) sin φk

+∞ sinon

(k = b, m) (7.2)

pour un taux de déformation d et :

πMCT,k(V , n) =



ck cos φk

(1 − sin φk)(|V | − V .n) + fk
t

(1 − sin φk)(V .n − |V | sin φk)

si V .n ≥ |V | sin φk

+∞ sinon

(k = b, m)

(7.3)
pour une discontinuité de vitesse V au travers d’une surface de normale n.

L’implémentation du critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction a notamment été
proposée par Vincent [165], pour les approches statique et cinématique du Calcul à la
rupture appliquées à des structures en béton armé. Seules les formulations du critère (pour
l’approche statique) et de la fonction d’appui (pour l’approche cinématique) diffèrent dans
la mise en œuvre numérique du critère Mohr-Coulomb présentée dans le chapitre 6. Dans
ce chapitre, nous ne présenterons que la mise en œuvre de l’approche cinématique.

2.2 Approche cinématique

2.2.1 Modification de l’approche numérique

La discrétisation de la cellule de base et les contraintes cinématiques reliant les vitesses
virtuelles aux taux de déformation locaux, aux discontinuités de vitesses ainsi qu’au tenseur
des taux de déformation macroscopique et au tenseur des taux de courbure macroscopique
sont identiques à celles présentées dans la sous-partie 2.1 du chapitre 6.

La puissance résistante maximale peut être majorée, à l’échelle de l’élément, par
l’expression suivante, correspondant à l’équation (6.11) du chapitre 6 :

P num
rm (u) =

Ne∑
i=1

|Ωi|
4

4∑
k=1

πMCT,i(dk) +
Ni∑

j=1

|Σj|
3

3∑
l=1

πMCT,j(vl, nj) (7.4)

Dans cette expression, la fonction d’appui du critère de Mohr-Coulomb tronqué en
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traction s’écrit, pour les taux de déformation dk exprimés au noeud k de l’élément i :

πMCT,i(dk) = inf
ek

1 ,ek
2

tr(ek
1) +

(
2ci

1 − sin φi
− Kp,if i

t

)
tr(ek

2)

s.c. dk = ek
1 − ek

2

tr(ek
1) ≥ Kp,itr(ek

2)
ek

1 ⪰ 0 ; ek
2 ⪰ 0

(7.5)

où Kp,i = (1 + sin φi)/(1 − sin φi) est le coefficient de butée du matériau constitutif de
l’élément i.

Pour une discontinuité de vitesse vl au travers d’une surface de normale nj , elle s’écrit :

πMCT,j(vl, nj) = inf
tl

cj cos φj

1 − sin φj
(tl − (V l

1 nj
1 + V l

2 nj
2 + V l

3 nj
3))

+ f j
t

(1 − sin φj)(V l
1 nj

1 + V l
2 nj

2 + V l
3 nj

3 − tl)

s.c. tl ≥
√

(V l
1 )2 + (V l

2 )2 + (V l
3 )2

V l
1 nj

1 + V l
2 nj

2 + V l
3 nj

3 ≥ tl sin φj

(7.6)

Tout comme pour un critère de Mohr-Coulomb classique, on imposera aux discontinuités
de vitesse d’être linéaires sur les surfaces de discontinuité (voir paragraphe 2.1.2 du chapitre
6).

Le reste du problème d’optimisation est identique au problème présenté dans le
paragraphe 2.1.3 du chapitre 6. Il revient à minimiser la puissance résistante maximale
sous un ensemble de contraintes cinématiques et en vérifiant la condition de pertinence du
critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction partout sur la cellule de base.

2.2.2 Exemple applicatif

Dans cet exemple applicatif, le domaine de résistance obtenu pour des matériaux
constitutifs décrits par un critère de Mohr-Coulomb classique est comparé à celui de
matériaux décrits par un critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction. Le tableau
7.1 résume les propriétés de résistance considérées. Ces propriétés sont données à titre
d’exemple, et la cohésion du mortier a notamment été augmentée par rapport à celle
retenue dans les chapitres 4 à 6, afin de permettre de bien voir l’effet de la troncature.
La géométrie de la cellule de base est identique à celle considérée dans le chapitre 5, et
correspond au mur testé dans le chapitre 2.
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Tableau 7.1 – Propriétés des matériaux considérées pour les calculs

Matériau Cohésion Angle de Troncature Résistance en Résistance en
ck (MPa) frottement en traction compression simple traction simple

interne fk
t (MPa) correspondante non tronquée

φk (°) Rk
c (MPa) Rk

t (MPa)
Pierre 1,53 30 1 5,3 1,8

Mortier 0,79 25 0,1 2,5 1,0

La figure 7.1 (a) représente deux coupes des domaines de résistance macroscopiques
obtenus dans le plan (N11, N22) (tels que définis dans les chapitres 5 et 6 - on rappelle que
NW = 2N12) et la figure 7.1 (b) sur le plan (N22, M22). Il apparait ici que la troncature
en traction fait diminuer la résistance à la traction macroscopique, et dans une moindre
mesure, à la flexion de l’assemblage. En revanche, sur l’exemple considéré, elle n’influence
pas la résistance en compression.

(a) (b)

Figure 7.1 – Coupes du domaine de résistance par des plans parallèles à (N11, N22) (a)
et par le plan (N22, M22) (b)

2.2.3 Peut-on négliger la résistance à la traction des matériaux ?

La pierre et le mortier ayant tous deux un comportement fragile en traction, il est
admis, dans les approches de type ingénieur, de négliger leur résistance à la traction.
Cependant, nous avons vu dans le chapitre 4 qu’une telle simplification pouvait avoir des
conséquences inattendues sur la résistance en compression de l’assemblage.

La figure 7.2 (a) donne des projections sur le plan (N11, N22) du domaine de résistance
du mur pour différentes valeurs de troncature en traction du mortier fm

t , la troncature
en traction de la pierre étant maintenue égale à f b

t = 1 MPa. Il apparait que, comme on
pouvait s’y attendre, la résistance à la traction du mortier joue principalement sur les
résistances en traction dans les directions horizontale et verticale.
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(a) (b)

Figure 7.2 – Projections du domaine de résistance par le plan (N11, N22) pour différentes
valeurs de troncature en traction (a) du mortier fm

t et (b) de la pierre f b
t

La figure 7.2 (b) donne des projections sur le plan (N11, N22) du domaine de résistance
du mur pour différentes valeurs de troncature en traction du bloc f b

t , la troncature en
traction du mortier étant maintenue égale à fm

t = 0,1 MPa. Le résultat est bien plus
surprenant ici. Comme on pouvait s’y attendre, la résistance à la traction de l’assemblage
diminue lorsque la troncature en traction diminue et devient plus faible que celle du
mortier. En revanche, la résistance en compression et au cisaillement diminue également
pour des valeurs très faibles à nulles de la troncature en traction. Pour une troncature
en traction f b

t = 0 MPa, la résistance en compression verticale de l’assemblage est égale
à celle du mortier, ce qui est bien trop conservatif (notamment au regard des résultats
expérimentaux qui seront présentés dans le chapitre 8). Un mécanisme analytique sera
proposé dans la partie 3.2 pour tenter de reproduire les résultats obtenus numériquement.

2.3 Remarques finales

Pour conclure cette section, nous avons montré que l’approche cinématique numérique
proposée dans le chapitre 6 pouvait aisément être adaptée afin de prendre en compte un
critère local de Mohr-Coulomb tronqué en traction. Une telle modification permettrait de
s’approcher davantage des résultats expérimentaux. Nous avons notamment montré dans
Donval et al. [166] que le critère de Mohr-Coulomb surestimait la résistance en traction
des assemblages de briques testés par Page ([69], [70], [71]).

Le critère ainsi développé montre la polyvalence de l’approche développée dans cette
thèse, non pas uniquement pour la modélisation au feu mais aussi pour la modélisation
à température ambiante de structures variées en maçonnerie. Cette approche gagnerait
maintenant à être complétée par une approche statique par l’intérieur du domaine de
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résistance.

Enfin, il est important de noter que les résultats obtenus pour des matériaux complète-
ment tronqués en traction, hypothèse couramment admise dans la pratique de l’ingénieur,
peuvent présenter des incohérences avec les observations expérimentales. Il conviendra donc
de ne pas négliger la résistance à la traction des blocs dans la modélisation de l’assemblage.
En revanche, celle du mortier peut éventuellement être négligée.

3 Approches semi-analytiques pour des chargements
dans le plan du mur

Dans l’optique d’une méthode à visée applicative pour l’ingénieur, l’approche numérique
introduite dans la partie précédente présente l’inconvénient d’avoir un temps de calcul
relativement long (environ 30 s par trajet de chargement, comme pour l’approche proposée
dans le chapitre 6, sur le même PC portable). Nous avons donc tenté de proposer des
approches analytiques et semi-analytiques considérant, localement, un critère de Mohr-
Coulomb tronqué en traction.

Une nomenclature des principaux domaines obtenus dans ce chapitre par des approches
cinématiques analytique et semi-analytique est proposée dans l’annexe B.

3.1 Adaptation de l’approche analytique du chapitre 5 pour des
chargements dans le plan du mur

Une première piste envisagée consiste à adapter l’approche semi-analytique présentée
dans le chapitre 5. Cette adaptation nécessite le calcul des fonctions d’appui pour le
mécanisme proposé par de Buhan et de Felice [4] ainsi que pour le mécanisme avec un
taux de déformation homogène.

3.1.1 Calcul de la fonction d’appui pour le mécanisme de blocs

En reprenant le mécanisme de blocs rigides de de Buhan et de Felice [4], on peut
montrer que la fonction d’appui (notée Πblocs,p,T (D)) se met sous la forme suivante (voir
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annexe C) :

Πblocs,p,T (D) = h

(
fm

t

1 − sin φm
− cm tan

(
π

4 + φm

2

))
trD+

min
Ω3

(
hcm tan

(
π

4 + φm

2

)
− fm

t sin φm

1 − sin φm

)
(√

D2
11 + D12 + Ω2

3 + 1
2
√

(D12 − Ω3 + D11/m)2 + (D22 + (D12 + Ω3)/m)2+
1
2
√

(D12 − Ω3 − D11/m)2 + (D22 − (D12 + Ω3)/m)2
)

(7.7)

s.c. : D11 ≥ 0
fD11 − mD22 ≤ 0

−fD11 + 2D12 − 1
f
D22 ≤ 0

−fD11 − 2D12 − 1
f
D22 ≤ 0

On note que les conditions de pertinence de ce critère macroscopique sont identiques
à celles du critère proposé par de Buhan et de Felice [4]. En effet, comme montré par
les équations (7.2) et (7.3), la fonction d’appui du critère de Mohr-Coulomb tronqué
en traction possède les mêmes conditions de pertinence que celles du critère de Mohr-
Coulomb classique. Dans l’équation (7.7), on note cependant l’apparition d’un paramètre
d’optimisation Ω3. Ce paramètre correspond à la rotation macroscopique de la cellule de
base autour de l’axe transversal au mur.

Néanmoins, la fonction d’appui est une somme de racines de fonctions quadratiques
du taux de déformation macroscopique et du paramètre d’optimisation Ω3, et peut donc
s’exprimer sous forme d’un problème conique quadratique. De plus, les conditions de
pertinence de la fonction d’appui peuvent s’exprimer sous forme linéaire. La résolution du
problème d’optimisation correspondant est donc très simple à mettre en œuvre avec un
solveur d’optimisation conique.

3.1.2 Calcul de la fonction d’appui pour le mécanisme homogène

La fonction d’appui pour un mécanisme homogène peut être déterminée en suivant le
même raisonnement que celui suivi pour un critère de Mohr-Coulomb classique dans le
chapitre 5.

On montre alors que la fonction d’appui du domaine macroscopique correspondant est
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la suivante pour φb ≥ φm (voir annexe C) :

Πdef,p,T (D) =


(⟨Rc⟩ − η(Kp

m − Kp
b )fm

t )(D−
I + D−

II)
si DI + DII ≤ (|DI | + |DII |) sin φb

⟨ft⟩ (D+
I + D+

II) + ⟨Rc − Kpft⟩ (D−
I + D−

II) sinon
(7.8)

Dans l’équation (7.8) :
— ⟨α⟩ = ηαm + (1 − η)αb désigne la valeur de la moyenne pondérée de la quantité α ;
— D+

i = (|Di| + Di)/2 désigne la partie positive de la ième valeur propre du tenseur
des taux de déformation macroscopique, et D−

i = (|Di| − Di)/2 désigne sa partie
négative ;

Enfin, on rappelle l’expression du coefficient de butée de chaque matériau : Kp = (1 +
sin φ)/(1− sin φ), ainsi que celle de la résistance en compression : Rc = 2c cos φ/(1− sin φ).

3.1.3 Approche semi-analytique pour des chargements plans

Finalement, l’approche semi-analytique du domaine de résistance macroscopique de
la maçonnerie vis-à-vis de chargements plans est définie de la même manière que dans
le chapitre 5, comme l’intersection des domaines obtenus par le mécanisme de blocs, de
fonction d’appui Πblocs,p,T , et par le mécanisme homogène, de fonction d’appui Πdef,p,T . La
fonction d’appui de cette intersection peut être définie de la manière suivante :

ΠS.An.,p,T = min
D

1
∈R3

{
Πdef,p,T (D1) + Πblocs,p,T (D − D1)

}
(7.9)

3.1.4 Application et comparaison à l’approche numérique

La figure 7.3 compare l’approche semi-analytique proposée ici aux approches numériques
proposées dans la partie 2 de ce chapitre, pour le cas d’un critère partiellement tronqué en
traction pour la pierre et pour le mortier, et pour le cas d’un critère totalement tronqué en
traction pour les deux matériaux. Les valeurs de cohésion et d’angle de frottement interne
des matériaux correspondent à celles du tableau 7.1, tandis que les valeurs de troncature
en traction correspondantes sont indiquées dans les légendes.

Dans le cas d’un critère partiellement tronqué en traction, l’approche semi-analytique
correspond bien à l’approche numérique, sauf pour des sollicitations de traction dans la
direction horizontale pour lesquelles l’approche semi-analytique surestime légèrement la
résistance. En revanche, dans le cas où f b

t = 0, la résistance en compression de l’assemblage
obtenue par l’approche cinématique numérique est bien plus faible que celle obtenu par
l’approche cinématique semi-analytique.
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(a) f b
t = 1 MPa ; fm

t = 0, 1 MPa (b) f b
t = fm

t = 0 MPa

Figure 7.3 – Coupe par le plan (N11, N22) du domaine de résistance de la maçonnerie
pour des matériaux suivant un critère de Mohr-Coulomb partiellement (a) ou totalement
(b) tronqué en traction

Pour une sollicitation de compression verticale et en l’absence de résistance à la traction
de la pierre et du mortier, la figure 7.4 (a) donne les iso-valeurs du champ de vitesse
verticale dans le plan du mur obtenu par l’approche numérique, la figure 7.4 (b) représente
les iso-valeurs de la déformation verticale d22 tandis que la figure 7.4 (c) donne les iso-
valeurs de la norme de la vitesse virtuelle u dans le mécanisme solution. Ces trois figures
nous renseignent sur le mécanisme optimal, qui n’est plus une combinaison de mouvements
de blocs et d’un champ de déformation relativement homogène sur la cellule de base, mais
un champ de déformation quasi-homogène par zones.

Figure 7.4 – Mécanisme obtenu pour une sollicitation D = −e2 ⊗ e2 (compression
verticale)

Un tel mécanisme virtuel peut alors être retrouvé par une approche de type "Method
of cells", utilisée notamment par Milani et Taliercio [153] pour déterminer le domaine
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de résistance d’un mur de maçonnerie sollicité dans son plan. L’approche de ces auteurs
suppose cependant que la pierre et le mortier sont dans un état de contraintes planes,
ce qui est une simplification erronée dans le cas général. Nous proposons donc, dans la
prochaine sous-partie, une approche de type "Method of cell" sans hypothèse préalable sur
l’état de contrainte.

3.2 Mécanisme par taux de déformation homogènes par zone

3.2.1 Définition du mécanisme par taux de déformation homogène par zone

Dans cette partie, on propose un mécanisme mettant en œuvre des taux de déformation
homogènes par zone. Les zones concernées, inspirées des mécanismes virtuels obtenus
numériquement, sont représentées sur la figure 7.5.

Pour une sollicitation plane définie par les trois composantes planes 1 du tenseur D, les
taux de déformation microscopiques, homogènes par zones, sont donnés dans le tableau
7.2. Ce champ est défini de manière à ce que le champ de vitesse correspondant soit
continu. La partie plane des mécanismes correspondants est illustrée sur la figure 7.6
pour des sollicitations D = −e1 ⊗ e1 (sous-figure (a)), D = −e2 ⊗ e2 (sous-figure (b)) et
D = (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1)/2 (sous-figure (c)).

Figure 7.5 – Définition des zones pour le mécanisme par taux de déformation homogène
par zone

La condition de pertinence du critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction impose
que le taux de déformation dans la direction transversale au mur soit :

di
33 ≥ (|di

1| + |di
2|) sin φm − (di

1 + di
2)

1 − sin φm
(7.10)

1. On rappelle que le taux de déformation microscopique d = D + dper peut admettre des déformations
hors-plan tant que celles-ci proviennent d’un champ de vitesse périodique
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(a) D = −e1 ⊗ e1 (b) D = −e2 ⊗ e2 (c) D = (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1)/2

Figure 7.6 – Exemples de mécanismes considérés pour des sollicitations particulières

Tableau 7.2 – Valeur des composantes du tenseur des taux de déformation et de l’aire
Si de chaque zone i définie sur la figure 7.5

Zone di
11 di

12 di
22 di

33 Si

1 0 D12
H + t

t
+ D11

L + t

4t
D22

H + t

t
δ

t

2

(
L + t

2

)
2 D11

L + t

t
D12

H + t

t
D22

H + t

t
δ t2

3 D11
L + t

t
0 0 δ Ht

4 0 D12
H + t

t
− D11

L + t

4t
D22

H + t

t
δ

t

2

(
L + t

2

)
Blocs 0 0 0 δ LH

Pour minimiser la puissance résistante maximale dans le mécanisme tout en vérifiant
la condition de pertinence (7.10), nous prendrons :

d33 = δ = max
j=1−4

(
(|dj

1| + |dj
2|) sin φm − (dj

1 + dj
2)

1 − sin φm
; 0
)

(7.11)

Dans chacune des zones numérotées de 1 à 4, la fonction d’appui du critère de Mohr-
Coulomb tronqué en traction s’écrit :

πMCT,m(d) = cm(|dI | − dI + |dII | − dII) tan
(

π

4 + φ

2

)
+

fm
t

(
δ + dI + dII − sin φm(|dI | + |dII |)

1 − sin φm

)
(7.12)

tandis que dans les blocs, où la seule composante non-nulle du tenseur des taux de
déformation est d33 = δ ≥ 0, elle s’écrit :

πb(d) = f b
t δ (7.13)
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Finalement, la fonction d’appui macroscopique correspondant à ce mécanisme, notée
Πloc(D) s’écrit :

Πloc(D) = ⟨ft⟩ δ +
4∑

i=1

Si

S

(
Rm

c (di,−
I + di,−

II ) + fm
t

1 − sin φm
(di

I + di
II − (|di

I | + |di
II |) sin φm)

)

avec : δ = max
j=1−4

(
(|dj

1| + |dj
2|) sin φm − (dj

1 + dj
2)

1 − sin φm
; 0
)

et : di,−
I = |di

I | − di
I

2 ; di,−
II = |di

II | − di
II

2
(7.14)

Les contributions à la puissance résistante maximale proviennent principalement de la
résistance à la traction de la pierre, si elle est non-nulle, ou de la résistance en compression
simple du mortier, si la résistance à la traction de la pierre est nulle.

Le mécanisme proposé dans ce paragraphe ne permet cependant pas de prendre en
compte une rupture en compression des blocs. Comme dans le chapitre 5 et dans la
sous-partie 3.1 de ce chapitre, nous prendrons donc l’intersection du domaine obtenu par
l’approche par taux de déformation homogène par zone proposée dans cette sous-partie, et
du domaine obtenu par une approche par taux de déformation homogène sur l’ensemble
de la cellule de base, comme proposé dans le paragraphe 3.1.2. La fonction d’appui de
cette intersection, notée ΠAn.,p,T , est alors définie par :

ΠAn.,p,T (D) = min
D

1
∈R3

{
Πdef,p,T (D1) + Πloc(D − D1)

}
(7.15)

3.2.2 Application

La figure 7.7 donne quelques projections des critères ainsi obtenus sur les plans (N11, N22)
(a) et (N11, N12) (b) pour différentes valeurs de f b

t , et les compare à l’approche numérique
présentée dans la partie 2. Les valeurs de cohésion et d’angle de frottement interne des
matériaux sont celles données dans le tableau 7.1, la troncature en traction du mortier est
maintenue égale à fm

t = 0,1 MPa.

Il apparait que l’intersection des deux approches proposées par l’équation (7.15) re-
présente, dans ce cas, une approximation très satisfaisante du critère obtenu par voie
numérique. Cette approche permet également d’expliquer la forte dépendance du modèle
à la résistance à la traction des blocs.

Il faut cependant garder à l’esprit que les deux approches proposées sont des approches
cinématiques par l’extérieur du domaine de résistance, et qu’il serait très intéressant de les
comparer à une approche statique par l’intérieur de ce même domaine de résistance.
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(a) (b)

Figure 7.7 – Projections des domaines de résistance obtenus pour différentes valeurs de
f b

t (fm
t = 0,1 MPa pour tous les domaines) sur les plans (N11, N22) (a) et (N11, N12) (b)

3.2.3 Conclusion

L’apport majeur de cette partie concerne la quantification de la forte dépendance de
la résistance en compression de l’assemblage à la résistance à la traction de la pierre. Du
point de vue de l’ingénieur, on recommande de ne pas la négliger sous peine d’aboutir à
des résultats bien trop conservatifs. La résistance à la traction du mortier peut en revanche
être négligée.

Sachant que la pierre est fragile en traction, il serait intéressant d’évaluer la dépendance
de la résistance en compression de l’assemblage vis-à-vis de sa résistance à la traction par
d’autres modélisations que le Calcul à la rupture. On peut notamment penser à des modèles
élastoplastiques avec adoucissement et/ou à la prise en compte de l’endommagement.

Dans le cas où la résistance à la traction de la pierre est prise raisonnablement supérieure
à 0, en revanche, l’approche semi-analytique constituant l’extension de celle proposée dans
le chapitre 5 semble donner des résultats relativement proches de l’approche numérique
pour des chargements plans.
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4 Quelques pistes pour des chargements hors du plan
du mur

4.1 Le critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction : un point
de blocage

Comme dans le chapitre 5, nous cherchons une approche cinématique du domaine
de résistance. Cette approche se base sur deux familles de mécanismes : un mécanisme
reposant sur des taux de déformation homogènes par plans et un mécanisme de blocs. Si
le calcul de la fonction d’appui du premier mécanisme ne pose pas de problème particulier,
celle du second mécanisme aboutit à un point de blocage.

Le calcul de la fonction d’appui du critère macroscopique, présentée dans l’annexe
C pour un critère de Mohr-Coulomb classique, fait en effet apparaitre des termes qui
rendraient l’intégration plus difficile pour un critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction.
Considérons par exemple la puissance résistante maximale développée dans la discontinuité
entre les blocs 1 et 4 (voir figure C.1 de l’annexe C), calculée ici pour un critère de
Mohr-Coulomb tronqué en traction :

P 1−4
rm (D, χ) = b

4

∫ h/2

−h/2

fm
t − cm cos φm

1 − sin φm

(
b

2D12 + aD22 − ξ3(
b

2χ12 + aχ22) − b

2Ω3

)
dξ3

+
∫ h/2

−h/2

cm − fm
t

1 − sin φm

∫ 0

−b/4

(
| b2D11 + aD12 − ξ3(

b

2χ11 + aχ12) + aΩ3|

+| b2D12 + aD22 − ξ3(
b

2χ12 + aχ22) − b

2Ω3|

+ |(ξ1 − b

4)( b

2χ11 + aχ12) + b

2Ω2 − aΩ1|
)

dξ1dξ3

(7.16)

Dans l’équation (7.16), le deuxième terme peut éventuellement être intégré de manière
analytique. L’expression en résultant est complexe et, en particulier, il n’est pas possible de
mettre la détermination de P 1−4

rm (D, χ) sous forme d’un problème d’optimisation conique.
Or, une telle forme est particulièrement pratique pour la modélisation du mur par une
plaque ou une coque homogène, comme nous le verrons dans le chapitre 9.

Plusieurs pistes peuvent alors être explorées :
— L’intégrale peut être évaluée par quadrature de Gauss. Mais le nombre de variables

auxiliaires rattachées au problème d’optimisation serait trop grand pour évaluer
directement le critère aux nœuds comme proposé par Bleyer et al. [167] pour le béton
armé, et comme on le proposera pour la maçonnerie dans le chapitre 9.

— A partir de la quadrature de Gauss ou de l’expression analytique, on pourrait imaginer

233



Chapitre 7. Perspectives sur la détermination du critère de résistance macroscopique

d’approximer le critère par une somme d’ellipsoïdes, comme proposé par Bleyer et al.
[168] et par Guéguin et al. [161].

— Une autre solution consiste à considérer un critère de Mohr-Coulomb bilinéaire plutôt
qu’un critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction. Cette autre approximation de la
courbe intrinsèque réelle des matériaux permet en effet de réutiliser plus facilement
les résultats obtenus dans le chapitre 5.

4.2 Une première solution : l’utilisation d’un critère de Mohr-
Coulomb bilinéaire

La figure 7.8 (a) représente un critère de Mohr-Coulomb bilinéaire (noté "MCBi" par
la suite).

Ce dernier correspond à l’intersection de deux critères de Mohr-Coulomb, de cohésions
et d’angles de frottement interne respectifs (cm,1, φm,1) et (cm,2, φm,2). Sa fonction d’appui
peut donc être écrite de la manière suivante :

πMCBi(d) = min
d

1
∈R6

{
π(cm,1,φm,1)(d1) + π(cm,2,φm,2)(d − d1)

}
(7.17)

Finalement, une première approche par l’extérieur du critère de résistance d’un méca-
nisme de blocs appliquée à une maçonnerie dont le mortier suit un critère de Mohr-Coulomb
bilinéaire correspondrait à l’intersection des approches pour les couples (cm,1, φm,1) et
(cm,2, φm,2) :

Πblocs,MCBi(D, χ) = min
(D,χ̇

1
)∈R6

{
Πblocs,cm,1,φm,1(D1, χ

1
) + Πblocs,cm,2,φm,2(D − D1, χ − χ

1
)
}

(7.18)

A titre d’exemple, la figure 7.8 (b) donne une coupe de l’approche par l’extérieur
obtenue par un mécanisme de blocs appliqué à une maçonnerie dont le mortier sur un
critère de Mohr-Coulomb bilinéaire. Pour cet exemple, la géométrie est identique à celle du
mur du chapitre 2, et le critère de Mohr-Coulomb bilinéaire est défini par les deux couples
(cm,1, φm,1) = (0,043 MPa, 50o) et (cm,2, φm,2) = (0,79 MPa, 25o). Le plan (N22, M11) a
été choisi car il permet de bien visualiser les deux critères et leur intersection.

Cette approche reste cependant assez grossière et pourrait par exemple être affinée en
discrétisant la cellule de base par couches.

Ces développements sont toujours en cours et permettraient notamment une modélisa-
tion plus fidèle de la résistance de structures en maçonnerie de blocs pleins vis-à-vis de
sollicitations hors de leur plan.
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(a) (b)

Figure 7.8 – (a) Représentation schématique du critère de Mohr-Coulomb bilinéaire dans
le plan de Mohr et (b) coupe (N22, M11) du domaine obtenu par un mécanisme de blocs
pour un critère de Mohr-Coulomb bilinéaire

5 Conclusion

Dans ce chapitre, des premières extensions aux approches analytiques et numériques
présentées dans les chapitres 5 et 6 ont été proposées pour prendre en compte un critère
de résistance local de Mohr-Coulomb tronqué en traction ou de Mohr-Coulomb bilinéaire.

Un des apports majeurs consiste en la mise en évidence de l’importance de la résistance à
la traction de la pierre dans la résistance en compression de l’assemblage. Cette résistance
ne peut pas être négligée sous peine d’aboutir à des résultats bien trop conservatifs.
Cependant, la fragilité de la pierre en traction soulève la question de l’utilisation du cadre
du Calcul à la rupture, fiable pour des matériaux ductiles et beaucoup moins pour des
matériaux fragiles, pour la détermination de la résistance en compression des maçonneries.
Du point de vue de l’ingénieur, il pourrait alors être nécessaire de définir des coefficients
correctifs. Le chapitre 8 a justement vocation à comparer les résultats d’une campagne
expérimentale évaluant la résistance en compression centrée et excentrée de trumeaux de
maçonnerie aux résultats de la modélisation par le Calcul à la rupture.

Enfin, les développements proposés dans ce chapitre mériteraient d’être poursuivis
pour proposer une détermination plus précise et plus réaliste du domaine de résistance
d’un mur de maçonnerie. En particulier, il serait intéressant de proposer une approche
statique numérique et d’approfondir l’extension de l’approche semi-analytique du chapitre
6 pour un critère de résistance local de Mohr-Coulomb bilinéaire.

∗ ∗

∗
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Chapitre 8

Première validation expérimentale du
critère de résistance

Résumé : Dans ce chapitre, on présente les résultats d’une campagne expérimentale
lors de laquelle quinze trumeaux de maçonnerie en pierre naturelle ont été testés en
compression centrée ou excentrée par rapport au plan médian du trumeau. Ces essais,
réalisés à température ambiante, permettent une première comparaison expérimentale avec
les approches statique et cinématique du Calcul à la rupture. Ils fournissent également des
informations supplémentaires sur le comportement des maçonneries en pierre naturelle à
température ambiante, ainsi que sur leur mécanisme de rupture.
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Chapitre 8. Validation expérimentale du critère de résistance

1 Introduction

Dans les chapitres 4 à 7, nous avons proposé plusieurs approches du domaine de
résistance d’un mur en pierre massive reposant sur la mise en œuvre de la théorie du
Calcul à la rupture. Ces approches présentent l’avantage d’être rigoureuses, directes et
rapides. Cependant, la pierre et le mortier sont, de manière générale, des matériaux plutôt
fragiles, pour lesquels les résultats du Calcul à la rupture doivent être interprétés avec
beaucoup de précautions. Il parait donc nécessaire de proposer une première validation
expérimentale de ces modélisations, à l’échelle de l’assemblage et à température ambiante.

Dans la littérature, plusieurs auteurs se sont intéressés à la résistance d’assemblages
maçonnés en pierre naturelle. On peut notamment citer les travaux de Parisi et al. [169]
sur le tuf, de Vasconcelos et Lourenço [170] sur le granite, de Corradi et al. [171] sur
différentes pierres dont des pierres peu résistantes comme la travertine, ou de Godio et al.
[172] sur des maçonneries de moellons. Ces travaux se concentrent sur la résistance des
assemblages vis-à-vis de sollicitations planes (compression ou de cisaillement). En ce qui
concerne la résistance de maçonneries de blocs pleins vis-à-vis de sollicitations de flexion,
les essais de type "airbag" (Chong [173], Duarte [174] parmi d’autres) permettent d’évaluer
la résistance de murs vis-à-vis de sollicitations latérales comme le vent. D’autres essais,
tels que ceux proposés par Brencich et coauteurs ([175], [176], [177]) permettent d’évaluer
la résistance d’assemblages de briques vis-à-vis de sollicitations de compression excentrée.
Il existe cependant peu de résultats similaires sur la pierre naturelle. On peut néanmoins
citer les essais de Venu Madhava Rao et al. [178] qui traitent de pierres très résistantes.

Dans ce chapitre, on propose donc une campagne expérimentale visant à caractériser
le comportement et la résistance en compression centrée ou excentrée de trumeaux de
maçonnerie en pierre naturelle. Tout d’abord, le protocole expérimental est présenté, en
détaillant le dispositif expérimental conçu pour l’occasion, permettant de solliciter les tru-
meaux en compression excentrée. Les résultats concernant le comportement (déformations)
et la résistance (charge et mécanisme de rupture) des trumeaux sont ensuite présentés.
Enfin, les résultats obtenus en ce qui concerne la charge de rupture et le mécanisme de
ruine sont comparés à ceux issus d’une modélisation numérique par l’approche cinématique
du Calcul à la rupture.

2 Protocole expérimental

2.1 Géométrie et matériaux constitutifs

Les trumeaux, représentés sur la figure 8.1, mesurent 730 mm de large, 740 mm de
haut et 200 mm d’épaisseur. Leur géométrie a été choisie pour se rapprocher au maximum
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de celle d’une cellule de base du mur testé dans le chapitre 2. Ils sont composés de deux
demi-blocs (coupe dans la largeur) de hauteur 360 mm, de largeur 360 mm et d’épaisseur
200 mm, ainsi que de deux demi-blocs (coupe dans la hauteur) de hauteur 180 mm, de
largeur 730 mm et d’épaisseur 200 mm. Les joints horizontaux et les joints verticaux ont
une épaisseur de 10 mm. La figure 8.1 (a) reprend cette géométrie, tandis que la figure 8.1
(b) représente quelques trumeaux en chambre climatique.

Ces trumeaux sont constitués de calcaire de Saint-Vaast et de mortier de chaux
hydraulique naturelle NHL 3,5, comme pour le mur testé dans le chapitre 2. Ils ont été
confectionnés puis stockés en chambre climatique, à 20 °C et 65 % d’humidité, et ont été
testés après 27 à 32 jours de cure.

(a) (b)

Figure 8.1 – (a) Géométrie des trumeaux et (b) quelques trumeaux en chambre climatique

2.2 Essais de caractérisation de la pierre et du mortier

La pierre et le mortier ont été caractérisés selon des essais similaires à ceux présentés
dans le chapitre 2 et dans l’annexe A.

2.2.1 Pierre

Dix essais de résistance en compression simple, selon la norme NF EN 772-1 [102], ont
été réalisés sur des blocs de pierre cubiques, de 10 cm de côté, testés perpendiculairement
au plan de sédimentation. La résistance en compression moyenne est Rb

c = 5,1 MPa, avec
un coefficient de variation de 6,4 %. Cette résistance est très proche de celle trouvée sur
les blocs testés dans le chapitre 2 (5,3 MPa).

La figure 8.2 représente la courbe force-déplacement du vérin pour les essais de ca-
ractérisation de la pierre. Cette courbe ne peut pas être interprétée quantitativement
pour obtenir le module de Young (car le déplacement prend en compte l’ensemble des
jeux de la presse utilisée). Néanmoins, son interprétation qualitative nous renseigne sur le
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comportement relativement fragile en compression de la pierre (admettant néanmoins une
résistance résiduelle non-nulle).

Figure 8.2 – Courbe force-déplacement du vérin obtenue lors des essais de résistance en
compression de la pierre

Des mesures de vitesse des ondes (ondes P de compression) ont également été effectuées
sur certains blocs, confirmant que le module de Young de la pierre est de l’ordre de
E = 5 GPa, comme dans le chapitre 2.

2.2.2 Mortier

Quinze échantillons de mortier de 4 x 4 x 16 cm ont été testés en flexion 3 points puis
en compression selon la norme NF EN 1015-11 [179], après 28 jours de cure. Ces essais
sont identiques à ceux présentés dans le paragraphe 3.2 de l’annexe A.

Le calcaire de Saint-Vaast est une pierre très poreuse (porosité ouverte de 43,4 %
d’après Pestre [31]), avec un coefficient de capillarité élevé (A = 1, 04 kg/m2/s0.5 contre
A = 0, 03 kg/m2/s0.5 pour le béton d’après Pestre [31]). Il absorbe donc une partie de
l’eau contenue dans le mortier lors de la confection du trumeau. Nous avons donc testé
deux protocoles de confection des éprouvettes : le protocole pour les liants hydrauliques (§
7.2.2 de la norme), déjà utilisé dans le chapitre 2, et le protocole pour les liants aériens
avec un faible taux de ciment (§ 7.2.3 de la norme). La différence entre ces deux protocoles
concerne l’ajout de papier absorbant dans les moules pendant les deux heures suivant la
confection pour le protocole 7.2.3, et donc la teneur en eau des éprouvettes. Ce deuxième
protocole nous parait davantage en adéquation avec l’état du mortier dans le trumeau,
bien qu’il ne suive pas exactement la norme.

La figure 8.3 (a) donne les résultats des essais de résistance à la flexion, tandis que la
figure 8.3 (b) donne les résultats des essais de résistance en compression. Enfin, le tableau
8.1 présente les valeurs des résistances en flexion et en compression simple obtenues pour
les différents essais.
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(a) Flexion (b) Compression

Figure 8.3 – Courbe force-déplacement du vérin pour les essais de caractérisation (a) en
flexion trois points et (b) en compression du mortier

Tableau 8.1 – Résultats des essais de caractérisation du mortier

Flexion Compression Flexion Compression
(§ 7.2.2) (§ 7.2.2) (§ 7.2.3) (§ 7.2.3)

Nombre de valeurs 6 12 8 18
Moyenne 0,28 MPa 0,44 MPa 0,32 MPa 0,71 MPa

Coefficient de variation 6 % 21 % 26 % 12 %

Il apparait que le mortier est fragile en traction, mais qu’il possède une certaine ductilité
en compression. Les résistances en flexion sont assez peu dispersées à l’exception d’un
essai. Les valeurs obtenues sont similaires entre les deux protocoles.

Concernant les résistances en compression, en revanche, il apparait que le protocole de
confection des éprouvettes a une influence notable. On note également que les résultats sont
assez proches au sein de chaque gâchée de mortier, mais qu’il peut y avoir des différences
importantes entre les gâchées. Compte-tenu du mode de préparation du mortier, cette
différence vient probablement de la teneur en eau du mortier.

Enfin, on note que les résistances en compression obtenues sont du même ordre de
grandeur que celles obtenus dans le chapitre 2. Les résistances sont plus faibles que celles
prévues par le DTU 20.1 [2], mais restent en cohérence avec les résultats de certains auteurs
(Parent [10] par exemple). Une piste d’explication est que la teneur en eau du mortier
a une influence importante sur sa résistance, et que la mise en œuvre du mortier sur le
calcaire de Saint-Vaast a nécessité l’ajout d’eau pour garder une maniabilité suffisante.
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2.3 Mode de chargement des trumeaux et dispositif expérimental
correspondant

Comme évoqué dans l’introduction, l’objet des essais présentés dans ce chapitre est
de fournir une première validation expérimentale à l’approche de modélisation par le
Calcul à la rupture, pour des sollicitations planes et hors du plan du mur. Les chargements
supportés par des murs exposés au feu sont des chargements de compression excentrée,
c’est pourquoi nous avons choisi de reproduire ce mode de chargement pour les essais à
échelle réduite présentés dans ce chapitre.

Le mode de chargement choisi a nécessité la conception d’un dispositif de chargement
spécifique, permettant d’appliquer un effort normal, centré ou excentré, au trumeau. La
figure 8.4 (a) schématise ce dispositif, tandis que la figure 8.4 (b) représente la maquette
numérique réalisée pour la conception du dispositif.

(a) (b)

Figure 8.4 – (a) Schéma du dispositif expérimental permettant d’appliquer un chargement
de compression centrée ou excentrée au trumeau et (b) modèle CAO (Conception Assistée
par Ordinateur) du dispositif expérimental

Le moment fléchissant appliqué au trumeau par ce dispositif de chargement est :

M = eN (8.1)

où N est l’effort normal appliqué et e l’excentrement entre l’axe médian du trumeau et
l’axe de l’effort normal.

Dans ce dispositif, le trumeau est inséré entre deux sabots, constitués de fers plats ainsi
que d’un appui anti-frettage. Le sabot inférieur repose sur un plateau pouvant tourner
autour de la direction x1 par rapport à un plateau fixé au sol. Le sabot peut être centré
ou excentré par rapport à l’axe de rotation du plateau. Cet excentrement, réglable par des
vis, permet de gérer l’excentrement de la charge verticale. Le sabot supérieur est quant à
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lui en contact lisse avec le plateau supérieur, qui peut lui-même tourner par rapport à la
poutre sur laquelle est appliqué le chargement vertical, au moyen d’un vérin.

Figure 8.5 – Modèle CAO du dispositif expérimental dans son ensemble

Figure 8.6 – Dispositif expérimental dans son ensemble

La figure 8.5 représente l’ensemble du système de chargement, tandis que la figure
8.6 représente le système de chargement dans la halle d’essais. On notera que les tiges
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filetées ainsi que les butées représentées sur les figures 8.4 (b) et 8.5 sont nécessaires pour
la manutention et l’installation du trumeau, mais qu’elles sont retirées lors de l’essai.

2.4 Instrumentation

En plus de l’instrumentation spécifique au système de chargement (capteurs de force
et de déplacement du vérin), le trumeau a été équipé de capteurs de déplacement LVDT
et d’un système de corrélation d’images.

Quatre capteurs LVDT sont installés aux coins de la maquette pour en étudier la
déformation globale. Deux capteurs ont également été installés pour mesurer le déplacement
au niveau des joints sur une des faces du trumeau. Lors des essais excentrés, ces capteurs
sont positionnés sur la face tendue (ou moins comprimée selon la valeur de l’excentrement).
La figure 8.7 représente l’implantation de ces capteurs.

(a) (b)

Figure 8.7 – Positionnement des capteurs de déplacement LVDT : (a) schéma et (b)
photo des capteurs installés sur la face "tendue"

Note : Par la suite, pour distinguer les deux faces, on désignera par "face tendue" la
face la moins comprimée.

Deux systèmes de corrélation d’images ont également été installés : un pour visualiser
la face la plus comprimée du trumeau, et l’autre pour visualiser une de ses faces latérales
(qu’on nommera tranche par la suite). Les deux systèmes sont composés de deux caméras
et permettent une visualisation stéréoscopique, dans les trois directions de l’espace, des
déplacements du trumeau. La figure 8.8 schématise le positionnement du système de
corrélation d’images.

A partir du champ de déplacement ξ obtenu par corrélation d’images, il est possible de
déterminer le champ de déformation linéarisée, calculé comme suit :

ε = (grad ξ +tgrad ξ)/2 (8.2)
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Figure 8.8 – Positionnement des deux dispositifs de corrélation d’images

2.5 Protocole d’installation et de chargement

Lors de son montage, chaque trumeau est installé dans son sabot inférieur. Le sabot
supérieur y est vissé au moyen de tiges filetées pour transporter le trumeau et éviter la
rupture des joints, qui sont peu résistants (notamment en traction et en cisaillement)
même après 28 jours.

Il est ensuite installé dans le dispositif de chargement, et centré par rapport à l’axe des
deux rotules. Pendant cette phase de manutention, le plateau inférieur est maintenu en
position horizontale par des butées.

Le protocole de chargement est constitué de deux phases :

— Première phase : cycles de charge-décharge "élastiques". Pour cette première
phase, le plan médian du trumeau est centré par rapport à l’axe des rotules. Le
trumeau subit cinq cycles de charge-décharge, avec un chargement maximal d’environ
80 kN (environ 15 % de la charge de rupture centrée). Cette phase a deux objectifs :
d’une part, précharger le trumeau pour "homogénéiser" le mortier, et d’autre part,
tenter de détecter une éventuelle courbure qui montrerait que le plan médian "réel"
du trumeau n’est pas centré par rapport à l’axe des rotules. Nous reviendrons sur
cette problématique dans la sous-partie 3.1. Par ailleurs, les résultats expérimentaux
ont montré que la charge de 80 kN était en réalité au-delà de la limite élastique du
trumeau.

— Seconde phase : chargement (centré ou excentré) jusqu’à la rupture.
Au début de la seconde phase, le trumeau est déchargé. Le trumeau est translaté
horizontalement, de la valeur de l’excentrement choisie, par rapport à l’axe des
rotules. Enfin, le chargement, piloté en déplacement, est augmenté jusqu’à la rupture
du trumeau, définie par une chute brutale de la force mesurée par le vérin.

La figure 8.9 représente schématiquement ce programme de chargement.
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Figure 8.9 – Programme de chargement

Quatre valeurs d’excentrement ont été considérées lors de cette campagne expérimentale :
0 mm (noté série A), 17 mm (correspondant à e = h/12 où h = 200 mm est l’épaisseur
du trumeau, série B), 33 mm (e = h/6, série C), et 50 mm (e = h/4, série D). On notera
que seules les trois premières valeurs d’excentrement sont acceptées par l’Eurocode 6 [1],
qui considère que l’excentrement du chargement d’un mur porteur doit rester inférieur à
e = h/6. Par ailleurs, deux essais plus exploratoires ont été réalisés avec des excentrements
respectifs de e = 24 mm ≈ h/8 (essai E) et e = 10 mm = h/20 (essai F).

3 Résultats

3.1 Phase dite "élastique"

La figure 8.10 (a) représente, à titre d’exemple, les courbes force-déplacement mesurées
par les capteurs de déplacement LVDT 1 à 4 pendant la phase élastique sur le trumeau A4.
On note qu’il y a, à l’issue du premier cycle de chargement, une déformation anélastique
résiduelle importante.

(a) (b)

Figure 8.10 – Force F en fonction du déplacement δ mesuré par les capteurs LVDT pour
le trumeau A4 (a) à partir du début de la phase élastique et (b) à partir du deuxième
cycle de charge-décharge

Si on réinitialise le déplacement à l’issue de ce premier cycle (figure 8.10 (b)), on observe
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sur les cycles suivants une légère hystérésis et une faible accumulation de déformations
anélastiques.

On rappelle que, pour tous les trumeaux, la phase élastique est réalisée avec un
chargement centré. Sur l’ensemble des trumeaux, trois cas de figure principaux ont été
rencontrés : le trumeau semble à peu près centré (figure 8.11 (a), correspondant à l’essai
C1), le trumeau semble un peu excentré (figure 8.11 (b), essai C3), ou le trumeau est centré
d’un côté mais pas de l’autre (figure 8.10 (b), essai A4). Néanmoins, les déplacements
semblent trop faibles (et inférieurs ou de l’ordre de grandeur de l’incertitude des capteurs
qui les mesurent, qui est comprise entre 0,075 et 0,5 mm selon les capteurs) pour envisager
un réglage et un recentrage du trumeau lors de la phase élastique.

(a) Essai C1 (b) Essai C3

Figure 8.11 – Force F en fonction du déplacement δ mesuré par les capteurs LVDT 1 à
4 à partir du deuxième cycle de charge-décharge

3.2 Résultats globaux : charges de ruine

Le tableau 8.2 récapitule les charges de ruine obtenues pour les différentes valeurs
d’excentrement.

La figure 8.12 (a) représente ces chargements dans l’espace des efforts normaux N et
moments fléchissants M . Cette figure fait apparaitre très clairement l’effet du moment
fléchissant sur la résistance en compression du trumeau. Par exemple, si la charge est
excentrée de h/6 (maximum recommandé par l’Eurocode 6 [1]), le chargement vertical
causant la ruine du trumeau sera en moyenne 35 % plus faible que si cette charge est
centrée.

La figure 8.12 (b) représente les courbes force-déplacement du vérin pour les essais
considérés. Elle montre bien le caractère fragile en compression des trumeaux. On note
également que le déplacement est quasiment linéaire jusqu’à la rupture.
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Tableau 8.2 – Valeurs des charges de ruine atteintes pour les différentes séries

Excentrement : 0 mm Excentrement : 17 mm Excentrement : 33 mm
A1 579 kN B1 552 kN C1 331 kN
A2 529 kN B2 496 kN C2 348 kN
A3 554 kN B3 524 kN C3 387 kN
A4 523 kN

Moyenne 546 kN 524 kN 355 kN
CoV 4,6 % 5,3 % 8,0 %

Excentrement : 50 mm Excentrement : 24 mm Excentrement : 10 mm
D1 335 kN E 473 kN F 499 kN
D2 274 kN
D3 279 kN

Moyenne 296 kN
CoV 11,4 %

(a) (b)

Figure 8.12 – Charges de ruine dans le plan (N, M) (a) et courbes force F - déplacement
du vérin δ pour l’ensemble des essais (b)

3.3 Résultats détaillés : essais centrés

3.3.1 Comportement global

La figure 8.13 montre l’évolution du déplacement vertical mesuré par chacun des quatre
capteurs LVDT situés dans les coins du trumeau, pour les essais A2 et A4 qui ont été
jugés représentatifs des essais centrés. Les comportements observés sur les deux autres
essais étaient très similaires. Ce déplacement nous donne accès au comportement global du
trumeau, puisqu’il tient compte à la fois des déformations dans la pierre et dans le mortier.
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(a) Essai A2 (b) Essai A4

Figure 8.13 – Déplacements "macroscopiques" δ mesurés par les capteurs LVDT 1 à 4

Il apparait ainsi que, même pour un essai géométriquement centré, il existe des
différences dans les déplacements mesurés de part et d’autres du trumeau. Nous reviendrons
sur ce constat lors de l’étude des déformations et déplacements locaux.

On note également une discontinuité de la pente de la courbe à environ 80 kN. Cette
charge correspond à la charge maximale des cycles "élastiques" et, en combinant cette
observation avec celles proposées dans la sous-partie 3.1, on en déduit que le mortier se
plastifie pour des charges inférieures à 15 % de la charge de rupture du trumeau.

Figure 8.14 – Comparaison entre les mesures de corrélation d’images et celles des LVDT
sur la face "comprimée"

La figure 8.14 compare le déplacement mesuré par les capteurs LVDT au déplacement
entre les deux points d’accroche des capteurs mesuré par corrélation d’images. Les résultats
sont proches, ce qui permet de s’assurer de la bonne précision des deux systèmes de mesure.
Les sources de différence peuvent provenir du placement des capteurs LVDT et de leur
précision.

A partir de la corrélation d’images, on peut également estimer le module d’élasticité
global du trumeau. Pour ce faire, on détermine le déplacement relatif entre les deux points
représentés sur la figure 8.15 (a), situés sur la tranche du trumeau. La figure 8.15 (b)
donne l’évolution de ce déplacement relatif en fonction du chargement pour les trumeaux

249



Chapitre 8. Validation expérimentale du critère de résistance

A2 et A4, les mesures n’ayant pas pu être réalisées sur les deux autres trumeaux. D’après
ces mesures, on obtient un module d’élasticité apparent de l’ordre de 1 à 1,5 GPa. Les
mesures des LVDT 1 à 4 ne permettent pas de remonter à ce module d’élasticité apparent
car, pour des raisons pratiques d’installation, les capteurs ne prennent pas en compte toute
la hauteur du trumeau.

(a) (b)

Figure 8.15 – Déplacement relatif du haut du trumeau par rapport au bas du trumeau,
mesuré par corrélation d’images sur la tranche des trumeaux

3.3.2 Déformations locales

La figure 8.16 représente l’évolution des déplacements mesurés par les capteurs LVDT
1 et 3, ainsi que par les deux capteurs installés sur les joints horizontaux inférieur et
supérieur. La somme des déplacements mesurés par ces deux capteurs, correspondant à la
contribution des joints horizontaux au déplacement vertical total, est également représentée.
Il apparait que les joints horizontaux contribuent à peu près au tiers des déplacements
verticaux du trumeau.

Sur l’autre face, on peut obtenir la déformation des joints par corrélation d’images.
La figure 8.17 représente, côte-à-côte, les déplacements "macroscopiques" mesurés par les
LVDT 1 à 4, et les déplacements relatifs mesurés au niveau des joints. Il apparait que ces
derniers sont plus faibles du côté des LVDT 2 et 4, qui mesurent également un déplacement
macroscopique plus faible, que du côté des LVDT 1 et 3. Les déplacements différentiels
pourraient donc provenir en partie d’une hétérogénéité du comportement des joints.
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(a) Essai A2 (b) Essai A4

Figure 8.16 – Déplacements δ mesurés par les capteurs LVDT de la face "tendue"

Figure 8.17 – Comparaison des déplacements macroscopiques obtenus par les capteurs
LVDT 1 à 4 et les déformations obtenues par les capteurs LVDT positionnés sur les joints
ou par corrélation d’images

L’analyse de la corrélation d’images sur la tranche permet de remonter à l’allure de la
déformation verticale ε22 locale. La figure 8.18 représente cette déformation, pour différents
niveaux de chargement, sur trois lignes horizontales : L0 au milieu du bloc central, L1 dans
le joint supérieur et L2 dans le joint inférieur. Les déformations dans les blocs inférieur
et supérieur sont davantage perturbées par des effets de bord (malgré la présence des
appuis anti-frettage) et sont donc moins exploitables. Il apparait alors que, pour un même
niveau de chargement, les déformations dans le mortier sont environ 15 fois supérieures
aux déformations dans la pierre.

A partir des mesures de déformation verticale par corrélation d’images et des LVDT
positionnés sur les joints, on peut retrouver un module d’élasticité in-situ pour la pierre et
le mortier. Selon le niveau de chargement et la méthode de détermination, on obtient des
valeurs de l’ordre de Epierre = 4 − 6 GPa et Emortier = 0,1 − 0,4 GPa.
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Figure 8.18 – Déformations verticales ε22 pour différents niveaux de chargement, dans
la pierre (ligne L0) et dans le mortier (lignes L1 et L2)

3.3.3 Mécanisme de rupture

La figure 8.19 montre quelques photos ou images extraites de la corrélation d’images
juste après la rupture du trumeau.

Sur la tranche, les fissures s’initient généralement dans la pierre et de manière verticale
ou légèrement oblique. Elles se propagent ensuite verticalement au travers des joints.
Finalement, le mécanisme de rupture est une sorte d’ouverture horizontale du trumeau.
Sur la face, le joint horizontal s’ouvre légèrement et des fissures verticales et obliques se
propagent dans la pierre au moment de la rupture.

On note également que, pour un chargement supérieur à 75 % de la charge de rupture
environ, le mortier des joints horizontaux sort du joint, complètement écrasé (voir figure
8.20). Néanmoins, le chargement continue d’augmenter et n’atteint pas de plateau comme
ce serait le cas si le mortier rompait en compression hydrostatique. Le mécanisme de
rupture est donc bien un mécanisme global, intéressant l’ensemble du trumeau, et non pas
une simple rupture en compression du mortier.
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Figure 8.19 – Mécanismes de ruine observés pour les trumeaux chargés de manière
centrée (Les flèches blanches représentent le déplacement horizontal des blocs)

Figure 8.20 – Rupture du bord des joints de mortier

3.4 Résultats détaillés : essais avec excentrement

Par souci de concision, nous n’aborderons dans cette partie que les tendances générales
qui se sont dégagées des essais avec chargement excentrés, en considérant un ou deux
essais représentatifs pour chaque valeur d’excentrement. L’essai B2 (resp. D3) est considéré
représentatif de la série B (resp. D). Pour la série C (e = h/6), deux profils différents se
dégagent : un pour les essais C1 (qui sera considéré comme représentatif) et C2, et un
autre pour l’essai C3.

3.4.1 Comportement global

La figure 8.21 regroupe les déplacements mesurés par les capteurs LVDT 1 à 4 pour les
différents excentrements considérés.

D’après ces figures, on peut noter que pour un excentrement e = h/12 les quatre
capteurs enregistrent une contraction verticale. L’excentrement e = h/6 semble être un
"point de bascule" : on retrouve un profil de déplacement pour lequel les capteurs 1 et 3
enregistrent une extension, tandis que les capteurs 2 et 4 enregistrent une contraction.
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(a) Essai B2 (e = h/12) (b) Essai C3 (e = h/6)

(c) Essai C1 (e = h/6) (d) Essai D3 (e = h/4)

Figure 8.21 – Déplacement macroscopique δ mesuré par les capteurs LVDT 1 à 4 pour
différentes valeurs d’excentrement

(a) Essai B2
(e = h/12)

(b) Essai C3
(e = h/6)

(c) Essai D3
(e = h/4)

Figure 8.22 – Déplacement de l’axe médian du trumeau (représenté sur la figure 8.15
(a)), visualisé par corrélation d’images sur la tranche

Enfin, pour un excentrement e = h/4, les capteurs 1 et 3 enregistrent une extension
tandis que les capteurs 2 et 4 enregistrent toujours une contraction. Les extensions
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observées au moment de la rupture augmentent avec l’excentrement de la charge, alors
que la contraction observée est toujours de l’ordre de 1,5 à 2 mm.

La figure 8.22 présente le déplacement de l’axe médian du trumeau au cours de
l’essai, observé par corrélation d’images sur sa tranche. On peut noter que, quel que
soit l’excentrement, la pierre se déforme très peu et toute la déformation de courbure
est localisée dans les joints. On note également que le trumeau a tendance à translater
légèrement pendant l’essai, ce qui lui est permis par les appuis anti-frettage.

3.4.2 Déformations locales et lien micro-macro

La figure 8.23 regroupe les mesures des quatre capteurs LVDT instrumentant la face
tendue. Pour la série B, tous ces capteurs enregistrent une contraction, tandis que pour
les séries C et D, ils enregistrent une extension.

(a) Essai B2 (e = h/12) (b) Essai C3 (e = h/6)

(c) Essai C1 (e = h/6) (d) Essai D3 (e = h/4)

Figure 8.23 – Déplacements δ mesurés par les capteurs LVDT positionnés sur la face
"tendue" pour les essais excentrés
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Pour les séries C et D, il est intéressant de noter que la somme des ouvertures des
joints horizontaux est très proche de la valeur du déplacement macroscopique au niveau
de la face. On en déduit donc que l’extension est très majoritairement due à l’ouverture
des joints, et très peu à une extension dans la pierre.

La figure 8.24 donne les déformations verticales ε22 pour une section représentative
dans la pierre et dans le mortier, pour les différents excentrements considérés. La même
mesure pour un essai centré est également rappelée pour comparaison.

Il est intéressant de noter que pour les séries C (excentrement e = h/6) et D (excentre-
ment e = h/4), une partie de la section est en extension. Pour les séries A (excentrement
e = 0) et B (excentrement e = h/12), en revanche, toute la section est comprimée.

Il apparait également que le point de passage d’une section comprimée à une section
tendue se situe plus près du plan médian du trumeau lorsqu’on considère une section dans
le joint que lorsqu’on considère une section dans le bloc.

Les mesures de la série C sont particulièrement intéressantes car elles correspondent
à un cas limite de l’Eurocode 6 [1]. En effet, si on considère un mur linéaire, élastique
et homogène, une section du mur reste entièrement comprimée jusqu’à un excentrement
e = h/6. Nous voyons ici que, pour un tel excentrement, plusieurs facteurs dont la
plastification du mortier et l’hétérogénéité du trumeau conduisent à la présence de zones
tendues.
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3. Résultats

Figure 8.24 – Déformations verticales ε22 pour différents niveaux de chargement et
différents excentrements, dans la pierre (ligne L0) et dans le mortier (lignes L1 et L2)
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3.4.3 Mécanisme de ruine

Les figures 8.25 à 8.28 montrent quelques mécanismes de ruine pour les séries B, C et
D.

Ces mécanismes de ruine peuvent être regroupés en plusieurs familles :
— Rupture en compression locale et "délaminage" (figure 8.25) : obtenu sur tous

les essais excentrés, quel que soit l’excentrement de la charge, ce mode de rupture
est caractéristique d’une rupture en compression localisée des blocs.

— Fissuration verticale globale (figure 8.26 - concerne les trumeaux B1 et B2) :
ce mode de rupture est obtenu exclusivement pour des excentrements inférieurs à
e = h/12. Il semble donc n’apparaitre que lorsque toute la section du trumeau est
entièrement comprimée.

— Fissuration verticale locale (figure 8.27 - concerne les trumeaux B3, C1 à C3,
D1 à D3) : ce mode de rupture apparait principalement pour les essais avec un
excentrement supérieur à e = h/6, sur les blocs inférieur et supérieur, et est souvent
couplé avec l’ouverture du joint entre le bloc où il se produit et le bloc du milieu.

— Rupture en traction du mortier (figure 8.28 (a) - concerne les trumeaux C1 et
C2, D1 et D3) et Rupture en traction à l’interface entre la pierre et le joint
(figure 8.28 (b) - concerne les trumeaux B1, B2, C3, D2) : chacun de ces modes de
rupture est retrouvé sur quatre trumeaux. Il semble donc que le mortier et l’interface
pierre-mortier aient des résistances proches.

— Rupture en traction de la pierre (figure 8.29 - concerne les trumeaux B2 et
B3) : ce mode de rupture se produit assez rarement, et n’a été observé que pour
deux essais de la série B

Figure 8.25 – Rupture en compression/délaminage de la pierre
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Figure 8.26 – Fissuration verticale globale

Figure 8.27 – Rupture avec une fissuration verticale locale sur la tranche

Figure 8.28 – (a) Rupture de l’interface pierre mortier ; (b) Rupture du mortier en
traction

Figure 8.29 – Rupture par fissuration de la pierre
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3.5 Remarques finales

En conclusion, cette campagne expérimentale a montré que le mortier utilisé avait un
module d’élasticité apparent bien plus faible que la pierre, et que malgré sa faible fraction
volumique, il influençait beaucoup les déformations du trumeau. En compression, un tiers
des déplacements verticaux sont dus au mortier, alors que celui-ci ne représente que 3 %
de la hauteur du trumeau. Par ailleurs, même avec un montage et un positionnement
minutieux de la maquette, il existe de petites différences de déplacement entre ses quatre
arêtes verticales sous chargement centré.

En ce qui concerne la rupture des trumeaux, il apparait que l’excentrement de la charge
verticale a une forte influence sur la valeur de la charge de ruine des trumeaux. Quel
que soit l’excentrement appliqué, la rupture obtenue est fragile. On observe cependant
deux types de mécanisme de rupture principaux : un mécanisme pour les excentrements
inférieurs à 17 mm (h/12), incluant un fendage global du trumeau, et un mécanisme
pour les excentrements supérieurs à 33 mm (h/6), consistant en une rupture en traction
au niveau du joint (dans le mortier ou à l’interface pierre-mortier) et une rupture en
compression plus locale au niveau des blocs. Il pourrait être intéressant de rapprocher ces
modes de rupture du mode de rupture observé sur le mur testé dans le chapitre 2.

4 Comparaison des essais avec des modèles de calcul

4.1 Comparaison avec les règles de calcul de l’Eurocode 6 [1]

Pour comparer les essais présentés dans ce chapitre à l’approche proposée dans l’Euro-
code 6 [1], on reprend le principe du calcul présenté dans le chapitre 2.

La résistance en compression de l’assemblage vaut :

fc = Kf 0,7
c,b f 0,3

c,m (8.3)

avec, ici, une résistance en compression de la pierre valant fc,b = 5,1 MPa et une résistance
en compression du mortier valant fc,m = 0,44 MPa. Pour la pierre naturelle, K = 0,45. La
résistance à la compression de l’assemblage vaut alors 1,1 MPa.

Dans un calcul simplifié de bureau d’étude, où l’on ne peut pas mesurer la résistance en
compression du mortier, il serait admis de prendre une valeur forfaitaire de fc,m = 2,5 MPa.
En effet, au regard du DTU 20.1 [2] (révision de 2020), la composition choisie pour le
mortier est censée lui assurer une résistance supérieure à 2,5 MPa. La résistance à la
compression de l’assemblage vaudrait alors 1,9 MPa.
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Par ailleurs, l’Eurocode 6 propose de prendre en compte l’excentrement des charges
verticales au moyen d’un coefficient de réduction ϕ à appliquer sur la résistance en
compression centrée, et donné par la formule suivante (décroissance affine) :

ϕ = 1 − 2e

h
(8.4)

Un tel coefficient de réduction peut être justifié en modélisant le mur comme une
plaque homogène, en déformations planes, sans résistance à la traction.

Les diagrammes d’interaction correspondant aux deux valeurs de résistance en com-
pression du mortier sont donnés sur la figure 8.30 (a) sous la forme d’arcs de parabole. Il
apparait que, dans le cas présent, l’Eurocode 6 sous-estime assez largement la résistance
en compression des trumeaux.

(a) Charges de ruine dans le plan (N, M) selon
l’Eurocode 6 [1]

(b) Facteur de réduction selon l’Eurocode 6
[1]

Figure 8.30 – Comparaison des résultats expérimentaux avec les résultats de l’approche
proposée dans l’Eurocode 6 [1]

La figure 8.30 (b) représente le facteur de réduction en fonction de l’excentrement.
Pour les points expérimentaux, ce facteur de réduction est calculé par rapport à la valeur
moyenne de résistance en compression centrée. D’après cette figure, le facteur de réduction
de la résistance obtenu expérimentalement est bien en cohérence avec l’Eurocode 6 [1].

4.2 Modélisation par le Calcul à la rupture

Comme évoqué en introduction, l’objectif de cette campagne expérimentale était
principalement d’évaluer la différence entre les résultats d’essais et ceux obtenus par la
modélisation en Calcul à la rupture. Les calculs proposés ici sont des calculs directs, et
non pas par homogénéisation, et mettent en œuvre l’approche cinématique.
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4.2.1 Description du modèle de calcul

Le tableau 8.3 donne les propriétés de résistance des matériaux considérées pour cette
modélisation. Au vu des résultats des essais de caractérisation obtenus dans le chapitre 2,
on considère un critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction pour la pierre. En revanche,
compte-tenu des résultats expérimentaux présentés dans le paragraphe 2.2.2 concernant le
mortier, un critère de Mohr-Coulomb classique semble ici plus représentatif.

Tableau 8.3 – Propriétés des matériaux considérées pour la modélisation par l’approche
cinématique du Calcul à la rupture

Cohésion Angle de frottement Résistance en Troncature en
c interne φ compression uniaxiale traction fc

Pierre 1,47 MPa 30 ° 5,1 MPa 1,1 MPa 1

Mortier 0,14 MPa 25 ° 0,44 MPa /

Les dimensions considérées sont les mêmes que celles des trumeaux représentés sur
la figure 8.1. Par symétrie, seul un quart du trumeau est modélisé. La géométrie, les
conditions aux limites et les maillages utilisés sont représentés sur la figure 8.31. Sur la
figure 8.31 (a), les trois faces sur lesquelles aucune condition aux limites n’est indiquée
sont libres d’efforts.

(a) (b)

Figure 8.31 – Géométrie (a), conditions aux limites (a) et maillage du problème de
Calcul à la rupture considéré

4.2.2 Résultats

La figure 8.32 représente le diagramme d’interaction obtenu par l’approche cinématique
du Calcul à la rupture, tandis que le tableau 8.4 donne les écarts obtenus entre la charge

1. Correspond à la résistance à la traction mesurée dans le chapitre 2 (voir annexe A)
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moyenne pour chaque série et le résultat du Calcul à la rupture. L’écart relatif moyen est
de 28 % sur l’ensemble des essais.

Figure 8.32 – Charges de ruine dans le plan (N, M) obtenues par l’approche cinématique
du Calcul à la rupture

Tableau 8.4 – Comparaison des résultats expérimentaux avec ceux de la modélisation
par l’approche cinématique du Calcul à la rupture

Série A B C D E F
Valeur moyenne expérimentale (kN) 546 524 355 296 473 499

Modélisation (kN) 715 605 479 391 557 650
Ecart relatif 31 % 15 % 35 % 32 % 18 % 31 %

La figure 8.33 représente les différents mécanismes (virtuels) de ruine obtenus pour
les séries A à D. Dans ces mécanismes de ruine, on voit bien l’ouverture progressive du
joint horizontal lorsque l’excentrement augmente. On note également que cette ouverture
apparait même pour un excentrement e = h/12 (série B), alors qu’elle n’apparaissait pas
expérimentalement pour cette valeur d’excentrement. Ces mécanismes virtuels sont plutôt
cohérents avec les mécanismes de ruine réels décrits dans le paragraphe 3.4.3.

(a) e = 0 (b) e = h/12 (c) e = h/6 (d) e = h/4

Figure 8.33 – Mécanismes de rupture optimaux par le Calcul à la rupture (Les couleurs
représentent les isovaleurs de la norme du champ de vitesse virtuelle optimal)
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4.2.3 Discussion sur les paramètres d’entrée du modèle

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 6, la résistance en compression fc,b de la
pierre a une influence bien plus grande que celle du mortier fc,m sur la résistance en
compression de l’assemblage. Or celle-ci est testée sur des éprouvettes d’élancement 1,
selon la norme NF EN 772-1[102]. Les plateaux de la presse utilisée pour évaluer cette
résistance en compression n’étant pas parfaitement lisses, l’éprouvette n’est pas dans un
état de compression uniaxiale, que nous recherchons pour déterminer les paramètres du
modèle de Mohr-Coulomb. Cet essai tend donc à surestimer la valeur de la résistance en
compression utilisée dans le modèle.

Toujours selon cette norme, il faudrait multiplier par un facteur allant de 1,15 à 1,35
la résistance d’une éprouvette d’élancement 2 pour obtenir la résistance d’une éprouvette
d’élancement 1. En adaptant la valeur de la cohésion de la pierre, on trouve les diagrammes
d’interaction donnés sur la figure 8.34, qui sont beaucoup plus en accord avec les données
expérimentales.

Figure 8.34 – Charges de ruine dans le plan (N, M) avec une résistance en compression
corrigée

Il semble donc indispensable de baser le modèle sur la résistance en compression
uniaxiale de la pierre, et non pas sur sa résistance en compression selon la norme NF EN
772-1 [102], qui est plus élevée.

5 Conclusion

La campagne expérimentale présentée dans ce chapitre a permis de mettre en évidence
la réduction de la capacité portante de trumeaux de maçonnerie lorsque la charge verticale
qui leur est appliquée est excentrée par rapport à leur plan médian. Elle a également
montré que les joints, malgré leur épaisseur très réduite, avaient un impact important sur
la déformation globale du trumeau.
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5. Conclusion

La comparaison des résultats obtenus avec ceux issus des méthodes de calcul de
l’Eurocode 6 [1] a montré une bonne cohérence entre les facteurs de réduction de la
capacité portante obtenus expérimentalement et ceux de la norme. En revanche, l’Eurocode
6 sous-estime largement (d’un facteur 3,4) la résistance en compression centrée du mur.

La comparaison des résultats expérimentaux avec la modélisation par l’approche
cinématique par l’extérieur du Calcul à la rupture a montré que cette dernière surestimait
les résultats expérimentaux de 28 % en moyenne. Cependant, la question des paramètres
d’entrée du modèle et de leur détermination se pose. En particulier, la résistance en
compression uniaxiale ne peut pas être déterminée en utilisant les éprouvettes cubiques de
10 cm de côté classiquement utilisées pour la détermination de la résistance en compression
de la pierre. En se basant sur la résistance en compression obtenue sur des éprouvettes
d’élancement au moins égal à 2, les résultats du Calcul à la rupture pourraient être bien
plus proches des résultats expérimentaux.

∗ ∗
∗
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Chapitre 9

Évaluation de la stabilité au feu du
mur

Résumé : Ce chapitre présente l’évaluation de la stabilité d’un mur en pierre massive
exposé au feu. Ce mur est modélisé par une coque dans sa configuration déformée par le
feu et dont le critère de résistance est altéré par le feu. La mise en œuvre numérique de
l’approche cinématique du Calcul à la rupture sur cette structure permet d’accéder à un
majorant de la charge extrême pour un certain temps d’exposition au feu. L’originalité de
la méthode proposée dans ce chapitre réside dans l’expression du critère de résistance sous
sa forme semi-analytique telle que proposée dans le chapitre 5. A titre de perspective, la
polyvalence de cette méthode est illustrée au travers d’un exemple classique de structure de
maçonnerie.
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1. Introduction

1 Introduction

Nous avons, dans la première partie de ce mémoire, noté que deux facteurs menaçaient
la stabilité au feu d’un mur porteur : la courbure thermique et la dégradation des propriétés
de résistance des matériaux avec la température. La deuxième partie de ce mémoire nous a
permis de proposer une méthode d’homogénéisation thermoélastique permettant d’estimer
la déformée thermomécanique d’un mur exposé au feu sur l’une de ses faces. Dans la
troisième partie, nous avons exploré plusieurs approches pour évaluer le domaine de
résistance de l’assemblage pierre-mortier, puis avons validé expérimentalement l’utilisation
de l’approche par le Calcul à la rupture.

Dans cette dernière partie du mémoire, nous proposons d’évaluer la stabilité du mur
de maçonnerie dans sa configuration déformée par le feu (déterminée dans le chapitre 2),
en considérant un critère de résistance local altéré par le feu (déterminé dans le chapitre
5), dans le cadre du Calcul à la rupture. De telles approches ont été proposées par Pham
et al. [180], Bleyer et al. [181] et Yang et al. [160] pour des murs en béton armé de grande
hauteur exposés au feu. Cependant, le critère de résistance de la maçonnerie exposée au
feu est bien plus complexe que celui du béton dans les mêmes conditions. L’enjeu de
ce chapitre est donc de proposer une approche permettant la prise en compte d’un tel
critère dans l’évaluation de la stabilité du mur. Compte-tenu des approches développées
précédemment, notamment dans le chapitre 5, nous avons choisi de mettre en œuvre
numériquement l’approche cinématique du Calcul à la rupture.

La partie 2 de ce chapitre décrit le problème de Calcul à la rupture considéré ainsi que
la mise en œuvre de l’approche cinématique pour déterminer un majorant de la charge
extrême potentiellement supportable par le mur exposé au feu. La formulation numérique
de cette approche est présentée dans la partie 3. La partie 4 présente ensuite la mise en
œuvre de cette approche pour évaluer la stabilité au feu du mur testé dans le chapitre
2. Les résultats numériques sont comparés aux résultats expérimentaux, puis une brève
étude paramétrique propose quelques pistes de réflexion à destination de l’ingénieur. Enfin,
à titre de perspectives et pour montrer la polyvalence de l’approche cinématique ainsi
développée, la partie 5 propose son application à un tout autre exemple : celui d’un mur
en brique sollicité en cisaillement.

2 Position du problème

Le mur dans sa configuration déformée par le feu peut être représenté par une coque
modélisée géométriquement par la surface S dans le repère orthonormé (O ; e1, e2, e3).
La figure 9.1 représente une telle configuration. Comme dans les chapitres précédents, le
mur est exposé au feu sur sa face x3 < 0.
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Figure 9.1 – Modélisation du mur dans sa configuration déformée par le feu par une
coque

Par la suite, nous considérerons le cas d’une coque mince, de faible courbure. Pour
faciliter la modélisation et nous ramener au formalisme des plaques, cette coque sera
discrétisée en facettes planes. Chacune de ces facettes peut alors être modélisée comme
une plaque de Kirchhoff-Love. Ce modèle a déjà été présenté dans le cadre de l’élasticité
dans le chapitre 3. Dans la suite de cette section, nous en rappellerons donc seulement les
points les plus importants.

2.1 Domaine des chargements potentiellement supportables :
approche statique

Les efforts généralisés sont décrits en tout point de la plaque par le tenseur des efforts
membranaires N , le tenseur des moments fléchissants M et le vecteurs des efforts de
cisaillement V .

On supposera par la suite que la plaque est infiniment résistante vis-à-vis de l’effort
tranchant V . Le domaine de résistance de la plaque GM(x) au point x de la plaque est
donc un sous-domaine de l’espace (N, M), de dimension 6.

Dans le cas général, le mur est soumis à un nombre fini de paramètres de chargement,
qui peuvent être regroupés dans un vecteur des paramètres de chargement, que l’on notera
Q.

Le domaine des chargements potentiellement supportables K est alors défini de la
manière suivante (Salençon [115]) :

K =
Q |

∃(N, M) S.A. Q

∀x, (N, M) ∈ GM(x)

 (9.1)
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Dans l’équation (9.1), une distribution d’efforts généralisés est dite statiquement
admissible (noté "S.A.") avec un chargement Q si elle vérifie les équations d’équilibre en
termes d’efforts généralisés, la continuité du vecteur contrainte et du vecteur couples de
contrainte ainsi que les conditions aux limites, qui ont déjà été présentées dans le chapitre
3.

L’application directe de cette définition constitue l’approche statique du Calcul à la
rupture. Elle nécessite la connaissance préalable du domaine de résistance GM(x). Si ce
domaine n’est pas connu de manière exacte, l’utilisation d’une approche par l’intérieur
du domaine GM(x) permet également de conserver le statut de minorant de l’approche
statique.

2.2 Domaine des chargements potentiellement supportables :
approche cinématique

La définition par voie statique du domaine des chargements potentiellement supportables
présentée dans la sous-partie précédente peut être dualisée par le principe des puissances
virtuelles.

Pour le modèle de coque considéré, la cinématique virtuelle en tout point est définie
par une vitesse virtuelle U = U1e1 + U2e2 + U3e3 et par une vitesse de rotation virtuelle
Θ̇ = Θ̇1e1 + Θ̇2e2 + Θ̇3e3.

Alternativement, il est possible de définir un repère local attaché à chaque facette
de la coque. On note alors ν(x) la normale à la facette en un point x donné, a1(x) un
vecteur du plan de la facette appartenant au plan horizontal (e1, e3), et a2(x) le vecteur
du plan de la facette tel que (a1(x), a2(x), ν(x)) forme un trièdre orthonormé direct. Le
choix de la direction de a1(x) permet de s’assurer qu’il s’agira bien de la direction des
joints horizontaux, quelle que soit la courbure du mur (et donc l’orientation de la facette
considérée).

Dans ce repère, la cinématique virtuelle est définie par :
— Une vitesse virtuelle dans le plan de la facette u = u1a1 + u2a2 ;
— Une vitesse virtuelle hors du plan de la facette u3 = u3ν ;
— Une vitesse de rotation virtuelle autour des vecteurs du plan de la facette θ̇ =

θ̇1a1 + θ̇2a2. Par la suite, on utilisera plutôt le vecteur β̇ = ν ∧ θ̇ ;
— Une vitesse de rotation virtuelle autour de la normale à la facette ϑ̇ = ϑ̇ν.
Les vitesses et vitesses de rotation virtuelles peuvent alors s’exprimer par U = u + u3

et Θ̇ = θ̇ + ϑ̇. La figure 9.2 résume les notations utilisées.

Les vitesses dans le plan sont reliées au taux de déformation virtuel macroscopique
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par la relation D = (∇u +T ∇u)/2, tandis que le vecteur β̇ est relié au taux de courbure
virtuelle macroscopique par la relation χ̇ = (∇β̇ +T ∇β̇)/2.

Figure 9.2 – Définition des vitesses et vitesses de rotation

Le principe des puissances virtuelles s’écrit :

Pe(U, Θ̇) = Q.q̇(U, Θ̇) = Pd(U, Θ̇) (9.2)

où q̇ représente le vecteur des paramètres cinématiques en dualité avec le vecteur des
paramètres de chargement Q.

Dans le cas particulier où un élément de plaque n’est pas soumis à des couples de
torsion au niveau de ses conditions aux limites, la puissance virtuelle de déformation s’écrit
(Salençon, 2018 [182]) :

Pd(U, Θ̇) =
∫

Ω
N : D + M : χ̇ dS +

∫
Γu

N : ([[u]] ⊗s n)dl +
∫

Γβ̇

M : ([[β̇]] ⊗s n)dl (9.3)

Si la première intégrale est tout à fait classique, et était déjà présente dans le cadre
de la modélisation élastique, la deuxième, plus spécifique à l’approche par le Calcul à
la rupture, permet d’intégrer l’effet de potentielles discontinuités de vitesse le long de
courbes Γu, ou de discontinuités de vitesse de rotation le long de courbes Γβ̇, de vecteur
tangent t et de vecteur normal n. On nommera ces courbes "charnières généralisées", ou
tout simplement "charnières" par la suite.

L’expression (9.3) repose sur les hypothèses suivantes :
— L’hypothèse de Kirchhoff (correspondant ici à une résistance infinie à l’effort tran-

chant) se traduit par des taux de déformation virtuelle de cisaillement nuls, et donc,
sur un élément, par : β̇ = ∇u3.

— En ce qui concerne les discontinuités, l’hypothèse de Kirchhoff se traduit par la nullité
de la discontinuité de vitesse de flèche et par le lemme d’Hadamard : [[∇u3]].t = 0 où
t est la direction de la charnière. Ces charnières correspondent ici aux arêtes entre
les facettes.

272



2. Position du problème

— Les déformations de torsion, notées ϖ = ϑ̇ − a2.(∇u +T ∇u).a1/2 sont supposées
nulles dans chaque facette

Ces conditions, qui ne sont autre que des conditions de pertinence, devront être vérifiées
lors de la résolution du problème.

La puissance résistante maximale s’écrit alors :

Prm(U, Θ̇) =
∫

Ω
ΠM(D, χ̇)dS +

∫
Γu

ΠM([[u]], n)dl +
∫

Γβ̇

ΠM([[β̇]], n)dl (9.4)

où ΠM , définie par l’équation (9.5) ci-dessous, désigne la fonction d’appui du critère de
résistance macroscopique GM(x) de l’élément de plaque.

ΠM(D, χ̇) = sup
(D,χ̇)∈R6

{
N : D + M : χ̇|(N, M) ∈ GM(x)

}
(9.5)

Cette définition de la fonction d’appui se généralise aux discontinuités de vitesse et de
vitesse de rotation en posant : D = [[u]] s⊗ n et χ̇ = [[β̇]] s⊗ n.

Une condition nécessaire de stabilité vis-à-vis d’un chargement radial Q = λQ̃ s’écrit :

Pe(U, Θ̇) = λQ̃.q̇ ≤ Prm(U, Θ̇) ∀(U, Θ̇) (9.6)

L’approche cinématique du Calcul à la rupture peut alors se mettre sous la forme du
problème de minimisation suivant :

min
U,Θ̇

λc = Prm(U, Θ̇)
Q̃.q̇(U, Θ̇)

s.c. Q̃.q̇(U, Θ̇) = 1

(9.7)

Comme dans les chapitres 4 et 6, ce problème de minimisation peut être résolu
numériquement par la méthode des éléments finis. La problématique reste cependant
d’évaluer la valeur de la fonction d’appui (9.5).

2.3 Choix de la fonction d’appui homogénéisée

Il existe plusieurs approches de changement d’échelle pour la détermination de la
résistance d’une structure.

Une première approche consiste à formuler un critère de résistance macroscopique
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à partir de résultats expérimentaux. Cette approche, en plus de nécessiter un nombre
important d’essais, ne permet pas de s’assurer que le critère soit bien représentatif dans
les six directions de l’espace.

Une deuxième approche consiste à approximer le critère de résistance obtenu par
résolution d’un problème auxiliaire sur une cellule de base bien choisie. Concernant les
murs de maçonnerie, on peut notamment citer les travaux de Milani et coauteurs [146]
qui, après avoir déterminé le domaine de résistance plan de la maçonnerie à partir de la
résolution d’un problème auxiliaire portant sur une cellule de base bien choisie, approximent
la frontière de ce domaine, appartenant à R3, par un certain nombre de plans. Pour des
sollicitations hors du plan du mur, la cellule de base est discrétisée en plusieurs couches dans
son épaisseur, et le critère est vérifié dans chaque couche. Une telle méthode ne constitue
cependant qu’une approximation, sans statut de minorant ou de majorant, puisque l’état
de contrainte dans chaque couche n’est pas nécessairement plan. Le critère de résistance
peut également être approché par des ellipses, comme proposé par Guéguin et al. [161]
ou Bleyer et de Buhan [168]. Une telle approche nécessite alors d’évaluer le critère de
résistance pour un certain nombre de trajets de chargement. Comme souligné par Bleyer
[183], une telle approche est possible pour un critère de résistance dépendant de deux ou
trois paramètres de chargement, mais est bien plus complexe et longue (voire impossible) à
mettre en œuvre pour un critère de résistance dépendant de six paramètres de chargement.
Dans le cas présent, en considérant 10 valeurs différentes pour chaque composante de
N et de M , il faudrait réaliser 106 trajets de chargement. Chaque trajet de chargement
nécessitant environ 30 s de calcul, il faudrait presque un an de calculs ! Bien que ce temps
puisse être assez largement réduit en parallélisant les calculs sur un serveur dédié, nous ne
sommes plus du tout dans l’esprit de la méthode à visée applicative pour l’ingénieur que
nous cherchons à développer.

Une troisième approche consiste à se baser sur une évaluation semi-analytique de la
fonction d’appui. Nous avons proposé dans le chapitre 5 une telle expression, notée ΠS.An.,θ,
basée sur la résolution du problème auxiliaire de Calcul à la rupture sur la cellule de base
par l’approche cinématique 1. Pour chaque trajet de chargement donné, elle donne un
majorant de la fonction d’appui du critère macroscopique et permet donc d’obtenir une
majoration de la puissance résistante maximale développée dans la plaque :

Prm(U, Θ̇) =
∫

Ω
ΠM(D, χ̇)dΩ ≤

∫
Ω

ΠS.An.,θ(D, χ̇)dΩ (9.8)

Une propriété particulièrement intéressante de cette fonction d’appui est de pouvoir
s’exprimer sous forme d’un problème d’optimisation conique quadratique. Il est alors
possible d’évaluer, directement et sans aucune approximation, la valeur de la fonction

1. Pour rappel, l’annexe B propose une nomenclature des principaux domaines de résistance obtenus
par des approches cinématiques analytiques et semi-analytiques du Calcul à la rupture et obtenus dans les
chapitres 5 et 7
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d’appui du critère en tout point de la plaque. C’est cette dernière approche qui a été
retenue pour la suite.

3 Formulation numérique de l’approche cinématique
du Calcul à la rupture

3.1 Discrétisation du problème et contraintes cinématiques

Le problème d’optimisation présenté dans la partie 2 peut être discrétisé par la méthode
des éléments finis.

La géométrie du mur prend en compte la courbure thermique et n’est pas donc plane.
Nous avons donc suivi la même approche que Bleyer et al. [184] et discrétisé le domaine
en un ensemble de Ne facettes planes.

Un repère local, attaché à chaque facette, est alors défini comme suit :
— La normale unitaire de la facette est définie comme suit :

ν = (X2 − X1) ∧ (X3 − X1)
||(X2 − X1) ∧ (X3 − X1)||

(9.9)

où X1, X2 et X3 désignent les coordonnées des trois sommets de la facette
— Le vecteur a1 est défini de manière à toujours appartenir au plan horizontal (e1, e3) :

si ν ∧ e2 ̸= 0, a1 = (e2 ∧ ν)/||e2 ∧ ν||, sinon a1 = e1

— Le vecteur a2 complète ce trièdre orthonormé direct : a2 = ν ∧ a1

Ce repère est schématisé sur la figure 9.3 (a).

(a) (b)

Figure 9.3 – Définition du repère local d’une facette (a) et du repère local pour une
arête entre deux facettes non-coplanaires (b)

La formulation proposée inclut également des discontinuités de vitesse et des disconti-
nuités de vitesse de rotation. Dans le cas de deux facettes non-coplanaires, ces discontinuités
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sont calculées par rapport à une normale moyenne ν̂ définie par (Bleyer et de Buhan
[184]) :

ν̂ = ν̂+ + ν̂−

||ν̂+ + ν̂−||
(9.10)

La figure 9.3 (b) représente cette normale moyenne.

Pour l’approche cinématique présentée dans ce chapitre, on considère une interpolation
quadratique du champ de vitesse U . Concernant les vitesses de rotation, nous considèrerons
une interpolation linéaire du champ de taux de rotation dans le plan β̇ ainsi que de la
vitesse de rotation autour de la normale à l’élément ϑ̇. Les valeurs nodales de ces champs
sont les inconnues principales du problème de minimisation correspondant à l’approche
cinématique. Les vitesses sont exprimées aux six nœuds de chaque élément (sommets et
milieux des arêtes), tandis que les vitesses de rotation sont exprimées aux trois sommets
de chaque élément, de manière à permettre les discontinuités entre éléments. Elles peuvent
être regroupées dans un vecteur Ui pour les vitesses, et Θ̇i pour les vitesses de rotation,
définis pour l’élément i par :

Ui = {U1
1 U1

2 U1
3 ... U6

1 U6
2 U6

3 }
Θ̇i =

{
β̇1

1 β̇1
2 ϑ̇1 ... β̇3

1 β̇3
2 ϑ̇3

} (9.11)

Ces inconnues principales sont linéairement reliées aux inconnues secondaires suivantes,
définies par éléments :

— les composantes du tenseur des taux de déformation macroscopique D, qui varient
linéairement sur chaque élément ;

— les composantes du tenseur des taux de courbure macroscopique χ̇, qui sont constantes
sur chaque élément.

Ces inconnues secondaires peuvent respectivement être regroupées dans un vecteur Di et
dans un vecteur Ẋi, définis pour l’élément i par :

Di = {D1
11 D1

22 2D1
12 ... D3

11 D3
22 2D3

12}
Ẋi = {χ̇11 χ̇22 2χ̇12}

(9.12)

La figure 9.4 résume l’interpolation adoptée sur les éléments pour les inconnues princi-
pales et secondaires.

Sur chaque élément, les inconnues principales et secondaires sont reliées par quatre
relations linéaires qui peuvent être exprimées sous forme matricielle :

— entre les taux de déformations et la partie symétrique du gradient des vitesses dans
le plan de chaque élément ;

— entre la rotation autour de la normale au plan et la partie antisymétrique du gradient
des vitesses dans le plan ;
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Figure 9.4 – Interpolation adoptée

— entre le taux de rotation et le gradient de la vitesse hors-plan ;
— entre le taux de courbure et le gradient du taux de rotation.
Comme mentionné précédemment, la formulation inclut également des discontinuités

de vitesse dans le plan (notées [[u]]) et de vitesse de rotation (notées [[Θ̇]]), que l’on peut
considérer comme des inconnues secondaires également. Puisque la fonction d’appui associée
à une discontinuité de vitesse [[u]] au travers d’une arête de normale n (correspondant ici
aux arêtes entre deux facettes) peut s’exprimer comme la fonction d’appui associée à un
taux de déformation D = [[u]] ⊗s n, les discontinuités de vitesses sont stockées sous la forme
d’un vecteur D′k, défini par arête de discontinuité de vitesse k. Sur le même principe, les
discontinuités de taux de rotation [[β̇]] au travers d’une arête de normale n sont stockées
sous la forme d’un taux de courbure équivalent χ̇ = [[β̇]] ⊗s n, dans un vecteur noté Ẋ′k.
Ce vecteur est également défini pour toute arête de discontinuité de vitesse k.

Comme dans les chapitres 4 et 6, on contraint les discontinuités de vitesse à être
linéaires sur le long des arêtes de discontinuité. Les discontinuités de taux de rotation sont,
quant à elles, linéaires du fait de l’interpolation choisie.

Toutes les contraintes cinématiques présentées dans ce paragraphe sont des contraintes
linéaires, qui peuvent se résumer sous la forme d’un simple système matriciel du type :

Acxc = 0 (9.13)

où l’exposant c se réfère au fait qu’il s’agisse de contraintes cinématiques. Dans cette
équation, xc est le vecteur rassemblant toutes les inconnues principales et secondaires
contenues dans les vecteurs Ui, Θ̇i, Di et Ẋi pour tous les éléments i de la structure et
les vecteurs D′k et Ẋ′k pour toutes les arêtes de discontinuités k.
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3.2 Formulation numérique de l’approche cinématique

Comme indiqué dans la sous-partie 2.3, la puissance résistante maximale peut être
majorée de la manière suivante :

Prm(U, Θ̇) ≤ P S.An.,θ
rm (U, Θ̇) =

∫
Ω

ΠS.An.,θ(D, χ̇)dΩ +
∫

Γ=Γu∪Γβ̇

ΠS.An.,θ([[u]], [[β̇]])dl (9.14)

où ΠS.An.,θ désigne la fonction d’appui du domaine de résistance macroscopique obtenu par
voie semi analytique (notée S.An.), en prenant en compte la dégradation des matériaux
avec l’augmentation de la température.

Du point de vue numérique, les deux termes du membre de droite de l’équation (9.14)
peuvent être eux-même être évalués par excès par une quadrature de Gauss, dans laquelle
la valeur de la fonction d’appui est évaluée aux trois sommets de l’élément ou aux deux
nœuds extrêmes de la charnière généralisée :

∫
Ω

ΠS.An.,θ(D, χ̇)dΩ ≤
Ne∑
i=1

Si

3

3∑
j=1

ΠS.An.,θ(Di, Ẋi)

∫
Γ

ΠS.An.,θ([[u]], [[β̇]])dl ≤
Ni∑

k=1

lk
2

2∑
j=1

ΠS.An.,θ(D′k, Ẋ′k)

(9.15)

Dans cette équation, Ne désigne le nombre d’éléments (ou de facettes), et Ni désigne le
nombre d’arêtes entre ces facettes. De plus, la fonction d’appui du domaine de résistance
macroscopique obtenu par voie semi analytique ΠS.An.,θ est définie comme l’intersection
du domaine obtenu en considérant un mécanisme de blocs, dont la fonction d’appui est
notée Πblocs,θ et un mécanisme de déformation affine dans la cellule de base et homogène
par couches, dont la fonction d’appui est notée Πdef,θ (voir annexe B) :

ΠS.An.,θ(D, χ̇) = min
(D

1
,χ̇

1
)∈R6

{
Πdef,θ(D1, χ̇

1
) + Πblocs,θ(D − D1, χ̇ − χ̇

1
)
}

(9.16)

Ces deux fonctions d’appui ont été définies dans le chapitre 5.

La fonction d’appui correspondant au mécanisme mettant en œuvre des taux de
déformation homogènes par plans peut être majorée par quadrature trapézoidale, en
discrétisant la cellule de base en N couches dans son épaisseur, de la manière suivante :

Πdef,θ(D1, χ̇
1
) =

∫ h/2

−h/2
πdef,p(D1 − ξ3χ̇1

)dξ3 ≤
N∑

k=1
ωkπdef,p(dk) (9.17)

Dans l’équation (9.17), les ωk représentent les poids de la quadrature de Gauss, et πdef,p
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la fonction d’appui dans un plan donné, déjà définis dans le chapitre 5. On a également
introduit les variables auxiliaires dk = D − ξk

3 Ẋ représentant la déformation locale dans
le plan k. Pour un couple (D, χ̇) donné, la fonction d’appui Πdef,θ peut être évaluée
directement. Cependant, son écriture sous une forme adaptée au solveur d’optimisation
conique requiert la définition de variables scalaires et de contraintes auxiliaires linéaires et
coniques supplémentaires.

La fonction d’appui correspondant au mécanisme mettant en œuvre des mouvements
de bloc peut également se réécrire comme un ensemble de conditions linéaires et coniques,
impliquant l’introduction de variables auxiliaires.

Finalement, la formulation numérique de l’approche cinématique du Calcul à la rupture
se ramène à un problème d’optimisation conique consistant à minimiser le multiplicateur
λc sous :

— Les contraintes cinématiques linéaires décrites dans la sous-partie 3.1 ;
— Les contraintes linéaires et coniques permettant le calcul des différentes fonctions

d’appui et de leurs éventuelles conditions de pertinence ;
— De manière classique, on imposera également que la puissance des efforts extérieurs

soit égale à 1.
Ce problème peut se réécrire sous la forme suivante :

min λc =
Ne∑
i=1

Si

3

3∑
j=1

ΠS.An.(Di, Ẋi) +
Ni∑

k=1

lk
2

2∑
j=1

ΠS.An.(D′k, Ẋ′k)

s.c. :
Ax = b
x ∈ K1 × ... × Kp

Pe(x) = 1

(9.18)

Dans l’équation (9.18), x désigne le vecteur regroupant l’ensemble des variables d’opti-
misation principales, secondaires et auxiliaires. Les contraintes linéaires précédemment
évoquées sont regroupées dans l’égalité Ax = b, tandis que les contraintes coniques sont
regroupées sous la forme x ∈ K1 × ... × Kp, où les Ki désignent les p cônes de second ordre
utilisés.

L’apport majeur de l’approche proposée ici est de ne pas nécessiter la résolution
numérique préalable d’un problème auxiliaire, puis l’approximation du critère de résistance
obtenu. La présence, dans la même formulation, de variables microscopiques définissant la
fonction d’appui locale, et de variables macroscopiques définissant la cinématique globale
du mur, permet donc une évaluation directe et rapide de la stabilité au feu du mur.
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4 Exemple d’application

4.1 Présentation de l’exemple

Pour ce premier exemple, on s’intéresse au mur testé dans le chapitre 2. Le mur est
donc modélisé par une coque mince, dont la coordonnée hors-plan correspond à la flèche
thermoélastique calculée dans le chapitre 3 pour un temps d’exposition au feu donné.
Localement, son critère de résistance est défini de manière duale par la fonction d’appui
déterminée selon l’approche semi-analytique proposée dans le chapitre 5, pour le même
temps d’exposition au feu.

Les caractéristiques géométriques utilisées pour le calcul sont identiques à celles
considérées dans les chapitres 3 et 5. Les propriétés thermoélastiques à température
ambiante et au feu correspondent à celles du chapitre 3. Concernant les propriétés de
résistance, l’angle de frottement interne et le coefficient de dégradation de la résistance en
compression des deux matériaux avec la température, ainsi que la cohésion du mortier,
sont identiques à ceux considérés dans les chapitres 4 et 5. Compte-tenu des observations
expérimentales du chapitre 8, nous considérerons deux valeurs de cohésion à température
ambiante pour la pierre : cb = 1,53 MPa (comme dans les chapitres 4 et 5) et c′b = cb/1, 35.
Pour rappel, ce coefficient 1,35 provient de la surestimation probable de la cohésion
lorsqu’elle est déterminée via un essai de résistance en compression sur une éprouvette
cubique, d’élancement 1, et non pas sur une éprouvette d’élancement 2.

Pour se rapprocher des conditions expérimentales correspondant à l’essai du chapitre
2, nous considérerons que la rotation et le déplacement vertical du bord inférieur de cette
coque sont bloqués, qu’elle est en appui simple sur son bord supérieur, et que ses bords
latéraux sont libres. Un chargement vertical, éventuellement excentré par rapport au plan
médian de la coque, est appliqué sur son bord supérieur. Le problème étant symétrique
par rapport au plan (O, e2, e3), seule la moitié du mur sera modélisée. Ces conditions aux
limites sont rappelées sur la figure 9.5 (a), tandis que la figure 9.5 (b) représente le maillage
utilisé. Le maillage initial est identique pour tous les temps d’exposition au feu, mais les
coordonnées des nœuds sont modifiées pour prendre en compte la déformée obtenue par le
calcul thermoélastique pour un temps d’exposition au feu donné.
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(a) (b)

Figure 9.5 – (a) Conditions aux limites considérées pour le mur et (b) maillage utilisé

4.2 Mise en œuvre pratique du calcul

La plupart des calculs sont conduits sur la configuration déformée par le feu du
mur. Or cette configuration dépend non seulement du temps d’exposition au feu et des
conditions aux limites cinématiques, mais aussi du chargement imposé en termes d’efforts
membranaires et de moments fléchissants.

Nous avons vu dans le chapitre 3 que ces chargements mécaniques avaient un impact
bien plus faible que le chargement thermique sur la déformée thermomécanique. Par
ailleurs, ajouter un chargement vertical (vers le bas) centré par rapport au plan médian
du mur tend à en faire diminuer la déformée hors plan (voir par exemple la figure 2.34 du
chapitre 2). Réaliser les calculs sur la configuration déformée d’un mur exposé uniquement
au feu (P = 0 sur la figure 9.5 (a)) risque donc de donner une charge extrême plus faible
que s’ils étaient réalisés sur la configuration déformée d’un mur exposé au feu et soumis à
un chargement vertical P ≥ 0. Cette première estimation serait donc conservative.

On peut cependant proposer une approche itérative (représentée sur la figure 9.6) pour
tenter de prendre en compte le chargement mécanique de manière plus précise. Un premier
calcul de stabilité est réalisé sur la déformée non-chargée du mur. La déformée est ensuite
recalculée pour un chargement mécanique égal à la valeur de la charge extrême trouvée
par le premier calcul, puis un calcul de stabilité est réalisé sur cette nouvelle configuration
déformée. Si la nouvelle valeur de charge extrême obtenue diffère de la première valeur de
plus d’une certaine valeur seuil ε, alors la déformée, puis la charge extrême sont recalculées,
et ainsi de suite. Par la suite, on prendra ε = 5 % pour éviter de faire un nombre trop
élevé d’itérations.

En pratique, pour le mur testé et avec les conditions aux limites considérées (encastre-
ment en bas du mur et appui simple en haut), cette méthode converge dès la première
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Figure 9.6 – Approche itérative de détermination de la charge extrême pour un temps
d’exposition au feu donné

itération et le résultat du calcul sur la déformée sans chargement additionnel est identique
à celui du calcul sur la déformée avec chargement.

Note : Cette approche itérative nous donne la capacité portante après un certain temps
d’exposition au feu. C’est en réalité un problème un peu différent de celui que doit résoudre
l’ingénieur qui souhaite évaluer la stabilité du mur après un temps d’exposition au feu
donné, pour une charge donnée, et qui cherche une réponse de type binaire (stable/instable).
Cependant, il nous a paru intéressant du point de vue scientifique de regarder l’évolution
de la capacité portante en fonction du temps.

4.3 Premiers résultats et comparaison expérimentale

Intéressons-nous, dans un tout premier calcul, à un mur non-exposé au feu. Le tableau 9.1
donne quelques informations sur le problème numérique résolu pour le maillage représenté
sur la figure 9.5 (b). Le temps de calcul total est de 30 s sur un PC portable équipé d’un
processeur Intel Core i7 et de 16 Go de RAM. Il s’agit donc d’un temps de calcul tout à
fait adapté au travail de l’ingénieur.

Tableau 9.1 – Informations sur le problème de Calcul à la rupture numérique

Nombre de noeuds 253 Contraintes 430 629
Nombre d’éléments 440 Variables scalaires 748 392

Discrétisation N 20 Variables coniques 313 664
dans l’épaisseur Temps de résolution 30 s
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4.3.1 Résultats numériques

La figure 9.7 donne l’évolution de la charge extrême en fonction du temps d’exposition
au feu pour les deux valeurs de cohésion de la pierre considérées. Il apparait que la capacité
portante du mur diminue de 23 % après 180 min d’exposition au feu (par rapport à un
mur non-exposé).

Figure 9.7 – Charge extrême en fonction du temps d’exposition au feu

Les mécanismes de rupture obtenus numériquement ne sont pas très parlants. Il s’agit à
chaque fois d’une charnière localisée sur le bord supérieur du mur. La figure 9.8 (a) donne
le mécanisme obtenu lorsqu’on empêche numériquement la formation de charnières sur les
bords du mur. La charnière se déporte juste en dessous, de manière à créer la discontinuité
de courbure virtuelle la plus faible possible au niveau de l’encastrement. La figure 9.8 (b)
représente une projection du critère de résistance macroscopique sur le plan (N22, M22)
pour 180 min d’exposition au feu. Elle met en évidence le plan Pe(U, Θ̇) = Prm(U, Θ̇)
aboutissant à la formation de cette charnière généralisée, qui correspond à la fois à une
discontinuité de taux de rotation et à une discontinuité de vitesse de translation.

On notera également que les calculs menés sur la configuration non déformée du
mur (modélisé par une plaque), avec un critère de résistance altéré par le feu, donnent
des résultats identiques à ceux obtenus sur la configuration déformée du mur, avec un
mécanisme de rupture similaire (charnière horizontale en haut du mur). Dans le cas
spécifique de cet essai au feu, pour un chargement vertical centré et compte-tenu de la
faible courbure thermique, il semble donc qu’on pourrait se passer de l’approche par
éléments finis et modéliser le mur par une simple plaque. Le mécanisme de rupture pourrait
alors être obtenu par des charnières généralisées. Une telle optimisation serait probablement
un peu plus rapide. On perdrait cependant le caractère général de la méthode qui permet
de s’intéresser à des chargements et des configurations géométriques très variées.

Cette analyse permet également de se rendre compte que, dans le cas considéré, le mur
rompt en compression simple, et non pas en flexion composée comme dans le cas des voiles
de grande hauteur en béton traités par Pham et al. [180], Bleyer et al. [181] ou Yang et al.
[160].
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(a) (b)

Figure 9.8 – (a) Mécanisme de rupture optimal (couleurs correspondant aux isovaleurs
de la norme de la vitesse virtuelle) et schématisation du mécanisme vu de côté, et (b) plan
Pe(U, Θ̇) = Prm(U, Θ̇) tangent au domaine de résistance (tracé pour une cohésion c′b pour
les blocs)

4.3.2 Comparaison expérimentale

Le mur testé dans le chapitre 2 a rompu pour une charge de 250 kN/m après 180 min
d’exposition au feu. Selon la valeur de résistance en compression de la pierre considérée,
nous obtenons ici une charge extrême de 788 kN/m (cohésion cb) ou 584 kN/m (cohésion
c′b) après 180 min d’exposition au feu. L’approche numérique surestime donc la charge
extrême d’un facteur 3,1 (cohésion cb) ou d’un facteur 2,3 (cohésion c′b).

Les essais réalisés à température ambiante dans le chapitre 8 ont permis de mettre en
évidence que les ruptures en flexion composée de la maçonnerie se traduisaient presque
toujours par l’ouverture des joints horizontaux du côté le moins comprimé du mur. Au
contraire, les ruptures en compression se traduisaient plutôt par des fissures dans des plans
verticaux parallèles au plan du mur, traversant plusieurs blocs. Les fissures observées dans
l’essai présenté dans le chapitre 2 correspondent plutôt à ce dernier type, ce qui permet de
supposer que le mur a rompu en compression. Les résultats présentés dans la sous-partie
4.3.1 montrent également une rupture en compression. Le mécanisme virtuel obtenu est
un peu différent, puisque la rupture en compression se produit en haut du mur et non pas
dans sa partie inférieure.

Quelques pistes peuvent expliquer la différence observée en termes de capacité portante :
— Le positionnement du mur dans le système expérimental, tout comme le position-

nement des blocs dans le mur, ne sont pas parfaits. L’observation minutieuse du
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système expérimental a permis de mettre en évidence une incertitude de positionne-
ment du mur de l’ordre de 1 à 2 cm dans la direction e3, tandis que la corrélation
d’images a montré des décalages de l’ordre de ± 4 mm des blocs dans le mur. Ces
imperfections peuvent contribuer à la diminution de la charge de ruine du mur testé
par rapport à des conditions "parfaites". Nous proposons d’évaluer leur effet via
l’étude paramétrique proposée dans la partie 4.4.

— Le mur comme le système expérimental donnent lieu à des incertitudes. Expérimen-
talement, le mur, qui est pourtant supposé symétrique par rapport à un plan vertical
à mi-largeur, a subi des déplacements différents entre son côté gauche et son côté
droit. Par ailleurs, la corrélation d’image nous a montré que la poutre de chargement
n’était pas parfaitement droite. Toutes ces imperfections rendent difficile la définition
des conditions aux limites pour la modélisation.

— Si le mortier utilisé possède une certaine ductilité, la pierre, en revanche, est plus
fragile. Nous avons vu dans le chapitre 8 que cette fragilité se reportait sur les
trumeaux. A température ambiante, la résistance en compression peut néanmoins
être évaluée de manière assez satisfaisante par le Calcul à la rupture. En revanche, il
est possible que l’élévation de température rende encore plus fragile la pierre ou le
mortier, ou introduise un endommagement local, et que des coefficients correctifs
soient nécessaires pour mieux prendre en compte cette fragilité. Une autre manière
de prendre en compte la fragilité de la pierre pourrait aussi consister à se baser sur
la résistance en compression résiduelle de la pierre (voir chapitre 8), et non pas sur
sa résistance en compression au pic.

4.4 Étude paramétrique

L’objectif de cette étude paramétrique est de quantifier l’effet des incertitudes de
positionnement mentionnées dans la partie précédente, mais aussi de proposer quelques
premiers résultats pour généraliser la méthode proposée à d’autres configurations de
mur. Pour toute l’étude paramétrique, nous avons retenu la valeur c′b pour la cohésion à
température ambiante de la pierre.

4.4.1 Excentrement de la charge

Comme évoqué dans la sous-partie précédente, le chargement appliqué lors de l’essai
pourrait avoir été appliqué de manière légèrement excentrée. De manière plus générale, les
murs porteurs en pierre massive peuvent être soumis à des chargements centrés (pour les
murs à l’intérieur du bâtiment) ou excentrés (pour des murs de façade). Il parait donc
intéressant d’évaluer plus précisément l’effet de cet excentrement sur la résistance au feu
de la structure.
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Pour prendre en compte cet excentrement initial e de la charge, on considèrera qu’un
moment M22 = eP est appliqué en tête de mur (voir figure 9.5). On rappelle qu’une valeur
négative d’excentrement correspond à un excentrement vers le feu.

La figure 9.9 donne la valeur de la capacité portante du mur en fonction de l’excentre-
ment du chargement vertical pour différents temps d’exposition au feu. Il est intéressant
de noter la perte de symétrie par rapport à l’axe médian du mur lorsque le mur est exposé
au feu.

(a) (b)

Figure 9.9 – (a) Charge extrême en fonction de l’excentrement de la charge verticale
pour différents temps d’exposition au feu et (b) pourcentage de réduction de la charge
extrême en fonction de l’excentrement pour différents temps d’exposition au feu

Considérons un mur de facade, sur lequel le chargement, provenant du plancher adjacent,
est excentré. Le feu se déclare dans le demi-espace x3 ≤ 0 (voir figure 9.10), et entraine
une dégradation de la cohésion des deux matériaux c(x3), qui devient alors hétérogène
dans l’épaisseur du mur. D’après la figure 9.9, la perte de capacité portante pour ce mur
chargé de manière excentrée par un excentrement e < 0 (figure 9.10 (a) - feu à l’intérieur
du bâtiment) serait plus grande que pour un mur chargé de manière centrée. Le cas bien
moins probable dans lequel le feu se déclare à l’extérieur du bâtiment (figure 9.10 (b)
- excentrement e > 0) entraine une perte de capacité plus faible que dans le cas d’un
chargement centré. On en conclut finalement que ce sont les murs de façade, pour lesquels
le chargement est excentré, qui sont les plus sensibles aux effets du feu, et non pas les
murs séparatifs à l’intérieur du bâtiment.

La figure 9.9 nous permet également de déterminer la perte de capacité portante qui
serait associée à des éventuelles imperfections du système de chargement. Pour 180 min
d’exposition au feu, un excentrement du chargement de 17 mm vers le feu conduit à une
capacité portante 18 % plus faible que pour un chargement centré, tandis qu’un chargement
excentré de 17 mm dans la direction opposée au feu conduit à une capacité portante 7 %
plus élevée que pour un chargement centré.
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(a) (b)

Figure 9.10 – Effet d’un chargement excentré selon le positionnement du feu (a) du côté
de l’excentrement et (b) à l’opposé de l’excentrement

4.4.2 Influence des conditions aux limites

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons mis en évidence la difficulté de définir précisément
les conditions aux limites concernant le déplacement et la rotation du haut et du bas du
mur. Les résultats récents des essais de Pimienta et al. [16] montrent que sur d’autres types
de pierres et avec des valeurs de chargement un peu différentes, les conditions aux limites
semblent se rapprocher davantage d’un appui simple (rotation libre) que d’un encastrement
(rotation bloquée) en bas du mur. On propose donc de comparer les résultats obtenus dans
le cas d’un modèle où les deux bords horizontaux (inférieur et supérieur) seraient en appui
simple aux résultats présentés dans la partie 4.3.1, pour lesquels on considérait que le bord
inférieur était encastré. Ces conditions aux limites sont rappelées sur la figure 9.11.

(a) (b)

Figure 9.11 – Comparaison de deux types de conditions aux limites concernant les
rotations et déplacements hors-plan : (a) encastrement en bas du mur et appui simple en
haut, et (b) appui simple en haut et en bas du mur
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La figure 9.12 (a) donne l’évolution de la flèche maximale (obtenue par l’approche
d’homogénéisation thermoélastique développée dans le chapitre 3, en l’absence de char-
gement vertical P ) en fonction du temps pour ces deux cas. Sur cette figure, les cercles
représentent la valeur de la flèche maximale pour un mur en appui simple sur ses deux bords
horizontaux, chargé mécaniquement avec la charge P conduisant à la rupture déterminée
par l’approche itérative représentée sur la figure 9.6. Il faut deux itérations pour arriver à
la convergence. On note que la déformée avec un chargement mécanique est un peu plus
faible que la déformée pour P = 0.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 9.12 – Flèche (a), charge extrême (b) et perte relative de capacité portante (c)
pour différentes conditions aux limites ; (d) mécanisme de rupture pour un mur en appui
simple sur ses deux bords horizontaux (les couleurs correspondent aux isovaleurs de la
norme de la vitesse)

La figure 9.12 (b) donne l’évolution de la charge extrême en fonction du temps. Dans
le cas où le bas du mur est encastré, les calculs sur configuration déformée avec ou sans
chargement mécanique donnent les mêmes résultats, car le mécanisme optimal met en
œuvre une charnière située sur le bord supérieur, non déformé, du mur. Dans le cas où le
bas du mur est en appui simple, en revanche, le calcul sur la configuration chargée aboutit
à des charges extrêmes légèrement plus élevées.

288



4. Exemple d’application

Comme déjà mis en évidence dans le chapitre 3, la flèche est 2,8 fois plus élevée pour
un mur en appui simple sur ces deux bords horizontaux que pour un mur encastré en pied
et en appui simple en tête. La combinaison de cette flèche et de l’absence de blocage de la
rotation en bas du mur conduisent à une charge de rupture 14 % plus faible pour le mur
en appui simple que pour le mur encastré après 180 min d’exposition au feu.

La figure 9.12 (c) donne l’évolution de la dégradation de la capacité portante en fonction
du temps d’exposition au feu. Après 180 min d’exposition au feu, un mur en appui simple
sur ses deux bords horizontaux a perdu le tiers de sa capacité portante, tandis qu’un mur
encastré en bas et en appui simple en haut a perdu moins du quart de sa capacité portante.

La figure 9.12 (d) donne le mécanisme de rupture après 180 min d’exposition au feu
pour le mur en appui simple sur ses deux bords horizontaux. Ce mécanisme est différent
de celui obtenu pour le mur encastré en pied (représenté sur la figure 9.8 (a)). On voit
alors le changement de mode de ruine de la structure.

4.4.3 Influence de la hauteur du mur

On propose maintenant de s’intéresser à des murs de différentes hauteurs, comprises
entre 3 et 6 m. La largeur et l’épaisseur du mur restent fixées à 2,92 m et 0,2 m respecti-
vement. On notera que l’Eurocode 6 [1] recommande de ne pas dépasser un élancement
(rapport hauteur/épaisseur) de 27, ce qui correspond ici à une hauteur de 5,4 m.

La figure 9.13 donne l’évolution de la flèche en fonction du temps pour les quatre
hauteurs considérées, dans le cas où (a) le bord inférieur est encastré et (b) où le bord
inférieur est en appui simple. Dans ces deux cas, le bord supérieur du mur est en appui
simple. A ce stade, on peut noter que la flèche maximale augmente de manière quadratique
avec la hauteur du mur. Pour un mur de 6 m, la flèche est de l’ordre de grandeur de
l’épaisseur du mur, et l’effet de second ordre, aussi nommé effet P − δ, pourrait alors ne
plus être négligeable.

Dans le cas où les murs sont encastrés sur leur bord inférieur, la hauteur du mur
n’influe pas sur la charge extrême ni sur le mécanisme de rupture jusqu’à une hauteur
de mur de 5 m. Pour un mur de 6 m, l’influence de la hauteur reste minime : la charge
extrême après 180 min d’exposition au feu est inférieure de 4 % à celle d’un mur de 3 à 5
m (voir figure 9.13 (a)).

Concernant les murs en appui simple sur leurs deux bords horizontaux, il apparait
que la hauteur du mur a en revanche une forte influence sur la charge extrême : celle du
mur de 3 m est 2,6 fois plus élevée que celle du mur de 6 m pour 180 min d’exposition au
feu. La chute de capacité portante observée provient très probablement de l’augmentation
importante de la flèche.
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(a) (b)

Figure 9.13 – Flèche maximale (a) et charge extrême (b) en fonction du temps d’exposition
au feu pour des murs de différentes hauteurs

On note sur la figure 9.13 (a) que la flèche du mur encastré de 6 m est plus élevée que
celle du mur en appui simple de 2,96 m. Cependant, la présence de l’encastrement conduit
à une charge extrême plus élevée pour le premier que pour le second. Les murs sont certes
déstabilisés par la flèche thermique, mais la présence de restrictions cinématiques sur les
bords peut avoir un effet stabilisateur important.

4.4.4 Remarques finales

L’étude paramétrique proposée a permis de quantifier l’effet de certains facteurs, comme
le blocage en rotation ou non du bord inférieur du mur ou de sa hauteur. Elle a notamment
montré que les contraintes cinématiques de type encastrement avaient un effet stabilisateur
sur la structure. En revanche, comme pressenti, la déformée thermique va plutôt avoir
un effet déstabilisateur, d’autant plus important que le mur est élancé. Concernant ce
paramètre, on gardera toutefois à l’esprit que les calculs de déformée proposée ne prennent
pas en compte l’effet P − δ, et ne sont donc pas adaptés aux murs de très grande hauteur
(typiquement, dont l’élancement dépasse la valeur de 27 proposée par l’Eurocode 6 [1]). Un
autre résultat intéressant pour l’ingénieur concerne la sensibilité assez forte de la capacité
portante à l’excentrement avec lequel le chargement est appliqué.

Au travers de cette étude paramétrique, on montre également que la rapidité de
résolution (quelques minutes pour un mur entier) rend la méthode développée très adaptée
en cas d’incertitudes sur les données d’entrée du modèle, tant au niveau de la géométrie
que des propriétés mécaniques ou du chargement. Enfin, pour se rapprocher des résultats
obtenus expérimentalement, il serait intéressant d’explorer l’effet d’incertitudes sur les
données de chargement : en effet, nous avons vu dans le chapitre 2 que le chargement
imposé est plus proche d’une résultante et que les imperfections du mur pourraient conduire
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cette charge à être mal répartie sur la largeur du mur.

5 Perspectives de l’approche proposée pour l’évalua-
tion de la stabilité des ouvrages en maçonnerie

L’approche développée dans ce chapitre, et de manière plus générale dans ce mémoire,
a pour but de déterminer la résistance au feu d’un mur de maçonnerie en pierre naturelle.
Cependant, les développements proposés peuvent être appliqués sans modification aucune
à bien d’autres cas.

On propose, à titre d’exemple, de s’intéresser au cas d’un mur de briques testé en
cisaillement par Vermeltfroot et Raijmakers [185] et utilisé comme cas-test par de nombreux
modélisateurs, dont Lourenço [186], Sutcliffe et al. [187] et Milani et al. [146].

Le mur considéré mesure 990 mm de large et 1000 mm de haut. Il est composé de
briques pleines de dimensions 210 mm × 52 mm × 100 mm, assemblées par un mortier
de 10 mm d’épaisseur. La brique (resp. le mortier) est supposée obéir à un critère de
Mohr-Coulomb de cohésion cb = 2 MPa (resp cm = 0, 22 MPa) et d’angle de frottement
interne φb = 45o (resp. φm = 37o). Ces données correspondent à celles utilisées par Sutcliffe
et al. [187] et par Milani et al. [146].

(a) (b)

Figure 9.14 – (a) Conditions aux limites du problème considéré et (b) maillage utilisé,
constitué de 3033 nœuds et 5864 éléments

Ce mur est soumis sur son bord supérieur à une charge verticale fixe P et à une
charge horizontale variable S, dont on cherche à déterminer la valeur extrême pour une
certaine valeur de P . La figure 9.14 résume les conditions aux limites considérées. Nous
considérerons ici une précharge verticale de 2,12 MPa, soit P = 212 kN.
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Le tableau 9.2 compare la charge extrême de cisaillement obtenue par notre approche
aux résultats de Sutcliffe et al. [187] et de Milani et al. [146] . Le mécanisme correspondant
est représenté sur la figure 9.15 (a).

Tableau 9.2 – Comparaison des charges extrêmes obtenues avec les résultats de la
littérature

Référence Cette étude Sutcliffe et al Milani et al. Milani et al.
[187] [146] [146]

Approche Cinématique Statique Statique Cinématique
homogénéisée directe homogénéisée homogénéisée

Valeur (kN/m) 82,9 82,9 80,81 90,66

On note que le résultat obtenu est identique à l’approche statique de Sutcliffe et al.
[187] (qui propose une approche directe, et non pas homogénéisée), et légèrement inférieure
aux approches cinématiques directes et par homogénéisation mises en œuvre par Milani et
al. [146].

Il est également intéressant de noter la complémentarité des deux mécanismes (blocs
et homogène) : à titre d’exemple la figure 9.15 représente la valeur locale de puissance
dissipée dans le mécanisme homogène Πdef (b), dans le mécanisme de blocs Πblocs (c), et
de la puissance totale dissipée (d) (voir équation (9.16) ou annexe B).

Cette complémentarité est également illustrée au niveau des charges extrêmes. En
considérant uniquement la fonction d’appui du mécanisme de blocs (correspondant à des
blocs infiniment résistants - les déformations dans le mécanisme homogène sont bloquées),
on obtient une charge extrême de 113 kN/m (soit 36 % de plus qu’avec la fonction
d’appui du mécanisme complet). Avec un mécanisme homogène (déformations bloquées
dans le mécanisme de blocs), la charge extrême vaut 106 kN/m (28 % de plus que pour le
mécanisme complet). Cette exemple montre bien l’importance qu’il y a à considérer à la
fois la résistance des joints et celle des blocs (qui est souvent considérée infinie) dans la
modélisation des maçonneries.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 9.15 – Mécanisme optimal (a) ; Puissance dissipée dans les mécanismes de
déformation homogène (b), de blocs (c) et dans le mécanisme semi-analytique (d)

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons posé la clé de voûte de la méthode développée dans ce
mémoire, permettant ainsi d’évaluer la stabilité au feu d’un mur, modélisé par une coque
dans sa configuration déformée par le feu, avec un critère de résistance altéré par le feu.

L’approche cinématique numérique proposée permet une évaluation rigoureuse de la
résistance au feu du mur. Sa mise en œuvre sur l’exemple du mur testé dans le chapitre 2 a
permis de montrer que le mur perdait environ 23 % de sa capacité portante après 180 min
d’exposition au feu. Cette méthode donne cependant des résultats supérieurs d’un facteur
2 à 3 aux charges extrêmes mesurées expérimentalement, et nécessitera donc quelques
ajustements pour en accroitre la précision. On peut notamment penser à une description
des conditions aux limites plus proche des conditions réelles de l’essai ou à un critère de
résistance local suivant mieux la courbe intrinsèque du critère de résistance expérimental
de la pierre et du mortier que le critère de Mohr-Coulomb. Par ailleurs, l’approche proposée
par le Calcul à la rupture est d’autant plus précise que le comportement des matériaux
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est ductile. Il risque donc d’être nécessaire de définir des coefficients de correction pour
prendre en compte la fragilité de la pierre.

Au travers d’une étude paramétrique, nous avons identifié quelques facteurs permettant
d’augmenter la résistance au feu (encastrement du mur), et d’autres rendant l’exposition
au feu plus délétère (chargement excentré, mur très élancé par exemple).

Finalement, la méthode développée est loin d’être limitée à l’étude de la stabilité des
murs en pierre massive exposés au feu. Nous avons ainsi proposé un exemple applicatif
simple sur un mur en brique sollicité en cisaillement, mais il serait intéressant de comparer
les résultats de cette méthode aux autres approches existantes ainsi qu’à des résultats
expérimentaux pour des murs en maçonnerie de blocs pleins sollicités dans leur plan ou
hors de leur plan, pour des voûtes soumises à des chargements mécaniques ou exposées
au feu, ou encore pour évaluer la résistance résiduelle de murs de maçonnerie après leur
exposition au feu.

∗ ∗
∗
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Chapitre 10

Conclusions et perspectives

1 Conclusions

Le présent travail a proposé une méthode de dimensionnement au feu des murs de
maçonnerie en pierre massive, se voulant à visée applicative pour l’ingénieur. Tirant parti
du caractère périodique des murs de maçonnerie étudiés, l’approche proposée se base sur
le cadre de l’homogénéisation périodique, tant pour évaluer la courbure thermique, dans
le cadre de la thermoélasticité, que pour déterminer le critère de résistance à l’échelle
de l’assemblage, dans le cadre du Calcul à la rupture. Les résultats des modélisations
développées ont ensuite été comparés à plusieurs essais, aussi bien à l’échelle de l’assemblage,
à température ambiante et au feu, qu’à l’échelle du mur exposé au feu.

La première partie de ce mémoire nous a permis de mettre en évidence les phénomènes
physiques qui entrent en jeu lorsqu’un mur en maçonnerie est exposé au feu, et de proposer
une première modélisation du transfert thermique dans le mur sous une telle sollicitation.
L’essai de résistance au feu présenté dans le chapitre 2 nous a offert une description
détaillée des principaux effets du feu, et du gradient thermique qu’il génère, sur un mur
de maçonnerie en pierre massive : l’apparition d’une déformée thermique et la perte de
résistance progressive des matériaux. Deux essais complémentaires sur un four à maquette
ont permis de compléter l’évaluation du gradient thermique dans l’épaisseur du mur, et
de montrer la présence de couplages hygrothermiques marqués dus à la présence d’eau
dans la pierre et dans le mortier. Les résultats de ces trois essais ont également été
comparés à ceux d’autres essais, disponibles dans la littérature, réalisés sur des murs en
pierre similaires. Enfin, l’essai thermomécanique nous a servi de fil rouge tout au long du
mémoire, en fournissant une partie des données d’entrée des modèles développés et un
point de comparaison pour les résultats obtenus par ces mêmes modèles.

Dans la deuxième partie de ce mémoire, constituée du chapitre 3, nous avons proposé
une approche thermoélastique pour la détermination de la déformée thermomécanique du
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mur exposé au feu sur l’une de ses faces. La comparaison de cette modélisation avec une
approche tridimensionnelle directe par éléments finis a montré sa très bonne précision pour
des temps de calcul bien moindres que le calcul complet. Ce faible temps de calcul rend
cette approche très adaptée à son usage par l’ingénieur ainsi qu’à la réalisation d’études
paramétriques et à la prise en compte d’incertitudes sur les données d’entrée du modèle.
Cependant, le choix d’un comportement thermoélastique pour les matériaux a montré
quelques limites et certains phénomènes observés expérimentalement et présentés dans
le chapitre 2 (fissuration, stabilisation de la déformée thermique après un certain temps
d’exposition au feu) n’ont pu être reproduits.

La troisième partie de ce mémoire a proposé une approche progressive de la détermi-
nation du critère de résistance macroscopique de l’assemblage de pierres et de mortier
constituant le mur.

Le chapitre 4 a présenté une première approche simplifiée dans laquelle le mur est
considéré comme infiniment long et modélisé en déformations planes dans son plan vertical
transversal. Cette approche permet d’obtenir rapidement, grâce à la mise en œuvre des
approches statique et cinématique du Calcul à la rupture, un encadrement précis du
domaine de résistance macroscopique. Le caractère bidimensionnel de la géométrie rend
les calculs bien plus légers que dans le cas 3D, à la fois par le nombre limité de degrés
de liberté et par le type de problème d’optimisation à résoudre (optimisation conique
quadratique en 2D, optimisation semi-définie positive en 3D). Cela nous a donc permis de
tester des critères de résistance locaux se rapprochant davantage de la courbe intrinsèque
expérimentale de la pierre et du mortier. Nous nous sommes notamment intéressés à des
critères de Mohr-Coulomb tronqués en traction et en compression, et avons montré que la
troncature en traction avait un effet notable sur la résistance à la traction et à la flexion
simple de l’assemblage. La limitation de résistance en compression isotrope semble quant
à elle moins importante à prendre en compte.

Le chapitre 2 nous a montré que le mécanisme de rupture n’est pas un mécanisme
plan, nécessitant donc d’étendre l’approche proposée dans le chapitre 4 et de considérer
une géométrie et des sollicitations tridimensionnelles. Cela a fait l’objet des chapitres
5 et 6. Dans le chapitre 5, nous avons tout d’abord proposé une approche analytique
du domaine de résistance en combinant un mécanisme de blocs rigides proposé par de
Buhan et de Felice [4] à un mécanisme de déformation homogène (de type "borne de
Voigt"), puis étendu cette approche au cas de chargements hors du plan du mur dans un
premier temps, puis à la prise en compte la dégradation des propriétés de résistance de la
pierre et du mortier dans un second temps. Le chapitre 6 a ensuite permis d’évaluer la
pertinence de l’approche cinématique semi-analytique proposée dans le chapitre 5 en la
comparant à la mise en œuvre numérique des approches statique et cinématique du Calcul
à la rupture. Au travers d’une étude paramétrique, nous avons montré que la mise en
œuvre numérique de l’approche cinématique permettait d’améliorer légèrement l’approche
par l’extérieur du domaine de résistance par rapport à l’approche semi-analytique, mais ce
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au prix d’un temps de calcul qui la rendait inaccessible à l’ingénieur. Nous avons également
constaté que l’écart entre les résultats des approches statique et cinématique était plus
grand que dans le cas 2D (environ 15 % d’écart en compression simple dans la direction
verticale, contre 5 % en 2D) à cause de l’augmentation de la taille du problème et des
difficultés de calcul évoquées précédemment. Enfin, pour l’ingénieur et le praticien, l’étude
paramétrique a souligné l’intérêt de réaliser des joints de faible épaisseur afin de maximiser
la résistance en compression et au cisaillement de l’assemblage. Elle a aussi montré que la
résistance à la traction, au cisaillement et à la flexion simple de l’assemblage dépendaient
principalement de la résistance du mortier, tandis que la résistance à la compression
dépendait principalement de celle de la pierre.

Nous avons vu dans le chapitre 4 l’intérêt de décrire la résistance des matériaux
constitutifs par un critère de Mohr-Coulomb tronqué en traction. Le chapitre 7 propose
un prolongement des chapitres 5 et 6 permettant de prendre en compte ce critère de
résistance. Nous avons vu que la mise en œuvre numérique de ce critère ne posait pas
de difficulté particulière, tout comme l’approche analytique vis-à-vis de chargements
plans. En revanche, la mise en œuvre semi-analytique de l’approche cinématique ne
nous a pas permis d’aboutir à une formulation pouvant se mettre sous la forme d’un
problème d’optimisation quadratique conique, nécessaire pour l’approche proposée dans le
chapitre 9. Nous avons donc proposé quelques pistes pour contourner ce problème, dont
l’utilisation d’un critère de Mohr-Coulomb bilinéaire, qui constitue une autre approximation
de la courbe intrinsèque des matériaux considérés. Un autre résultat important de ce
chapitre concerne l’influence de la résistance à la traction de la pierre sur la résistance
en compression de l’assemblage. La pierre étant particulièrement fragile en traction, on
peut alors se demander s’il est bien raisonnable de se baser sur le Calcul à la rupture pour
déterminer la résistance en compression de l’assemblage, et s’il ne serait pas préférable
de se baser sur des modélisations plus adaptées aux matériaux quasi-fragiles en tenant
notamment compte de l’endommagement des matériaux. Nous avons tenté d’apporter une
réponse expérimentale à cette question dans le chapitre 8.

Pour cette validation expérimentale à l’échelle de l’assemblage, nous avons proposé un
dispositif de chargement permettant de charger un trumeau, dont la géométrie est proche
d’une cellule de base du mur considéré dans le chapitre 2, en compression centrée ou
excentrée par rapport au plan du trumeau. Ces essais ont mis en évidence la forte influence
de l’excentrement, même relativement faible, sur la capacité portante du trumeau, ce qui
justifie donc parfaitement la prise en compte de l’excentrement dû à la déformée thermique
dans les calculs. La comparaison à une modélisation numérique basée sur l’approche
cinématique du Calcul à la rupture a montré que le Calcul à la rupture reproduisait bien
les tendances observées en termes de perte de capacité portante due à l’excentrement de la
charge. Elle a également montré l’importance d’utiliser des essais adaptés, qui peuvent être
différents des essais "classiques" de l’ingénieur, pour déterminer les propriétés de résistance
des matériaux utilisées comme paramètres d’entrée des modèles.
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La quatrième partie de ce mémoire, constituée du chapitre 9, a exposé la "clé de
voûte" de l’approche développée dans cette thèse. Ce chapitre a présenté l’implémentation
numérique de l’approche cinématique du Calcul à la rupture sur le mur dans sa configuration
déformée par le feu calculée dans le chapitre 3, modélisé comme une coque, avec un critère
de résistance altéré par le feu tel que déterminé dans le chapitre 5. L’apport majeur
de l’approche proposée dans ce chapitre réside dans la résolution directe du problème
auxiliaire d’homogénéisation en Calcul à la rupture à l’échelle de chaque nœud du maillage
éléments finis, ce qui permet une résolution rapide du problème. Cette modélisation a
notamment permis de montrer qu’un mur porteur en maçonnerie d’élancement courant
(inférieur à 15) rompait en compression, et non pas en flexion, lorsqu’il était exposé au feu.
La comparaison des résultats de la modélisation aux résultats expérimentaux du chapitre 2
a néanmoins montré que la méthode proposée surestimait la charge extrême du mur d’un
facteur 2 à 3. Il semble donc nécessaire de poursuivre le développement de la méthode
proposée en affinant certains aspects pour en améliorer la précision.

2 Perspectives

2.1 Sur l’approche de modélisation proposée dans cette thèse

La méthode de modélisation proposée dans cette thèse a été développée dans le cadre de
l’évaluation de la résistance au feu des murs de maçonnerie en pierre massive. Cependant,
nous avons vu dans le chapitre 9 qu’elle pourrait être utilisée dans bien d’autres cas sans
adaptations majeures. Une première perspective consiste donc à l’appliquer à d’autres
types de maçonneries (notamment les maçonneries en briques) et à d’autres géométries
(notamment les voûtes), que ce soit à température ambiante ou au feu. Les résultats d’un
tel travail pourront ensuite être comparés à d’autres approches de modélisation, comme par
exemple les différentes approches proposées par Milani [81], ce qui permettrait notamment
de comparer l’approche cinématique proposée à une approche statique. Des développements
additionnels pourraient également être réalisés pour intégrer une description plus précise
du critère de résistance à l’échelle locale, ou pour prendre en compte une résistance finie à
l’effort tranchant dans le critère de résistance macroscopique. Ainsi, on peut espérer se
rapprocher des résistances réellement mesurées sur des structures en maçonnerie.

De manière plus générale, il serait intéressant de voir comment la méthode proposée
peut être adaptée pour prendre en compte d’autres types d’assemblages maçonnés, qu’ils
soient réguliers ou irréguliers, périodiques ou non.

298



2. Perspectives

2.2 Sur la comparaison entre la modélisation et les essais

La comparaison expérimentale à température ambiante proposée dans le chapitre
8 montre que le Calcul à la rupture pourrait être bien adapté à la détermination de
la résistance des maçonneries, mais qu’il est néanmoins nécessaire de déterminer les
paramètres d’entrée du modèle par des essais adaptés, qui ne sont pas nécessairement les
essais classiques de l’ingénieur. Il serait intéressant de vérifier dans quelle mesure l’approche
par le Calcul à la rupture reste adaptée pour d’autres types de blocs (pierre ou autres
matériaux) et de mortier (comme un mortier de ciment potentiellement plus fragile qu’un
mortier de chaux hydraulique).

A haute température en revanche, la différence entre les résultats de la modélisation
et ceux de l’essai est plus élevée. Cela peut provenir d’incertitudes expérimentales, mais
aussi des hypothèses de modélisation. En ce qui concerne l’évaluation de la déformée,
nous avons notamment observé expérimentalement l’apparition de fissures lors de l’ex-
position au feu du mur. L’apparition de ces fissures ne peut pas être modélisée dans le
cadre thermoélastique linéaire du modèle proposé. Compte-tenu de leur positionnement
périodique, il pourrait cependant être intéressant de les intégrer directement au modèle,
soit au niveau de la cellule de base, soit au niveau du mur homogénéisé, pour voir si la
déformée thermomécanique ainsi obtenue se rapproche davantage de la déformée obtenue
expérimentalement. Concernant l’évaluation de la résistance du mur, le Calcul à la rupture
ne permet pas de prendre en compte la fragilité de la pierre et, dans une moindre mesure,
du mortier. Il sera probablement nécessaire de définir un coefficient correctif pour prendre
en compte cette fragilité, et sa définition passera probablement par la réalisation de
campagnes expérimentales additionnelles. Ces campagnes expérimentales, malgré leur coût
élevé, paraissent nécessaires pour s’assurer de la fiabilité des résultats obtenus. Difficile en
effet de tirer des conclusions d’un unique essai de résistance au feu lorsque l’on connait
toutes les incertitudes introduites par le dispositif expérimental, par la variabilité des
matériaux et par la construction du mur.

De manière plus générale, il serait intéressant d’introduire des méthodes probabilistes
pour l’évaluation de la stabilité des ouvrages en maçonnerie. Le Calcul à la rupture,
par sa nature directe et donc plus rapide, se prête bien à de telles approches (Salençon
[115]). L’incertitude et la variabilité peuvent résider tant au niveau de la géométrie de
l’assemblage (comme cela a déjà été en partie proposé par Sab [157]), qu’au niveau du
critère de résistance ou du niveau de chargement.

2.3 Sur le comportement au feu des maçonneries

Le chapitre 3 et le chapitre 9 ont mis en évidence des différences entre le comportement
expérimental et les résultats des différentes modélisations, tant pour la déformée que
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pour la résistance au feu du mur. Ils ont également montré que les conditions aux limites
imparfaites de l’essai étaient difficiles à prendre en compte par un modèle de plaque ou
de coque, et pourraient nécessiter une modélisation 3D, avec prise en compte de certains
phénomènes anélastiques d’élastoplasticité, d’endommagement et de fissuration. De tels
modèles sont assez peu compatible avec des méthodes d’ingénieur, mais peuvent être
particulièrement intéressants pour l’analyse approfondie d’édifices monumentaux comme
la cathédrale Notre-Dame de Paris, pour laquelle les financements et le temps disponibles
sont plus importants. De tels travaux ont été entrepris dans le cadre de deux projets ANR :
POSTFIRE [39] et DEMMEFI [40]. Une première perspective intéressante de cette thèse et
de ces deux projets serait donc de comparer les résultats obtenus par les différents modèles
développés. Par ailleurs, dans ces deux projets comme dans cette thèse, des campagnes
expérimentales permettent de mieux comprendre le comportement à température ambiante
ou élevée des matériaux constitutifs des maçonneries, de leur assemblage ou de murs.
Des comparaisons entre les résultats expérimentaux et les résultats de la modélisation
pourraient donc être proposées dans un futur proche.

De manière plus générale, les résultats de cette thèse constituent un premier pas
vers l’intégration de méthodes de dimensionnement au feu des murs en pierre massive
dans l’Eurocode 6 (Partie 1-2). Une telle introduction faciliterait grandement le dimen-
sionnement au feu des murs de maçonnerie en pierre massive porteuse vis-à-vis du feu,
et contribuerait à rendre plus attractif ce matériau très avantageux du point de vue de
l’impact environnemental des constructions.

∗ ∗
∗
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Annexe A

Essais de caractérisation des
matériaux mis en œuvre dans les
essais du chapitre 2

Cette annexe détaille les essais de caractérisation des matériaux mis en œuvre pour la
réalisation des murs et murets testés au feu lors des essais présentés dans le chapitre 2.

Les propriétés physiques et mécaniques évaluées sont la masse volumique, le module
de Young dynamique, la résistance en traction et en compression et la teneur en eau.

1 Masse volumique

La masse volumique des deux composants a été mesurée de manière sommaire (Masse
du bloc / volume du bloc) sur tous les échantillons testés dans le cadre des essais de
caractérisation.

La masse volumique de la pierre est de 1550 kg/m3, avec un coefficient de variation de
2,5 %, principalement dû à l’hétérogénéité de la pierre. Cette masse volumique est tout à
fait cohérente avec les données provenant de procès-verbaux du fournisseur, et disponible
dans la base de données "Lithoscope" du CTMNC (1540 kg/m3, mesurée selon la norme
NF EN 1936 [188]).

La masse volumique du mortier a été déterminée sur les éprouvettes destinées à l’essai
de caractérisation en flexion et en compression. Elle est un peu plus élevée que celle de la
pierre, et vaut 1640 kg/m3.
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chapitre 2

2 Vitesse des ondes

Des essais de vitesse de propagation des ondes P ont été réalisés sur des cubes de pierre
de 10 cm, dans les trois directions potentielles d’anisotropie de la pierre.

Figure A.1 – Mesure de la vitesse des ondes P

Les essais n’ont pas montré d’anisotropie en termes de vitesse de propagation des ondes.
La vitesse d’onde moyenne est 2050 m/s, avec un coefficient de variation de 3,5 %.

Le module d’Young dynamique Edyn de la pierre est relié à la vitesse des ondes P ,
notée Vp, par la relation suivante :

Edyn = ρ
V 2

p (1 + ν)(1 − 2ν)
1 − ν

(A.1)

A partir de ces données, pour une masse volumique valant ρ = 1550 kg/m3 (déterminée
dans la partie 1) et un coefficient de Poisson compris entre ν = 0,2 et ν = 0,3, on obtient
un module d’élasticité compris entre Edyn = 4,9 GPa et Edyn = 5,9 GPa. Cette valeur est
en cohérence avec la valeur donnée par Huet [189] (Estat = 4,5 GPa).

3 Résistance à la traction et à la compression

3.1 Pierre

Neuf essais de résistance en compression simple, suivant la norme NF EN 772-1 [102],
ont été réalisés sur des blocs de pierre cubiques de 10 cm de côté, testés perpendiculairement
au plan de sédimentation. La résistance en compression moyenne est Rb

c = 5,3 MPa, avec
un coefficient de variation de 11 %.

Huit essais de résistance en traction par flexion, suivant la norme NF EN 12372 [190],
ont été réalisés sur des prismes de pierre de dimensions L = 300 mm, b = 50 mm et
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h = 50 mm, le plan de sédimentation étant perpendiculaire à la grande dimension de
l’éprouvette.

Ces essais sont des essais de flexion trois points, comme décrits par la figure A.2. Sur
cette figure, b représente l’épaisseur dans la direction transversale. La force F appliquée
est reliée à la résistance en traction par la relation :

Rf = 3Fl

2bh2 (A.2)

où la distance entre les appuis vaut l = 250 mm Cette résistance en traction par flexion
Rf correspond donc à la limite d’élasticité en traction du matériau testé.

La résistance à la traction moyenne est Rb
f = 1,15 MPa, avec un coefficient de variation

de 8 %.

Figure A.2 – Essai de résistance à la traction par flexion de la pierre

On note que, en compression comme en traction par flexion, la dispersion des résultats
est plutôt faible.

3.2 Mortier

Trois échantillons de mortier de dimensions 4 cm x 4 cm x 16 cm ont été testés selon
la norme NF EN 1015-11 [179] (voir figure A.3). Le principe de cet essai est de faire,
dans un premier temps, un essai de flexion trois points (similaire à celui décrit dans la
sous-partie 3.1 et sur la figure A.2 pour la pierre, mais avec b = h = 40 mm, L = 160 mm
et l = 100 mm). Cet essai rompt l’éprouvette en deux morceaux, sur lesquels on vient faire
un essai de compression simple en appuyant sur une surface carrée de 4 cm de côté (voir
figure A.3 (b)).

On notera que le mortier frais présentait un aspect très liquide, et que le mortier durci
était tellement friable qu’une des éprouvettes avait déjà rompu avant l’essai de flexion.
Cette consistance est probablement due à l’eau ajoutée au mortier pour obtenir une
maniabilité suffisante compte-tenu de la porosité du calcaire de Saint-Vaast. Les valeurs
obtenues sont en cohérence avec celles obtenues lors de la campagne expérimentale sur des
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trumeaux sollicités mécaniquement, à température ambiante, présentée au chapitre 8, et
pour laquelle le mortier avait été réalisé par le même opérateur.

(a) (b)

Figure A.3 – Essai de résistance en flexion puis compression du mortier selon la norme
NF EN 1015-11

La résistance moyenne à la traction par flexion est 0,08 MPa. Le calcul d’un écart type
pour seulement trois valeurs ne nous a pas paru pertinent.

La résistance moyenne à la compression est Rm
c = 0,51 MPa, avec un coefficient de

variation de 6 %, sur six échantillons.

4 Teneur en eau

Lors d’un essai de résistance au feu normalisé, la teneur en eau massique des composants
doit être suivie, et selon la norme NF EN 1363 [96], l’essai ne peut être conduit que si la
variation de cette teneur en eau (correspondant simplement à la variation relative de masse
ici) est inférieure à 0,1% par 24 h. Afin de vérifier cette condition, deux demi-blocs de
pierre "témoins" (dimensions 36 cm x 36 cm x 20 cm) identiques à ceux composant le mur
et les murets, ont été pesés quotidiennement entre la confection du mur et la réalisation de
l’essai, soit durant 34 jours. La stabilisation pondérale a été atteinte au bout de 27 jours.
Les blocs témoins ont été passés à l’étuve après 34 jours de séchage. La teneur en eau de
ces blocs témoins le jour de l’essai thermo-mécanique a été évaluée à 0,3%.

On note tout de même l’importante perte de masse des deux blocs témoins durant les 34
jours de séchage, de l’ordre de 15 % de leur masse initiale. Cette forte teneur en eau initiale
provient à la fois des phases d’extraction en carrière et de découpe des blocs en usine. Elle
s’explique par la nature poreuse de la pierre, associée à une très forte capacité d’absorption
d’eau par capillarité. Nous reviendrons sur ces deux propriétés dans le chapitre 8
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Annexe B

Nomenclature des différentes
approches par l’extérieur du domaine
de résistance macroscopique
introduites dans les chapitres 5 et 7

Cette annexe récapitule les différentes approches par l’extérieur du domaine de résistance
macroscopique introduites dans les chapitres 5 et 7, et les domaines de résistance associés.

1 Généralités

Les notations suivantes, relativement courantes, ont été utilisées dans les chapitres 5 à
7.

GM Désigne de façon générique le domaine de résistance macroscopique du
mur. Ce domaine n’est pas connu et tout l’objet des chapitres 5 à 7 est
de réussir à en proposer des approches par l’intérieur et par l’extérieur.

Πnom_critère Fonction d’appui associée au domaine de résistance macroscopique
Gnom_critère.

πk(d) Fonction d’appui du matériau k suivant un critère de Mohr-Coulomb
pour un taux de déformation local d.
Introduit dans le chapitre 5

πMCT,k(d) Fonction d’appui du matériau k suivant un critère de Mohr-Coulomb
tronqué en traction, pour un taux de déformation local d.
Introduit dans le chapitre 7

307



Annexe B. Nomenclature des différents domaines introduits dans les chapitres 5 et 7

2 Approches cinématiques pour des sollicitations dans
le plan du mur

Les approches par l’extérieur du domaine de résistance présentées dans la partie 3 du
chapitre 5 prennent en compte uniquement des sollicitations dans le plan du mur (i.e. pour
des sollicitations du type (D, χ̇ = 0)). Leur nom est affecté d’un exposant "p" pour "plan".
Le critère de résistance local est un critère de Mohr-Coulomb.

Les trois approches suivantes ont été présentées :

Gdef,p Domaine obtenu par le mécanisme mettant en œuvre un taux de défor-
mation homogène sur la cellule de base, identique dans la pierre et dans
le mortier. Correspond à une borne type "Voigt" sur la résistance.
Présenté dans la sous-partie 3.1 du chapitre 5.

Gblocs,p Domaine obtenu par le mécanisme de blocs rigides proposé par de Buhan
et de Felice [4].
Présenté dans la sous-partie 3.2 du chapitre 5.

Gan,p Approche analytique du domaine de résistance. Intersection des
domaines Gdef,p et Gblocs,p.
Présenté dans la sous-partie 3.3 du chapitre 5.

3 Approches cinématiques pour des sollicitations quel-
conques

Cette partie récapitule les approches par l’extérieur du domaine de résistance présentées
dans la partie 4 du chapitre 5, pour un critère de résistance local de Mohr-Coulomb.

Les trois approches suivantes ont été présentées :

Gdef Domaine de résistance obtenu par le mécanisme mettant en œuvre un
taux de déformation "homogène par couches", de la forme d = D − ξ3χ̇,
identique dans la pierre et dans le mortier.
Présenté dans la sous-partie 4.2 du chapitre 5.

Gblocs Domaine de résistance obtenu par le mécanisme de blocs rigides introduit
par Sab [5].
Présenté dans la sous-partie 4.1 du chapitre 5 ; le calcul de la fonction
d’appui est présenté dans la partie 1 de l’annexe C.
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4. Sollicitations quelconques avec prise en compte de la dégradation due au feu

GS.An. Approche Semi-Analytique du domaine de résistance. Intersection
des deux domaines Gdef et Gblocs.
Présenté dans la sous-partie 4.3 du chapitre 5.

4 Approches cinématiques pour des sollicitations quel-
conques, avec prise en compte de la dégradation
des matériaux due à la température

Dans la partie 5 du chapitre 5, nous avons introduit des approches par l’extérieur du
domaine de résistance du mur lorsque celui est exposé au feu. Ces approches par l’extérieur
prennent donc en compte la dégradation des propriétés de résistance des matériaux dans
l’épaisseur du mur. Un exposant "θ" est apposé à leur nom pour traduire la prise en compte
de la dégradation due aux températures élevées.

Trois approches ont été présentées :

Gdef,θ Domaine de résistance obtenu par le mécanisme mettant en œuvre un
taux de déformation "homogène par couches", de la forme d = D − ξ3χ̇,
identique dans la pierre et dans le mortier.
Présenté dans la sous-partie 5.1 du chapitre 5.

Gblocs,θ Domaine de résistance obtenu par le mécanisme de blocs rigide introduit
par Sab [5].
Présenté dans la sous-partie 5.1 du chapitre 5 ; le calcul de la fonction
d’appui est présenté dans la partie 1 de l’annexe C.

GS.An.,θ Approche Semi-Analytique du domaine de résistance, prenant
en compte la dégradation des matériaux à haute température.
Intersection des deux domaines Gdef,θ et Gblocs,θ. Il s’agit du domaine
de résistance (et de la fonction d’appui correspondante) utilisé dans le
chapitre 9 pour évaluer la stabilité du mur exposé au feu.
Présenté dans la sous-partie 5.1 du chapitre 5.

5 Approches cinématiques pour des sollicitations dans
le plan du mur, critère de Mohr-Coulomb tronqué
en traction

Dans la partie 3.1 du chapitre 7, nous avons étendu l’approche proposée dans la partie
3 du chapitre 5 au cas où les matériaux vérifient localement un critère de Mohr-Coulomb
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Annexe B. Nomenclature des différents domaines introduits dans les chapitres 5 et 7

tronqué en traction, toujours pour des sollicitations dans le plan du mur.

Le nom des domaines obtenu est affecté d’un "p" pour montrer que ces domaines ne
concernent que des sollicitations dans le plan du mur, et de "T " pour rappeler que le critère
local est celui de Mohr-Coulomb tronqué en traction.

Les trois approches suivantes ont été présentées pour généraliser l’approche analytique
du chapitre 5 :

Gdef,p,T Domaine obtenu par le mécanisme mettant en œuvre un taux de défor-
mation homogène sur la cellule de base, identique dans la pierre et dans
le mortier. Correspond à une borne de type "Voigt" sur la résistance.
Présenté dans la sous-partie 3.1.2 du chapitre 7 ; le calcul de la fonction
d’appui est présenté dans la partie 3 de l’annexe C.

Gblocs,p,T Domaine obtenu par le mécanisme de blocs rigides proposé par de Buhan
et de Felice [4].
Présenté dans la sous-partie 3.1.1 du chapitre 7 ; le calcul de la fonction
d’appui est présenté dans la partie 2 de l’annexe C.

GS.An.,p,T Approche semi-analytique du domaine de résistance du mur
sollicité dans son plan pour un critère local de Mohr-Coulomb
tronqué en traction. Intersection des domaines Gdef,p,T et Gblocs,p,T .
Présenté dans la sous-partie 3.1.3 du chapitre 7.

Ces trois approches n’étaient cependant pas suffisantes pour rendre compte de certains
mécanismes optimaux pour des troncatures en traction très faibles. Deux approches
additionnelles ont alors été proposées :

Gloc Domaine obtenu par le mécanisme mettant en œuvre des taux de défor-
mation homogènes par zones.
Présenté dans la sous-partie 3.2 du chapitre 7.

GAn.,p,T Approche analytique du domaine de résistance du mur sollicité
dans son plan pour un critère local de Mohr-Coulomb tronqué
en traction. Intersection des domaines Gloc et Gdef,p,T .
Présenté dans la sous-partie 3.2 du chapitre 7.

6 Approches cinématiques pour des sollicitations quel-
conques, critère de Mohr-Coulomb bilinéaire

Nous avons montré dans la partie 4 du chapitre 7 qu’il était difficile d’étendre l’approche
semi-analytique du chapitre 5 au cas où les matériaux suivaient localement un critère de
Mohr-Coulomb tronqué en traction. En revanche, il est possible de considérer un critère de
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6. Critère de Mohr-Coulomb bilinéaire

Mohr-Coulomb bilinéaire, qui constitue une autre approximation de la courbe intrinsèque
expérimentale du matériau. La fonction d’appui du critère de Mohr-Coulomb bilinéaire est
notée πMCBi(d). Le domaine obtenu pour un mécanisme de blocs rigides, en considérant
que les joints suivent un critère de Mohr-Coulomb bilinéaire, est noté Gblocs,MCBi.

∗ ∗
∗
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Annexe C

Fonctions d’appui des différents
critères macroscopiques utilisés dans
cette thèse

Cette annexe détaille les calculs mis en œuvre pour déterminer les fonctions d’appui
macroscopiques pour les trois mécanismes et critères locaux suivants :

— Mécanisme de blocs proposé par Sab [5] pour un critère de Mohr-Coulomb incluant,
en plus, la variation de la cohésion du matériau constitutif du mortier dans l’épaisseur
du mur ;

— Mécanisme de déformation homogène sur la cellule de base proposé dans le chapitre
6, en considérant un critère de résistance local de Mohr-Coulomb tronqué en traction,
pour des sollicitations dans le plan du mur ;

— Mécanisme de blocs proposé par de Buhan et de Felice [4], en considérant un critère
de résistance local de Mohr-Coulomb tronqué en traction, pour des sollicitations
dans le plan du mur.

Les notations sont similaires à celles utilisées dans les chapitres 5 à 7.

1 Fonction d’appui associée au mécanisme de blocs
proposé par Sab [5]

Le mécanisme proposé par Sab [5] repose sur une division de la cellule de base en
quatre blocs, proposée par de Buhan et de Felice [4], représentés sur la figure C.1.

Comme dans les chapitres 5 à 7, les blocs ont une hauteur a, une longueur b et une
épaisseur h. λ permet de paramétrer le positionnement des points M+, M−, N+ et N−,
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qui seront explicités par la suite. Dans la direction transversale ξ3, l’origine O du repère
appartient au plan médian de la cellule de base.

Figure C.1 – Division des blocs pour le mécanisme proposé par Sab [5]

1.1 Détermination de la vitesse des quatre blocs de la cellule de
base

On rappelle que les quatre blocs composant la cellule de base sont animés d’un
mouvement de corps rigide tel que la vitesse ui de chaque bloc puisse s’écrire :

ui = ti + Ωi ∧ (ξ − ξi) (C.1)

où ti est la vitesse de translation du bloc, Ωi sa vitesse de rotation et ξi le vecteur
coordonnée du centre du bloc.

L’objectif de ce paragraphe est de déterminer les valeurs des translations et rotations
de chaque bloc de sorte à ce que la différence de vitesse entre deux points de vecteurs
coordonnées respectifs ξ et ξ′, situés sur les bords de la cellule de base et reliés par
périodicité vaille :

∆u = D.(ξ − ξ′) − ξ3χ̇.(ξ − ξ′) + 1
2
(
(ξ.χ̇.ξ) − (ξ′.χ̇.ξ′)

)
e3 (C.2)

Soient les deux couples (N, N+) et (M, M+) tels que définis sur la cellule de base représentée
sur la figure C.1.

Les coordonnées de ces quatre points sont les suivantes :

M+ :



−b

2a
λ + b

2
λ

ξ3

 M− :



−b

2a
λ

λ − a

ξ3

 (C.3)
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1. Fonction d’appui associée au mécanisme de blocs proposé par Sab

N+ :



b

2a
λ − b

2
λ

ξ3

 N− :



b

2a
λ

λ − a

ξ3

 (C.4)

Pour que le champ de vitesse u soit cinématiquement admissible, la variation de vitesse
entre les deux points M et M+ s’écrit, d’après l’équation (C.2) :

u(M+) − u(M−) =



(D11 − ξ3χ̇11)
b

2 + (D12 − ξ3χ̇12)a

(D12 − ξ3χ̇12)
b

2 + (D22 − ξ3χ̇22)a

b2

8 χ̇11 − χ̇22
a2

2 + λ(aχ̇22 − b2

4a
χ̇11)


(C.5)

Entre les points N et N+, elle s’écrit :

u(N+) − u(N−) =



−(D11 − ξ3χ̇11)
b

2 + (D12 − ξ3χ̇12)a

−(D12 − ξ3χ̇12)
b

2 + (D22 − ξ3χ̇22)a

b2

8 χ̇11 − χ̇22
a2

2 + λ(aχ̇22 − b2

4a
χ̇11)


(C.6)

Par ailleurs, d’après l’équation (C.1), la différence de vitesse entre les points M+ et
M− s’écrit (Cecchi et Sab [75]) :

u1 − u4 = t1 − t4 + (Ω1 − Ω4) ∧


− b

2a
λ

λ

ξ3

 (C.7)

si les points appartiennent aux blocs 1 et 4, et :

u2 − u3 = t2 − t3 + (Ω2 − Ω3) ∧


− b

2a
λ + b

2
λ − a

ξ3

 (C.8)

si les deux points appartiennent aux blocs 2 et 3.
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De la même manière, la différence de vitesse entre les points N+ et N− s’écrit :

u3 − u4 = t3 − t4 + (Ω3 − Ω4) ∧



b

2a
λ

λ

ξ3

 (C.9)

si les points appartiennent aux blocs 3 et 4, et :

u2 − u1 = t2 − t1 + (Ω2 − Ω1) ∧



b

2a
λ − b

2
λ − a

ξ3

 (C.10)

si les points appartiennent aux blocs 1 et 2

En reliant les expressions des équations (C.7) et (C.8) à celle de l’équation (C.5) d’une
part, et celle des équations (C.9) et (C.10) à celle de l’équation (C.6) d’autre part, on peut
identifier les valeurs des translations relatives et rotations relatives entre les différents blocs.
Les mouvements des quatre blocs sont ensuite définis à un mouvement de corps rigide
près, dont on notera t la vitesse de translation et Ω la vitesse de rotation. Le tableau C.1
donne les composantes du vecteur vitesse de translation et du vecteur vitesse de rotation
de chaque bloc en fonction du chargement (D, χ̇) ainsi que des composantes des vecteurs t

et Ω du mouvement de corps rigide global.

Tableau C.1 – Valeurs des translations et rotations des quatre blocs du mécanisme

Bloc 1 Bloc 2 Bloc 3 Bloc 4

ti
1 = D11

b

2 + t1 D12a + t1 −D11
b

2 + t1 −D12a + t1

ti
2 = D12

b

2 + t2 D22a + t2 D22a + t2 −D22a + t2

ti
3 = −a2

2 χ̇22 + t3 −b2

8 χ̇11 + t3 −a2

2 χ̇22 + t3 −b2

8 χ̇11 + t3

Ωi
1 = χ̇12

b

2 + Ω1 χ̇22a + Ω1 −χ̇12
b

2 + Ω1 −χ̇12
b

2 + Ω1

Ωi
2 = −χ̇11

b

2 + Ω2 −χ̇12a + Ω2 χ̇11
b

2 + Ω2 χ̇12a + Ω2

Ωi
3 = Ω3 Ω3 Ω3 Ω3
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1. Fonction d’appui associée au mécanisme de blocs proposé par Sab

1.2 Discontinuité de vitesse

A partir des vitesses données dans le tableau C.1, il devient possible d’établir la valeur
des différentes discontinuités de vitesses entre les blocs. Les vecteurs discontinuité de
vitesse des discontinuités 1-3, 3-2 , 4-3, 1-4 et 2-1 sont donnés par les équations (C.11) à
(C.15).

u1 − u3 =



bD11 − ξ3χ̇11

bD12 − ξ3bχ̇12 − bΩ3

ξ2bχ̇12 + bΩ2


(C.11)

u3 − u2 =



− b

2D11 − aD12 + ξ3(
b

2 χ̇11 + aχ̇12) − aΩ3

− b

2D12 − aD22 + ξ3(
b

2 χ̇12 + aχ̇22) + b

2Ω3

−(ξ1 + b

4)( b

2 χ̇11 + aχ̇12) + aΩ1 − b

2Ω2


(C.12)

u4 − u3 =



b

2D11 − aD12 − ξ3(
b

2 χ̇11 − aχ̇12) − aΩ3

b

2D12 − aD22 − ξ3(
b

2 χ̇12 − aχ̇22) − b

2Ω3

(ξ1 + b

4)(−aχ̇12 + b

2 χ̇11) + aΩ1 + b

2Ω2


(C.13)

u1 − u4 =



b

2D11 + aD12 − ξ3(
b

2 χ̇11 + aχ̇12) + aΩ3

b

2D12 + aD22 − ξ3(
b

2 χ̇12 + aχ̇22) − b

2Ω3

(ξ1 − b

4)( b

2 χ̇11 + aχ̇12) + b

2Ω2 − aΩ1


(C.14)
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u2 − u1 =



− b

2D11 + aD12 − ξ3(−
b

2 χ̇11 + aχ̇12) + aΩ3

− b

2D12 + aD22 − ξ3(−
b

2 χ̇12 + aχ̇22) + b

2Ω3

(ξ1 − b

4)(− b

2 χ̇11 + aχ̇12) − b

2Ω2 − aΩ1


(C.15)

1.3 Condition de pertinence

Dans le cas général, la condition de pertinence des critères de Mohr-Coulomb et de
Mohr-Coulomb tronqué en traction s’écrit :

V .n ≥ |V | sin φm (C.16)

Dans la suite, les calculs seront détaillés pour les discontinuités 3-1 et 3-2. Les calculs
pour les discontinuités 1-2, 3-4 et 4-1 sont analogues à ceux de la discontinuité 3-2 et
seront donc présentés de manière plus succincte.

1.3.1 Discontinuité sur le joint vertical

Pour la discontinuité 3-1, dont la normale est e1, la condition de pertinence s’écrit :

bD11 − ξ3χ̇11 ≥
√

(bD11 − ξ3χ̇11)2 + (bD12 − ξ3bχ̇12b − bΩ3)2 + (ξ2bχ̇12 + bΩ2)2 sin φm

(C.17)

Par convexité de la fonction d’appui, il suffit de vérifier que la condition de pertinence
est bien vérifiée en ξ3 = −h/2 et en ξ3 = h/2 pour vérifier qu’elle est bien vérifiée sur
l’ensemble de l’épaisseur du mur. Cela revient à vérifier que :

bDε
11 ≥

√
(bDε

12 − bΩ3)2 + (ξ2bχ̇12 + bΩ2)2 tan φm (C.18)

ou encore :
(Dε

11)2 arctan2 φm − (Dε
12 − Ω3)2 ≥ (ξ2χ̇12 + Ω2)2 (C.19)

Dans les deux précédentes équations, on a noté :

Dε
αβ = Dαβ − ε

h

2 χ̇αβ avec ε = ±1 (C.20)
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En particulier, cette inéquation doit être vérifiée pour ξ2 = ±a

2 , d’où :

(Dε
11)2 arctan2 φm − (Dε

12 − Ω3)2 ≥
(

−a

2 χ̇12 + Ω2

)2
(C.21)

et :
(Dε

11)2 arctan2 φm − (Dε
12 − Ω3)2 ≥

(
a

2 χ̇12 + Ω2

)2
(C.22)

La valeur de Ω2 permettant de rendre cette condition la moins restrictive possible est
de considérer Ω2 = 0. La condition de pertinence de la discontinuité de vitesse entre les
blocs 1 et 3 se réécrit finalement :

Dε
11 ≥

√
(Dε

12 − Ω3)2 + (a

2 χ̇12)2 tan φm (C.23)

1.3.2 Discontinuités sur les joints horizontaux

De la même manière, on détermine les conditions de pertinence des discontinuités
situées au niveau des joints horizontaux (entre les blocs 2 et 3, 3 et 4, 4 et 1, 1 et 2). Dans
la suite de ce paragraphe, on pose :

m = 2a

b
et Dε′

αβ = Dαβ − ε′ h

2 χ̇αβ (ε′ = ±1) (C.24)

Tout comme dans le paragraphe précédent, la condition de pertinence ne sera vérifiée
qu’en ξ3 = ±h/2. Par convexité de la fonction d’appui, la vérification de la condition de
pertinence en ces deux points implique qu’elle soit vérifiée dans toute l’épaisseur du mur.

Discontinuité entre les blocs 3 et 2 (ξ1 ∈
[
− b

4; 0
]
, n = −e2)

mDε′

22 + (Dε′

12 − Ω3) ≥

tan φm

√
(Dε′

11 + m(Dε′
12 + Ω3))2 + ((χ̇11 + mχ̇12)(ξ1 + b

4) − mΩ1 + Ω2)2 (C.25)

Discontinuité entre les blocs 4 et 3 (ξ1 ∈
[
− b

4; 0
]
, n = −e2)

mDε′

22 − (Dε′

12 − Ω3) ≥

tan φm

√
(Dε′

11 − m(Dε′
12 + Ω3))2 + ((−χ̇11 + mχ̇12)(ξ1 + b

4) − mΩ1 − Ω2)2 (C.26)
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Discontinuité entre les blocs 1 et 4 (ξ1 ∈
[
0; b

4

]
, n = e2)

mDε′

22 + (Dε′

12 − Ω3) ≥

tan φm

√
(Dε′

11 + m(Dε′
12 + Ω3))2 + ((χ̇11 + mχ̇12)(

b

4 − ξ1) + mΩ1 − Ω2)2 (C.27)

Discontinuité entre les blocs 2 et 1 (ξ1 ∈
[
0; b

4

]
, n = e2)

mDε′

22 − (Dε′

12 − Ω3) ≥

tan φm

√
(Dε′

11 − m(Dε′
12 + Ω3))2 + ((−χ̇11 + mχ̇12)(

b

4 − ξ1) + mΩ1 + Ω2)2 (C.28)

Valeur de Ω1 et Ω2 On peut réécrire ces quatre dernières conditions, en regroupant
d’une part les conditions de pertinence des discontinuités 3-2 et 1-4, et d’autre part celle
des discontinuités 4-3 et 2-1.

On a donc tout d’abord les quatre équations (C.29) à (C.32) correspondant aux
discontinuités 3-2 (équation (C.25)) et 1-4 (équation (C.27)) qui sont évaluées en ξ1 = 0,
en ξ1 = −b/4 (équation (C.27) uniquement) et en ξ1 = b/4 (équation (C.25) uniquement).

(mDε
22 + (Dε

12 − Ω3))2 arctan2 φm − (Dε
11 + m(Dε

12 + Ω3))2

≥ ((χ̇11 + mχ̇12)
b

4 − mΩ1 + Ω2)2 (C.29)

(mDε
22 + (Dε

12 − Ω3))2 arctan2 φm − (Dε
11 + m(Dε

12 + Ω3))2

≥ ((χ̇11 + mχ̇12)
b

4 + mΩ1 − Ω2)2 (C.30)

(mDε
22 + (Dε

12 − Ω3))2 arctan2 φm − (Dε
11 + m(Dε

12 + Ω3))2 ≥ (mΩ1 − Ω2)2 (C.31)

(mDε
22 + (Dε

12 − Ω3))2 arctan2 φm − (Dε
11 + m(Dε

12 + Ω3))2 ≥ (−mΩ1 + Ω2)2 (C.32)

Le couple (Ω1, Ω2) qui permet de rendre cet ensemble de conditions le moins restrictif
possible est tel que Ω2 = −mΩ1.

De la même manière, si on s’intéresse aux discontinuités 4-3 et 2-1, on peut montrer
que le couple (Ω1, Ω2) qui permet de rendre cet ensemble de conditions le moins restrictif
possible est tel que Ω2 = mΩ1. On en déduit finalement que Ω1 = Ω2 = 0 dans les
conditions de pertinence (C.25) à (C.28).
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1. Fonction d’appui associée au mécanisme de blocs proposé par Sab

1.4 Fonction d’appui du critère de Sab - matériau de Mohr-
Coulomb

1.4.1 Calcul de la puissance résistante maximale pour chaque discontinuité -
critère de Mohr-Coulomb

Pour un mécanisme pertinent (i.e. vérifiant les équations (C.25) à (C.28)), on peut
déterminer la puissance résistante maximale pour chacune des discontinuités.

Discontinuité 1-3 :

P 1,3
rm (D, χ̇) = ab

∫ h/2

−h/2

cm(ξ3)
tan φm

(D11 − ξ3χ̇11) dξ3 (C.33)

Discontinuité 2-3 :

P 2,3
rm (D, χ̇) = ab

4

∫ h/2

−h/2

cm(ξ3)
tan φm

( 1
m

(D12 − ξ3χ̇12 + Ω3) + (D22 − ξ3χ̇22)
)

dξ3 (C.34)

Discontinuité 3-4 :

P 3,4
rm (D, χ̇) = ab

4

∫ h/2

−h/2

cm(ξ3)
tan φm

(
− 1

m
(D12 − ξ3χ̇12 + Ω3) + (D22 − ξ3χ̇22)

)
dξ3 (C.35)

Discontinuité 4-1 :

P 4,1
rm (D, χ̇) = ab

4

∫ h/2

−h/2

cm(ξ3)
tan φm

( 1
m

(D12 − ξ3χ̇12 + Ω3) + (D22 − ξ3χ̇22)
)

dξ3 (C.36)

Discontinuité 1-2 :

P 1,2
rm (D, χ̇) = ab

4

∫ h/2

−h/2

cm(ξ3)
tan φm

(
− 1

m
(D12 − ξ3χ̇12 + Ω3) + (D22 − ξ3χ̇22)

)
dξ3 (C.37)

321



Annexe C. Calcul des fonctions d’appui macroscopiques

1.4.2 Puissance résistante maximale totale sur la cellule de base et fonction
d’appui du critère

Si le couple (D, χ̇) vérifie les conditions de pertinence établies dans les équations (C.23)
et (C.25) à (C.28), la fonction d’appui du critère homogénéisé est définie comme :

Πblocs(D, χ̇) = 1
|S|

(P 1,3
rm (D, χ̇) + P 2,3

rm (D, χ̇) + P 3,4
rm (D, χ̇) + P 4,1

rm (D, χ̇) + P 1,2
rm (D, χ̇))

=
∫ h/2

−h/2

cm(ξ3)
tan φm

(D11 + D22 − ξ3(χ̇11 + χ̇22))dξ3

= h
⟨cm⟩
tan φ

trD − h
⟨cmξ3⟩
tan φm

trχ̇

(C.38)

où on a introduit la notation suivante pour la valeur moyenne sur l’épaisseur :

⟨•⟩ = 1
h

∫ h/2

−h/2
• dξ3 (C.39)

Finalement, la fonction d’appui s’écrit :

Πblocs(D, χ̇) = ⟨c⟩
tan φ

h trD + ⟨c.ξ3⟩
tan φ

h trχ̇

s.c. :

Dε
11 ≥

√
(Dε

12 − Ω3)2 + (a

2 χ̇12)2 tan φ

mDε′

22 ≥ −ε′′(Dε′

12 − Ω3) + tan φ

√
(ε′′Dε′

11 + m(Dε′
12 + Ω3))2 + ((ε′′χ̇11 + mχ̇12)

b

4)2

(ε = ±1 et ε′ = ±1 et ε′′ = ±1)

(C.40)

2 Fonction d’appui associée au mécanisme de blocs
proposé de Buhan et de Felice [4] - matériau de
Mohr-Coulomb tronqué en traction

Dans le chapitre 7, nous avons souhaité étendre les approches proposées dans le chapitre
5 au cas dans lequel les matériaux obéissent à un critère de Mohr-Coulomb tronqué en
traction.
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2. Mécanisme de de Buhan et de Felice - matériaux de Mohr-Coulomb tronqué en traction

De façon générale, ce critère s’écrit :

fk(σ) = sup
σI ,σII ,σIII

{
σI(1 + sin φk) − σIII(1 − sin φk) − 2ck cos φk ; σi − fk

t

}
≤ 0

(k = b, m)
(C.41)

La fonction d’appui correspondante, pour une discontinuité de vitesse V au travers
d’une surface de normale n localisée dans le mortier (noté m) est :

πMCT,m(V , n) =



cm cos φm

(1 − sin φm)(|V | − V .n) + fm
t

(1 − sin φm)(V .n − |V | sin φm)

si V .n ≥ |V | sin φm

+∞ sinon

(k = b, m)

(C.42)

Le mécanisme proposé par de Buhan et de Felice [4] correspond à la restriction du
mécanisme proposé par Sab [5] à des mouvements plans, c’est-à-dire pour χ̇ = 0 et
Ω1 = Ω2 = 0. Les expressions des discontinuités de vitesse au niveau des joints et des
conditions de pertinence données dans la partie précédente restent donc valables.

L’équation (C.43) donne les conditions de pertinence dans le cas général.

|D12 − Ω3| ≥ |D11| tan φm

|D12 − Ω3 − mD22| ≥ |D11 − m(D12+Ω3)| tan φm

|D12 − Ω3 + mD22| ≥ |D11 + m(D12+Ω3)| tan φm

(C.43)

En introduisant f = tan φm, on peut montrer que si m = 2a/b ≤ 1/f , ces conditions
de pertinence peuvent se réécire (de Buhan et de Felice [4]) :

D11 ≥ 0

fD11 − mD22 ≤ 0

−fD11 + 2D12 − 1
f
D22 ≤ 0

−fD11 − 2D12 − 1
f
D22 ≤ 0

(C.44)

Sur la cellule de base, la fonction d’appui du critère homogénéisé est alors définie
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Annexe C. Calcul des fonctions d’appui macroscopiques

comme :

Πblocs,p,T (D) = h

(
fm

t

1 − sin φm
− cm tan

(
π

4 + φm

2

))
trD+

min
Ω3

(
hcm tan

(
π

4 + φm

2

)
− fm

t sin φm

1 − sin φm

)
(√

D2
11 + D12 + Ω2

3 + 1
2
√

(D12 − Ω3 + D11/m)2 + (D22 + (D12 + Ω3)/m)2+
1
2
√

(D12 − Ω3 − D11/m)2 + (D22 − (D12 + Ω3)/m)2
)

(C.45)

s.c. : D11 ≥ 0

fD11 − mD22 ≤ 0

−fD11 + 2D12 − 1
f
D22 ≤ 0

−fD11 − 2D12 − 1
f
D22 ≤ 0

3 Fonction d’appui associée au mécanisme homogène
proposé dans le chapitre 6 - matériaux de Mohr-
Coulomb tronqués en traction

L’objectif de cette partie est de proposer une approche par l’extérieur du domaine de
résistance d’un mur en maçonnerie composé de matériaux suivant un critère de Mohr-
Coulomb tronqué en traction, vis-à-vis de sollicitations dans le plan du mur uniquement.

En mettant en œuvre une approche similaire à celle présentée dans le chapitre 5, on
propose d’explorer la classe des mécanismes homogènes de la forme :

d =


D11 D12 0

D12 D22 0

0 0 δ

 (C.46)

Ce taux de déformation dérive bien d’un champ de vitesse cinématiquement admissible
avec un chargement D qui en fixe les composantes planes, tandis que la composante
hors-plan d33 = δ joue le rôle d’une variable d’optimisation.

Pour un taux de déformation quelconque d, la fonction d’appui du critère de Mohr-
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3. Mécanisme homogène - matériaux de Mohr-Coulomb tronqués en traction

Coulomb tronqué en traction s’écrit :

πMCT,k(d) =



ck cos φk

(1 − sin φk)(|dI | + |dII | + |dIII | − trd)

+ fk
t

(1 − sin φk)(trd − (|dI | + |dII | + |dIII |) sin φk)

si trd ≥ (|dI | + |dII | + |dIII |) sin φk

+∞ sinon

(k = b, m) (C.47)

et peut également se réécrire :

πMCT,k(d) =



Rk
c (d−

I + d−
II + d−

III) + fk
t

1 − sin φk
(trd − (|dI | + |dII | + |dIII |) sin φk)

si tr(d) ≥ (|dI | + |dII | + |dIII |) sin φk

+∞ sinon
(C.48)

Dans l’expression (C.48), on a introduit la partie négative de la ième valeur propre du
tenseur des taux de déformation d, que l’on a noté d−

i = (|di| − di)/2 la partie négative

de la ième valeur propre du tenseur d, et Rk
c = 2ck

1 − sin φk
est la résistance en compression

simple du matériau k.

Plaçons-nous tout d’abord dans le cas où (|DI | + |DII |) sin φk − DI − DII ≥ 0 dans
au moins un des deux constituants. Dans ce cas, pour que la condition de pertinence soit
vérifiée dans les deux constituants, δ ≥ 0 et cette condition de pertinence se réécrit :

πMCT,k(d) = Rk
c (d−

I + d−
II) + fk

t

1 − sin φk
(trd − (|dI | + |dII |) sin φk) + δminfk

t (C.49)

avec :
δmin = sup

i=b,m

(|DI | + |DII |) sin φk − (DI + DII)
1 − sin φk

(C.50)

Dans le cas contraire ((|DI | + |DII |) sin φk − DI − DII ≤ 0 dans les deux constituants),
la valeur de δ peut être positive ou négative. Pour δ ≤ 0, la fonction d’appui se réécrit :

πMCT,k(d) = Rk
c (d−

I +d−
II)+ fk

t

1 − sin φk
(trd− (|dI |+ |dII |) sin φk)+ δ(Kp,kfk

t −Rk
c ) (C.51)

tandis que pour δ ≥ 0, elle se réécrit :

πMCT,k(d) = Rk
c (d−

I + d−
II) + fk

t

1 − sin φk
(trd − (|dI | + |dII |) sin φk) + δfk

t (C.52)
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Annexe C. Calcul des fonctions d’appui macroscopiques

Au vu de ces deux équations, il apparait que la valeur de δ minimisant la fonction
d’appui est δ = 0. La fonction d’appui correspondant au matériau k est alors :

πMCT,k(d) = Rk
c (d−

I + d−
II) + fk

t

1 − sin φk
(trd − (|dI | + |dII |) sin φk) (C.53)

Après calcul, cette fonction d’appui peut également se réécrire :

πMCT,k(d) = (Rk
c − Kp,kfk

t )(d−
I + d−

II) + fk
t (d+

I + d+
II) (C.54)

où d+
i = (|di| + di)/2 est la partie positive de la ième valeur propre du tenseur d

La puissance résistante maximale sur la cellule de base s’écrit :

Prm(DI , DII , δmin) = |S|h
(
(1 − η)πMCT,b(DI , DII , δmin) + ηπMCT,m(DI , DII , δmin)

)
(C.55)

et la fonction d’appui de l’approche par l’extérieur du domaine de résistance ainsi obtenue
est définie par :

Πdef,p,T (DI , DII) = Prm(DI , DII , δmin)
|S|

(C.56)

En supposant que φb ≥ φm, on obtient finalement l’expression suivante pour la fonction
d’appui :

Πdef,p,T (DI , DII) =



h (⟨Rc⟩ − η(Kp
m − Kp

b )fm
t ) (D−

I + D−
II)

si DI + DII ≤ (|DI | + |DII |) sin φb

h ⟨ft⟩ (D+
I + D+

II) + h ⟨Rc − Kpft⟩ (D−
I + D−

II)

si DI + DII ≥ (|DI | + |DII |) sin φb

(C.57)

∗ ∗

∗
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Annexe D

Comparaison des approches
cinématiques semi-analytique et
numérique proposées dans les
chapitres 5 et 6 : étude paramétrique

Cette annexe présente une étude paramétrique qui compare l’approche cinématique semi-
analytique proposée dans le chapitre 5 avec l’approche cinématique numérique présentée
dans le chapitre 6. Elle vise à identifier les cas dans lesquels l’approche numérique est
nécessaire et apporte une véritable amélioration par rapport à l’approche semi-analytique.

1 Présentation de l’étude paramétrique

1.1 Cas étudiés

Les notations utilisées dans cette annexe sont identiques à celles des chapitres 5 et 6.

Trois paramètres sont considérés pour cette étude paramétrique :
— le contraste Rb

c/Rm
c entre la résistance en compression uniaxiale de la pierre et celle

du mortier ;
— la fraction volumique de mortier η = Ωm/(Ωm +Ωb), où Ωm désigne le volume occupé

par le mortier dans la cellule de base représentée sur la figure 5.1 du chapitre 5 par
exemple, et Ωb représente le volume occupé par les blocs dans cette même cellule de
base ;

— l’élancement transversal des joints λ = t/h, où t est l’épaisseur des joints et h

l’épaisseur du mur.
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Annexe D. Comparaison des approches cinématiques semi-analytique et numérique

Pour cette étude paramétrique, le cas de référence correspond à une fraction volumique
η = 10 %, un contraste valant Rb

c/Rm
c = 5 et un élancement transversal λ = 0, 05.

L’épaisseur des joints, ainsi que la résistance en compression des blocs (Rb
c = 5, 3 MPa),

sont considérées comme constantes pour l’ensemble de l’étude paramétrique. Pour atteindre
les valeurs de référence de la fraction volumique et de l’élancement mentionnées plus haut,
les blocs ont une longueur L = 0,275 m, une hauteur H = 0,138 m et une épaisseur
h = 0,2 m. Les blocs (respectivement le mortier) ont une cohésion cb = 1,53 MPa (resp.
cm = 0,34 MPa) et un angle de frottement interne φb = 30 o (resp. φb = 25 o).

1.2 Quelques rappels de notations

On rappelle l’expression de l’écart relatif entre les résultats de l’approche numérique et
de l’approche analytique, pour un trajet de chargement i :

εi =
ΠS.An.(D, χ̇) − Πnum(D, χ̇)

Πnum(D, χ̇) (D.1)

où ΠS.An.(D, χ̇) désigne la fonction d’appui macroscopique obtenue par voie semi-analytique
pour un trajet de chargement (D, χ̇), tandis que Πnum(D, χ̇) désigne la fonction d’appui
macroscopique obtenue par l’approche numérique pour ce même trajet de chargement.

On introduit également un écart relatif moyen sur l’ensemble des trajets de chargement
considérés, que l’on définit par :

ε = 1
N

N∑
i=1

εi (D.2)

On rappelle également les notations suivantes :

N b
c = hRb

c = Π(D22)/|S| M b = h2(Rb
c + Rb

t)/8 = Π(χ̇22)/|S| (D.3)

où N b
c correspond à la résistance en compression d’une plaque homogène, composée

uniquement du matériau constitutif du bloc et M b correspond à la résistance maximale en
flexion d’une plaque homogène, composée uniquement du matériau constitutif du bloc.

Enfin, on utilisera le fait que pour une plaque homogène composée uniquement du
matériau constitutif du bloc, la fonction d’appui correspondant aux sollicitations χ̇11 = 1,
χ̇22 = 1 et χ̇12 = 1 (autres Dαβ = 0, χ̇αβ = 0 pour (α, β = 1, 2)) prend les valeurs
suivantes :

Πb(χ̇11) = Πb(χ̇22) = h2(Rb
c + Rb

t)/8 Πb(χ̇12) = h2Rb
c/4 (D.4)

Le paramétrage des trajets de chargement plans par les angles β et γ peut être retrouvé
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2. Influence du contraste entre les résistances en compression des blocs et du mortier

dans l’équation (6.18) et sur la figure 6.8 (b) du chapitre 6, tandis que le paramétrage des
trajets de chargement hors-plan par un angle α peut être retrouvé sur la figure 6.12 du
chapitre 6.

2 Influence du contraste entre les résistances en com-
pression des blocs et du mortier

Pour la maçonnerie en pierre massive neuve, la classe de résistance mécanique du
mortier doit être adaptée à la résistance en compression de la pierre naturelle (voir par
exemple le DTU 20.1 [2]). Si l’on considère uniquement les maçonneries récentes, il est
probable que le rapport entre la résistance en compression de la pierre reste inférieur à
Rb

c/Rm
c = 8. En revanche, si l’on s’intéresse à des maçonneries anciennes, le l’altération

due au vieillissement du mortier fait qu’il est possible d’avoir des contrastes plus élevés,
c’est pourquoi on a considéré des contrastes pouvant aller jusqu’à 20 dans cette étude.

2.1 Sollicitations planes

La figure D.1 représente les projections des domaines de résistance analytique et
numérique sur les plans (N11, N22) et (NV , NW ).

(a) Projection sur le plan NW = 0 (b) Projection sur le plan NU = 0

Figure D.1 – Domaines de résistance analytique et numérique pour différents contrastes
entre les résistances en compression de la pierre et du mortier
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Annexe D. Comparaison des approches cinématiques semi-analytique et numérique

Comme on peut le voir sur la figure D.1, lorsque le contraste augmente, la résistance
relative de la maçonnerie comparée à la résistance du bloc diminue. Ce phénomène est
plus prononcé en traction qu’en cisaillement, et presque imperceptible en compression.
Cela est cohérent avec le fait que de vieux bâtiments, dont le mortier est usé par le temps,
peuvent toujours supporter des sollicitations de compression importantes alors qu’ils sont
beaucoup plus vulnérables aux sollicitations sismiques et aux sollicitations de cisaillement
accidentelles.

(a) (b) (c)

Figure D.2 – Écart relatif εi entre Πnum(D) et ΠS.An.(D) (D.1) en fonction du trajet
de chargement pour (a) le plus petit et (b) le plus grand contraste Rb

c/Rm
c considéré ; (c)

écart relatif moyen ε en fonction du contraste.

Il apparait également que les domaines de résistance obtenus par les approches ana-
lytique et numérique sont visuellement similaires et évoluent de la même manière avec
le contraste. Comme montré sur la figure D.2, l’écart relatif entre les deux approches
est plus élevé pour des sollicitations de traction (qu’elles soient ou non combinées avec
du cisaillement). Ces efforts correspondent à des taux de déformation macroscopiques
D11, D22 ≥ 0, ou encore à β ∈ [0; π/2]. Sur cette figure, β et γ paramètrent la direction
du trajet de chargement tel que défini par l’équation (6.18), et les écarts relatifs par trajet
de chargement εi (resp. moyens ε) sont définis par l’équation (D.1) (resp. (D.2)). L’écart
relatif reste relativement bas pour un contraste de 2, et augmente avec le contraste jusqu’à
atteindre une valeur proche de 50 % en traction pour un contraste de 20. Dans ce dernier
cas, un écart relatif aussi élevé doit principalement être attribué au fait que la valeur
de la fonction d’appui macroscopique est faible, l’écart absolu entre les deux fonctions
d’appui étant du même ordre de grandeur que pour un contraste de 2. L’écart relatif
moyen est toujours positif, varie entre 3,5 et 6,7 % et augmente avec le contraste. Pour
des sollicitations planes, à l’exception de quelques rares trajets de chargement, on peut
donc conclure que l’approche semi-analytique fournit des résultats très pertinents, et ce
quel que soit le contraste entre les propriétés de résistance des deux matériaux.
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2. Influence du contraste entre les résistances en compression des blocs et du mortier

2.2 Sollicitations hors-plan

La figure D.3 représente les coupes (N11/N b
c , M11/M b) (a), (N22/N b

c , M22/M b) (b) et
(N12/N b

c , M12/M b) (c), tandis que la figure D.4 représente l’écart relatif entre les majorants
obtenus par l’approche analytique et par l’approche numérique pour chaque trajet de
chargement. Un écart relatif négatif correspond à un trajet de chargement pour lequel
l’approche semi-analytique donne un meilleur majorant que l’approche numérique. Pour
rappel, les valeurs de N b

c et M b sont définies par l’équation (D.3)

(a) Coupe (N11, M11) (b) Coupe (N22, M22) (c) Coupe (N12, M12)

Figure D.3 – Coupes des domaines de résistance semi-analytique et numérique pour
différentes valeurs de contraste entre la résistance en compression de la pierre et celle du
mortier

D’après la figure D.3, il apparait que l’augmentation du contraste fait diminuer la
résistance à la flexion, et ce quelle que soit la direction de sollicitation. Comme montré
dans le paragraphe 2.1, la résistance au cisaillement est également affectée, tout comme
la résistance à la traction dans une moindre mesure. La résistance en compression est en
revanche peu affectée.

On note sur ces figures que les écarts les plus importants entre les approches semi-
analytique et numérique correspondent à des sollicitations de flexion avec un peu de
compression, ou à une sollicitation de torsion. L’écart relatif peut dépasser 100 % pour cer-
tains trajets de chargement, probablement parce que les valeurs absolues sont relativement
proches de zéro.

En plus de ces trois coupes, et puisqu’il est impossible d’explorer et de représenter
l’écart relatif pour l’ensemble des trajets de chargement dans R6, nous avons choisi de
l’évaluer pour trois sollicitations particulières : χ̇11 = 1, χ̇22 = 1, et χ̇12 = 1, qui viennent
compléter les sollicitations déjà considérées dans le paragraphe 2.1.
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Annexe D. Comparaison des approches cinématiques semi-analytique et numérique

(a) Sollicitation
(N11 = N b

c cos α,
M11 = M b sin α)

(b) Sollicitation
(N22 = N b

c cos α,
M22 = M b sin α)

(c) Sollicitation
(N12 = N b

c cos α,
M12 = M b sin α)

Figure D.4 – Écart relatif εi (D.1) entre les fonctions d’appui macroscopiques obtenues
pour les différents trajets de chargement paramétrés par un angle α représentés sur la
figure D.3

Le graphe D.5 (a) présente l’évolution de la valeur de la puissance résistante maximale
Π(χ̇αβ) pour ces sollicitations rapportée à celle d’une plaque homogène Πb(χ̇αβ), tandis que
la figure D.5 (b) montre l’évolution de l’écart relatif entre les approches semi-analytique
et numérique en fonction du contraste pour ces mêmes sollicitations. Un contraste nul
correspond à une cellule de base homogène composée uniquement du matériau constitutif
du bloc. La fonction d’appui correspondante Πb(χ̇αβ) est définie par l’équation (D.4) pour
les sollicitations considérées.

(a) (b)

Figure D.5 – (a) Rapport entre la puissance résistante maximale obtenue pour une
sollicitation donnée sur la maçonnerie et sur une plaque homogène pour différentes valeurs
de contraste 1 ; (b) écart relatif εi (D.1) entre ces valeurs selon qu’elles soient obtenues par
l’approche semi-analytique ou par l’approche numérique

1. Sur la figure D.5 (a), les trois approches semi-analytiques sont confondues
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3. Influence de la fraction volumique de mortier

Il apparait que pour un contraste faible (Rb
c/Rm

c = 2), l’écart relatif est de l’ordre de
3 % pour une flexion dans la direction 1 et pour une torsion, alors qu’il vaut 9 % pour
une flexion dans la direction 2. Pour un contraste très élevé (Rb

c/Rm
c = 20), on atteint des

valeurs d’écart relatif supérieures à 30 % pour une sollicitation de flexion dans la direction
2. Dans ce cas, l’apport de l’approche numérique, malgré son temps de calcul élevé, est
notable car l’approche analytique perçoit mal la réduction de résistance en flexion.

En conclusion, l’approche semi-analytique donne des résultats similaires à ceux de
l’approche numérique pour des sollicitations dans le plan du mur, mais surestime assez
largement sa résistance à la flexion et à la torsion pour des contrastes élevés entre la résis-
tance en compression de la pierre et celle du mortier. Cette conclusion est particulièrement
importante pour l’ingénieur, car un mur porteur en pierre massive est souvent soumis
à des sollicitations de flexion composée, pour un mur de façade sur lequel le plancher
applique une charge de compression excentrée par exemple. Il faudra donc garder à l’esprit
le caractère de majorant de la solution semi-analytique en analysant les résultats.

3 Influence de la fraction volumique de mortier

Il n’y a pas véritablement de règle concernant la taille des blocs dans les normes de
dimensionnement des ouvrages en pierre naturelle, ce qui rend difficile l’estimation d’un
intervalle de variation de la fraction volumique de mortier. On considère ici une fraction
volumique variant entre 2,5 % et 30 %. Afin de garder un élancement constant au niveau
des joints, l’épaisseur du mur est fixée à 0,2 m et celle des joints à 10 mm, tandis que la
hauteur et la largeur des blocs varient, tout en gardant un rapport L/H = 2. Le tableau
D.1 donne les dimensions des blocs pour les différentes valeurs de fraction volumique de
mortier.

Tableau D.1 – Taille de bloc pour les différentes fractions volumiques considérées

Fraction volumique de mortier η 2,5 % 5 % 10 % 20 % 30 %
Hauteur de bloc correspondante H (m) 0,59 0,29 0,14 0,063 0,038

3.1 Sollicitations planes

La figure D.6 représente les projections des domaines de résistance analytique et
numérique sur les plans (N11, N22) et (NV , NW ). Au vu de ces figures, il apparait que :

— La fraction volumique de mortier impacte principalement la résistance en compression
de la maçonnerie, et dans une moindre mesure, sa résistance au cisaillement. La
résistance à la traction dans la direction 2 (qui est obtenue par un mécanisme de
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discontinuité de vitesse dans le joint horizontal), n’est pas affectée du tout par la
variation de fraction volumique, et la résistance en traction dans la direction 1 n’est
que légèrement affectée ;

— L’évolution des domaines de résistance obtenus par les approches analytique et
numérique est assez similaire, bien que l’approche analytique tende à surestimer la
résistance au cisaillement, surtout pour des fractions volumiques de mortier élevées.

(a) Projection sur le plan NW = 0 (b) Projection sur le plan NU = 0

Figure D.6 – Domaines de résistance vis-à-vis de sollicitations planes obtenus par les
approches analytique et numérique pour différentes valeurs de la fraction volumique du
mortier

La figure D.7 représente l’écart relatif entre les approches analytique et numérique
(défini par l’équation (D.1)), pour chaque trajet de chargement représenté par un couple
(β, γ), pour la plus faible (a) et pour la plus grande (b) fraction volumique considérées. La
figure D.7 (c) représente l’écart relatif moyen ε (D.2) en fonction de la fraction volumique.

Comme suggéré par la figure D.6, cet écart relatif moyen augmente avec la fraction
volumique. L’écart relatif est plus élevé dans les zones correspondant à une sollicitation de
cisaillement ou de traction dans la direction 2, et plus faible dans les zones de compression
couplées à des sollicitations de cisaillement faibles ou nulles. Pour ces dernières sollicitations,
l’approche numérique améliore l’approche analytique de 5 % au mieux. Enfin, l’écart relatif
moyen reste limité, puisqu’il va de 4,8 % (pour une fraction volumique η = 2,5%) à 10,9
% (pour une fraction volumique η = 30%).
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3. Influence de la fraction volumique de mortier

(a) (b) (c)

Figure D.7 – Écart relatif εi entre Πnum(D) et ΠS.An.(D) défini par (D.1) en fonction du
trajet de chargement (défini par l’équation (6.18)) pour (a) la plus petite et (b) la plus
grande fraction volumique η considérée ; (c) écart relatif moyen ε (D.2) en fonction de la
fraction volumique

3.2 Sollicitations hors-plan

La figure D.8 présente des coupes (N11/N b
c , M11/M b

c ) (a), (N22/N b
c , M22/M b

c ) (b) et
(N12/N b

c , M12/M b
c ) (c) pour différentes valeurs de fraction volumique de mortier.

(a) Sollicitation (N11, M11) (b) Sollicitation (N22, M22) (c) Sollicitation (N12, M12)

Figure D.8 – Coupes des domaines de résistance obtenus par les approches semi-analytique
et numérique pour différentes valeurs de fraction volumique de mortier

Dans le paragraphe 3.1, nous avons montré que la résistance en compression de
l’assemblage dépendait fortement de la fraction volumique de mortier. C’est encore le cas
ici, et on peut également noter que la résistance à la flexion est également dégradée, ce
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qui montre bien l’intérêt de construire avec des joints relativement minces.

(a) Sollicitation
(N11 = N b

c cos α,
M11 = M b sin α)

(b) Sollicitation
(N22 = N b

c cos α,
M22 = M b sin α)

(c) Sollicitation
(N12 = N b

c cos α,
M12 = M b sin α)

Figure D.9 – Écart relatif εi (D.1) pour les différents trajets de chargement paramétrés
par un angle α représentés sur la figure D.8

Contrairement au cas de la variation de contraste, l’approche semi-analytique permet
de rendre compte relativement bien de la dégradation de la résistance en flexion. Il subsiste
cependant un écart entre cette approche et l’approche numérique, comme on peut le voir
sur les figures D.9 et D.10, et ce quelle que soit la direction de sollicitation. Les écarts
maximaux apparaissent encore une fois pour des sollicitations de flexion combinées à une
légère compression, ainsi que pour l’application d’un moment de torsion.

(a) (b)

Figure D.10 – (a) Rapport entre la puissance résistante maximale obtenue sur la
maçonnerie et sur une plaque homogène pour différentes fractions volumiques de mortier 2 ;
(b) écart relatif εi (D.1) entre ces valeurs suivant qu’elles soient obtenues par l’approche
semi-analytique ou par l’approche numérique

2. Sur la figure D.10 (a), les trois approches semi-analytiques sont confondues
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4 Influence de l’élancement transversal des joints

De la même manière que pour la taille des blocs, les normes de dimensionnement
actuelles ne prescrivent pas d’épaisseur de joints. Il est cependant reconnu que des joints
minces impactent favorablement la résistance de l’assemblage. Le DTU 20.1 [2] considère
que des joints "épais", usuellement employés pour la construction en pierre massive, ont
une épaisseur allant de 8 mm à 30 mm. Considérant que l’épaisseur de ces murs est
généralement comprise entre 20 et 50 cm, il nous est apparu raisonnable de considérer
des valeurs d’élancement comprises entre 0,02 et 0,15 pour un joint d’épaisseur 10 mm.
Dans le but de faire varier l’élancement sans affecter les autres paramètres, les dimensions
dans le plan du mur sont conservées, et seule son épaisseur varie. Le tableau D.2 donne
l’épaisseur du mur pour les différents élancements considérés.

Tableau D.2 – Épaisseur du mur pour les différentes valeurs d’élancement transversales
considérées

Elancement transversal λ 0,02 0,05 0,1 0,15
Epaisseur du mur h 0,5 0,2 0,1 0,067

4.1 Sollicitations planes

(a) Projection sur le plan NW = 0 (b) Projection sur le plan NU = 0

Figure D.11 – Domaines de résistance vis-à-vis de sollicitations planes obtenus par les
approches analytique et numérique pour différentes valeurs d’élancement transversal des
joints
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La figure D.11 représente des projections du domaine de résistance sur le plan (N11, N22)
(sous-figure (a)) et sur le plan (NV , NW ) (sous-figure (b)). On notera que l’élancement
n’impacte pas les résultats de l’approche analytique car cette dernière, se basant sur
des mécanismes homogènes avec des discontinuités éventuelles, ne prend pas en compte
cet élancement transversal. Ces mécanismes peuvent être vus comme un cas limite pour
un élancement nul et sans effets de bords dus aux faces libres du mur. A l’inverse,
plus l’élancement du joint est grand, plus on voit apparaitre des mécanismes localisés à
proximité des surfaces libres des joints. De tels mécanismes peuvent être observés sur la
figure D.12, qui montre les mécanismes de rupture optimaux obtenus numériquement pour
un élancement λ = 0,05 (a) et λ = 0,5 (b).

Figure D.12 – Mécanismes optimaux obtenus numériquement pour un élancement
λ = 0,05 (a) et λ = 0,5 (b)

La figure D.13 représente l’écart relatif entre l’approche analytique et l’approche numé-
rique pour les élancements considérés. Il est à noter, une fois encore, que les mécanismes
analytiques proposés donnent de bonnes estimations des résistances vis-à-vis de sollicita-
tions de compression, et de moins bonnes estimations pour les sollicitations de traction
(combinées ou non à du cisaillement). Les zones où l’erreur est la plus élevée sur la figure
D.11 correspondent aux zones sur la figure D.13 où la différence est la plus grande entre
les approches analytique et numérique.

338



4. Influence de l’élancement transversal des joints

(a) (b) (c)

Figure D.13 – Écart relatif εi défini par (D.1) entre Πnum(D) et ΠS.An.(D) en fonction
du trajet de chargement pour (a) le plus petit et (b) le plus grand élancement λ considéré ;
(c) écart relatif moyen ε défini par (D.2) en fonction de l’élancement

4.2 Sollicitations hors-plan

La figure D.14 représente des coupes (N11/N b
c , M11/M b) (a), (N22/N b

c , M22/M b) (b)
et (N12/N b

c , M12/M b) (c) pour différents élancements transversaux des joints. Comme
déjà indiqué dans le paragraphe précédent, l’approche semi-analytique, représentée en trait
continu noir sur la figure D.14, ne permet pas d’évaluer les effets de l’élancement.

(a) (b) (c)

Figure D.14 – Coupes des domaines de résistance obtenus par les approches semi-
analytique et numérique pour différentes valeurs d’élancement transversal λ des joints

On note visuellement sur ces figures que l’élancement impacte assez peu la différence
relative entre les approches semi-analytique et numérique. Pour des sollicitations de flexion
ou de torsion, il a même tendance à réduire cet écart. La figure D.15 (a), qui présente
l’évolution des puissances résistantes maximales Π(χ̇αβ) pour χ̇11 = 1, χ̇22 = 1 et χ̇12 = 1 en
fonction de l’élancement, montre des évolutions similaires. La figure D.15 (b), qui présente
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l’écart relatif entre les puissances résistantes maximales obtenues par les approches semi-
analytique et numérique, montre également que, pour ces sollicitations, l’écart relatif
diminue lorsque l’élancement augmente. De telles conclusions proviennent probablement
du fait que les maillages utilisés soient différents, et que les solutions obtenues, qui sont
des majorants, pourraient être améliorés avec des maillages plus fins (qui conduiraient par
contre à des temps de calculs beaucoup plus élevés).

(a) (b)

Figure D.15 – (a) Rapport entre la puissance résistante maximale obtenue sur la
maçonnerie et sur une plaque homogène pour différents élancements 3 ; (b) écart relatif
εi défini par (D.1) entre ces valeurs suivant qu’elles soient obtenues par l’approche semi-
analytique ou par l’approche numérique

5 Conclusion

En conclusion, cette étude paramétrique a principalement montré que :
— Augmenter le contraste entre la résistance en compression de la pierre et du mortier

pour une résistance fixée de la pierre (ce qui correspond à diminuer celle du mortier)
faisait principalement diminuer la résistance à la traction, à la flexion simple, et dans
une moindre mesure au cisaillement et à la torsion de l’assemblage. La résistance à
la compression de l’assemblage est quant à elle relativement peu impactée.

— Augmenter la fraction volumique de mortier conduisait principalement à une réduction
de la résistance en compression et en torsion de l’assemblage. La résistance à la
flexion simple est également impactée dans une moindre mesure, et les résistances
en traction et au cisaillement sont très peu impactées (puisque les mécanismes
correspondants mettent en jeu des discontinuités dans les joints)

— Augmenter l’élancement transversal des joints semble réduire légèrement la résistance
à toutes les sollicitations, sauf en torsion. Ce résultat doit cependant être nuancé
car les majorants obtenus dépendent également du maillage utilisé, qui est différent
pour toutes les géométries.

3. Sur la figure D.15 (a), les trois approches semi-analytiques sont confondues
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5. Conclusion

Cette étude paramétrique nous a également permis de comparer les deux approches
cinématiques, semi-analytique et numérique, proposées dans les chapitres 5 et 6. Elle
a notamment montré que l’approche cinématique numérique, qui permet d’explorer un
ensemble de champs cinématiquement admissibles différent, et potentiellement plus vaste
que l’approche semi-analytique, pouvait présenter un apport intéressant pour certaines
géométries de cellule de base, et notamment lorsque les joints sont épais. Dans ce cas,
qui regroupe à la fois les fractions volumiques et les transversaux élancements élevés,
des mécanismes de rupture locaux, demeurant inaccessibles à l’approche analytique, sont
davantage susceptibles de se produire.

Il apparait également que pour des contrastes élevés entre la résistance en compression
de la pierre et du mortier, l’approche semi-analytique surestime assez largement (> 30 %)
la résistance à la flexion verticale de l’assemblage. En outre, la résistance à la torsion du
mur est également surestimée.

Enfin, il convient de garder à l’esprit que les deux approches ici comparées sont des
approches cinématiques, qui fournissent des approches par l’extérieur du domaine de
résistance. Il serait intéressant de pouvoir comparer les résultats obtenus à une approche
statique. Une telle comparaison conduirait cependant à des temps de calcul très élevés, ce
qui explique pourquoi seules les approches cinématiques ont été ici comparées.

∗ ∗
∗
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