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Introduction

Mon sujet de thèse s’inscrit dans le domaine des atomes froids. Un gaz d’atomes froids
est un système composé de quelques dizaines à quelques millions d’atomes de très basse tem-
pérature telle que les propriétés quantiques y soient exacerbées. L’intérêt de l’étude des gaz
d’atomes ultra-froids réside dans le fait qu’ils constituent des plateformes idéales pour mieux
comprendre la physique quantique à N corps [1]. Ces systèmes sont utilisés par exemple pour
la métrologie [2] ou encore dans le cadre de développement de processeurs quantiques digi-
taux [3]. Un autre enjeu majeur concerne l’utilisation de ses systèmes comme des plateformes
de simulations quantiques à N corps [4]. La complexité de ces systèmes étant exponentielle
avec le nombre de particules N , la résolution numérique de tels systèmes par des ordinateurs
classiques devient rapidement irréaliste. Ainsi, l’utilisation de plateformes expérimentales de
réalisation de systèmes à N corps permet de sonder la physique qui n’est pas encore acces-
sible théoriquement et numériquement. Les systèmes unidimensionnels sont particulièrement
intéressants comme plateforme de simulation quantique puisqu’il existe de nombreux modèles
théoriques et numériques permettant de caractériser ces systèmes et de tester ces plateformes.
L’étude de ces systèmes à dimension réduite permet aussi une meilleure compréhension de la
physique de matériaux tels que les fils quantiques supraconducteurs [5], les chaînes de spins
magnétiques ou encore les réseaux 1D de jonctions Josephson.

Ainsi, en contrôlant la géométrie du potentiel de piégeage, il est possible expérimentale-
ment de geler les degrés de libertés afin d’étudier des systèmes à dimension réduite et notam-
ment des systèmes unidimensionnels (1D) : les atomes ne peuvent alors se déplacer que selon
la direction longitudinale. Cela inclut des gaz de bosons [6, 7, 8, 9, 10], des gaz de fermions
[11, 12, 13] ou même des mélanges de composants [14]. Pour réaliser de tels systèmes expéri-
mentalement, les atomes sont placés dans des pièges très confinant transversalement, que ce
soit des pièges magnétiques produits par micro structures [15] ou bien des réseaux optiques de
tubes 1D [7]. Dans l’expérience de puce atomique du Laboratoire Charles Fabry, des atomes
de Rubidium 87Rb sont piégés dans un potentiel magnétique produit par des fils traversés par
des courants et déposés sur une puce atomique.
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INTRODUCTION

La contrainte de dimensionnalité apporte à ces systèmes des propriétés uniques. Par
exemple, les fluctuations à température nulle sont exacerbées en dimension réduite et dé-
truisent l’ordre à longue portée : la présence de condensation de Bose-Einstein n’a pas lieu
pour des gaz de Bosons en 1D ou 2D [16, 17].

Une autre propriété tout à fait remarquable est que certains systèmes 1D sont dits in-
tégrables. En mécanique classique, un système à N degrés de libertés est intégrable si ce
dernier présente N quantités conservées, soit N intégrales premières du mouvement. Le sys-
tème explore alors une région limitée dans l’espace des phases, contrairement aux systèmes
non intégrables (ergodiques). La notion d’intégrabilité pour des systèmes quantiques est plus
difficile à appréhender et reste sujet à débat : elle fait entre autre intervenir la notion de
charges locales conservées [18]. Pour un système intégrable, la notion de relaxation est aussi
très particulière : contrairement aux systèmes ergodiques, le système ne relaxe pas vers un
état thermique, c’est-à-dire un état décrit par un ensemble de Gibbs.

Mon sujet de thèse se concentre sur l’étude de gaz 1D à un composant bosonique avec
interactions de contact répulsives, un système quantique intégrable [19, 20] étudié pour la
première fois en 1960 par Lieb et Liniger [21, 22] et décrit par l’Hamiltonien qui porte désor-
mais leurs noms. Ici, la notion d’intégrabilité est au cœur de la compréhension de ce système.
Du fait de son caractère intégrable, les états propres du modèle de Lieb Liniger peuvent être
obtenus analytiquement et prennent la forme de l’ansatz de Bethe. Les états propres sont
indicés par des quantités appelées rapidités, pouvant être considérées comme les vitesses de
quasi-particules à durée de vue infinie. À la limite thermodynamique émerge la notion de
distribution de rapidités, une fonction alors conservée au cours de la dynamique et qui carac-
térise l’état relaxé du système. Contrairement à un système ergodique dont l’état relaxé est
thermique, c’est-à-dire caractérisé par quelques grandeurs macroscopiques (nombre d’atomes
N , impulsion totale P et énergie totale E), l’état relaxé de ce système intégrable est plus
complexe car caractérisé par une fonction, la distribution de rapidités.

La notion de distribution de rapidités étant centrale pour la caractérisation des gaz de
bosons 1D, nous avons sondé expérimentalement cette distribution au cours de ma thèse. Plus
précisément, nous avons mesuré la distribution de rapidités spatialement résolue définie pour
des systèmes inhomogènes présentant des variations spatiales à grandes longueurs d’onde.
Nous avons aussi voulu caractériser les dynamiques hors équilibres de nos systèmes. Pour
cela, nous avons utilisé la théorie Hydrodynamique Généralisée (GHD), une théorie émergente
ayant pour objectif d’appréhender la dynamique des systèmes quantiques intégrables par une
approche hydrodynamique [23], utilisant la notion de distribution de rapidité spatialement
résolue.

——————————————————————————————————————

Ce mémoire présente les différents résultats obtenus au cours de ma thèse sur la carac-
térisation de gaz de Bose 1D à l’équilibre et hors-équilibre, au travers de la mesure de la
distribution de rapidités spatialement résolue. Il se divise en 9 Chapitres, regroupés en 3
Parties différentes :
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— Une première partie introduit les différents éléments théoriques. Elle est elle-même dé-
composée en trois chapitres. Le Chapitre 1 présente la physique des gaz de Bose 1D
où le modèle de Lieb-Liniger et la notion de distribution de rapidités sont introduits.
Le Chapitre 2 se concentre sur la théorie Hydrodynamique Généralisée, une nouvelle
approche hydrodynamique dont l’objectif est de caractériser les dynamiques hors équi-
libres de systèmes intégrables. Enfin, le Chapitre 3 présente deux projets théoriques
auxquels j’ai contribué. Le premier projet a consisté à caractériser l’état relaxé d’un
système présentant initialement des excitations phononiques [24]. Le second projet fait
le lien entre les rapidités et d’autres quantités conservées qui peuvent être construites
dans la limite champ classique [25].

— La deuxième partie présente l’expérience de puce atomique du Laboratoire Charles
Fabry. Pour cela le Chapitre 4 présente l’expérience et les différentes étapes per-
mettant de produire des gaz de Bosons 1D. Le Chapitre 5 détaille les techniques
expérimentales pour analyser et caractériser les gaz de Bosons 1D produits : les proto-
coles d’imagerie ainsi que les mesures de température y sont présentées. Le Chapitre
6 présente l’implémentation et la caractérisation d’un outil de sélection spatial, utilisé
pour sonder localement la distribution de rapidités et pour produire des situations hors
équilibres.

— La dernière partie détaille les différents résultats expérimentaux au cours de ma thèse.
Le Chapitre 7 présente la caractérisation d’expansions longitudinales de gaz de Bose
1D grâce aux mesures de l’évolution des profils de densité et des fluctuations de phase.
Le Chapitre 8 présente les résultats liés à la mesure de la distribution de rapidités
[26]. Ces mesures ont été réalisées sur des gaz à l’équilibre et hors-équilibre. Enfin, le
Chapitre 9 détaille les résultats obtenus en réalisant un protocole de partitionnement,
c’est-à-dire en étudiant la déformation de bord entre deux régions voisines de densité
initialement homogènes et différentes. Cette caractérisation s’est notamment fait au
travers de la mesure de distribution de rapidités spatialement résolue.

——————————————————————————————————————

– 5 –



INTRODUCTION

– 6 –



Première partie

Théorie

7





Chapitre 1

Éléments théoriques

Sommaire
1.1 Gaz de bosons unidimensionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.1 Hamiltonien de Lieb-Liniger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.2 États propres du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.3 Limite thermodynamique et distribution de rapidités . . . . . . . . . 15

1.2 Régime asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.2.1 Gaz de Bose idéal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.2.2 Gaz de Fermi idéal ou régime de Tonks-Girardeau . . . . . . . . . . 25

1.2.3 Régime de quasi-condensat de Bose-Einstein . . . . . . . . . . . . . 25

1.3 Théorie linéarisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.3.1 Équation de Gross-Pitaevskii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.3.2 Transformation de Bogoliubov pour un système homogène . . . . . . 27

1.3.3 Fluctuations de densité et de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Ce chapitre introduit les différents outils théoriques qui seront utilisés dans le reste de ce
manuscrit. Afin de décrire la physique de gaz de bosons unidimensionnels, une première partie
présente l’Hamiltonien de Lieb Liniger (LL) ainsi que la forme exacte des états propres. La no-
tion de distribution de rapidités, quantité accessible expérimentalement, émerge alors comme
fonction permettant de décrire l’état relaxé du système à la limite thermodynamique. Les pro-
priétés des gaz de bosons sont exposées : différents régimes des gaz de Bose unidimensionnels
sont introduits avec leurs propriétés particulières et les fonctions de corrélations associées.
Une part plus importante est dédiée au traitement du régime appelé quasi-condensat de Bose
Einstein (qBEC) qui est le régime sondé par l’expérience de puce atomique du Laboratoire
Charles Fabry (LCF). Pour cela, la théorie linéarisée de Bogoliubov est introduite.
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CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS THÉORIQUES

1.1 Gaz de bosons unidimensionnels

Dans cette première partie, les systèmes étudiés sont considérés homogènes. Comme on
le verra dans la suite, l’étude d’un système inhomogène variant sur des échelles de longueurs
grandes peut se ramener à l’étude d’un système homogène via l’Approximation de Densité
Locale (LDA).

1.1.1 Hamiltonien de Lieb-Liniger

Le système considéré est un ensemble de N bosons avec des interactions de contact ré-
pulsives placés dans une boîte unidimensionnelle (1D) de taille L aux conditions aux limites
périodiques. Ce système est décrit par l’Hamiltonien de Lieb Liniger (LL),

ĤLL =
N∑
i=1

− ℏ2

2m

∂2

∂x2i
+ g

∑
j>i

δ (xi − xj)

 , (1.1)

qui se réécrit en seconde quantification

ĤLL = − ℏ2

2m

∫ L

0
dxψ̂†(x)

∂2

∂x2
ψ̂(x) +

g

2

∫ L

0
dxψ̂†(x)ψ̂†(x)ψ̂(x)ψ̂(x) (1.2)

avec ψ̂ et ψ̂† les opérateurs champs annihilation et création vérifiant les relations de commu-
tations bosoniques [ψ̂(x), ψ̂†(x′)] = δ(x− x′) et [ψ̂(x), ψ̂(x′)] = [ψ̂†(x), ψ̂†(x′)] = 0. Ici, m est
la masse des particules et g > 0 le paramètre de répulsion 1D. Dans le cas où le confinement
transverse est un potentiel harmonique de pulsation ω⊥ = ωy = ωz, le paramètre d’interac-
tion se réécrit en fonction de la longueur de diffusion 3D a tel que g ≃ 2aℏω⊥ [27]. Lorsque
le paramètre d’interaction est tel que g → ∞, le gaz décrit est dans le régime appelé régime
de Tonks-Girardeau ou gaz de bosons à cœur dur : on peut alors montrer que le système est
similaire pour certaines observables à celui d’un gaz de fermions sans spin et sans interactions
[28, 29].

Comme d’autres systèmes 1D, le modèle de LL est très particulier puisqu’il est intégrable.
La fonction d’onde des états propres prend une forme analytique obtenue pour la première
fois par Lieb et Liniger en 1963 [21, 22]. La suite de cette partie développe la forme de ces
solutions tout en faisant émerger la notion de rapidités et de distribution de rapidités à la
limite thermodynamique.

1.1.2 États propres du système

1.1.2.1 Système à deux particules

L’étude du système restreint à 2 particules (de positions respectives x1 et x2) est instructive
pour comprendre la construction des états propres. En utilisant comme variables le centre de
masse X = (x1 + x2) /2, la distance relative entre les deux particules Y = x1 − x2 et en se
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1.1. GAZ DE BOSONS UNIDIMENSIONNELS

plaçant dans le référentiel de centre de masse, l’Hamiltonien de LL se réécrit

ĤLL = − ℏ2

2m̃

∂2

∂Y 2
+ gδ (Y ) (1.3)

avec m̃ = m/2 la masse réduite du système. La fonction d’onde propre φ̃ d’énergie propre
associée E > 0 est continue en Y = 0 et est solution de l’équation

− ℏ2

2m̃

∂2φ̃

∂Y 2
+ gδ(Y )φ̃ = Eφ̃. (1.4)

Le système étant composé de particules bosoniques, on cherche une solution symétrique que
l’on écrit sous la forme

φ̃ (Y ) = sin

(
m̃

ℏ
θ|Y |+ Φ

2

)
, (1.5)

avec Φ une phase à déterminer. En réinjectant Eq.(1.5) dans Eq.(1.4), on obtient l’énergie
propre de l’état lié E = m̃θ2/2. La dérivée de la fonction d’onde n’est pas continue en Y = 0.
Le potentiel étant infini en Y = 0, la phase Φ est obtenue en intégrant l’Eq.(1.4) entre ±ϵ

− ℏ2

2m̃

∫ ϵ

−ϵ
dY

∂2φ̃

∂Y 2
+ g

∫ ϵ

−ϵ
dY δ(Y )φ̃ = E

∫ ϵ

−ϵ
dY φ̃ (1.6)

et en faisant tendre ϵ vers 0,

φ̃′ (0+)− φ̃′ (0−) = m̃g

ℏ2
φ̃(0). (1.7)

En utilisant la forme de la fonction d’onde donnée par l’Eq.(1.5), la phase s’écrit

tan

(
Φ

2

)
=

ℏ
g
θ. (1.8)

Considérons quelques cas particuliers. Si le terme de répulsion est très grand g → ∞, on
a alors Φ → 0 et φ̃(0) = 0. Cette situation représentée sur la Fig.1.1(a), à ceci près que
la fonction d’onde est symétrique, est similaire à un système présentant un comportement
fermionique où deux particules ne peuvent pas être localisées en une même position (principe
d’exclusion de Pauli). On retrouve le comportement prédit par Girardeau pour un système à
N particules [29]. À l’inverse, lorsque g → 0, le terme de phase Φ → π/2 et la dérivée de la
fonction tend à être continue en Y = 0.

Maintenant, afin de généraliser aux cas à N particules, on se replace dans le référentiel
du laboratoire et on travaille avec les variables x1, x2. Dans ce référentiel, la condition de
raccordement de la fonction d’onde en x1 = x2 s’écrit pour la fonction d’onde à deux particules
φ(x1 < x2) = ⟨0|ψ̂(x1)ψ̂(x2)|φ⟩

lim
x2→x+

1 ,x1<x2

[
∂φ(x1, x2)

∂x2
− ∂φ(x1, x2)

∂x1
− m

ℏ2
gφ(x1, x2)

]
= 0. (1.9)

La fonction d’onde étant symétrique, l’équation de raccordement Eq.(1.9) est aussi correcte
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CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS THÉORIQUES

Figure 1.1 – (a) Les profils colorés correspondent à la fonction d’onde à deux particules φ̃
dans le référentiel du centre de masse pour différentes valeurs de Φ. Pour Φ = 0, la fonction
d’onde est similaire à celle attendue pour un système de deux fermions sans interaction et sans
spin à l’asymétrie près (courbe grise pointillée) − (b) Diagramme adapté de [23] schématisant
le processus de diffusion de deux particules bosoniques avec interaction de contact répulsive
en une dimension, ainsi que le décalage en position ±∆ associé.

en permutant x1 et x2, ce qui permet d’obtenir la condition de rattachement pour φ(x2 < x1).
Finalement, la fonction d’onde s’écrit

φ{θ1,θ2}(x1 < x2) = A12e
imℏ (x1θ1+x2θ2) +A21e

imℏ (x1θ2+x2θ1), (1.10)

d’énergie propre E = m
(
θ21 + θ22

)
/2 et d’impulsion totale P = m (θ1 + θ2). La fonction d’onde

pour x1 > x2 s’obtient en permutant x1 avec x2 dans Eq.(1.10). Les termes exponentiels
ei

m
ℏ (x1θ1+x2θ2) et ei

m
ℏ (x1θ2+x2θ1) correspondent aux paires de particules entrantes et sortantes

d’un processus de diffusion à deux corps [23]. Le rapport de leur amplitude respective est
directement relié au terme de phase donné par Eq.(1.8)

eiΦ(θ2−θ1) = −A21

A12
=
θ1 − θ2 − igℏ
θ2 − θ1 − igℏ

⇒ Φ(θ) = 2arctan

(
ℏθ
g

)
. (1.11)

Une quantité importante à introduire pour la suite est la dérivée de la phase Φ, appelée
par la suite décalage collisionnel

∆(θ) =
ℏ
m

dΦ

dθ
=

2c

c2 +
(
m
ℏ θ
)2 , c = mg

ℏ2
. (1.12)

Cette quantité est reliée au processus de collision de paquets d’ondes. En effet, revenons au
problème à deux particules dans le référentiel du centre de masse. Les deux particules sont à
une position Y l’une de l’autre. On construit un paquet d’onde à partir de l’état stationnaire
tel que

φ (Y, t) =
m̃

ℏ

∫
dθC(θ) sin

(
m̃

ℏ
θ|Y |+Φ(θ)

)
e−i m̃

2ℏ θ
2t (1.13)

avec C(θ) piqué en θ0. En utilisant l’approximation de la phase stationnaire, la position
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relative des particules est donnée par

|Y |+ ℏ
m̃

dΦ

dθ

∣∣∣∣
θ0︸ ︷︷ ︸

∆(θ0)

±θ0t = 0 (1.14)

L’Eq.(1.14) décrit le processus de collision où, par rapport la collision n’a pas d’effet, la
position des particules change instantanément de position ∆Y = −∆(θ0), comme représenté
sur la Fig.1.1(b).

1.1.2.2 Système à N particules

Pour le système à 2 particules, les états propres sont indicés par deux quantités homogènes
à des vitesses θ1/2, |φ⟩ = |θ1, θ2⟩. Ces solutions peuvent être généralisées pour un système à N
particules où les états propres de l’Hamiltonien de LL sont indicés par N quantités {θi}i∈[1,N ]

appelées rapidités |φ⟩ = |θ1, ..., θN ⟩. La fonction d’onde à N corps associée, dans la région où
x1 < ... < xN s’écrit sous la forme de l’Ansatz de Bethe

φ{θi} (x1 < ... < xN ) = ⟨0|ψ̂(x1)...ψ̂(xN )|θ1, ..., θN ⟩ =
∑
σ

Aσe
imℏ

∑N
j=1 xjθσ(j) (1.15)

en sommant sur les N ! permutations σ et avec Aσ les amplitudes reliées au processus de
diffusion à N corps [21, 20, 19]. En considérant les permutations σ et σj égale à σ à une
transposition près (c’est-à-dire σj(j) = σ(j + 1), σj(j + 1) = σ(j) et σj(i) = σ(i) pour
i ̸= j, j + 1), on a

Aσj

Aσ
= −eiΦ(θσ(j)−θσ(j+1)), (1.16)

avec la phase Φ(θ) donnée par Eq.(1.8). Ainsi, comme toute permutation peut se décomposer
en produit de transposition, les processus de diffusion à N corps se décomposent en un produit
de processus de diffusion deux corps : cette propriété est intrinsèquement reliée à l’intégrabilité
du système [30]. La fonction d’onde se réécrit

φ{θi} (x1 < ... < xN ) = B(N)
{θi}

∑
σ

(−1)σ

 ∏
1≤a<b≤N

ei
1
2
Φ(θσ(b)−θσ(a))

 eimℏ ∑N
j=1 xjθσ(j) (1.17)

avec (−1)σ la signature de la permutation σ et B(N)
{θi} le coefficient de normalisation [30, 31].

Dans les autres régions, la fonction d’onde s’obtient en permutant xi avec xj . L’énergie et
l’impulsion associées s’écrivent

E =
1

2
m

N∑
i=1

θ2i , P = m

N∑
i=1

θi. (1.18)
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CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS THÉORIQUES

L’Eq.(1.17)peut se réécrire [31]

φ{θi} (x1 < ... < xN ) = C(N)
{θi}

∑
σ

(−1)σ
∏

1≤a<b≤N

[
θσ(b) − θσ(a) − i

g

ℏ

]
︸ ︷︷ ︸

(1)

ei
m
ℏ
∑N

j=1 xjθσ(j) . (1.19)

Dans le cas particulier où g → ∞, le terme (1) de l’Eq.(1.19) devient constant, la fonction
d’onde est alors proportionnelle à un déterminant de Slater. Autrement dit, elle est similaire
à la fonction d’onde d’un gaz de fermions libres sans spin (à un facteur de symétrisation près
A =

∏
a<b sgn(xb − xa))[29].

De même, l’Eq.(1.17) peut aussi se réécrire

φ{θi} (x1 < ... < xN ) = D(N)
{θi}

∑
σ

∏
1≤a<b≤N

[
1 +

igℏ
θσ(a) − θσ(b)

]
︸ ︷︷ ︸

(1)

ei
m
ℏ
∑N

j=1 xjθσ(j) . (1.20)

Dans le cas particulier où g → 0, le système est alors similaire à un gaz de bosons sans
interaction.

Puisqu’elles indicent les états propres de l’hamiltonien, les rapidités peuvent être vues
comme étant les vitesses de quasi-particules à durée de vie infinie. Elles ne correspondent en
aucun cas aux vitesses des vraies particules du système.

La condition aux limites étant périodique, la fonction d’onde vérifie l’égalité

φ{θi}(x1, ..., xN−1, L) = φ{θi}(0, x1, ..., xN−1), (1.21)

ce qui permet d’obtenir les équations de Bethe

2π

L
Ii =

m

ℏ
θi +

m

ℏ

N∑
j ̸=i

2

L
arctan

(
ℏ
θj − θi
g

)
=
m

ℏ
θi +

m

ℏ

N∑
j ̸=i

1

L
Φ(θj − θi). (1.22)

Ii est entier (resp. demi-entier) si N est impair (resp. pair). On peut ainsi faire le lien entre
les rapidités {θi} et les nombres entiers ou demi-entiers associés à un système de N fermions
sans interactions, sans spin et de vecteur d’onde Ki = Ii2π/L. Dans la suite, les {Ii} seront
appelés nombres fermioniques.

Cas particuliers :

— Dans l’état fondamental, la distribution des fermions est une mer de Fermi (voir
Fig.1.2(a))

Ii =

{
−N − 1

2
, ...,

N − 1

2

}
, (1.23)

— Dans le régime de fortes interactions, c’est-à-dire g → ∞, le lien entre les rapidités et
les nombres fermioniques est plus simple puisque Ki = Ii2π/L = θim/ℏ. Dans ce cas,
l’énergie du système peut s’écrire E = 1/(2m)

∑
i θ

2
i = ℏ2/(2m)

∑
iK

2
i . En dehors du

régime de forte interaction, cette égalité est fausse.
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1.1. GAZ DE BOSONS UNIDIMENSIONNELS

1.1.2.3 Excitations élémentaires

À partir de l’état fondamental décrit ci-dessus, les excitations élémentaires ont été étudiées
par Lieb [22]. Ces dernières sont divisées en deux espèces :

— Les excitations de Type 1 qui correspondent à prendre un fermion associé à un nombre
fermionique du bord de la mer de Fermi de vecteur d’onde KNL/(2π) = IN = (N −
1)/2 et lui associer un vecteur d’onde K ′ > K, c’est-à-dire un nombre I > IN , voir
Fig.1.2(b). Pour de petits K la relation de dispersion attendue est linéaire. Dans le
cas d’interaction faible, c’est-à-dire g → 0, la relation de dispersion associée à ces
excitations correspond à celle obtenue avec la théorie de Bogoliubov, voir Fig.1.2(c).
Cette théorie est introduite plus en détail à la Section 1.3.2.

— Les excitations de Type 2 qui correspondent à des excitations de type particule-trou :
il s’agit prendre une quasi-particule associée à un vecteur d’onde KiL/(2π) = Ii et
de lui associer un vecteur d’onde KL/2π = (N − 1)/2, c’est-à-dire un nombre IN+1.
La relation de dispersion associée présente elle aussi un comportement phononique
pour des petits vecteurs d’onde. Dans le cas d’un système à interaction faible (g → 0)
la relation de dispersion obtenue correspond à un comportement de solitons sombres
[32, 33].

De façon générale, un état excité est produit à partir d’une combinaison de différentes
excitations élémentaires exposées ci-dessus. Une fois les nombres fermioniques du système
{Ii} connus, les rapidités peuvent êtres retrouvées grâce aux équations de Bethe Eq.(1.22).

1.1.3 Limite thermodynamique et distribution de rapidités

1.1.3.1 Distribution de rapidités et facteur d’occupation

À la limite thermodynamique, le nombre de particules N → ∞, la taille du système
L→ ∞ et la densité associée n = N/L reste fixée et finie. Un état propre est alors caractérisé
par un nombre infini de rapidités |{θi}i∈N ⟩N∈N. On peut introduire la grandeur Π(θ) telle que

Π(θ) = lim
N→∞

N∑
i=1

δ (θ − θi) . (1.24)

Autrement dit, Π(θ) δθ est le nombre de rapidités présent dans l’intervalle [θ, θ + δθ]. On a
alors

N =

∫
dθΠ(θ), P = m

∫
dθθΠ(θ) et E =

1

2
m

∫
dθθ2Π(θ). (1.25)

La quantité intensive associée ρ est appelée distribution de rapidités

ρ(θ) =
Π(θ)

L
. (1.26)

La densité n est le moment d’ordre 0 de ρ, l’impulsion par unité de longueur le moment
d’ordre 1 et l’énergie par unité de longueur le moment d’ordre 2. De par sa construction,
la distribution de rapidités est conservée quelque soit la dynamique du système. Dans cette
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CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS THÉORIQUES

Figure 1.2 – (a) Distribution des nombres fermioniques attendue à l’état fondamental pour
N particules. Cette distribution est similaire à celle d’une mer de Fermi − (b) Déformation de
la mer de Fermi en présence d’une excitation élémentaire de Type 1 − (c) Déformation de la
mer de Fermi en présence d’une excitation élémentaire de Type 2 − (d) Relations de dispersion
extraites de [22]. La courbe 1 correspond à la relation de dispersion reliée aux excitations de
Type 1 et est en accord avec celle obtenue dans le cadre de la théorie de Bogoliubov (courbe
2). La courbe 3 est la relation de dispersion reliée aux excitations de Type 2.

limite thermodynamique, les équations de Bethe se réécrivent

2π

L
I(θ) =

m

ℏ
θ +

∫
dθ′Φ(θ − θ′)ρ(θ′). (1.27)

Une quantité importante à introduire pour la suite est la grandeur ρs appelée densité
d’état et définie comme

ρs(θ) =
1

L

dI

dθ
=

1

2π

m

ℏ
+

1

2π

m

ℏ

∫
dθ′∆

(
θ − θ′

)
ρ(θ′) (1.28)

avec ∆(θ) le décalage collisionnel donné par Eq.(1.12). Cette quantité fait le lien entre le
nombre de rapidités dans l’intervalle [θ, θ + δθ] avec le nombre de fermions dans l’intervalle
[I(θ), I(θ) + δI(θ)], comme représenté sur la Fig.1.3. Autrement dit, ρs(θ) correspond au
nombre maximum de rapidités que l’on peut placer dans l’intervalle [θ, θ + δθ].

Comme ρ peut être vue comme une densité de quasi-particules, ρs = ρ + ρh avec ρh la
densité de trous.

Dans la suite, il sera plus pratique de décrire les propriétés thermodynamiques ou bien la
dynamique des systèmes grâce au facteur d’occupation ν[ρ], une fonctionnelle de la distribution
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1.1. GAZ DE BOSONS UNIDIMENSIONNELS

Figure 1.3 – L’ensemble des rapidités présentes dans l’intervalle [θ, θ + δθ] correspond à un
ensemble de nombres fermioniques placés dans l’intervalle [I, I + δI] d’après Eq.(1.27). La
densité d’états ρs est définie comme δI ≃ Lρs(θ)δθ.

de rapidités ρ définit comme

ν[ρ](θ) =
ρ(θ)

ρ(θ) + ρh(θ)
=

ρ(θ)

ρs(θ)
, (1.29)

le facteur d’occupation est ainsi une fonction comprise entre 0 et 1. Pour l’état fondamental,
ν(θ) = 1.

1.1.3.2 État fondamental

Pour l’état fondamental, ρh(θ) = 0. Le facteur d’occupation vaut ν(θ) = 1 si θ ∈ [−θ∗, θ∗]
et 0 sinon (avec θ∗ une fonction de la densité). Dans ce cas précis, la distribution de rapidités
peut être obtenue en utilisant les équations constitutives de Lieb [21]. Cette distribution ne
dépend que d’un paramètre sans dimension appelé paramètre de Lieb

γ =
mg

ℏ2n
, (1.30)

avec g le paramètre d’interaction 1D et n la densité du système. En fonction de ce paramètre,
deux régimes limites apparaissent :

— Le régime de Tonks-Girardeau, appelé régime de sphères dures ou encore régime de
fortes interactions. Il s’agit du système pour lequel γ → ∞, c’est-à-dire pour g → ∞ et
de façon non-intuitive pour une densité tendant à être nulle. Comme nous l’avons déjà
précisé dans la Section1.1.2.2, dans le régime de fortes interactions, la distribution de
rapidités ressemble à une mer de Fermi. Des exemples de tels profils sont représentés
sur la Fig.1.4(a).

— Lorsque le paramètre γ diminue, la distribution de rapidités se déforme. On obtient
dans le cas inverse le régime d’interaction faible, aussi appelé régime de quasi-condensat
de Bose Einstein (qBEC) où γ ≪ 1. Dans le cas limite γ → 0 la forme de la distribution
attendue est un demi-cercle de largeur ∆θ = 4

√
gn/m,

ρ(θ) =
n

πc

√
1−

(
θ

2c

)2

avec c =

√
gn

m
, la vitesse du son. (1.31)
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CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS THÉORIQUES

Pour des γ proches de 0 mais non nuls, la distribution de rapidités est proche d’un
demi-cercle, mais présente une discontinuité aux bords, comme on peut le voir sur le
profil bleu de la Fig.1.4(b). L’expérience de puce atomique du LCF sonde les propriétés
physiques des gaz de bosons dans ce régime. La plupart des résultats de cette thèse
ont été obtenus pour des γ ∼ 0.5.10−2.

Figure 1.4 – Quelques distributions de rapidités sont représentées pour différents paramètres
de Lieb γ et différentes températures T . Les profils obtenus à l’état fondamental sont tracés
en utilisant les équations constitutives de Lieb [21]. (a) Distribution de rapidités à l’état
fondamental dans le régime de Tonks-Girardeau. Pour des γ très grands, la distribution de
rapidités tend à être une mer de Fermi. Lorsque γ diminue, la mer de Fermi commence à se
déformer - (b) Distribution de rapidités dans le régime de faible interaction, γ ≪ 1. La fonction
attendue à l’état fondamental pour γ → 0 est le demi-cercle représenté en gris pointillé. La
distribution attendue à entropie nulle pour un γ petit mais non nul est tracé en bleu. On voit
l’apparition d’une discontinuité aux extrémités de la fonction. Finalement, la distribution
attendue au-delà de l’état fondamental est représentée en jaune, remarquable par l’apparition
d’ailes aux extrémités de la distribution.

1.1.3.3 Thermodynamique Yang-Yang

En toute généralité, le gaz de LL étant intégrable, il n’est pas nécessairement décrit par
un état à l’équilibre thermique. Dans la suite, la Section2.1.2 présente une façon générale de
décrire l’état relaxé de tels systèmes. Néanmoins, il se trouve que beaucoup de nos résultats
sont en partie expliqués par un système décrit par un ensemble de Gibbs 1.

Le papier de Yang-Yang (1969) [34] répond à la problématique suivante : comment calcu-
ler la distribution de rapidités pour un ensemble thermique à température non nulle ? Pour
répondre à cette question, il est essentiel de calculer l’entropie du système appelée dans la
suite entropie de Yang Yang et notée SY Y . Pour calculer cette entropie, il faut comprendre
qu’au-delà de l’état fondamental, différents micro-états |{θi}i∈[1,N ]⟩N∈N peuvent correspondre
à une même distribution de rapidités ρ(θ) : on parle alors de macro-états. En ce sens, l’entropie
de Yang Yang peut se construire à partir des deux quantités suivantes :

1. Par exemple, la présence d’états excités transverses peuplés, l’utilisation d’un potentiel longitudinal pour
piéger les atomes peuvent entraîner une brisure de l’intégrabilité du système.
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1.1. GAZ DE BOSONS UNIDIMENSIONNELS

— Lρ(θ)δθ : le nombre de rapidités dans l’intervalle [θ, θ + δθ],
— L (ρs(θ)− ρ(θ)) δθ = Lρh(θ)δθ : le nombre de trous dans l’intervalle [θ, θ + δθ].

Ainsi, il existe un nombre Ω de configurations qui correspond au nombre de possibilités de
placer Lρ(θ)δθ rapidités dans l’intervalle [θ, θ + δθ] :

Ω(θ) =
[Lρ(θ)δθ]!

[Lρs(θ)δθ]! [L (ρs(θ)− ρ(θ)) δθ]!
. (1.32)

Le nombre total de micro-états correspondant à un même macro-état ρ(θ) est alors le produit
de Ω obtenu pour toutes les cellules [θ, θ + δθ]. L’entropie de Yang Yang est égale à SY Y =

ℏ/m
∫
kB/L lnΩdθ. En utilisant log(n!) =n≫1 n log(n) + n+ o(n), on obtient

SY Y [ρ] = kB
ℏ
m

∫ ∞

−∞
(ρs log(ρs)− ρ log(ρ)− (ρs − ρ) log (ρs − ρ)) dθ. (1.33)

En faisant l’hypothèse que le système est bien décrit par un ensemble thermique, l’entropie
de Yang Yang peut alors être maximisée à énergie E et nombre d’atomes N fixés. Pour cela,
on introduit les paramètres de Lagrange 1/T et µ/T : on maximise la fonction

kBSYY[ρ]−
[
E

T
− µ

T
N

]
. (1.34)

par rapport à ρ avec SYY[ρ] l’entropie de Yang-Yang. Le nombre d’atomes N et l’énergie E
correspondant respectivement aux moments d’ordre 0 et 2 de la distribution de rapidités, on
introduit la fonction fYY(θ) =

L
T

(
mθ2

2 − µ
)
. La condition de maximisation de l’Eq.(1.34) se

réécrit
∂

∂ρ

[
kBSYY[ρ]−

∫
dθρ(θ)fYY(θ)

]
= 0, (1.35)

puisque ∫
fYY(θ)ρ(θ)dθ =

L

T

∫
ρ(θ)

mθ2

2
dθ − µ

L

T

∫
ρ(θ)dθ =

E

T
− µ

T
N, (1.36)

À partir de cette maximisation on obtient

fYY(θ) = kBln

(
1− ν

ν

)
− ℏ
m

∫ ∞

−∞

dθ′

2π
∆(θ′ − θ)ln (1− ν) . (1.37)

On introduit la fonction e(θ) définie comme

ρh
ρ

= eβe(θ), β =
1

kBT
⇒ ν(θ) =

1

1 + eβe(θ)
. (1.38)

En injectant Eq.(1.38) dans Eq.(1.37), on obtient

e(θ) =
1

2
mθ2 − µ− 1

β

∫ ∞

−∞

dθ′

2π
∆(θ′ − θ)ln

(
1 + e−βe(θ′)

)
(1.39)

L’Eq.(1.39) peut être résolue de façon itérative. Le facteur d’occupation ν(θ) peut être obtenu
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en utilisant Eq.(1.38). Enfin, la distribution de rapidité ρ(θ) peut être reconstruite en utilisant
Eq.(1.28). Un exemple de telle fonction est représentée en jaune sur la Fig.1.4(b). Dans le
régime proche du qBEC et à température non nulle, les discontinuités de la dérivée de la
distribution de rapidités observées dans l’état fondamental disparaissent au détriment de
l’apparition d’ailes. On peut aussi reconstruire les quantités caractéristiques du système telles
que la densité n =

∫
dθρ(θ) ou bien la pression [34]

P = −TkB
m

ℏ

∫
dθ

2π
ln
(
1− ν[ρ]

)
. (1.40)

Cette maximisation permet de reconstruire des distributions de rapidités dites thermiques,
avec pour seules contraintes le nombre d’atomes et l’énergie totale qui sont des quantités lo-
cales conservées. Comme cela va être introduit dans le Chapitre 2, le système étant intégrable,
ce dernier présente en toute généralité une infinité de quantités conservées. Par exemple, les
moments de la distribution de rapidités

∫
dθθiρ(θ) avec i ∈ [1, N ]N∈N sont des quantités

conservées. Ainsi, une façon permettant de construire des distributions de rapidités non ther-
miques est de remplacer la fonction fYY par une fonction avec plus de degrés de liberté
f = a0+a1θ+a2θ

2+a3θ
3+a4θ

4+ ... afin de maximiser l’entropie de Yang-Yang avec comme
quantités conservées l’ensemble des moments de la distribution de rapidités. Le système est
ici paramétré par la fonction f(θ). De façon similaire, la distribution de rapidité ρ(θ) permet
de paramétrer le système.

1.1.3.4 Accès expérimental à la distribution de rapidités

Une particularité essentielle à avoir en tête pour la suite est qu’il est possible d’avoir accès
expérimentalement à la distribution de rapidités. En effet, la distribution de rapidités est
homothétique au profil de densité asymptotique d’un gaz après une expansion longitudinale
[35, 36, 37].

Considérons un système de N bosons avec des interactions de contact répulsives placés
dans une boîte de taille L. Soit un état quantique |ψ⟩ du système. On se restreint au secteur
où x1 < ... < xN . Cet état quantique peut se décomposer sur la base des états propres de
ĤLL. La fonction d’onde associée à cet état s’écrit alors

ψ (x1 < ... < xN , t = 0) =
1√
N !

∫
dθ1...dθNf (θ1, ..., θN )φ{θi} (x1 < ... < xN ) (1.41)

avec
∫
dθ1...dθN |f (θ1, ..., θN ) |2 = 1. Le coefficient |f (θ1, ..., θN ) |2 correspond à la probabilité

de décrire le système à N particules par les N rapidités θ1, ...θN . La distribution ρ s’obtient
à partir de la fonction f ,

ρ (θ) =
N

L

∫
dθ2...dθN |f (θ, θ2, ..., θN ) |2. (1.42)
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En réinjectant la forme de φ{θi} donnée par l’Eq.(1.17),

ψ (x1 < ... < xN , t = 0) =
1√
N !

∫
dθ1...dθNf (θ1, ..., θN )B(N)

{θi}

∑
σ

Aσe
imℏ

∑
j xjθσ(j) . (1.43)

avec
Aσ = (−1)σei

∑
a<b

1
2
Φ(θσ(b)−θσ(a)) (1.44)

où Φ est le terme de diffusion à deux corps défini par l’Eq.(1.11). Pour un nombre de particule
N fixé mais avec L→ ∞, le coefficient B(N)

{θi} →L→∞ B(N)
∞ =

√
N !/(2π)N ne dépend plus que

du nombre de particules.

Étudier l’expansion longitudinale de cet état revient à regarder la dynamique de ce système
obtenue grâce à l’Hamiltonien de LL. Après un temps d’expansion t,

ψ (x1 < ... < xN , t) =
1

√
2π

N

∑
σ

∫
dθ1...dθN f (θ1, ..., θN )Aσ︸ ︷︷ ︸

(1)

e
imℏ

∑
j xjθσ(j)− 1

2
θ2
σ(j)

t︸ ︷︷ ︸
(2)

. (1.45)

On pose dans la suite Θ = m
ℏ

[
xjθσ(j) − 1

2θ
2
σ(j)t

]
. Pour des temps d’expansion suffisamment

longs, le terme de phase (2) oscille très vite par rapport aux autres termes de l’intégrale.
On peut alors faire une approximation de phase stationnaire en supposant que la principale
contribution dans l’intégrale de l’Eq.(1.45) est l’intégrande calculée pour la rapidité θ∗σ(j) =
xj/t telle que dΘ/dθσ(j)(θ

∗
σ(j)) = 0 [35]. Comme x1 < ... < xN , alors θ∗σ(1) < ... < θ∗σ(N)

impliquant que la seule permutation à prendre en compte est l’identité σ ≡ I. Dans chaque
secteur (en permutant xi ↔ xj), une seule permutation sera à prendre en compte du fait de
l’approximation de la phase stationnaire : la somme peut alors être réduite à chaque fois à
un seul terme. Ici, en supposant que le terme (1) varie lentement pour des valeurs proches de
θ∗j = xj/t, il est alors considéré constant avec pour valeur celle obtenue avec θ∗j et est sorti de
l’intégrale. Finalement, la fonction d’onde s’écrit pour des temps d’expansion très grands

ψ (x1 < ... < xN , t→ ∞) ∝ f (x1/t, ..., xN/t) e
i
∑

a<b
1
2
Φ(xb/t−xa/t)ei

m
2ℏt

∑
j x

2
j eiπN/4. (1.46)

Le profil de densité correspondant n(x, t→ ∞) = N
∫
dx2...dxN |ψ (x < x2 < ... < xN , t→ ∞)|2

s’écrit alors
n(x, t→ ∞) =

mL

ℏt
ρ
(x
t

)
(1.47)

avec ρ la distribution de rapidités. Ainsi, le profil de densité après un temps d’expansion suffi-
samment long devient homothétique à la distribution de rapidités, ce qui rend cette quantité
accessible expérimentalement comme représenté sur la Fig.1.5.

La distribution des vitesses asymptotiques s’obtient à partir de la transformée de Fourier
de l’Eq.(1.46),

ψ̃(v1 < ... < vN , t→ ∞) ∝ f (v1, ..., vN ) ei
∑

a<b Φ(vb−va). (1.48)

La distribution des vitesses n(v) = N
∫
dv2...dvN |ψ̃|2 correspond directement à la distribution
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Figure 1.5 – Schéma représentant un protocole de mesure expérimentale de la distribution
de rapidités. Un gaz de bosons de N particules et initialement de taille L réalise une expan-
sion longitudinale. Le profil de densité converge alors vers une fonction homothétique à la
distribution de rapidités.

de rapidités [36]
ñ(v) = ρ(v). (1.49)

La distribution de rapidités a déjà été obtenue expérimentalement par cette méthode, en
mesurant la distribution de vitesse après un long temps d’expansion longitudinal [38]. Le gaz
étudié se trouvait dans la limite du régime de Tonks-Girardeau, où les interactions sont très
fortes (γ = 4.2− 8.5). De telles mesures ont été réalisées pendant ma thèse avec ce protocole
pour des gaz placés dans le régime qBEC, voir les Chapitres 4 et 5 pour plus de détails.

En résumé

— Le système de N bosons avec interactions de contact répulsives placés dans une
boîte de taille L est un système tout à fait particulier, car intégrable. Les états
propres de l’Hamiltonien s’écrivent sous la forme de l’Ansatz de Bethe et sont
indicés par N quantités homogènes à des vitesses appelées rapidités.

— À la limite thermodynamique, la notion de distribution de rapidités peut être
définie. On sait calculer la distribution de rapidités dans l’état fondamental et
dans des états correspondant à des ensembles de Gibbs.

— La distribution de rapidité est une quantité conservée au cours de la dynamique.
— La distribution de rapidités est une quantité mesurable expérimentalement : il

s’agit de la distribution de vitesse après une expansion longitudinale et est homo-
thétique au profil de densité lorsque le gaz réalise une expansion longitudinale.

1.2 Régimes asymptotiques du gaz de Lieb-Liniger

Les gaz de bosons 1D présentent une très grande variété de régimes physiques. Par exemple,
à l’état fondamental, on a pu décrire un régime dans lequel les particules bosoniques ont
un comportement similaire à des fermions sans spins et sans interactions (régime de Tonks
Girardeau) et un régime d’interactions faibles qBEC. À l’équilibre thermodynamique, en plus
du paramètre de Lieb γ = mg/(ℏ2n), les propriétés du système dépendent de la température
T et du paramètre adimensionné associé

t =
kBT

Eg
(1.50)
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avec Eg l’énergie caractéristique déduite de l’Hamiltonien de LL,

Eg =
ℏ2

2mℓ2g
, ℓg =

ℏ2

mg
. (1.51)

Ces différents régimes, présentés sur la Fig.1.6 ont déjà été largement étudiés (voir par exemple
les revues [39, 23, 40]). Cette partie présente les principales propriétés de ces régimes. Il
est important de préciser que les transitions entre les différents régimes étudiées sont des
transitions molles et ne correspondent pas à des transitions de phase.

Ces régimes sont historiquement caractérisés par la fonction normalisée de corrélation à 2

corps qui est la probabilité normalisée de détecter une particule simultanément en x et en x′

[41]. Autrement dit, en considérant un système unidimensionnel homogène de densité n décrit
par l’opérateur champ bosonique ψ̂(x), la fonction de corrélation à deux corps s’écrit

g(2)(x, x′) =
⟨ψ̂†(x)ψ̂†(x′)ψ̂(x)ψ̂(x′)⟩
⟨ψ̂†(x)ψ̂(x)⟩⟨ψ̂†(x′)ψ̂(x′)⟩

. (1.52)

Le système étant ici supposé homogène, la fonction de corrélation est invariante par translation
et ne dépend que de |x− x′|. Elle peut donc se réécrire

g(2)(x) =
⟨ψ̂†(x)ψ̂†(0)ψ̂(x)ψ̂(0)⟩

n2
. (1.53)

En particulier, le paramètre g(2)(0) permet de différencier les différents régimes. Ce paramètre
a pu être mesuré expérimentalement pour un gaz de Bose 1D par une méthode de photo-
association [42]. La fonction g(2)(x) est directement reliée aux fluctuations de densité : la
corrélation moyenne entre la densité en un point x et un point 0 s’écrit

⟨n̂(x)n̂(0)⟩ = ⟨ψ̂†(x)ψ̂(x)ψ̂†(0)ψ̂(0)⟩. (1.54)

En utilisant la relation de commutation sur les opérateurs champs bosoniques et en introdui-
sant l’opérateur fluctuations de densité δn̂(x) = n̂(x) − ⟨n̂⟩, il est alors possible de relier les
fluctuations avec g(2),

⟨δn̂(x)δn̂(0)⟩ = nδ(x) + n2
(
g(2)(x)− 1

)
. (1.55)

Ce lien a été utilisé pour extraire expérimentalement la fonction de corrélation dans plusieurs
expériences [43, 44, 10].

1.2.1 Gaz de Bose idéal

À température suffisamment importante, c’est-à-dire γ3/2t ≫ 1 et t ≫ 1, les interactions
entre atomes deviennent négligeables et le gaz se comporte comme un gaz de Bose idéal avec
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Figure 1.6 – Les trois régimes principaux (gaz de Bose idéal, gaz de Tonks Girardeau et
qBEC) sont représentés par des zones de couleurs différentes en fonction des deux paramètres
adimensionnés γ et t. La courbe noire correspond à γ3/2t = 1 et délimite le régime de gaz
de Bose idéal à celui de qBEC. Il est important de noter qu’il ne s’agit pas de transition
de phase (interdite en 1D) mais d’un cross-over entre les régimes asymptotiques. La courbe
bleue correspond à γ2t = 1, la courbe orange à γt = 1. La zone grise délimite la gamme de
paramètres (γ, t) des gaz de bosons étudiés expérimentalement au pendant ma thèse. Figure
adaptée de [39].

la population des états d’énergie associés au mode k suivant la statistique de Bose-Einstein,

⟨nk⟩ =
1

e
β
(

ℏ2k2
2m

−µ
)
− 1

. (1.56)

L’équation d’état s’obtient en sommant sur la population de tous les modes afin d’obtenir la
densité

n(µ, T ) =
1

λdB
g1/2

(
e

µ
kBT

)
, gn(x) =

+∞∑
i=1

xi

in
, (1.57)

avec la longueur thermique de De Broglie λdB = ℏ
√
2π/(mkBT ). Ce régime correspond à la

zone rose de la Fig.1.6.

Dans ce régime, g(2)(0) ≃ 2, les particules ont tendance à se regrouper (bunching en
anglais) : une particule a deux fois plus de chance de se trouver à la position d’une autre
particule que d’en être éloignée. Cet effet a été observé expérimentalement en mesurant un
excès de fluctuations de densité lié à ce phénomène de regroupement [43]. Le gaz de Bose idéal
peut être divisé en deux sous régimes :

— γ2t≫ 1 : le gaz est dans le régime classique, il est alors bien décrit par une statistique
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de Maxwell-Boltzmann, la population ⟨nk⟩ ≪ 1 et vaut

⟨nk⟩ = e
−β

(
ℏ2k2
2m

−µ
)
⇒ n(µ, T ) =

1

λdB
e

(
µ

kBT

)
. (1.58)

— γ2t≪ 1 : les états d’énergie E ≪ kBT sont largement peuplés et leur population prend
la forme

⟨nk⟩ =
kBT

ℏ2k2
2m − µ

⇒ n(µ, T ) =
kBT

ℏ

√
m

2µ
. (1.59)

1.2.2 Gaz de Fermi idéal ou régime de Tonks-Girardeau

Dans la limite de fortes interactions, c’est-à-dire pour γ ≫ 1 et t ≪ 1, le gaz entre dans
le régime de Tonks-Girardeau [28, 29] : il s’agit de la zone grise de la Fig.1.6. Comme déjà
expliqué dans la Section1.1.3.2, le système a dans ce régime les mêmes propriétés thermody-
namiques pour certaines observables qu’un gaz de Fermi idéal : ce mapping conserve l’énergie.
Ainsi, l’équation d’état s’obtient en utilisant la statistique de Fermi-Dirac pour la population
des états d’énergies associés aux modes k,

⟨nk⟩ =
1

e
β
(

ℏ2k2
2m

−µ
)
+ 1

⇒ n(µ, T ) = − 1

λdB
g1/2

(
−e

µ
kBT

)
. (1.60)

Dans ce régime, g(2)(0) → 0 puisque les particules se comportent comment des sphères
dures et reproduisent le principe d’exclusion de Pauli (on parle d’antibunching en anglais).
Cette diminution de g(2)(0) pour un gaz en interaction forte a aussi été observée expérimen-
talement [42, 44].

1.2.3 Régime de quasi-condensat de Bose-Einstein

Lorsque γ3/2t ≪ 1 et γ ≪ 1 (correspondant à la zone bleue de la Fig.1.6), le système est
dans un régime dans lequel les interactions entre atomes ne sont plus négligeables. Le groupe-
ment bosonique est alors supprimé. Cependant, contrairement à un gaz 3D, les fluctuations
de phase restent présentes et empêchent un ordre à longue portée : c’est pourquoi on parle de
quasi-condensat de Bose Einstein (qBEC). À l’instar du gaz de Bose idéal, on peut distinguer
deux sous-régimes : à température assez élevée telles que γt≫ 1, les fluctuations de phase sont
d’ordre thermique. Ce n’est plus le cas pour des systèmes à faibles températures où γt≪ 1 :
dans ce cas, les fluctuations de phase quantiques deviennent dominantes.

Dans le régime qBEC, l’équation d’état ne dépend plus de la température,

n(µ) ≃ µ

g
(1.61)

et les interactions empêchant l’effet de regroupement lié au caractère bosonique des parti-
cules, la fonction de corrélation à deux corps en 0 vaut g(2)(0) ≃ 1 (il s’agit de la fonc-
tion de corrélation que l’on attendrait pour un condensat de Bose-Einstein en 3D). Cet effet
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d’interaction a été observé expérimentalement grâce aux mesures de fluctuations de densité
sous-Poissoniennes [10].

Expérimentalement, les systèmes étudiés dans les chapitres suivants ont pour paramètres
γ = 5.10−3 − 7.10−2 et t = 250− 1250. Comme on le voit sur la Fig.1.6, les gaz étudiés sont
situés au niveau du cross-over entre le gaz de Bose idéal dégénéré et le qBEC. Le centre des
nuages atomiques sont quant à eux bien décrits par le régime de qBEC. C’est pourquoi la
partie suivante se concentre plus spécifiquement sur le régime de qBEC.

1.3 Théorie linéarisée pour le régime de quasi-condensat

Dans le régime de qBEC, du fait de la quasi-suppression de fluctuations de densité, il
est possible de décrire le système avec le protocole de Bogoliubov. Certains résultats des
Chapitres3, 4 et 5 ont été obtenus en s’appuyant sur ce cadre théorique. Nous en exposons ici
les idées principales.

1.3.1 Équation de Gross-Pitaevskii

Dans l’ensemble grand canonique, l’hamiltonien d’un gaz de bosons en dimension d avec
interactions de contact répulsives en présence d’un potentiel V (r) s’écrit

Ĥ =

∫
ddrψ†(r)

(
− ℏ2

2m
∆r +

g

2
ψ̂†(r)ψ̂(r) + V (r)− µ

)
ψ̂(r) (1.62)

avec µ le potentiel chimique. En dimension d ≥ 3, le système peut atteindre un régime de
condensation bien décrit par un champ classique. Dans ce cas, l’opérateur champ peut être
réécrit ψ̂(r) = ψ0(r) − δψ̂(r) où ψ0 est un champ complexe décrivant la partie condensée
du système et δψ̂ un opérateur champ quantique décrivant les fluctuations thermiques et
quantiques du système, |δψ̂| ≪ ψ0 [45]. En réinjectant ce terme dans Eq.(1.62) et à partir
du terme d’ordre 0, on obtient l’Équation de Gross-Pitaevskii (GPE) indépendante du temps
[46, 47], (

− ℏ2

2m
∆r + V (r) + g|ψ0|2

)
ψ0 = µψ0 (1.63)

Dans notre cas, du fait que les gaz de bosons en dimension d = 1 ne puissent pas condenser,
cette méthode ne peut pas être utilisée. Notamment, les fluctuations de phases empêchent la
présence d’ordre à longue portée. Néanmoins, elle peut être adaptée au régime quasi-condensat
où les fluctuations de densités sont très faibles [48]. Pour cela, l’opérateur champ quantique
peut être réécrit en représentation dans l’espace des phases (aussi appelée représentation de
Madelung)

ψ̂(x) =
√
n̂(x)eiθ̂(x), n̂(x) = ⟨n̂(x)⟩+ δn̂(x) = n(x) + δn̂(x) (1.64)

où δn̂ représente les fluctuations de densités. Les opérateurs δn̂ et θ̂ sont conjugués : [δn̂(x), δn̂(x′)] =
[θ̂(x), θ̂(x′)] = 0 et [δn̂(x), θ̂(x′)] = iδ(x − x′).Dans le régime quasi-condensat, |δn̂| ≪ n,
|∂xθ̂| ≪ n. En réinjectant Eq.(1.64) dans Eq.(1.62) et en développant l’hamiltonien à l’ordre
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3 en δn̂ et ∂xθ̂ [48],
Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ3, (1.65)

l’hamiltonien H0 permettant de retrouver l’équation de Gross-Pitaevskii indépendante du
temps Eq.(1.63) mais portant cette fois-ci sur la densité moyenne n,(

− ℏ2

2m
∂2x + V (x) + gn(x)

)√
n(x) = µ

√
n(x). (1.66)

1.3.2 Transformation de Bogoliubov pour un système homogène

On se limite désormais à un système homogène de densité n de taille ℓ. Pour le profil
de densité obtenu avec l’ordre 0 Eq.(1.66), le terme d’ordre 1 est nul dans Eq.(1.65), les
excitations au-delà du fondamental sont décrites par le terme d’ordre 2 [48]. C’est ce terme
qui va être étudié dans le reste de cette section. L’hamiltonien à l’ordre 2 s’écrit

Ĥ2 =
ℏ2

m

∫
dx

 1

8n

(
∂

∂x
δn̂

)2

︸ ︷︷ ︸
(1)

+
n

2

(
∂

∂x
θ̂

)2

+
g

2

∫
dxδn̂2. (1.67)

En décomposant les observables δn̂ et θ̂ en série de Fourier, θ̂(x) =
√

2
ℓ

∑
k>0 θ̂k,1 cos(kx) + θ̂k,2 sin(kx)

δn̂(x) =
√

2
ℓ

∑
k>0 δn̂k,1 cos(kx) + δn̂k,2 cos(kx),

(1.68)

l’hamiltonien se réécrit Ĥ2 =
∑

k

(
Ĥk,1 + Ĥk,2

)
avec

Ĥk,i =
ℏ2k2

2m
nθ̂2k,i +

(
g

2
+

ℏ2k2

8mn

)
δn̂2k,i. (1.69)

On peut alors définir les énergies caractéristiques

ϵk =
√
Ek (Ek + 2gn), avec Ek =

ℏ2k2

2m
(1.70)

ainsi que les opérateurs réduits (aussi appelés opérateurs quadratures)

x̂k = f−1
k

1√
2n
δn̂k, p̂k = fk

√
2nθ̂k avec fk =

[
Ek

Ek + 2gn

] 1
4

, (1.71)

ce qui permet de réécrire l’hamiltonien

Ĥk =
ϵk
2

(
x̂2k + p̂2k

)
. (1.72)

On reconnaît notamment l’énergie ϵk du mode k et les quadratures associées x̂k et p̂k. On dé-
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finit naturellement l’opérateur âk = (x̂k + ip̂k) /
√
2 permettant de diagonaliser l’Hamiltonien

Ĥ2 =
∑
k

Ĥk = ϵk

(
â†kâk +

1

2

)
, (1.73)

avec ⟨â†kâk⟩ la population du mode k de Bogoliubov. Finalement, les opérateurs θ̂k et δn̂k
s’écrivent en fonction des opérateurs â(†)k

δn̂k =
√
nfk

(
â†k + âk

)
θ̂k =

i

2
√
n
f−1
k

(
â†k − âk

) (1.74)

La relation de dispersion correspond à l’Eq.(1.70), que l’on peut réécrire en fonction du
potentiel chimique donné par Eq.(1.61), ϵk =

√
Ek(Ek + 2µ). Cette relation de dispersion est

représentée Fig.1.7. Il est pertinent d’introduire la longueur caractéristique ξ = ℏ√
mµ appelée

longueur de cicatrisation (healing length en anglais) qui permet de séparer deux régimes
caractéristiques :

— kξ ≫ 1 ⇒ ϵk ≃ Ek = ℏ2k2
2m , les excitations sont celles de particules libres, la relation de

dispersion est parabolique.
— kξ ≪ 1 ⇒ ϵk ≃ ℏωk = ℏck avec c =

√
gn
m la vitesse du son. La relation de dispersion est

alors linéaire, les énergies sont associées à des excitations collectives appelées phonons.
Cela revient à négliger la contribution du terme (1) de l’hamiltonien Eq.(1.67). Dans
la suite, on se restreindra à l’étude des modes phononiques (les résultats obtenus dans
le Chapitre 2 ou dans la sous-section suivante sont obtenus dans le cadre de cette
approximation).

Figure 1.7 – La relation de dispersion obtenue Eq.(1.70) est représentée ici en fonction de
kξ. Les deux régimes limites (particules libres et phonons) sont aussi tracés en noir pointillé.

1.3.3 Fluctuations de densité et de phase

Dans cette partie, on s’intéresse aux fluctuations de densité et de phase des modes pho-
noniques, c’est-à-dire pour kξ ≪ 1. Dans ce cas, |fk|2 ≃ ℏk

2mc et ϵk = ℏck. De plus, on suppose
que le système est bien décrit par un ensemble thermique.
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1.3.3.1 Fluctuations de densité

En utilisant Eq.(1.74), les fluctuations de densité s’écrivent

⟨|δnk|2⟩ = n
ℏk
mc

(
1

2
+ ⟨â†kâk⟩

)
=
n

2

ℏk
mc

1

tanh
(
β
2ℏck

) (1.75)

avec la population d’un mode k donnée par la distribution de Bose-Einstein, ⟨â†kâk⟩ =
1

eβϵk−1
.

Il est alors possible de retrouver deux cas limites en définissant la longueur thermique carac-
téristique des phonons

lT =
ℏc
kBT

=
λ2dB
2πξ

(1.76)

avec λdB =
√

2πℏ2
mkBT la longueur d’onde thermique de Broglie.

Les fluctuations de densité sont dites thermiques : la température du système est
élevée telle que pour les modes k considérés, ℏck ≪ kBT , c’est-à-dire k ≪ 1/lT . Dans ce cas,
1/2 + ⟨â†kâk⟩ ≃ ⟨â†kâk⟩ ≃

kBT
ℏck ,

⟨|δnk|2⟩ =
kBT

g
. (1.77)

Ce résultat peut être retrouvé en utilisant le théorème d’équirépartition, l’hamiltonien décri-
vant les modes phononiques étant quadratique, voir Eq.(1.69).

Les fluctuations de densité sont dites quantiques : les modes de Bogoliubov étant
peu peuplés, les fluctuations sont dominées par des fluctuations liées à l’état fondamental :
1/lT ≪ k. Dans ce cas, 1/2 + ⟨â†kâk⟩ ≃ 1/2,

⟨|δnk|2⟩ =
n

2

ℏk
mc

(1.78)

Comme les fluctuations de densité peuvent être reliées au facteur de corrélation à 2 corps
avec l’Eq.(1.55), les fluctuations de densité ont été mesurées expérimentalement pour des gaz
de bosons dans ce régime et ont notamment permis de voir dans le sous-régime où les fluc-
tuations sont dominées par des effets quantiques une fluctuation de densité sous-Poisonienne
[10]. Ce manuscrit ne présente pas de mesures de fluctuations de densité, néanmoins de telles
données seraient un bon complément aux résultats présentés dans la Section7.4.

1.3.3.2 Fluctuations de phase

On ne s’intéresse qu’aux modes phononiques vérifiant kξ ≪ 1, |f−k |2 ≃ 2mc
ℏk et ϵk = ℏck,

on a finalement en utilisant Eq.(1.74),

⟨|θk|2⟩ =
1

n

mc

ℏk

(
1

2
+ ⟨â†kâk⟩

)
=

1

2n

mc

ℏk
1

tanh
(
β
2ℏck

) (1.79)
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avec la population d’un mode k donnée par la distribution de Bose-Einstein. De la même
manière que pour le calcul des fluctuations de densité, il est possible de différencier deux
régimes limites.

La température du système est grande telle que ℏck ≪ kBT : dans ce cas,

⟨|θk|2⟩ =
mkBT

nℏ2k2
. (1.80)

On retrouve bien le théorème d’équirépartition.

La température du système est petite telle que ℏck ≫ kBT : dans ce cas,

⟨|θk|2⟩ =
1

2n

mc

ℏk
. (1.81)

1.3.3.3 Fonction de corrélation à un corps

À l’instar des fluctuations de densité qui peuvent être reliées à la fonction de corrélation
à 2 corps, les fluctuations de phase peuvent être reliées à la fonction de corrélation à 1 corps
normalisée définie comme

g(1)(x, x′) =
⟨ψ̂†(x)ψ̂(x′)⟩
⟨ψ̂†(x)⟩⟨ψ̂(x′)⟩

(1.82)

avec ψ̂ l’opérateur champ bosonique. Comme le système est ici supposé homogène de densité
n, g(1)(x, x′) est invariant par translation et ne dépend donc que de |x− x′| de telles sortes
que

g(1)(x) =
⟨ψ̂†(x)ψ̂(0)⟩

n
. (1.83)

En utilisant la représentation de Madelung de l’opérateur champ et en négligeant les
fluctuations de densité, la fonction de corrélation à 1 corps se réécrit

g(1)(x) = ⟨ei[θ̂(x)−θ̂(0)]⟩. (1.84)

Puisque l’Hamiltonien Ĥ2 est quadratique en θ̂, le théorème de Wick peut alors être appliqué.
L’Eq(1.84) se réécrit

g(1)(x) = e−
1
2
⟨[θ̂(x)−θ̂(0)]

2⟩, (1.85)

En utilisant Eq.(1.68), on obtient

⟨
[
θ̂(x)− θ̂(0)

]2
⟩ = 4

ℓ

∑
k>0

⟨
∣∣∣θ̂k∣∣∣2⟩ [1− cos(kx)] , (1.86)

que l’on peut réécrire à la limite thermodynamique sous la forme d’une intégrale,

⟨
[
θ̂(x)− θ̂(0)

]2
⟩ = 4

∫ ∞

0

dk

2π
⟨
∣∣∣θ̂k∣∣∣2⟩ [1− cos(kx)] . (1.87)
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On peut alors dissocier deux cas :

— la température du système est élevée, ℏck ≪ kBT ou autrement dit k ≪ 1/lT

avec lT la longueur thermique caractéristique des phonons. Dans ce cas ⟨|θ̂k|2⟩ est
donné par Eq.(1.80). En faisant le changement de variable K = kx et en utilisant les
méthodes d’analyse complexe,

⟨
[
θ̂(x)− θ̂(0)

]2
⟩ = 2

π

mkBT

nℏ2
|x|
∫ +∞

0
dK

1− cos(K)

K2
=
mkBT

ℏ2n
|x|. (1.88)

La fonction de corrélation à 1 corps s’écrit alors

g(1)(x) = e−
|x|
lc , (1.89)

avec lc = 2nℏ2/(mkBT ) la longueur de corrélation. Pour des paramètres classiques pour
les gaz de bosons préparés expérimentalement (T = 100nK, n = 40µm−1), la longueur
de corrélation est de l’ordre du ∼ µm. La fonction de corrélation est exponentiellement
décroissante, l’ordre à longue portée est tué par la présence de fluctuations de phase,
d’où l’absence de condensation.

— La température du système est faible, k ≫ 1/lT . Dans ce cas ⟨|θ̂k|2⟩ est donné par
Eq.(1.81). En faisant le changement de variable K = kx et en utilisant les méthodes
d’analyse complexe,

⟨
[
θ̂(x)− θ̂(0)

]2
⟩ = 1

πn

mc

ℏ

∫ x/ξ

x/lT

dK
1− cos(K)

K
(1.90)

Dans le cas où ξ ≪ x≪ lT , l’intégrale peut être évaluée entre 0 et +∞, d’où

⟨
[
θ̂(x)− θ̂(0)

]2
⟩ = 1

πn

mc

ℏ

[
ln

(
x

ξ

)
+ C

]
(1.91)

avec C une constante. Finalement, la fonction de corrélation à 1 corps s’écrit

g(1)(x) ∝
(
x

ξ

)− 1
2π

√
γ

(1.92)

avec γ le paramètre de Lieb Liniger. Au lieu d’une décroissance exponentielle attendue
pour des fluctuations thermiques, la décroissance ici est plus lente, car algébrique. Dans
ce cas, à T = 0 les corrélations sont présentes à longue portée.

De façon générale, c’est-à-dire sans se restreindre à l’étude des modes phononiques et sans
négliger les fluctuations de phase thermique ou quantique, la fonction de corrélation à 1 corps
a pu être obtenue avec la théorie de Bogoliubov et s’écrit [48]

ln
(
g(1)(x)

)
= − 1

πn

∫ ∞

0
dk

[
1

2

[
(f+k )2 + (f−k )2

]
⟨a†kak⟩+

[
1

2

(
f+k − f−k

)]2]
(1− cos(kx))

(1.93)
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avec ⟨a†kak⟩ donnée par la distribution de Bose-Einstein.
Expérimentalement, les gaz 1D dans le régime quasi-condensat sont préparés à des tem-

pératures telles que cela rend négligeable l’apport des fluctuations de phase quantiques. Les
fluctuations de phase sont alors bien décrites par Eq.(1.80). Néanmoins, les résultats obtenus
et décrits dans la Section7.4 ont été analysés avec la prise en compte des fluctuations de phase
quantiques qui ne sont alors plus négligeables.

En résumé

— À l’équilibre thermodynamique, les gaz de Bose 1D présentent des régimes phy-
siques variés dépendant du paramètre de Lieb Liniger γ et de la température T
et peuvent être identifiés en considérant la fonction de corrélation à 2 corps
g(2)(0). Les trois régimes principaux sont le régime de gaz de Bose idéal (
g(2)(0) ≃ 2), le régime à forte interaction, également connu sous le nom de ré-
gime de Tonks-Girardeau (g(2)(0) ≃ 0) et le régime de quasi-condensat de Bose
Einstein (g(2)(0) ≃ 1).

— Le régime de quasi-condensat de Bose Einstein est bien décrit dans le cadre de
la théorie de Bogoliubov. La diagonalisation de l’Hamiltonien par linéarisation
permet d’obtenir la relation de dispersion pour les excitations qui est linéaire
pour des petits modes k et quadratiques pour les grands modes.

— Dans ce cadre, on peut calculer les fluctuations de densité et de phase. La fonction
de corrélation à 1 corps est reliée aux fluctuations de phase. Les corrélations
diminuent exponentiellement pour T finie et de façon algébrique pour T = 0.
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Théorie Hydrodynamique
Généralisée
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Jusqu’à présent, nous avons présenté les propriétés des gaz de Bosons 1D à l’état station-
naire. Nous allons maintenant nous intéresser à la dynamique de ces systèmes. Ce chapitre
introduit une approche hydrodynamique émergente spécialement construite pour les systèmes
intégrables : il s’agit de la théorie Hydrodynamique Généralisée (GHD). De nombreuses revues
présentent cette théorie de façon très détaillée, voir par exemple [49, 23, 50, 51]. Cette partie
introduit les notions principales de cette théorie.

Comme toute approche hydrodynamique, la théorie hydrodynamique consiste à étudier la
dynamique à grande échelle (coarse grained dynamics en anglais) du système. On parle aussi
d’échelle d’Euler. L’idée est la suivante : pour un système de taille L, l’espace-temps est divisé
en cellules de tailles ℓ× τ .
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— Comme représenté sur la Fig.2.1, la taille ℓ est choisie telle que L ≫ ℓ ≫ lc avec lc la
distance inter-particule, la longueur microscopique caractéristique du système. La den-
sité peut être supposée uniforme dans la cellule. Cela revient à faire une Approximation
de Densité Locale.

— Le temps τ est choisi de sorte qu’il soit beaucoup plus grand que le temps caractéris-
tique de relaxation.

Ainsi, on suppose que dans chaque cellule de l’espace temps, le système est dans un état relaxé.
La notion de relaxation est ainsi au cœur de la construction de théories hydrodynamiques.
Néanmoins, cette notion est loin d’être un concept évident pour des systèmes quantiques isolés,
qu’ils soient chaotiques ou intégrables. La partie suivante détaille la notion de relaxation dans
ces systèmes.

Figure 2.1 – Représentation de l’hypothèse hydrodynamique. Les cellules de fluide considé-
rées sont de taille ℓ avec L ≫ ℓ ≫ lc. Le système dans ces cellules de fluides est considéré
homogène et dans un état relaxé à tout temps. Figure adaptée de [52].

Ce chapitre introduit les notions de relaxation pour les systèmes quantiques isolés, qu’ils
soient chaotiques ou intégrables. Dans les deux cas, les approches hydrodynamiques y sont
présentées : dans le cas de systèmes intégrables, la théorie Hydrodynamique Généralisée est
particulièrement adaptée. Enfin, la dernière partie fait le lien entre les équations GHD et les
équations hydrodynamiques obtenues à partir des équations Gross-Pitaevskii dépendantes du
temps.

2.1 Relaxation de systèmes quantiques isolés

Un système isolé est caractérisé par l’absence de couplage avec son environnement. L’évo-
lution d’un état quantique |φ⟩ est alors unitaire et déterminée par l’Hamiltonien Ĥ, telle qu’à
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un instant t, dans le cas où Ĥ est indépendant du temps,

|φ⟩(t) = e−i Ĥt
ℏ |φ⟩. (2.1)

Les questions ici posées sont les suivantes : est-ce qu’un phénomène de relaxation est pré-
sent, c’est-à-dire est-ce que pour une observable Â, ⟨Â⟩ →t→∞ ⟨Â⟩∞ ? De plus, comment
caractériser cette relaxation dans le cas d’un système chaotique ou intégrable ?

En toute généralité, il n’y a pas forcément de relaxation du système vis-à-vis d’une obser-
vable [53, 50]. Néanmoins, on s’attend à ce qu’il y ait une relaxation vis-à-vis d’observables
locales, c’est-à-dire pour des observables agissant sur un sous-espace du système. Pour un
système chaotique, cette affirmation correspond à l’Hyptohèse de Thermalisation des États
propres (ETH), pendant quantique de l’approximation ergodique en physique classique. Ce
principe est introduit dans la partie suivante.

2.1.1 Systèmes chaotiques et ensemble de Gibbs

Soit un système d’impulsion totale nulle avec un nombre N de particules. L’état quantique
est supposé piqué en énergie E, c’est-à-dire construit comme une superposition d’états propres
|Ei⟩ d’énergie propre Ei ∈ [E − ∆, E + ∆] avec ∆/E ≪ 1. Après une dynamique de temps
t, cet état quantique s’écrit |ψ(t)⟩ =

∑
i ci|Ei⟩ exp(−iEit/ℏ) avec ci = ⟨Ei|ψ(0)⟩. Pour une

observable Â, la valeur moyenne associée vaut

⟨Â⟩(t) =
∑
i,j

cic
∗
j ⟨Ej |Â|Ei⟩e−

it
ℏ (Ei−Ej). (2.2)

On suppose que les termes croisés prpportionnels à ⟨Ei|A|Ej⟩j ̸=i sont petits devant les termes
diagonaux. Pour un temps long t → ∞, les termes e−i(Ei−Ej)t/ℏ se déphasent et s’annulent :
la contribution due aux termes croisés est négligeable,

⟨Â⟩(t→ ∞) = ⟨Â⟩∞ ≃ |ci|2 ⟨Ei|Â|Ei⟩. (2.3)

L’Hyptohèse de Thermalisation des États propres (ETH) est la suivante : les termes dia-
gonaux ⟨Ei|Â|Ei⟩ sont une fonction lisse de l’énergie [54, 55, 56, 57]. Autrement dit,

⟨Ei|Â|Ei⟩ = f (Ei) . (2.4)

Ainsi, en injectant Eq.(2.4) dans Eq.(2.3) et en utilisant le fait que l’état soit piqué en E,

⟨Â⟩∞ = f(E)
∑
i

|ci|2 = f(E). (2.5)

La valeur moyenne de l’observable Â est alors indépendante des coefficients {ci}, c’est-à-dire
des détails de l’état quantique initial considéré : elle ne dépend que de l’énergie du système.

Intéressons-nous désormais à la description du système relaxé en termes de matrice densité.
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N’importe quel ensemble diagonal piqué autour de l’énergie E permet de décrire l’état relaxé
du système total. C’est le cas par exemple de la matrice densité |Ei⟩⟨Ei| avec Ei ≃ E. Un
autre ensemble décrivant le système est l’ensemble de Gibbs avec

ρGE =
1

ZGE
e−β(Ĥ−µN̂) (2.6)

où ZGE = Tr
(
exp(−βĤ)

)
est la fonction de partition. Les paramètres de Lagrange (β, µ)

sont choisis pour que ⟨Ĥ⟩ = Tr(ρGEĤ) = E et ⟨N̂⟩ = Tr(ρGEN̂) = N .
L’équivalence qu’il y a entre ces différents ensembles n’est plus correcte localement. Le

système total de taille L peut se décomposer en sous-systèmes de taille δx≪ L. En utilisant
l’ETH, chaque sous-système centré en x est caractérisé par son énergie e(x)δx et son nombre
d’atomes n(x)δx avec

E =

∫
dxe(x) etN =

∫
dxn(x). (2.7)

Dans ce cas, le seul ensemble pertinent pour décrire le système localement est l’ensemble
de Gibbs puisque la matrice densité du système total peut se factoriser en un produit de
sous-ensembles de Gibbs ρGE =

∏
ρ̃GE(x) en utilisant Eq.(2.7).

2.1.2 Systèmes intégrables et ensemble de Gibbs généralisé

Pour un système chaotique, les seules quantités locales conservées sont le nombre d’atomes
et l’énergie (voir Eq.(2.7)) ainsi que l’impulsion totale P =

∫
dxp(x). Au contraire, les sys-

tèmes intégrables présentent une infinité de quantités (aussi appelées charges) locales conser-
vées Q̂i =

∫
dxq̂i(x). Pour les gaz de LL, on peut construire de telles quantités en utilisant la

distribution de rapidités. Par exemple, les moments d’ordre i de la distribution

⟨Q̂i⟩ =
∫

dθθiρ(θ) (2.8)

sont des quantités locales conservées. En particulier, ⟨Q̂0⟩ = N , ⟨Q̂1⟩ = P et ⟨Q̂2⟩ = E.
On peut alors faire un raisonnement similaire à celui utilisé pour les systèmes chaotiques.

Soit un état quantique |φ⟩ =
∑

{θi} c{θi}|{θi}⟩ piqué autour d’une certaine distribution de
rapidité ρ(θ). Après un temps suffisamment long, la valeur moyenne d’une observable Â vaut

⟨Â⟩∞ =
∑
{θi}

|c{θi}|
2⟨{θi}|Â|{θi}⟩. (2.9)

On fait une Hyptohèse de Thermalisation des États propres généralisée aux systèmes in-
tégrables (GETH) : la valeur moyenne ⟨{θi}|Â|{θi}⟩∞ = f [ρ] est une fonctionnelle de la
distribution de rapidités. On a alors

⟨Â⟩∞ = f [ρ] . (2.10)

Tout ensemble diagonal piqué autour de la distribution de rapidités permet de décrire le
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système total (en prenant par exemple comme matrice densité |{θi}⟩⟨{θi}| avec {θi} un micro
état associé à la distribution de rapidités ρ(θ)). Par construction analogue à l’ensemble de
Gibbs, un autre ensemble décrivant le système est l’Ensemble de Gibbs Généralisé (GGE)
avec

ρ̂GGE =
1

ZGGE
e−

∑
i λiQ̂i (2.11)

avec ZGGE = Tr
[
exp(−

∑
i λiQ̂i)

]
et les {λi} les multiplicateurs de Lagrange. Localement,

en utilisant GETH, un sous-système est caractérisé par l’ensemble des qi(x)δx. Puisqu’il est
factorisable, le GGE est le bon ensemble qui permet de décrire localement le système. Ainsi,
le système est paramétré par les {λi}i∈N et de façon équivalente par les valeurs moyennes
{⟨Q̂i⟩}i∈N ou par la distribution de rapidités ρ(θ).

Une interprétation physique mettant en évidence la pertinence d’utiliser une telle descrip-
tion est de dire que pour un sous-système de taille ℓ≪ L avec L la taille du système total, le
reste du système agit comme un réservoir de rapidités. Le sous-système relaxe vers un GGE.
Un système décrit par un GETH n’a pour l’instant pas été observé expérimentalement.

Maintenant que la notion de relaxation locale pour un système quantique chaotique ou
intégrable a du sens, l’approche hydrodynamique peut être introduite.

2.2 Équations hydrodynamiques pour un système chaotique

Pour un système chaotique, les équations hydrodynamiques sont obtenues en faisant l’ap-
proximation que le fluide est localement dans un état relaxé, donc décrit par un état thermique
d’après ce qui précède. La conservation du nombre d’atomes N =

∫
n(x, t)dx, de l’impulsion

P =
∫
p(x, t)dx et de l’énergie E =

∫
e(x, t)dx totale du système donnent lieu à 3 équations

de continuité,

∂tqN + ∂xjN = 0

∂tqP + ∂xjP = 0

∂tqE + ∂xjE = 0,

(2.12)

où qN = n(x, t), qP = p(x, t) et qE = e(x, t) sont les charges locales et jN/P/E(x, t) les cou-
rants associés. La complexité du problème réside dans l’obtention des courants jN/P/E(x, t).
À l’échelle d’Euler (ou limite hydrodynamique d’Euler), c’est-à-dire pour des variations de
densité de très grandes longueurs d’onde, ces courants ne dépendent que des charges j(x, t) =
f [qN (x, t), qP (x, t), qE(x, t)], les dépendances des dérivées ∂(i)x qN/P/E(x, t) sont négligées. Dans
cette limite, on retrouve les équations d’Euler connues

∂tn+ ∂x (nv) = 0

∂t (np) + ∂x (vnp+ P) = 0

∂t

(
n
mv2

2
+ ne

)
+ ∂x

(
v

[
n
mv2

2
+ ne

]
+ nP

)
= 0

(2.13)
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avec P la pression et v la vitesse du fluide. Ces équations Eq.(2.13) prédisent parfois l’ap-
parition de chocs lorsque la limite hydrodynamique d’Euler n’est plus vérifiée, les échelles
spatiales de dynamique deviennent très petites. Il faut alors modifier la forme des courants
en rajoutant des termes de diffusion de type Navier-Stokes pour régulariser le problème [58].
Cette approche n’est plus forcément valable pour des systèmes intégrables.

Figure 2.2 – (a) Pour un système chaotique, seules quelques charges sont conservées au cours
de la dynamique − (b) Pour un système intégrable, une infinité de charges sont conservées
et sont définies à partir de la distribution de rapidités spatialement résolue telles que Qθ =∫
dxρ(x, θ, t)δθ.

2.3 Équations hydrodynamiques pour un système intégrable

2.3.1 Distribution de rapidités spatialement résolue

Avant de présenter les équations hydrodynamiques pour les systèmes intégrables, il est tout
d’abord important d’introduire la notion de distribution de rapidités spatialement résolue.
Un système homogène est caractérisé par sa distribution de rapidité ρ(θ). On considère ici un
système qui n’est pas homogène, la densité linéaire du gaz est notée n(x) avec n0 = n(0).

À l’équilibre, l’Approximation de Densité Locale (LDA) (Local Density Approximation en
anglais) peut être utilisée si le potentiel longitudinal et la densité linéaire varient lentement
devant les longueurs caractéristiques microscopiques telles que la longueur de corrélation lc,
de l’ordre du µm pour les systèmes étudiés expérimentalement.

On peut alors diviser le système en sous-système de taille δx tel que pour une cellule
[x, x + δx], lc ≪ δx ≪ n(x)/∂xn(x). Dans ce cas, on peut alors supposer que la densité est
homogène dans chaque sous-système. Notamment, on peut définir un potentiel chimique local

µ(x) = µ(0)− V∥(x). (2.14)

Si le nuage atomique considéré est purement 1D dans le régime de qBEC, l’équation d’état
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pour un système homogène est donnée µ = gn. Ainsi, pour un système inhomogène,

µ(x) = gn(x) = gn0 − V∥(x). (2.15)

Connaissant l’équation d’état, la densité à x = 0 et la forme du potentiel longitudinal
V∥(x), on peut en déduire le profil de densité n(x).

À partir de la LDA, la notion de distribution de rapidité spatialement résolue peut alors
être définie. Ainsi, dans chaque sous-système [x, x + δx] on peut définir une distribution de
rapidités locale ρ(x, θ).

Prenons l’exemple d’un gaz à l’équilibre dans un potentiel longitudinal V∥(x) bien décrit
par un ensemble thermique. Dans la cellule de fluide centrée en x = 0, la distribution de
rapidités associée ρ(0, θ) est paramétrée par la température T et le potentiel chimique µ0.
Pour toute autre cellule centrée en x, la distribution de rapidités ρ(x, θ) est alors paramétrée
par la température T et le potentiel chimique local µ(x), voir Eq.(2.14). Un telle distribution
est représentée sur la Fig.2.3.

Figure 2.3 – Distribution de rapidités spatialement résolue ρ(x, θ) correspond à un gaz
1D de bosons avec γ = 7.10−3. Le nuage atomique est placé dans un potentiel longitudinal
harmonique V∥ = 1/2mω2

∥x
2 avec f∥ = ω∥/(2π) = 5Hz. Le système est supposé thermique

avec T = 100nK et µ0/kB = 50nK.

2.3.2 Équation Hydrodynamique Généralisée

Le système étudié est ici intégrable. On suppose qu’il est localement dans un état re-
laxé donc localement décrit par un GGE. Il possède alors une infinité de quantités locales
conservées. Une façon de les construire est donnée par Eq.(2.8).

Une autre façon permettant de construire des charges locales conservées est d’introduire
la notion de distribution de rapidités localement résolue ρ(x, θ, t). Pour un système paramétré
par la distribution de rapidité ρ(θ), il est possible d’introduire la quantité locale ρ(x, θ, t) telle
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que

ρ(θ) =

∫
dxρ(x, θ, t). (2.16)

Ainsi, comme on peut le voir sur la Fig.2.2(b), l’intégrale de ρ(x, θ, t) sur une tranche de
taille δθ

Qθ =

∫
dxρ(x, θ, t)δθ (2.17)

est une quantité conservée quasi locale pour ℏ/(mL) ≪ δθ ≪ ∆θ avec ∆θ l’échelle caractéris-
tique de variation de ρ(θ) et ℏ/(mL) avec L l’échelle caractéristique des variations spatiales
du système.

Cette conservation peut être aussi reliée à une équation de continuité portant sur la dis-
tribution de rapidités,

∂tρ (x, θ, t) + ∂x
(
j[ρ](x,θ,t)

)
= 0. (2.18)

La complexité du problème réside dans l’obtention de l’expression du courant. Ce dernier
peut prendre la forme j[ρ](x, θ, t) = veff[ρ](θ)ρ (x, θ, t) avec veff[ρ] appelée vitesse effective, une
fonctionnelle de la distribution de rapidités. Cette fonction a été obtenue en 2016 [59, 60] et
s’écrit

veff[ρ](θ) = θ − m

ℏ

∫ ∞

−∞
dθ′∆

(
θ − θ′

)︸ ︷︷ ︸
(1)

[
veff[ρ] (θ)− veff[ρ]

(
θ′
)]
ρ(x, θ′, t)︸ ︷︷ ︸

(2)

(2.19)

où ∆ est le décalage en diffusion défini Eq.1.12. Une interprétation physique de ce résultat
consiste à considérer le terme (1) comme décalage en position lié à un processus de diffusion
à deux corps. Le terme (2) correspond aux taux de processus de diffusion par unité de temps.
Cette équation est appelée équation Hydrodynamique Généralisée (GHD) et a été obtenue
pour la première fois en 2016 [59, 60]. Les Eq.(2.19) et (2.18) sont obtenues à l’échelle d’Euler.
Au-delà de cette approximation, d’autres termes sont à prendre en compte (effets de diffusion)
[61].

En présence d’un potentiel V∥(x) qui varie lentement à l’échelle d’une cellule de fluide
mésoscopique, l’équation se réécrit [62]

∂tρ (x, θ, t) + ∂x

(
veff[ρ](θ)ρ (x, θ, t)

)
=
∂xV∥(x)

m
∂θρ(x, θ, t). (2.20)

L’équation GHD peut se réécrire sous une forme convective en utilisant le facteur d’occu-
pation ν[ρ] Eq.(1.29)

∂tν[ρ] + veff[ρ]∂xν[ρ] =
∂xV∥(x)

m
∂θν[ρ]. (2.21)

La valeur du facteur d’occupation est conservée le long de la trajectoire. Pour retrouver
cette équation à partir d’Eq.(2.20), on utilise Eq.(1.12) pour montrer que ρs est aussi solu-
tion d’Eq.(2.20). Le facteur d’occupation étant défini comme le rapport ρ/ρs, on retrouve
Eq.(2.21). Ainsi, à partir d’un facteur d’occupation à t = 0, on peut résoudre les équations
GHD numériquement pour reconstruire à tout temps la distribution de rapidités et les quan-
tités souhaités. Par exemple, n(x, t) =

∫
dθρ(x, θ, t).
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Un test important de la théorie GHD a été d’étudier expérimentalement la dynamique
d’un gaz de Lieb Liniger après le passage brusque d’un piège longitudinal en double puits à
un piège harmonique. La dynamique observée expérimentalement est fidèle aux prédictions
GHD alors que la théorie hydrodynamique pour les systèmes chaotiques échoue à reproduire
les résultats expérimentaux [63].

2.4 Limite Gross-Pitaevskii

On s’intéresse ici aux équations GHD en absence de potentiel dans la limite où T → 0 et
γ → 0. Dans ce régime, la dynamique du gaz peut être localement bien décrite à partir des
équations hydrodynamiques issues des équations Gross-Pitaevskii (GP) permettent de prédire
correctement la dynamique du système. On cherche à montrer ici que dans ces conditions,
les équations GHD redonnent bien dans certaines situations les équations hydrodynamiques
dérivées des équations GP.

2.4.1 Les équations Gross-Pitaevskii dépendantes du temps

Dans le régime qBEC, la dynamique d’un gaz de LL à l’état fondamental peut être donnée
dans certains cas par l’équation de GP dépendante du temps. Cette équation est obtenue en
utilisant l’équation du mouvement d’Heisenberg,

iℏ
∂ψ̂

∂t
=
[
ψ̂, Ĥ

]
. (2.22)

En négligeant la nature quantique du système, on obtient

iℏ
∂ψ(x, t)

∂t
=

(
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) + g|ψ(x, t)|2

)
ψ(x, t). (2.23)

Cette équation est utilisée pour calculer numériquement l’évolution temporelle du champ
classique.

En réécrivant la fonction d’onde sous la forme de Madelung ψ(x, t) =
√
n(x, t)eiθ(x,t) et en

injectant cette forme dans Eq.(2.23), on obtient les équations appelées équations quantiques
hydrodynamiques [64, 65],

ℏ
∂n

∂t
= −ℏ2

m

∂

∂x

(
n
∂θ

∂x

)
ℏ
∂θ

∂t
= − ℏ2

2m

(
∂θ

∂x

)2

+
ℏ2

2m

(
1√
n

∂2
√
n

∂x2

)
− V (x)− gn

(2.24)

En définissant la vitesse du fluide
v =

ℏ
m

∂θ

∂x
, (2.25)

la pression
P = gn2 (2.26)

– 41 –



CHAPITRE 2. THÉORIE HYDRODYNAMIQUE GÉNÉRALISÉE

et le terme de pression quantique

PQ =
ℏ2

2m

√
n
∂2

√
n

∂x2
, (2.27)

les équations Eq.(2.24) peuvent se réécrire sous une forme plus commune,

∂n

∂t
+

∂

∂x
(vn) = 0

m
∂v

∂t
+

∂

∂x

(
1

2
mv2 +

P + PQ

n
+ V (x)

)
= 0

(2.28)

où l’on reconnaît l’équation de continuité reliée à la conservation du nombre d’atomes et
l’équation d’Euler. En absence de potentiel V (x) = 0, dans le cas où le système est à l’équilibre
(∂tn(x, t) = v(x, t) = 0) et la pression quantique négligée (régime de Thomas-Fermi (TF) 1D),
on retrouve l’équation d’état Eq.(1.61)

ng = µ. (2.29)

En effet, dans le cas où les interactions entre atomes sont relativement fortes, les variations
de densités deviennent faibles et le terme de pression quantique (proportionnel à ℏ2) est alors
négligeable [66].

On cherche maintenant à retrouver les Eq.(2.28) à partir des équations GHD Eq.(2.21).

2.4.2 Description du système à l’état fondamental

Considérons un système dans l’état fondamental avec γ quelconque pour le moment. Pour
toute position x, le facteur d’occupation ν(x, θ) ne peut prendre que deux valeurs : 0 ou 1.
On cherche alors à étudier la dynamique de ce système dans le cas particulier où, à l’instant
t = 0, le facteur d’occupation est paramétrisé par les fonctions θ−(x, 0) et θ+(x, 0), θ−(x, 0) <
θ+(x, 0) telles que

ν(x, θ, 0) =

{
1 si θ ∈ [θ−(x, 0), θ+(x, 0)]

0 sinon.
(2.30)

Le facteur d’occupation prend initialement la forme d’une mer de Fermi. Comme le facteur
d’occupation est solution de l’équation ∂tν + v

[ν]
eff∂xν = 0, la valeur de ν est conservée le long

des trajectoires. Ainsi, pour tout temps t,

ν(x, θ, t) =

{
1 si θ ∈ [θ−(x, t), θ+(x, t)]

0 sinon,
(2.31)

où θ+(x, t) correspond au bord supérieur de la mer de Fermi et θ−(x, t) au bord inférieur de
la mer de Fermi, Fig.2.4. Finalement, étudier la dynamique du facteur d’occupation revient à
caractériser la déformation des contours supérieurs et inférieurs θ±(t). Ainsi l’Eq.(2.31) peut
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être réduite en deux équations portant sur θ±(x, t) [67],{
∂tθ

+ + veff (θ+) ∂xθ
+ = 0

∂tθ
− + veff (θ−) ∂xθ

− = 0,
(2.32)

avec veff (θ±(x, t)) la vitesse effective de la rapidité θ± avec un facteur d’occupation qui s’écrit
sous la forme donnée par Eq.(2.31), Fig.2.4 : veff (θ±(x, t)) est naturellement une fonction de
θ+(x, t) et θ−(x, t).

Figure 2.4 – Facteur d’occupation obtenu après un temps t d’évolution en résolvant numéri-
quement les équations GHD. Le gaz de LL est à l’état fondamental avec γ → 0. Initialement,
le facteur d’occupation est rectangulaire et homogène. Le facteur d’occupation est une mer de
Fermi délimité par les bords θ±(x, t) : les zones noires correspondent à ν = 0, la zone jaune
à ν = 1.

2.4.3 Des équations GHD aux équations GP dépendantes du temps

Désormais on se restreint au cas où le paramètre de Lieb Liniger γ → 0. Pour un couple
(θ+, θ−) /2, la distribution de rapidités associée est un demi-cercle centré en v = (θ− + θ+),
la vitesse du barycentre des rapidités. Plus précisément, la distribution de rapidités se réécrit

ρ(θ) =
n

2πc2

√
− (θ − θ−) (θ − θ+) (2.33)

avec c =
√
gn/m la vitesse du son et n la densité du gaz qui vérifie

n =

∫
dθρ(θ) = n

(θ+ − θ−)
2

16c2
. (2.34)

Dans la limite γ → 0, la vitesse efficace au niveau des bords de la mer de Fermi peut être
retrouvé par des arguments simples. Considérons tout d’abord le cas particulier où la vitesse
du centre de masse est nulle : le barycentre des rapidités est nul, c’est-à-dire θ+ = −θ−. En
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toute généralité (quelque soit la valeur de γ), la vitesse de propagation sur les bords est la
vitesse du son ±c = ±

√
gn/m. Or, pour γ → 0 et T → 0, les bords de Fermi correspondent

aux rapidités θ± = ±2c [21]. D’où veff (θ±) = θ±/2. Si la vitesse du centre de masse n’est
pas nulle (c’est-à-dire θ− ̸= −θ+) alors la vitesse effective est translatée par rapport à celle
du centre de masse v, veff (θ±) = v ± c avec cette fois-ci c =

√
gn/m = (θ+ − θ−) /4 et

v = (θ+ + θ−) /2, ce qui permet d’obtenir

veff
(
θ+
)
=

3

4
θ+ +

1

4
θ− et veff

(
θ−
)
=

3

4
θ− +

1

4
θ+. (2.35)

En réinjectant Eq.(2.35) dans les équations différentielles portant sûr θ±(x, t) et en utili-
sant les relations θ+(x, t)− θ−(x, t) = 4

√
gn(x, t)/m et v(x, t) = (θ+(x, t) + θ−(x, t)) /2, les

équations Eq.(2.32) se réécrivent{
∂tn(x, t) + ∂x (v(x, t)n(x, t)) = 0

∂tv(x, t) + v(x, t)∂xv(x, t) = − g
m∂xn(x, t).

(2.36)

On retrouve les équations hydrodynamiques Eq.(2.28) obtenues avec la théorie GPE en
négligeant le terme de pression quantique [67, 68, 69] : la première relation est l’équation de
continuité liée à la conservation du nombre d’atomes et la seconde relation, l’équation d’Euler.

La correspondance entre ces deux modèles (d’un côté les équations GP dépendantes du
temps avec terme de pression quantique négligée, de l’autre équation GHD à T = 0 et régime
qBEC) n’est correcte que si le système considéré en termes de facteur d’occupation correspond
à une seule mer de Fermi. Cette correspondance n’est plus valable pour des conditions initiales
différentes pour lesquelles les dynamiques observées sont loin d’être décrites localement par
un ensemble thermique. C’est le cas par exemple d’un système initialement constitué de deux
pics de densité séparés, c’est-à-dire de deux mers de Fermi distinctes en termes de facteur
d’occupation [70] : les deux prédictions hydrodynamiques sont très différentes.
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En résumé

— Un système quantique isolé intégrable relaxe vis-à-vis d’observables locales.
— Pour un système chaotique, le système relaxé est localement bien décrit par un

ensemble de Gibbs paramétré par la densité ⟨n̂⟩ et l’énergie par atome ⟨ê⟩.
— Pour un système intégrable, le système relaxé est localement bien décrit par un

ensemble de Gibbs généralisé paramétré par la distribution de rapidités ρ(θ).
— Pour un système aux variations spatiales lentes et de grande échelle, on peut

introduire la notion de distribution de rapidités spatialement résolue ρ(x, θ).
— L’évolution de ρ(x, θ) est donnée par les équations Hydrodynamique Généralisée,

donnée ici à l’échelle d’Euler.
— Les équations GHD permettent de retrouver à l’état fondamental et pour γ → 0

les équations obtenues à partir des équations de Gross-Pitaevskii dépendantes
du temps en négligeant le terme de pression quantique.
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Projets théoriques
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Ce chapitre présente deux projets théoriques différents auxquels j’ai contribué au cours de
ma thèse et pour lesquels la notion de distribution de rapidités est centrale. Le premier projet
s’est intéressé à caractériser l’état relaxé d’un gaz de Lieb Liniger (LL) initialement gaussien
en termes de phonons. Le second projet a permis de refaire le lien entre la distribution de
rapidités d’un gaz de LL avec des quantités conservées construites dans la limite classique en
utilisant les techniques de diffusion inverse.

3.1 Relaxation des phonons pour un système intégrable

Cette première partie présente les résultats reliés à une étude théorique et numérique
menée en collaboration avec Isabelle Bouchoule, Jérôme Dubail et Dimitri Gangardt [24].
Nous nous sommes intéressés à caractériser l’état relaxé d’un gaz de Lieb Liniger (LL) préparé
initialement dans un état hors équilibre qui est gaussien en termes de phonons : la matrice
densité est à l’état initial une exponentielle d’un opérateur quadratique en termes d’opérateurs
créations et annihilations de phonons.
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La notion de phonon, correspondant à des excitations collectives, émerge naturellement
lorsque l’on traite de systèmes présentant des excitations de faibles énergies et grandes lon-
gueurs d’onde : c’est le cas de la théorie des liquides de Luttinger [71, 72], la théorie de
Bogoliubov pour les condensats de Bose-Einstein [65] ou pour les quasi-condensats de Bose-
Einstein (qBEC) [48] sont des théories qui rendent compte de ces oscillations collectives. Pour
un gaz de LL, cette description en termes de phonons a été utilisée pour analyser la dynamique
à temps court induite par des expériences de variation rapide du paramètre d’interaction 1D
[73] ou par une variation rapide de la forme du potentiel longitudinal [74].

Cependant, les phonons ne sont pas les véritables états propres du système. Ainsi, la durée
de vie des phonons est finie [75, 76, 77] et la distribution des phonons n’est pas conservée au
cours du temps. Si le système considéré est chaotique, la distribution doit relaxer vers un
équilibre thermique. Dans notre cas, le système considéré étant intégrable, l’état relaxé est
caractérisé par tout ensemble piqué autour de la distribution de rapidités.

En utilisant la correspondance entre les états propres exacts de l’hamiltonien de LL et
ceux d’un gaz de fermions libres sans spin, ainsi qu’en développant des techniques de bosoni-
sation [78], nous avons cherché à caractériser complètement l’état relaxé du gaz. Nous avons
notamment obtenu la population des phonons associée.

Ma contribution au sein de ce projet a été de caractériser numériquement l’état relaxé
d’un système initialement préparé dans des conditions spécifiques, une étude qui est détaillée
dans la Section3.1.4.

3.1.1 Représentation du système en termes de fermions

On s’intéresse à un système homogène de taille L avec N particules : on note n0 = N/L.
Dans la suite, on prendra m = ℏ = 1. Le système étudié est caractérisé par l’Hamiltonien
de LL où les états propres sont indicés par les rapidités {θi}i∈[1,N ]. On introduit l’opérateur
fluctuations de densité δn̂(x) = ψ̂†(x)ψ̂(x) − n0 et l’opérateur densité de courant Ĵ(x) =

(i/2)[(∂xψ̂
†)ψ̂ − ψ̂†∂xψ̂].

La notion de rapidités {θi} est directement reliée à la notion de nombres fermioniques
{Ii}, comme introduit dans la Section1.1.2.2. Excepté pour γ → ∞, il est important de
noter que cette bijection ne conserve pas l’énergie, E = 1/2

∑
i θ

2
i ̸= 1/2

∑
i(Ii2π/L)

2. À
l’état fondamental, Ii ∈ {−(N − 1)/2, ..., (N − 1)/2} : il s’agit d’une mer de Fermi. Au-delà
de l’état fondamental, il est naturel d’introduire les opérateurs créations / annihilations de
fermions de Bethe b̂†Ii/b̂Ii qui créent / enlèvent un fermion associé au nombre Ii. Les états de
faibles énergies correspondent à une déformation des bords de la mer de Fermi : il est de fait
pertinent de définir les opérateurs fermioniques droites (D) et gauches (G)

ĉ†D,n = b̂†N
2
+n

et ĉ†G,n = b̂†−N
2
−n
. (3.1)

À partir de l’état fondamental |0⟩, on peut construire des états de faible énergie composés
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d’excitations particules/trous tels que, par exemple

|φ⟩ =
q∏

i=1

ĉ†D,ni
ĉD,mi |0⟩ (3.2)

avec q ≪ n0 et |ni|, |mi| ≪ N . Cet état a pour énergie E =
∑q

i=1 [e(ni)− e(mi)] avec les
énergies e(n) données par la relation de dispersion

e(n) = c
2πn

L
+

(
2πn

L

)2 1

2m∗ + o

(
1

L3

)
, (3.3)

avec m∗ = 1 + (n0/c)∂n0c la masse effective [79].

3.1.2 Représentation du système en termes de phonons

À faible température, il est aussi habituel de considérer les excitations de faibles énergies
et de grandes longueurs d’ondes comme étant des phonons, des ondes sonores se déplaçant
vers la gauche (G) ou la droite (D) du système. La densité de courant associée à ces phonons
s’écrit

ĴD/G(x) =
1

2

(
cδn̂(x)± Ĵ(x)

)
(3.4)

et les modes de Fourier â†D/G,n correspondant

ĴD/G(x) =
c
√
K

L

∑
n

√
n
(
e−i 2πnx

L â†D/G,n + ei
2πnx
L âD/G,n

)
, (3.5)

où K = πn0/c est appelé paramètre de Luttinger. Il se trouve que les modes de Fourier se
réécrivent en fonction des ĉ†D,ℓ, ĉD,ℓ tels que [80]

â†D,n =
1√
n

∑
ℓ

ĉ†D,n+ℓĉD,ℓ. (3.6)

À partir des techniques de bosonisation, on montre que les âD,n et â†D,n satisfont les

relations de commutations bosoniques,
[
âD,n, â

†
D,n′

]
= δn,n′ . De même,

[
âG,n, â

†
G,n′

]
= δn,n′ .

Pour des temps assez courts tels que les termes non-linéaires de la relation de dispersion
des modes fermioniques sont négligées, l’Hamiltonien de LL peut se réécrire en fonction des
opérateurs phononiques et prend la forme de l’Hamiltonien de liquide de Luttinger [81]

Ĥ ≃ c
2π

L

∑
n

n
(
â†D,nâD,n + â†G,nâG,n

)
. (3.7)

Cette description permet de prédire les propriétés d’équilibre ainsi que la dynamique à temps
court. Elle est par exemple en accord avec les dynamiques hors-équilibre à temps court ob-
tenues expérimentalement : elle décrit la dynamique induite par le changement rapide de la
force des interactions [73], l’effet de la modulation temporelle des forces d’interaction [82] ou
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encore la dynamique suite au dédoublement d’un gaz 1D [83, 84]. Les états initiaux produits
dans ces expériences sont des états gaussiens en termes d’opérateurs phononiques : ils peuvent
complètement être caractérisés par les fonctions de corrélations à 1 et 2 points des courants
associés aux phonons, elles-mêmes paramétrées par des fonctions fD/G(x) et gD/G,D/G(x, y),

⟨ĴD/G(x)⟩0 = c

√
K

2π
∂xfD/G(x) (3.8)

⟨ĴD/G(x)ĴD/G(y)⟩c0 = c2
K

(2π)2
∂x∂ygD/G,D/G(x, y), (3.9)

où ⟨Ĵ(x)Ĵ(y)⟩c = ⟨Ĵ(x)Ĵ(y)⟩−⟨Ĵ(x)⟩⟨Ĵ(y)⟩. Les fonctions de corrélations d’ordre supérieures
sont déduites en utilisant le théorème de Wick.

3.1.3 Relaxation du système

Les modes phononiques ne sont pas les états propres exacts de l’Hamiltonien de LL, ils ne
sont donc pas les bonnes quantités à étudier pour des dynamiques à temps longs. Pour des
temps de dynamique t > ℏm∗(L/(2π))2, les termes quadratiques de la relation de dispersion
Eq.(3.3) ne sont plus négligeables. Pour un système non-intégrable, on s’attendrait à ce que
le système relaxe vers un équilibre thermique, quel que soit l’état initial, où la population des
modes phononiques est donnée par une distribution de Bose-Einstein. Le système étant décrit
par l’Hamiltonien de LL, le système est intégrable. Le phénomène de relaxation est toujours
présent, mais l’état relaxé contient plus d’informations sur l’état initial. Comme déjà indiqué
dans la Section2.1.2, il est possible de décrire l’état relaxé par tout ensemble assez piqué
autour de la distribution de rapidités, voir Section2.1.2. Ici, on choisit une matrice densité
gaussienne en terme des fermions de Bethe [85, 86]

ρ̂st ∝ e
∑

n λnb̂
†
nb̂n (3.10)

avec ⟨b̂†nb̂n⟩ les quantités conservées et λn les multiplicateurs de Lagrange tels que l’ensemble
soit bien piqué autour de la distribution de rapidités. Pour un état initial de faible énergie, le
calcul des ⟨b̂†nb̂n⟩ se réduit aux calculs des termes ⟨ĉ†D/G,nĉD/G,n⟩. Ces quantités peuvent être
extraites en inversant l’Eq.(3.6) en utilisant les techniques de bosonisations [78].

Dans la suite, on ne se concentrera que sur les phonons se propageant sur la droite (D).
La technique de bosonisation introduit le champ chiral

φ̂D(x) = −i
∑
n>0

1√
n

(
ei

2πnx
L âD,n − e−i 2πnx

L â†D,n

)
(3.11)

directement relié aux courants associés aux phonons puisque

ĴD(x) = c

√
K

2π
∂xφ̂D(x). (3.12)
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Ce champ est aussi relié aux fonctions d’ondes fermioniques ĉ†D(x) = (1/
√
L)
∑

n exp(−i2πxn/L)ĉ
†
D,n

via l’identité de bosonisation ĉ†D(x) =: 1/
√
L exp(−iφ̂D(x)) :, : . : correspondant à l’ordre nor-

mal [78]. On peut définir la fonction

GD(x) =
1

L

∫
dy⟨ĉ†D

(
y +

x

2

)
ĉD

(
y − x

2

)
⟩ (3.13)

qui peut se réécrire en fonction de la population des modes fermioniques

GD(x) =
1

L

∑
n

e−i 2πnx
L ⟨ĉ†D,nĉD,n⟩. (3.14)

Cette quantité est ainsi indépendante du temps, elle peut être évaluée à l’instant initial.
L’Eq.(3.12) permet d’obtenir à partir des Eq.(3.8) et (3.9) ⟨φ̂D(x)⟩0 = fD(x) et ⟨φ̂D(x)φ̂D(y)⟩c0 =
gDD(x, y). Puisque l’état initial est gaussien en termes de phonons, le théorème de Wick peut
être appliqué sur φ̂D(x) ce qui permet d’obtenir

⟨ĉ†D(x)ĉD(y)⟩0 =
1

L
e−i(fD(x)−fD(y))egDD(x,y)− 1

2
gregDD(x)− 1

2
gregDD(y) (3.15)

avec gregDD(x) = limz→x[gDD(x, z)+log(2π(z−x)/(iL))]. En injectant Eq.(3.15) dans Eq.(3.13)
et en inversant Eq.(3.14) on peut en déduire la population des modes fermioniques. On uti-
lise Eq.(3.6) et le théorème de Wick sur la matrice densité gaussienne Eq.(3.10) (les termes
⟨ĉ†D,nĉD,n′⟩ avec n ̸= n′ sont supposés négligeables après relaxation). La population des modes
phononiques ainsi que les corrélations des courants associés s’écrivent,

Tr
(
ρ̂stâ

†
D,nâD,n

)
= ⟨â†D,nâD,n⟩∞ =

1

n

∑
m

⟨ĉ†D,m+nĉD,m+n⟩
(
1− ⟨ĉ†D,mĉD,m⟩

)
, (3.16)

⟨ĴD(x)ĴD(y)⟩∞ = −Kc2GD(x− y)GD(y − x), ⟨ĴD(x)⟩∞ = 0. (3.17)

Dans le cas d’un système initialement invariant par translation, fD(x) = 0 et gDD(x, y) =

g(x− y), gregDD(0) = 0. Dans ce cas,

⟨ĴD(x)ĴD(y)⟩0 = −n0c
4π

∂2xg(x− y), (3.18)

⟨ĴD(x)ĴD(y)⟩∞ = π
n0c

L2
e2g(x−y). (3.19)

La population des phonons évolue en toute généralité, excepté si g vérifie l’équation différen-
tielle ∂2xg = −(2π/L)2 exp(2g) : dans ce cas, la distribution de population des phonons est
thermique,

g(x− y) = − log

[
2βc

iL
sinh

(
π

βc
(x− y)

)]
(3.20)

avec β = 1/(kBT ).
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3.1.4 Exemple pour un état initial particulier

On s’intéresse ici à l’étude d’un cas spécifique où la situation initiale ne présente que des
phonons thermiques se déplaçant vers la droite. En plus de cela, les phonons des modes k0
sont déplacés tels que la matrice densité du système s’écrive ρ̂ = ⊗k>0ρ̂k avec

ρ̂k ∝ e−βℏckâ†kâk si k ̸= k0, ρ̂k0 ∝ D̂k0(α)e
−βℏckâ†kâkD̂†

k0
(α) (3.21)

où D̂k0(α) = exp[i(αâ†k0 + αâk0)] est l’opérateur déplacement. La population initiale des
phonons s’écrit

⟨â†kâk⟩ =
1

eβℏck − 1
+ δk,k0 |α|2 si k > 0, 0 sinon, (3.22)

et avec β = 1/(kBT ). Cet état correspond à avoir fD = A cos(k0x) avec A =
√
2π/(Lk0)2|α|

et gDD donné par Eq.(3.20). Une illustration représentée sur la Fig.3.1 donne une idée du
phénomène de relaxation attendu.

Figure 3.1 – Illustration de l’effet de la relaxation des phonons. Par souci de simplicité, le
système considéré est dans le régime Tonks Girardeau, où la distribution de rapidités corres-
pond à la distribution des modes fermioniques. À l’état fondamental, les fermions remplissent
de façon homogène une région dans l’espace des phases représentée ici par une zone grise.
Lorsque le nombre de phonons de mode k0 déplacé est grand A ≫ 1, cela revient à moduler
en amplitude le bord supérieur de la distribution des rapidités (a). Pour t > 0, chaque point
de l’espace des phases se déplace avec une vitesse veff(x, k) = k. Ainsi les modulations d’am-
plitude se déforment (b). Pour un temps de dynamique long, le système relaxe (c).

Dans ce cas particulier, la fonction GD est obtenue par technique de bosonisation et s’écrit

GD(x) =
π

βcℏ
1

sinh
(

π
βcℏx

)J0 [4|α|√ 2π

Lk0
sin

(
k0
2
x

)]
(3.23)

avec J0 la fonction de Bessel d’ordre 0. Les populations fermioniques ⟨ĉ†D,nĉD,n⟩, quantités
conservées au cours du temps, peuvent être obtenues numériquement en utilisant Eq(3.13).
De telles populations sont tracées sur la Fig.3.2(a)−(c) pour différentes valeurs de A. Pour
de petits A on observe des plateaux sur la distribution de population des fermions qui sont
directement reliés à la quantification des fermions. Lorsque A augmente, le nombre de pla-
teaux augmente et le profil devient plus lisse jusqu’à obtenir la limite semi-classique où
⟨ĉ†D,nĉD,n⟩ = (1/π) arccos(2πn/(ALk0)) [24]. Finalement, la population des modes phono-
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niques après relaxation du système peut être déduite numériquement en utilisant l’Eq.(3.18) :
les populations obtenues sont représentées sur la Fig.3.2(d)−(f). Le fait que la population des
phonons ne corresponde pas à une distribution thermique symétrique vis-à-vis des phonons
gauches et droites est une signature que l’état relaxé est non thermique. De plus, si on com-
pare les populations avec celle correspondant à des phonons se propageant uniquement vers
la droite et suivant une statistique de Bose-Einstein, on observe de légères différences. Des
calculs exacts dans la limite du régime de Tonks-Girardeau ont été réalisés par Jérôme Dubail
et sont en excellents accords avec les résultats numériques.

Figure 3.2 – Relaxations pour des situations initiales où un mode phononique k0 est déplacé
avec fD(x) = A cos(k0x) pour différentes valeurs de A. Les figures (a) − (c) correspondent
aux populations ⟨ĉ†D,nĉD,n⟩. Les figures (d) − (f) correspondent à l’énergie de chaque mode
phononique ϵk = |k|c⟨â†D,nâD,n⟩ avec k = 2πn/L. Les courbes jaunes correspondent aux
simulations numériques, les croix sont les résultats exacts dans la limite γ → ∞. Les lignes
semi-pointillées des figures (d) − (f) représentent les énergies attendues si le système avait
relaxé dans un ensemble thermique. Les lignes pointillées sont les énergies ϵthD,k attendues si
le système avait relaxé dans un état où seuls les phonons droits suivent une statistique de
Bose-Einstein. Les encarts présentent la différence (ϵk − ϵthD,k)/ϵ

th
D,k.

Il est expérimentalement possible de produire de telles situations initiales. Par exemple,
les atomes pourraient être placés pendant un temps τ dans un potentiel dynamique V (x) =

V0 cos(k0x − ckt) afin d’exciter seulement les phonons droits. Il serait alors possible d’avoir
accès à la population des modes phononiques en mesurant les fluctuations de densités [43]
δn̂ = (1/c)(ĴD(x)+ ĴG(x)) et les fluctuations de phase proportionnelles au gradient du champ
de vitesse, directement proportionnel au courant Ĵ(x) = ĴD(x) − ĴG(x) [87]. Pour sonder
sélectivement les phonons droits, il faut sonder la dynamique, en utilisant par exemple des
mesures dynamiques non destructives [88]. Une des perspectives suite à ces travaux recherche
serait de mettre en place de tels protocoles expérimentaux.
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En résumé

— Pour un système décrit par l’Hamiltonien de Lieb Liniger, une description en
termes de phonons est pertinente pour étudier un état de basse énergie et à
temps courts. Cependant, les modes phononiques ne sont pas les vrais états
propres du système, la population des phonons n’est pas conservée en général.

— Pour un état initial gaussien en termes de phonons, il est possible de faire le
lien entre la population des modes phononiques après relaxation avec les vraies
quasi-particules à durée de vie infinie du système et en utilisant les techniques de
bosonisation. L’état relaxé n’est pas gaussien en termes de phonons en général.

— Pour un système particulier initialement constitué de phonons thermiques se dé-
plaçant vers la droite avec un mode k0 déplacé, l’état relaxé n’est pas thermique.
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3.2 Équation de Schrödinger Non Linéaire et distribution de
rapidités

Le second projet théorique auquel j’ai participé avait pour objectif de faire le lien entre les
quantités conservées du système quantique intégrable de LL avec celles du système classique
correspondant. Ce projet a été mené en collaboration avec Isabelle Bouchoule et Yasser Bezzaz,
stagiaire de M2 à l’époque.

Un système décrit par l’Hamiltonien de LL est un système dit intégrable, caractérisé par la
distribution de rapidités, une quantité conservée au cours du temps [21]. Un cas asymptotique
est le régime champ classique où le système est décrit par un champ complexe φ(x) [48],

iℏ
∂φ

∂t
= − ℏ2

2m

∂2φ

∂x2
+ g|φ|2φ. (3.24)

avec le crochet de Poisson {φ(x), φ∗(x′)} = i/ℏδ(x − x′) et {φ(x), φ(x′)} = 0. On parle
d’Équation de Schrödinger Non-Linéaire (NLSE) ou bien d’équation de Gross-Pitaevskii dé-
pendante du temps.

La NLSE a permis de décrire des résultats expérimentaux dans le domaine des atomes
froids [89] ou dans des expériences de propagation de la lumière dans des milieux non-linéaires
[90, 91]. Ce système classique intégrable a été très largement étudié dans les années 1960

avec l’émergence d’outils mathématiques telle que la méthode de diffusion inverse [92]. Cette
technique permet de construire un nombre infini de constantes du mouvement {τλ} qu’on
appellera dans la suite constantes de diffusion inverse. Elles sont paramétrées par λ appelé
paramètre spectral et homogène à une impulsion [93]. Le lien entre la distribution de rapidités
et les {τλ} a déjà été mis en évidence, notamment en utilisant les techniques de diffusion inverse
quantique (se basant entre autres sur la théorie de l’ansatz de Bethe) [94].

L’objectif de ce projet a été de retrouver de tels résultats avec une approche différente en
utilisant un bagage mathématique réduit : l’idée est d’utiliser le fait que la distribution de
rapidités peut être définie comme étant la distribution asymptotique des vitesses des parti-
cules du système après que ce dernier ait réalisé une expansion 1D. En effet, cette définition
s’applique aussi à la limite champ classique : la notion d’expansion a du sens et la distribution
de vitesse est directement reliée à la transformée de Fourier du champ φ. Les constantes de
diffusions inverses τλ sont conservées au cours de la dynamique : elles peuvent être obtenues
à tout temps pour un champ φ(x, t) particulier. On peut en particulier choisir de les évaluer
après l’expansion 1D. On a alors cherché à exprimer ces constantes en fonction du champ
en impulsion ψ(k) =

∫ L
0 dxφ(x) exp(−ikx)/

√
L permettant de les relier à la distribution en

impulsion n(k) = L/(2π)|ψ(k)|2 qui n’est alors rien d’autre que la distribution de rapidités.
Pour arriver à faire le lien entre la distribution de rapidité et les constantes de diffusion

inverse, deux méthodes ont été proposées [25] :
— La première méthode consiste à restreindre l’expansion dans une boîte de taille L

beaucoup plus grande que la taille initiale du nuage atomique, voir Fig.3.3(a). L’uti-
lisation de l’approximation de Markov est un point clef de la démonstration. La mise

– 55 –



CHAPITRE 3. PROJETS THÉORIQUES

Figure 3.3 – Illustrations des deux protocoles permettant de faire le lien entre les constantes
de diffusion inverse et la distribution de rapidités. (a) Le nuage de taille L0 réalise une ex-
pansion 1D dans une boîte de taille L ≫ L0. Le système après relaxation t > trelax est alors
étudié − (b) Dans une boîte de quantification L → ∞, le même nuage atomique réalise une
expansion 1D pendant un temps supérieur au temps asymptotique ta où la distribution en
impulsion a bien convergé vers la distribution de rapidités.

en équation de ce protocole a constitué le cœur du sujet de stage de master de Yasser
Bessaz.

— La seconde méthode, celle sur laquelle j’ai travaillé, a consisté à étudier l’expansion dans
l’espace libre dans une boîte de quantification L→ ∞, voir Fig.3.3(b). Les constantes
τλ ont alors été obtenues avec une méthode similaire à celle permettant d’obtenir la
formule de Landau-Zener [95].

La suite de cette partie détaille le second protocole illustré sur la Fig.3.3(b). Pour plus de
simplicité, on pose dans la suite m = ℏ = 1.

3.2.1 Construction des constantes de diffusion inverse

La distribution de rapidités peut être reliée à la limite classique à des constantes construites
à partir la méthode de diffusion inverse. L’équation non-linéaire NLSE correspond à la condi-
tion de compatibilité d’un problème de diffusion linéaire paramétré par λ dont les équations
sont [96] {

∂xf(x, t) = Uλ(x, t)f(x, t),

∂tf(x, t) = Vλ(x, t)f(x, t),
(3.25)

avec f un vecteur colonne à deux composantes et Uλ, Vλ deux matrices 2 × 2. Ces deux
équations doivent être compatibles : ∂t∂xf(x, t) = ∂x∂tf(x, t). Pour cela, les matrices Uλ et
Vλ vérifient la relation

∂tUλ − ∂xVλ + [Uλ, Vλ] = 0. (3.26)

Ainsi, en définissant les matrices Uλ et Vλ comme

Uλ =

(
−iλ2

√
gφ∗(x, t)

√
gφ(x, t) iλ2

)
et Vλ =

(
ig|φ|2 + i

2λ −√
g (i∂xφ

∗ + λφ∗)
√
g (i∂xφ− λφ) −

(
ig|φ|2 + i

2λ
) )

,

(3.27)
le champ φ vérifie bien l’équation NLSE.
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Soit un champ φ(x, t) solutions des équations NLSE Eq.(3.24) avec des conditions pério-
diques φ(L/2) = φ(−L/2). Pour construire les constantes de diffusion inverse {τλ}, on utilise
la méthode de diffusion inverse et on introduit la matrice Tλ(x, t), qui vérifie T (−L/2) = I2
et qui est solution de l’équation

∂xTλ(x, t) = Uλ(x, t)Tλ(x, t) (3.28)

La matrice Tλ(L/2) est appelée matrice de monodromie. Comme φ est solution de l’équa-
tion NLSE, on peut montrer grâce à l’équation de comptabilité Eq.(3.26) que la trace de la
matrice de monodromie est une constante du temps qui n’est rien d’autre que la constante de
diffusion inverse [92, 94],

τλ = Tr ( Tλ(L/2)) . (3.29)

En utilisant Eq.(3.28), l’idée est de calculer la matrice de monodromie en fonction du
champ avec t→ ∞ pour faire le lien entre les τλ et la distribution de rapidités.

3.2.2 Lien avec la distribution de rapidités

On considère un temps d’expansion très long : d’une part la distribution d’impulsion
du système a convergé vers la distribution de rapidités L|ψ∞(k)|2/(2π) ≃ Π(k) (quantité
extensive) à partir du temps ta, d’autre part le temps d’expansion considéré est t ≫ ta tel
que la taille du système soit très grande devant celle à ta. Entre le temps ta et le temps t, les
interactions entre particules sont négligeables, l’évolution est libre,

φ(x, t) ≃t→∞
1√
L

∑
k

ψ∞(k)e−i tk
2

2 eikx =

√
L

2π

∫ ∞

−∞
dkψ∞(k)ei(

t
2
k2−kx) (3.30)

Comme L → ∞, la somme peut être remplacée par une intégrale. Pour des grands temps
d’expansion, la phase

θ(k) =
t

2
k2 − kx =

x2

2t
− t

2

(
k − x

t

)2
(3.31)

oscille rapidement devant ψ∞(k). On fait alors une approximation de phase stationnaire en
supposant que la principale contribution de ψ∞ corresponde à ψ∞(k∗) avec k∗ = x/t qui
minimise θ(k) de l’Eq.(3.31). En intégrant le terme de phase, on obtient,

φ(x, t) ≃
√

L

2πt
ei

x2

2t ψ∞

(x
t

)
. (3.32)

On pourrait évaluer la trace de la matrice de monodromie à tout temps puisqu’elle est
constante. On décide de calculer la matrice de monodromie à temps asymptotique t → ∞
puisque la norme de la fonction d’onde est directement reliée à la distribution de rapidité.
Comme L → ∞, Tλ(−∞) = I2 et τλ = Tr [Tλ(∞)]. La matrice de monodromie s’obtient en
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résolvant Eq.3.28. Ici, on décide de changer de représentation en introduisant les opérateurs

T0(x) =

 e−ix
2

4t 0

0 ei
x2

4t

 = e−ix
2

4t
σ̂z et T̄λ(x) = T0(x)Tλ. (3.33)

L’équation différentielle Eq.3.28 se réécrit i∂xT̄λ = iŪλT̄λ avec

iŪλ =

 1
2

(
λ− x

t

)
i
√

gL
2πtψ

∗ (x
t

)
i
√

gL
2πtψ

(
x
t

)
−1

2

(
λ− x

t

)
 (3.34)

La matrice iŪλ, bien qu’elle soit non hermitienne, est similaire à l’Hamiltonien de Landau-
Zener [97, 98]. L’Hamiltonien de Landau Zener correspond à un système à deux niveaux
dépendant du temps τ

Ĥ =

(
E1(τ) H12

H∗
12 E2(τ)

)
(3.35)

avec ∆E = E2(τ) − E1(τ) = α(τ − τ0) et H12 constant. L’objectif en étudiant ce système
était initialement de comprendre la physique en présence de croisement de niveaux comme
représenté sur la Fig.3.4. La probabilité qu’un état initialement de plus basse énergie passe
dans l’état de plus haute énergie après le croisement (transition diabatique) est donnée par la
formule de Landau-Zener Pd = exp(−2πΓ) avec Γ = −|H12|2/α [95].

Figure 3.4 – Exemple des niveaux d’énergies propres du système en fonction du temps pour
le modèle de Landau-Zener. En absence de terme de couplage, on observe un croisement
des énergies propres (lignes pointillées). En présence de terme de couplage, le croisement est
évité (lignes solides). La formule de Landau-Zerner correspond à la probabilité pour un état
initialement dans l’état |g⟩ d’être dans l’état |g⟩ pour t→ ∞.

Un état |ψ⟩ du système est solution de l’équation i∂τ |ψ⟩ = Ĥ|ψ⟩. Le temps τ est équivalent
à la position x de notre problème de diffusion inverse, avec un croisement obtenu pour x = λt,
voir Eq.(3.34). Les méthodes de calculs permettant d’obtenir la formule de Landau-Zener
ont été utilisées pour calculer la matrice de monodromie. Par simplicité, nous avons suivi la
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procédure détaillée dans [95].

Pour les calculs suivants, on change de représentation en posant T̃0 = e−(i/2)xλσ̂z et T̃λ =

T̃−1
0 Tλ Les coefficients de la première colonne de T̃λ sont notés a1 et a2 avec a1(−∞) = 1

et a2(−∞) = 0. On souhaite obtenir a1(∞) = a∞1 . En utilisant Eq.(3.34), ces coefficients
vérifient les équations différentielles ∂va1(v) =

√
gL
2πte

i
[
λtv− v2t

2

]
φ∗(v)a2(v)

∂va2(v) =
√

gL
2πte

−i
[
λtv− v2t

2

]
φ(v)a1(v)

(3.36)

avec v = x/t. Dans la suite, on écrit ∂va1 = ȧ1. Ces équations peuvent être découplées,

ä1 = t

[
i (λ− u) +

1

t

φ∗′(u)

φ∗(u)

]
ȧ1 + t

gL

2π
|φ(v)|2a1 (3.37)

où φ′ = dφ/dv. En divisant Eq(3.37) par a1 × t(λ− v) et en intégrant le tout selon v,∫ ∞

−∞

ä1
a1

dv

t (λ− v)︸ ︷︷ ︸
(1)

= i

∫ ∞

−∞

ȧ1
a1

dv︸ ︷︷ ︸
(2)

+
gL

2π

∫ ∞

−∞
|φ(v)|2 dv

λ− v︸ ︷︷ ︸
(3)

+
1

t

∫ ∞

−∞

ȧ1
a1

φ∗′(v)

φ∗(v)

dv

λ− v︸ ︷︷ ︸
(4)

. (3.38)

Le terme (4) est négligé puisqu’il varie en 1/t. Le terme (2) peut se récrire i
∫
da1/a1 :

comme a1(−∞) = 1, l’intégrale est égale à i ln(a∞1 ). Finalement, en reprenant le développe-
ment de [95] les termes (1) et (3) sont calculés par analyse complexe en approchant l’axe réel
par le bas dans le plan complexe. Pour le terme de gauche, on suppose que la fonction ä1/a1
peut être prolongée dans le plan complexe, qu’elle n’a pas de pôles dans le plan complexe et
tend vers 0 lorsque |v| → ∞. En appliquant le théorème des résidus, ce terme est négligeable.
Finalement, en utilisant le théorème de Sokhotski-Plemelj, on obtient

ln(a∞1 ) = gπΠ(λ)− igv.p.

(∫
dk

Π(k)

k − λ

)
(3.39)

avec v.p. la valeur principale de Cauchy. En prenant l’exponentielle d’Eq.(3.39) et en multi-
pliant par e−iλL/2 pour repasser en représentation normale, on obtient le coefficient en haut
à gauche de la matrice de monodromie. La constante de diffusion inverse τλ correspond à la
trace de cette matrice. En utilisant le fait que les coefficients diagonaux de la matrice de mo-
nodromie sont conjugués, la constante de diffusion inverse s’écrit (en ajoutant les constantes
m et ℏ)

τλ = 2eπΠ(λ)gm
ℏ cos

[
λL

2ℏ
+
mg

ℏ
v.p.

(∫
dk

Π(k)

k − λ

)]
. (3.40)

Il s’agit du résultat principal puisque le lien est directement fait entre un τλ et la distribution
de rapidité extensive Π(λ). Si les calculs d’intégrales avaient été faits en approchant dans le
plan complexe l’axe réel par le haut, on aurait obtenu un coefficient |a∞1 |2 < 1, ce qui est
incompatible avec le fait que det(T̃λ) = 1 [93].
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On voit que les τλ oscillent rapidement devant λ. Ces oscillations disparaissent si on
considère la quantité moyennée à gros grains ⟨τ2λ⟩g.g., avec les cellules choisies de taille grande
devant 1/L, puisque

⟨τ2λ⟩g.g. = e2πΠ(λ)gm
ℏ . (3.41)

Cette quantité ne dépend plus de la taille de la boîte de quantification considérée. Ce ré-
sultat est intéressant puisque, connaissant la forme du champ classique à un instant donné,
la méthode de diffusion inverse permet de construire les constantes τλ : à partir d’Eq(3.41)
l’obtention de la distribution de rapidité est alors directe.

En résumé

— La limite champ classique du gaz de Lieb Liniger correspond à l’Équation de
Schrödinger Non-Linéaire. Dans ce cadre, la théorie de diffusion inverse permet
de construire un ensemble de quantités conservées.

— Une méthode permettant de faire le lien entre la distribution de rapidité et
les quantités conservées issues de la théorie de diffusion inverse est d’utiliser
la définition de la distribution de rapidités comme distribution en impulsion
asymptotique des atomes après une expansion 1D. On retrouve alors un résultat
connu.
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Pour produire expérimentalement des gaz de bosons unidimensionnels (1D), les degrés
de libertés transverses du système doivent être gelés. Pour cela, tous les atomes doivent être
placés transversalement dans l’état de plus basse énergie. Dans le cas particulier où le gaz est
piégé transversalement dans un potentiel harmonique de pulsation ω⊥ = ωy = ωz, il faut alors
que la température T et le potentiel chimique µ du système soient tels que kBT, µ ≪ ℏω⊥.
Dans notre expérience, le régime 1D est atteint en produisant des pièges magnétiques par
des courants traversants des fils déposés sur une puce atomique, ce qui permet d’obtenir des
confinements transverses très forts.

Ce chapitre introduit le dispositif expérimental permettant de produire des gaz de bosons
unidimensionnels. La première partie détaille de façon générale le fonctionnement de l’expé-
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rience. La deuxième partie se concentre plus particulièrement sur le piège magnétique utilisé
pour atteindre le régime 1D. Enfin, une discussion sur la stabilité de l’expérience est détaillée.

4.1 Présentation du dispositif expérimental

Cette partie introduit succinctement les principaux outils utilisés afin de préparer un
nuage atomique dans le régime de quasi-condensat de Bose Einstein (qBEC) introduit dans
la Section1.2.3.

4.1.1 La puce atomique

Dans notre expérience, les atomes sont piégés grâce à une puce atomique. Les puces ato-
miques ont été développées dans les années 90 avec comme idée de pouvoir intégrer des
systèmes compacts et miniaturisés dans des expériences d’étude d’ondes de matière [99]. Il
s’agit d’un circuit électronique imprimé sur une surface plane. Il est composé de micro-fils
traversés par des courants afin de produire des champs magnétiques pour piéger les atomes
[99, 100]. Après avoir réalisé les premières puces atomiques avec des fils aux géométries par-
ticulières [101, 102], les premiers condensats sur puce ont été obtenus en 2001 [103, 104] et
deux ans après au Laboratoire Charles Fabry (LCF) [105].

En raison de sa capacité à produire des potentiels très confinant, la puce atomique est
particulièrement bien adaptée à la préparation de systèmes unidimensionnels et plus particu-
lièrement dans notre cas à la préparation de gaz de bosons unidimensionnels avec interactions
de contact répulsives [106, 107]. La puce atomique n’est pas le seul moyen de produire un tel
système. Le piégeage optique est une autre technique utilisée pour produire des géométries
similaires. Un réseau optique 2D peut être utilisé pour obtenir un réseau 2D de tubes longitu-
dinaux [7, 108, 109, 110]. Du fait du grand nombre de pièges parallèles produits, ce système
est adapté à l’étude de gaz 1D très peu denses, car la densité peut être moyennée sur tous les
tubes. Néanmoins, le fait que les systèmes de puce ne produisent qu’un seul tube rend cette
technique intéressante puisqu’elle donne la possibilité d’avoir accès expérimentalement aux
fluctuations du système [10, 111].

La Fig.4.1(a) est une photo d’une puce similaire à celle que j’ai utilisée au cours de ma
thèse placée sur sa monture. La puce et sa monture sont placées dans une enceinte à vide, à 45°
par rapport à l’axe optique d’imagerie, voir Fig.4.1(b). La puce a été conçue en collaboration
avec Sophie Bouchoule, Alan Durnez et Abdelmounaim Harouri au Centre de Nanosciences
et de Nanotechnologies (C2N). Le schéma de la Fig.4.1(c) détaille les différentes couches de la
puce. Elle est composée d’un substrat de Carbure de Silicium sur lequel est déposé le circuit
électrique lui-même recouvert d’une couche de résine benzocyclobutène (BCB). La puce étant
utilisée comme miroir dans le système optique utilisé pour imager le nuage atomique, cette
couche de résine est aplanie avec la répétition d’étapes d’enduction centrifuge, de polymérisa-
tion et d’attaque plasma. Finalement, la puce est recouverte d’une fine couche d’or (∼ 200nm)
par évaporation afin de pouvoir réfléchir la lumière à 780nm. La puce est soudée à l’Indium
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sur une monture en cuivre.

Figure 4.1 – (a) Photographie de la puce sur sa monture en cuivre, adaptée de [112] −
(b) La puce et sa monture sont placées dans l’enceinte à vide. La puce est positionnée à 45°
par rapport à l’axe du système optique d’imagerie. Le disque bleu correspond à la position
des atomes piégés − (c) Schéma représentant les différentes couches qui constituent la puce
atomique. La partie bleue correspond à la résine ajoutée par-dessus le circuit électrique.

Le circuit électrique, composé de fils de cuivre, est représenté sur la Fig.4.2(a). Les sorties
en haut et en bas de la puce correspondent aux différentes connexions permettant d’alimenter
les différents fils avec des courants. La Fig.4.2(b) est un zoom de la zone d’intérêt, c’est-à-dire
de l’endroit où les atomes sont piégés par les potentiels magnétiques. On y voit plusieurs fils
permettant de produire différents pièges intermédiaires afin de déplacer et de pré-refroidir
les atomes. Le guide longitudinal permettant d’obtenir un gaz 1D est produit par 3 micro-
fils colorés en jaune et parcourus par des courants ±I (il s’agit des fils schématisés sur la
Fig.4.1(c)). Les atomes sont piégés à une distance d = 15µm au-dessus des micro-fils, soit
8µm au-dessus de la puce. Il n’y a pas de différences majeures entre la puce atomique que
j’ai utilisée au cours de ma thèse avec celle utilisée avant mon arrivée : la zone d’intérêt
(Fig.4.2(b)) est identique, seule la position de quelques retours de fils a été modifiée pour être
plus symétrique, pour minimiser la dissipation de chaleur et pour avoir le maximum de fils
isolés les uns des autres, à comparer avec [113] 1.

4.1.2 Contrôleur et séquenceur

Pour automatiser l’expérience, des modules National Instrument produisant des signaux
digitaux et analogiques permettent de contrôler les différents dispositifs électroniques. Un
générateur de fonction [114] a été ajouté pour la production de signaux Radio Fréquence (RF) :
ce signal passe dans le fil U et est utilisé dans le processus d’évaporation. Des atténuateurs
RF ont été ajoutés pour limiter la puissance du signal produit.

Juste avant mon arrivée en thèse, le contrôle des modules National Instrument venaient
d’être changé. Il se fait désormais avec les logiciels Cicero et Atticus développés au centre
MIT pour atomes froids, par le laboratoire de Ketterle [115]. Il a été adapté par Isabelle
Bouchoule à notre expérience : en plus d’inclure la programmation de la carte National Ins-
trument génératrice de fonction dans Cicero, une surcouche logicielle (appelée Spartacus) a

1. Voir page 166
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Figure 4.2 – (a) Schéma électrique des fils présents sur la puce − (b) Zoom sur la zone
d’intérêt. Les fils bleu et orange (appelés respectivement fils U et Z) permettent la réalisation
de pièges magnétiques intermédiaires. Les 3 micro-fils colorés en jaune permettent de pro-
duire le guide longitudinal. Les fils roses et verts (appelés respectivement fils d/d′ et D/D′)
permettent de réaliser le confinement longitudinal.

été programmée pour le contrôle de Cicero, ce qui permet de lancer différents scripts. De plus,
quelques modifications pratiques ont été apportées à Cicero.

4.1.3 Présentation des différentes étapes pour la production d’un gaz de
Bose 1D

Les premiers mois de ma thèse ont consisté à remettre en marche l’expérience : j’ai no-
tamment participé à l’optimisation des différentes étapes du cycle expérimental permettant
de produire un gaz de Bose 1D. Cette partie liste les différentes étapes de cette séquence.

Un gaz de Rubidium est libéré par un dispositif appelé dispenser en anglais et qui
permet de relâcher des atomes de Rubidium en présence de courant. Ce dispositif est placé
directement dans l’enceinte à vide sur le côté de la monture de la puce. Le dispenser est
traversé par un courant de 4.5A pendant 4.8s. Les atomes libérés sont ensuite piégés, ralentis
et refroidis par un Piège Magnéto-Optique (PMO), voir la Fig.4.3. Ce dernier est composé
de 4 faisceaux lasers (dont deux réfléchis par la puce) ainsi que d’un quadrupôle magnétique
produit par des bobines. Le gaz est à quelques mm de la puce.

Pour rapprocher les atomes de la puce, on passe d’un champ quadrupolaire produit
par des bobines à un champ quadrupolaire produit par le fil U de la puce (fil bleu de la Fig.4.2)
traversé par un courant variant de 3.6 à 1.5A. Le gaz est alors quelques centaines de µm de
la puce.

Afin de refroidir les atomes piégés, on forme une mélasse optique, voir Fig.4.4(a).
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Figure 4.3 – Observation des photons diffusés par les atomes dans le PMO. Les photons
sont collectés par une caméra placée en amont de l’enceinte à vide.

Un système d’imagerie provisoire est utilisé pour observer la mélasse : on souhaite obtenir
l’image de gaz dont la taille est de l’ordre de quelques mm, ce qui n’est pas possible avec le
système d’imagerie final dont le champ total est de l’ordre du mm. De plus, pour utiliser le
système d’imagerie final correspondant à la Fig.4.1(b), il faut enlever une lentille escamotable
ainsi qu’une lame séparatrice, ce qui prendrait trop de temps ici (∼ 1s). Le nuage atomique
contient alors typiquement ∼ 6.106 atomes à ∼ 10µK.

Afin de placer un maximum d’atomes dans l’état |F = 2,mF = 2⟩, une étape de pom-
page optique est réalisée : les atomes sont illuminés par un faisceau polarisé circulairement
σ+ par rapport à l’axe de quantification (correspondant à la direction du champ magnétique)
sur la transition |F = 2⟩ → |F ′ = 2⟩, voir la Fig.4.6.

Figure 4.4 – Images 2D en Densité Optique (DO) de nuages atomiques à différents moments
du cycle expérimental (a) Mélasse optique − (b) Atomes chargés dans le piège DC − (c)
Gaz placé dans le piège DC comprimé. Les images sont prises avec un système d’imagerie
provisoire.

Une fois les atomes placés dans l’état magnétique mF = 2, on charge les atomes dans
un piège magnétique produit par des bobines et le fil Z traversé par du courant
continu (fil orange de la Fig.4.2(b)). Dans la suite, on parlera du piège magnétique DC.
Un exemple de piège de chargement est représenté sur la Fig.4.4(b), avec ≃ 5.106 atomes.
Une fois le chargement réalisé, le fil Z parcouru par un courant I = 3A permet de confiner
transversalement fortement les atomes afin d’augmenter la densité volumique, comme on le
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voit sur la Fig.4.4(c) : une étape de refroidissement par évaporation Radio Fréquence (RF)
est alors réalisée pendant ≃ 2.3s [116]. Le gaz est à la fin de ce processus composé d’environ
∼ 2.5.105 atomes à ∼ 1µK. À partir de cette étape, les atomes sont imagés avec le système
d’imagerie final représenté sur la Fig.4.1(b) : un exemple de tel gaz est représenté sur la
Fig.4.5(a).

Une fois ce premier refroidissement réalisé, la position du minimum de potentiel est dépla-
cée au niveau de la position du guide 1D. Les atomes sont alors transférés du piège DC
au guide 1D produit par les 3 micro-fils parcourus par des courants alternatifs (fils jaunes
de la Fig.4.2). Le champ magnétique transverse produit par des bobines externes et petit à
petit coupé, les courants dans le fil Z diminuent progressivement et les courants dans les petits
fils augmentent jusqu’à atteindre un courant d’environ 50mA. Pour optimiser ce transfert, on
réalise pour tous ces courants 5 rampes linéaires successives de 50 à 60ms chacune. Enfin, on
commence par mettre un courant de 0.5A dans les fils D et D′ représentés en respectivement
vert et bleu sur la Fig.4.2(b). Puis pendant les 5 rampes, ces courants sont modifiés afin de
maintenir la position du centre de masse du gaz fixe. On obtient alors des gaz comportant
autour de ∼ 50000 atomes, voir par exemple la Fig.4.5(b).

Le chargement du guide 1D étant réalisé, une dernière étape de refroidissement
évaporatif permet d’atteindre le régime 1D. Le nombre d’atomes est alors de ∼ 3000 → 15000

pour une température variant de ∼ 50 → 200nK. Un exemple de gaz 1D froid est représenté
sur la Fig.4.5(c).

Figure 4.5 – Images 2D en DO de nuages atomiques dans différents pièges (a) Atomes dans
le piège DC après refroidissement − (b) Atomes transférés du piège DC au piège AC − (c)
Gaz 1D dans le piège AC obtenu après un processus de refroidissement par évaporation. Les
images sont prises avec le système d’imagerie final.

Un cycle expérimental dure environ 15 secondes. Une description plus détaillée du cycle
de préparation d’un nuage 1D peut être trouvée dans des thèses d’anciens doctorants et
doctorantes ayant travaillé sur cette expérience (voir par exemple la thèse d’Aisling Johnson
[117]).

Une nouvelle puce venait d’être installée dans l’enceinte à vide juste avant mon arrivée en
thèse. Les premiers mois de ma thèse ont servis à remettre en marche l’expérience avec l’aide
d’Isabelle Bouchoule. Chaque étape citée ci-dessus a été mise en place, programmée avec le
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contrôleur puis optimisée.

4.1.4 Système lasers

Les différentes longueurs d’onde nécessaires pour l’expérience sont fournies par trois lasers,
voir Fig.4.6 :

— Le laser maître1 est un laser à cavité étendue dont la conception a été faite au SYRTE
[118]. Il est asservi en fréquence par spectroscopie par absorption saturée directement
sur la transition atomique D2 du Rb, plus précisément sur le croisement entre les
transitions |52S1/2, F = 2⟩ → |52P3/2, F

′ = 2⟩ et |52S1/2, F = 2⟩ → |52P3/2, F
′ = 3⟩

(ligne pointillée de la Fig.4.6). Il s’agit de la référence de fréquence pour les deux autres
lasers ;

— Les atomes étudiés devant être dans l’état |F = 2⟩, un repompeur est utilisé pour
replacer les atomes qui sont tombés dans l’état |F = 1⟩ dans |F = 2⟩. Ce faisceau
doit être asservi à la fréquence correspondante à la transition |52S1/2, F = 1⟩ →
|52P3/2, F

′ = 2⟩ : il doit y avoir un écart de fréquence de 6GHz par rapport à laser
Maître1. Pour cela, une Diode à rétroaction répartie (DFB pour Distributed FeedBack
Diode en anglais) est asservie en fréquence par rapport à la fréquence du laser maître1 :
on récupère le battement en fréquence des deux lasers sur une photodiode rapide. Le
signal de la photodiode est ensuite multiplié avec celui d’un oscillateur de référence
à 6.6GHz : la composante basse fréquence est envoyée sur un compteur de fréquence.
Pour avoir une puissance supérieure à 100mW, on utilise une diode Fabry Perot qui
est injectée sur la DFB : il s’agit du faisceau repompeur ;

— Le laser maître2 est un laser à cavité étendu identique au laser maître1. De manière
similaire que pour le repompeur, la fréquence de ce dernier est asservi en fréquence
par battement obtenu avec le laser maître1. La plage d’asservissement de fréquence
est de l’ordre de 120MHz autour de la transition |52S1/2, F = 2⟩ → |52P3/2, F

′ = 3⟩
(lignes rouges de la Fig.4.6). Le faisceau laser est amplifié par un amplificateur à semi-
conducteur évasé (Tappered Amplifier en anglais) permettant d’obtenir une puissance
de sortie > 1W. Ce faisceau est ensuite décomposé en plusieurs faisceaux contrôlés
en intensité avec des cubes séparateurs de polarisation en aval de lames demi-onde
et contrôlés en fréquence avec l’ajout de Modulateurs Acousto-Optiques. Tout cela
permet de produire les faisceaux PMO, le pompage optique, l’imagerie par absorption
et le faisceau de sélection.

De même que pour la partie précédente, une description plus détaillée des systèmes lasers
peut être retrouvée dans les thèses des anciens doctorants ayant travaillé sur l’expérience (voir
par exemple [117]).
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Figure 4.6 – Structure hyperfine (transitions D1 et D2) de l’atome de Rubidium 87Rb. Les
longueurs d’onde des différents lasers utilisés dans l’expérience sont représentés en jaune.

4.2 Piégeage dans le guide modulé

Pour les étapes préliminaires de refroidissement et de piégeage des atomes décrits dans la
Section4.1.3, il est possible de se référer aux thèses d’anciens doctorants ou doctorantes ayant
travaillé sur l’expérience [105, 119, 112]. De plus, une revue expliquant le piégeage d’atomes
froids par les puces atomiques peut aussi éclaircir certains points [120].

Cette partie se concentre sur la dernière étape de piégeage des atomes, c’est-à-dire la
production du piège dans lequel les atomes atteignent le régime 1D. La compréhension de la
manière dont est réalisé le guide longitudinal est importante ici car elle explique la faisabilité
des protocoles utilisés dans les Chapitres7, 8 et 9. Pour obtenir un gaz de bosons 1D, le
potentiel de piégeage doit être très asymétrique. Par exemple, si le gaz est placé dans un
potentiel longitudinalement et transversalement harmonique (de pulsations respectives ω∥ =

ωx et ω⊥ = ωy = ωz), il faut que ω∥ ≪ ω⊥. Dans la suite, certains pièges étudiés seront
longitudinalement quartiques, V∥ = c4x

4. Dans ce cas, il faut que les longueurs caractéristiques
l∥ =

[
ℏ/√mc4

]1/3 et l⊥ =
√

ℏ/mω⊥ soient telles que l∥ ≫ l⊥. En plus de cela, les énergies
caractéristiques des systèmes doivent être telles que µ, kBT ≪ ℏω⊥. Les degrés de libertés
transversalement sont alors gelés et la dynamique des atomes devient purement longitudinale
[121].

4.2.1 Principe de piégeage magnétique par un fil

Considérons des atomes de Rubidium 87Rb en présence d’un champ magnétique B(r). On
suppose qu’ils sont placés dans le niveau Zeeman |F,mF ⟩ où mF correspond à la projection du
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moment angulaire F sur l’axe de quantification choisi ici comme étant la direction du champ
magnétique. Il y a couplage entre le champ magnétique et le moment dipolaire magnétique µ

des atomes. L’énergie d’interaction est donnée par l’expression

E(r) = −µ.B(r) = gFmFµB|B(r)| (4.1)

avec gF le facteur de Landé et µB le magnéton de Bohr. Selon les signes demF et gF , les atomes
vont être attirés par un minimum ou un maximum du champ magnétique. Les équations de
Maxwell interdisant la présence d’un maximum local de champ magnétique [122], on décide
de placer les atomes dans l’état |F = 2,mF = 2⟩ pour lequel gF = 1/2.

Si on considère un fil de longueur infinie traversé par un courant I, le champ produit à
une distance r de ce dernier vaut

BI(r, θ) =
µ0I

2πr
eθ, (4.2)

avec eθ défini sur la Fig.4.7(a). Avec l’ajout d’un champ homogène B⊥ = B⊥ey, la norme du
champ pour θ = π/2 présente un minimum pour y = µ0I/(2πB⊥), voir Fig.4.7(b). Comme le
minimum est atteint pour une norme du champ nulle, la condition d’adiabacité∣∣∣∣dBdt

∣∣∣∣ 1

|B|
≪ ωL =

µB|B|
ℏ2

, (4.3)

n’est plus vérifiée entraînant des pertes de Majorana [123]. On ajoute alors un second champ
magnétique homogène Bx = B0ex afin que le minimum de champ soit non nul, voir Fig.4.7(b).
Ce principe de production de piège est utilisé dans une étape préliminaire de piégeage et de
refroidissement avec le fil Z introduit par la Fig.4.2(b).

Figure 4.7 – (a) Représentation des différents champs magnétiques utilisés pour réaliser un
piège magnétique − (b) Norme du champ magnétique total pour z = 0 avec différents champs
utilisés.
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4.2.2 Piégeage transverse

La production du piège transverse pour obtenir un gaz 1D est un peu différente puisque
le piège est réalisé par 3 micro-fils présents sur la puce, voir Fig.4.2(c). On utilise toujours un
champ magnétique homogène B = B0ex, mais le champ homogène B⊥ est supprimé. Le fil
central est parcouru par un courant I. Les deux autres fils, parcourus par un courant de sens
opposé −I jouent un rôle similaire au champ transverse B⊥. On retrouve ainsi une situation
similaire au cas d’un seul fil. Le champ magnétique produit par les fils s’écrit B⊥

u (u, v)eu +

B⊥
v (u, v)ev et le potentiel associé V (u, v) = µB

√
B2

0 +B⊥
u (u, v)

2 +B⊥
v (u, v)

2. Pour rappel,
les axes eu et ev correspondent aux axes de la puce introduits sur la Fig.4.1(b) et (c). L’intérêt
de ces pièges est que les atomes sont très proches des micro-fils (à une distance d = 15µm qui
correspond à la distance entre deux fils), la fréquence de piégeage transverse s’écrit

f
(0)
⊥ =

1

2π

√
µB
mB0

µ0I

2πd2
. (4.4)

La fréquence transverse est contrôlée expérimentalement par la valeur du champ B0 et par
le courant traversant les fils I. La valeur du champ B0 ne peut pas être trop basse car
nous sommes limités par la présence de bruit magnétique extérieur, comme expliqué dans la
Section4.3.1. Dans la suite, nous travaillons avec B0 = 3.36G. De plus, les valeurs du courant I
n’excèdent pas 1.5A du fait d’un trop fort chauffage par effet Joule. Finalement, les fréquences
transverses accessibles les plus grandes sont de l’ordre de ∼ 100kHz.

4.2.2.1 Problème de rugosité

Comme on peut le voir sur la Fig.4.8(a), les fils présentent de la rugosité à leur surface. Les
lignes de courant ne sont alors plus totalement alignées par rapport à l’axe ex ce qui implique
que le champ magnétique présente une composante selon cet axe δBx(x), voir Fig.4.8(b) par
exemple [124, 125].

Pour s’affranchir de cet effet, les courants sont modulés ±I(t) = I cos(ωM t) avec une
pulsation ωM = 2π × 400kHz [126]. Le potentiel total s’écrit

V (u, v, x, t) = µB

√
(B0 + δBx(x) cos (ωM t))

2 + (B⊥
u (u, v) cos (ωM t))

2
+ (B⊥

v (u, v) cos (ωM t))
2
.

(4.5)
En faisant un développement limité par rapport à B0 et en prenant la valeur moyenne du
potentiel (qui est le potentiel réellement ressenti par les atomes), l’effet de rugosité des fils
disparaît : en effet, la fréquence de modulation étant élevée, les atomes ne ressentent que le
potentiel temporel moyen, avec en particulier ⟨δBx(x, t)⟩ = 0 puisqu’il s’agit d’une fonction
périodique, voir les Fig.4.8(b) et (c). Le potentiel ressenti par les atomes s’écrit alors

⟨V (u, v)⟩ ≃ µBB0

(
1 +

⟨B⊥2
u ⟩+ ⟨B⊥2

v ⟩
2B2

0

)
. (4.6)

À 15µm au-dessus de la puce, le potentiel correspond localement à un piège harmonique
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de fréquence transverse

f⊥ =
f
(0)
⊥√
2

(4.7)

avec f (0)⊥ donnée par Eq.(4.4).

Figure 4.8 – (a) Image par microscopie électronique à balayage d’un micro-fil où les effets de
rugosité et leur caractère aléatoire sont visibles. Image reprise de [112] − (b) et (c) Schémas
illustrant le principe de modulation pour s’affranchir des effets de rugosité des micro-fils.
Lorsque le courant est modulé, la composante du champ produit selon l’axe ex change de
signe périodiquement, la valeur moyenne temporelle est donc nulle. Les figures (b) et (c) sont
adaptées de [127]

4.2.2.2 Mesure de la fréquence transverse

Il est important de connaître précisément la valeur de la fréquence transverse du piège.
En effet, le terme d’interactions effectives unidimensionnelles du modèle de Lieb Liniger, g,
dépend de f⊥.

Pour mesurer la fréquence transverse du piège, on prépare un gaz 1D dans le piège et on
excite les modes transverses de respiration du nuage atomique. On s’attend à ce que les modes
de respiration oscillent à une fréquence fe = 2f⊥ [128]. Pour cela, on module le courant I0(t) =
I0 cos(2πfat) en amplitude avec une fréquence proche de fe pendant quelques oscillations, voir
Fig.4.9(a). Après différents temps d’attente tosc, on mesure la taille transversale du nuage après
un temps de vol tv = 8ms où les confinements longitudinaux et transverses sont coupés, voir
Fig.4.9(b). On vérifie que les oscillations dipolaires ne sont pas excitées.

4.2.3 Piégeage longitudinal

Cette partie traite du confinement longitudinal des atomes. Ce dernier est réalisé par des
champs magnétiques produits par 4 fils (appelés fils D, D′, d et d′ sur la Fig.4.2(b)) traversés
par les courants respectifs ID, ID′ , Id et Id′ et placés d’une part et d’autres des trois micro-fils.
Nous allons montrer dans un premier temps que les confinements transverses et longitudinaux
sont découplés, une propriété très importante pour les expériences de cette thèse. Dans un
second temps, nous présenterons la réalisation et la caractérisation des différentes géométries
de potentiel utilisées dans cette thèse.
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Figure 4.9 – (a) Schéma du protocole de mesure de fréquence transverse du piège. Le cou-
rant est modulé en amplitude, I0(t) = I0 cos(2πfat). Le gaz reste dans le piège pendant
un temps tosc puis les confinements longitudinaux et transverses sont coupés − (b) Mesures
expérimentales de la taille transversale du nuage en fonction du temps d’attente tosc dans
le piège. Les données sont ajustées pas une fonction cosinus avec fe = 5120 ± 30Hz, soit
f⊥ = fe/2 = 2560± 20Hz.

4.2.3.1 Découplage des confinements transverses et longitudinaux

Un point très important pour le reste de cette thèse et qui va être justifié maintenant et le
fait que le confinement transverse produit par les trois micro-fils est découplé du confinement
longitudinal. En toute généralité, le champ magnétique produit par les 4 fils D,D′, d, d′ peut
s’écrire

B∥ = B∥
v(v, x)ev +B∥

x(v, x)ex, (4.8)

la composante selon eu est nulle puisque le courant qui les parcourt est selon eu.

Pour rappel, le champ produit par les micro-fils s’écrit B⊥ = B⊥
u (u, v) cos (ωmt) eu +

B⊥
v (u, v) cos (ωmt) ev. En présence du champ homogène produit par les bobines B = B0ex et

en supposant que Bt
x = B0+B

∥
x est grand devant les autres composantes du champ magnétique

total, le potentiel s’écrit

V = µBB
t
x

[
1 +

B
∥
x

(Bt
x)

2
+

1

2(Bt
x)

2

(
B∥

v +B⊥
v cos (ωmt)

)2
+

1

2(Bt
x)

2

(
B⊥

u cos (ωmt)
)2]

. (4.9)

En prenant la valeur temporelle moyenne du potentiel, correspondant au potentiel effectif
ressenti par les atomes au vu de la fréquence de modulation très élevée, on obtient

⟨V (u, v, x)⟩ = µBB
t
x(v, x)

 1︸︷︷︸
(1)

+
1

4

(
⟨B⊥

u (u, v)⟩
Bt

x(v, x)

)2

+
1

4

(
⟨B⊥

v (u, v)⟩
Bt

x(v, x)

)2

︸ ︷︷ ︸
(2)

+
1

2

(
B

∥
v(v, x)

Bt
x(v, x)

)2

︸ ︷︷ ︸
(3)

 .
(4.10)

Le champ magnétique homogène est choisi assez grand de telle sorte que Bt
x(v, x) ≃ B0.

Ainsi, le potentiel moyen peut être décomposé en 3 termes :

— Le premier terme (1) de l’Eq.(4.10) correspond au potentiel créé par le champ homogène
de la bobine dans la limite où Bt

x ≃ B0.
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— Le terme (2) correspond au confinement transverse. Dans le cas où Bt
x ≃ B0, ce terme

ne dépend que des variables u et v. De plus, il ne fait pas intervenir les champs produits
par les 4 fils.

— Le terme (3) correspond à la composante longitudinale et ne fait pas intervenir les
champs produits par les micro-fils. La composante B

∥
v possède une dépendance en

v qui peut affecter le confinement transverse, mais en réalité cette contribution est
négligeable par rapport à celle issue du champ produit par les micro-fils.

En conclusion, du fait de la modulation des courants traversant les micro-fils, les contribu-
tions longitudinales et transverses du potentiel moyen sont indépendantes. Cette propriété est
cruciale pour les expériences décrites dans les chapitres suivants, puisque l’on a souhaité modi-
fier les propriétés des confinements longitudinaux sans modifier les propriétés du confinement
transverses.

Ainsi, on peut réécrire le potentiel moyenné ⟨V ⟩ = V∥(x) + V⊥(u, v) avec

V∥(x) = µBB
t
x

1 + 1

2

(
B

∥
v

Bt
x

)2
 = µBB0

1 + B
∥
x

B0
+

1

2

(
B

∥
v

B0

)2
 . (4.11)

4.2.3.2 Piégeage harmonique

La forme du potentiel longitudinal peut être estimée en utilisant Eq.(4.11) et en prenant
en compte la disposition des fils sur la puce. Le piège localement harmonique est créé par
les champs produits par les fils D et D′ placés d’une part et d’autre des micro-fils, voir la
Fig.4.10(a).

Commençons par évaluer la contribution au potentiel magnétique par le fil D, traversé
par un courant ID. Le champ produit s’écrit

B(r) =
µ0ID
2πr

eθ =
µ0ID
2πL2

1

1 + 2 x
L +

(
x
L

)2
+
(
d
L

)2 (dex − (L+ x)ev) = BD
x ex +BD

v ev. (4.12)

Parce que les atomes sont très proches de la puce (d = 15µm), la contribution du terme (d/L)

est négligée. En faisant un développement limité à l’ordre 4, on obtient

BD
x =

µ0ID
2πL2

d

[
1− 2

x

L
+ 3

(x
L

)2
− 4

(x
L

)3
+ 5

(x
L

)4
+ o

(x
L

)4]
(4.13)

et
BD

v = −µ0ID
2πL

[
1− x

L
+
(x
L

)2
−
(x
L

)3
+
(x
L

)4
+ o

(x
L

)4]
. (4.14)

Désormais, considérons la présence d’un second fil D′ parcouru par un courant ID′ ,
Fig.4.10(b). On supposera dans la suite que ID = ID′ = I (utiliser deux courants différents
permet juste de déplacer le minimum du champ magnétique). En raison des symétries du
problème et en introduisant B∥

v = BD
v +BD′

v , B∥
x = BD

x +BD′
x , nous avons B∥

v(−x) = −B∥
v(x)
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et B∥
x(−x) = B

∥
x(x). Ainsi

B∥
x =

µ0I

πL2
d

[
1 + 3

(x
L

)2
+ 5

(x
L

)4]
(4.15)

et
B∥

v =
µ0I

πL

[
x

L
+
(x
L

)3]
. (4.16)

En injectant Eq.(4.16) et Eq.(4.15) dans Eq.(4.11), on obtient à l’ordre 2

V∥(x) = µBB0 +
µBµ0I

πL2
d

(
1 + 3

(x
L

)2)
︸ ︷︷ ︸
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)2 (x
L
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Contribution deB
∥
v

= V0 +
1

2
mω2

∥x
2 (4.17)

avec
V0 = µBB0 +

µBµ0I

πL2
d ≃ µBB0 (4.18)

car B0 ≫ µ0Id/(πL
2) avec les paramètres usuels et

ω∥ =

√
6dµBµ0I

πL4m︸ ︷︷ ︸
ωx
∥

+

√
µB
mB0

µ0I

πL2︸ ︷︷ ︸
ωv
∥

. (4.19)

Pour des courants I > 1A, la contribution du terme B∥
x dans l’expression de la pulsation

longitudinale peut être négligée par rapport à la contribution de B∥
v (ωv

∥/ω
x
∥ > 5). Dans ce cas

ω∥ ≃
√

µB
mB0

µ0I

πL2
∝ I√

B0L2
. (4.20)

Ainsi, au vu des dimensions caractéristiques de la puce et des fils, il est possible de réaliser
des confinements de fréquences longitudinales f∥ = ω∥/2π allant jusqu’à ∼ 150 Hz pour des
courants limités à Imax = 4A du fait d’un chauffage trop important.

Figure 4.10 – (a) Schéma de la puce avec la représentation des trois micro-fils ainsi que
des quatre fils D, D′, d et d′ − (b) Coupe selon le plan (0, ex, ev) avec la représentation des
champs magnétiques produits en présence de courants traversant les fils D et D′.
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Un calcul plus précis prenant en compte la géométrie exacte des fils (disposition sur la
puce, épaisseur finie) se trouve en appendice de la thèse de Thibault Jacqmin [112] 2.

4.2.3.3 Champ magnétique résiduel

Depuis quelques années, il se trouve qu’un champ magnétique résiduel est présent, rendant
les calculs menés dans la Section4.2.3.2 ou dans [112] imprécis. Ce champ résiduel est de
source inconnue, mais nous pensons qu’il pourrait être produit par des éléments magnétiques
à l’intérieur du blindage magnétique, ou bien du blindage magnétique lui-même qui pourrait
s’être magnétisé avec les années.

Un protocole simple de mise en évidence de la présence de ce champ magnétique résiduel
consiste à placer les atomes dans un potentiel localement harmonique comme décrit dans la
Section4.2.3.2. Dans le cas où les courants dans les fils D et D′ sont égaux et en absence de
champ externe, la position du centre du nuage atomique ne devrait pas dépendre des valeurs
de ces courants. Or, comme on peut le voir sur la Fig.4.11, la position du centre dans notre
cas est bien dépendante ID = ID′ = I.

Pour essayer de caractériser ce champ, on peut faire l’hypothèse que ce dernier est homo-
gène et dirigé selon la direction ev. Ainsi la composante totale du champ dans cette direction
s’écrit Bv = B

∥
v + B0

v avec B
∥
v donnée par Eq.(4.16) et B0

v la composante résiduelle. La
contribution de Bv au potentiel s’écrit alors

V v
∥ (x) =

µB
2B0

[(
B0

v

)2
+

(
µ0ID
πL

x

L

)2

+ 2B0
v

µ0ID
πL

x

L

]
, (4.21)

avec un minimum de potentiel se trouvant en position

x0 = −πB0
vL

2 1

µ0ID
, (4.22)

qui dépend désormais bien du courant ID. À partir de cette équation, il est possible d’extraire
expérimentalement une valeur du champ magnétique résiduel : B0

v = 68mG, voir Fig.4.11.

4.2.3.4 Mesure de la fréquence longitudinale

Pour mesurer la fréquence longitudinale du puits de potentiel supposé localement harmo-
nique, le protocole suivant a été réalisé : un gaz d’atomes est initialement à l’équilibre, piégé
par le potentiel magnétique avec ID = ID′ = I0. Le courant ID′ est modifié de façon linéaire
pendant un temps ∆t ∼ 1/f∥ jusqu’à la valeur I1 afin de déplacer le nuage. Puis le courant
traversant le fil D′ revient brusquement en un temps t < 10µs à sa valeur d’origine I0 afin
que le centre de masse du nuage atomique se mette à osciller dans le piège à la fréquence f∥,
Fig.4.12.

2. Voir page 151
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Figure 4.11 – Mesure de la position du centre du nuage atomique pour différents courants
ID = ID′ . Ces mesures permettent d’extraire une valeur du champ résiduel B0

v , voir Eq.(4.22)
(courbe noire pointillée). La position x0 = 0µm correspond au centre des petits fils.

Figure 4.12 – (a) Évolution des courants dans les fils D et D′ pour un protocole de mesure
de fréquence longitudinale − (b) Oscillations du centre du gaz à la fréquence longitudinale du
piège magnétique après ∆t = 200ms et en prenant I0 = 0.6A et I1 = 0.33A. Ces oscillations
sont ajustées par une fonction cosinus pour extraire la fréquence longitudinale f∥.

4.2.3.5 Piégeage quartique

En ajoutant du courant dans deux autres fils d et d′ placés aussi de part et d’autre des petits
fils, il est possible de contrôler la forme des potentiels jusqu’à l’ordre 4, V∥(x) =

∑4
i=0 aix

i.
Cette variabilité de la forme du potentiel a notamment été utilisée pour tester la théorie GHD
en passant d’un potentiel en configuration double puits à un potentiel en configuration simple
puits [63]. Durant ma thèse, je me suis intéressée plus particulièrement à un piège quartique,
c’est-à-dire un potentiel qui s’écrit sous la forme V∥(x) = a0+a4x

4. Les atomes piégés dans un
potentiel quartique présentent un profil de densité quasi homogène sur une importante zone,
ce qui explique son utilisation pour la mise en place du protocole décrit dans le Chapitre9.

Les deux fils d et d′ sont séparés d’une distance 2l = 1390µm, comme représenté sur la
Fig.4.10(a). Parcourus par des courants identiques Id = Id′ = i, le nouveau champ magnétique
produit par les 4 fils est déduit des équations Eq.(4.16) et Eq.(4.15), avec

B∥
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µ0I

πL2
d

[
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(x
L
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+
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(4.23)
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et
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ce qui permet d’obtenir l’expression du nouveau potentiel développé à l’ordre 4,
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(4.25)

En choisissant les courants i et I de façon pertinente, il est possible de supprimer le terme en
x2 et d’obtenir un potentiel longitudinal quartique de la forme V∥(x) = a0 + a4x

4.
Pour placer les atomes dans un piège quartique, on commence par les piéger dans un po-

tentiel harmonique identique à celui présenté dans la partie précédente. Ceci est justifié par
un simple soucis de commodité, évitant de réajuster un grand nombre de paramètres expéri-
mentaux afin d’optimiser la situation initiale. Puis, avant la dernière étape de refroidissement
par évaporation, les atomes sont transférés du piège harmonique au piège quartique. On a
d’abord pensé à réaliser ce transfert de façon adiabatique, de sorte que le nuage reste à l’équi-
libre. Cependant, le changement des courants de façon continu fait passer momentanément le
potentiel dans une configuration anti-piégeante, amenant à une perte quasi-totale du nombre
d’atomes dans le piège. Ainsi, on a décidé de faire le protocole inverse, c’est-à-dire passer
d’un piège harmonique à un piège quartique de façon diabatique en réalisant un changement
brutal de potentiel, rendant le transfert beaucoup plus rapide. Une fois le changement de
potentiel réalisé, l’étape de refroidissement évaporatif permet alors de retrouver une situation
d’équilibre.

4.2.3.6 Réalisation expérimentale d’un piège quartique

Comme pour la Section4.2.3.2, les calculs menés dans la Section4.2.3.5 sont peu précis
du fait de la présence d’un champ magnétique résiduel, voir Section4.2.3.3. Pour réaliser un
piège quartique à partir de courants ID et ID′ fixés, seul un couple de courants Id et Id′
permet d’obtenir une telle situation. En absence de champ résiduel, on sait que pour un
couple I = ID = ID′ , les courants des fils d et d′ doivent être égaux afin d’avoir un potentiel
symétrique, ce qui réduit le nombre de paramètres à scanner. En présence d’un champ résiduel,
le potentiel n’est plus symétrique. Ainsi, pour trouver expérimentalement les paramètres afin
de piéger les atomes dans un piège quartique, on réalise le protocole suivant :

— Les courants ID et ID′ sont fixés.
— Pour un courant Id fixé, on scanne le courant Id′ afin de retrouver un profil de densité

symétrique, correspond à un potentiel magnétique lui aussi symétrique. On refait cet
ajustement pour différents courants Id pour trouver la situation où le potentiel est
quartique.

— Afin de changer la position ou la taille du piège quartique, on change les valeurs des
courants ID et ID′ .
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Différents potentiels symétriques V∥(x) = a2(x−xc)2+a4(x−xc)4 obtenus pour différents
couples (Id, Id′) sont représentés sur la Fig.4.13(a). La forme du potentiel est obtenue en
piégeant un gaz dans le régime TF 1D (c’est-à-dire dans le régime de quasi-condensat de Bose
Einstein) afin que le potentiel chimique s’écrive

µ(x) = µp − V∥(x) = gn(x) ⇒ V∥(x) = gnp − gn(x). (4.26)

On voit bien le passage d’un potentiel en forme de double puits (courbe orange) avec un
coefficient a2 < 0 à une situation pour laquelle a2 > 0 (courbe noire). La transition se fait
par une situation où a2 = 0, c’est-à-dire un potentiel quartique.

Figure 4.13 – (a) Potentiels longitudinaux obtenus à partir de profil de densité en utilisant
Eq.(4.26) pour différents couples (Id, Id′), les courants ID et ID′ sont fixés − (b) Profil de
densité linéaire du gaz dans un piège quartique. Au centre, la densité linéaire reste homogène
à 10% près sur une zone de 200µm. Ici, ID = 1.5A, ID′ = 1.5A, Id = 1.145A et Id′ = 1.050A
− (c) Image 2D du nuage en Densité Optique (DO) placé dans un piège quartique après un
temps de vol tv = 1ms.

Un exemple de nuage atomique piégé dans un potentiel quartique est présenté Fig.4.13(b)
et (c). On a vérifié que le nuage est bien à l’équilibre après la séquence de refroidissement :
le profil de densité devient en effet stationnaire après un temps d’attente t = 300ms du gaz
dans le piège.

4.2.3.7 Instabilités du piège quartique

Nous nous sommes rendu compte que les courants fournis par les alimentations pouvaient
dériver légèrement au cours du temps. Les potentiels harmoniques sont très peu sensibles à
ces dérives δI qui sont de l’ordre du mA (δI/I ∼ 1%). Ce n’est cependant pas le cas pour des
potentiels proches d’une situation quartique où une variation des courants de l’ordre du mA
entraîne une forte asymétrie du potentiel. Ces dérives sont systématiques lors des 2 premières
heures de fonctionnement de l’expérience. Sur le reste de la journée, elle présente un caractère
aléatoire et souvent disparaissent. Un exemple de telle dérive est représenté Fig.4.14 : on voit
la forme du potentiel longitudinal V∥ évoluer spontanément au cours du temps t. Entre t = 0

et t = 2h la forme du potentiel change considérablement, passant d’une situation symétrique
quasi-quartique à une forme fortement asymétrique. Cette modification est ici liée à une
dérive d’un des courants de δI ∼ 8mA (c’est la variation de courant utilisée pour retrouver
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une situation quartique). De plus, pendant les 1h30 suivantes, cette dérive est quasiment
inexistante.

Figure 4.14 – Forme du potentiel longitudinal obtenu à partir d’Eq.(4.26) mesurée à diffé-
rents moments de la journée pour un même jeu de courants.

La plupart des mesures avec un nuage atomique initialement dans un potentiel quartique
ont été acquises sur des durées de temps relativement courtes pendant lesquelles on s’est
assuré que les dérives des courants des alimentations étaient inexistantes. On pense dans le
futur à changer les alimentations de courants par de nouvelles plus stables.

4.3 Stabilité de l’expérience

Les résultats des Chapitres7, 8 et 9 ont été obtenus en moyennant des prises de données
sur des temps longs (de l’ordre de la journée). Il a donc été important de vérifier et de
caractériser la stabilité de l’expérience. Par exemple, la dérive lente et ponctuelle du piège
quartique dégrade la stabilité de l’expérience. D’autres facteurs jouant sur cette stabilité ont
été mis en avant et étudiés, ils sont explicités dans la partie suivante.

4.3.1 Sensibilité aux bruits magnétiques extérieurs

L’expérience, du fait de la production de potentiel magnétique par des courants traversant
des fils, est très sensible à tout bruit magnétique (contrairement aux bobines, les fils présentent
une inductance très faible). La présence de bruits magnétiques extérieurs se caractérise par
deux principales conséquences sur l’expérience :

— Une durée de vie du nuage atomique dans un piège magnétique extrêmement réduit. Ce
phénomène a lieu lorsque par exemple le bruit magnétique est présent en permanence et
est composé de fréquences dans les MHz, voir Fig.4.15. Ce bruit entraîne une transition
des atomes de l’état piégé mF = 2 vers un état anti-piégé mF ≤ 0.

— Une grande fluctuation du nombre d’atomes d’une réalisation à une autre. Ce phé-
nomène est plus lié à un bruit parasite intermittent. Cette situation est aussi pénible
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puisque cela réduit considérablement la quantité de données exploitables. De plus, il
est difficile de trouver la cause d’un bruit qui n’est pas tout le temps présent.

Néanmoins, des solutions ont été apportées pour réduire un maximum l’impact du bruit
magnétique sur l’expérience :

— Certaines sources de bruits magnétiques ont été supprimées. Notamment, beaucoup de
matériels électroniques relativement anciens (asservissements de température, écran
d’ordinateur) ont été remplacés après s’être aperçu qu’ils produisaient du bruit ma-
gnétique nocif pour la stabilité de l’expérience. Sur la Fig4.15, on peut voir les pics
de tension mesurés aux bornes d’un fil de la puce en présence de bruit. L’utilisation
d’alimentation à découpage a été réduite au maximum, car pouvant générer du bruit
magnétique.

— L’expérience est aussi mieux protégée du bruit. En plus d’avoir les alimentations de
courant des fils placées sur batteries, la plupart des câbles ont été blindés par de la
maille métallique. Des filtres RC ont aussi été rajoutés pour filtrer le bruit de certains
composants électroniques. Nous nous sommes de plus aperçus qu’augmenter la valeur
du champ B0 permettait de réduire la sensibilité du piège au bruit magnétique (cela
revient à augmenter la fréquence des transitions de l’état piégé aux états anti-piégés).

Figure 4.15 – Tension aux bornes du fil en Z de la puce. Les pics de tension observés cor-
respondent à du bruit magnétique émit par un écran d’ordinateur présent dans la salle. Une
étude spectrale a montré que ce bruit avait un pic de fréquence autour de 3MHz, correspon-
dant à la fréquence de transition entre un état piégé et un état anti-piégé. Une fois l’écran
d’ordinateur remplacé, le temps de vie du nuage atomique dans le piège a augmenté d’un
facteur ∼ 10.

4.3.2 Régime permanent

Une fois l’expérience en fonctionnement, nous devons attendre un certain nombre de cycles
(1 cycle ≃ 15 secondes) afin d’atteindre un régime permanent. Nous avons caractérisé différents
éléments jouant sur le temps tp nécessaire pour atteindre le régime permanent :

— Le dispenser qui libère le gaz de Rubidium dans l’enceinte à vide atteint un cycle de
chauffage asymptotique au bout d’une quinzaine de cycles expérimentaux, ce qui prend
tp ∼ 15minutes, voir Fig.4.16(a).
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— La puce atomique chauffe et se déforme légèrement après plusieurs cycles. Ce chauffage
entraîne notamment un déplacement transverse de quelques µm du potentiel radial. Ce
décalage est problématique notamment lorsque l’outil de sélection spatiale est utilisé,
voir le Chapitre6. Après un temps tp ∼ 1 à 2 heures, la position transverse du gaz ne
bouge plus.

— Le champ magnétique B0 produit par les bobines augmente légèrement au cours du
temps. Cette variation entraîne notamment un changement de la fréquence RF f0RF à
résonance avec le fond du puits puisque ℏf0RF = µBB0. Cette variation est de l’ordre
du mG (δB/B0 ∼ 10−4). Ainsi, pour une fréquence RF fixe utilisée pour le processus
de refroidissement évaporatif, le nombre d’atomes augmente, voir Fig.4.16(b). Il faut
attendre un temps tp ∼ 4 heures afin d’atteindre un régime permanent.

Figure 4.16 – (a) Nombre d’atomes mesurés au démarrage de l’expérience. On voit ici l’effet
du dispenser qui chauffe de cycle en cycle et qui libère de plus en plus d’atomes − (b) Nombre
d’atomes Nat mesurés 2h après le démarrage de l’expérience. Nat continue d’augmenter légè-
rement ∼ 35at/min (droite noire pointillée). Ces variations sont liées à une légère variation
du champ B0.

Finalement, les données présentées dans la suite ont été acquises après un temps d’attente
d’environ 4 heures, afin de s’assurer que le régime permanent du cycle expérimental soit
atteint.

4.3.3 Détérioration de la puce

Au cours du temps, en présence de Rubidium, la couche d’or présent sur la surface de
la puce peut se détériorer : les atomes de Rubidium s’adsorbent sur la surface d’or. D’une
part, les atomes collés sur la surface de la puce réduisent la qualité du miroir d’or. De plus,
des dipôles électriques apparaissent, entraînant un potentiel rugueux ressenti par les atomes
piégés. Des essais de nettoyage de la puce atomique par chauffage et par éclairage UV pour
désorber les atomes de Rubidium sur la surface d’or ont été réalisés par d’anciens doctorants
sans succès.

Ce phénomène est relativement lent, mais entraîne le changement de la puce régulièrement,
tous les 3 ans à peu près. Lors de la rédaction de ce manuscrit, la puce est en cours de
remplacement, notamment du fait de la détérioration trop importante de la couche d’or. Le
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potentiel créé par les dipôles atteignait des variations de potentiel ressenti par les atomes de
l’ordre de ∼ 10nK.

En résumé

— Le piégeage du gaz dans un potentiel magnétique produit par des courants tra-
versant des micro-fils et déposés sur une puce atomique permet d’obtenir un fort
confinement transverse, les atomes étant placés à 7µm au-dessus de la puce. En
plus d’un refroidissement efficace, cela permet d’atteindre le régime 1D.

— La modulation du courant dans les 3 micro-fils permet de s’affranchir de l’effet de
la rugosité des fils. De plus, le confinement transverse est complètement découplé
du confinement longitudinal.

— Le confinement longitudinal est produit par 4 fils placés d’une part et d’autres
des micro-fils. Le potentiel prend la forme localement d’un polynôme de degré
4. Dans la suite, nous travaillerons principalement avec un piège harmonique ou
quartique.
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Chapitre 5

Techniques d’analyse
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Ce chapitre introduit différentes techniques utilisées pour analyser et caractériser les gaz
produits expérimentalement. La première partie détaille les méthodes d’imagerie permettant
de reconstruire le profil de densité linéaire. La seconde partie présente les différentes méthodes
utilisées pour extraire une température à partir des profils de densité linéaires.

5.1 Système d’imagerie

L’utilisation d’une CCD (Charge Coupled Device en anglais) à déplétion profonde et à
capteurs éclairés par l’arrière, backthined illuminated (PIXIX1024 BRX, Teledyne) permet
d’imager les atomes [129]. Le choix de cette caméra provient de sa bonne efficacité quantique
de 99% pour une longueur d’onde de 780nm.

Afin d’images les atomes, des techniques d’imagerie par absorption sont utilisées. Elles
permettent notamment d’extraire le profil de densité linéaire

n(x) =

∫
dydzn3D(x, y, z) (5.1)

avec n3D la densité de particules.
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5.1.1 Imagerie par absorption après temps de vol

Pour imager les atomes, le faisceau sonde d’intensité I0(x, z) arrive en se propageant selon
l’axe vertical ey (voir Fig.5.1(a)), traverse le nuage atomique et est réfléchi sur l’axe ez par
la puce afin d’être imagé par la caméra CCD. En traversant le gaz, une partie du faisceau est
absorbée selon la loi de Beer-Lambert [130],

dI

I
= −σ0n3D(x, y, z)dy, (5.2)

avec σ0 la section efficace d’absorption et n3D la densité de particules. En intégrant cette
relation selon l’axe ey,

I(x, z) = I0(x, z)e
−σ0n2D(x,z) = I0(x, z)e

−D(x,z) (5.3)

avec n2D(x, z) la densité de particule intégrée selon ey et D la Densité Optique (DO). Après
réflexion, l’intensité du faisceau dépend de la variable y, I(x, z → y). La densité optique est
obtenue expérimentalement en mesurant le ratio I/I0. Pour cela, deux images consécutives
sont prises : la première image d’absorption Ĩ(x, y) en présence d’atomes puis, après un temps
t = 10ms, une seconde image sans atome Ĩ0(x, y). Pour prendre en compte les fluctuations
globales d’intensité entre les deux images, on mesure le nombre de photons N (b) et N (b)

0 sur
une zone sans atome identique aux deux images, tel que

I(x, y)

I0(x, y)
=

Ĩ(x, y)

Ĩ0(x, y)

N
(b)
0

N (b)
= e−D(x,y). (5.4)

Pour un faisceau laser de polarisation circulaire σ+ résonnant par rapport à la transition
fermée |F = 2,mF = 2⟩ → |F ′ = 3,mF ′ = 3⟩, la section efficace d’absorption s’écrit pour des
atomes dans l’état |F = 2,mF = 2⟩ [131]

σ(I) = σ0
1

1 + I/Isat
(5.5)

avec la section efficace à la limite de faible intensité σ0 = 3λ2/(2π) où λ = 780, 24nm est
la longueur d’onde du laser et Isat = Γℏω/(2σ0) où Γ = 2π × 6.062MHz est le taux de
désexcitation de la transition [132]. Pour réaliser une telle situation, on ajoute un champ
magnétique B = 8G selon l’axe ey, afin de fixer l’axe de quantification selon ey tel que la
polarisation du faisceau soit bien σ+. Ce champ est établi pendant un temps de vol tv = 8ms
où le nuage atomique tombe sous l’effet de la gravité, voir Fig.5.1(a). Pendant ce temps de
vol, l’évolution du profil de densité moyen est négligée, il est alors identique à celui du nuage
atomique initial.

À partir d’Eq.(5.5), on voit que la section efficace dépend de l’intensité : nous devrions alors
remplacer σ0 par σ(I) dans Eq.(5.2). Dans la limite où I/Isat → 0, on retrouve σ(I) → σ0.
Pour avoir un rapport signal sur bruit convenable, on fait alors un compromis en travaillant
avec I0/Isat ≃ 0.3 tout en vérifiant que I/I0 ≃ 1 tel que l’on puisse remplacer σ0 par σ(I0)
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dans Eq.(5.2). Il est important de préciser que le modèle de Beer-Lambert ici présenté est
un modèle à une particule. Il ne prend pas en compte des effets collectifs exacerbés pour des
saturations et des densités atomiques élevées [133].

Le temps d’impulsion τp et l’intensité du faisceau I sont choisis de telle sorte à trouver
un compromis entre un bon rapport signal sur bruit et une bonne résolution. La résolution
est limitée par l’imagerie, mais aussi par le processus de diffusion des atomes. Ce dernier
processus est caractérisé par le rayon de diffusion

∆r =

√
Nsc

3

ℏk
m
τp, Nsc = τp

Γ

2

I/Isat
1 + I/Isat

(5.6)

où Nsc est le nombre de photons diffusés. En pratique on utilise une intensité I ≃ Isat/3 et
τp ≃ 50µs afin que le rayon de diffusion ∆r ≃ 2.6µm soit de l’ordre de grandeur de la résolution
optique du système d’imagerie, le nombre de photons diffusés est alors de Nsc ≃ 230.

Figure 5.1 – (a) Système optique pour l’imagerie après un temps de vol tv = 8ms du gaz et
l’application d’un fort champ magnétique B0 − (b) Système d’imagerie pour l’observation du
nuage atomique in situ avec un temps de décompression de tv = 1ms. Dans les deux cas, le
nuage atomique est représenté par un disque noir et un exemple de profil en Densité Optique
est affiché.

5.1.2 Imagerie par absorption in situ

Il est aussi possible d’imager les atomes sans la mise en place de champ magnétique et sans
temps de vol. On parlera dans la suite d’imagerie in situ. Cette fois-ci, puisque les atomes sont
à 7µm de la puce, le gaz absorbe à la fois le faisceau incident et le faisceau réfléchi, on observe
alors deux images du nuage, voir Fig.5.1(b). De plus, en l’absence de champ magnétique,
la transition n’est plus fermée (les transitions |F = 2,mF = 2⟩ → |F ′ = 3,mF ′ = 1, 2, 3⟩
sont toutes les trois possibles) et la valeur de la section efficace σ0 se voit être modifiée. Le
nombre d’atomes doit être calibré : pour cela, on compare les profils de densité linéaires issus
de l’imagerie in situ nis(x) avec celui obtenu en appliquant le champ magnétique B, n(x).
Pour une densité linéaire ne dépassant pas les 60µm−1, le rapport des densités est linéaire et
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calibré avec, dans notre cas,

n =
1

A
nis, A = 0.75(3). (5.7)

Il est parfois plus pratique d’utiliser l’imagerie in situ, les profils présentant un signal moins
bruité avec des densités plus importantes et des fluctuations de densités moindre, comme
expliqué dans la suite.

Notons que la loi de Beer-Lambert n’est vérifiée que pour des gaz suffisamment dilués.
Dans le cas des gaz 1D étudiés, la densité atomique est souvent trop élevée pour que la loi de
Beer-Lambert soit valable. En effet, la taille transverse du gaz étant plus petite que la taille
du pixel dans le plan des atomes ∆ = 1.77µm, la densité linéaire est alors sous-estimée [134].
De plus, les couplages dipôle-dipôle des atomes et les processus de réabsorption ne sont plus
négligeables [135]. Ainsi, pour imager correctement le gaz, on effectue même pour une imagerie
in situ un temps de vol court (tv = 1ms) pour pouvoir décomprimer le gaz transversalement,
rendant alors valable l’application de la loi de Beer-Lambert.

5.1.3 Défauts d’imagerie

Au cours de ma thèse, nous avons essayé de réduire au mieux les défauts d’imagerie que
nous avons observés. Ceci fut très important d’autant plus que nous voulions extraire des
signaux de faibles amplitudes et où ces effets devaient être limités au maximum.

Défauts de la caméra : nous avons observé des défauts directement reliés à la ca-
méra. Tout d’abord, des motifs apparaissaient de façon imprévisible, voir un exemple sur la
Fig.5.2(a). Nous pensons que ces motifs sont liés à un problème de lecture de la CCD. De
plus, nous nous sommes rendus compte que l’offset de la caméra, c’est-à-dire le niveau de gris
par pixel mesuré sans réception de photons, évoluait au cours du temps et pouvait changer
significativement en quelques heures, voir Fig.5.2(c). Ces deux effets limitant la qualité des
images, nous avons décidé de remplacer la caméra par une nouvelle du même modèle. Après
remplacement, les deux effets cités ont disparu.

Défauts du système optique : nous avons observé d’autres effets liés au fait que les
deux images brutes permettant de reconstruire la densité optique présentent des différences
spatiales de profil d’intensité. La division des images laisse apparaître des franges comme
représenté sur la Fig.5.2(a). On associe ces franges à des défauts d’imagerie. Ces défauts
ne devraient pas être un problème, les deux images consécutives devraient bien se diviser.
Cependant, des phénomènes d’interférence de type Fabry-Pérot peuvent être présents, causés
par exemple par des défauts du traitement anti-reflet des optiques : cet effet est très sensible
et le profil d’intensité peut varier entre les deux images. Cet effet peut être très important
avec des fluctuations de densité optique effectives pouvant atteindre δ(DO) = 0.1, ce qui rend
compliqué l’étude précise des profils de densité linéaire : les gaz étudiés présentent des densités
optiques maximales de l’ordre de ∼ 0.5.

On a tout d’abord essayé d’éliminer ces franges en utilisant une banque d’images de
référence, une technique numérique bien connue [136] : les résultats furent peu concluants.
Cependant, nous nous sommes rendu compte que ce phénomène dépendait du chemin optique
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parcouru par le faisceau sonde. Nous avons alors désaxé ce dernier par rapport à l’axe optique
afin de limiter la présence des franges avec succès.

Un défaut supplémentaire observé est la présence de photons résiduels sans faisceau sonde,
voir Fig.5.2(b). Nous en avons déduit que ces photons proviennent de diffusion des faisceaux
lasers, nous sommes arrivés en diminuer la présence de ces derniers en limitant le plus possible
les accès optiques et les processus de diffusion, mais nous ne sommes pas arrivés à les enlever
complètement.

Figure 5.2 – (a) Densités optiques obtenues en divisant deux profils d’intensité successifs.
L’image présente des franges d’interférences. Dans le cercle blanc les lignes observées sont
liées à un défaut probablement électronique de la caméra − (b) Profil d’intensité reçu par
la caméra en l’absence de faisceau sonde. On observe la présence de photons résiduels − (c)
Offset de la caméra mesuré à différentes journées. La valeur de l’offset n’est pas constante et
peut présenter des fluctuations rapides.

5.2 Thermométrie

Dans cette partie, on fait l’hypothèse que les gaz étudiés sont bien décrits par un ensemble
thermique. Comme détaillé dans le Chapitre2, cette description n’est pas nécessairement va-
lable pour nos systèmes qui sont intégrables. Néanmoins, il se trouve que beaucoup de résultats
sont en parti expliqué dans le cadre de cette hypothèse.

Cette partie introduit deux méthodes utilisées lors de ma thèse pour extraire une tempé-
rature des gaz étudiés : l’étude du profil in situ du nuage atomique et la caractérisation des
fluctuations de phase du système.

Une autre méthode d’extraction de températures qui a été utilisée auparavant est l’ex-
traction des fluctuations de densité. Cette méthode permet d’extraire une température du
système quel que soit le régime qui le décrit [43, 10, 137]. Néanmoins, dans le régime qBEC,
les fluctuations de densité sont très faibles, rendant leur mesure difficile.
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5.2.1 Température Yang-Yang

5.2.1.1 Principe de mesure

Il est possible d’extraire une température du système en appliquant la thermodynamique
Yang Yang introduite à la Section1.1.3.3 et en utilisant la Approximation de Densité Locale
(LDA) comme décrit dans la Section2.3.1.

Pour un couple (µ, T ) donné, la distribution de rapidités thermique ρYY(θ) peut être re-
construite ainsi que sa densité associée nY Y . Connaissant la forme du potentiel longitudinal
V∥(x) et en utilisant la LDA, on peut reconstruire pour toute position x la distribution de rapi-
dités spatialement résolue ρ(x, θ) correspondant alors aux paramètres

(
µ(x) = µ− V∥(x), T (x) = T

)
.

À partir de ρYY(x, θ), on obtient la densité nYY(x, µ, T ) =
∫
dθρYY(x, θ) [9, 10, 138]. Les

paramètres (µ, T ) sont extraits en ajustant le profil de densité nYY avec celui obtenu expéri-
mentalement.

5.2.1.2 Prise en compte de la population des états transverses

Les nuages atomiques produits expérimentalement ne sont pas forcément parfaitement
1D : certains états transverses excités peuvent être peuplés. On suppose que la population
des modes excités est néanmoins faible devant la population de l’état fondamental.

Un modèle simple pour prendre en compte les effets transverses 3D du nuage sur la forme
du profil de densité est détaillée ci-dessous. Pour un état transverse associé à l’énergie Ej =

ℏω⊥
(
1
2 + j

)
, le potentiel chimique s’écrit [9]

µ(j, x) = µ(x)− jℏω⊥ (5.8)

où µ(x) = µ0 − V∥(x). On suppose que les atomes ne se trouvant pas dans l’état fondamental
suivent une statistique de Bose-Einstein. Ainsi, en prenant en compte le fait que des états
transverses excités peuvent être peuplés, le profil de densité modifié en prenant s’écrit

n(x, µ, T ) = nYY(x, µ, T ) +
∞∑
j=1

(j + 1)nTE(µ(j, x), T ) (5.9)

où nTE suit une distribution de Bose-Einstein, i.e.

nTE(µ(j, x), T ) =
1

λdB
g1/2

(
exp

µ(j, x)

kBT

)
, g1/2(x) =

∞∑
j=1

xj

j1/2
. (5.10)

Ce modèle a été testé avec succès sur d’anciennes expériences menées au Laboratoire Charles
Fabry pour caractériser la transition d’un gaz purement 1D à un gaz presque 3D [137].

Cette prise en compte des effets transverses n’est valable que pour ℏω⊥ ≪ µ. Ainsi, pour
des densités très grandes par exemple, il n’est pas possible d’utiliser ce modèle. Un exemple
de tel ajustement est représenté sur la Fig.5.3.

Du fait de l’utilisation de la LDA, la connaissance de la forme du potentiel longitudinal
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est alors importante. Notamment, de tels ajustements pour un potentiel quasi-quartique est
compliqué, car la forme précise du piège n’est pas bien connue.

Figure 5.3 – La courbe jaune correspond au profil de densité linéaire expérimental d’un
gaz placé dans un piège longitudinal harmonique de fréquence f∥ = 5Hz. La courbe bleue
est la parabole Thomas Fermi attendue à température nulle n(x) = n(0) − (1/2g)mω2

∥x
2.

La partie centrale du nuage est en bon accord avec la parabole Thomas Fermi. L’ajustement
en utilisant la thermodynamique Yang Yang et en prenant en compte les effets transverses
est représenté en noire pointillée : TYY = 90nK, µ/kB = 45nK. La courbe grise pointillée
correspond à l’estimation de la population transverse : au total 6% des atomes sont dans
des états transverses excités. Le profil expérimental est obtenu en moyennant une dizaine
d’images.

5.2.2 Thermométrie par étude des ondulations de densités

Après un temps de vol tv, les fluctuations de phase initiales donnent naissance à des
fluctuations de densité, que j’appellerai dans la suite ondulations de densité (density ripples
en anglais [139, 140, 87]).

De même que les mesures des profils in situ ou que les mesures de fluctuations de densité,
les ondulations de densité permettent d’extraire une température du système : cet outil a
largement été utilisé dans l’équipe de Vienne [141, 142, 74] ainsi qu’au sein du LCF [143, 73].

Comme les mesures de fluctuations de densité, ce protocole permet de sonder les tempéra-
tures des modes phononiques. Cependant, les ondulations de densité associées aux fluctuations
de phase sont très importantes et sont de fait beaucoup plus simple à extraire expérimenta-
lement.

5.2.2.1 Spectre de puissance des ondulations de densité

Le calcul du spectre de puissances des ondulations de densité peut être retrouvé dans
[73] ou dans [113]. L’idée est de considérer un gaz 1D auquel le confinement transverse et
longitudinal est enlevé. On cherche à estimer le spectre de puissance lié aux fluctuations de
densité après un temps de vol tv.

On commence par définir ρ(k) =
∫
dxeikxδn(x, tv) avec δn(x, tv) = n(x, tv)−⟨n(x, tv)⟩ les
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fluctuations de densité après tv. Le spectre de puissance s’écrit

⟨|ρ(k)|2⟩ =
∫∫

dx1dx2e
ik(x1−x2)⟨δn (x1, tv) δn (x2, tv)⟩

=

∫∫
dx1dx2e

ik(x1−x2)⟨n (x1, tv)n (x2, tv)⟩ −
∣∣∣∣∫ dxeikx⟨n (x, tv)⟩

∣∣∣∣2︸ ︷︷ ︸
(1)

.
(5.11)

On suppose un temps de vol relativement court de sorte que ⟨n (x, tv)⟩ ≃ ⟨n(x, 0)⟩. Ainsi, ne
regardant que l’effet des modes k ≫ 1/L avec L la taille longitudinale du nuage, la contribution
de (1) dans Eq.(5.11) est négligée.

La densité linéaire n (x, t) = ψ† (x, t)ψ (x, t) est obtenue en utilisant le propagateur de
particule libre. On suppose que les interactions sont coupées pendant le temps de vol,

ψ (x, tv) =
1√
2πtv

∫
dx̃e

i

(
m(x−x̃)2

2ℏtv

)
ψ (x̃, 0) . (5.12)

Dans la suite, on prend m = ℏ = 1 et on note ψx = ψ(x, 0). Ainsi,

⟨n (x1, tv)n (x2, tv)⟩ =
1

(2πtv)
2

∫∫∫∫
dαdβdγdδ⟨ψ†

αψβψ
†
γψδ⟩e−i

(x1−α)2

2tv ei
(x1−β)2

2tv e−i
(x2−γ)2

2tv ei
(x2−δ)2

2tv

=
1

(2πtv)
2

∫∫∫∫
dαdβdγdδ⟨ψ†

αψβψ
†
γψδ⟩ei

β2−α2

2tv ei
δ2−γ2

2tv eix1
α−β
tv eix2

γ−δ
tv .

(5.13)

On injecte Eq.(5.13) dans Eq.(5.11). En utilisant les relations∫
dx1e

ix1

(
k+α−β

tv

)
= 2πtvδ

(
k +

α− β

tv

)
et

∫
dx2e

ix2

(
−k+ γ−δ

tv

)
= 2πtvδ

(
−k + γ − δ

tv

)
,

(5.14)
l’équation suivante est obtenue,

⟨|ρ(k)|2⟩ =
∫∫

dαdδ⟨ψ†
αψα+ktvψ

†
δ+ktv

ψδ⟩e
i

2tv
(−α2+(α+ktv)2+δ2−(δ+ktv)2). (5.15)

En posant δ = X + α,

⟨|ρ(k)|2⟩ =
∫∫

dαdXe−ikX⟨ψ†
αψα+ktvψ

†
α+X+ktv

ψα+X⟩ (5.16)

Nous avons corrigé l’Eq.A7 de [73] : cette dernière avait une erreur de signe dans le terme
exponentiel, ce qui n’avait pas d’impact pour le reste des calculs de [73] pour les systèmes
invariants pour x↔ −x.
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5.2.2.2 Quasi-condensat homogène

Pour un gaz se trouvant dans le régime quasi-condensat, les fluctuations de densités ini-
tiales sont négligées. Ainsi, en utilisant la représentation de Madelung ψ(x) =

√
n(x) exp(iθ(x)),

Eq.(5.16) se réécrit

⟨|ρ(k)|2⟩ =
∫∫

dαdXe−ikX
√
n (α, 0)n (α+ ktv, 0)n (α+X + ktv, 0)n (α+X, 0)

⟨e−i(θ(α)−θ(α+ktv)+θ(α+X+ktv)−θ(α+X))⟩︸ ︷︷ ︸
(1)

(5.17)

Le terme (1) de l’Eq.(5.17) peut être simplifié en utilisant le théorème de Wick : l’opérateur θ̂
est gaussien comme l’Hamiltonien est quadratique en θ̂ dans l’approximation de Bogoliubov.
Nous avons alors

⟨e−i(θ(α)−θ(α+ktv)+θ(α+X+ktv)−θ(α+X))⟩ = e−
1
2
⟨[θ(α)−θ(α+ktv)+θ(α+X+ktv)−θ(α+X)]2⟩. (5.18)

Cette équation se simplifie de nouveau dans le cas d’un système de densité homogène n0
de taille ℓ, où il est utile de définir la quantité intensive ρ̃(k)

⟨|ρ̃(k)|2⟩ = 1

ℓ
⟨|ρ(k)|2⟩. (5.19)

Cette quantité vérifie

⟨|ρ̃(k)|2⟩
n20

=

∫
dXe−ikXe−

1
2
⟨[θ̂(0)−θ̂(ktv)+θ̂(X+ktv)−θ̂(X)]

2⟩. (5.20)

Le spectre de puissance, après développement des termes de la phase peut s’écrire en fonction
de la fonction de corrélation à un corps g(1)(x) = ⟨ψ̂†(0)ψ̂(x)⟩/n0 ≃ e−

1
2
⟨|θ̂(x)−θ̂(0)|2⟩ = e−

|x|
lc ,

avec lc =
2ℏn2

0
kBT comme obtenu dans la Section1.3.3.3. Ainsi, en réintroduisant ℏ et m,

⟨|ρ̃(k)|2⟩
n20

=

∫
dXe−ikX g(1) (ℏktv/m)2 g(1) (X)2

g(1) (X + ℏktv/m) g(1) (X − ℏktv/m)

=

∫
dX cos (kX) e−

1
lc
(2|ℏktv/m|+2|X|−|X+ℏktv/m|+|X−ℏktv/m|)

(5.21)

Cette intégrale peut être développée et calculée comme dans [139], ce qui donne

⟨|ρ̃(k)|2⟩
n20

≃ 4klc
k (4 + l2ck

2)
−

4e−
2ℏktv
mlc

[
klc cos

(
ℏk2tv
m

)
+ 2 sin

(
ℏk2tv
m

)]
k (4 + l2ck

2)
. (5.22)

De par la dépendance de la longueur de corrélation lc = 2ℏ2n0
mkBT avec la température, on voit

qu’il est possible d’extraire une température par caractérisation du spectre de puissance des
fluctuations de densité après un temps de vol tv. Un exemple de spectre est tracé sur la
Fig.5.4(a).
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5.2.2.3 Cas des petits vecteurs d’ondes

En prenant un temps de vol tv assez court tel que les vecteurs d’ondes sondés vérifient
ℏktv/m≪ lc, l’exponentielle de l’Eq.(5.22) est approximée à la valeur 1. On va considérer des
modes k ≃

√
m/(ℏtv), ce qui implique que klc ≫ 1. Dans ce cadre l’Eq.(5.22) se réécrit

⟨|ρ̃(k)|2⟩ ≃ 4n0
mkBT

ℏk2
sin2

(
ℏk2tv
2m

)
. (5.23)

Cette expression peut aussi se retrouver en reprenant l’Eq.(5.20). Comme ℏktv/m ≪ lc, les
différences de phase n’apparaissant que pour points distants de ℏktv/m, ces dernières sont
petites et l’exponentielle peut être développée à l’ordre 2,

⟨|ρ̃(k)|2⟩
n20

=

∫
dXe−ikX

[
1− 1

2
⟨|θ̂(0)− θ̂(ktvℏ/m) + θ̂(X + ktvℏ/m)− θ̂(X)|2⟩

]
. (5.24)

En développant cette équation, en enlevant toutes les contributions au mode k = 0 et en
utilisant le fait que par invariance par translation (puisque le système homogène), ⟨θ̂(x1)θ̂(x2)⟩
ne dépend que de x1 − x2,

⟨|ρ̃(k)|2⟩
n20

= 2

∫
dXe−ikX⟨θ̂(0)θ̂(X)⟩−

∫
dXe−ikX⟨θ̂(0)θ̂(X+

ktvℏ
m

)⟩−
∫

dXe−ikX⟨θ̂(0)θ̂(X−ktvℏ
m

)⟩.

(5.25)
Après plusieurs changements de variables, l’équation ci-dessus peut s’écrire en fonction de
⟨|θ̂k|2⟩ =

∫
dxeikx⟨θ̂(0)θ̂(x)⟩,

⟨|ρ̃(k)|2⟩ = 4n20⟨|θk|⟩2 sin2
(
ℏk2tv
2m

)
. (5.26)

Dans le cas particulier où ⟨|θ̂k|2⟩ sont les quadratures de phase des modes phononiques de Bo-
goliubov dominés par les fluctuations thermiques, ⟨|θk|⟩2⟩ = mkBT

n0ℏk2 = 2
lck2

(voir Section1.3.3.3),
on retrouve Eq.(5.23). Un exemple de spectre est représenté Fig.5.4(a) (courbe bleue). En
toutes généralités, il faut prendre en compte l’apport des fluctuations quantiques dans l’ex-
pression de ⟨|θ̂k|2⟩ qui s’écrit alors

⟨|θk|2⟩ =
1

n0

mc

ℏk

(
1

2
+ ⟨â†kâk⟩

)
=

1

2n0

mc

ℏk
1

tanh
(
β
2ℏck

) (5.27)

obtenu dans la Section1.3.3.3.

Dans ce régime, la densité spectrale des ondulations de densité à un certain vecteur d’onde
k ne dépend que de ⟨|θk|2⟩. Ce résultat a notamment été utilisé dans [73] pour analyser la
dynamique des modes phononiques après une variation rapide du paramètre d’interaction g1D.
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Figure 5.4 – (a) Comparaisons de densités spectrales des ondulations de densités attendues
dans différents régimes pour un quasi-condensat de Bose Einstein. La courbe jaune correspond
au spectre attendu de façon générale Eq.(5.22). La courbe bleue est le spectre attendu pour des
ktvℏ/m≪ lc, voir Eq.(5.23). La courbe noire pointillée correspond au spectre attendu pour des
ktvℏ/m≫ lc, voir Eq.(5.29) − (b) La courbe jaune est la mesure expérimentale du spectre de
puissance des ondulations de densité après un temps de vol tv = 8ms pour un nuage atomique
placé dans un potentiel harmonique avec pour densité initiale pic n0 = 59µm−1. Le spectre
est moyenné sur un jeu de 50 images. La courbe pointillée noire correspond à l’ajustement
des données expérimentales en utilisant Eq.(5.22) dans l’approximation de densité locale,
Eq.(5.31). Le paramètre RTF correspond au rayon Thomas-Fermi. La résolution optique est
prise en compte, σ = 2.3µm − (c) Image 2D en densité optique d’un nuage atomique après
tv = 8ms où les ondulations de densité sont bien visibles.

5.2.2.4 Cas des grands vecteurs d’ondes

On considère ici le cas des grands vecteurs d’ondes tels que ℏktv/m ≫ lc. Le terme
exponentiel de l’Eq.(5.22) tend vers 0, la densité spectrale prend la forme d’une Lorentzienne

⟨|ρ̃(k)|2⟩ ≃ lc

1 + 1
4 l

2
ck

2
. (5.28)

De nouveau, on peut retrouver ce résultat à partir de Eq.(5.21). Comme ktvℏ/m≫ lc, g(1)(X+

ℏktv/m) ≃ g(1)(X − ℏktv/m) ≃ g(1)(ℏktv/m). On obtient ainsi

⟨|ρ̃(k)|2⟩
n20

=

∫
dXe−ikXg(1)(X)2 =

∫
dXe−ikXe

−2|X|
lc =

lc

1 + 1
4 l

2
ck

2
. (5.29)

En effet, Eq.(5.29) est la transformée de Fourier de f(x) = e−a|x|. Par application du théorème
des résidus, on peut montrer que cette fonction est une lorentzienne g(k) = 2a/(k2 + a2), ce
qui permet de retrouver le résultat souhaité. Un exemple de spectre est représenté Fig.5.4(a)
(courbe noire pointillée).
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5.2.2.5 Quasi-condensat non-homogène

Dans le cas d’un système non homogène de densité n(x) et de taille ℓ, on peut reprendre
l’expression Eq.(5.11) en faisant le changement de variable u = x2 − x avec x = x1,

⟨|ρ(k)|2⟩ =
∫

dx

∫
dueiku⟨δn(x, tv)δn(x+ u, tv)⟩. (5.30)

Le terme ⟨δn(x, tv)δn(x+ u, tv)⟩ a une contribution non négligeable pour des u≪ ℓ tant que
l’on s’intéresse à des k tels que k ≫ 1/ℓ. On peut alors faire une LDA et écrire

⟨|ρ(k)|2⟩ =
∫

dx⟨|ρ̃n(x)(k)|2⟩ (5.31)

où ⟨|ρ̃n(x)(k)|2⟩ correspond au spectre de puissance d’un nuage homogène de densité n(x)
(c’est une quantité intensive). Cette hypothèse a été testée avec succès en la comparant avec
des calculs numériques en utilisant la théorie Bogoliubov (Eq.E7 de [73]).

5.2.2.6 Mesures expérimentales

Figure 5.5 – Images 2D du profil de densité (en densités optiques) pour différents temps de
vol tv. Le nuage est en chute libre tandis que la réflexion reste alignée sur l’axe optique. La
taille transverse augmente rapidement avec tv du fait du fort confinement, f⊥ = 2.56KHz. À
l’inverse, le profil longitudinal ne change pas au cours du temps de vol, f∥ = 5Hz. Un pixel
équivaut à 1.77µm dans le plan des atomes.

Pour extraire expérimentalement le spectre de puissance des ondulations de densité, on
coupe le confinement longitudinal et transverse du potentiel où sont piégés les atomes afin
que ces derniers chutent pendant un temps de vol tv = 8ms, Fig.5.5. Pour chaque réalisation,
on calcule ρ(k) en effectuant une Transformée de Fourier Rapide (Fast Fourier Tranform,
FFT en anglais) des fluctuations de densité (en soustrayant le profil moyen). Le spectre de
puissance est alors

⟨|ρ(k)|2⟩exp = ⟨|ρ(k)|2⟩ e−k2σ2︸ ︷︷ ︸
(1)

+ ⟨|ρSN|2⟩︸ ︷︷ ︸
(2)

. (5.32)

avec ⟨|ρ(k)|2⟩ le spectre de puissance des ondulations de densité et où ⟨⟩ désigne le moyennage
sur un grand nombre de réalisations (∼ 50). Les autres termes sont explicités ci-dessous. Pour
comparer au spectre théorique Eq.(5.31), il faut prendre en compte deux effets :

— Il est important expérimentalement de prendre en compte la résolution optique finie de
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l’imagerie. On la modélise par une convolution du profil de densité par une gaussienne
de type

f(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 (5.33)

où σ est la résolution optique. Cela revient à multiplier le spectre de puissance par une
gaussienne, d’où le terme (1) dans Eq.(5.32).

— le terme (2) correspond aux fluctuations de densité extraites des données liées non pas
à des fluctuations, mais au bruit de grenaille optique. Ce spectre est la transformée de
Fourier de

⟨δn(x)2⟩ =
(

∆2

σ(I)

)2∑
y

[
1

N1(x, y)
+

1

N2(x, y)

]
(5.34)

avec ∆ = 1.77µm la taille d’un pixel de la caméra dans le plan des atomes, σ(I) la
section efficace de diffusion et N1/2(x, y) le nombre de photons reçus par la caméra au
pixel de coordonnées x et y sur l’image 1/2.

Pendant le temps de vol, le gaz tombe en chute libre. L’image réfléchie du gaz par la
puce se déplace sur l’axe optique, Fig.5.6(a). Il faut alors translater la caméra selon l’axe
optique pour pouvoir être au point sur la réflexion du gaz. Le protocole de mise au point
utilisé est le suivant : on extrait le spectre de puissance des ondulations de densités pour
différentes positions de la caméra et on cherche la position qui minimise σ. Comme on le voit
sur la Fig.5.6(b), la résolution minimale mesurée vaut σ = 2.3µm. Elle est supérieure à celle
historiquement mesurée lors de l’installation de l’objectif du système d’imagerie σH = 0.8µm
[119]. Cela s’explique par l’étalement transverse important du nuage lors du temps de vol
(∼ 100µm), étalement beaucoup plus grand que la profondeur de champ du système d’imagerie
(∼ 5µm). On s’attend alors à ce que la résolution optique mesurée σ soit plus grande que σH .
Cet effet est plus fort pour des confinements transverses importants.

Figure 5.6 – (a) Initialement, la caméra est au point sur le gaz piégé à 7µm de la puce
atomique. Lors de la chute libre du gaz, la réflexion du nuage par la puce reste alignée sur
l’axe optique mais se déplace. La caméra CCD doit alors être translatée pour être de nouveau
au point sur la réflexion du nuage − (b) Résolution σ ajustée avec l’obtention du spectre de
puissance des fluctuations de densité pour différentes positions de la caméra CCD ∆x. La
caméra est au point sur les atomes lorsque la résolution est minimale.

Une fois tous ces points pris en compte, la température du système peut être extraite
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expérimentalement. C’est ce qui est fait Fig.5.4(b), où le spectre de puissance obtenu est
ajusté par le spectre attendu avec Eq.(5.22) et en prenant en compte la limitation par la
résolution optique. Dans ce cas particulier, la température obtenue est Tfit = 92± 4nK.

5.2.2.7 Commentaire sur les mesures de températures

Dans ma thèse, les deux protocoles de thermométrie ont été utilisés. De façon systématique,
les températures Yang Yang TYY sont plus grandes que celles extraites des ondulations de
densité : le rapport des températures est dépendant des conditions initiales et peut atteindre
un facteur ∼ 2. Un comportement similaire avait déjà été remarqué par l’équipe dans le passé
en comparant la température TYY à celle déduite des fluctuations de densité in situ[144].

Les ondulations de densité comme les fluctuations de densité in situ sondent la température
des phonons, ce qui n’est pas le cas de la thermodynamique Yang Yang qui sondent les
excitations d’énergies plus grandes (les phonons sont principalement au centre du nuage bien
décrit par la parabole Thomas-Fermi). Ces différences de température pourraient peuvent être
liées au fait que le système n’est pas bien décrit pas un ensemble de Gibbs, mais plutôt par
un Ensemble de Gibbs Généralisé [144].

Dans cette thèse, nous allons voir que l’on a d’autres observables en désaccord avec l’hy-
pothèse d’un système décrit par un ensemble thermique.

En résumé

— À partir d’image en absorption, on reconstruit le profil de densité atomique.
— Les fluctuations de phase d’un gaz donnent naissance à des fluctuations de densité

après un temps de vol : elles sont appelées ondulations de densité. Il est possible
d’extraire une température à partir de la mesure du spectre de puissance des
ondulations.

— Dans le cas de petits temps de vol, la densité spectrale des ondulations pour un
k donné est directement proportionnelle à ⟨|θk|2⟩.

— L’Approximation de Densité Locale permet de prendre en compte les inhomogé-
néités du gaz.
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Chapitre 6

Mise en place d’un outil de
sélection spatial
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La mise en place d’un outil de sélection spatial a été un projet expérimental important
lors de ma thèse. L’objectif est d’être capable de retirer les atomes situés à des emplacements
spécifiques du gaz. Cet outil à deux utilisations principales.

— Cet outil permet de sonder la distribution de rapidités spatialement résolue d’un gaz
de Lieb Liniger (LL) à l’équilibre ou non. En effet, cet outil permet de sélectionner
localement une zone du gaz. Le confinement longitudinal peut-être ensuite coupé afin de
réaliser une expansion longitudinale de la zone sélectionnée, voir par exemple Fig.6.1(c).
Le profil de densité asymptotique est alors homothétique à la distribution de rapidité
spatialement résolue, comme détaillé dans la Section1.1.3.4.

— Cet outil permet aussi de produire des situations hors équilibres. L’expérience de puce
atomique du LCF a déjà permis d’étudier des dynamiques hors équilibres en changeant
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rapidement le paramètre d’interaction g [73] ou en modifiant brusquement la forme du
potentiel longitudinal [63]. À partir de situations à l’équilibre, l’outil de sélection spatial
permet de retirer une zone du nuage atomique afin de produire un état hors équilibre.
Par exemple, ce protocole permet de produire une situation similaire à celle du pendule
de Newton comme on peut le voir sur la Fig.6.1(b).

Ce chapitre décrit la mise en place et la caractérisation de cet outil de sélection spatial.

6.1 Principe de sélection

Afin de faire une sélection du nuage atomique, nous avons décidé d’utiliser un faisceau
lumineux proche résonance sur la transition cyclante hyperfine F = 2 → F ′ = 3 de la ligne
D2, voir Fig.4.6. Les atomes illuminés ressentent une pression de radiation liée au processus
d’absorption et de réémission spontanée [145]. Après une quinzaine de cycles d’absorption-
réémission, les atomes ne sont plus confinés, soit parce qu’ils sont descendus dans un état
magnétique anti-piégé ou bien parce qu’ils ont reçu assez d’énergie pour quitter le puits de
potentiel.

La sélection doit être spatialement résolue : le faisceau lumineux doit être façonné spatia-
lement. Par exemple, dans le cas particulier où l’on souhaite sélectionner une zone x ∈ [x1, x2]

du nuage atomique, le profil d’intensité doit dans le plan des atomes prendre la forme

I(x) =

{
0 si x ∈ [x1, x2]

I0 sinon.
(6.1)

Pour cela, on a utilisé un Dispositif de Micromirroirs Digitaux (DMD), un modulateur spatial
de lumière, dont on fait l’image dans le plan des atomes. Le DMD (DLP7000 0.7XGA 2× LVDS
Type A DMD, Texas Instrument) est une matrice de 1024 × 768 micro-miroirs métalliques
de 13.68µm de côté. Chaque micro-miroir peut être incliné selon deux positions symétriques
(±12◦) autour de sa diagonale, voir Fig.6.1(a). Le choix de l’angle de chaque micro-miroir
permet de réfléchir ou non la lumière dans la bonne direction [146]. De cette manière, en
inclinant les micro-miroirs de façon appropriée, il est possible d’illuminer les atomes avec
un faisceau à géométrie contrôlée en faisant l’image du plan du DMD sur des atomes. Ce
dispositif est très largement utilisé dans les expériences d’atomes froids. Il est aussi bien
utilisé dans son plan de Fourier que par imagerie directe. Il permet de produire des potentiels
à géométrie particulière [147, 148], des faisceaux d’intensité quasi homogènes [149], ou bien
encore il permet d’adresser un site dans les microscopes atomiques à gaz quantiques [150, 151].
Dans notre cas, on a cherché à faire l’image directe du DMD sur le plan des atomes.

D’autres méthodes permettraient d’enlever des atomes : on peut notamment penser à un
processus cohérent, en transférant, par transition Raman ou par pulse micro-ondes, les atomes
de l’état piégé |F = 2,mF = 2⟩ à l’état anti-piégé |F = 1,mF = 1⟩. Par souci de simplicité, le
protocole avec la pression de radiation a été choisi, la mise en place est détaillée dans la suite.
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Figure 6.1 – (a) Image d’un DMD avec visualisation d’un micro-miroir incliné de 12◦ − (b)
Exemple de production d’un état hors équilibre avec le principe de sélection − (c) Sélection
d’une zone du gaz, en vue de la mesure de la distribution de rapidités localement résolue
ρ(x, t) : après une expansion longitudinale de temps t→ ∞, le profil de densité converge vers
ρ(x/t)ℓ/t.

6.2 Mise en place expérimentale

6.2.1 Contrôle du DMD

La programmation pour le contrôle du DMD a été menée en étroite collaboration avec
Isabelle Bouchoule et Florence Nogrette, ingénieure de recherche au LCF. Le DMD a été acheté
intégré dans un module (V7001-SuperSpeed, Vialux ) comprenant notamment les librairies
ALP-4 que nous avons utilisées pour le contrôle du système [152].

Pendant un cycle expérimental, nous avons besoin de changer plusieurs fois la configuration
du DMD : par exemple, le gaz peut être illuminé une première fois pour produire une situation
hors équilibre puis une seconde fois pour faire une mesure locale de la distribution de rapidités.
Techniquement, l’ensemble des configurations du DMD sont chargées au début de chaque
cycle. Pendant le cycle, un signal digital délivré par le séquenceur permet de changer de
configuration : le temps entre la commande et la réponse des micro-miroirs est inférieur à
30µs, ce qui est largement suffisant pour la réalisation des différents protocoles.

6.2.2 Montage optique

Le faisceau de sélection doit avoir une fréquence proche de la fréquence de la transition
F = 2 → F ′ = 3 de la raie D2 du Rb. Le faisceau sonde utilisé pour l’imagerie est déjà
résonnant à cette transition. Ainsi, nous avons choisi de diviser le faisceau sonde en deux
faisceaux par un cube séparateur de polarisation en aval d’une lame demi-onde λ/2. Le faisceau
récupéré est le faisceau de sélection. Il est injecté dans une fibre optique avec de nouveau en
amont de l’injection de la fibre une lame λ/2 et un cube séparateur de polarisation pour
ajuster la puissance d’injection.

Au cours du cycle expérimental, il faut pouvoir bloquer le faisceau de sélection à tout
moment. Pour cela, on utilise :
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Figure 6.2 – Capture d’écran de l’interface graphique du programme de contrôle du DMD.
l’image en bas à droite correspond à la configuration des micro-miroirs (la partie rouge cor-
respond à la partie réfléchie dans le système optique). Pendant un cycle expérimental, ce
programme est contrôlé par le séquenceur.

— un cache mécanique contrôlé par un électroaimant (communément appelé clic-clac) et
placé juste avant la fibre optique. Les temps d’ouverture et de fermeture de ce cache
sont de l’ordre de ≃ 500µs ;

— pour s’affranchir des délais d’ouverture et de fermeture du cache (on veut produire des
courtes impulsions de l’ordre de quelques dizaines de µs), le faisceau de sélection peut
aussi être coupé avec un modulateur acousto-optique placé en sortie de l’amplificateur
évasé, c’est-à-dire en amont du faisceau sonde et du faisceau de sélection. Ainsi, quand
le faisceau sonde est utilisé pour imager le gaz, il est important de s’assurer que le
cache mécanique bloque le faisceau de sélection puisque le modulateur acousto-optique
laisse passer la lumière.

Le faisceau en sortie de la fibre optique est mis en forme par le DMD. Ce dernier est
imagé sur le plan des atomes avec le montage schématisé sur la Fig.6.3(a). Le faisceau réfléchi
par le DMD est diffracté. On récupère l’ordre 0 de diffraction à l’aide d’un diaphragme,
correspondant à 50% de la puissance totale incidente. Toutes les optiques ont été choisies avec
un diamètre d = 50mm afin de limiter les effets de diffraction. Les alignements ont été réalisés
en alignant le faisceau façonné par le DMD avec le faisceau sonde.

En termes de grandissement, l’idée est de pouvoir illuminer tout le nuage atomique si be-
soin : en général, les nuages atomiques placés dans des pièges harmoniques avec les fréquences
longitudinales les plus basses f∥ = 5Hz font une taille de L ≃ 400µm de long. Le doublet
(1) de la Fig.6.3(a) est choisi de focale f1 = 750mm tel que le faisceau réfléchi par l’entièreté
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du DMD couvre dans le plan des atomes une zone LDMD = 600µm : l’objectif des atomes
est approximé ici par une lentille convergente simple de focal f = 32mm. Le grandissement
théorique est de G = f/f1 = 0.043.

Figure 6.3 – (a) Schéma optique pour la mise au point de l’image du DMD sur le plan des
atomes. Le faisceau laser en sortie de la fibre optique éclaire le DMD. Ce dernier est alors
imagé dans le plan des atomes, à 7µm de la puce. La partie grisée est le système optique
utilisé pour la mise au point et la mesure de puissance des faisceaux − (b) Image mise au
point sur la CCD de l’objet placé à la surface du miroir (M).

6.2.3 Mise au point

Avec le montage utilisé, il n’est pas évident de conjuguer précisément le DMD avec le plan
des atomes. La mise au point du DMD sur les atomes est réalisée de la manière suivante :

— La caméra CCD qui sert à imager les atomes est conjuguée au plan des atomes grâce
au doublet (2) de focale f2 = 250mm. En réalité, on fait la mise au point sur la surface
de la puce à 7µm des atomes 1. La mise au point est réalisée en translatant la CCD
représentée sur la Fig.6.3(a).

— On ajoute au montage optique un système supplémentaire de mise au point comprenant
notamment le miroir (M) et la lentille (3) de focale f3 = 250mm représentés par la
zone grise sur la Fig.6.3(a). On souhaite conjuguer le miroir (M) avec la CCD. Pour
cela, on scotche sur le miroir (M) une lettre imprimée puis on en fait l’image sur la
caméra CCD. La Fig.6.3(b) est l’image de la lettre X sur la CCD une fois la mise au
point réalisée en translatant le miroir (M).

— Finalement, on fait la mise au point de l’image du DMD sur la CCD après avoir été
réfléchi par le miroir (M). Le DMD est alors conjugué au plan des atomes.

1. On aurait pu aussi faire la mise au point plus finement directement sur les atomes en minimisant la
taille transverse du nuage obtenue avec une imagerie in situ.
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Figure 6.4 – (a), (b) Images sur la caméra CCD d’un point sur le DMD. La position de la
lentille (1) est notée ∆x − (c), (e) Coupes verticales correspondant aux photons collectés dans
les cadres jaunes et moyennés sur le long de l’axe horizontal − (d), (f) Coupes horizontales
correspondant aux photons collectés dans les cadres rouges et moyennés sur le long de l’axe
vertical.

La mise au point du DMD sur la caméra CCD se fait translatant à l’aide d’un vernier la
lentille (1) représentée sur la Fig.6.3(a) de focale f1 = 750mm. Seul un pixel du DMD réfléchit
la lumière dans la bonne direction afin de mesurer la fonction d’étalement du point (PSF)
(Point Spread Function en anglais) du système optique. De tels profils sont représentés sur
les Fig.6.4(a) et (b) avec ∆x la position de la lentille (1) sur le vernier. La PSF est ajustée
par une gaussienne de largeur σ longitudinalement et transversalement, voir Fig.6.4(c) à (f).

En changeant la position du vernier ∆x, on a remarqué que le système présente un léger
astigmatisme. On choisit la position ∆x afin de minimiser longitudinalement la largeur σ de
la gaussienne ajustée, c’est-à-dire pour une valeur ∆x = 3mm, voir Fig.6.5.

La résolution minimale est ici obtenue en faisant l’image du DMD sur la CCD, c’est-à-dire
en passant par la lentille (2), avec une Ouverture Numérique (ON) de ON = 0.20. L’ON
de l’objectif atomique étant bien plus grand ON = 0.38, on s’attend alors à une meilleure
résolution puisque la résolution est inversement proportionnelle à l’ON, δ = 0.61λ/ON.

Une fois la mise au point réalisée, une zone du DMD de 50 × 50 pixels est réfléchie dans
la bonne direction afin d’estimer la taille élargie des bords du rectangle imagé dans le plan
des atomes. Cet élargissement est limité par les géométries des optiques et les ouvertures
numériques des lentilles. De telles mesures sont représentées sur la Fig.6.6 où l’on étudie
l’image du rectangle sur la caméra CCD, conjuguée au plan des atomes. Les bords sont ajustés
par une fonction erf de largeur σ. Ici l’élargissement est de 1.6µm longitudinalement et 2µm
transversalement. Il est à noter qu’en réalité, en utilisant le même argument que pour la PSF,
lorsque le faisceau façonné par le DMD frappe les atomes, on s’attend à un élargissement
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Figure 6.5 – Largeur des gaussiennes ajustée à partir des coupes verticales et horizontales
pour des PSF obtenus pour différentes ∆x.

moindre du bord d’un rectangle, car ce dernier passe au travers de l’objectif atomique qui a
une plus grande ouverture numérique que la lentille (3).

Enfin, une photodiode a été rajoutée au montage grâce à une lame semi-réfléchissante
placée sur l’axe optique de la CCD afin de pouvoir optimiser l’injection de la fibre optique,
voir la Fig.6.3(a).

Figure 6.6 – (a) Image du DMD sur la caméra CCD. − Coupe horizontale (c) et verticale (b)
où le nombre de photons est moyenné sur les zones représentées sur la Fig(a). Les bords sont
ajustés par une fonction erf avec comme paramètre d’ajustement la largeur de la fonction σ.

6.2.4 Imagerie sur les atomes

Une fois les alignements et la mise au point réalisés, on peut regarder l’effet du faisceau
DMD sur les atomes. Pour cela, il faut placer ce dernier correctement par rapport au gaz. Dans
le plan des atomes, la taille transverse σ du faisceau DMD est choisie telle que σ < 10µm. Cette
condition permet de s’assurer que le faisceau réfléchi par la puce n’illumine pas les atomes
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(placés à 7µm de la surface de la puce) : cela permet d’éviter la présence d’interférences entre
le faisceau direct et le faisceau réfléchi. On peut alors placer finement l’image du DMD sur
les atomes. On scanne la position y définie sur la Fig.6.7(a) et on mesure le nombre d’atomes
restant après un temps d’illumination τp = 30µs. Comme on le voit sur la Fig.6.7(b), deux
minima apparaissent, liés à l’illumination du gaz par le faisceau direct et par le faisceau
réfléchi. Ce protocole permet de mesurer la distance des atomes à la surface de la puce, en
bon accord avec les mesures à partir des images in situ où le gaz et sa réflexion sont imagées,
voir par exemple la Fig.6.7(c).

Sur les Fig.6.7(c) et (d), on peut voir un exemple de sélection locale sur un gaz : les
profils avant et après illumination y sont représentés. Le grandissement expérimental mesuré
est Gexp = 0.038(3).

Figure 6.7 – (a) Le faisceau est caractérisé par sa position ϵ selon l’axe ey. Si la taille de
l’image du DMD dans le plan des atomes est suffisamment petite le long de l’axe ey, les atomes
représentés ici par un disque noir peuvent être poussés soit par le faisceau direct (traits rouges)
ou soit par le faisceau réfléchi par la puce (traits gris pointillés) (b) Nombre d’atomes Nat

restant dans le piège en fonction de la position ϵ du faisceau. Les mesures sont prises pour
une image du DMD dans le plan des atomes faisant 600µm selon l’axe ex et σ = 5µm selon
l’axe ey − (c) Profil de densité sans et avec sélection. Comme la densité est mesurée 1ms
après la sélection, on image encore quelques atomes dans la zone illuminée, hors du piège,
mais absorbant néanmoins une partie du faisceau sonde − (d) Images 2D en DO avant et 1ms
après la sélection.

6.3 Caractérisation de la sélection

6.3.1 Estimation de la puissance nécessaire

On souhaite estimer le nombre de photons diffusés par atome Nsc nécessaire pour expulser
les atomes hors du piège. En étant illuminés par le faisceau de sélection, les atomes peuvent
ou bien être transférés dans un état anti-piégé ou bien par pression de radiation recevoir une
énergie supérieure à la profondeur du puits : dans les deux cas, ils ne sont plus piégés. On
s’intéresse ici à l’effet de pression de radiation.
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Lorsqu’un atome absorbe un photon se propageant selon la direction −ez, il reçoit une
impulsion p = −ℏkez avec k le vecteur d’onde associé au photon. L’atome réémet alors un
photon de même énergie de façon isotrope. Lorsque l’atome absorbe et réémet Nsc photons,
l’énergie cinétique reçue par l’atome s’écrit

Ecin =
1

2m
(Nscℏk)2︸ ︷︷ ︸
(1)

+
Nsc

2m
(ℏk)2︸ ︷︷ ︸
(2)

(6.2)

avec le terme (1) lié au processus d’absorption et le terme (2) lié au processus d’émission
spontanée. Le nombre de photons diffusés étant grand Nsc ≫ 1, le terme (2) peut être négligé.
Pour que l’atome puisse quitter le piège, l’énergie cinétique Ecin reçue doit être supérieure à
la profondeur du puits de potentiel ∆V . Ainsi,

Nsc = N (lim)
sc =

1

ℏk
√
2m∆V . (6.3)

La profondeur du puits de potentiel a été estimée numériquement : ∆V/kB = 35µK, ce
qui correspond à avoir N (lim)

sc = 15 photons, voir Fig.6.8(a) et (b). On s’attend alors à ce que
les atomes soient expulsés du piège si ces derniers diffusent quelques dizaines de photons.

Figure 6.8 – (a) Estimation numérique de la norme du champ magnétique produit par un
courant I = ±70mA traversant les trois micro-fils et en présence d’un champ magnétique
homogène B0 = B0ex avec B0 = 3.36G − (b) Norme du potentiel V = µB|B| selon l’axe
u (les traits pointillés de la figure (a) correspondent à la coupe réalisée ici). Le minimum de
potentiel se trouve à 15µm des fils comme attendu. La hauteur du puits de potentiel est de
∆V/kB = 35µK.

Connaissant le nombre de photons diffusésNsc, on peut alors essayer d’estimer l’intensité et
le temps d’illumination nécessaire pour enlever tous les atomes. Le faisceau lumineux induit
une transition de l’état |F = 2,mF = 2⟩ vers l’état |F ′ = 3,mF ′ = 3⟩. Cependant, le
champ magnétique étant approximativement selon l’axe ex, la transition n’est pas exclusive
puisque la polarisation du faisceau ne peut pas être polarisée σ+ par rapport à l’axe ex.
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Connaissant le champ magnétique, l’intensité et la polarisation du faisceau lumineux, on
pourrait résoudre les équations de Bloch optiques afin de connaître à tout instant la population
des sous-niveaux Zeeman. Ici, on utilise un modèle heuristique issu de [153] qui prend en
compte la polarisation du faisceau, le champ magnétique et la structure des niveaux par un
seul paramètre adimensionné α qui définit une intensité de saturation effective,

I
(eff)
sat =

Isat
α
. (6.4)

Le taux de photons diffusés s’écrit

Γsc =
Γ

2

Isat
αI

1 + Isat
αI +

(
2
Γδ
)2 , (6.5)

avec Γ = 2π × 6.062MHz le taux de désexcitation de la transition [132] et δ le désaccord, ici
δ = 0 à résonance. Le nombre de photons diffusés par atomes est donné par Nsc = τpΓsc avec
τp le temps d’illumination.

6.3.2 Mesure de la puissance nécessaire

Pour mesurer la puissance nécessaire pour éjecter les atomes du piège, on réalise le pro-
tocole suivant : on fixe le temps d’illumination τp et on illumine les atomes par un faisceau
d’intensité I/Isat au préalable calibré. On répète cette opération pour différentes intensités.

Il faut s’assurer que tous les atomes présents dans la zone illuminée ne sont plus piégés.
En effet, si des atomes restent dans la zone illuminée, ils ont très probablement absorbé des
photons ou interagit avec des atomes chauffés, leur état a donc été modifié. Dans certaines
expériences réalisées au cours de ma thèse et détaillées dans les chapitres suivants, les zones sé-
lectionnées sont petites comparées à la taille totale du gaz. Ainsi, si quelques atomes illuminés
restent dans le piège, ils sont la conséquence d’un signal parasite important.

L’idée est de mesurer le nombre total d’atomes avant et après sélection. Pour cela, il est
important de pouvoir mesurer précisément le nombre d’atomes après illumination. Pour faire
cette mesure de façon précise, on ne peut pas imager le gaz directement après la sélection :
en effet, des atomes qui ne sont plus piégés peuvent encore se trouver dans les environs et
absorber des photons du faisceau sonde lors de l’imagerie. Ainsi, à la place, l’ensemble du
gaz est illuminé par le faisceau de sélection et le nombre d’atomes est mesuré par imagerie
après un temps d’attente de τ = 10ms. De telles mesures sont représentées sur la Fig.6.9 où le
faisceau de sélection est à résonance par rapport à la transition avec un temps d’illumination
τp = 20µs.

Nous avons beaucoup travaillé à ce que l’éclairement du DMD soit le plus homogène
possible. En effet, nous avons été limités par la forme gaussienne du faisceau de sélection ainsi
que par du speckle. Ceci est limitant puisqu’en présence d’un éclairement inhomogène, si l’on
veut enlever tous les atomes sur une zone avec un éclairement inhomogène, certains atomes
diffuseraient plus de photons que nécessaires. L’éclairement a été ajusté avec les lentilles en
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Figure 6.9 – Mesure de la puissance minimale nécessaire pour enlever tous les atomes du
piège. Le point bleu correspond à l’intensité choisie, I/Isat = 0.12. À partir de cette intensité,
on a enlevé 99% des atomes.

sortie de la fibre optique (voir Fig.6.3(a)). Ici les lentilles utilisées sont de focales f = 8mm
(la plus proche de la fibre optique) et f = 150mm.

6.3.3 Imagerie par fluorescence

On cherche ici à estimer expérimentalement le nombre minimum de photons diffusés pour
éjecter un atome du piège. Les mesures de cette partie ont été prises pour un faisceau de
sélection à résonance avec la transition atomique.

Pour cela, on illumine la partie centrale du nuage par le faisceau de sélection. Dans le plan
des atomes, il mesure 37µm de long et 7µm transversalement de sorte que seul le faisceau direct
illumine les atomes. En reprenant les mesures décrites ci-dessus, on commence par mesurer
la puissance nécessaire pour enlever la partie centrale du gaz. Dans ce cas particuliers, les
paramètres obtenus sont les suivants : une intensité I = 0.09Isat et un temps d’illumination
τp = 30µs.

On a ensuite mesuré le nombre de photons diffusés pendant l’illumination du nuage. Pour
cela, on regarde le signal de fluorescence que la caméra reçoit lorsque le nuage est éclairé.
Un exemple de tel signal est représenté sur la Fig.6.10(b). Le nombre de photons reçu par
la caméra correspond à 4.6% du nombre total de photons diffusés (en prenant en compte
la présence de la lame semi-réfléchissante, l’ON de l’objectif des atomes et en supposant un
diagramme d’émission isotrope). Ces mesures ont été répétées pour différents temps τp plus
grands que le temps minimal utilisé pour enlever tous les atomes puisque le signal est alors
trop faible pour être analysé. Connaissant le nombre d’atomes total dans la zone illuminée,
on peut alors en déduire le nombre de photons diffusés par atome, voir Fig.6.10(c).

Le nombre de photons diffusés minimal mesuré est de l’ordre de la vingtaine, ce qui
cohérent avec les estimations de la partie précédente. De plus, il est possible de comparer les
mesures avec le modèle permettant d’écrire le taux de photons diffusés comme Eq.(6.5). On
a alors réalisé un ajustement des données avec α comme paramètre libre (courbe noire de
la Fig.6.10(b)). L’ajustement donne une valeur de α = 0.4. La courbe noire a été obtenue
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Figure 6.10 – (a) Image 2D in situ en densité optique du gaz que l’on souhaite étudier. La
zone rouge est la zone qui va être illuminée par le faisceau façonné par le DMD − (b) Image
2D de fluorescence obtenue pendant l’illumination de la zone rouge présentée en (a). L’ellipse
blanc correspond à l’emplacement des atomes − (c) La courbe jaune correspond aux mesures
Nsc en fonction de τp. Pour des temps courts, les données sont comparées avec Nsc = τpΓsc

où Γsc est donné par l’Eq.(6.5) avec α = 0.4.

en prennent en compte le décalage Doppler lié à la vitesse de recul que reçoivent les atomes
pendant l’illumination. Le nombre de photons diffusés après un temps τp d’illumination est
alors donné par

Nsc(τp) =

∫ τp

0
dt

Γ

2

I
αIsat

1 + I
αIsat

+
(
2
ΓfD(t)

)2 (6.6)

avec fD(t) = Nsc(t)ℏk2/m la fréquence liée au décalage Doppler des atomes puisque ces
derniers ont déjà absorbé et rediffusé Nsc photons. Cet effet est néanmoins négligeable (à 5%

près pour τp = 300µs).

On observe expérimentalement une saturation du nombre de photons diffusés par atomes
après un temps d’illumination τp > 150µs. Cette saturation peut être expliquée par le fait
que les atomes accélérés au cours de l’illumination finissent par se coller sur la puce. Le
déplacement après un temps d’illumination τp > 150µs vaut

∆z =
ℏk
m
τpNsc > 9µm (6.7)

qui devient plus grand que la distance entre le centre du piège et la surface de la puce.

6.3.4 Limitations

Le processus de sélection peut être limité par différents processus physiques qui sont listés
et discutés dans la suite.

les phénomènes de diffraction par le système optique, liés à la taille finie des
otiques. En supposant que l’objectif atomique est l’objectif limitant, on estime que le bord
présente un élargissement de ∼ 1− 2µm, voir Fig.6.11(a). Le premier rebond se trouve à 1µm
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du bord. De plus, si la puissance est choisie de telle sorte à ce que les atomes illuminés diffusent
15 photons, les atomes au niveau du premier rebond diffuseraient ∼ 1 photon. Cet effet de
bord devrait avoir un effet sur les dynamiques à court terme. Cependant, les protocoles étudiés
considèrent des évolutions à long temps, où les phénomènes de bords sont alors négligeables.

Des photons du faisceau de sélection peuvent aussi être diffusés par certaines
optiques et plus précisément par la puce atomique. Un tel phénomène a été observé lorsque
l’entièreté du DMD est imagé dans le plan des atomes, voir Fig.6.11(b). Cette diffusion a été
observée pour un éclairement à très forte intensité, très loin de l’intensité minimale utilisée
pour enlever tous les atomes (avec deux ordres de grandeurs de différence). De plus, pour
limiter ce processus de diffusion, on a réduit au maximum la taille transverse du faisceau de
sélection : le nuage ayant une taille ≃ 200nm, avec un grandissement de Gexp = 0.038, il suffit
d’utiliser une bande d’un micro-miroir de large pour illuminer le nuage atomique. On utilise
expérimentalement 3 à 10 micro-miroirs.

Figure 6.11 – (a) Estimation de la déformation du bord de l’image du DMD dans le plan des
atomes dû à la taille finie de l’objectif atomique − (b) Photons reçus par la caméra d’imagerie
et venant de processus de diffusion par la puce atomique.

La sélection peut aussi être limitée par les inhomogénéités d’intensité du fais-
ceau de sélection : certaines zones du gaz seraient alors sur-illuminées afin de pouvoir enlever
les atomes sur l’entièreté de la sélection. On a travaillé à homogénéiser le plus possible l’éclai-
rement du DMD avec une intensité du faisceau d’éclairement variant de ∆I/⟨I⟩ = 50% sur
toute la zone du DMD.

Enfin, les photons diffusés par les atomes illuminés pourraient être réabsor-
bés par les atomes sélectionnés, entraînant alors un chauffage du gaz. Pour un temps
d’illumination τp = 30µs, le taux de photons diffusés minimum permettant d’enlever tous les
atomes est tel que Γsc = 2.10−2 × Γ avec Γ = 2π × 6.062MHz. Comme Γsc ≪ Γ, les photons
diffusés sont principalement émis à la fréquence du laser. Ainsi, pour limiter le processus de
réabsorption de photons diffusés, on peut désaccorder légèrement le faisceau éclairant le DMD
tel que f − f0 = δ avec f0 la fréquence de la transition atomique. Nous avons désaccordé le
laser de 15 MHz tout en augmentant l’intensité I telle que le taux de diffusion soit maintenu
constant : les atomes illuminés diffusent le même nombre de photons qu’à résonance. Cepen-
dant, comme la fréquence de ces photons est celle du laser, il est beaucoup moins probable
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qu’ils soient réabsorbés par les atomes restants. Néanmoins, expérimentalement, nous n’avons
pas vu d’effets significatifs du désaccord sur le processus de sélection. Dans le futur, l’effet de
réabsorption des photons est un phénomène que nous aimerions estimer.

Une façon de contrôler l’effet de la sélection sur les atomes restants est de comparer
la température avant et après la sélection. Cette information peut en effet être extraite en
étudiant les ondulations de densité. Les Fig.6.12(a) et (b) présentent de telles mesures. Les
températures extraites sont similaires avant et après sélection. De plus, les tailles transverses
après 8ms de temps de vol sont identiques avant et après sélection.

Figure 6.12 – Extraction de la température de gaz au travers de la mesure des ondulations
de densité après un temps de vol tv = 8ms. Les mesures ont été réalisées pour un nuage
atomique initialement à l’équilibre dans un piège harmonique (a), puis sur un nuage atomique
suivant le processus de sélection (b). Ici la zone centrale de taille ℓ = 50µm a été sélectionnée,
le faisceau lumineux de sélection est désaccordé de δ = 15MHz par rapport à la transition
atomique.

D’autres tests pour montrer que le processus de sélection ne modifie pas les caractéristiques
de la partie sélectionnée utilisent les protocoles décrits dans le Chapitre8 : ils sont détaillés
dans la Section8.5.

En résumé

— En imageant un DMD sur les atomes avec un laser proche de résonance, ils
acquièrent une accélération liée à la pression de radiation et reçoivent une énergie
plus grande que la profondeur de puits.

— Il a été estimé que les atomes sont expulsés hors du piège s’ils diffusent quelques
dizaines de photons. Les mesures expérimentales sont cohérentes avec cette ap-
proximation.

— Il n’y a pas d’effets visibles sur les atomes restants.
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CHAPITRE 7. EXPANSION LONGITUDINALE D’UN GAZ DE BOSE 1D

Une partie importante de ma thèse a été consacrée à sonder la distribution de rapidités
spatialement résolue (voir les résultats des Chapitres8 et 9). Pour cela, des protocoles d’expan-
sion dans le guide 1D ont été utilisés comme détaillés dans la Section.1.1.3.4. Ainsi, en premier
lieu, nous nous sommes intéressés à caractériser le processus d’expansion longitudinale d’un
gaz de Bose 1D.

Ce chapitre introduit les études expérimentales d’expansions longitudinales de gaz de Bose
1D. La première partie de ce chapitre s’intéresse aux considérations expérimentales pour réa-
liser un tel protocole sur l’expérience de puce atomique. La deuxième partie décrit l’évolution
du profil de densité prédite par les équations Gross-Pitaevskii (GP) pour différentes situa-
tions allant du régime de Thomas-Fermi (TF) dans la direction transverse (régime TF 3D) au
régime de fort confinement longitudinal (régime TF 1D) où les degrés de libertés sont gelés
transversalement. Ces prédictions ont été comparées avec les mesures expérimentales. Nous
nous sommes ensuite intéressés à l’évolution des fluctuations de phase dans le cas particulier
du régime TF 1D. Ces fluctuations peuvent être extraites expérimentalement par la mesure
du spectre de puissance des ondulations de densités, voir Section5.2.2. Enfin, l’évolution des
fluctuations de phase a aussi été étudiée au cours de l’expansion d’un nuage atomique initia-
lement homogène de taille finie. Pour cela, l’outil de sélection présenté dans le Chapitre6 a été
utilisé afin de sélectionner une tranche d’un nuage atomique initialement à l’équilibre dans un
piège harmonique. La taille de la tranche est suffisamment petite pour que la densité puisse
être supposée homogène.

7.1 Expansion longitudinale

7.1.1 Protocole expérimental

Afin de pouvoir étudier expérimentalement les dynamiques d’expansion longitudinale, on
réalise le protocole présenté sur la Fig.7.1 :

— Le nuage atomique est initialement placé dans un potentiel magnétique de fréquence
longitudinale f∥ = 5.0 ou 9.4Hz selon les jeux de données et de fréquence transverse
f⊥ = 2.56kHz. À l’instant τ = 0, le confinement longitudinal est coupé, ID = ID′ = 0.
La coupure se fait sur un temps t∥ fini afin d’éviter un pic de courant fourni par les
alimentations observé pour une coupure de courant trop rapide. Néanmoins, le temps
est choisi tel que t∥ = 70µs ≪ 1/f∥ de sorte qu’il n’influe pas sur la dynamique
longitudinale des atomes.

— L’expansion longitudinale a ensuite lieu pendant un temps τ . Puis le confinement
transverse est coupé en annulant I⊥. De nouveau, la coupure des courants est réalisée
sur un temps fini t⊥ afin que l’alimentation en courant suive bien la commande. Ici,
t⊥ = 5µs ≪ 1/f⊥.

— Une image par absorption du nuage atomique est prise après un temps de vol tv.
Pour une mesure de profil de densité, tv = 1ms, voir Section5.1.2. La caractérisation
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des fluctuations de phase se fait par l’étude des ondulations de densité, auquel cas
tv = 8ms, voir Section5.2.2.

Figure 7.1 – Diagramme décrivant le protocole expérimental d’expansion longitudinale pen-
dant un temps t pour un gaz atomique initialement à l’équilibre dans un piège magnétique.
Le confinement longitudinal est contrôlé par les courants ID et ID′ , le confinement transverse
est contrôlé par le courant I⊥.

Comme détaillé dans la Section.4.2.3.1, un tel protocole est facilement réalisable puisque,
du fait de la modulation des courants transverses I⊥, le potentiel longitudinal est découplé de
celui transverse.

7.1.2 Compensation de la gravité

Lors du remplacement de la puce, la monture de la puce a été placée avec un léger angle par
rapport à la direction ex perpendiculaire au champ de pesanteur de terrestre, voir Fig.7.2(a).
Cet angle avait été estimé expérimentalement de l’ordre de θexp ≃ 0.01rad. Lorsque nous avons
commencé à étudier la dynamique longitudinale du nuage, nous avons vu un effet direct de cet
angle. En effet, la rotation de la monture de la puce ajoute une accélération résiduelle sur la
dynamique des atomes, qui induit un déplacement de la position du centre du nuage atomique
qui se déplace au cours de l’expansion. Grâce à la mesure du centre de masse du gaz à différents
temps d’expansion, nous avons pu extraire une accélération a0 en ajustant les données par
une parabole x0(τ) = 1/2a0τ

2+ v0τ , voir Fig.7.2(b) : cette accélération est directement reliée
à l’angle θeff , a0 = θeffg. On mesure expérimentalement θeff = (2.1± 0.3) × 10−2rad, soit
θeff = (1.15± 0.17)°.

Pour compenser cet effet dû à la gravité, une première idée fut de pencher la table optique
d’une hauteur h = 5cm (la table mesurant 2.5m de long) afin d’annuler l’angle θeff en réali-
gnant l’axe ex′ avec ex. Pour cela, nous avons ajusté la hauteur des pieds de la table (mis sous
air comprimé). Cette méthode s’est trouvée être compliquée à mettre en place, la hauteur des
pieds était peu maîtrisée rendant le protocole plutôt dangereux. Ainsi, nous avons décidé de
changer de protocole et de compenser l’effet de gravité par un ajout de gradient de champ
magnétique.

Le champ magnétique selon l’axe ex est produit par deux bobines rectangulaires de part
et d’autre de l’enceinte à vide. En x = 0 (c’est-à-dire au centre entre les deux bobines), les
champs produits par les deux bobines sont égaux : Bx = B′

x = B0. Le gradient de champ
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Figure 7.2 – (a) Position de la puce par rapport à la direction ex orthogonale au champ
de pesanteur g. Le guide longitudinal transverse est produit par les trois fils centraux (traits
oranges) désaxés d’un angle θ par rapport à ex − (b) Position du centre du nuage atomique
x0 après un temps τ d’expansion longitudinale.

magnétique en x = 0 est alors nul. Pour produire un gradient b′ non nul en x = 0, les champs
magnétiques sont modifiés tels que Bx = B0 + δB, B′

x = B0 − δB. Autour de x = 0, le
potentiel longitudinal s’écrit

V∥(x) = µBB0 + µBb
′x+ma0x, (7.1)

avec m la masse du Rubidium et a0 l’accélération ressentie par les atomes causée par la
mauvaise disposition de la monture de la puce. Il est ainsi possible de supprimer l’effet de la
gravité par un gradient tel que

b′ = −ma0
µB

= − (7.1± 0.7)mG.mm−1, (7.2)

en utilisant la valeur de l’accélération a0 mesurée Fig.7.2(b). Expérimentalement, la gravité
a été compensée pour une valeur δB = 0.3G. Les calculs numériques de productions de
champ par des bobines carrées en configuration Helmholtz qui correspondent à notre situation
expérimentale sont en accord avec la valeur de δB [154], puisque b′exp = − (8± 1)mG.mm−1

Une fois l’effet de la gravité compensé, il a été possible de réaliser des expansions longitu-
dinales. Un exemple d’évolution du nuage atomique est présenté Fig.7.3, la position du centre
du profil est bien fixe.

7.2 Évolution du profil de densité d’un gaz placé dans un piège
harmonique

On s’intéresse ici à l’étude de la dynamique d’un gaz de bosons initialement à l’équilibre
dans un piège de type cigare. Le potentiel de piégeage s’écrit

V (r) = mω2
∥x

2/2 +mω2
⊥r2⊥/2 = V∥(x) + V⊥(r⊥), (7.3)
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Figure 7.3 – Densité Optique (DO) pour un nuage atomique après différents temps τ d’ex-
pansion longitudinale. Les atomes sont ici initialement à l’équilibre dans un piège magnétique
harmonique de fréquence transverse f⊥ = 2.5KHz et f∥ = 9.4Hz.

avec V∥ la composante longitudinale, V⊥ la composante transverse et tel que ω∥ ≪ ω⊥. À
l’instant τ = 0, le confinement longitudinal est coupé, V∥ = 0. On étudie alors la dynamique
du système.

7.2.1 Équations Gross-Pitaevskii dépendantes du temps

Le système étudié est bien décrit par les équations de Gross-Pitaevskii (GP) dépendantes
du temps où tous les atomes sont représentés par une même fonction d’onde φ. En présence
d’un potentiel V (r), les équations GP s’écrivent pour un système à N atomes en 3 dimensions

iℏ
∂φ

∂τ
=

[
− ℏ2

2m
∆+ V (r) + g3DN |φ|2

]
φ (7.4)

avec g3D = 4πℏ2a3D/m le paramètre d’interaction 3D et a3D la longueur de diffusion 3D. Dans
un piège de type cigare décrit par Eq.(7.3) où ω⊥ ≫ ω∥, les temps caractéristiques associés à
la dynamique transverse τ⊥ ∝ ω−1

⊥ sont beaucoup plus courts que les temps caractéristiques
associés à la dynamique longitudinale τ∥ ∝ ω−1

∥ . On fait alors l’hypothèse d’un suivi adia-
batique transversalement : à tout instant, l’état transverse est dans la configuration de plus
basse énergie. En particulier, les dynamiques transverses et longitudinales sont décorrélées et
la fonction d’onde se réécrit

φ(r, τ) = ψ(x, τ)Φ [r⊥, n(x, τ)] . (7.5)

avec n la densité linéaire et Φ qui vérifie à tout temps τ

µ(n)Φ(r⊥, n) =
[
− ℏ2

2m
∆r⊥ + V⊥(r⊥) + g3Dn|Φ(r⊥, n)|2

]
Φ(r⊥, n). (7.6)

En utilisant la relation de normalisation
∫
dr⊥|Φ(r⊥, n)|2 = 1, la densité linéaire s’écrit

n(x, τ) = N

∫
dr⊥|ψ(x, τ)|2|Φ(r⊥, n)|2 = N |ψ(x, τ)|2. (7.7)

L’équation Eq.(7.5) peut être injectée dans Eq.(7.4). Après avoir séparé les parties transverses
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et longitudinales et en utilisant Eq.(7.7), on obtient[
iℏ
∂

∂τ
+

ℏ2

2m

∂2

∂x2
− V∥

]
ψ(x, τ)Φ(r⊥, n) =

[
− ℏ2

2m
∆r⊥ + V⊥ + g3Dn|Φ|2

]
Φ(r⊥, n)︸ ︷︷ ︸

(1)

ψ(x, τ).

(7.8)
Le terme (1) d’Eq.(7.8) est égal à µΦ(r⊥, n) d’après Eq.(7.6). Enfin, en intégrant Eq.(7.8) par∫
dr⊥Φ∗(r⊥, n), on obtient une équation GP 1D similaire à Eq.(2.23),

iℏ
∂

∂τ
ψ(x, τ) =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V∥(x) + µ(n)

]
ψ(x, τ). (7.9)

Ainsi, de manière analogue aux calculs de la Section2.4.1, en utilisant la relation de Ma-
delung ψ(x, τ) =

√
n(x, τ)eiθ(x,τ), on dérive les équations hydrodynamiques (en négligeant le

terme de pression quantique),{
∂τn+ ∂x (vn) = 0,

m∂τv + ∂x
[
1
2mv

2 + µ(n) + V∥(x)
]
= 0,

(7.10)

avec v = ℏ
m

∂θ
∂x .

Pour des temps τ < 0, le système est à l’équilibre. À partir d’Eq.(7.10), on obtient la
relation

µ(n) + V∥(x) = µ(np) = µp (7.11)

Pour des temps τ > 0, le potentiel est coupé, V∥(x) = 0 et le profil de densité n(x, t) vérifie
les équations {

∂τn+ ∂x (vn) = 0,

m∂τv + ∂x
[
1
2mv

2 + µ(n)
]
= 0,

(7.12)

7.2.2 Équations d’état

À partir d’Eq.(7.6), le potentiel chimique a été calculé pour deux régimes particuliers
[155] :

— La situation pour laquelle a3Dn ≫ 1 (ou de façon analogue µ ≫ ℏω⊥) correspond au
cas où de nombreuses configurations de l’oscillateur harmonique radial sont excitées
(|Φ|2 est une parabole). Dans ce régime appelé régime Thomas-Fermi (TF) 3D,

µ(n) = 2ℏω⊥
√
a3Dn (7.13)

— La situation inverse où a3Dn ≪ 1 (ou de façon analogue µ ≪ ℏω⊥). Dans ce cas,
les solutions d’Eq.(7.6) s’approchent de l’état fondamental gaussien de l’oscillateur
harmonique radial (régime Thomas-Fermi 1D),

µ(n) = 2ℏω⊥a3Dn = gn. (7.14)
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Le régime TF 1D correspond à la situation traitée dans la Section2.4.1.

Pour les régimes intermédiaires, il n’existe pas de formule analytique. Néanmoins, les
calculs numériques ont permis de montrer que le potentiel chimique est bien approximé par
l’expression [156]

µ(n) = ℏω⊥
(√

1 + 4na3D − 1
)
, (7.15)

qui vérifie bien les limites asymptotiques Eq.(7.14) et (7.13).

7.2.3 Solutions analytiques homothétiques des équations Gross-Pitaevskii
dans un piège harmonique

7.2.3.1 Facteur d’échelle

À l’instant τ = 0, le confinement longitudinal est coupé, V∥(x) = 0. On cherche à trouver
les formes des profils de densité n(x, τ) solutions d’Eq.(7.12). Dans certains cas particuliers,
la densité peut prendre une forme homothétique,

n(x, τ) =
1

λ(τ)
n

(
x

λ(τ)
, 0

)
=

1

λ(τ)
n0

(
x

λ(τ)

)
, (7.16)

avec n0 le profil de densité initiale et λ(τ) le facteur d’échelle [157, 128]. À τ = 0, λ(0) = 1,
λ̇(0) = 0 et N =

∫
dxn(x, 0) =

∫
dxn0(x).

En injectant la forme du profil de densité Eq.(7.16) dans ∂τn + ∂x(vn) = 0, le profil de
vitesse s’écrit

v(x, τ) =
λ̇

λ
x. (7.17)

On a pour cela utilisé les égalités

∂n

∂τ
= − λ̇

λ2
n0

(x
τ

)
− λ̇

λ2
x

λ
ṅ0

(x
τ

)
(7.18)

et
∂(nv)

∂x
=

1

λ
n0

(x
τ

) ∂v
∂x

+ v
1

λ2
ṅ0

(x
τ

)
. (7.19)

Finalement, le profil de vitesse obtenu Eq.(7.17) injecté dans l’équation d’Euler ∂τv +

v∂xv + 1/m∂xµ = 0 permet de relier le potentiel chimique avec le facteur d’échelle,

∂µ

∂x
= −mλ̈

λ
x, (7.20)

à τ = 0, on a

µ(x, τ = 0) = µ0(x) = µp −
1

2
mω2

∥x
2. (7.21)

donc Eq.(7.20) est bien vérifiée à τ = 0. En règle générale, Eq.(7.20) n’est pas vérifiée pour
tout τ . Dans la suite, on cherche à trouver une condition sur la forme de l’équation d’état
pour laquelle Eq.(7.20) est vraie à tout temps.
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7.2.3.2 Solutions analytiques homothétiques

On va ici s’intéresser à trouver une condition sur la forme de l’équation d’état reliant le
potentiel chimique à la densité µ(n) permettant d’avoir une solution aux équations hydrody-
namiques qui prend la forme d’Eq.(7.16). La dérivée du potentiel chimique peut se réécrire

∂µ

∂x

∣∣∣∣
x

=
∂µ

∂n

∣∣∣∣
n(x)

∂n

∂x

∣∣∣∣
x

=
1

λ2
∂µ

∂n

∣∣∣∣
n(x)

∂n0
∂x

∣∣∣∣
x
λ

=
1

λ2
∂µ

∂n

∣∣∣∣
n(x)

∂n0
∂µ0

∣∣∣∣
µ0( x

λ)︸ ︷︷ ︸
(1)

∂µ0
∂x

∣∣∣∣
x
λ︸ ︷︷ ︸

(2)

. (7.22)

avec ∂µ
∂x

∣∣∣∣
x

= ∂µ
∂x (x). En utilisant Eq.(7.21), le terme (2) se réécrit naturellement −mω2

∥x/λ
2.

Enfin, comme µ0(x/λ) = µ(n0(x/λ)) = µ(λn(x, τ)), le terme (1) se réécrit

∂n0
∂µ0

∣∣∣∣
µ0( x

λ)
=
∂n

∂µ

∣∣∣∣
µ0( x

λ)
=
∂n

∂µ

∣∣∣∣
µ(λn)

. (7.23)

La dérivée du potentiel chimique prenant la forme d’Eq.(7.20), on obtient alors

−mλ̈

λ
x = −m

ω2
∥

λ4
∂µ

∂n

∣∣∣∣
n

∂n

∂µ

∣∣∣∣
µ(λn)︸ ︷︷ ︸

f(λ)

x, (7.24)

avec f(λ) un terme indépendant de la position x et donc indépendant de la densité n. La
fonction f définie pour tout λ réel positif possède les propriétés suivantes :

— f(1) = 1. En effet, f(1) s’écrit

f(1) =
∂µ

∂n

∣∣∣∣
λn

∂n

∂µ

∣∣∣∣
µ(λn)

= 1, (7.25)

— f(λ1λ2) = f(λ1)f(λ2). En effet

f(λ1λ2) =
∂µ

∂n

∣∣∣∣
n

∂n

∂µ

∣∣∣∣
µ(λ1λ2n)

=
∂µ

∂n

∣∣∣∣
n

∂µ

∂n

∣∣∣∣
λ1n

∂n

∂µ

∣∣∣∣
µ(λ1n)︸ ︷︷ ︸

f(1)=1

∂n

∂µ

∣∣∣∣
µ(λ2(λ1n))

= f(λ1)f(λ2).

(7.26)

Ainsi f doit être une fonction puissance pour respecter toutes ces conditions, f(λ) = λ−β

avec β un réel. f calculé au point λ = n0/n avec n0 fixe s’écrit alors

f
(n0
n

)
=
∂µ

∂n

∣∣∣∣
n

∂n

∂µ

∣∣∣∣
µ(n0)

= nβ ⇒ ∂µ

∂n

∣∣∣∣
n

=
∂µ

∂n

∣∣∣∣
n0

nβ (7.27)

avec ∂µ/∂n(n0) une constante. Cette égalité amène au résultat important de cette partie,
c’est-à-dire que l’équation d’état µ(n) permettant d’avoir une solution des équations hydro-
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dynamiques homothétiques doit prendre la forme

µ(n) = anα + b (7.28)

où a, b et α sont des réels. On conclut alors que des solutions de types homothétiques sont
attendues dans les régimes particuliers suivants :

— Le régime de TF 1D car µ(n) = gn. Dans ce cas, Eq.(7.28) est bien vérifiée avec α = 1.
— Le régime de TF 3D puisque alors µ(n) = 2ℏω⊥

√
a3Dn. Dans ce cas, Eq.(7.28) est bien

vérifiée avec α = 1/2.

7.2.3.3 Évolution temporelle du facteur d’échelle

On cherche désormais à trouver l’équation différentielle sur le facteur d’échelle λ(τ). Pour
cela, on réinjecte l’équation d’état attendue Eq.(7.28) dans Eq.(7.20) en utilisant Eq.(7.16),
ce qui donne

x
λ̈

λ
+
aα

m

n0
(
x
λ

)α−1

λα
∂n0
∂x

∣∣∣∣
x
λ

= 0. (7.29)

Le potentiel chimique µ(x) est connu à τ = 0 et donné par Eq.(7.21) : cela permet d’obtenir
n0 et ṅ0 grâce à l’équation d’état Eq.(7.28), n0

(
x
t

)
=
[
1
a

(
µp − b− 1

2mω
2
∥
(
x
λ

)2)]1/α
,

∂n0
∂x | x

λ
= − 1

aαmω
2
∥

x
λ2n0

(
x
λ

)1−α
,

(7.30)

ces résultats injectés dans Eq.(7.29) permettent de trouver l’équation différentielle dont λ est
solution,

λ̈λα+1 = ω2
∥ (7.31)

Les évolutions des facteurs d’échelle sont tracés Fig.7.4 pour les régimes particuliers TF 1D
(α = 1) et 3D (α = 0.5).

Figure 7.4 – Évolution du facteur d’échelle λ avec ω∥ = 2π × 9.4Hz dans les régimes TF
1D (courbes jaunes) et TF 3D (courbes bleues) − (a) Évolution à temps court comparée à
Eq.(7.34) (courbe noire pointillée) − (b) Évolution à temps longs comparée avec les compor-
tements asymptotiques linéaires attendus pour les régimes TF1D et TF3D (courbes noires
pointillées).
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7.2.4 Régimes particuliers

7.2.4.1 Régime asymptotique à temps longs

Dans cette partie, on se restreint au cas où α > 0. L’équation différentielle sur le facteur
d’échelle Eq.(7.31) peut être intégrée. En utilisant les conditions initiales λ(0) = 1 et λ̇(0) = 0,
on obtient

λ̇2 = − 2

α
ω2
∥λ

−α +
2

α
ω2
∥. (7.32)

Pour des temps τ très grands, λ−α ≪ 1. L’Eq(7.32) devient λ̇ ≃
√
2/αω∥. Ceci implique

λ(τ) =
√

2/αω∥τ . En particulier,
— dans le cas du régime TF 1D, λ(τ) =

√
2ω∥τ ,

— dans le cas du régime TF 3D, λ(τ) = 2ω∥τ .
Comme le montre la Fig.7.4(b), ces comportements sont bien observés.

7.2.4.2 Régime à temps courts

À temps courts, on fait l’approximation que µ(x, τ) ≃ µ0(x) = µp − 1/2mω2
∥x

2. Le com-
portement à temps cours est alors indépendant de l’équation d’état µ(n). L’équation d’Euler
en l’absence de potentiel s’écrit alors

∂v

∂τ
+ v

∂v

∂x
=

dv

dτ
=

d2x

dτ2
= ω2

∥x⇒ v(x, τ) ≃τ→0 ω
2
∥xτ. (7.33)

la forme du profil de vitesse peut être réinjectée dans Eq.(7.17). En intégrant la relation
obtenue,

λ(τ) = e
1
2
ω2
∥τ

2

≃ 1 +
1

2
ω2
∥τ

2 + o
(
τ2
)
. (7.34)

Ainsi, comme on peut l’observer sur la Fig.7.4(a), l’évolution de λ est similaire à temps cours
pour les deux régimes TF et colle avec le comportement attendu, voir Eq.(7.34).

7.2.5 Régime de cross-over

On cherche désormais à caractériser l’expansion longitudinale du système quand l’équation
d’état est donnée par Eq.(7.15). Le potentiel chimique ne s’écrivant pas comme une puissance
de la densité n, on ne s’attend pas à avoir un profil de densité homothétique au profil initial.
Néanmoins, à temps courts, l’argument utilisé dans la Section.7.2.4.2 reste toujours valable,
car il est indépendant de la forme de l’équation d’état. Ainsi, on s’attend à avoir une solution
homothétique à temps courts avec λ(τ) donné par Eq.(7.34).

7.2.5.1 Méthodes numériques

Pour obtenir l’évolution du profil de densité au cours d’une expansion longitudinale pour
n’importe quelle équation d’état, il faut résoudre numériquement les équations hydrodyna-
miques Eq.(7.12). En utilisant la méthode des éléments finis pour résoudre ces équations
numériquement (Runge et Kutta d’ordre 4), on observe l’apparition d’instabilités numériques.
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Pour régulariser ce problème, les simulations ont été réalisées à partir des équations GP
sans négliger le terme de pression quantique.

7.2.5.2 Caractérisation de l’évolution du profil

Un exemple de solution numérique nsim(x, τ) est représenté sur la Fig.7.5 pour un temps
d’expansion τ = 25ms. On voit de légères déviations par rapport à une solution de type
homothétique (courbes noires pointillées). Néanmoins, ces déviations restent petites pour des
temps d’expansions τ < 60ms correspondant aux temps sondés expérimentalement. Pour un
facteur d’échelle λ(τ) ajusté à partir des simulations numériques (courbes noires pointillées
de la Fig.7.5), l’écart-type

σ(τ) =

√∫
| 1
λ(τ)n0

(
x

λ(τ)

)
− nsim(x, τ)|2dx√∫

[nsim (x, τ)]2 dx
(7.35)

reste est inférieur à 0.1 pour τ < 60ms. C’est pourquoi on fera dans la suite l’hypothèse que
la notion de facteur d’échelle reste valide même dans ce régime de cross-over TF 1D-3D.

Figure 7.5 – Le profil de densité initial, à l’équilibre, est représenté en jaune (µp/ℏω⊥ = 1.4).
Le profil numérique obtenu après résolution des équations hydrodynamiques et pour un temps
d’expansion t = 25ms est tracé en rouge. La courbe noire pointillée superposée correspond à
un ajustement de la solution numérique en faisant l’approximation qu’il s’agit du profil initial
à un facteur d’échelle λ près.
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En résumé

— Les profils de densité solutions des équations hydrodynamiques prennent une
forme homothétique si l’équation d’état s’écrit µ(n) = anα+b. C’est notamment
le cas pour le régime Thomas-Fermi 1D pour lequel µ(n) est proportionnel à n.
Cette condition est aussi vérifiée pour le régime Thomas-Fermi 3D où µ(n) est
proportionnel à

√
n. Le facteur d’échelle évolue de façon parabolique à des temps

très courts (résultat universel indépendant de l’équation d’état) et linéairement
asymptotiquement.

— Dans le régime de cross-over TF 1D/3D, on attend à avoir dans tous les cas
une solution homothétique pour des petits temps d’expansion. Pour des temps
plus longs, une étude numérique a montré que le profil de densité pouvait être
approximé par une forme homothétique au profil initial.

7.2.6 Analyse des données expérimentales

L’étude de la dynamique du profil de densité a été faite sur un nuage atomique initialement
à l’équilibre dans un potentiel harmonique de fréquence longitudinale f∥ = 9.4Hz et transverse
f⊥ = 2.5KHz. Un profil de densité est représenté sur la Fig.7.6(a) en jaune. Le profil de densité
attendu à l’équilibre dans le piège harmonique est représenté en noir pointillé sur la Fig.7.6(a).
Il est obtenu à partir de l’expression du potentiel chimique,

µ(x) = µp −
1

2
mω2

∥x
2 = ℏω⊥

[√
1 + 4n0(x)a3D − 1

]
, (7.36)

où µp/ℏω⊥ = 1.4. L’ajustement est très bon dans la zone centrale, les données expérimentales
présentent des ailes supplémentaires dû à un effet d’entropie non nulle.

Après un temps d’expansion longitudinal τ , un facteur d’échelle λ est extrait en ajustant
les profils expérimentaux par un profil de la forme

n(x, τ) =
1

λ(m)(τ)
n0

(
x

λ(m)(τ)

)
. (7.37)

Afin de pouvoir extraire le profil de densité, on réalise après la coupure du confinement
transverse un temps de vol tv = 1 ms, voir Section.5.1.2. Pendant ce temps de vol, on suppose
que les interactions sont coupées. Après une expansion longitudinale d’un temps τ , il est
important de prendre en compte la vitesse de l’expansion du système directement reliée à
λ̇(τ). Comme les interactions sont coupées pendant le temps de vol, la vitesse d’expansion ne
varie pas. Ainsi, le facteur d’échelle du profil de densité avant temps de vol λ(τ) s’obtient à
partir de celui extrait après le temps de vol λ(m)(τ) tel que

λ(τ) = λ(m)(τ)− λ̇(τ)tv (7.38)

– 126 –



7.2. PROFIL DE DENSITÉ D’UN GAZ DANS UN PIÈGE HARMONIQUE

avec la dérivée du facteur d’échelle extraite expérimentalement

λ̇(τ) =
λ(τ + δτ)− λ(τ)

δτ
. (7.39)

où δτ est la différence de temps entre deux temps de mesure successifs.

Figure 7.6 – (a) Un profil de densité à l’équilibre dans le piège longitudinal harmonique
est représenté en jaune. Ce profil est ajusté par un profil n0(x) qui vérifie Eq.(7.36) (courbe
noire pointillée). La courbe rouge correspond au profil de densité après une expansion longi-
tudinale de τ = 25ms. Un facteur d’échelle λ est extrait en ajustant le profil par une courbe
homothétique à la densité initiale, voir Eq.(7.37) et (7.38) (courbe pointillée noire) − (b) Les
points bleus correspondent aux facteurs d’échelle λ(τ) extraits expérimentalement. La courbe
orange solide correspond aux résultats obtenus numériquement en résolvant les équations hy-
drodynamiques avec Eq.(7.15), µp/ℏω⊥ = 1.4 et en extrayant un facteur d’échelle. Les courbes
pointillées sont les évolutions de λ attendues en résolvant Eq.(7.31) pour α = 1 (régime TF
1D) et α = 1/2 (régime TF 3D).

Les facteurs d’échelle extraits expérimentalement sont représentés sur la Fig.7.6(b). Les
données sont en accord avec les λ(τ) obtenus en résolvant numériquement les équations hy-
drodynamiques avec Eq.(7.15) et µp/ℏω⊥ = 1.40 et en prenant en compte le temps de vol
tv.

7.2.7 Limites expérimentales

Les données de la Fig.7.6(b) ont été mesurées pour des temps d’expansion τ < 55ms. La
raison pour laquelle nous nous sommes restreints à τ < 50ms est dû à plusieurs facteurs. Cette
partie décrit l’ensemble de ces effets :

— Le guide longitudinal est produit par 3 micro-fils ayant une longueur de 1390µm, voir
Fig.4.2. Cette taille finie limite ainsi les temps d’expansions accessibles expérimenta-
lement. Nous nous sommes demandés quels étaient les effets de la longueur finie des
fils sur le nuage et son expansion. Notamment, on a voulu savoir si les atomes re-
bondissaient sur les bords du piège ou non. La caméra d’imagerie étant centrée sur le
centre des micro-fils et pouvant prendre une image sur 1400µm de long (c’est-à-dire la
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taille des micro-fils), un protocole simple a été de compter le nombre d’atomes à partir
des images en absorption pour différents temps d’expansion. Le nombre d’atomes est
représenté en jaune Fig.7.7(a) : pour des temps τ < 120ms, le nombre d’atomes reste
constant, car l’étalement du nuage est de taille inférieure à la longueur du guide lon-
gitudinal et à la longueur maximale d’imagerie. Pour des temps supérieurs, le nombre
d’atomes décroît. Ces mesures ont été comparées avec le nombre d’atomes estimés en
supposant que le guide 1D est infini, que le système est initialement bien décrit par le
régime TF 3D et en résolvant l’Eq.(7.31) avec α = 0.5. En utilisant les paramètres ex-
périmentaux (f∥ = 5.4Hz et n0 = 120at/µm), le nombre total d’atomes dans une zone
de 1400µm autour du centre est tracée en noir sur la Fig.7.7(a). Le nombre d’atomes
décroît plus lentement que pour les données expérimentales, ce qui laisse à penser que
les atomes ne rebondissent pas près des bords des fils.

— Le champ B0 est produit par deux bobines selon l’axe ex placées en configuration
Helmholtz. Localement au niveau du centre des micro-fils, ce champ magnétique est
bien homogène. Cette approximation n’est plus valable loin du centre. Cependant, cet
effet est négligeable devant les autres sources limitantes. Dans une zone de 2000µm
autour du centre des petits-fils, le champ B0 varie de 2mG : cette variation est associée
à une fréquence de piégeage longitudinale inférieure au Hz.

— Le système d’imagerie peut aussi présenter longitudinalement loin du centre des défauts
liés au champ fini du système optique. Cet effet n’est plus négligeable pour une distance
de part et d’autre du centre de ±350µm d’après les mesures de Bess Fang [119] 1. Ainsi
les étalements sont limités à une taille similaire, correspondant à un temps d’expansion
de l’ordre de 60ms, voir Fig.7.7(b).

Figure 7.7 – (a) Le nombre d’atomes mesuré par la caméra pour différents temps d’expansion
est représenté par les points jaunes. La courbe noire correspond au nombre d’atomes obtenus
en résolvant l’équation Eq.(7.31) avec α = 0.5, f∥ = 5.4 Hz et n0 = 120at/µm. Le point bleu
représente la situation correspondant au temps t = 60ms maximal sondé expérimentalement
au vu des différentes limites techniques − (b) L’évolution de la taille de nuage après un
temps d’expansion τ est tracée en noire. La ligne rouge pointillée correspond à la taille du
guide longitudinal. Le temps expérimental τ = 60ms maximal utilisé expérimentalement est
marqué par un point bleu.

1. mesures présentées page 150.
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Ainsi, les effets décrits ci-dessus limitent les expansions à des tailles limites d’environ
800µm, correspondant à des temps caractéristiques de l’ordre de 60ms (points bleus sur les
Fig.7.7(a) et (b)). Ce temps dépend des profils à τ = 0, pouvant être plus ou moins grands et
denses selon la préparation du système.

En résumé

— L’évolution des profils de densité obtenue expérimentalement est en bon accord
avec les simulations numériques réalisées dans le régime de cross-over.

— Les temps maximum d’expansion sondés sont de l’ordre de 60ms et sont limités
par la taille du guide longitudinal et le champ du système optique.

7.3 Évolution des fluctuations de phase d’un gaz placé dans un
piège harmonique

Lors de la dynamique d’expansion, les fluctuations de phase peuvent être sondées expéri-
mentalement. En effet, après un temps de vol tv, les fluctuations de phases initiales donnent
lieu à des fluctuations de densité, appelées ondulations de densité. Le calcul du spectre de
puissance des ondulations de densité est détaillé dans la Section5.2.2. Dans cette partie, on
s’intéresse à l’évolution de ces ondulations de densité pour un gaz initialement piégé dans
un potentiel harmonique et réalisant une expansion longitudinale. Dans la suite, le gaz est
supposé être dans le régime de TF 1D.

7.3.1 Évolution des fluctuations de phase dans l’hypothèse du suivi adia-
batique

On considère dans toute la suite un système homogène de densité initiale n(0) = n0. On
souhaite estimer l’évolution des fluctuations de phase au cours d’une expansion longitudinale.
À chaque instant τ de l’expansion, le système est décrit par un Hamiltonien H(τ) auquel on
associe les modes de Bogoliubov introduit dans la Section1.3.2, modes que l’on aurait pour
un profil de densité n(τ). On s’intéresse à des modes k phononiques, c’est-à-dire d’énergie

associée ϵk(τ) = ℏc(τ)k avec c(τ) =

√
gn(τ)
m la vitesse du son. De plus, la température du

système est suffisamment élevée pour que ϵ(k) ≪ kBT . À un instant τ donné, les fluctuations
de phase du mode k ⟨|θk|2⟩(τ) sont proportionnelles à la population des modes de Bogoliubov
⟨â†kâk⟩

(τ) telles que,

⟨|θk|2⟩(τ) =
mc(τ)

ℏkn(τ)
⟨â†kâk⟩

(τ). (7.40)

On peut introduire le facteur d’échelle λ(τ) tel que

n(τ) =
n(0)

λ(τ)
, d′ou c(τ) =

c(0)√
λ(τ)

. (7.41)
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On fait alors l’hypothèse de suivi adiabatique. Dans le référentiel en expansion, la popu-
lation des modes de Bogoliubov est conservée au cours du temps. Ainsi, dans le référentiel du
laboratoire,

⟨â†kâk⟩
(τ) = ⟨â†λ(τ)kâλ(τ)k⟩

(0). (7.42)

En injectant Eq.(7.42) et Eq.(7.41) dans Eq.(7.40), on en déduit

⟨|θk|2⟩(τ) = λ(τ)
3
2 ⟨|θλ(τ)k|2⟩(0), (7.43)

ce qui permet de relier les fluctuations de phase du mode k à un instant τ avec celles du mode
kλ(τ) à l’instant initial.

7.3.2 Cas des petits vecteurs d’ondes

On fait ici l’approximation que les modes sondés k sont tels que ktvℏ/m ≪ lc avec lc la
longueur de corrélation de la phase qui s’écrit pour une température T donnée lc = 2ℏ2n

mkBT .
Dans cette approximation, on a montré dans la Section5.2.2.3 que la densité spectrale des
ondulations de densité pour un mode k fixé s’écrit,

⟨|ρ̃(k)|2⟩(τ) = 4n(τ)2⟨|θk|2⟩(τ) sin2
(
ℏk2tv
2m

)
. (7.44)

D’autre part, comme ℏck ≪ kBT et que l’hamiltonien du système est quadratique en θk,
on peut utiliser le théorème de l’équirépartition de l’énergie ; À l’instant τ = 0,

⟨|θ̂k|2⟩(0) =
mkBT0
ℏn(0)k2

⇒ ⟨|ρ̃(k)|2⟩(0) = 4n(0)T0
mkB
ℏk2

sin2
(
ℏk2tv
2m

)
. (7.45)

Ainsi, en injectant Eq.(7.44) dans Eq.(7.43), et en utilisant les relations d’Eq.(7.41),

⟨|ρ̃(k)|2⟩(τ) = 4n(τ)
T0

λ
3
2︸︷︷︸

T (τ)

mkB
ℏk2

sin2
(
ℏk2tv
2m

)
. (7.46)

Dans l’approximation du suivi adiabatique, tous les phonons restent à une même température
qui évolue avec le temps d’expansion τ comme

T (τ) =
T0

λ(τ)
3
2

. (7.47)

Notons que la condition ktvℏ/m ≪ lc reste toujours valable après un temps d’expansion τ

puisque lc(τ) ∝ n(τ)/T (τ) =
√
λ(τ)n(0)/T0 > lc(0).

Un résultat similaire peut être obtenu pour un gaz inhomogène initialement à l’équilibre
dans un piège harmonique en utilisant les modes de Bogoliubov du gaz piégé [73].
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7.3.3 Validation de l’hypothèse du suivi adiabatique

Les calculs menés dans la Section7.3.1 utilisent l’approximation que les populations des
modes de Bogoliubov sont conservés tout au long de la dynamique. C’est une hypothèse que
l’on a cherchée à valider numériquement. Nous sommes repartis des équations hydrodyna-
miques Eq.(2.24) que nous avons linéarisées en prenant ψ(x, τ) =

√
n+ δnei(θ0+θ) avec θ0

relié au champ de vitesse v = (ℏ/m)∂xθ0 = (λ̇/λ)x. L’évolution de δn et θ sont alors données
par les équations différentielles suivantes :

∂τδn = −1

2
∂x

(
δn
λ̇

λ
x

)
− ℏ2

2m
∂x (n∂xθ) ,

∂τθ = − λ̇
λ
x∂xθ −

g

ℏ
δn.

(7.48)

Ces deux équations peuvent être simplifiées en faisant le changement de variable y = x/λ et
en introduisant les nouvelles fonctions θ̃(y, τ) = θ(yλ, τ) et δñ(y, τ) = δn(yλ, τ)λ,

∂τδñ = − ℏ
m

n0
λ2

∆y θ̃,

∂τ θ̃ = − g

λn0
δñ.

(7.49)

Ces équations dérivent des équations d’Hamilton pour l’Hamiltonien

H(τ) =

∫
dx

[
ℏ2n0
2m

1

λ2

(
∂y θ̃
)2

+
g

2λ
(δñ)2

]
, (7.50)

H dépend de τ via λ. Cet Hamiltonien est similaire, à des facteurs de λ près, à l’Hamiltonien
obtenu à la Section1.3.2 en se plaçant dans le régime phononique. Ainsi, en posant,

ωk = k

√
gn0
mλ3

, xk =

(
gmλ

n0

) 1
4 1√

ℏk
δñk et pk =

(
n0
gmλ

) 1
4 √

ℏkθ̃k, (7.51)

l’hamiltonien se réécrit H =
∑

k(1/2)ℏωk

(
x2k + p2k

)
. On va alors chercher à tester l’hy-

pothèse d’adiabaticité, c’est-à-dire de regarder si la population du mode k de Bogoliubov
⟨a†kak⟩ = (1/2)

(
⟨x2k⟩+ ⟨p2k⟩

)
est conservée au cours du temps. Pour cela, on cherche à déter-

miner l’évolution des quadratures xk et pk définie par Eq.(7.51). En utilisant les équations
Eq.(7.49), la dynamique des quadratures vérifie les équations

∂τxk = ωkpk +
1

4

λ̇

λ
xk,

∂τpk = −ωkxk −
1

4

λ̇

λ
pk.

(7.52)

Le système se trouvant dans le régime TF 1D, le facteur d’échelle est solution de l’Eq.(7.31)
avec α = 1. À partir de ces deux équations Eq.(7.52), les dynamiques des quadratures d’un
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mode k sont alors décrites par un ensemble de 4 équations différentielles

λ̈ = ω2
∥
1

λ2
,

∂τ ⟨x2k⟩ = 2ωk⟨xkpk⟩+
λ̇

2λ
⟨x2k⟩,

∂τ ⟨p2k⟩ = −2ωk⟨xkpk⟩ −
λ̇

2λ
⟨p2k⟩,

∂τ ⟨xkpk⟩ = 2ωk

(
⟨p2k⟩ − ⟨x2k⟩

)
.

(7.53)

que l’on peut résoudre numériquement. Les conditions initiales sur le facteur d’échelle sont
λ(0) = 1, λ̇(0) = 1. Les conditions initiales sur les quadratures sont obtenues en faisant l’ap-
proximation que l’on étudie la dynamique des modes k tels que kBT >> ℏωk. Le théorème
de l’équirépartition de l’énergie donne ⟨x2k⟩(0) = ⟨p2k⟩(0) = kBT/(ℏωk) et ⟨xkpk⟩ = 0. Les
évolutions des quadratures ainsi que des modes de Bogoliubov sont représentés Fig.7.8 pour
les modes n = 10 et 5, (k = 2πn/ℓ). Les quadratures et les populations des modes de Bogo-
liubov peuvent être considérées comme stationnaires, validant alors l’hypothèse d’expansion
adiabatique.

Figure 7.8 – Évolution des quadratures et de la population d’un mode k au cours d’une
expansion longitudinale du nuage pendant un temps τ . Les simulations ont été réalisées pour
T = 100nK, n0 = 50× 106µm−1 et ℓ = 50µm. (a) Les quadratures et la population du mode
n = 5 dévient de moins de 0.05% − (b) Les quadratures et la population du mode n = 10
dévient de moins de 0.001%.

7.3.4 Mesures expérimentales et perspectives

Des mesures de températures ont été réalisées expérimentalement. Le gaz est préparé dans
le régime TF 1D avec µp/(ℏω⊥) = 0.4.

Les températures extraites expérimentalement à partir des ondulations de densité pour
différents temps d’expansion avec les prédictions Eq.(7.47) sont représentées Fig.7.9 : les
températures sont tracées en fonction du facteur d’échelle λ. La courbe est ajustée par une
fonction T = T0/λ

ν avec ν comme paramètre libre. On trouve ν = 1.55± 0.12 cohérent avec
les prédictions théoriques obtenues Eq.(7.47).
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Figure 7.9 – Les points jaunes correspondent aux températures extraites à partir des ondu-
lations de densité pour différentes valeurs de λ correspondant à différents temps d’expansion.
Les données sont ajustées par une fonction T = T0/λ

ν avec ν comme paramètre d’ajuste-
ment. On obtient ici ν = 1.55± 0.12 cohérent avec l’évolution attendue dans le cas des petits
vecteurs d’ondes avec l’hypothèse de suivi adiabatique Eq.(7.47).

En résumé

— On étudie le cas d’un nuage atomique initialement à l’équilibre dans un piège
longitudinal harmonique, dans le régime 1D Thomas-Fermi. Si l’on fait l’hypo-
thèse de suivi adiabatique, la température des modes phononiques au cours de
l’expansion décroît selon T = T0/λ

3/2 avec λ le facteur d’échelle.

— Dans les conditions de notre expérience, l’hypothèse de suivi adiabatique est
valide. Les températures extraites à partir des ondulations de densité sont en
bon accord avec les prédictions dans le cas des petits vecteurs d’onde.

7.4 Évolutions des fluctuations de phase d’une tranche de gaz
initialement homogène

Nous nous sommes aussi intéressés à l’expansion d’un nuage initialement homogène s’éta-
lant sur une taille ℓ. Pour essayer de comprendre ce qu’il se passe pour ce système, il est
intéressant de raisonner en termes de distribution de rapidités spatialement résolue ρ(x, θ, τ),
ou encore en termes de facteur d’occupation ν[ρ](x, θ, τ). À l’instant initial τ = 0, pour un
système homogène, le facteur d’occupation est donné par

ν[ρ](x, θ, 0) =

{
ν0(θ) si |x| < ℓ

2 ,

0 sinon.
(7.54)

Un exemple de telle fonction est représentée sur la Fig7.10(a). La fonction ν0(θ) est représentée
sur la Fig.7.10(c) : on considère ici que la distribution de rapidité / le facteur d’occupation
est thermique avec T/µ = 2.

Après une expansion longitudinale (sans confinement longitudinal, V∥(x) = 0), le facteur
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d’occupation évolue selon l’équation GHD que l’on rappelle ici,

∂xν[ρ](x, θ, τ) + veff [ρ](x, θ, τ)∂τν[ρ](x, θ, τ) = 0. (7.55)

La Fig.7.10(b) est une reconstruction numérique du facteur d’occupation à τ = 20ms en résol-
vant les équations GHD. En x = 0, les prédictions GHD indique que le facteur d’occupation
est une mer de Fermi, le système est localement à entropie nulle (voir la courbe rouge pointillée
de la Fig.7.10(c)).

Cet effet est très intéressant puisqu’il permettrait de sonder des systèmes à des tem-
pératures très proches du zéro absolu. C’est pourquoi nous avons essayé d’observer un tel
phénomène expérimentalement.

Figure 7.10 – (a) Facteur d’occupation à τ = 0 initialement thermique avec T/µ = 2 −
(b) Facteur d’occupation à τ = 20ms. La ligne verticale bleue correspond au centre de la
position pour l’extraction de la température côté gauche. − (c) La courbe grise correspond au
facteur d’occupation correspondant à la coupe de (a). La courbe rouge pointillée correspond
au facteur d’occupation correspondant à la coupe (b).

7.4.1 Protocole expérimental

Pour réaliser les expansions d’un gaz initialement homogène de taille ℓ finie, nous avons
utilisé l’outil de sélection spatial présenté dans le Chapitre6. Le nuage atomique est initiale-
ment à l’équilibre dans un piège harmonique transversal ω⊥ = 2π × 2.56kHz et longitudinal
ω∥ = 2π × 5Hz. Le DMD est imagé sur les atomes : seules les parties gauches et droites du
gaz sont illuminés pendant un temps τp = 30µs, voir Fig.7.11. Il ne reste alors que la partie
centrale du nuage atomique que l’on considère quasi homogène de densité n0.

Une fois la préparation de la situation initiale réalisée, le confinement longitudinal est
enlevé, le confinement transverse est lui maintenu : le gaz réalise alors une expansion lon-
gitudinale. Après un temps τ , le confinement transverse est coupé, on réalise un temps de

– 134 –



7.4. ÉVOLUTIONS DES FLUCTUATIONS DE PHASE D’UNE TRANCHE DE
GAZ INITIALEMENT HOMOGÈNE

Figure 7.11 – Production d’un nuage homogène de taille ℓ. Le gaz est tout d’abord placé à
l’équilibre dans un potentiel longitudinal harmonique. Les parties gauches et droites du nuage
atomique sont illuminés 30µs par un faisceau pousseur pour enlever les atomes du piège. Après
la sélection, seule reste la partie centrale du gaz, de densité quasi-homogène.

vol tv = 8ms, ce qui permet d’extraire une température du système à partir du spectre de
puissance des ondulations de densité, comme présenté dans la Section5.2.2.

7.4.2 Résultats expérimentaux et perspectives

La Fig.7.12(a) présente les températures extraites à partir de données expérimentales
pour différents temps d’expansion τ . Pour un même τ , des températures ont été extraites sur
différentes zones :

— On extrait la température à partir du spectre de puissance des ondulations de densité
en se limitant à une boîte de taille ℓC = 50µm centrée en x = 0 (courbe jaune de la
Fig.7.12(a)) ;

— On fait de même, mais avec une boîte de taille ℓC = 800µm centrée en x = 0 (courbe
rouge de la Fig.7.12(a)) ;

— On fait de même avec une boîte de taille ℓG = 100µm cette fois centrée en x < 0

(courbe bleue de la Fig.7.12(a)). Plus précisément, le centre de la boîte est fixé à la
position x = −0.8ℓ(τ)/2 avec ℓ(τ) la taille mesurée du nuage atomique à l’instant τ .

Utilisant des petits temps de vol tv, nous sommes dans l’approximation où ktvℏ/m ≪ lc,
d’où

⟨|ρ̃k|2⟩ = 4n20⟨|θk|2⟩ sin2
(
ℏk2tv
2m

)
. (7.56)

Pour des temps τ < 40ms, les températures extraites vérifient ℏkc ≪ kBT . Ceci implique
⟨|θk|2⟩ = mkBT/(ℏk2). Pour des temps τ > 40ms, les températures extraites diminuent
suffisamment pour que l’approximation ℏck ≪ kBT ne soit plus valable. Il faut alors prendre
en compte la contribution des fluctuations de point 0 : on a alors

⟨|θk|2⟩ =
1

2n0

mc

ℏk︸ ︷︷ ︸
(1)

+
1

n0

mc

ℏk
⟨a†kak⟩. (7.57)

avec ⟨a†kak⟩ la population du mode phononique k : on suppose que ⟨a†kak⟩ suit une loi de
Bose-Einstein. Le terme (1) correspond à l’apport du mode fondamental et n’est alors plus
négligeable (la courbe bleue de la Fig.7.12(b) correspond à la contribution du mode fonda-
mental sur le spectre expérimental).
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Figure 7.12 – (a) Températures extraites à partir du spectre de puissance des ondulations
de densité pour différentes zones de sélection en utilisant les Eq.(7.56) et Eq.(7.57) − (b)
Exemple de spectre de puissance obtenu pour τ = 60ms et ℓ = 50µm. La courbe noire
pointillée correspond à l’ajustement avec Eq.(7.57), T étant le seul paramètre libre. Le profil
bleu correspond à la contribution de l’état fondamental.

Les températures extraites en se limitant à une petite région autour de la zone centrale
sont pour τ ∈ [20, 50]ms plus froides que pour les autres sélections. Cela va dans le sens des
prédictions GHD.

Cependant, la différence pour τ = 60ms est beaucoup moins flagrante. D’une part, les
mesures prises à ces temps-là sont assez bruités du fait d’une densité atomique très faible.
De plus, si on compare plus précisément les zones sélectionnées avec les simulations GHD, on
observe que pour ces temps-là, 80% du nuage est à entropie quasi-nulle.

Bien que très froide (autour de 2nK), la température de la zone centrale du nuage ne tend
pas vers 0. Cela pourrait être dû à des limites associés au processus de sélection (des effets de
bord notamment). Une autre possibilité serait que la taille initiale du nuage atomique pourrait
expliquer ce phénomène (des calculs Bogoliubov vont dans ce sens). Des effets de diffusion
pourraient expliquer les déviations de nos mesures avec les prédictions GHD. En effet, au
début de l’expansion longitudinale, les variations de densités spatiales sont très rapides au
niveau des bords du nuage atomique, les prédictions à l’échelle d’Euler ne sont alors plus
valables. Des termes de type Navier-Stokes à rajouter dans les équations GHD pourraient
rendre compte de nos observations [61]. Un projet futur pour tester ce phénomène serait par
exemple de prendre des données pour des tailles de gaz initiales différentes.

Les premiers résultats sur l’évolution des fluctuations de phase pour un gaz homogène sont
prometteuses. Une autre observable que l’on aimerait étudier dans le futur sont les fluctuations
de densité. De même que pour les fluctuations de phase, on s’attend à ce que ces dernières
soient supprimées au centre du nuage atomique en expansion.
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En résumé

— Les équations GHD pour un système initialement homogène de taille finie ℓ

prédisent qu’après une expansion dans le guide 1D, le centre du nuage atomique
présente une entropie nulle.

— Des mesures préliminaires ont été réalisées expérimentalement et vont dans le
sens de ces prédictions.
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Comme déjà expliqué dans les chapitres précédents, la compréhension des propriétés des
gaz de bosons unidimensionnel (1D) avec interactions de contact répulsives est étroitement
reliée à la notion de distribution de rapidités ρ(θ). Pour rappel, les états propres d’un système
à N particules sont paramétrés par N rapidités {θi}i∈[1,N ] et prennent la forme de l’Ansatz
de Bethe [20, 19]. Une autre façon plus intuitive de comprendre la notion de rapidités est de
considérer ces dernières comme étant les vitesses de quasi-particules à durée de vie infinie qui
évoluent dans le système [59, 158, 159]. Ici, on utilisera une autre définition déjà développée
dans la Section1.1.3.4 : les rapidités correspondent aux vitesses asymptotiques des atomes
après une expansion 1D [35, 36, 37]. De même, la position asymptotique des particules après
une expansion est directement reliée aux rapidités : après un temps d’expansion τ assez long,
les interactions deviennent négligeables et les particules sont localisées à la position xj = τθj .

Cette dernière définition est particulièrement intéressante puisqu’elle est reliée à un pro-
tocole expérimental de mesure de la distribution de rapidités d’un système en réalisant une
expansion 1D avant de mesurer la distribution de vitesse ou de densité. Des premières mesures
utilisant ce protocole ont déjà été réalisées récemment pour des gaz 1D piégés dans des réseaux
optiques 2D [38], voir aussi [160, 161, 162]. Il est important de préciser que dans toutes ces
expériences, seule la distribution de rapidités globale est mesurée : il s’agit de la distribution
de rapidités d’un nuage atomique 1D entier inhomogène. Dans ce chapitre, on s’intéresse à
sonder la distribution de rapidités locale pour un gaz de bosons 1D inhomogène. Une autre
particularité, bien que moins fondamentale, est que les premiers résultats concernent des gaz
1D dans un régime d’interaction forte. Nous nous intéressons ici à sonder cette distribution
pour des gaz à faibles interactions. Toutefois, le protocole que nous avons utilisé s’applique à
tout type de régime.

La notion de distribution de rapidités locale émerge naturellement lorsque l’on considère
un nuage atomique à l’équilibre dans un potentiel longitudinal variant lentement : il est alors
possible de faire une Approximation de Densité Locale (LDA) [163]. Avec cette approche, le
gaz est décrit comme un fluide pouvant être décomposé en cellules de taille mésoscopique
dans lesquelles le système est de densité homogène et dans un état relaxé. Pour les gaz 1D
intégrables, l’état d’équilibre est localement décrit par un Ensemble de Gibbs Généralisé
(GGE) (notion introduite dans la Section2.1.2) ou de façon équivalente par sa distribution
de rapidités [53, 164]. Cette description du système permet de définir une distribution de
rapidités pour chaque cellule de fluide : la notion de distribution de rapidités locale ρ(x, θ)

est alors bien définie. La notion de distribution de rapidités locale jour un rôle non seulement
à l’équilibre, mais aussi pour caractériser la dynamique hors équilibre des gaz, tant que cette
dynamique se produit à grandes échelles spatiales et temporelles. Elle est notamment au cœur
de la théorie Hydrodynamique Généralisée (GHD), introduite dans la Section2.3 [23].

Ce chapitre présente les résultats expérimentaux concernant la mesure de distribution de
rapidités localement résolue ρ(x, θ). Pour cela, l’outil de sélection spatial mis en place dans
notre expérience et caractérisé dans le Chapitre6 a été utilisé comme sonde locale de distri-
bution de rapidités. De premières mesures dans un gaz à l’équilibre sont présentées, comme
preuve de principe. De telles mesures ont aussi été réalisées pour des nuages hors équilibre,
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où les distributions de rapidités locales sondées sont très différentes de celles attendues pour
un équilibre thermique.

8.1 Protocole expérimental

Pour sonder expérimentalement la distribution de rapidités spatialement résolue, le pro-
tocole suivant est réalisé (voir la Fig.8.1(c)) :

— On commence par sélectionner une zone du nuage atomique de taille ℓ et centrée en x0 :
pour cela, on utilise l’outil de sélection spatial mis en place au cours de ma thèse. Pour
rappel, on fait l’image d’un Dispositif de Micromirroirs Digitaux (DMD) au niveau du
plan des atomes : par pression de radiation, il est possible d’enlever instantanément
tous les atomes en dehors de la zone sélectionnée [x0 − ℓ/2, x0 + ℓ/2] : seuls restent
les atomes dans la cellule sélectionnée, voir Fig.8.1(a). Le faisceau illumine les atomes
pendant 30µs avec une intensité ajustée de sorte que ∼ 99% des atomes ne soient plus
piégés. Afin de limiter le processus de réabsorption de photons diffusés, le laser est
désaccordé de 15MHz par rapport à la transition |F = 2⟩ → |F ′ = 3⟩ de la raie D2 du
Rb.

— Une fois la sélection réalisée, le confinement longitudinal est coupé, le confinement
transverse étant, lui, maintenu. Les atomes réalisent une expansion 1D pendant un
temps τ et le profil de densité est imagé après un temps de vol tv = 1ms, voir Fig.8.1(c).

— Le même protocole est réalisé pour des sélections centrées en différentes positions x0,
voir Fig.8.1(b).

8.2 Mesures sur un système à l’équilibre

Le protocole décrit ci-dessus a été tout d’abord été réalisé sur un gaz initialement à
l’équilibre. Les atomes sont placés dans un piège harmonique de fréquence transverse f⊥ =

2.56KHz avec un paramètre de Lieb Liniger au centre du nuage qui vaut γ = 0.6 × 10−2.
Le potentiel longitudinal est, lui aussi, harmonique de fréquence f∥ = 5Hz. Un profil de
densité est représenté sur la Fig.8.1(d). Une température et un potentiel chimique peuvent
être extraits par un ajustement de ce profil en utilisant la thermodynamique Yang Yang et
l’Approximation de Densité Locale : on obtient ici TYY = 90nK et µYY = 49nK.

On réalise 7 sélections de même taille ℓ centrées en différentes positions x0, comme re-
présenté sur la Fig.8.1(b). Un exemple d’expansion longitudinale d’une zone sélectionnée est
représenté sur la Fig.8.4(a). Si le régime asymptotique est atteint, on s’attend à avoir

τ

ℓ
n

(
x− x0
τ

)
= ρ

(
x− x0
τ

)
. (8.1)

L’ensemble de profils de densités obtenus après sélection et un temps d’expansion de τ = 40ms
sont représentés sur la Fig.8.2(a). La quantité tracée correspond à τn[(x − x0)/τ ]/ℓ et est
comparée à la distribution de rapidités ρ(x, θ) obtenue numériquement en supposant que gaz
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Figure 8.1 – (a) Principe de sélection d’une zone du nuage atomique, ici représenté par
un cylindre jaune : ce dernier est illuminé par un faisceau lumineux façonné par le DMD
− (b) Exemple de sélections pour un gaz initialement à l’équilibre : superposition entre le
profil de densité du nuage atomique avant sélection (courbe grise) et ceux obtenus τ = 1ms
après différentes sélections de taille ℓ = 37µm centrées en différents x0 (courbes colorées) −
(c) Diagrammes temporels résumant le protocole expérimental pour sonder la distribution de
rapidités spatialement résolue. Pour ce protocole, t∥ = 80µs, t⊥ = 10µs et tv = 1ms − (d)
Le profil de densité d’un nuage atomique initialement à l’équilibre dans un piège harmonique
avec f⊥ = 2.6KHz et f∥ = 5Hz est représenté en jaune. La courbe grise correspond au
profil de densité parabolique attendu à l’état fondamental dans le régime qBEC pour lequel
l’équation d’état est donnée par n(x) = [µ− V∥(x)]/g. La courbe noire pointillée est obtenue
par ajustement avec les données expérimentales en supposant que le système soit bien décrit
par un ensemble thermique (on parle de thermodynamique Yang Yang, voir Section5.2.1).
Cet ajustement permet d’extraire une température TYY = 90nK et un potentiel chimique
µ/kB = 49nK. On estime à ≃ 7% la population des atomes dans des états transverses excités,
dont ≃ 4% au centre.

est à l’équilibre thermique et en utilisant les paramètres (TYY, µYY). La fonction ρ(x, θ) est
représentée sur la Fig.8.2(b).

Les résultats expérimentaux semblent cohérents avec les prédictions numériques. Une ques-
tion importante est de savoir si le régime asymptotique est réellement atteint, c’est-à-dire si
pour une zone centrée en x0, le profil de densité vérifie Eq.(8.1). Pour vérifier cela, on a besoin
d’une théorie qui prédit la dynamique de notre système : on va dans la suite utiliser la théorie
Hydrodynamique Généralisée (GHD) pour analyser nos résultats expérimentaux.
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Figure 8.2 – (a) Profils de densités pour différents centres de sélection x0 représentés sur
la Fig.8.1(b). Les sélections sont de taille ℓ = 37µm et les profils obtenus après un temps
d’expansion τ = 40ms. Pour comparer les résultats à une distribution de rapidités, les profils
de densités sont multipliés par le rapport τ/ℓ et sont tracés en fonction de (x− x0)/τ − (b)
Prédiction théorique de la distribution de rapidités spatialement résolue ρ(x, θ) à l’équilibre
thermique dans un potentiel harmonique longitudinal avec f∥ = 5Hz. La température TYY et
le potentiel chimique µYY utilisés sont eux obtenus à partir du profil in situ.

En résumé

— Nous avons mis en place une sonde locale de distribution de rapidités. Pour cela,
un faisceau pousseur sélectionne une zone locale d’étude. Les atomes sélectionnés
réalisent une expansion dans le guide 1D. Après un temps τ → ∞ d’expansion,
le profil de densité devient homothétique à la distribution de rapidités locale.

— Ce protocole a été réalisé expérimentalement pour extraire la distribution de
rapidité localement résolue sur un nuage atomique initialement à l’équilibre.

8.3 Dynamique d’expansion : comportements attendus

Pour savoir si le régime asymptotique des expansions longitudinales est atteint, nous avons
besoin d’utiliser une théorie qui prédit la dynamique du système. On utilise l’approche hy-
drodynamique introduite dans le Chapitre2, l’Hydrodynamique Généralisée (GHD).

8.3.1 Comportement hydrodynamique

Au cours de la dynamique, l’évolution de la distribution de rapidités spatialement résolue
peut être obtenue en utilisant les équations GHD. Avec nos conditions initiales spécifiques
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(une tranche homogène centrée en x0 et de taille ℓ), nous avons{
∂τρ(x, θ, τ) + ∂x

(
v
[ρ]
effρ(x, θ, τ)

)
= 0

ρ(x, θ, 0) = ρ0(θ) si |x− x0| ≤ ℓ
2 , 0 autrement.

(8.2)

En faisant les changements de variable α = (x− x0)/ℓ et β = τ/ℓ, l’Eq.(8.2) se réécrit{
∂β ρ̃(α, θ, β) + ∂α

(
v
[ρ̃]
eff ρ̃(α, θ, β)

)
= 0

ρ̃(α, θ, 0) = ρ0(θ) si |α| ≤ 1
2 , 0 autrement.

(8.3)

On voit que l’équation hydrodynamique Eq.(8.3) est indépendante de la taille initiale ℓ du
système. La densité linéaire étant reliée à la distribution de rapidités puisque ñ(α, β) =∫
dθρ̃(α, θ, β), elle doit alors, elle aussi, être indépendante de la taille initiale de sélection.

Autrement dit, les profils de densité obtenus pour différents ℓ et τ mais tels que β = τ/ℓ

reste constant doivent être identiques si on les trace en fonction de α = (x− x0)/ℓ. En toute
généralité, pour de telles conditions initiales, ce comportement est attendu pour toute fonction
solution d’équation de type hydrodynamique (sans terme de diffusion).

Ce comportement a été vérifié expérimentalement comme on peut le voir sur la Fig.8.3(a) :
deux profils de densité tracés en fonction de α sont superposés. Ils sont obtenus pour différents
ℓ et τ mais pour un même β = 0.39ms/µm. Les deux profils se superposent remarquablement
bien.

Figure 8.3 – (a) Vérification du comportement hydrodynamique attendu avec la forme des
équations GHD. Deux profils de densité sont tracés en fonction de α pour un même β = τ/ℓ =
0.39ms/µm − (b) Vérification du comportement hydrodynamique attendu avec les équations
GP. Deux profils de densités sont tracés pour un même ratio η = (τ/ℓ)

√
gn0/m = 2.65 avec

ℓ = 37µm, mais pour des densités initiales n0 différentes. Pour cela, les sélections ont été
faites pour différentes régions d’un même nuage − (c) Comparaison entre la distribution de
rapidités en demi-cercle attendue dans la limite GP (courbe jaune pointillée) et la distribution
de rapidité thermique calculée à partir de l’Ansatz de Bethe pour une température TYY et un
potentiel chimique µYY extraits à partir du profil in situ.

– 144 –



8.3. DYNAMIQUE D’EXPANSION : COMPORTEMENTS ATTENDUS

8.3.2 Comparaison aux équations hydrodynamiques GP

Les gaz 1D étudiés sont dans le régime qBEC. Pour rappel de la SectionSEC, à T → 0, le
système est paramétrisé par les bords supérieurs et inférieurs de la distribution de rapidités
localement résolus θ±(x, τ). Pour caractériser l’évolution du gaz, il suffit donc de connaître
l’évolution des θ±,

∂τθ
±(x, τ) + veff [ρ]

(
θ±(x, τ)

)
∂xθ

±(x, τ) = 0. (8.4)

Dans la limite qBEC où γ → 0, comme détaillé dans la Section2.4.1, Eq.(8.4) est équivalent
aux équations obtenues à partir des équations GP en négligeant le terme de pression quantique,{

∂τn+ ∂x (vn) = 0

∂τv + v∂xv = − g
m∂xn

(8.5)

avec n la densité et v la vitesse du fluide. La condition initiale correspond à avoir v(x, 0) = 0

et n(x, 0) = n0 si |x| < ℓ/2, n(x, 0) = 0 autrement. En faisant les changements de variable
α = (x− x0)/ℓ, β = τ/ℓ et ñ = n/n0, les équations Eq.(8.5) se réécrivent

∂βñ+ ∂α (vñ) = 0,

∂βv + v∂αv = −gn0

m ∂αñ,

ñ(α, β = 0) = 1 si |α| ≤ 1
2 , 0 sinon,

v(α, β = 0) = 0.

(8.6)

De nouveau, la taille de la sélection ℓ ne rentre plus en compte dans le jeu d’équations présenté
ci-dessus. Le seul paramètre qui apparaît est le rapport gn0/m. La fonction adimensionnée ñ
est alors une fonction de α, β et gn0/m. le paramètre α étant déjà sans dimension, on a par
analyse dimensionnelle

ñ = f

(
α, η = β

√
gn0
m

)
(8.7)

Ce résultat est attendu dans la limite T → 0, ce qui n’est pas le cas dans notre expérience.
Néanmoins, on attend à ce que le comportement donné par Eq.(8.7) reste valable au centre
des profils de densité. En effet, l’effet d’entropie entraîne une déformation de la distribution de
rapidité à ses bords : comme on le voit sur la Fig.8.3(c), le centre de la distribution de rapidités
est semblable à la distribution de rapidités à entropie nulle, ici un demi-cercle. Comme les
profils de densité après sélection et expansion longitudinale convergent vers la distribution de
rapidités, on s’attend à ce que le centre soit en première approximation bien décrite à partir
des équations Eq.(8.5).

Ce comportement a été testé expérimentalement comme on peut le voir sur la Fig.8.3(b) :
deux profils de densité ñ y sont représentés en fonction de α. Les profils sont obtenus pour
différentes temps d’expansion τ mais avec des densités initiales n0 différentes telles que le
rapport η soit constant. Pour cela, les sélections ont été réalisées sur un même nuage, mais
à des positions x0 différentes. Les centres des profils sont très similaires, le comportement
attendu est bien observé. On observe de plus un accord remarquable même sur les bords des
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profils, la raison de cet accord reste non élucidé.

8.4 Comparaison aux équations GHD

8.4.1 Régime asymptotique

Au vu des résultats, l’expansion des tranches est bien décrite par une approche hydro-
dynamique. On peut alors comparer les simulations GHD avec la distribution de rapidité
spatialement résolue afin de savoir si le régime asymptotique est atteint ou non.

Les simulations sont réalisées en utilisant une distribution de rapidités thermique : on
utilise les paramètres (TYY, µYY) extraits à partir du profil de densité initial, voir Fig.8.1(d).
Les prédictions numériques pour la zone centrale de sélection sont représentées sur la Fig.8.4(a)
et superposées aux données expérimentales. La Fig.8.4(b) correspond au temps d’expansion
τ = 50ms. Les résultats expérimentaux sont en bon accord avec les simulations.

La théorie GHD peut alors être utilisée pour analyser la convergence des profils de densité
vis-à-vis de la distribution de rapidités. Pour τ = 50ms, on trouve une déviation de ∼ 12%

au niveau de la partie centrale du profil, voir Fig.8.4(c). La Fig.8.4(d) représente l’écart-type
σ entre les simulations et la distribution de rapidités,

σ(τ) =

√∫
| τℓnGHD

(
x−x0
τ

)
− ρ

(
x−x0
τ

)
|2dx√∫

|ρ
(
x−x0
τ

)
|2dx

(8.8)

avec nGHD les profils obtenus à partir des simulations GHD et x0 le centre de la sélection. Pour
obtenir un écart-type 10 fois inférieur à celui obtenu pour τ = 50ms, il faudrait attendre un
temps d’environ 500ms, ce qui est irréaliste pour notre expérience. Ainsi, utiliser Eq.(8.1) pour
déduire la distribution de rapidité à partir des profils donne seulement une idée approximative
de cette dernière.

Cependant, on peut utiliser GHD a priori pour extraire la distribution de rapidités. C’est
ce que l’on a essayé de faire, les résultats sont présentés dans les parties suivantes.

8.4.2 Hypothèse d’un système thermique sur une tranche

On a vu que le régime asymptotique lors des expansions longitudinales n’est pas complè-
tement atteint expérimentalement. Pour une tranche centrée en x0, de taille ℓ et de densité
homogène n, on souhaite alors extraire la distribution de rapidités associée ρ(x0, θ) à partir
des simulations GHD. Pour cela, on doit faire une hypothèse sur la forme de ρ(x0, θ), afin de
restreindre le nombre de paramètres d’ajustement : nous sommes en effet ici limités par les
temps de calculs et le rapport signal sur bruit des données expérimentales.

En première approximation, nous avons fait le choix de supposer que la distribution de
rapidités est thermique. Ce choix est porté principalement par deux raisons. D’une part, les
profils à l’équilibre obtenus dans cette approximation correspondent remarquablement bien
avec les profils expérimentaux, voir par exemple la Fig.8.1(d). De plus, il n’y a que deux
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Figure 8.4 – (a) Expansion longitudinale de la tranche sélectionnée, ici centrée en x0 = 0µm
et de taille ℓ = 37µm. Le profil en gris correspond au profil de densité du gaz initial. Les profils
de densité pour différents temps d’expansion sont représentés en couleurs. Les lignes noires
pointillées correspondent aux simulations GHD pour une distribution de rapidités initialement
thermique paramétrée par la température TYY et un potentiel chimique µ(x0) = µ0 = µYY

correspondant à ceux extraits à partir du profil de densité in situ − (b) Exemple du profil
de densité obtenu après un temps τ = 50ms d’expansion (courbe bleue), superposé à la simu-
lation GHD − (c) La courbe bleue correspond à la distribution de rapidités thermique avec
TYY et µYY. Par-dessus est superposé le profil remis à l’échelle τn/ℓ obtenu en utilisant les
équations GHD après un temps d’expansion τ = 50ms. La courbe jaune pointillée correspond
à la distribution de rapidité attendue à l’état fondamental. − (d) Écart-type σ défini par
Eq.(8.8) mesuré entre la distribution de rapidité et les simulations GHD en fonction du temps
d’expansion τ . La ligne noire verticale correspond au temps d’expansion sondé expérimenta-
lement.

paramètres d’ajustement : la température T et le potentiel chimique µ. Dans notre cas, pour
une température T et une densité n donnée, le potentiel chimique n’a pas été un paramètre
d’ajustement puisque les valeurs de l’équation d’état n(µ, T ) ont été tabulées numériquement.
Ainsi, la température est le seul paramètre d’ajustement.

On a réalisé de tels ajustements sur le profil expérimental lié à la sélection centrale avec
un temps d’expansion de τ = 40ms. Pour chaque température, on en déduit le potentiel
chimique tel que la densité pic obtenu correspondent à la densité pic du nuage initialement
à l’équilibre n0. Il ne reste alors qu’un seul paramètre d’ajustement, la température, extraite
en minimisant l’écart-type

σ(T ) =

√∫
|n(x− x0)− nGHD(x, T )|2dx√∫

|n(x− x0)|2dx
. (8.9)

– 147 –



CHAPITRE 8. SONDE LOCALE DE LA DISTRIBUTION DE RAPIDITÉS

avec x0 = 0µm dans notre cas.

Ici, la température ajustée est Tfit = 230nK, 2.5 fois plus grande que celle obtenue à partir
du profil initial. Bien que les deux températures soient très différentes, les distributions de
rapidités associées sont quant à elles relativement peu différentes, voir Fig.8.5(b). Cela peut
être expliqué par le fait que, pour un système profondément qBEC, la distribution de rapidité
est dominée par des effets d’interactions et ne dépend que peu de la température.

Figure 8.5 – (a) La courbe jaune est le profil de densité du nuage atomique initial, à l’équilibre
dans le piège longitudinal harmonique. Un ajustement de ce profil avec la thermodynamique
Yang Yang et la LDA permettent d’extraire la température TYY (courbe noire pointillée).
La courbe violette pointillée correspond au profil attendu avec ce même modèle avec Tfit =
230nK. − (b) La courbe verte est le profil de densité obtenu après sélection d’une tranche
du gaz centrée en x0 = 0µm suivi d’une expansion longitudinale de τ = 40ms. La simulation
GHD pour TYY est représentée en noir pointillé. La simulation GHD pour Tfit = 230nK est
représentée en violet pointillé.

Néanmoins, la température extraite au centre du profil n’est pas cohérente avec le profil de
densité pour le gaz initialement à l’équilibre, voir Fig.8.5(a). Il est à préciser que les données
ont été prises avec un gaz présentant une très faible population dans les états transverses
excités (6% dont 4% au centre du gaz). Cette population transverse pourrait avoir un effet sur
la forme des profils après expansion. On a considéré deux modèles différents pour caractériser
cet effet : d’une part les atomes dans les états transverses évoluent comme un gaz de Bose
idéal, d’autre part les atomes des états excités par collision retombent dans l’état fondamental
en libérant une énergie ℏω⊥. Dans les deux cas, les différences observées sur les profils en
expansion longitudinale sont négligeables et n’expliquent pas les différences observées sur la
Fig.8.5(a).

8.4.3 Hypothèse thermique sur différentes tranches

De façon similaire à la Section précédente, une température spatialement résolue T (x) peut
être extraite à partir des données expérimentales. L’ensemble des résultats est représenté sur la
Fig.8.6. Pour chaque sélection centrée en x0, une température peut être extraite en minimisant
l’écart-type donné par Eq.(8.9) On observe que la température n’est pas constante selon la
zone sélectionnée. Cette température est maximale au centre Tfit = 270nK, trois fois plus
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grande que TYY. La température diminue en s’éloignant du centre du nuage atomique jusqu’à
atteindre une température proche de TYY.

Les résultats suggèrent que le nuage atomique initial pourrait être décrit par un état
localement à l’équilibre thermique. Ceci est étonnant puisqu’une telle situation ne correspond
pas à un équilibre stationnaire. Pour caractériser la dynamique du système dans le piège
longitudinal, on peut réaliser de nouvelles simulations GHD. La distribution de rapidités
initiale est localement thermique avec une température spatialement dépendante en accord
avec les résultats de la Fig.8.6.

Pour cela, on ajuste les points de la Fig.8.6(j) avec une fonction polynomiale T0 − a2x
2 −

a4x
4 telle que T0 = 274nK, a2 = 0.0169nK.µm−2 et a4 = 2.06× 10−6nK.µm−4. Afin d’éviter

des températures négatives sur les bords du nuage, on replace la température par TYY quand
elle est petite. Finalement,

T (x) = max
(
TYY, T0 − a2x

2 − a4x
4
)
. (8.10)

On fait de même avec le potentiel chimique qui comme je le rappelle est fixé par rapport à
une température de telle sorte à faire correspondre la densité obtenue avec la densité n0,

µ(x) = max

(
µYY − 1

2
mω2

∥x
2, µ0 − b2x

2 − b4x
4

)
, (8.11)

avec µ0/kB = 55.3nK, b2/kB = 0.0061nK.µm−2 et b4/kB = 3.91 × 10−8nK.µm−4. Ainsi, en
chaque point x, la distribution de rapidités spatialement résolue est supposée thermique avec
une température et un potentiel chimique donnés par les Eq.(8.10) et (8.11).

Par construction, le profil de densité obtenu à t = 0 est indiscernable de celui obtenu
avec la thermodynamique Yang Yang où la distribution de rapidité est localement thermique
avec une température indépendante de la position. Les deux profils de densité à t = 0 sont
représentés sur la Fig.8.7. À partir de ces distributions, on peut alors simuler l’évolution du
profil de densité en fonction en résolvant les équations GHD,

∂τρ(x, θ, τ) + ∂x

[
veff[ρ](θ)ρ(x, θ, τ)

]
=
∂xV∥(x)

m
∂θρ(x, θ, τ) (8.12)

avec V∥ = 1/2mω2
∥x

2 puisque ici le potentiel longitudinal harmonique est maintenu au cours
de la dynamique. Les résultats sont représentés sur la Fig.8.7. Même si la distribution de ra-
pidité spatialement résolue ρ(x, θ, τ) semble peu varier avec le temps, des oscillations de type
respiration apparaissent au niveau du profil de densité. Au centre, on observe des variations
de densité de l’ordre de ≃ 20%, les oscillations sont de fréquences f ≃ 2f∥. Pour précision, on
s’attend dans le régime qBEC à avoir des oscillations des modes de respiration de fréquence
f =

√
3f∥ [165]. D’autres études mettent en évidence une superposition de modes de respira-

tion [166]. Ces oscillations ne sont pas observées expérimentalement. La description de notre
système par cet ansatz n’est donc pas valable.
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Figure 8.6 – (a) à (c) Les courbes grises correspondent aux profils de densité normalisés n(x−
x0)/n0 après τ = 40ms pour différentes zones de sélection x0 associées à des densités initiales
n0 différentes. Par-dessus sont superposées les simulations GHD obtenues pour différentes
températures, données par l’abscisse des points de mêmes couleurs sur les graphes de droite
− (d) à (f) Écarts-types σ entre les profils de densité et les simulations GHD pour différentes
températures − (g) à (i) Comparaisons entre les différentes distributions de rapidités utilisées
pour les simulations GHD − (j), (k) Températures ajustées Tfit et potentiels associés µ(Tfit)
en fonction de la position de la sélection. À gauche, la courbe noire pointillée correspond à
la fonction T (x) = max(TYY, T0 − a2x

2 − a4x
4) avec les paramètres spécifiés dans le corps

du texte. La courbe noire pointillée de la figure de droite est donnée par la fonction µ(x) =
max(µYY −mω2x2/2, µ0 − b2x

2 − b4x
4). Les paramètres sont spécifiés dans le corps du texte.
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Figure 8.7 – Évolution de la distribution de rapidités spatialement résolue initialement
thermique, mais avec une température dépendant de la position T (x). Les courbes bleues
correspondent aux profils de densité extraits à partir de la distribution de rapidités n(x, τ) =∫
dθρ(x, θ, τ). Les courbes noires pointillées sont les profils de densité pour une distribution

de rapidités localement thermique avec T (x) = TYY. Le graphe en haut à gauche correspond
à l’état initial où les deux descriptions donnent des profils de densité identiques.

8.4.4 Au-delà de l’hypothèse thermique

Il pourrait ainsi y avoir un autre scénario qui pourrait expliquer les résultats expérimentaux
et plus précisément les différences entre les températures extraites en ajustant les profils
expérimentaux après expansion et la température Yang Yang TYY.

Jusqu’à présent, nous avons fait l’hypothèse que le système était localement thermique.
Or, en toute généralité, la distribution de rapidités pourrait être non thermique, tout en état
une solution stationnaire des équations GHD en présence du potentiel longitudinal donné par
Eq.(8.12).

La contrainte de stationnarité est discutée ici. En présence d’un potentiel longitudinal
V (x), on cherche à construire des facteurs d’occupation ν(x, θ) solutions de l’équation GHD
stationnaire,

veff∂xν(x, θ) = ∂xV (x)∂θν(x, θ). (8.13)

On pose ℏ = m = 1. Prenons une fonction s définie sur [0, 1] à valeur dans R. On veut montrer
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que, si pour tout x, ν(x) est tel que s[ν] vérifie

θ2

2
+ V (x) = ṡ [ν(x, θ)] +

∫
dθ′

2π
∆
(
θ − θ′

) [
s
[
ν(x, θ′)

]
− ν(x, θ′)ṡ

[
ν(x, θ′)

]]
(8.14)

avec ṡ = ds/dν et

∆(θ) =
2g

g2 + θ2
, (8.15)

alors ν est solution d’Eq.(8.13). On propose ici de faire une démonstration de cette affirmation.
Posons

f(x, θ) =
θ2

2
+ V (x). (8.16)

Pour toute fonction h, on définit la fonction habillée associée hdr telle que

hdr(θ) = h(θ) +

∫
dθ′

2π
∆(θ − θ′)ν(θ′)hdr(θ′). (8.17)

Notons que l’on peut facilement montrer que veff = θdr/1dr [23]. Pour tout x on note ν(x, θ)
la fonction qui vérifie

f(x, θ) = ṡ[ν(x, θ)] +

∫
dθ′

2π
∆
(
θ − θ′

) (
s[ν(x, θ′)]− ν(x, θ′)ṡ[ν(x, θ′)]

)
. (8.18)

En dérivant Eq.(8.18), on obtient

∂xf(x, θ) = ∂xνs̈[ν(x, θ)]−
∫

dθ′

2π
∆(θ − θ′)ν(x, θ′)s̈[ν(x, θ′)]∂xν(x, θ

′). (8.19)

On reconnaît une équation similaire à Eq.(8.17) avec

s̈[ν(x, θ)]∂xν = (∂xf)
dr. (8.20)

On peut montrer de même que

s̈[ν(x, θ)]∂θν = (∂θf)
dr. (8.21)

Autrement dit, en utilisant Eq.(8.16) nous avons

veff (∂xf)
dr − ∂xV (x) (∂θ)

dr = 0 (8.22)

puisque (∂xf)
dr = ∂xV (x)1dr, (∂θf)dr = θdr et veff = θdr/1dr. En utilisant les Eq.(8.20) et

(8.20), on trouve que ν est bien solution de l’équation GHD stationnaire Eq.(8.13) .

Par exemple, la fonction

sth[ν] = [ν ln(ν) + (1− ν) ln(1− ν)]T + µ (8.23)

vérifie bien Eq.(8.14) pour tout x. Elle correspond à une solution thermique qui est bien une
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solution stationnaire, voir Section1.1.3.3.

Des facteurs d’occupation ont été construits en utilisant ce protocole : nous avons choisi
différents ansatz pour la fonction s comme

s[ν] = aν ln(ν) + b(1− ν) ln(1− ν) + µ (8.24)

avec a, b et µ les paramètres d’ajustement. Néanmoins, nous n’avons pas trouvé de paramètres
tels que les distributions de rapidités associées soient en meilleur accord avec les données
expérimentales. Le résultat est cependant intéressant et peut dans le futur être un outil
pertinent pour la compréhension de systèmes stationnaires non thermiques.

8.5 Effet du processus de sélection

8.5.1 Effet de l’intensité du faisceau de sélection

Une autre explication au vu des résultats de la Section8.4.2 pourrait être que le processus
de sélection chauffe les atomes dans la zone sélectionnée. En effet, comme détaillé dans la Sec-
tion6.3.4, les atomes restants pourraient recevoir des photons de par les défauts des éléments
optiques, ou alors par les photons diffusés par les atomes illuminés. Ces photons pourraient
être absorbés et entraîner un chauffage du système. On a déjà vérifié que les températures
extraites à partir des ondulations de densité étaient similaires avant et après sélection.

Un autre test a été réalisé à partir des profils de densité obtenus après expansion longitudi-
nale. On fait une sélection de la partie centrale d’un nuage atomique initialement à l’équilibre.
La sélection est de taille ℓ = 37µm et est réalisée en illuminant le reste des atomes pendant
un temps τp = 30µs avec un faisceau désaccordé de 15MHz par rapport à la transition ato-
mique. Les atomes sélectionnés réalisent une expansion longitudinale pendant τ = 40ms et le
profil de densité est alors imagé. Les profils de densité obtenus pour différentes intensités I
du faisceau de sélection sont tracés sur la Fig.8.8. Les intensités de faisceau sont choisies de
sortes à enlever tous les atomes dans les zones illuminées.

L’intensité varie d’un facteur ∼ 2, I ∈ [1.9, 3.6]I
(0)
sat avec I(0)sat = 16.6W.m−2 l’intensité

de saturation à résonance. Le nombre de photons diffusés par atome, estimé en prenant en
compte l’effet Doppler induit par l’accélération des atomes dans la zone illuminée, varie quant
à lui d’un facteur ∼ 1.6 (de 170 à 266). Ainsi, si un phénomène de chauffage dû à la sélection
était présent, on s’attendrait à un élargissement des profils (au niveau des ailes des profils),
ce qui n’est pas le cas ici. On ne voit pas d’effets du processus de sélection sur les profils de
densité après expansion.

Des données similaires ont été réalisées avec des faisceaux lumineux à résonance : pour
une variation du nombre de photons diffusés d’un facteur 4, les profils restent identiques.
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Figure 8.8 – Profils de densités obtenus en sélectionnant la zone centrale du gaz avec une
même taille de sélection ℓ = 37µm, mais des ratios d’intensité I/I

(0)
sat différents avec I

(0)
sat

l’intensité de saturation à résonance et I l’intensité du faisceau de sélection. La sélection est
suivie d’une expansion longitudinale de τ = 40ms.

8.5.2 Autres précisions

Jusqu’à la rédaction de ce manuscrit, la forme des profils obtenus après un temps d’expan-
sion dans le guide 1D (notamment l’apparition d’ailes) n’est pas tout à fait comprise. Nous
avons longtemps essayé de trouver les facteurs / paramètres qui pouvaient modifier la forme
des profils obtenus. Comme les profils semblent présenter des ailes plus importantes syno-
nymes de chauffage, nous avons d’abord pensé à un processus de chauffage lié à la sélection.
Cependant, les changements des paramètres d’intensité ou de temps d’impulsion n’influent pas
sur la forme des ailes. Le seul paramètre qui change de façon conséquente la forme du profil
après une expansion dans le guide 1D reste les paramètres de refroidissement par évaporation.
Ceci est logique puisque le nuage est alors initialement plus ou moins froid.

En résumé

— Les expansions longitudinales permettant de sonder la distribution de rapidités
sont en accord avec la théorie GHD.

— Les prédictions en loi d’échelle à partir de la théorie champ classique décrivant
un système qBEC à T = 0 sont en bon accord avec les données expérimentales.

— Les prédictions GHD semblent indiquer que le régime asymptotique n’est pas
tout à fait atteint.

— L’extraction de la distribution de rapidités à partir de simulations GHD n’est
pas évidente : elle nécessiterait un meilleur rapport signal sur bruit des données
ainsi que des temps de calculs beaucoup plus longs.

— Des tests ont été réalisés sur l’influence du processus de sélection : rien ne semble
indiquer un effet non négligeable du processus.
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8.6 Mesure de distribution de rapidités locales pour des sys-
tèmes hors équilibre

Le protocole décrit dans la Section précédente permettant de sonder la distribution de
rapidités spatialement résolue peut être directement utilisée pour l’étude de système hors
équilibre. Ici, le faisceau de sélection est aussi utilisé pour produire les situations hors équi-
libres.

8.6.1 Protocole de cisaillement

Pour ce premier protocole décrit par le diagramme de la Fig.8.9(a), les atomes sont ini-
tialement piégés dans un piège longitudinal harmonique de fréquence f∥ = 5Hz. On utilise
ensuite le faisceau de sélection pour enlever tous les atomes présents dans la région centrale
[−ℓ0/2, ℓ0/2] avec ℓ0 = 70µm.

Cette première sélection permet de produire une situation hors équilibre. Une telle situa-
tion est présentée sur les Fig.8.10(a) et (b). Avant sélection, le profil de densité est utilisé
pour extraire une température TYY = 101nK et un potentiel chimique µYY/kB = 50nK. La
distribution de rapidités thermique spatialement résolue correspondante est représentée sur
la Fig.8.10(d). En terme de distribution de rapidités, le processus de sélection correspond
simplement à avoir une distribution nulle dans la zone [−ℓ0/2, ℓ0/2], voir Fig.8.10(e).

Une fois la première sélection réalisée, on coupe le confinement longitudinal et le gaz
évolue librement dans le guide 1D pendant τ = 15ms. Le profil de densité est représenté sur
la Fig.8.10(c). Comme on le voit avec les simulations GHD, on observe un cisaillement de
la distribution de rapidités, voir 8.10(f). Proche de x = 0, la distribution de rapidités locale
développe une forme doublement piquée, alors très différente d’une distribution thermique.
Le faisceau de sélection peut être utilisé pour sonder la distribution de rapidités spatialement
résolue : pour cela, on sélectionne une zone ℓ = 35µm représentée sur la Fig.8.9(b) : les atomes
réalisent une nouvelle expansion longitudinale pendant un temps τ̃ = 50ms au bout duquel
on image les atomes.

8.6.2 Mesures expérimentales

Les résultats sont représentés sur la Fig.8.11 : le profil de densité après un temps d’expan-
sion τ̃ = 50ms présente clairement une forme doublement piquée. Les profils sont légèrement
asymétriques car la première sélection n’est pas parfaitement centrée en x = 0. Cette sélection
non centrée a été prise en compte dans les simulations GHD. À partir de simulations GHD
réalisées pour la première expansion longitudinale de temps τ = 15ms, on superpose aux
données la distribution de rapidités attendue : les profils y sont cohérents.

De plus, comme cela a été déjà discuté dans la Section8.4.1, le régime asymptotique n’est
pas complètement atteint, les profils de densité ne sont pas exactement homothétiques à la
distribution de rapidités. On a alors comparé nos résultats avec les simulations GHD prenant
en compte les deux sélections et les deux temps d’expansion longitudinale. Des tels profils
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Figure 8.9 – (a) Diagrammes temporels représentant l’évolution des courants des fils produi-
sant les potentiels magnétiques et les différentes impulsions lumineuses éclairant les atomes
pour faire une sélection spatiale ou pour imager le nuage atomique − (b) Superposition des
différents profils de densités. Le profil initial à l’équilibre est représenté par la courbe grise,
celui 1ms après la sélection par la courbe bleu foncé. Les atomes réalisent une expansion dans
le guide 1D. Après un temps d’expansion τ = 15ms (profil bleu clair), une seconde sélection
est réalisée, voir le profil jaune.

Figure 8.10 – Profils de densité initialement à l’équilibre (a), 1ms après la première sélec-
tion (b) et 15ms après une expansion dans le guide 1D (c). Les distributions de rapidités
spatialement résolues correspondantes sont représentées (d) à (f). Les lignes pointillées rouges
correspondent à la seconde sélection.

sont représentés sur la Fig.8.11 : les profils collent remarquablement bien aux données. De
plus, on voit que pour ce protocole particulier, le régime asymptotique est quasiment atteint.

Ici, le fait que la mesure de distribution de rapidités soit locale est très importante. La dis-
tribution de rapidités globale

∫
dxρ(x, θ) est conservée au cours de la dynamique en l’absence

de potentiel et ne caractérise donc pas la dynamique du système. Le fait que l’on observe un
profil doublement piqué est directement relié au fait que l’on réalise une mesure locale de la
distribution de rapidités.

La sonde locale de distribution de rapidités mise en place dans notre expérience permet
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Figure 8.11 – La distribution de rapidité locale est obtenue en traçant τn(x, τ)/ℓ pour une
région de taille ℓ = 36µm après un temps d’expansion longitudinal τ = 50ms. Le profil est
doublement piqué et est en très bon accord avec les prédictions théoriques de la distribution
de rapidité (courbe violette) en incluant les corrections liées au temps d’expansion fini (courbe
noire pointillée).

ainsi une meilleure compréhension des gaz de Bose 1D. Cette sonde peut être utilisée pour
caractériser d’autres dynamiques hors équilibres : par exemple, cet outil a permis d’étudier la
déformation de bord entre régions voisines de densités différentes, voir les résultats du Chapitre
suivant. Cet outil permettrait aussi de caractériser des états stationnaires non thermiques
attendus pour un gaz de Bose 1D en présence de pertes [167].

En résumé

— La sonde de distribution de rapidités spatialement résolue peut être utilisée pour
des protocoles hors équilibres.

— Pour cela, le faisceau de sélection spatial est aussi utilisé pour produire de telles
situations.

— Un exemple de protocole hors équilibre est présenté ici : il s’agit d’un protocole
de cisaillement où, localement, la distribution de rapidités doit être largement
non thermique, présentant une forme doublement piquée. Une telle distribution
est obtenue expérimentalement.
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Chapitre 9

Protocole de partitionnement
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9.1 Introduction

L’étude de la dynamique hors équilibre des systèmes à N corps a fait l’objet d’une grande
attention ces dernières années. Ceci est particulièrement vrai dans le contexte des systèmes
quantiques, amenant à l’émergence de principes théoriques tels que la notion de thermalisa-
tion pour des systèmes isolés, et, pour le cas particulier des systèmes intégrables, la notion
de thermalisation généralisée [168, 86]. Toujours pour les systèmes quantiques intégrables,
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l’émergence d’outils théoriques tels que l’Hydrodynamique Généralisée (GHD) a permis une
meilleure compréhension de ces systèmes. Néanmoins, la dynamique de systèmes reste cepen-
dant compliquée à étudier. Un exemple historique déjà cité de système quantique intégrable
hors-équilibre est l’expérience du pendule de Newton qui a notamment amené à la construc-
tion de la théorie de l’Hydrodynamique Généralisée (GHD) [37, 169]. Un autre système plus
simple, plus largement étudié et sur lequel nous allons nous concentrer dans ce chapitre, est le
problème de Riemann [170, 171]. Ce problème consiste à considérer un nombre N de relations
de conservations

∂τv(τ, x) + ∂x (f(v(τ, x))) = 0 (9.1)

avec v un vecteur de dimension N . À cela s’ajoute la condition initiale particulière

v(0, x) =

{
v0 si x < x0,

v1 sinon.
(9.2)

Nous souhaitons étudier ici ce protocole de partitionnement. L’idée consiste à préparer ini-
tialement un système composé de deux régions voisines qui sont dans deux états d’équilibre
différents, deux états stationnaires différents d’un même Hamiltonien. Grâce à ce déséquilibre
initial, la paroi nette entre ces deux domaines peut alors se déformer et s’étaler [172]. On parle
aussi de dynamique de parois de domaines (Domain Wall Dynamics en anglais) [49].

Ces protocoles de partitionnements ont été très largement étudiés pour différents systèmes :
ils ont notamment bien été compris dans le cadre de théories sans interactions (voir par
exemple [173, 159, 174]), de théories conformes des champs (voir par exemple [175, 176]) ou
encore pour des systèmes de dimension quelconque [177, 178]. Finalement, dans les modèles
quantiques intégrables et en interaction, la solution complète a été fournie par [60] pour les
théories des champs, avec les exemples des modèles de Sinh-Gordon et de Lieb-Liniger, et
dans [59] pour les chaînes quantiques, avec l’exemple de la chaîne d’Heisenberg anisotrope
XXZ. Ces articles ont introduit la théorie GHD et résolu le problème de Riemann avec cette
équation hydrodynamique. Une solution analytique exacte a été trouvée pour le système de
chaîne quantique XXZ avec un état initial particulier [179], et une solution générale a été
obtenue pour un gaz 1D de sphères dures (hard rod gases en anglais)[180].

En ce sens, nous avons trouvé particulièrement intéressante l’étude expérimentale de ce
problème. Ce chapitre présente les résultats de cette étude. Plus précisément, nous avons
étudié la déformation d’un bord d’un gaz de bosons 1D initialement de densité n0 homogène
et semi-infini. Le système est caractérisé par la distribution de rapidité spatialement résolue
ρ qui vaut à l’instant initial

ρ(τ = 0, x, θ) =

{
ρ(θ) si x > 0,

0 si x < 0.
(9.3)

Le profil de densité vaut n(τ = 0, x) =
∫
dθρ(τ = 0, x, θ) = n0H(x) avec H(x) la fonc-

tion de Heavyside. Il est aussi possible de caractériser entièrement le système avec le facteur
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d’occupation ν où

ν(τ = 0, x, θ) =

{
ν(θ) si x < 0,

0 si x > 0
(9.4)

Dans le formalisme de GHD à l’échelle d’Euler, cela revient à traiter un problème similaire
au problème de Riemann puisque l’on cherche à résoudre l’équation GHD portant sur le facteur
d’occupation ν(τ, x, θ)

∂τν + veff∂xν = 0 (9.5)

avec pour conditions initiales Eq.(9.4). Les équations (9.5) et (9.4) correspondent à une géné-
ralisation du problème de Riemann donné par les Eq.(9.1) et Eq.(9.2) puisque l’on passe d’un
nombre fini à un nombre infini de relations de conservation.

La première partie de ce chapitre décrit la mise en place expérimentale du protocole de dé-
formation de bord. Nous avons tout d’abord vérifié si un comportement hydrodynamique était
bien observé. Les profils d’étalement ont été ensuite comparés avec les prédictions obtenues
dans l’approximation de champ classique pour l’état fondamental, puis avec les prédictions
obtenues avec GHD. Enfin, la dernière partie se concentre sur l’étude de la distribution de
rapidités spatialement résolue au niveau de la déformation du bord.

9.2 Protocole expérimental

On souhaite ici préparer un nuage atomique homogène et semi-infini. Le système de pié-
geage magnétique actuel ne permet pas de créer une telle situation, un nuage atomique de
densité homogène (il est à noter qu’un projet futur est d’installer un nouveau système op-
tique afin de pouvoir piéger les atomes dans une boîte produite par un piège dipolaire optique).
Néanmoins, il est quand même possible de placer le gaz de Rubidium dans un piège quartique
aux paramètres choisis de façon pertinente, de sorte que le profil de densité linéaire puisse
être approximé comme étant quasi homogène sur une zone d’intérêt relativement grande.

Figure 9.1 – Le profil de densité initialement à
l’équilibre dans le piège quartique est représenté en
gris. La courbe jaune correspond au profil de densité
1ms après la sélection.

Figure 9.2 – Images 2D du profil de
densité (en densités optiques) après
1ms de temps de vol avant (a) et après
(b) la sélection.
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Pour réaliser expérimentalement une situation similaire à celle décrite par Eq.(9.4), on
réalise alors le protocole suivant :

— Les atomes sont placés dans un piège transversalement harmonique de fréquence f⊥ =

2.56kHz et longitudinalement quartique. La réalisation d’un potentiel magnétique quar-
tique est décrite dans la Section4.2.3.5. Dans ce cas particulier, le champ homogène
selon l’axe du guide longitudinal ex vaut B0 = 3.36G et les courants utilisés sont les
suivants : ID = 1.400A, ID′ = 1.100A, Id = 1.090A et Id′ = 0.875A. Un exemple de
profil initial est représenté par la courbe grise sur la Fig.9.1, l’image 2D en densité op-
tique y est représentée sur la Fig.9.2(a). Ces mesures ont montré que la densité linéaire
du nuage reste constante à 10% près autour de la densité pic n0 = 41µm−1 sur une
zone d’environ ∼ 250µm.

— Pour créer un bord franc entre une région de densité homogène n0 et une région de
densité nulle, la partie gauche du nuage est retirée par l’outil de sélection spatial
implémenté dans l’expérience, voir le Chapitre6 pour plus de détails. La zone à enlever
(ici la partie gauche du nuage) est illuminée 30µs par un faisceau lumineux façonné par
le DMD et d’intensité I = 0.14Isat. Le faisceau est désaccordé de 15MHz par rapport
à la transition atomique pour limiter le processus de réabsorption de photon par les
atomes se trouvant dans la zone non éclairée. Le nouveau profil est représenté sur la
Fig.9.1 et présente une zone de ∼ 200µm où la densité linéaire est constante à 10%

près autour de la densité pic. L’image 2D correspondante en densité optique y est
représentée sur la Fig.9.2(b).

Une fois la situation initiale préparée, le confinement longitudinal est enlevé, les courants
ID, ID′ , Id et Id′ sont mis à 0. Le confinement transverse est lui maintenu. La paroi initialement
nette limitant la région de densité nulle de la région de densité non nulle va alors s’étaler et
se déformer pendant un temps d’évolution noté dans la suite τ . C’est cette déformation que
l’on va étudier par la suite.

Le système préparé n’étant pas un gaz homogène sur une taille infinie, il est important
de déterminer combien de temps le système peut évoluer en restant bien décrit par un gaz
homogène semi-infini. Pour cela, on regarde la densité pic du système n0 après un temps
d’évolution τ . Sur la Fig.9.3(a), les profils de densité de déformation du bord sont tracés
pour différents temps d’évolution tandis que sur la Fig.9.3(b) les densités pics associées y sont
représentées. On voit que la densité pic ne diminue pas en dessous de 95% de la densité pic
initiale pour des temps d’étalement τ < 17ms.

9.3 Comportement hydrodynamique

Supposons que ν[ρ](x, θ, τ) est une solution de l’équation hydrodynamique Eq.(9.5) avec
pour condition initiale Eq.(9.4). Si on considère les changements de variable x → x′ = αx et
τ → τ ′ = ατ , ν[ρ](x′, θ, τ ′) est aussi solution des équations hydrodynamiques avec les mêmes
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Figure 9.3 – (a) Différents profils de densité du bord déformé après un temps d’évolution
pour un gaz où la densité initiale est quasi-homogène à ∼ 10% près sur une zone de ∼ 200µm.
Les profils sont tracés pour différents temps d’évolution τ − (b) Densités pics obtenues en
mesurant la densité moyennée sur x ∈ [60, 80]µm pour différents temps d’évolution τ . Les
lignes pointillées correspondent à un pourcentage de la densité pic à l’instant initial τ = 0ms.

conditions initiales. Si on suppose que la condition est unique [181],

∀α, ν[ρ](x, θ, τ) = ν[ρ](αx, θ, ατ) = ν[ρ]

(x
τ
, θ
)
. (9.6)

En particulier, le profil de déformation de bord s’écrit

n(x, t) = f[ρ]

(x
τ

)
(9.7)

avec f[ρ] une fonctionnelle de la distribution de rapidités ρ. Cette relation est générale et est
valable pour tout système qui suit une loi hydrodynamique à l’échelle d’Euler.

Cette loi a été vérifiée expérimentalement en superposant les profils de densités de défor-
mation de bords obtenus pour une même situation initiale, à des temps d’évolution différents
τ et en fonction de x/τ . Les profils sont représentés sur la Fig.9.4 avec 3 temps d’évolution
allant de τ = 10ms à τ = 18ms. Ces derniers se superposent très bien, montrant qu’à ces
temps d’évolution, le système a bien un comportement balistique.

Cependant, il est important d’avoir en tête que le comportement hydrodynamique est
attendu pour un temps d’évolution τ ∈ [τm, τM ] :

— Pour des temps τ > τM trop grands, la modélisation de notre système par l’étude de
la déformation d’un bord d’un gaz homogène semi-infini ne devient plus pertinente, la
densité pic du nuage commence à devenir trop petite comparée à celle initiale comme
représentée sur la Fig.9.3(b). Pour donner un ordre de grandeur, les dynamiques de
déformation de bord ont été étudiées avec τM ∼ 12− 28ms, en ayant connaissance que
le temps τM dépend du système initial (taille du nuage atomique, température...).

— Pour des temps τ < τm trop petits, le comportement hydrodynamique n’est pas ob-
servé expérimentalement. Ceci peut s’expliquer par trois arguments complémentaires.
D’une part, la méthode de sélection perturbe le système sur une taille de l’ordre du
µm, voir Section6.3. Cet effet de bord est largement négligeable pour des temps τ
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Figure 9.4 – Superposition de trois profils de densités de déformation de bord pour diffé-
rents temps d’évolution τ . Les données sont tracées en fonction de x/τ . Le point x = 0µm
correspond à la position de la discontinuité en densité du profil à τ = 0ms. Les profils remis à
l’échelle sont similaires et sont donc en accord avec les équations hydrodynamiques prédisant
une dynamique balistique.

longs : par exemple, le profil représenté sur la Fig.9.4 et correspondant à τ = 10ms
s’étale sur une zone de taille d’environ 150µm ≫ 1µm. Cependant, pour des temps
d’évolution relativement courts, cet effet n’est plus négligeable au vu de la petite zone
d’étalement. D’autre part, la résolution optique du système optique supérieure à 1µm
limite aussi l’analyse de déformation pour des temps courts. Enfin, les équations GHD
ne prédisent la dynamique qu’à des échelles de temps et d’espace assez grandes, de telle
sorte à ce que l’on ne s’attend pas à ce qu’elles décrivent la déformation du bord aux
temps courts. Pour donner un ordre de grandeur, le comportement hydrodynamique
est observé expérimentalement à partir d’un temps τm = 6± 2ms.

9.4 Comparaison aux équations hydrodynamiques quantiques

9.4.1 Prédictions théoriques

On s’intéresse au cas particulier d’un système pour lequel γ → 0 et qui est à l’état
fondamental. Pour cela, on reprend les résultats obtenus à la Section2.4. Pour rappel, dans
ce régime, le facteur d’occupation à une position x et un temps d’évolution τ donnés est une
mer de Fermi de largeur ∆θ(x, τ). Les équations GHD se simplifient alors en deux équations
ne portant que sur les bords supérieurs et inférieurs de la mer de Fermi θ+(x, τ) et θ−(x, τ)
tels que {

∂τθ
+ + veff (θ+) ∂xθ

+ = 0

∂τθ
− + veff (θ−) ∂xθ

− = 0
(9.8)

avec {
veff (θ+) = 3

4θ
+(x, τ) + 1

4θ
−(x, τ)

veff (θ−) = 3
4θ

−(x, τ) + 1
4θ

+(x, τ).
(9.9)
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Ces équations permettent de retrouver les équations hydrodynamiques obtenues avec la théorie
de champ classique (équations Gross-Pitaevskii (GP)) en négligeant le terme de pression
quantique, {

∂τn+ ∂x (vn) = 0

∂τv + v∂xv = −g∂xn = 0,
(9.10)

où v = 1/2 (θ+ + θ−) est la vitesse du centre de masse, n la densité et g le paramètre d’inter-
action 1D.

Ici les bords de la mer de Fermi sont les rapidités θ−(x, τ) que l’on note dans la suite
θ∗(x, τ) et

θ+(x, τ) = K0 = 2

√
gn0
m

(9.11)

En réécrivant la vitesse du centre de masse en fonction de K0 et θ∗, on obtient

veff (θ∗) = v∗eff =
K0

4
+

3

4
θ∗ ⇒ θ∗ =

4

3
v∗eff − K0

3
, (9.12)

ce qui permet d’en déduire la largeur de la mer de Fermi ∆θ(x, τ) en une position x et à un
instant τ comme introduit à la section 2.4,

∆θ(x, τ) = K0 − θ∗ =
4

3
K0 −

4

3
v∗eff(x, τ). (9.13)

Finalement, la densité n(x, τ) = n(x/τ) est directement reliée à la largeur de la mer de
Fermi comme le montre les Eq.(9.13) et Eq.(9.11). Avec v∗eff = x/τ , on obtient

n
(x
τ

)
= n0

[
2

3
− 2

3

x

τ

1

K0

]2
,K0 = 2

√
gn0
m

. (9.14)

Comme attendu, Eq.(9.14) est bien solution des équations hydrodynamiques Eq.(9.10). Ainsi,
dans l’approximation champ classique, le profil de déformation de bord attendu est largement
asymétrique puisqu’il prend la forme d’une parabole. De plus, il est intéressant d’observer
qu’à x/τ = 0, c’est-à-dire à l’endroit de la coupure, n(0) = 4/9n0 < 1/2n0. Nous avons en
particulier n(K0) = 0 et n(−K0/2) = n0.

9.4.2 Comparaison avec les données expérimentales

Les profils expérimentaux ici étudiés sont obtenus après un temps τ = 10ms de défor-
mation. La première analyse remarquable est l’asymétrie des profils comme attendu d’après
Eq(9.14). La Fig.9.5(a) compare le profil n (x/τ) après le profil inversé associés |n (−x/τ)−n0|,
les deux profils ne se superposent pas. En position x/τ = 0, la densité mesurée est proche de
4/9n0. Sur la Fig.9.5(b) on compare alors le profil de déformation obtenu avec la parabole
attendue dans le régime de champ classique, Eq.(9.14). Les deux profils sont plutôt similaires,
notamment la partie anguleuse à droite est bien observée expérimentalement. On voit néan-
moins des déviations par rapport à la parabole attendue, notamment sur la partie gauche du
profil, pouvant être expliqués par deux phénomènes : (i) le système étudié n’est pas dans son
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Figure 9.5 – (a) La courbe jaune est le profil de déformation de bord obtenu pour τ = 10ms.
La croix noire correspond à une densité n = 4/9n0 attendue à x/τ = 0 par le modèle GPE.
Celle en rouge est identique à la courbe jaune, mais inversée, ce qui permet de mettre en avant
l’asymétrie du profil − (b) La courbe jaune est le même profil que sur la figure de gauche. La
courbe bleue pointillée correspond à la prédiction champ classique hydrodynamique, Eq.(9.14).

état fondamental, (ii) le système est caractérisé par un paramètre de Lieb Liniger γ petit,
mais non nul. Dans la suite, les deux effets sont étudiés.

9.4.3 Déviations du régime champ classique

On compare les déformations de bords attendues dans les deux cas suivants :

— Le système est à l’état fondamental et le paramètre de Lieb Liniger γ → 0 : cela
correspond au modèle champ classique avec un profil de déformation parabolique,
Eq.(9.14).

— Le système est à l’état fondamental et le paramètre de Lieb Liniger est non nul γ ̸= 0 :
les profils d’étalement sont obtenus en résolvant numériquement l’équation GHD.

Les profils obtenus à l’état fondamental pour un même potentiel chimique mais pour dif-
férents γ sont représentés sur la Fig.9.6. Pour de petits γ, on voit qu’il n’y a pas de déviations
avec l’approximation champ classique. On rappelle que le paramètre de LL des données ex-
périmentales vaut aux alentours de γ = 0.5.10−2. Pour observer une déviation visible, il faut
travailler avec un γ > 2, soit une fréquence f⊥ > 60kHz. Pour des γ ≫ 1 (régime Tonks-
Girardeau), les profils de déformations sont des droites. En effet, en reprenant des arguments
similaires pour retrouver Eq.(9.14) (mais adaptés au régime d’interactions fortes), on obtient
dans la limite γ ≫ 1

n
(x
τ

)
=
n0
2

(
1− x

τ

1

K ′
0

)
,K ′

0 =
ℏ
m
πn0, (9.15)

en accord avec les courbes de la Fig.9.6.

Dans la suite, on s’intéresse à étudier les déviations observées entre les prédictions champs
classiques et les données expérimentales qui sont expliquées par le fait que le système étudié
n’est pas dans son état fondamental.
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Figure 9.6 – Superposition du profil de déformation obtenu dans le régime de champ classique
(courbe grise pointillée correspondant à Eq.(9.14))) avec ceux obtenus par les équations GHD
à température T nulle mais des paramètres de Lieb Liniger γ non nuls (courbes colorées). Les
profils sont tracés en fonction de (x/τ)/(0.5∆θ0) avec ∆θ0 la largeur de la distribution de
rapidités. Pour γ → 0, ∆θ0 = 4c = 4

√
gn0/m tandis que pour γ → ∞, ∆θ0 = 2πn0ℏ/m.

9.5 Limite de l’hypothèse thermique

On fait ici l’hypothèse que le système est initialement bien décrit par un ensemble de Gibbs
et est donc caractérisé à l’équilibre par une température T et un potentiel chimique µ. Il est
important de préciser qu’il ne s’agit que d’une hypothèse, car en toute généralité le système
à l’état initial est décrit par un ensemble de Gibbs Généralisé introduit dans la Section2.1.2.

9.5.1 Méthodes numériques

Ici, par la symétrie du système initial, le calcul numérique de la dynamique du système est
beaucoup plus simple que la résolution générale des équations GHD ou que de la résolution
dans le cas de l’étude de la déformation d’un rectangle. En effet, le système étant décrit
initialement par Eq.(9.4), la solution de l’équation Eq.(9.5) prend la forme

ν(x/τ, θ) =

{
ν(θ) si x

τ < v
[ν∗]
eff (θ∗(x/τ)) ,

0 si x
τ > v

[ν∗]
eff (θ∗(x/τ))

(9.16)

avec θ∗(x/τ) le bord du facteur d’occupation (voir Fig.9.7(a)) et v[ν
∗]

eff (θ) la vitesse effective
associée à la rapidité θ correspondant au facteur d’occupation tronqué ν∗ du facteur d’occu-
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Figure 9.7 – (a) Facteur d’occupation ν(x/τ, θ) après un temps d’évolution τ . Pour recons-
truire le profil de densité, il faut connaître la fonction de bord θ∗(x/τ) en déterminant la
vitesse efficace en tout point de ce bord v[ν

∗]
eff (θ∗) − (b) Coupes de la figure (a) à x/τ fixé. La

courbe grise correspond au facteur d’occupation initial ν(θ). La courbe rouge correspond à
ν∗(θ) qui n’est rien d’autre que le facteur d’occupation initial tronqué.

pation tronqué ν∗ tel que

ν∗(θ) =

{
ν(θ) si θ > θ∗(x/τ),

0 si θ < θ∗(x/τ),
(9.17)

comme le montre la Fig.9.7(b). Connaissant le facteur d’occupation initial ν(θ), l’ensemble
des vitesses effectives v[ν

∗]
eff (θ∗) peut être calculé, ce qui permet de reconstruire le profil de

déformation de bord.

9.5.2 Ajustement des données expérimentales

On réalise un ajustement sur un des profils expérimentaux dans l’approximation où le
système est initialement à l’équilibre thermodynamique. À priori, l’ajustement se fait sur deux
paramètres, la température T et le potentiel chimique µ. Néanmoins, les valeurs de l’équation
d’état n(µ, T ) ayant été tabulées, pour une température T donnée, le potentiel chimique déduit
est celui correspondant à la densité initiale du gaz n0. Ainsi, seule la température est ajustée :
on obtient sur le profil de la Fig.9.8(a) une température Tfit = 195nK.

La forme exacte du potentiel initial n’étant pas très bien connue, il n’est ici pas possible
d’extraire une température à partir du profil de densité du nuage atomique initialement à
l’équilibre en utilisant la thermodynamique Yang Yang. Néanmoins, dans des pièges harmo-
niques, il est courant de préparer initialement des systèmes avec une température TY Y /gn0 ∼
2. Ici, la température extraite de la déformation du bord est telle que Tfit/gn0 ≃ 2.8. Si on
regarde plus précisément la courbe d’ajustement, on s’aperçoit que la partie droite du nuage
est moins bien ajustée que la partie gauche, voir Fig.9.8(a). Ainsi, on a décidé de séparer les
profils d’étalement en deux et de réaliser un ajustement en température sur la partie gauche
et sur la partie droite du bord, Fig.9.8(b). On s’aperçoit alors que les températures ajustées
sont différentes, TG/TD ∼ 2.5.

Ces ajustements ont été réalisés sur différents jeux de données avec des densités pics
initiales, voir Fig.9.9. Le comportement est systématique, les températures ajustées sur la
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Figure 9.8 – (a) La courbe jaune est le profil de déformation de bord obtenu expérimen-
talement après τ = 10ms d’évolution. On y a superposé la courbe noire pointillée qui est
le profil obtenu avec les équations GHD dans l’approximation thermique est pour lequel la
température a été ajustée vis-à-vis du profil expérimental − (b) La courbe jaune est identique
à celle de la figure (a). La courbe violette (resp. rose) correspond à l’ajustement obtenu par
les équations GHD en ne considérant que la partie x/τ > 0 (resp. x/τ < 0) du profil.

partie droite du profil de bord sont inférieures à celles ajustées sur la partie gauche. Pour la
densité initiale la plus faible, on atteint TD/gn0 ∼ 1. Ces résultats semblent indiquer que le
système initial n’est pas bien décrit par un ensemble de Gibbs.

Figure 9.9 – Extraction de températures avec les équations GHD à partir des profils de
déformation de bords. Les profils sont obtenus pour différentes situations initiales contrôlées
expérimentalement par la densité pic initiale n0. La courbe noire correspond aux températures
obtenues en ajustant tout le profil. La courbe rose (resp. violette) correspond aux températures
ajustées en ne prenant en compte que la partie gauche (resp. droite) du profil. Les températures
ajustées sont obtenues avec une précision de ±10nK (optimisation non linéaire par méthode
des moindres carrés).

9.6 Au-delà de l’hypothèse thermique

L’hypothèse d’un nuage atomique initialement décrit par un ensemble de Gibbs donne en
première approximation des résultats comparables aux données expérimentales. Néanmoins,
les analyses de la Section9.5 laissent penser qu’une distribution de rapidités thermique ne
peut pas expliquer la forme exacte du profil de densité obtenu. C’est pourquoi on a essayé
de construire des distributions de rapidités non thermiques permettant d’obtenir des défor-
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mations de bords plus en accord avec les données expérimentales. Ces calculs numériques ont
principalement été réalisés par Isabelle Bouchoule.

Pour cela, le protocole suivant a été utilisé. On suppose qu’il existe une unique fonction s
fonctionnelle de la distribution du facteur d’occupation ν(θ) tel que ν(θ) est la fonction qui
vérifie

mθ2

2
= s′ (ν(θ)) +

m

ℏ

∫
dθ′

2π
∆
(
θ − θ′

) [
s
(
ν(θ′)

)
− ν(θ′)s′

(
ν(θ′)

)]
(9.18)

où
∆(θ) =

2c

c2 +
(
m
ℏ θ
)2 avec c =

mg

ℏ2
. (9.19)

Ce choix de paramétrisation découle de la Section8.4.4 où l’on a cherché à construire des
solutions stationnaires des équations GHD en présence d’un potentiel. Dans le cas particulier
où le système est décrit par un ensemble de Gibbs, on a

s (ν) = −kBT [ν ln(ν) + (1− ν) ln (1− ν)] + µ, (9.20)

avec µ le potentiel chimique et T la température. Pour aller au-delà de l’approximation ther-
mique, on cherche une fonction s qui s’écrive sous la forme

s(ν) = −P (1− ν) [ν ln(ν) + (1− ν) ln (1− ν)] + µ (9.21)

avec P(1 − ν) un polynôme P calculé au point 1 − ν. On retrouve le cas thermique pour P
un polynôme d’ordre 0. Pour des raisons de temps de calcul, on s’est limité à un polynôme
de degré 1, P (x) = a + bx et on a cherché numériquement, pour un couple (a, b, µ) fixé la
solution d’Eq.(9.18) de façon itérative. Une fois le facteur d’occupation obtenu, on en déduit
directement le profil de déformation de bord, voir Section9.5.1. On peut finalement réaliser
un ajustement sur les données expérimentales afin d’obtenir les paramètres µ, a et b.

Un exemple d’un tel ajustement est représenté sur la Fig.9.10(a). Le facteur d’occupation
associé est tracé sur la Fig.9.10(b) et est comparé avec le facteur d’occupation obtenu par ajus-
tement en faisant l’approximation que le système est bien décrit par un ensemble thermique.
Le facteur d’occupation obtenu avec cette paramétrisation est bien différent de celui obtenu
dans l’hypothèse d’un système initialement thermique. De plus, les profils de densité obtenus
à partir de cette paramétrisation sont en meilleur accord avec les profils expérimentaux :
l’écart-type

σ =

√√√√∫ d
(
x
τ

) [
nexp

(
x
τ

)
− nν

(
x
τ

)]2∫
d
(
x
τ

) [
nexp

(
x
τ

)]2 (9.22)

vaut 0.02 avec un ajustement à partir d’Eq.(9.21) et 0.03 avec un ajustement à partir d’Eq.(9.20)
(cas thermique). En effet, lorsque l’on ajuste la partie droite et gauche des profils de déforma-
tion obtenus numériquement par une distribution thermique, les deux températures obtenues
sont différentes avec T (s)

G /T
(s)
D = 1.9, ce qui va dans le sens des résultats présentés sur la

Fig.9.9. Néanmoins, on ne retrouve pas pour autant les bons rapports (TG/TD = 3.1 avec les
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données de la Fig.9.9).
Nous pourrions poursuivre ce projet en regardant par exemple ce que l’on obtiendrait si

on paramétrait la fonction s avec un polynôme P de degré supérieur à 1. Cependant, un point
important que nous avons remarqué reste que la reconstruction du facteur d’occupation et
la distribution de rapidités à partir d’un profil de déformation de bord est finalement assez
complexe, puisque pour deux facteurs d’occupation remarquablement différents (comme ceux
représentés sur la Fig.9.10(b)) il est possible d’obtenir des profils de déformations de bords
très similaires (comme ceux représentés sur la Fig.9.10(a)). Ceci est d’autant plus compliqué
que les données expérimentales présentent des défauts liés notamment au bruit de mesure.

Figure 9.10 – (a) Superposition d’un profil de densité de déformation de bord (courbe jaune)
avec le profil obtenu en utilisant le facteur d’occupation donné par Eq.(9.18) en ajustant les
paramètres µ, a et b (courbe bleue). L’ajustement donne a/kB = 1292nK, b/kB = 463nK et
µ/kB = 73nK. Les courbes noires pointillées correspondent aux ajustements réalisés sur la
partie gauche et droite de la courbe bleue en utilisant la fonction s de l’Eq.(9.20) (le système
est décrit par un ensemble de Gibbs) − (b) Facteurs d’occupation obtenus avec ajustement des
données expérimentales dans les deux cas suivants : en gris pointillé, le système est supposé
initialement à l’équilibre thermique (l’ajustement donne T = 292nK et µ/kB = 63nK), en
bleu le système n’est plus supposé à l’équilibre thermodynamique, le facteur d’occupation est
paramétrisé par la fonction s donnée par Eq.(9.21).
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En résumé

— Le protocole de partitionnement a été étudié expérimentalement pour un gaz de
bosons 1D dans le régime de quasi-condensat de Bose Einstein en regardant la
déformation du bord du nuage atomique initialement homogène et semi-infini.

— La déformation du bord correspond à un comportement de type hydrodynamique
(sans processus de diffusion) puisque cette dernière ne dépend que de x/τ où τ

est le temps d’évolution.
— En première approximation, la déformation est en accord avec les résultats ana-

lytiques obtenus dans l’approximation de champ classique.
— Les déviations observées sont liées au fait que le système n’est pas dans son état

fondamental. Ces déviations ont été étudiées dans le cadre de la théorie GHD.
— En faisant l’hypothèse que le système est initialement à l’équilibre thermique,

les températures extraites en étudiant localement la déformation du bord sont
différentes, suggérant alors que cette approximation n’est pas correcte.

— Une paramétrisation spécifique a permis de construire des facteurs d’occupa-
tion au-delà de l’approximation thermique et permettant d’observer un meilleur
ajustement des données expérimentales.

9.7 Asymétrie de la distribution de rapidités locale pour le pro-
tocole de partitionnement

9.7.1 Distribution de rapidités localement asymétrique

Figure 9.11 – (a) Distribution de rapidités ρ(x/τ, θ) après un temps de déformation τ . −
(b) Coupes de la figure (a) à x/τ fixé. La courbe grise correspond à la distribution de rapidité
initiale qui est symétrique. La courbe rouge correspond à la distribution de rapidité après un
temps de déformation τ en x = 0µm. Le bord de gauche de cette distribution présente un
bord raide attendu pour un système à l’état fondamental avec un γ proche de 0 (mais non
nul).

Grâce à l’installation d’un outil de sélection spatiale, il est possible de sonder la distribution
de rapidités localement résolue comme nous l’avons déjà présenté dans le Chapitre6. Ici, dans
notre cas particulier, le facteur d’occupation local ν(θ, x = 0) et la distribution de rapidités
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locale associée ρ(θ, x = 0) présentent des caractéristiques intéressantes. En effet, comme le
montre les Fig.9.7 et 9.11, ces distributions sont asymétriques et de fait ne correspondent pas
à ce qui serait attendu pour un système thermique. Plus précisément ρ et ν[ρ] présentent un
bord gauche raide. Dans le régime qBEC, si ρ et ν[ρ] étaient symétriques tout en présentant
cette particularité, cette distribution de rapidité et ce facteur d’occupation seraient associés à
un système à l’état fondamental dans un régime caractérisé par un paramètre de Lieb-Liniger
γ → 0 mais non nul. Ce comportement ne dépend pas de la forme initiale de la distribution
de rapidité et du facteur d’occupation associé. À l’inverse, les parties droites de ρ et ν[ρ] ne
présentent pas de discontinuités et sont sensibles aux conditions initiales du système.

Cette partie présente les mesures de distributions de rapidités locale au niveau du profil de
bord déformé lors de la réalisation d’un protocole de partitionnement. Ces dernières ont été
comparées à des simulations GHD réalisées conjointement par Guillaume Thémèze et Isabelle
Bouchoule.

9.7.2 Protocole expérimental

Figure 9.12 – (a) Diagrammes temporels correspondant au protocole présenté dans la Sec-
tion9.7.2. Le diagramme du bas correspond aux courants associés au piégeage longitudinal
(ID, ID′ , Id, Id′) et au piégeage transverse (I⊥). Le diagramme du haut met en évidence les
différentes illuminations des atomes par le faisceau façonné par le DMD. Une fois le protocole
réalisé, l’imagerie des atomes par absorption est réalisée après un temps de vol de 1ms. −
(b) La courbe noire représente le profil de densité 1ms après la première sélection. La courbe
violette est le profil de déformation de bord obtenu après un temps d’évolution τ = 18ms. Le
profil en jaune est celui obtenu τ̃ = 1ms après la seconde sélection.

Pour sonder la forme de la distribution de rapidités localement au niveau de la déformation
du bord, le protocole suivant est réalisé, Fig.9.12(a) :

— On commence par réaliser les différentes étapes du protocole décrit dans la Section9.2,
permettant d’observer la déformation d’un bord. Ici, le temps d’évolution choisi est
τ = 18ms ou τ = 28ms selon le jeu de données.

— Pour sonder la distribution de rapidités, le faisceau lumineux façonné par le DMD
illumine une nouvelle fois le nuage atomique pendant 30µs et permet de sélectionner
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une zone de taille ℓ du profil de bord centrée en x0 = −5µm, Fig.9.12(b).

— Une fois la seconde sélection réalisée, le nuage atomique effectue une expansion longi-
tudinale pendant un temps τ̃ = 50ms. Après ce temps τ̃ , le confinement transverse est
supprimé. Après un temps de vol de 1ms (étant limité par les délais d’ouverture et de
fermeture des caches mécaniques), le profil est mesuré par imagerie par absorption.

9.7.3 Asymétrie des profils

Le protocole décrit ci-dessus a été réalisé avec un premier jeu de données : Le gaz est
initialement de densité homogène n0, on réalise une première expansion longitudinale pendant
un temps τ = 18ms. Puis, on réalise une sélection du nuage atomique de taille ℓ = 37µm avant
de réaliser une seconde expansion longitudinale pendant un temps τ̃ = 50ms. Le profil est
représenté Fig.9.13(a). Lors de la seconde expansion longitudinale, la position du centre de
masse se déplace : on compare le déplacement du centre de masse par rapport à sa position
au moment de la sélection. D’après les équations hydrodynamiques dans l’approximation de
champ classique, la vitesse du centre de masse s’écrit v = 1/2(K0+θ

∗). En injectant Eq.(9.12),
le déplacement attendu s’écrit

∆x = vτ =

(
2

3

x

τ
+

2

3

√
gn0
m

)
τ. (9.23)

Figure 9.13 – (a) Profil de densité obtenu après une expansion longitudinale de τ̃ = 50ms.
La ligne noire correspond à la position du centre de masse attendue selon Eq.(9.23) Le centre
de masse mesuré expérimentalement et correspondant à la ligne rose est déplacé de 15µm
à droite de celui attendu avec les équations GP. Le profil en gris pointillé correspond au
profil renversé et translaté n(−x) et se superpose remarquablement bien au profil de densité
n(x) − (b) Profil similaire, mais avec un nuage atomique initialement plus chaud. Pour cela,
la fréquence RF minimale pendant le processus de refroidissement évaporatif est modifiée.
En superposant le profil de densité après le profil retournée, l’asymétrie du profil est sans
équivoque.

Le déplacement observé expérimentalement est bien en accord avec celui attendu dans
l’approximation de champ classique, voir Fig.9.13(a).

Comme on le voit sur la Fig.9.13(a), il est difficile de voir si le profil présente une légère
asymétrie ou non. Pour mieux mettre en avant l’asymétrie du profil, un nouveau jeu de données
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a été pris avec des paramètres différents (n0 = 47µm−1, τ = 28ms, ℓ = 54µm et τ̃ = 50ms).
L’idée ici a été de changer les paramètres de refroidissement évaporatif en augmentant la
fréquence Radio Fréquence (RF) minimale afin de préparer un nuage atomique plus chaud.
Ceci devrait exacerber l’asymétrie du profil obtenu puisqu’une seule partie de la distribution de
rapidité est sensible à un effet de température, voir Fig.9.11(b). Le second profil est représenté
Fig.9.13(b). Cette fois-ci, l’asymétrie est en effet bien visible.

9.7.4 Comparaisons aux simulations GHD

Malgré une asymétrie visible, il est clair que les profils présentés sur la Fig.9.13 sont
loin de ressembler aux distributions de rapidités associées aux facteurs d’occupation tronqués
représenté sur la Fig.9.11. Afin de réellement comparer les profils expérimentaux obtenus avec
les distributions de rapidités attendues, il est important de prendre en compte deux éléments :

— La largeur ℓ de la seconde sélection n’étant pas très petite par rapport à la largeur du
bord, il faut prendre en compte la dépendance en x de ρ. Cette inhomogénéité reliée
à la taille finie de sélection modifie la forme de la distribution de rapidités globale
et adoucit la discontinuité du régime asymptotique, rendant ainsi l’asymétrie moins
prononcée.

— Le régime asymptotique ne devrait pas être complètement atteint comme décrit dans
la Section8.4.1. Il est donc crucial de comparer les profils en utilisant les équations
GHD pour prendre en compte la durée τ̃ finie d’expansion.

9.7.4.1 Méthodes numériques

Une nouvelle fois, il est possible de ne pas résoudre numériquement directement les équa-
tions GHD. Pour un gain de temps considérable, les simulations sont réalisées de la manière
suivante :

— L’expansion longitudinale suite à la première sélection est traitée comme ce qui est
présentée dans la Section9.5.1, puisqu’il s’agit d’étudier la déformation d’un bord d’un
gaz homogène semi-infini.

— Suite à la seconde sélection. Il faut alors tabuler initialement deux matrices v+eff [θ+, θ−]

et v−eff [θ+, θ−], telle que, pour un couple (θ+, θ−) donné, v±eff soit la vitesse efficace pour
la rapidité θ± avec pour facteur d’occupation

ν(θ) =

{
ν(θ) si θ ∈ [θ−, θ+] ,

0 sinon.
(9.24)

Ainsi, pour chaque pas de temps δτ , connaissant les bords supérieurs et inférieurs
du facteur d’occupation θ±(x, τ̃) et les vitesses efficaces associées, car initialement
calculées, on en déduit directement θ±(x, τ̃ + δτ).
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9.7.4.2 Simulations GHD

On peut alors comparer les profils expérimentaux avec les prédictions GHD. En première
approximation, on a considéré que le nuage était initialement bien décrit par un ensemble
de Gibbs. On a ainsi réalisé un ajustement des données expérimentales avec comme seul
paramètre d’ajustement la température T , le potentiel chimique étant quant à lui fixé à partir
de la densité initiale n0.

Les différentes simulations sont représentées Fig.9.14. On voit qu’il est important de
prendre en compte les deux points cités dans la Section9.7.4, puisque les simulations GHD
montrent que le régime asymptotique n’est pas tout à fait atteint (les densités pics entre les
simulations hydrodynamiques et le régime asymptotique sont par exemple différentes à 10%

près). De plus, le régime asymptotique attendu en prenant la taille finie de la sélection ℓ

(ce qui correspondrait à la distribution de rapidités globale Π(θ)) est significativement diffé-
rente du régime asymptotique attendu pour une distribution de rapidité supposée homogène
(indépendante de x) le long de la sélection de taille ℓ. Autrement dit,

Π(θ) =

∫ x0+ℓ/2

x0−ℓ/2
ρ(x, θ)dx ̸= ℓρ(x0, θ). (9.25)

Figure 9.14 – Le profil jaune correspond à celui de la Fig.9.13. La courbe noire pointillée
correspond aux simulations GHD en prenant en compte la dépendance spatiale de la distri-
bution de rapidités dans la sélection de taille ℓ et dans l’approximation d’un nuage atomique
initialement bien décrit pas un ensemble de Gibbs (T = 300nK, µ/kB = 44nK). La courbe
bleue est le régime asymptotique attendu dans le cas où la distribution de rapidités est sup-
posée constante et égale à celle en x0 : on obtient alors naturellement un profil homothétique
à la distribution de rapidités asymétrique tracée sur la Fig.9.11(b). La courbe solide noire
correspond au régime asymptotique attendu avec les équations GHD en prenant en compte
les variations spatiales de la distribution de rapidités autour de x0. Les profils sont obtenus
en moyennant ≃ 200 images.

En prenant en compte ces deux aspects, le profil obtenu avec les équations GHD pour une
température d’ajustement T = 300nK est en accord avec le profil expérimental. On observe
néanmoins une légère déviation au niveau de la partie gauche du profil. Un projet en cours,
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9.7. ASYMÉTRIE DE LA DISTRIBUTION DE RAPIDITÉS LOCALE

en collaboration avec Andrew Urichuk et Jacopo De Nardis, est de regarder si ces déviations
peuvent être expliquées pas un processus additionnel de diffusion [61].

En résumé

— Après avoir réalisé un protocole de partitionnement pour un gaz initialement
homogène et semi-infini, la distribution de rapidités spatialement résolue a été
sondée expérimentalement.

— Cette distribution de rapidités est particulière puisque présentant une forme non-
symétrique. Un des bords de la distribution est de température nulle. Les profils
mesurés expérimentalement présentent, eux aussi, une forme asymétrique et sont
bien compris par les équations GHD.
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Conclusion

Lors de ces trois années de thèse, mes travaux de recherche se sont portés sur la caracté-
risation expérimentale des gaz de Bose 1D. Ce système peut être modélisé par l’Hamiltonien
de Lieb-Liniger, un système dit intégrable, où, à la différence des systèmes non intégrables,
l’état à l’équilibre de tels systèmes n’est pas thermique. Il est déterminé par la distribution
de rapidité, une quantité conservée au cours de la dynamique qui caractérise l’état relaxé du
système. Pour sonder cette distribution, on réalise une expansion du nuage atomique dans le
guide 1D où le profil de densité tend à être homothétique à la distribution de rapidités.

Les 6 premiers mois de ma thèse ont été dédiés à la remise en marche de l’expérience de
puce atomique permettant de produire des gaz de Bose 1D. Une fois l’expérience redevenue
fonctionnelle, nous avons ainsi tout d’abord commencé par caractériser les expansions dans
un guide 1D de ces gaz pour différentes conditions. Pour un gaz initialement placé dans un
piège longitudinal, l’évolution du profil de densité a bien été comprise. De même, nous avons
caractérisé l’évolution des fluctuations de phase dans le cadre de la théorie de Bogoliubov.
Dans la même idée, de premiers résultats obtenus durant les derniers mois de ma thèse et
concernant l’évolution des fluctuations de phase pour un gaz homogène de taille finie sont
prometteurs et vont dans le sens de la production systèmes localement à entropie quasi-nulle.

Dans le cas d’un gaz de densité inhomogène présentant des variations spatiales et tempo-
relles à grandes longueurs d’onde, la notion de distribution de rapidité spatialement résolue
peut être définie. Cette quantité est au cœur de l’hydrodynamique généralisée, une théorie
émergente conçue pour étudier la dynamique de système intégrable. Nous avons cherché à
mesurer cette quantité en utilisant le protocole d’expansion 1D. Pour réaliser une mesure lo-
cale, une grande partie de ma thèse a consisté à mettre en place un outil de sélection spatial
permettant de sélectionner une tranche d’un nuage atomique.

De telles mesures ont été réalisées pour un gaz initialement à l’équilibre. La comparaison
des expansions 1D avec les simulations GHD montrent que le régime asymptotique n’est
atteint qu’à 15% près. Nous avons essayé d’extraire la distribution de rapidités à partir de la
théorie GHD sans réel succès cependant.
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Une telle sonde a aussi été utilisée pour l’étude de dynamiques hors équilibres. L’outil
de sélection spatial a permis, à partir de situations à l’équilibre, de produire différents états
hors-équilibre. Nous avons pu sonder des distributions de rapidités exotiques et les résultats
sont en bons accords avec les prédictions GHD.

Finalement, nous avons étudié des protocoles de partitionnement, des systèmes qui sont
à la base de la construction de la théorie GHD. Nous nous sommes intéressés à caractériser
le profil de déformation de bords de nos systèmes. La distribution de rapidité locale d’un tel
système a aussi été sondé expérimentalement est et de nouveau en accord avec les prédictions
GHD.

Un premier point sur lequel nous travaillons actuellement est d’essayer d’avoir une meilleure
compréhension des dynamiques observées expérimentalement. Notamment, une piste que nous
explorons est la mise en évidence des effets de diffusion (au-delà de l’échelle d’Euler) sur les
dynamiques expérimentales.

Un autre point important qui serait très intéressant à étudier dans la suite serait de
produire de façon contrôlée un état à l’équilibre non thermique. Cet état serait alors caractérisé
par une distribution de rapidité non thermique. Par exemple, la présence de pertes à K-corps
a pour conséquence de déformer de façon non triviale la distribution de rapidités [167]. Dans
le cas du régime de Tonks-Girardeau (régime de sphères dures), la présence des pertes entraîne
pour la distribution de rapidités un développement d’ailes en 1/θ4. De même, dans le régime de
quasi-condensat de Bose Einstein, une distribution de rapidités initialement thermique devient
alors sous l’effet des pertes non thermique. En ce sens, l’expérience de puce atomique sur
laquelle j’ai travaillé est en développement avec l’ajout d’un confinement optique longitudinal
configurable au cours du temps. Ce projet est mené par Guillaume Thémèze et permettra
d’avoir une meilleure contrôlabilité des systèmes étudiés.
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Titre : Dynamique hors d’équilibre d’un gaz de Bosons unidimensionnel étudiée via la
mesure spatialement résolue de la distribution des quasiparticules

Mots clés : Gaz quantique 1D, Dynamique hors-équilibre, Puce atomique

Résumé : Cette thèse présente des études théoriques et expérimentales sur la caractéri-
sation de gaz de bosons unidimensionnels (1D). Pour produire de tels systèmes, un gaz de
Rubidium est placé dans un piège magnétique très confinant transversalement, produit
par une puce atomique. Contrairement aux systèmes thermodynamiques atteignant un
équilibre caractérisé par quelques variables d’état (pression, température), ce système re-
laxe dans un état plus complexe décrit par une fonction appelée distribution de rapidités.
Cette grandeur est accessible expérimentalement : la distribution de rapidités est la dis-
tribution asymptotique des vitesses des atomes après une expansion de ces derniers dans
le guide 1D. Cette fonction peut aussi être extraite en étudiant la dynamique de l’ex-
pansion unidimensionnelle grâce à l’hydrodynamique généralisée, une théorie émergente
suscitant beaucoup d’attentions, spécialement développée pour l’étude de ces systèmes.
Une première étude détaillée dans ce manuscrit a été de caractériser les expansions lon-
gitudinales unidimensionnelles des gaz de bosons 1D. L’évolution des profils de densité
ainsi que des fluctuations de phase ont été analysées et sont en accord avec les prédic-
tions théoriques. Un deuxième projet a été la mise en place d’un outil de sélection spatial
permettant à la fois de produire des situations hors équilibre ainsi qu’à sonder locale-
ment la distribution de rapidités. Ces mesures ont été réalisées sur des gaz à l’équilibre et
hors-équilibre. Les mesures sont notamment cohérentes avec les prédictions de la théorie
hydrodynamique généralisée.

Title : Out of equilibrium dynamics of a one-dimensional Bose gas studied using a
spatially resolved measurement of the rapidity distribution

Keywords : 1D quantum gas, Out of equilibrium dynamics, Atom Chip

Abstract : This manuscript describes theoretical and experimental studies on characte-
rizing one dimensionnal (1D) bose gas. To produce such a system, a Rubidium gas est
trapped in a very transversally confining magnetic potential produced by an atom chip.
Contrary to thermodynamic systems reaching an equilibrium described by several macro-
scopic parameters (pressure, temperature), this system relaxes towards a more complex
state described by a function called the rapidity distribution. This function can be ac-
cessed experimentally : the rapidity distribution corresponds to the asymptotic atomic
velocity distribution after a 1D expansion of the atoms. This quantity can also be ex-
tracted by studying the 1D expansion with the Generalized Hydrodynamic, an emerging
theory with a lot of interest recently, specially conceived for studying these systems.
A first study detailed in this manuscript consisted in characterizing 1D expansion of
the gas. The evolution of the density profile and the evolution of phase fluctuations
were analyzed and found to be compatible with theoretical predictions. A second project
involved adding a spatial selection tool to produce non-equilibrium situations and to
locally probe the rapidity distribution of the system. These measurements were performed
on initial equilibrium and out of equilibrium situations. They are well understood with
the predictions of Generalized Hydrodynamics.
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