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Parce que nous sommes des ingénieurs, croit-on donc que la beauté ne nous préoccupe pas dans

nos constructions et qu’en même temps que nous faisons solide et durable, nous ne nous

efforçons pas de faire élégant?

Gustave Eiffel
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Résumé

La fabrication additive est un procédé de fabrication innovant permettant de fabriquer
des pièces aux formes complexes. Toutefois, à cause des effets des incertitudes, ce pro-
cédé de fabrication manque de répétabilité. Les pièces produites affichent ipso facto des
imperfections géométriques. Le but de cette thèse est d’intégrer les informations venues
du procédé dans le processus de conception. C’est pourquoi une approche basée sur l’op-
timisation topologique a été développée. L’optimisation topologique permet de guider le
concepteur en fournissant des topologies aux formes complexes et optimisées vis-à-vis de
critères de performance. La formulation est modifiée pour atténuer les effets des incerti-
tudes aléatoires et épistémiques. Pour atténuer les effets des imperfections géométriques
avec l’optimisation topologique, plusieurs nouveautés sont développées. Tout d’abord,
des taxonomies dédiées à l’optimisation topologique robuste sous des imperfections géo-
métriques, à la caractérisation des incertitudes et des problèmes d’optimisation robuste
sont développés. De plus, un cadre méthodologique est développé et est appliqué. Puis,
un modèle caractérisant les écarts géométriques en fonction des motifs géométriques est
utilisé et est analysé aux cas déterministes et à un modèle de la littérature. Enfin, une
méthode permettant d’atténuer les effets des incertitudes épistémiques est spécialement
développée pour l’optimisation topologique robuste, permettant au concepteur de choisir
entre une conception optimiste ou pessimiste en fonction de l’exactitude des modèles et
du contexte du projet. Les travaux se sont révélés efficaces dans l’atténuation des effets
des imperfections géométriques lors du processus de conception pour la robustesse.

Mots clés : optimisation topologique, incertitudes aléatoires, incertitudes épistémiques,
conception pour la robustesse, fabrication additive.
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Abstract

Additive manufacturing is an innovative manufacturing process enabling the production
of parts with complex geometries. However, due to the effects of uncertainties, this pro-
cess lacks repeatability. Consequently, the produced parts inherently exhibit geometric
imperfections. The aim of this thesis is to integrate process-related information into the
design workflow. To achieve this, a topology optimisation approach was developed. To-
pology optimisation assists designers by providing complex and performance-optimised
geometries. The formulation has been modified to mitigate the effects of both aleatory
and epistemic uncertainties. To address the impact of geometric imperfections in topo-
logy optimisation, several innovations were introduced. First, dedicated taxonomies for
robust topology optimisation under geometric imperfections, uncertainty characterisa-
tion, and robust optimisation problems are developed. Moreover, a comprehensive me-
thodological framework was conceived and applied. Subsequently, a model characterising
geometric deviations as a function of local geometric features is compared against deter-
ministic cases and a reference model from the literature. Finally, a method specifically
designed to reduce the effects of epistemic uncertainties in robust topology optimisation
is developed. This method allows the designer to adopt an optimistic or pessimistic ap-
proach depending on the accuracy of the models and the project context. The proposed
work has proven effective in mitigating the impact of geometric imperfections during the
design process for robustness.

Keywords: topology opitmisation, aleatory uncertainties, epistemic uncertainties, design
for robustness, additive manufacturing.
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Glossaire

Ce glossaire contient des termes techniques et en donne des définitions ; ils proviennent
soit de la littérature, soit de l’auteur de ce manuscrit. Les définitions provenant de la
littérature sont souvent traduites de l’anglais vers le français, mais restent fidèles au
sens donné dans la langue d’origine. Si nécessaire, les termes en anglais sont donnés en
italique et entre parenthèse. Les traductions sont transcrites, le plus souvent, depuis la
banque de données Termium [Gouvernement du Canada, 2024].

écart Différences géométriques mesurées ou quantifiées entre une pièce fabriquée ou
modélisée et la pièce de référence (deviation) 20, 121, 155

étendue Différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur d’un échantillon,
elle est aussi appelée gamme (range) 126

algorithme d’optimisation Algorithme modifiant les variables de décision afin de mi-
nimiser une fonction coût (ou fonction objectif) tout en respectant un jeu de
contraintes (optimiser) 39, 78, 119, 155

ambiguïté Termes et expressions imprécis utilisés pendant une communication (au sens
d’échange verbal) [Thunnissen, 2005] (ambiguity) 30

basée sur les densités Approche visant à cartographier une topologie par un champ
de pseudo-densité, peu importe le descripteur topologique utilisé (density-based)
51, 106,

boîte de probabilité Représentation mathématique des incertitudes aléatoires et épis-
témiques. Les valeurs de probabilité d’une variable aléatoire prennent la forme
d’un intervalle sur l’univers (probability box) 35

conception de référence Conception obtenue à la fin du processus d’optimisation to-
pologique (reference design) 88, 121, 156

xxv



GLOSSAIRE

conception pour X Méthodes regroupant des approches permettant de considérer (au
maximum) les informations du cycle de vie [Skander et al., 2008] d’un produit ou
d’un métier lors de la phase de conception [Asadollahiyazdi, 2018, pp. 15–16], avec
X désignant une phase du cycle de vie ou un métier (design for X ) 4,

condition aux limites C’est une condition qui impose des valeurs que doivent satisfaire
les solutions des équations aux dérivées ordinaires ou partielles sur une frontière
donnée (boundary condition) 6, 40, 118

condition initiale Ces conditions décrivent l’état initial d’un phénomène ou système
physique (initial condition) 6, 72, 80

connaissance La capacité des modèles mathématiques à reproduire avec exactitude le
comportement de toutes activités, tous systèmes ou phénomènes, sur une période
donnée (knowledge) 79

erreurs de programmation Erreurs ou bévues commises par un programmeur lors
du développement d’un modèle mathématique [Thunnissen, 2005] (programming

errors) 30
erreurs d’approximation Déficiences des modèles à traiter des phénomènes ou pro-

cessus relativement bien compris [Thunnissen, 2005] (approximation errors) 30
erreurs humaines Erreurs et fautes commises par un ou plusieurs individus lors de la

conception [Thunnissen, 2005] (human errors) 30
erreurs numériques Erreurs qui surviennent en raison d’une arithmétique de précision

finie dans un modèle numérique [Thunnissen, 2005] (numerical errors) 30, 88, 135
espace de conception Aire ou volume choisit par le concepteur où de la matière peut

être ajoutée et retirée librement. Par la suite, l’espace de conception sera désigné
par Ωec, la figure 1.16 illustre les différents espaces pour l’optimisation topologique
(design space) 39, 118

exactitude Étroitesse de l’accord entre le résultat d’une application et de l’ensemble
vrai (accuracy) 11, 79, 135

fabrication additive Procédé d’assemblage de matériaux pour fabriquer des pièces
à partir de données de modèle 3D, en général couche après couche, à l’inverse
des méthodologies de fabrication soustractive et de fabrication mise en forme
[ISO/ASTM, 2021] (additive manufacturing) 3, 10,

fiabilité La fiabilité est la capacité d’un appareil, d’un dispositif, d’un produit à accom-
plir sa fonction dans les conditions requises d’utilisation et pendant une durée
déterminée [Lemaire, 2014] (reliability) 5, 24, 96
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fidélité Différence entre la dispersion d’une application et la dispersion de l’ensemble
vrai (precision) 48

fonction de densité de probabilité C’est une fonction qui décrit la répartition d’une
variable aléatoire continue sur l’univers. Si elle est multipliée par un intervalle
infinitésimal, elle renvoie la probabilité que la variable aléatoire tombe dans cet
intervalle (probability density function) 34

hyperparamètre Est un paramètre qui n’est ni une composition d’une variable de
décision ni un paramètre physique, mais qui influence le résultat de l’optimisation.
Les valeurs de ces paramètres peuvent être difficiles d’accès par un utilisateur et
ils ne sont pas nécessairement une entrée du processus d’optimisation topologique
(hyperparameter) 39, 97, 126, 156

hétéroscédasticité Une séquence de variables aléatoires est hétéroscédastique si au
moins deux variables aléatoires ont une valeur de variance différente (heteroscedas-
ticity) 20

imperfection Différences géométriques observées entre une pièce fabriquée ou modélisée
et la pièce de référence (imperfection) 20, 117, 155

incertitude La différence entre une valeur anticipée ou prédite et la valeur vraie [Thun-
nissen, 2005] (uncertainty) 3, 9, 75, 118, 155

incertitude aléatoire Variations inhérentes associées au système physique ou à l’envi-
ronnement étudié [Thunnissen, 2005] (aleatory uncertainty) 30, 75, 117, 156

incertitude comportementale Incertitude dans la manière dont les individus ou les
organisations agissent [Thunnissen, 2005] (behavioral uncertainty) 30

incertitude d’exigence Paramètres d’intérêt et déterminés par la partie prenante, in-
dépendamment de l’ingénieur ou du concepteur [Thunnissen, 2005] (requirement

uncertainty) 30

incertitude de conception Choix entre plusieurs possibilités sur lesquelles un ou plu-
sieurs individus exercent un contrôle direct, mais n’ont pas encore pris de décision.
Un exemple est le choix qu’a un ingénieur de sélectionner un composant donné
parmi un ensemble de composants possibles [Thunnissen, 2005] (design uncertainty)
30

incertitude de modèles Précision d’un modèle mathématique pour décrire un système
physique réel d’intérêt [Thunnissen, 2005] (model uncertainty) 17, 24, 30, 81, 135
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incertitude d’interaction Incertitude découlant de l’interaction imprévue de nom-
breux événements et disciplines, dont chacun pourrait, en principe, être ou aurait
dû être prévisible [Thunnissen, 2005] (interaction uncertainty) 30

incertitude phénoménologique Une incertitude qu’on ne peut pas imaginer. Elle est
également référée comme étant des « inconnues inconnues » [Thunnissen, 2005]
(phenomenological uncertainty) 30, 81, 154

incertitude volitive Incertitude quant à ce qu’un sujet décidera de lui-même [Thun-
nissen, 2005] (volitional uncertainty) 30

incertitude épistémique Tout manque de connaissances ou d’informations dans une
phase ou une activité du processus de modélisation [Thunnissen, 2005] (epistemic

uncertainty) 30, 75, 117, 155

information Toutes sources de données directes et significatives émanant des activités,
des systèmes ou des phénomènes considérés, sur une période donnée (intelligence)
79, 158

justesse Étroitesse d’accord d’un indicateur de tendance centrale entre le résultat d’une
application et de l’ensemble vrai (trueness) 48

optimisation topologique Méthodes ou implémentations numériques permettant de
répondre à un problème de répartition de matière au sein d’un espace de concep-
tion, avec une ou des physiques, un ou plusieurs objectifs à optimiser et des
contraintes (topology optimisation) [Allaire et al., 2019] 5, 9, 155

optimisation topologique robuste Méthodes d’optimisation topologique où il est dé-
siré d’atténuer les effets des incertitudes sur la performance de la topologie. Ces
incertitudes émanent : des conditions aux limites, des conditions initiales, des lois
de comportement et de la topologie. Généralement, la fonction objectif du pro-
blème est modifiée en une somme pondérée de la moyenne et de l’écart-type de
ladite performance ; les contraintes du problème d’optimisation peuvent être chan-
gées sous la forme d’une probabilité de défaillance (robust topology optimisation)
9,

paramètre physique Scalaire quantifiant une propriété d’un phénomène, d’un corps
ou d’une substance (physical parameter) 6, 31, 83, 156

pseudo-densité Variable caractérisant le niveau de remplissage d’un élément du maillage
(pseudo-density) 52, 98, 125
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pseudo-densité finale Pseudo-densité utilisée pour le calcul de la physique de la topo-
logie si une cartographie basée sur les densités est employée (final pseudo-density)
54, 88, 128

quantification de l’incertitude La quantification de l’incertitude est le processus consis-
tant à élaborer et à appliquer des modèles mathématiques pour fournir une esti-
mation de l’incertitude dans les données empiriques ou les résultats de simulation
[ASME, 2022] (uncertainty quantification) 20,

robustesse En contexte d’ingénierie, une conception robuste est une conception qui
est détermine les paramètres nominaux d’un produit ou d’un système tels que
ses performances soient suffisamment insensibles à tout événement incertain qu’ils
pourront rencontrer tout au long de leur cycle de vie [Lemaire, 2014] (robustness)
5, 24

répétabilité Degré de correspondance entre deux mesurages ou plus de la même pro-
priété en utilisant le même équipement et dans le même environnement [ISO/ASTM,
2021] (repeatability) 4, 103

souplesse Indicateur de la rigidité d’une structure. Généralement, plus la souplesse est
faible et plus la rigidité est importante [Allaire et al., 2019] (compliance) 45, 120,
155

validation La validation est le processus qui détermine dans quelle mesure un modèle
reflète les données empiriques dans le contexte de son utilisation [ASME, 2022]
(validation) 20, 158

vérification La vérification est le processus qui établit l’exactitude mathématique du
modèle numérique par rapport à une référence [ASME, 2022] (verification) 32, 158
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Acronymes

Les pages qui suivent donnent les acronymes les plus utilisés dans ce manuscrit. Si
nécessaire, les termes en anglais sont donnés en italique. Les traductions sont transcrites,
le plus souvent, depuis la banque de données Termium [Gouvernement du Canada, 2024].

Agence Nationale de Recherche (ANR) French National Research Agency 2

B-splines rationnelles non uniformes (NURBS) Non-uniform rational basis spline 49
basée sur les densités (BD) density-based 51, 83, 155, voir basée sur les densités
boîte de probabilité (p-boîte) probability box 35, 81, voir boîte de probabilité

composant alterable et mobile (MMC) moving morphable component 51, 108
conception pour la fabrication (DfM) design for manufacturing 4
conception pour la fiabilité (DfRe) design for reliability 5, 16
conception pour la robustesse (DfRo) design for robustness 5, 14, 16, 155
conception pour X (DfX) design for X 4, 9, 75, 156, voir conception pour X
conception robuste pour la fabrication additive (RobustAM) robust design for ad-

ditive manufacturing 2
critères d’optimalité (CO) optimality criteria 87, 119, voir algorithme d’optimisation

diagramme de flux de données (DFD) data flow diagram 25
diagramme de paramètres (p-diagram) parameter diagram 25

Ecole Nationale Supérieure d’Arts et Métiers (ENSAM) 2

fabrication additive (FA) additive manufacturing 3, 9, 78, 120, 155, voir fabrication
additive

fonction de densité de probabilité (FDP) probability density function 34, 90, voir fonc-
tion de densité de probabilité
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Grande Ecole d’Ingénieurs de la Construction (ESTP) 2

ICAM definition for function modelling (IDEF) ICAM definition for function mo-

delling 25

Laboratoire de Conception Fabrication Commande (LCFC) 2
Laboratoire de Systèmes Mécaniques et Ingénierie Simultanée (LASMIS) Labo-

ratory of Mechanical and Material Engineering 2
langage de modélisation de systèmes (SysML) systems modelling language 28, 77,

156
langage de modélisation unifié (UML) unified modelling language 28

matériau isotrope avec pénalisation (SIMP) solid isotropicmaterial with penalisation

49
modèle graphique de processus pour la conception robuste (GRDPM) graphical

robust design process model 28
méthode des asymptotes mobiles (MAM) method of moving asymptotes 87, 118, voir

algorithme d’optimisation
méthode des surfaces de niveau (LSM) level set method 50
méthode des éléments finis (MEF) finite element method 43, 86

optimisation pour une conception robuste (RDO) robust design optimisation 6, 59,
78, 149, 155

optimisation pour une conception s’appuyant sur la fiabilité (RBDO) reliability-

based design optimisation 6, 59, 91, 155
optimisation structurelle évolutive bidirectionnelle (BESO) bi-directional evolutio-

nary structural optimisation 49
optimisation topologique (OT) topology optimisation 5, 9, 83, 120, 155, voir optimi-

sation topologique
optimisation topologique robuste (OTR) robust topology optimisation 6, 58, 75, 129,

156, voir optimisation topologique robuste

programmation orientée objet (POO) object-oriented programming 28, 106
pseudo-densité (PD) pseudo-density 52, 95, 120, voir pseudo-densité

quantification de l’incertitude (QI) uncertainty quantification 21, 158, voir quantifi-
cation de l’incertitude
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SIMP et NURBS pour l’optimisation topologique (SANTO) SIMP and NURBS

for topology optimisation 50
simulation de Monte-Carlo (SMC) Monte Carlo simulation 61, 77, 121, 157

Université de Technologie de Troyes (UTT) 2

variable de décision (VD) design variable 5, 25, 78, 126
vide alterable et mobile (MMV) moving morphable void 49
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INTRODUCTION

Contexte et présentation du projet

Partenaires, collaborateurs et commanditaire

Le présent manuscrit est un élément de réponse au projet de l’Agence Nationale de
Recherche (ANR) : conception robuste pour la fabrication additive (RobustAM). Ce
projet est développé en partenariat avec deux campus universitaires et deux labora-
toires : l’Université de Technologie de Troyes (UTT) avec le Laboratoire de Systèmes
Mécaniques et Ingénierie Simultanée (LASMIS) ; et le Laboratoire de Conception Fa-
brication Commande (LCFC) rattaché à l’Ecole Nationale Supérieure d’Arts et Métiers
(ENSAM), dont l’auteur en est membre. La Grande Ecole d’Ingénieurs de la Construc-
tion (ESTP) est présente par l’intermédiaire de l’équipe encadrante. Sa réalisation est
possible grâce à la participation l’ANR, qui prend en charge le financement sous le nom
ANR-21-CE10-0005.

WP1: Requirements elicitation & Taxonomy of uncertainties
Product and process modelling and uncertainties elicitation

Uncertainties modelling

Taxonomy of uncertainties

WP2: AM Process assessment under
uncertainties
Development and comparison of assessment techniques:
•  Process simulation accuracy,
•  Product characteristics prediction accuracy, ...

WP3: AM Product assessment under
uncertainties
Development and comparison of assessment techniques:
•  Quality prediction accuracy,
•  Cost prediction accuracy,
•  Mechanical prediction accuracy, ...

WP4: Robust design techniques for Additive Manufacturing
Definition of Design Parameters

Definition of Objective functions

Development, implementation & comparison of robust optimization techniques

W
P5: Proof of concept

U
se cases selection

D
efinition of the requirem

ents of the use cases
Accuracy assessm

ent & com
parison of results

W
P0: Project m

anagem
ent, exploitation &

 dissem
ination

Robust Design for Additive Manufacturing–Project framework

Figure I – Organisation du projet RobustAM.

La répartition des activités de recherche est divisée en cinq volets, avec notamment deux
parties distinctes (voir la figure I) :
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— L’une est focalisée sur la conception, elle dépend de l’axe « conception » du LCFC
et l’actuel manuscrit est un livrable.

— L’autre sur le procédé de fabrication additive (FA) qui relève du LASMIS et
du LCFC avec l’axe « fabrication ».

Spécifiquement, par rapport à la partie dédiée à la conception, ces lots de travail sont
définis de la manière suivante :

— Le lot de travail WP1 a pour but de définir et d’éclaircir le concept d’incertitudes
dans le contexte de la fabrication additive et de l’optimisation pour une conception
robuste. Pour ce faire, une taxonomie des incertitudes doit être mise au point grâce
à une revue approfondie de la littérature. Elle doit permettre de préciser comment
les incertitudes sont modélisées et quantifiées et de considérer les incertitudes hé-
térogènes, c’est-à-dire de natures différentes. Enfin, ce lot doit aboutir au choix
de cas d’études qui permettent de vérifier la méthodologie et les implémentations
numériques.

— Les résultats attendus du WP3 sont de caractériser les performances du produit
sous incertitudes. Cela doit passer par une évaluation des différents indicateurs de
performance d’une pièce fabriquée additivement. Ces indicateurs de performances
doivent être intégrées à la conception et leurs incertitudes évaluées à l’aide d’indi-
cateurs dédiés.

— Le lot de travail WP4 vise à produire une solution robuste et optimisée. En ce
sens, le problème d’optimisation doit être résolu en fonction des différentes sources
et formes d’incertitudes.

— Le lot de travail WP5 entreprend de démontrer la faisabilité des méthodes pro-
posées pour un cas d’application complexe. Le travail fourni est tenu d’utiliser un
maximum de bibliothèque de type code ouvert et de proposer une solution logi-
cielle qui soit partageable sur des plateformes pour code ouvert, comme : pipy,
github, et cætera.

Prologue

L’avènement de l’industrie du futur, dites 4.0, permet de mettre en avant des moyens
de fabrication innovants comme les procédés de fabrication additive (FA) contempo-
rains. La fabrication additive s’insère parfaitement dans certains besoins exprimés par
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les entreprises. Ainsi, elle permet de fabriquer rapidement pièces et produits ; les concep-
teurs peuvent vérifier, tester la performance de leur conception et la valider à des stades
précoces du processus de conception ; de fabriquer des pièces pour de petites séries ;
ou bien d’effectuer des réparations [Gardan, 2015, Astolfi et al., 2016]. Les évolutions
techniques ont permis d’augmenter la qualité et les performances des pièces réalisées.
Malgré cela, la répétabilité des pièces fabriquées n’est pas toujours garantie [Dantan
et al., 2017]. Ce manque répétabilité peut causer des problèmes lors de l’assemblage de
produits, ou résulter en des comportements mécaniques non désirés, p. ex. une rupture
mécanique. Outre le manque de répétabilité, les procédés de FA ne sont pas exempts
de contraintes de fabrication. Par exemple, pour limiter l’usage de matière ou limiter le
temps de post-traitement, il est nécessaire de restreindre le nombre du support pour la
fabrication [Brackett et al., 2011]. Ces obstacles doivent être maîtrisés si les industriels
veulent assurer leur compétitivité.

C’est pourquoi il est indispensable de mettre en œuvre diverses stratégies pour atténuer
les comportements non souhaités et plus globalement d’intégrer des informations issues
du procédé de fabrication à des stades précoces du processus de conception [Skander
et al., 2008]. L’une de ces stratégies est regroupée sous les acronymes de la conception
pour X (DfX). Lors de la conception d’un produit ou d’une pièce, la conception pour X re-
groupe des méthodes génériques permettant de considérer les effets des choix techniques
et les différentes phases du cycle de vie du produit ou des métiers impactés [Asadolla-
hiyazdi, 2018, pp. 15–16]. Dans le cas de la conception pour la fabrication (DfM), où le
concepteur tient compte des contraintes des procédés de fabrication, il est possible de
générer une série de règles métier [Asadollahiyazdi, 2018, pp. 49–52] ou bien d’aborder
la problématique grâce à des méthodes numériques d’optimisation [Zhu et al., 2021]. Le
travail présenté se retrouve dans ces stratégies, cependant seules les conséquences dues
au manque de répétabilité des procédés de FA sont traitées. Ces approches regroupent
de multiples pratiques et ce mémoire de thèse est limité aux techniques se basant sur
l’optimisation.

D’après [Pahl et al., 1996], la conception se déroule en quatre grandes phases : la cla-
rification des besoins, où les tâches sont planifiées et élucidées, le marché analysé et
les exigences fonctionnelles et contraintes déterminées ; la conception abstraite, où
les technologies (matériaux, moyen de production) sont sélectionnées et des alternatives
fonctionnelles du système sont comparées ; la conception préliminaire, où le produit
prend forme et il est dimensionné, les défauts sont atténués, les matériaux et procé-
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dés de fabrication sélectionnés ; enfin, la conception détaillée, où le produit est défini
complètement, les dessins de détail et les instructions pour la fabrication sont terminés.
Aujourd’hui la conception de pièces ou de produits peut être guidée, lors des phases de
conception abstraite (conceptual design) et préliminaires (embodiment design), par des mé-
thodes d’optimisations performantes. Trois grandes familles sont considérées [Bendsøe
et Sigmund, 2003, Allaire et al., 2019] :

— L’optimisation paramétrique (sizing/parametric optimisation), où la pièce est carac-
térisée par un faible nombre de paramètres (appelés variables de décision (VDs))
et optimisée en fonction de critères sur la performance de la pièce. Cette dernière
s’opère à la fin du processus de conception préliminaire.

— L’optimisation de forme (shape optimisation). Ici, la forme de la pièce (ses frontières)
peut évoluer en fonction d’objectifs et de contraintes. Cependant la topologie de la
pièce ne peut évoluer, p. ex. en deux dimensions des trous ne peuvent pas se former
à l’intérieur de la pièce. Comme pour l’optimisation paramétrique, l’optimisation
de forme intervient à la fin du processus de conception préliminaire.

— L’optimisation topologique (OT). Contrairement à l’optimisation de forme, l’op-
timisation topologique permet d’optimiser la pièce avec sa topologie. Cela offre
plus de latitude quant au rendu final. En d’autres mots, l’OT permet à partir d’un
modèle physique de remplir optimalement un espace avec de la matière en fonc-
tion d’objectifs et de contraintes. Ces méthodes sont utilisées le plus souvent lors
de la phase de conception préliminaire, car les pièces nécessitent souvent un post-
traitement, bien qu’il soit possible de les employer directement pour des problèmes
industriels [Reddy K. et al., 2016].

Ainsi, ce travail se focalise sur les méthodes d’OT, car elles offrent non seulement plus
de liberté sur le choix de la topologie finale, mais aussi elles se situent en amont du
processus de conception détaillé (voir lors de la phase de conception abstraite), ce qui
permet de mettre en exergue les qualités des approches de DfX. De plus, les méthodes
d’OT sont bien adaptées au procédé de FA en raison des formes complexes qui peuvent
être fabriquées [Reddy K. et al., 2016].

Afin de prendre en compte les imperfections dues au procédé de fabrication, la première
solution consiste à considérer le manque de fiabilité du produit (ou de la pièce) au travers
de son cycle de vie, celle-ci est nommée conception pour la fiabilité (DfRe) ; la seconde
est de considérer le manque de robustesse, dénommée conception pour la robustesse
(DfRo). La fiabilité et la robustesse répondent à des définitions et objectifs différents
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[Lemaire, 2014]. La première consiste à s’assurer des performances du produit durant
l’entièreté de son cycle de vie malgré ses variations de performances ; la caractérisation
de la fiabilité est donc fortement liée à une notion de durée. La seconde consiste à
garantir les performances optimales d’un produit ou d’une pièce malgré ses variations de
performances. Dans tous les cas, il est nécessaire de pouvoir recueillir les informations
pour caractériser ces variations (manifestation du manque de répétabilité des pièces
fabriquées). Ces variations sont dues aux incertitudes émanant du produit, de la pièce
et de leur environnement. Leurs intégrations au sein de problèmes d’optimisation se
font avec des méthodes numériques dédiées [Schuëller et Jensen, 2008]. La distinction
entre robustesse et fiabilité se retrouve aussi dans les méthodes d’optimisation. Pour la
fiabilité, il est question d’optimisation pour une conception s’appuyant sur la fiabilité
(RBDO) ; la fonction objectif est décrite sous forme de probabilité de défaillance. Enfin,
l’étude de la robustesse fait intervenir les méthodes d’optimisation pour une conception
robuste (RDO) ; dans ce cas la fonction objectif doit refléter les variations induites par
les incertitudes. Cela se fait souvent par le calcul de sa moyenne et de son écart-type.
Ces méthodes peuvent aussi être utilisées dans le cadre de l’OT [Maute, 2014], il est
alors sujet d’optimisation topologique robuste (OTR) ou d’OT fiable. Cependant, le
choix des incertitudes et leurs modélisations restent des questions largement ouvertes en
OT robuste ou fiable [Maute, 2014]. Pour tous les systèmes physiques, les incertitudes
émanent soit de la géométrie, des paramètres physiques, des conditions aux limites et des
conditions initiales [Roy et Oberkampf, 2011]. Parmi les sources d’incertitudes, seules
les incertitudes s’appliquant à la géométrie sont prises en compte, bien qu’un travail de
collecte et d’analyse des différentes causes d’incertitudes est effectué lors de la revue de
la littérature.

Problématique de recherche

Au regard de la section précédente, de nombreuses questions restent ouvertes. En l’es-
pèce, la problématique est formulée par cette question :

Comment, lors de la conception, intégrer les incertitudes issues d’un pro-
cédé de fabrication additive et atténuer leurs effets sur la performance de
la topologie d’une pièce, afin que celle-ci soit robuste ?

Cette problématique est décomposée en plusieurs problématiques associées :

6



INTRODUCTION

1. Quelles sont les différentes sources d’incertitudes rencontrées en fabrication addi-
tive ? Où interviennent-elles dans le cycle de vie du produit ? Comment sont-elles
modélisées ?

2. Comment les incertitudes sont-elles modélisées, représentées et leurs effets atté-
nuées pour un processus basé sur des modèles ?

3. L’optimisation topologique est un processus numérique complexe. Quels sont les
effets des incertitudes sur le résultat généré ? Comment sont-elles intégrées dans le
processus d’optimisation topologique ?

4. L’optimisation topologique regroupe de nombreuses approches, en vue d’intégrer
les incertitude identifiés par le concours des questions précédentes, les interroga-
tions suivantes prévalent. Comment ces approches fonctionnent-elles ? Est-il sou-
haitable de considérer ces méthodes comme des boîtes noires ? Comment être le
plus extensif si possible ?

5. Les données expérimentales, la modélisation des imperfections géométriques et
l’OT ne manipulent pas forcément la même description numérique du produit. Les
différentes descriptions sont-elles compatibles ?

Méthodologie de recherche

Afin de répondre à la problématique, le travail a été décomposé en plusieurs étapes.
Une revue et une analyse de la littérature sont consacrées aux trois grands axes qui
constituent le projet :

— La compréhension des procédés de FA par extrusion de matière, notamment la
mise en relation entre le produit et le procédé, ainsi que les différentes sources
d’incertitudes.

— L’étude de la gestion des incertitudes lors de la phase de conception.
— L’exploration des diverses méthodes d’OT et leurs utilisations sous incertitudes.

À la suite de cette revue bibliographique, plusieurs hypothèses ont été formulées et des
contraintes ont été identifiés, ces dernières sont exposées et précisées dans le manuscrit.
La revue de la littérature nous a permis d’élaborer une stratégie quant à l’intégration
des incertitudes affectant la topologie de la pièce. Entretemps, des expérimentations ont
été faites avec MatLab [The MathWorks Inc., 2023] et les codes d’OT partagé par le DTU
[Technical University of Denmark, 2024], afin de commencer à manipuler les différents
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outils et méthodes qui servent de fondation au travail mené en milieu de thèse. Par la
suite, des solutions techniques ont été proposées, afin de : vérifier la validité de certaines
hypothèses et de répondre aux questions posées dans la section précédente. Celles-ci sont
présentées aux chapitres 2 et 3.

Le chapitre 2 présente la méthodologie et les solutions techniques aux problèmes soulevés
par la revue et l’annalyse de la littérature. Enfin, le chapitre 3 aborde la vérification des
modèles proposés. Cette dernière est découpée en plusieurs phases, dont : l’analyse de la
répétabilité de la méthode de simulation utilisée ; l’examen du modèle proposé ; et l’étude
de différents niveaux de robustesse. Malheureusement, l’entièreté de cette méthodologie
n’a pas pu être menée à son terme, en effet la validation n’a pu être réalisée, toutefois
elle est détaillée en conclusion de cette thèse.

conception

1.3

fabrication

additive

1.1

incertitude

1.2

1.4

UT
T &

LA
SM

IS1.4, 2.3
objectif

2.1, 2.2,

2.4, 2.5, 3

Figure II – Diagramme de Venn représentant les champs d’action de la thèse et leurs
sections correspondantes.

Afin d’aider le lecteur à se retrouver entre les thématiques abordées, la figure II référence
les chapitres et sections en fonction de leurs thèmes principaux, qui sont :

— Le procédé de fabrication additive,
— Le processus de conception,
— La gestion des incertitudes.
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Chapitre 1

Analyse de la gestion des incertitudes
lors de la phase de conception

L’objectif de ce chapitre est de faire le lien entre les trois thèmes de cette thèse. La
première section introduit les procédés de fabrication additive (FA) au travers d’une
courte revue de la littérature et permet d’établir les attentes vis-à-vis de l’optimisation
topologique (OT). La section 1.2 dessine les interactions entre le processus de conception
et la gestion des incertitudes ; elle ne s’arrête pas à la conception robuste de pièces et
aborde le sujet de manière plus large. La section 1.3 permet d’entrevoir comment l’OT
et la FA peuvent se fédérer dans le cadre des activités de conception pour X (DfX) ;
elle introduit les concepts de l’optimisation topologique et de l’optimisation topologique
robuste. Finalement, une conclusion est dressée à la dernière section, afin de synthétiser
les éléments clefs sur lesquels est construite notre contribution.

Sommaire du chapitre

1.1 Le cycle de vie d’un produit fabriqué additivement . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Considération des incertitudes lors de la phase de conception . . . . . . . 23

1.3 L’optimisation topologique comme outil d’aide à la conception . . . . . . 38

1.4 L’optimisation topologique sous incertitudes . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

1.5 Bilan : conception robuste pour la fabrication additive . . . . . . . . . . . 73
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1.1. LE CYCLE DE VIE D’UN PRODUIT FABRIQUÉ ADDITIVEMENT

1.1 Le cycle de vie d’un produit fabriqué additivement

Cette section a pour finalité de répondre à la sous-problématique suivante :

Quelles sont les différentes sources d’incertitudes rencontrées en fabrica-
tion additive ? Où interviennent-elles dans le le cycle de vie du produit ?
Comment sont-elles modélisés ?

Pour cela, après une brève introduction de la FA, cette dernière est resituée dans le
processus de conception succinctement décrit dans l’introduction. Les différents indica-
teurs de performances d’un produit fabriqué additivement sont abordés et les différentes
sources d’incertitudes émanant du procédé et affectant le produit sont recueillies. Pour
ce faire, la sous-section 1.1.1 introduit la FA et les procédés de FA utilisés dans le projet
RobustAM. La sous-section 1.1.2 présente les critères de performances qui doivent être
considérés lors de la phase de conception et s’intéresse aux liens entre le processus de
fabrication et la conception de pièces. En dernier, les sources d’incertitudes influençant
le produit fabriqué additivement sont indentifiées dans la sous-section 1.1.3.
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1.1. LE CYCLE DE VIE D’UN PRODUIT FABRIQUÉ ADDITIVEMENT

1.1.1 Introduction aux procédés de fabrication additive

La fabrication additive est un procédé de fabrication dont les applications se sont dé-
multipliées ces dernières années [Gardan, 2015, Astolfi et al., 2016, Rajaguru et al., 2020].
Ce procédé n’est pas nouveau et la fabrication du papyrus usait déjà de ce principe. Son
histoire moderne commence avec le prototypage rapide, créé en France dans les années
80 [André et al., 1984] ; l’objectif était de produire des spécimens fonctionnels et de gui-
der le concepteur dans ses choix. Aujourd’hui, la FA est normée et est définie comme
étant un [ISO/ASTM, 2021] :

Procédé d’assemblage de matériaux pour fabriquer des pièces à partir de
données de modèle 3D, en général couche après couche, à l’inverse des
méthodologies de fabrication soustractive et de fabrication mise en forme.

Comparée aux procédés de fabrication classiques, la FA permet une plus grande flexibilité
quant au choix de la géométrie ; elle est adaptée à la production de petites séries et de
pièces détachées. Ces avantages permettent de limiter le nombre de composants dans
un produit et de réduire la quantité de matériaux nécessaire à la fabrication d’une
pièce [Gardan, 2015, Astolfi et al., 2016]. Cependant, ces procédés de fabrication ne
sont pas exempts de contraintes, il est parfois nécessaire, qu’importe l’orientation de la
structure, d’ajouter des supports à la pièce pour maîtriser les géométries suspendues
[Reddy K. et al., 2016, Zhu et al., 2021] ou pour favoriser la dissipation thermique lors de
la fabrication [Allaire et Jakabčin, 2018, Zhou et al., 2019]. L’orientation de la structure
sur la plateforme de fabrication ne limite pas uniquement le nombre de supports, mais
modifie aussi la rugosité ou les propriétés mécaniques dans certaines directions [Brackett
et al., 2011]. La nécessité d’avoir le moins de géométries internes fermées [Brackett et al.,
2011, Zhu et al., 2021], p. ex. pour évacuer les excédents de matières résiduels, dangereux
dans un contexte médical [Chmielewska et al., 2022]. La résolution de la machine [Zhu
et al., 2021] peut restreindre la taille des motifs imprimables. Enfin, les dimensions de
la plateforme de fabrication, limitant la taille du produit, hors assemblage [Astolfi et al.,
2016]. Un autre obstacle de la FA réside dans la certification des pièces obtenues, en
raison du manque d’exactitudes des modèles des processus physiques intervenant lors de
la fabrication [Seifi et al., 2016].

Les procédés de FA sont regroupés selon leur manière de manipuler et de fusionner la
matière pour en assembler des couches [Gardan, 2015]. Ces derniers sont référencés dans
le tableau 1.1. Dans le cadre du projet RobustAM, la classe de procédé utilisé est par
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extrusion de matière et par dépôt de matière sous énergie concentrée.

Figure 1.1 – Schématisation du procédé de fabrication additive (FA) par extrusion de
matière, issue de [ISO, 2016].

Pour le premier, c’est un « procédé de fabrication additive dans lequel le matériau est
distribué de manière sélective par une buse ou à travers un orifice » [ISO, 2016], la
figure 1.1 illustre le fonctionnement du procédé par extrusion de matière. Dans ce pro-
cédé, le filament de matière est généralement chauffé pour permettre son adhérence à
la structure déjà existante ou à la plateforme de fabrication. La fusion se fait par l’in-
termédiaire d’une buse (chauffée). L’imprimante peut avoir une ou plusieurs buses pour
permettre la fabrication de pièces constituées de plusieurs matériaux. La multiplicité de
matériaux est utilisée pour faciliter le retrait des supports (avec des matériaux solubles),
ou pour obtenir des propriétés mécaniques particulières [Gardan, 2015]. En particulier,
les technologies qui sont supportées dans le projet sont ADAM (Atomic Diffusion Additive

Manufacturing) et CCF (Continuous Carbon Fibre). Ces deux procédés se distinguent par
l’usage d’une matière première différente respectivement une poudre métallique liée avec
du plastique et des fibres de carbones liées à une matrice en polymère.

Le second, est un « procédé de fabrication additive dans lequel l’énergie thermique fo-
calisée sert à faire fondre les matériaux au fur et à mesure qu’ils se déposent » [ISO,
2016]. Ici, l’adhésion entre la matière première et la structure est réalisée grâce à un
faisceau d’énergie concentrée. La distinction entre les deux procédés est parfois omise
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et le dépôt de matière sous énergie concentrée peut être vu comme une catégorie du
procédé par extrusion de matière [Gardan, 2015]. Dans le cas du projet RobustAM, le
procédé employé est le WAAM (Wire Arc Additive Manufacturing). Ce procédé est une
extension des procédés de soudages automatisés. Un fil métallique est déposé à l’aide
d’un arc électrique servant d’énergie thermique.

Dans les trois cas, la matière première est présentée sous la forme d’un fil, laissant
entrevoir la possibilité d’identifier des modes d’imperfections communs [Dantan et al.,
2017]. Malgré tout, le mécanisme d’adhésion et les étapes de parachèvements de ces
processus sont dissimilaires.

Figure 1.2 – Schématisation du procédé de fabrication additive (FA) par dépôt de
matière sous énergie concentrée, issue de [ISO, 2016].

Cette sous-section introduit les procédés de FA. Malgré quelques similarités, qui peuvent
donner lieu à des imperfections apparentés, ces procédés sont disparates et cela doit
être considéré lors de la constitution de méthodes pour la conception robuste. La sous-
section ci-après, met en relation les procédés de FA avec le processus de conception.
Généralement, des objectifs sur la performance de la pièce sont requis en amont. À cet
effet, les critères de performances sont caractérisés et les différentes étapes du processus
de fabrication sont restituées par rapport à la tâche de conception.
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1.1. LE CYCLE DE VIE D’UN PRODUIT FABRIQUÉ ADDITIVEMENT

1.1.2 Caractérisation du processus de fabrication

Lors du processus de fabrication d’une pièce, la phase de conception est celle qui est le
plus en amont. Ce faisant, c’est l’étape qui apporte le plus d’opportunités quant aux gains
sur les performances du produit [Al-Meslemi, 2021, pp. 35–39]. La figure 1.3 présente
un diagramme Ishikawa des causes possibles amenant à des problèmes de qualité sur
les pièces fabriquées. Ce diagramme sert de fil conducteur à cette section et illustre
les apports bibliographiques. Ce diagramme se lit aussi dans un sens chronologique ;
les premières étapes du cycle de vie commencent à gauche avec la conception de la
pièce, où la qualité peut être influencée par le concept et les analyses numériques de la
performance ; après quoi, le modèle de la pièce est transmis au fabricant, qui procède
et valide le pavage de la pièce, choisit les paramètres du procédé en fonction de la
technologie choisie ; ensuite, l’opérateur choisit la machine, il modifie éventuellement
certains paramètres et il effectue un ensemble d’étapes de parachèvements, dans le cas du
procédé WAAM, usiner la pièce sur les surfaces fonctionnelles est souvent requis ; enfin,
les pièces doivent être inspectées et évaluées pour être certifiées et entrer en service.

Traditionnellement, la fabrication d’une pièce suit ce schéma linéaire. Cependant, en
vue d’améliorer la qualité des pièces, dont la fiabilité et la robustesse, il est possible
d’intégrer les connaissances métiers de chacun de ces acteurs. Cela permet d’avoir une
conception basée sur un processus qui devient rétroactif et sur les besoins des métiers
entourant la pièce [Skander et al., 2008]. Cette phase rétroactive a cours, tout au long
du processus de conception de façon synchrone ou asynchrone et est considérée dans
l’approche de validation proposée en conclusion. Ce processus itératif est connu sous le
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Post-traitement

Machine

Simulation de la 
fabrication

GCODE

Determination 
des couches

STL

Pavage

Simulation des 
performances

STEP

Conception

Qualité des 
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Concepteur

Fabriquant

Opérateur

Inspecteur

Figure 1.3 – Diagramme Ishikawa des causes possibles menant à un problème de
qualité, adapté de [Al-Meslemi, 2021].
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1.1. LE CYCLE DE VIE D’UN PRODUIT FABRIQUÉ ADDITIVEMENT

nom de la conception pour X (DfX). La figure 1.4 illustre cette méthodologie où chaque
métier est représenté par la lettre X.

Figure 1.4 – Conception avec intégration des connaissances métiers autour du produit,
issue de [Skander et al., 2008].

Lors de la conception, l’intégration des connaissances métiers se fait de trois manières
[Asadollahiyazdi, 2018, pp. 47–65] :

— En s’assurant de la fonctionnalité de la pièce, c.-à-d. idéalement optimiser la pièce
en fonction de l’analyse fonctionnelle qui en découle : c’est l’approche fonction-
nelle. L’optimisation paramétrique, l’optimisation de forme et l’optimisation to-
pologique sont toutes des approches fonctionnelles.

— En vérifiant, quantifiant et optimisant la pièce en fonction des exigences métiers.

— Ou par une combinaison de ces deux méthodes, c’est l’approche hybride. Cette
démarche permet de vérifier le caractère fonctionnel de la pièce et la conformité
aux exigences métiers. C’est cette approche qui respecte le mieux à l’esprit de la
DfX.

Dans le cadre de la conception pour la fiabilité (DfRe) ou de la conception pour la ro-
bustesse (DfRo), l’approche basée sur les exigences métiers a été déjà confrontée par de
nombreuses études [Venturi et Taylor, 2023]. Dans le contexte de l’approche fonction-
nelle, l’OT a été largement utilisée et est donc une base éprouvée pour une approche
hybride [Asadollahiyazdi, 2018, Prathyusha et Raghu Babu, 2022].

La caractérisation de la qualité d’une pièce fabriquée additivement se fait à différentes
échelles, mais pour le concepteur, il est important de différencier les performances de
la pièce et les moyens pour obtenir ces performances, c.-à-d. celles du procédé. Cette
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différence de paradigme s’applique à la science des matériaux, mais est aussi généralisable
à toute discipline d’ingénierie [Olson, 1997]. La figure 1.5 dépeint les deux cheminements
pour la conception (de matériaux) : le raisonnement déductif, où à partir des causes,
c.-à-d. du procédé, les effets sur les performances sont déduits ; et le raisonnement
inductif, où des cibles sur les performances sont requises et des moyens sur le procédé
sont mis en œuvre. Les démarches de DfX s’inscrivent dans un raisonnement inductif,
avec l’intégration du caractère fonctionnel de la pièce, fonction de sa géométrie.

Figure 1.5 – Modèle aux trois maillons, issue de [Olson, 1997].

Pour les procédés de FA, [Asadollahiyazdi, 2018, pp. 80–87 & pp. 110–128] a identifié
les critères de performances à considérer permettant de caractériser une pièce et le ta-
bleau 1.2 référence ces critères. Ce tableau met en relation les paramètres du procédé
par dépôt de fil fondu et les critères de performances. Certains paramètres influencent
de multiples critères de performance, comme l’orientation de la construction, ces para-
mètres doivent être observés avec attention lors de la caractérisation des incertitudes.
Ces critères ne sont pas tous orthogonaux entre eux ! Le comportement mécanique est
influencé par la rugosité (l’état de surface). De même, le temps d’impression, le coût et
la masse totale sont tous trois liés. Autre exemple, la masse totale d’une pièce n’est pas
uniquement liée à sa géométrie, mais aussi à la quantité de supports et aux éventuelles
structures en radeaux. Bien qu’il est possible de relier un paramètre procédé aux critères
de performance, le plus souvent avec des éprouvettes ou des artéfacts, les observations
qui sont faites ne sont pas toujours transposables à la pièce fabriquée [Venturi et Taylor,
2023], ce qui constitue une source d’incertitude (dit de modèle) supplémentaire.

La géométrie de la pièce à une influence sur l’ensemble de ces critères [Asadollahiyazdi,
2018, pp. 80–87]. Malgré des performances identiques du matériau sélectionné, les simu-
lations menées par [Primo et al., 2017] montrent des non-linéarités sur les performances
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de différentes géométries pour un même apport fonctionnel. Le poids et le temps de fa-
brication ne sont pas corrélés entre eux. Ainsi, non seulement les paramètres du procédé
affectent les performances de la pièce, comme le montre le tableau 1.2, mais sa géométrie
aussi.

Restreindre les variations de ces performances est au cœur de la DfRo ou de la DfRe. Ce
manque de répétabilité est un frein à la certification des pièces fabriquées additivement
et cela restreint une utilisation plus massive dans l’industrie [Venturi et Taylor, 2023].
Néanmoins, le raisonnement inductif nécessite une connaissance des phénomènes compris
entre le procédé et la performance résultante de la pièce, au mieux, ou d’une éprouvette
au pire. La connaissance et la compréhension des phénomènes sont loin d’être établies
[Venturi et Taylor, 2023], nécessitant la prise en compte de ce manque de connaissance,
c’est-à-dire des incertitudes. Ces carences sont discutées à la sous-section suivante.

1.1.3 Incertitudes sur les performances d’un produit fabriqué ad-
ditivement

Les incertitudes émanent de l’ensemble du cycle de vie. Ces sources peuvent être classées
en trois groupes [Venturi et Taylor, 2023] :

— Les variations anté-fabrication, qui concernent les activités du fabricant, de l’opé-
rateur et du concepteur (en référence à la figure 1.3). Ces variations émanent de
la qualité de la matière première, du choix de la machine (pour une même tech-
nologie, voire un même fabricant), des logiciels utilisés pour le pavage (tranchage)
et la détermination des couches et de la conception de la géométrie.

— Les variations trans-fabrication. Du point de vue du fabricant, elles proviennent
des paramètres machines contrôlables, comme ceux désignés dans le tableau 1.2
par paramètres procédé. Elles sont la conséquence des phénomènes physiques mal
maitrisés et difficiles à modéliser. En fin de fabrication, une étape de post-processing
est souvent requise. Elle n’est pas négligeable dans le traitement des imperfections
sur la géométrie, notamment pour des surfaces fonctionnelles, et doit être consi-
dérée pour la DfRo. Par exemple, l’usinage des surfaces fonctionnelles pour la
technologie WAAM.

— Les variations post-fabrication. Celles-ci concernent l’inspection et l’évaluation
de la pièce, que les techniques d’inspection soient destructives ou non. Cette étape
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est essentielle pour la validation de la conception et de la quantification de l’in-
certitude qui s’ensuit (voir la fin de la section 1.2 pour plus de détails).

Toutes ces sources mènent à des incertitudes sur les critères de performances. La revue
menée par [Lewandowski et Seifi, 2016] détaille et quantifie les incertitudes impactant les
critères de performances mécaniques, parmi ces critères : les propriétés statiques ou quasi
statiques, p. ex. le comportement en compression ; les propriétés dynamiques, comme la
fatigue ; et les performances contre les effets environnementaux, entre autres la fatigue
à la corrosion. Dans cette étude, les performances mécaniques se montrent dépendantes
du sens de fabrication. Une forte anisotropie pour la limite élastique est observée,
mais est moindre pour le module de Young. Les expérimentations montrent aussi de
l’hétéroscédasticité des critères de performance en fonction des paramètres procédés.

Les imperfections géométriques sont une autre source d’incertitudes sur la performance
finale de la pièce. [Zhu et al., 2017] ont procédé à une étude de la littérature sur la modé-
lisation et l’atténuation de cette source d’incertitudes. Deux catégories sont considérées :

— La compensation des écarts géométriques. Cette compensation se fait en mo-
difiant la géométrie obtenue après la phase de conception, à savoir après les deux
première étapes de la figure 1.3. Ces modifications ont pour objectif de compenser
les écarts géométriques dues aux variations anté et trans fabrication par le biais
de l’ajustement de la représentation numérique de la pièce, qui est généralement
contenue dans un fichier STEP.

— La modification des fichiers sources. Cette correction s’effectue soit lors du
pavage de la géométrie ou en modifiant l’épaisseur de couche (cela peut aussi de
réduire le temps de fabrication), ce sont les deux premières étapes de la figure 1.3.
Les corrections du pavage se font au travers du fichier STL, qui est une représenta-
tion pavée du fichier STEP. Le but est de réduire les erreurs de corde (chordal error)
ou de hauteur de fronce (cusp height) de la géométrie par l’utilisation d’algorithmes
de raffinement ou d’optimisation performants.

L’inconvénient de ces approches est qu’elles ne considèrent qu’une partie du cycle de vie.
En effet, la conception est une entrée du traitement des écarts géométriques. Cependant,
cela ne correspond pas à l’esprit de la DfX, puisque l’atténuation des imperfections
géométriques n’est pas incluse dans le processus de conception, mais a posteriori.

Pour intégrer les imperfections géométriques à l’optimisation topologique ou à une autre
approche de conception, celles-ci doivent être caractérisées, modélisées et mesurées. L’une
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des approches courantes, dans le monde du tolérancement, est l’approche peau/squelette
(skin model shapes) [Zhu et al., 2016]. L’objectif est de modéliser les parties fonctionnelles
d’une pièce à l’aide d’une peau où les écarts géométriques sont modélisées [Zhu et al.,
2016]. En cohérence avec la DfX, cette méthode a été étendue par l’ajout de connais-
sances métiers, et notamment avec des modes d’imperfections géométriques adaptés au
procédé de fabrication [Dantan et al., 2017], en lieu et place de modes mathématiques
souvent abscons. Dans la mesure où la modélisation de la peau se fait avec des surfaces
paramétrées par des points, cette modélisation est difficilement conciliable avec les qua-
lités de la FA qui offrent une grande liberté dans la forme des pièces. C’est pourquoi
Moroni et ses collègues se sont intéressés aux approches volumétriques [Moroni et al.,
2017, Moroni et Petrò, 2018]. Les imperfections ne sont plus représentés par un nuage
de point, mais par un ensemble de voxels (pixels 3D) de matière, autrement dit des
volumes élémentaires réguliers de matière. Les avantages sont multiples : exhaustivité
des géométries traitées ; compatibilité avec les outils de métrologie pour la collecte de
données (tomographie), donc limite les erreurs de conversion entre les différentes des-
criptions géométriques de la pièce ; flexibilité d’intégration avec les méthodes d’OT. De
plus, les approches volumétriques ont déjà été employées dans des méthodes de valida-
tion multiéchelle sous incertitudes en FA [Gorguluarslan et al., 2019], ouvrant la voie à
une certification de produits ou pièces plus complexes et fabriquées additivement.

Au début de cette section, les questions suivantes sont posées :

Quelles sont les différentes sources d’incertitudes rencontrées en fabrica-
tion additive ? Où interviennent-elles dans le le cycle de vie du produit ?
Comment sont-elles modélisés ?

Premièrement, il apparaît que l’utilisation du paradigme de la DfX via les approches hy-
brides est la plus attractive : fonctionnalités et performances d’une conception doivent
être considérées et intégrées à la solution proposée. En second lieu, les sources d’incerti-
tudes d’intérêts sont dépendantes de l’acteur considéré. Pour le concepteur, outre l’aspect
fonctionnel, ce sont aussi les performances sur la conception qui importent, nommément
toute propriété mécanique, le temps de fabrication, le coût, et cætera. Cependant, les
incertitudes proviennent de l’ensemble du cycle de vie et affectent les performances du
produit, ceci est illustré par la figure 1.6. Dans cette figure, les sources d’incertitudes
affectant la performance et exposées préalablement sont représentées par des éclairs. La
rétroactivité de la DfX et l’ensemble de ces incertitudes doivent être intégrés dans la
méthode de quantification de l’incertitude (QI) et dans le processus d’OT.
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Figure 1.6 – Diagramme Ishikawa synthétisant le cycle de vie du produit sous
incertitudes d’un procédé de fabrication additive (FA).

Finalement, parmi les critères de performances, celui portant sur la géométrie est étudié,
cela est l’objet de plus amples justifications dans les sections suivantes. Les méthodes
actuelles se révèlent peu adaptées pour atténuer les effets des imperfections géométriques
tout en se conformant aux approches de DfXs. Mais, la modélisation (représentation)
volumétrique concilie la caractérisation des écarts et l’OT. Cela constitue une première
étape pour l’établissement de modèle basé sur l’exploitation de données expérimentales,
permettant de s’affranchir ou d’appuyer la constitution de modèles basés sur la physique.
Par conséquent, les données expérimentales et l’OT peuvent, à première vue, avoir la
même représentation de la pièce. Cette affirmation est développée à la sous-section 1.3,
mais cette fois-ci relativement à l’OT. Enfin, toujours pour rester fidèles à l’idée de la
DfX, nous avons décidé de modéliser les imperfections géométriques avec des modèles
modaux basés sur la topologie locale.
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1.2 Considération des incertitudes lors de la phase de
conception

Cette section a pour objectif de répondre à la sous-problématique suivante :

Comment les incertitudes sont-elles modélisées, représentées et leurs effets
atténuées pour un processus basé sur des modèles ?

La section précédente est dédiée au procédé de FA. Jusqu’à présent les incertitudes
du cycle de vie ont été identifiées et la méthodologie de conception abordée, mais la
notion d’incertitudes n’a pas été développée ni définie. C’est pourquoi l’objectif de cette
section est de présenter les techniques pour atténuer les effets des incertitudes relatives
à des systèmes ou des processus d’ingénierie complexes. La sous-section 1.2.1 aborde
la modélisation des incertitudes pour les systèmes complexe avec plusieurs échelles et
plusieurs physiques. Pour ce faire, cette section s’appuie essentiellement sur les thèses
de [Thunnissen, 2005] et de [Choi, 2005] ; la première n’est pas spécifique à la façon de
modéliser les systèmes, alors que dans la seconde les systèmes sont basés des modèles
mathématiques. Le volet suivant présente les différentes représentations et modélisations
mathématiques possibles pour des incertitudes et clôt cette section.
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1.2.1 Vérification des modèles numériques sous incertitudes

Deux écoles permettent d’atténuer les incertitudes impactant un système ou un produit :
l’approche robuste et l’approche fiabiliste. Étant donné que l’aspect temporel n’est pas
inclus dans ces travaux (cf. définition de fiabilité), l’approche robuste est retenue. La
robustesse est définie par [Lemaire, 2014, pp. 32–35] :

En contexte d’ingénierie, une conception robuste est une conception qui dé-
termine les paramètres nominaux d’un produit ou d’un système tels que
ses performances soient suffisamment insensibles à tout événement incertain
qu’ils pourront rencontrer tout au long de leur cycle de vie.

Il est nécessaire de modéliser le système complexe pour atténuer les effets des incerti-
tudes avec l’approche robuste. Ces systèmes sont souvent multiéchelles et multiphysiques,
comme l’illustre la figure 1.5. Ainsi, les incertitudes doivent être propagées au travers
de ces échelles distinctes. Le plus souvent, chacune d’elles est modélisées avec des mo-
dèles numériques spécialisés ; des opérations d’homogénéisation permettent de faire le
lien entre les différentes échelles, comme dans [Choi, 2005, Gorguluarslan et al., 2019, Wu
et al., 2021]. Les incertitudes affectent cette chaîne numérique au plus de quatre manières
[Choi, 2005] :

1. Par des paramètres qui ne sont pas sous le contrôle du concepteur, mais qui sont
disponibles dans les modèles et qui ont une signification physique directe. Les
conceptions qui sont insensibles aux variations de ses paramètres et qui respectent
les performances cibles sont qualifiées de robustes de type I.

2. Moyennant les paramètres qui sont pilotables et disponibles dans les modèles.
Les conceptions qui sont insensibles aux incertitudes issues de ces paramètres et
respectent les performances cibles sont qualifiées de robustes de type II.

3. Dans certains cas, l’incertitude peut provenir des modèles eux-mêmes. Dans ce cas,
il n’y a aucune paramétrisation possible et plusieurs simulations avec les mêmes
entrées donneront des sorties différentes. Ainsi, les conceptions qui sont insensibles
à ces variations et qui respectent les performances cibles sont qualifiées de robustes
de type III.

4. S’agissant de la modélisation d’un système ou d’un processus complexe, les incer-
titudes des modèles s’accumulent par l’enchaînement des différents modèles. Par
conséquent, les conceptions insensibles aux variations dues à la chaîne de simula-
tions et respectant des critères de performance sont dites robustes de type IV.
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Pour illustrer ces quatre définitions, imaginons que nous voulons minimiser le déplace-
ment maximal d’une structure en treillis en jouant sur l’épaisseur d’un bras. Relativement
à une conception robuste de type I, les incertitudes affectent le modèle numérique (les
courbes en bleues pleines) sur des paramètres non contrôlables, par exemple les forces
s’appliquant à la structure. La figure 1.8 l’illustre : les variations n’impactent pas la
variable de décision (VD), ici l’épaisseur, mais impacte la sortie du modèle, ici le dépla-
cement. Dans le cas présent, le minimum global est aussi le minimum robuste de type
I, mais ce n’est pas toujours le cas. La figure 1.7 donne deux réalisations du modèle
numérique sous incertitudes.

Concernant les conceptions robustes de type II, c’est la VD qui est incertaine. Le procédé
de fabrication est capable de produire un bras avec une épaisseur nominale, sans que
ce dernier soit capable de délivrer toujours la même valeur. Comme le montre la figure
1.9, au vu des variations sur la sortie, le minimum global n’est pas le minimum robuste
de type II. En conception robuste, il est préféré de dégrader la performance optimale
attendue.

Sur le plan des conceptions robustes de type III, le modèle numérique est affectée par une
variation indépendante des paramètres qui sont accessibles depuis le modèle (contrôlable
ou non). La figure 1.10 illustre la recherche de la conception robuste de type III. Ici les
variations supplémentaires affichent une hétéroscédasticité et des bornes à 90% donnent
les marges de ces variations. Les conceptions robustes sont différentes et la conception
robuste de type III n’est ni au minimum local ni au minimum global.

Malgré cela, dans le cadre de l’activité robuste pour l’optimisation topologique appliqué
à la FA, il est possible de définir un autre niveau de robustesse. Cela fait l’objet d’une
discussion à la sous-section 2.2.2.

Afin d’aider le concepteur à atténuer les effets des incertitudes, les variables qui sont af-
fectées par de l’incertitude doivent être exposées graphiquement à l’aide de diagrammes.
Dans sa thèse, [Choi, 2005, pp. 94–100] évalue trois digrammes. Le tableau 1.3 synthétise
son travail. Les diagrammes IDEF0 ne peuvent pas représenter un processus incertain,
mais ils sont utiles pour représenter des processus industriels complexes, notamment
quand un diagramme de flux de données (DFD) leur est associé. Les diagrammes de
paramètres (p-diagrams) utilisés seuls sont incompatibles avec la représentation d’un
processus d’optimisation incertain où des objectifs sur la performance robuste d’un pro-
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Figure 1.7 – Réalisations du modèle numérique avec des incertitudes.

Figure 1.8 – Détermination d’une conception robuste de type I.
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Figure 1.9 – Détermination d’une conception robuste de type II.

Figure 1.10 – Détermination d’une conception robuste de type II et III.
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duit sont recherchés, mais ils sont idéals pour représenter un processus incertain. C’est
pourquoi [Choi, 2005, pp. 170–175] a développé un modèle graphique de processus pour
la conception robuste (GRDPM). L’avantage de ces diagrammes réside dans l’intégration
des notions d’optimisation d’un processus (objectif à minimiser, et cætera) ; de plus, ce
diagramme permet de représenter toutes les sources d’incertitude, qu’elles proviennent
des modèles ou de toutes les entrées d’un modèle. Cependant, le développement de l’as-
pect logiciel est totalement ignoré, ce qui est crucial pour nous.

Il existe une quatrième alternative qui est l’utilisation d’approches d’ingénierie système
basée sur les modèles. Ces approches comptent de nombreux langages de modélisation,
dont le langage de modélisation de systèmes (SysML) ou son cousin orienté logiciel le
langage de modélisation unifié (UML). Comparé aux modélisations étudiées par [Choi,
2005], le SysML a l’avantage : de proposer plusieurs diagrammes interconnectés qui se
complètent permettant une modélisation exhaustive d’un processus ; d’améliorer la tra-
çabilité et la communication entre les différentes équipes d’un projet ; de partager et de
transférer les connaissances entre différents métiers spécialisés ; limiter le nombre d’er-
reurs et favoriser la réutilisation et la mise à jour des documents existants [Friedenthal
et al., 2014]. Le SysML est aussi un langage flexible, permettant la modification des dia-
grammes de base pour y ajouter des fonctionnalités et conserver tous les avantages du
SysML [Friedenthal et al., 2014] ; par exemple, [Konczal et Vinarcik, 2007] implémente
les p-diagrams dans le SysML. Même s’il n’existe pas de digrammes destinés à la robus-
tesse, les consortiums responsables du SysML et du UML commencent à s’intéresser à la
question. En effet, [Biggs et al., 2018] et [Biggs et al., 2019] ajoutent des fonctionnalités
au langage. Ces dernières sont orientées pour la fiabilité et la sécurité et non l’analyse
robuste comme le p-diagram et le GRDPM. La perspective de modéliser numérique-
ment un processus complexe et incertain se traduit d’un point de vue méthodologique
et logiciel par l’utilisation du SysML ou du UML.

Dans le cadre du projet RobustAM, où plusieurs acteurs se côtoient, le SysML est plus
adapté. De plus, même si ce langage ne supporte pas en totalité la gestion des incer-
titudes, il est possible de s’en accommoder et d’utiliser le diagramme d’exigence pour
spécifier des objectifs en robustesse. Les diagrammes d’activité et de définition de blocs ∗

permettent respectivement : de représenter les flux de données et leurs transformations
par le biais de différentes actions (fonctions) ; et de hiérarchiser les éléments structurels
du système, très utilisé en programmation orientée objet (POO) et donc dans une ap-

∗. Le diagramme de définition de bloc s’appel : diagramme de classe dans le UML.
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proche logicielle flexible. L’un des objectifs est d’avoir une implémentation numérique
modulable et traçable, donc l’utilisation de la POO est un préalable. Ainsi, dans le cadre
des activités de cette thèse, utiliser le SysML, en modifiant de manière marginale la sé-
mantique de certains diagrammes est suffisant et une implémentation est proposée en
section 2.5.

Incertitudes

Incertitude

épistémique
Incertitude

aléatoire
Ambiguïté

Incertitude

d’interaction

Incertitude

de modèles

Incertitude phé-

noménologique

Incertitude com-

portementale

Erreurs d’ap-

proximation

Erreurs de

programmation

Erreurs nu-

mériques

Incertitude de

conception

Incertitude

d’exigence

Incertitude

volitive

Erreurs humaines

Figure 1.11 – Taxonomie des incertitudes, traduite de [Thunnissen, 2005].

La caractérisation des incertitudes est multidisciplinaire, dans sa thèse [Thunnissen,
2005, pp. 24–35] recense les taxonomies existantes. Elles se sont révélées inadaptées à
la caractérisation des incertitudes dans le cas des systèmes ou de processus complexes.
C’est pourquoi [Thunnissen, 2005, pp. 35–41] développe une taxonomie reprise par la
figure 1.11. Utiliser une taxonomie détaillée permet de faciliter le travail de recueil des
différentes sources d’incertitudes et de les inclure dans la modélisation discutée aux pa-
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ragraphes précédents. Communément, les incertitudes sont caractérisées en fonction de
leurs réductibilités [Roy et Oberkampf, 2011]. En d’autres mots, il est possible que
l’ajout de connaissances et d’informations permette de réduire la dispersion observée
et tendre vers un caractère certain ou vers un phénomène purement aléatoire. La taxo-
nomie de [Thunnissen, 2005] n’y échappe pas et deux familles d’incertitudes peuvent
être distinguées : l’incertitude aléatoire et l’incertitude épistémique.

L’incertitude aléatoire caractérise des phénomènes qui sont inhérents au procédé ou aux
phénomènes physiques étudiés. Ainsi l’ajout de connaissance, au moins à court terme,
ne permettra pas de réduire la variation constatée. Par exemple, les séries de mesures,
faites pour caractériser la qualité d’une éprouvette fabriquée additivement à isoréglage
(comme dans [Lewandowski et Seifi, 2016]), affichent une dispersion qui est inhérente au
procédé et l’ajout de plus de mesures (plus d’informations) ne permettra pas de réduire
les incertitudes observées.

L’incertitude épistémique est une incertitude qui est réductible, elle est due à un manque
de connaissance ou d’informations. Si de la connaissance est ajoutée, par exemple grâce
à de meilleurs modèles, des connaissances provenant d’experts, et cætera, alors dans ce
cas, les variations engendrées par ces incertitudes se réduiront. En théorie, si suffisam-
ment de connaissance est ajoutée, cette incertitude doit disparaitre, mais l’ajout de
connaissance ou la collecte de nouvelles informations est souvent coûteux [Roy et Ober-
kampf, 2011]. Les modèles numériques modélisant la physique du procédé de FA sont
généralement très coûteux et nécessitent souvent des simplifications [Mahadevan et al.,
2022, Venturi et Taylor, 2023]. Ces simplifications sont alors une source inévitable d’in-
certitudes épistémiques et d’incertitudes de modèles (voir la figure 1.11). La parcimonie,
les erreurs de mesures, le traitement des données sont une source d’incertitudes épis-
témiques ; les entrées des modèles ou les paramètres physiques des modèles sont aussi
une source d’incertitudes épistémiques dans le cadre de la FA [Mahadevan et al., 2022].
Percevoir la différence entre incertitude aléatoire et incertitude épistémique se résume
dans ces questions : si l’un se demande « quelle est la performance de cette pièce (en
particulier) », alors la réponse est une valeur précise qui ne peut être connue, car les pa-
ramètres du procédé de fabrication sont connus avec imprécision pour cette pièce et les
modèles incertains dans leurs prédictions de la physique ; si l’autre se demande « quelle
est la performance d’un ensemble de pièces », alors la réponse prend la forme de lois de
probabilités [Roy et Oberkampf, 2011].
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Figure 1.12 – Déroulement des activités de quantification de l’incertitude (QI) pour les
processus de fabrication additive (FA), issue de [Mahadevan et al., 2022].

Favoriser l’adoption de la FA passe par l’utilisation de techniques de vérification, vali-
dation et la QI [Wang et al., 2020, Mahadevan et al., 2022]. Ces activités consistent à
considérer les incertitudes provenant des activités de modélisation mathématique, de la
résolution numérique et de la collecte de données expérimentales [Roy et Oberkampf,
2011]. La figure 1.12 montre le flux des activités de la QIs. Ce flux est séparé en trois
phases distinctes : la vérification ; la validation et la QI. L’étape de vérification consiste à
transcrire les modélisations mathématiques numériquement et à considérer les erreurs de
ces implémentations [Roy et Oberkampf, 2011]. La thèse de [Choi, 2005] s’inscrit dans
cette démarche †. Vient la phase de validation, où les résultats numériques sont com-
parés avec des données expérimentales afin d’estimer les erreurs d’approximation [Roy
et Oberkampf, 2011]. Enfin, l’agrégation de toutes ces sources d’incertitudes permet de
quantifier les incertitudes et de prendre des décisions pour atténuer leurs effets. Au mo-
ment de l’écriture de ces lignes, l’auteur n’a trouvé aucune adaptation de ces cadres de
gestion des incertitudes à l’OT. Des études sur des pièces à isoconception existent, par
exemple [Gorguluarslan et al., 2019, Nath et al., 2020], mais il semble que pour le moment
aucune ne lie l’OT au processus de vérification et de validation pour la QI.

†. Les conceptions robustes de type III peuvent être intégrées dans l’étape de validation, mais ce
n’est pas dans l’esprit initial de cette notion.
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Cette sous-section référence plusieurs travaux qui attestent de la motivation d’intégrer
les différents types d’incertitudes. La représentation et la modélisation mathématique
des incertitudes épistémiques et incertitudes aléatoires fait l’objet de la sous-section
suivante.

1.2.2 Représentation et modélisation mathématique des incerti-
tudes

La sous-section précédente décrit les approches permettant de caractériser, modéliser
les incertitudes d’un processus complexe et atténuer leurs effets. Deux grandes familles
d’incertitudes y sont décrites : l’incertitude épistémique et l’incertitude aléatoire. Afin
de pouvoir estimer les indicateurs de performance d’une pièce ou d’un système sous in-
certitude, les variables incertaines doivent avoir une représentation et une modélisation
mathématique et numérique pour être intégrées aux différents modèles représentant le
produit et le procédé de fabrication. L’incertitude aléatoire est décrite par la théorie
des probabilités ; la théorie des probabilités peut aussi décrire l’incertitude épistémique
[Helton et al., 2004, Helton et Oberkampf, 2004]. Pour modéliser l’incertitude épisté-
mique d’autres solutions sont envisageables : la théorie des possibilités, la théorie de
Dempster-Shafer, intervalles de valeurs maximales et minimales, l’élicitation d’experts,
les inférences bayésiennes et la logique floue [Helton et al., 2004, Helton et Oberkampf,
2004, Ferson et al., 2004]. Certaines sous-catégories d’incertitudes ne peuvent être repré-
sentées que par des théories spécialisées, par exemple les incertitudes comportementales
sont représentés par la théorie des jeux [Thunnissen, 2005, pp. 43–45]. La FA est affectée
par de incertitudes comportementales ; par exemple, comment le fabricant va-t-il choisir
l’orientation de la pièce sur la plateforme de fabrication ? Ce choix est aussi bien guidé
par des contraintes technologiques que par des habitudes du fabricant.

La théorie des probabilités permet d’estimer la vraisemblance d’occurrence d’un événe-
ment. Si l’univers est à valeur réelle, dans ce cas la fonction de répartition permet de
calculer la probabilité qu’à une variable aléatoire de prendre une valeur inférieure au
seuil prescrit. Si Ξ est une variable aléatoire et 𝑎 ∈ ℝ le seuil, dans ce cas la fonction de
répartition 𝐹Ξ s’écrit :

𝐹Ξ (𝑎) = ℙ (Ξ ≤ 𝑎) = ∫
𝑎

−∞
𝑓Ξ(𝑡)d𝑡 , (1.1)
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avec 𝑓Ξ la fonction de densité de probabilité. La fonction de densité de probabilité
(FDP) permet de calculer plusieurs indicateurs de la loi de probabilité ℙΞ, comme ces
moments : la moyenne qui représente son barycentre ; l’écart-type ou la variance qui
caractérise sa dispersion ; l’asymétrie qui quantifie le gauchissement ; ou encore le kur-
tosis qui calcul l’aplatissement de la loi de probabilité. La loi de probabilité peut être
non spécifique, mais les phénomènes aléatoires sont souvent représentés par des lois de
probabilité paramétrées, p. ex. la loi uniforme. Le choix de la loi est important et même
s’il est souvent observé que les phénomènes obéissent à des lois normales, le support de
la physique doit être respecté, sinon il s’agit de Quetelisme [Thunnissen, 2005].

Pour évaluer la robustesse d’un processus incertain, le recours à la moyenne et à l’écart-
type est habituel. Habituellement, la fonction coût est reformulée comme étant une
somme pondérée entre : l’estimation de la performance moyenne et l’estimation de
la performance de l’écart-type (se référer à la section 1.4 pour plus d’informations). La
moyenne est aussi appelée moment ordinaire d’ordre 1. Les moments ordinaires se
calculent :

𝑚𝑟(Ξ) = 𝔼(Ξ)𝑟 = ∫
+∞

−∞
𝑡𝑟𝑓Ξ(𝑡)d𝑡 , (1.2)

avec 𝑟 ∈ ℕ l’ordre La variance est calculée à partir des moments centrés et est appelée
moment centré d’ordre 2. Les moments centrés s’écrivent :

𝜇𝑟(Ξ) = ∫
+∞

−∞
[𝑡 − 𝑚1(Ξ)]𝑟𝑓Ξ(𝑡)d𝑡 . (1.3)

Par construction de la théorie des probabilités, si une personne connait la vraisem-
blance d’occurrence d’un événement, alors elle connait aussi la vraisemblance de son
complémentaire. Cette limitation est levée par certaines théories permettant de consi-
dérer l’incertitude épistémique. Ainsi, l’occurrence d’un événement ne se résume plus à
un scalaire, mais à un intervalle. Comme mentionné précédemment, l’expression la plus
basique est un intervalle de valeurs, il est vrai que de nombreuses données expérimentales
sont exprimées sous cette forme, mais leurs utilités et représentativités ne font pas le
consensus [Ferson et al., 2004]. Dans le cas de la théorie de Dempster-Shafer des bornes
sont définies pour la fonction de répartition, permettant d’envisager des incertitudes sur
la vraisemblance d’occurrence d’un événement. Les deux fonctions de répartition sont
définies comme ceci :

— Fonction de répartition de croyance (cumulative belief function (CBF)) : 𝐵𝑒𝑙Ξ. Elle

34



1.2. CONSIDÉRATION DES INCERTITUDES LORS DE LA PHASE DE CONCEPTION

est la plus petite probabilité d’occurrence d’un événement.
— Fonction de répartition de plausibilité (cumulative plausibility function (CPF)) :

𝑃𝑙Ξ. Elle est la plus grande probabilité d’occurrence d’un événement.

La théorie de Dempster-Shafer permet d’agréger facilement des connaissances d’experts
avec des données ou n’importe quelle autre source et de les discriminer en fonction de
leurs crédibilités. La figure 1.13a l’illustre, si dix pourvoyeurs (données, experts, modèles,
et cætera) possédant le même poids et attribuent à 𝑣 les intervalles (focal) suivants :
[1, 3], [1, 4], [1, 10], [2, 4], [2, 6], [5, 8], [5, 10], [7, 8], [7, 10] et [9, 10], alors les fonctions de
répartition de la figure 1.13a sont obtenues. Un bénéfice supplémentaire réside dans la
proximité de la théorie de Dempster-Shafer et la théorie des probabilités (utilisée lors de
la propagation des incertitudes).

(a) Fonctions de répartition de
plausibilité et de croyance, issue de

[Helton et al., 2004].

(b) Fonctions de répartition droite et
gauche d’une boîte de probabilité

(p-boîtes).

Figure 1.13 – Deux approches pour représenter l’incertitude épistémique.

Une alternative continue est l’utilisation des boîtes de probabilité [Ferson et al., 2003].
Ces dernières sont répandues et sont des outils puissant (bien que coûteux computa-
tionnellement) pour la propagation des incertitudes épistémiques en fiabilité [Faes et al.,
2021]. Les boîtes de probabilité (p-boîtes) et les structures de Dempster-Shafer sont étroi-
tement liées, même si ces dernières peuvent représenter plus de cas [Ferson et al., 2003].
Comme les structures de Dempster-Shafer, les p-boîtes permettent de définir des bornes
sur la vraisemblance de la fonction de répartition ; autrement dit, une p-boîte peut être
définie comme une variable aléatoire incertaine. De façon similaire aux fonctions de ré-
partition de croyance et de plausibilité, les p-boîtes définissent une borne supérieure et
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inférieure, respectivement 𝐹Ξ(𝑎) = 1 − ℙ (Ξ > 𝑎) et 𝐹
Ξ

(𝑎) = ℙ (Ξ ≤ 𝑎). La figure 1.13b
met en lumière une p-boîte d’une loi normale avec ses paramètres contenus dans un
intervalle. Plusieurs approches existent pour construire des p-boîtes [Ferson et al., 2003].
La méthode la plus directe est de considérer les paramètres des lois de probabilité comme
étant incertains, c’est l’hypothèse directe. Les informations sur les paramètres de la
loi peuvent provenir d’experts [Ferson et al., 2003].

Pour représenter les incertitudes épistémiques, la majorité des cas utilisant des théories
alternatives à la théorie des probabilités sont appliqués pour la sécurité, c’est-à-dire pour
limiter les conséquence d’une défaillance, ou pour de la fiabilité et non pour la robus-
tesse. En conséquence, une méthode permettant de considérer la DfRo par l’utilisation
d’indicateurs inspirées des p-boîtes est proposée à la sous-section 2.3.2.

Cependant avant d’utiliser l’une de ces techniques, comme remarqué par [Paté-Cornell,
1996], il est nécessaire de connaitre les niveaux de détail requis par le projet pour la
prise en compte des incertitudes. En d’autres mots, est-ce qu’un projet est suffisamment
sensible pour réclamer un déploiement d’efforts supplémentaires, résultant de techniques
de propagation et d’agrégation plus pointues et donc plus coûteuses ? Peut-être qu’une
simple analyse des moments statiques et des centiles pourrait être suffisante. Pour le
projet RobustAM, l’atténuation des effets des incertitudes épistémiques est un livrable.
De plus, selon [Helton et al., 2004, Helton et Oberkampf, 2004], il est important de savoir
communiquer, aux différentes parties prenantes, les résultats ayant fait l’objet d’une
analyse d’incertitudes, parfois difficilement compréhensibles pour des publics néophytes.

En synthèse, la question ci-dessous est traitée :

Comment les incertitudes sont-elles modélisées, représentées et leurs effets
atténuées pour un processus basé sur des modèles ?

En premiers lieux, les outils de modélisation de processus complexes sous incertitudes
ont été revus. Le contexte du projet, fait que la modification des diagrammes existant
semble la voie à suivre, afin de modéliser le processus de conception sous incertitudes.

Deuxièmement, l’atténuation des effets des incertitudes se fait par deux méthodes :
robuste ou fiabiliste. La seconde considère la durabilité dans le temps du produit, ce qui
n’est pas recherché ici. Toutefois, la représentation des incertitudes épistémiques s’utilise
essentiellement avec les méthodes fiabilistes, nécessitant une adaptation des méthodes
existantes à l’approche robuste.

36



1.2. CONSIDÉRATION DES INCERTITUDES LORS DE LA PHASE DE CONCEPTION

Conception

Fabrication

Validation
Inspections et 

évaluations

Post-traitement

Machine

Simulation de la 
fabrication

GCODE

Determination 
des couches

STL

Pavage

Simulation des 
performances

STEP

Conception

Performances 
des pièces

Ambiguïté & 
intéraction

Concepteur

Fabriquant

Opérateur

Inspecteur

Aléatoire & 
de modèles

Comportementale

Figure 1.14 – Diagramme Ishikawa synthétisant le cycle de vie du produit et la
caractérisation des incertitudes pour un procédé de fabrication additive (FA).

Finalement, les multiples types d’incertitudes ont été revus. La figure 1.14 intègre la taxo-
nomie présentée par la figure 1.11 au diagramme Ishikawa vu à la section précédente. La
figure 1.14 inclut les différents types d’incertitudes. Les éclairs présents à la figure 1.6
sont caractérisés par l’incertitude aléatoire et de l’incertitude de modèles. L’incertitude
entre les acteurs est caractérisée par de l’ambiguïté et de l’incertitude d’interaction, cela
est illustré par les éclaires hachurés. Enfin, les acteurs sont eux-mêmes caractérisés par
de l’incertitude comportementale, elle est représentée par un cercle pointillé. Toutefois,
ce n’est pas un recueil (elicitation) rigoureux de toutes les sources d’incertitudes, par
exemple il n’y a aucun paramètre physique. De plus, dans cette figure, il manque des
acteurs comme le client, les autorités et le public, et cætera ; cette omission est volon-
taire pour des soucis de lisibilité, de concordance avec les thèmes abordés et les figures
précédentes.
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1.3 L’optimisation topologique comme outil d’aide à
la conception

La finalité de cette section est d’apporter des éléments de réponses aux questions sui-
vantes :

L’optimisation topologique regroupe de nombreuses approches, en vue d’in-
tégrer les incertitude identifiés par le concours des questions précédentes, les
interrogations suivantes prévalent. Comment ces approches fonctionnent-
elles ? Est-il souhaitable de considérer ces méthodes comme des boîtes
noires ? Comment le plus extensif si possible ?

L’utilisation de l’optimisation topologique supporte la conception. Ce faisant, la sous-
section 1.3.1 introduit les concepts de l’optimisation topologique. Cela permet à la fois de
recueillir les sources d’incertitudes à l’égard de la modélisation numérique et d’expliquer
l’approche utilisée. La sous-section 1.3.2 est consacrée à l’étude de la représentation de
la topologie (c’est-à-dire de la pièce) en OT et est mise en parallèle avec l’aspect de
validation. Ce dernier point permet de compléter l’étude des différentes représentations
vues à la fin de la sous-section 1.1.3.

conception

1.3

fabrication

additive

1.1

incertitude

1.2

1.4

UT
T &

LA
SM

IS1.4, 2.3
objectif

2.1, 2.2,

2.4, 2.5, 3
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1.3.1 Ce que peut faire l’optimisation topologique

Introduction L’optimisation topologique regroupe un ensemble de méthodes permet-
tant de résoudre des problèmes de conception en fonction :

— D’une physique couplée ou non.

— D’un ou plusieurs objectifs à optimiser en fonction de la physique.

— De contraintes sur les VDs ou d’autres indicateurs de la topologie.

— D’un espace de conception où de la matière peut être librement ajoutée ou
retirée. En plus de cet espace de conception, il est possible d’ajouter des espaces
de non-conception, soit pleins ou vides. Dans ce cas l’algorithme d’optimisation
ne peut pas ajouter ou retirer de la matière dans ces zones.

Qu’importe les choix faits pour le problème d’optimisation topologique, il est toujours
possible de l’écrire de la manière suivante :

min𝒱𝒟 𝑔
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝒱𝒟 = {topologie Ω, autres VDs, …} ,
ℋ𝒫 = {hyperparamètres, …} ,
𝒫𝒫 = {paramètres physiques, …}

⎞⎟⎟⎟
⎠

sujet à

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝒞𝒫𝑒 = {contraintes procédé, …}
𝒞𝒫𝑡 = {contraintes produit, …}
𝒞ℳ = {contraintes méthode d’OT, …}
𝒞𝜙 = {contraintes physique, …}

(1.4)

avec 𝑔 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑝, les 𝑝 fonctions objectifs mesurant la performance de la topologie et
𝑛 le nombre de VDs ‡, ces variables doivent être choisies pour minimiser 𝑔. Ces VDs
sont contenues dans l’ensemble 𝒱𝒟, la topologie est toujours dans cet ensemble, même
si cette dernière peut être décrite de manière différente en fonction des méthodes OT
choisies [Sigmund et Maute, 2013, van Dijk et al., 2013, Rozvany, 2009]. Quoi qu’il en soit,
l’objectif est de répartir la matière, en modifiant la topologie Ω et en minimisant 𝑔, dans
l’espace de conception et en respectant les contraintes contenues dans les ensembles 𝒞𝑥.
Outre la topologie, d’autres VDs peuvent être ajoutées au problème d’optimisation. ℋ𝒫
est l’ensemble qui contient les hyperparamètres utilisés lors de l’optimisation de la pièce
ou du produit, ils peuvent provenir de la méthode d’OT ou aux modèles nécessaires à la
résolution du problème physique, par exemple le raffinement, ℎ, d’un maillage d’éléments

‡. Noter que la topologie de la pièce peut être décrite avec 𝑛Ω paramètres (𝑛 = 𝑛Ω + …), lorsque
ces paramètres sont non spécifiés la topologie sera décrite par la forme Ω ⊂ ℝD avec D = 2 ou D = 3.
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finis. L’ensemble 𝒫𝒫 contient les paramètres physiques. En particulier, ils sont utiles pour
résoudre les équations différentielles (contenues dans 𝒞𝜙). Les valeurs contenues dans les
ensembles ℋ𝒫 et 𝒫𝒫 sont nécessaires à la résolution du problème d’optimisation (1.4)
et pas uniquement 𝑔. Les contraintes du problème (1.4) peuvent être sous la forme
d’égalités ou d’inégalités. Le premier ensemble, 𝒞𝒫𝑒, décrit l’ensemble des contraintes
issues du procédé de fabrication, par exemple, l’espace de fabrication d’une imprimante
3D. Le second, 𝒞𝒫𝑡, contient les contraintes du produit ou de la pièce, comme l’espace
de conception. 𝒞ℳ comprend l’ensemble des contraintes inhérentes à la méthode d’OT,
elles sont souvent uniques en fonction de la méthode adoptée. Enfin, 𝒞𝜙, est lié au respect
des équilibres des problèmes physiques.

Le problème d’optimisation donnée par l’équation (1.4) est générique, et le choix de
la physique est exhaustif : la mécanique élastique linéaire [Bertolino et Montemurro,
2022], la thermomécanique [Ogawa et Yamada, 2022], et cætera. La fonction objectif
peut prendre des formes variées : contrôler un comportement, comme des diodes ther-
momécaniques [Dalklint et al., 2024], maximiser la rigidité d’une structure [Montemurro,
2022], et cætera. La forme de la topologie peut être décrite sur plusieurs échelles [Wu
et al., 2021], permettant de maximiser la performance de résolution du procédé de FA.
Les VDs peuvent être étendues au choix de plusieurs matériaux [Huang et Li, 2021],
profitant des avantages du procédé de FA. Enfin, l’OT permet aussi l’assemblage de
plusieurs composants, répondant à certaines contraintes posées par le procédé de FA et
ouvrant la voie à la constitution de produits plus complexes [Liu et Kang, 2018].

Mécanique élastique linéaire Dans la suite de ce manuscrit, la mécanique élastique
linéaire est définie comme étant la physique servant de support à l’OT. Les paragraphes
qui suivent décrivent la mécanique élastique linéaire, sa résolution numérique et les
fonctions objectifs qui lui sont associées dans le cadre de l’OT.

Une pièce est décrite par la forme Ω ⊂ ℝD, elle est soumise à plusieurs conditions aux
limites. Ces conditions affectent la pièce sur les frontières Γ𝑑 et Γ𝑡. Γ𝑑 correspond à la
frontière où les déplacements sont prescrits, par 𝑢𝑑, et où la structure est généralement
attachée (dans ce cas 𝑢𝑑 = ⃗0) ; cette condition est appelée condition aux limites de Diri-
chlet. Γ𝑡 correspond à la frontière où sont exercées des forces de traction 𝑡 = [ 𝑡𝑥 𝑡𝑦 𝑡𝑧 ]T.
Enfin Γ dénote la frontière restante tel que 𝜕Ω ∖ (Γ𝑑 ∪ Γ𝑡) = Γ, avec Γ𝑑 ∩ Γ𝑡 = ∅ et
Γ𝑑 ≠ ∅. De plus, des forces massiques, notées 𝑚, peuvent s’appliquer à Ω, p. ex. si
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la gravité est considérée. La figure 1.15 présente la configuration classique en élasticité
linéaire. La notation de Voigt est utilisée pour le reste du document.

Figure 1.15 – Configuration du problème d’élasticité linéaire.

L’objectif est de pouvoir trouver le champ de déplacements, 𝑢 ∶ Ω → ℝD, solution du
problème d’élasticité linéaire. L’élasticité linéaire est limitée par des d’hypothèses [Fish
et Belytschko, 2007], admises dans la suite de ce manuscrit :

— Les déformations sont petites,
— Le comportement du matériau est linéaire et isotrope,
— Les effets dynamiques et thermiques sont négligés,
— Aucune fissure ni chevauchement de la forme ne sont admis.

Sous l’hypothèse des petites déformations, l’équation (1.5) fait le lien entre les déplace-
ments 𝑢 et les déformations 𝜀 :

𝜀 = ∇𝑆𝑢 ,

=
⎡
⎢⎢
⎣

𝜕/𝜕𝑥 0 0 𝜕/𝜕𝑦 𝜕/𝜕𝑧 0
0 𝜕/𝜕𝑦 0 𝜕/𝜕𝑥 0 𝜕/𝜕𝑧

0 0 𝜕/𝜕𝑧 0 𝜕/𝜕𝑥 𝜕/𝜕𝑦

⎤
⎥⎥
⎦

T

⎡
⎢⎢
⎣

𝑢𝑥

𝑢𝑦

𝑢𝑧

⎤
⎥⎥
⎦

,
(1.5)

avec ∇𝑆 la matrice gradient contenant les dérivées partielles {𝜕/𝜕𝑥, 𝜕/𝜕𝑦, 𝜕/𝜕𝑧}, 𝜀 la forme
matricielle des déformations, telle que 𝜀 = [ 𝜀𝑥𝑥 𝜀𝑦𝑦 𝜀𝑧𝑧 𝜀𝑥𝑦 𝜀𝑥𝑧 𝜀𝑦𝑧 ]T. L’équilibre des forces
donne la relation suivante :

∇T
𝑆𝜎 = 𝑚 , (1.6)
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avec 𝑚 = [ 𝑚𝑥 𝑚𝑦 𝑚𝑧 ]T le vecteur des forces massiques et 𝜎 la forme matricielle des
contraintes, telle que 𝜎 = [ 𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑧𝑧 𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧 𝜎𝑦𝑧 ]T.

En élasticité linéaire, le lien entre contraintes et déformations est établi grâce à la loi de
Hooke. Dans le cas d’un matériau isotrope et linéaire, la loi de comportement est la
suivante :

𝜎 = 𝐷𝜀 ,

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜆 + 2𝜇 𝜆 𝜆 0 0 0
𝜆 𝜆 + 2𝜇 𝜆 0 0 0
𝜆 𝜆 𝜆 + 2𝜇 0 0 0
0 0 0 𝜆 0 0
0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 𝜆

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝜀 ,
(1.7)

avec 𝐷 la matrice d’élasticité pour un matériau isotrope et linéaire. Cette loi dépend
de deux coefficients, dits de Lamé, 𝜆 et 𝜇. Il est fréquent d’utiliser des grandeurs ayant
plus de sens physique, 𝐸 et 𝜈, tel que :

𝜆 = 𝐸𝜈
(1 + 𝜈) (1 − 2𝜈) et 𝜇 = 𝐸

2 (1 + 𝜈) , (1.8)

avec 𝐸 et 𝜈 respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson. Le module de
Young exprime la rigidité d’un matériau en traction. Le coefficient de Poisson traduit, au
signe moins prêt, le ratio entre les déformations axiale et transversale. Si la déformation
est plus petite que la limite élastique 𝜎𝑦, alors l’équation (1.7) est valide, sinon la loi de
comportement doit traduire la plasticité du matériau. Finalement, il reste à faire le lien
entre les forces de traction et les contraintes, ce qu’un bilan des forces permet de faire :

𝑡 = Τ𝑛 ,

=
⎡
⎢⎢
⎣

𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧

𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑦𝑧

𝜎𝑥𝑧 𝜎𝑦𝑧 𝜎𝑧𝑧

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

𝑛𝑥

𝑛𝑦

𝑛𝑧

⎤
⎥⎥
⎦

,
(1.9)

avec Τ la matrice des contraintes et 𝑛 le vecteur normal unitaire. Ce lien permet de
considérer la condition aux limites des forces de traction, aussi appelé condition aux
limites de Neumann. Ainsi, le problème d’élasticité linéaire consiste à trouver la fonction
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vectorielle des déplacements 𝑢 ∶ Ω → ℝ3 telle que :

⎧{{{{
⎨{{{{⎩

∇T
𝑆𝜎 = 𝑚 dans Ω équilibre des forces

𝜀 = ∇𝑆𝑢 dans Ω relation déformation-déplacement
𝜎 = 𝐷𝜀 dans Ω loi de comportement
𝑡 = Τ𝑛 sur Γ𝑡 condition aux limites de Neumann

𝑢 = 𝑢𝑑 sur Γ𝑑 condition aux limites de Dirichlet

(1.10)

Ce système est appelé formulation forte du problème d’élasticité linéaire. Pour résoudre
ce système, les différences finies ou les éléments finis figurent parmi les méthodes les
plus populaires [Quarteroni et al., 2006]. Dans le cadre de cette thèse, nous avons décidé
de nous baser sur la méthode des éléments finis (MEF), car cette dernière est bien
implantée dans la communauté de l’OT et il existe de nombreuses librairies ouvertes
avec une communauté active, comme la librairie DOFINx de [Baratta et al., 2023] ; ce ne
sont que des avantages dans le cadre de la conception d’un code ouvert, qui est l’une des
exigences de ce travail. Obtenir la formulation faible est la première étape qui permet
de discrétiser le problème grâce à la MEF. La formulation faible consiste à réécrire le
problème (1.10) sous forme d’intégrales sur les différentes parties du domaine. Pour
cela, une fonction vectorielle, dite de poids, est définie par 𝑤 ∶ Ω → ℝ3 ; dans le cas
de l’élasticité linéaire, elle est aussi dénommée par le champ des déplacements virtuels.
Cette fonction permet de garantir l’équivalence entre la formulation faible (l’équation
(1.11)) et forte (l’équation (1.10)) en imposant la condition sur les déplacements (𝑢𝑑),
car 𝑤 = ⃗0 sur Γ𝑑 et est quelconque ailleurs. Ainsi, la formulation faible permet de trouver
le champ des déplacements, 𝑢 ∶ Ω → ℝ3, tel que :

∫
Ω

(∇𝑆𝑤)T 𝐷∇𝑆𝑢dΩ⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
énergie contenue dans Ω

= ∫
Γ𝑡

𝑤T𝑡dΓ + ∫
Ω

𝑤T𝑚dΩ⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
travaux des forces extérieures

,

𝑎(𝑢, 𝑤) = 𝑙(𝑤) .
(1.11)

Résolution numérique La MEF discrétise la forme Ω par un maillage. Ce maillage
est composé de 𝑛el éléments, dénotés par Λ𝑒 ∈ ℒ = {Λ1, … , Λ𝑛el}, eux-mêmes constitués
de nœuds. Le nombre total de nœuds qui composent le maillage est noté par 𝑛node et
la position d’un nœud 𝑠 contenue dans le vecteur 𝐗𝑠 ∈ ℝD. Cette méthode permet
d’obtenir une solution approximative de 𝑢, notée 𝐮 ∈ ℝD𝑛node § . Les déplacements, dans

§. Pour le confort de lecture, les matrices et les vecteurs appartenants au monde du discret sont
notés respectivement en gras majuscule et gras minuscule.
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Λ𝑒, sont approchés de cette façon :

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≈ 𝐍𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐮𝑒 ∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Λ𝑒 . (1.12)

𝑁𝑒 est appelé la matrice des fonctions de base et dépend du type et de l’ordre des
éléments qui compose le maillage et 𝐮𝑒 les déplacements calculés aux nœuds de Λ𝑒. Il est
possible d’obtenir la dérivée de ces fonctions, afin de discrétiser complètement l’équation
(1.11), elle s’écrit de cette manière ∇𝑆𝐍𝑒 = 𝐁𝑒. Enfin, le lien entre les déplacements
dans un élément 𝑒 et les déplacements aux nœuds dans la structure nécessite des opé-
rations d’assemblages réalisés grâce à la matrice de connectivité 𝐋𝑒, ainsi 𝐮𝑒 = 𝐋𝑒𝐮.
Finalement, la forme discrétisée de la formulation faible (1.11) est la suivante :

𝐰T
𝑛el

∑
𝑒=1

𝐋𝑒T[ ∫
Λ𝑒

𝐁𝑒T𝐃𝑒𝐁𝑒dΩ
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐊𝑒

𝐋𝑒𝐮 − (∫
Γ𝑒

𝑡

𝐍𝑒T𝐭𝑒dΓ + ∫
Λ𝑒

𝐍𝑒T𝐦𝑒dΩ)
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐟𝑒

] = 0 , (1.13)

avec 𝐊𝑒 la matrice de raideur élémentaire pour l’élément 𝑒 et 𝐟𝑒 le vecteur des forces
extérieures élémentaire. Généralement, ces intégrales sont résolues à l’aide des méthodes
de quadrature de Gauss. Avec ces notations, l’équation (1.13) est simplifiée comme ceci :

𝐰T(
𝑛el

∑
𝑒=1

𝐋𝑒T𝐊𝑒𝐋𝑒

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝐊

𝐮 −
𝑛el

∑
𝑒=1

𝐋𝑒T𝐟𝑒
⏟⏟⏟⏟⏟

𝐟

) = 0 , (1.14)

avec 𝐊 la matrice de raideur globale et 𝐟 la matrice des forces extérieures globales.
Résoudre l’équation (1.14) pour obtenir 𝐮 est l’opération la plus coûteuse en temps lors
de l’analyse par la MEF. En effet, même si la matrice 𝐊 est creuse, elle est de grande
dimension (D2𝑛node ×𝑛node ou 𝑛dof ×𝑛dof), son inversion est nécessaire pour obtenir 𝐮 et
la complexité algorithmique est polynomial par rapport au nombre ligne de la matrice !
Dans l’équation (1.14), il y a deux inconnues : les déplacements dans la forme Ω et sur
∁𝜕ΩΓ𝑑, ils sont notés par 𝐮𝑙 ; et les forces de réaction au niveau de Γ𝑑, elles sont notées
par 𝐫𝑑. En notant les forces de réaction par le vecteur 𝐫 = 𝐊𝐮 − 𝐟 = [ 𝐫𝑑 𝐫𝑙 ]T, l’équation
(1.14) peut être partitionnée de la manière suivante :

[
𝐊𝑑 𝐊𝑑𝑙

𝐊T
𝑑𝑙 𝐊𝑙

]
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝐊

[
𝐮𝑑

𝐮𝑙
]

⏟
𝐮

= [
𝐫𝑑

𝐟𝑙
]

⏟
𝐟

. (1.15)
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Plusieurs techniques existent pour résoudre l’équation (1.15), mais elles ont en commun
de trouver 𝐮𝑙, 𝐫𝑑 et d’inverser en partie ou en totalité 𝐊.

Utilisation en optimisation topologique (OT) Dans les paragraphes précédents, le
problème d’élasticité linéaire et sa discrétisation avec la MEF ont été introduits. En OT,
lorsque la physique utilisée est l’élasticité linéaire, minimiser la souplesse moyenne de la
structure est courant dans la littérature [Bendsøe et Sigmund, 2003]. Vouloir minimiser
la souplesse moyenne revient à vouloir maximiser la rigidité de la structure et ainsi à
garantir sa fonctionnalité et limiter les risques de défaillance [Ji, 2003]. Ces cas sont
largement traités dans la littérature, où une contrainte produit sur le volume de la
topologie optimisée est ajouté [Bendsøe et Sigmund, 2003]. Avec la notation de l’équation
(1.4), ce problème s’écrit de la manière suivante :

min𝒱𝒟 𝑐 (𝒱𝒟 = {Ω} ,𝒫𝒫 = {𝐸, 𝜈})
sujet à 𝒞𝒫𝑡 = {𝑉 (Ω) − 𝑉 ∗ = 0, Ωec = Ω∗

ec}
𝒞𝜙 = {(1.10) ou (1.11)}

(1.16)

Avec 𝑐 ∶ Ω → ℝ1 la fonction objectif mesurant la souplesse moyenne de Ω, elle est fonction
des déplacements 𝑢. Les paramètres physiques sont décrits dans la loi de comportement
(voir les équations (1.7) et (1.8)) : 𝐸 et 𝜈. La contrainte produit sur le volume est
nécessaire. Cette dernière spécifie que le volume de la pièce 𝑉 ∶ Ω → ℝ1 doit être égal à
un volume cible 𝑉 ∗. Généralement, le volume cible est remplacé par sa fraction de volume
dans l’espace de conception. L’espace de conception est dénoté par Ωec ⊂ ℝD et ceux de
non-conception par Ωvi ⊂ ℝD et par Ωpl ⊂ ℝD respectivement les espaces vide et rempli
de matière. L’union des trois espaces est noté par Ωtot = Ωec∪Ωvi∪Ωpl et s’appelle espace
total. En raison de la construction des problèmes d’optimisation topologique Ω ⊆ Ωec,
la figure 1.16 esquisse le cadre de l’OT en mécanique élastique linéaire.

Dès lors, si 𝑉ec correspond au volume de l’espace de conception et 𝜑∗ à la fraction de
volume voulue, alors 𝒞𝒫𝑡 = {𝑉 (Ω)/𝑉ec − 𝜑∗ = 0}. Le calcul des différents volumes est
donné par les équations suivantes :

𝑉 (Ω) = ∫
Ω

1dΩtot et 𝑉ec = ∫
Ωec

1dΩtot . (1.17)

Cette contrainte est nécessaire, car sans elle, la solution optimale serait soit l’espace
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Figure 1.16 – Configuration d’un problème d’optimisation topologique (OT) en
élasticité linéaire.

de conception remplie de matière ou de vide en fonction de la description des zones
sans matière. En effet, si les zones sans matière sont sans rigidité, dans ce cas l’absence
de matériaux dans Ωec (dans l’espace discrétisé, cela se traduit par 𝐊 = 0𝑛dof,𝑛dof) est
équivalente à une absence de transmission de force et donc à une souplesse nulle. Dans
le cas contraire, si les zones sans matière ont une rigidité infinitésimale, l’espace de
conception plein est la solution optimale.

Le choix de la fonction pour caractériser la souplesse dans le problème d’optimisation
(1.16) nécessite de prendre des précautions notamment en fonction des valeurs prises
par la condition aux limites de Dirichlet [Montemurro, 2022]. En effet, si 𝐮𝑑 = ⃗0 sur
l’ensemble de Γ𝑑, alors le choix de la fonction n’importe que peu. En revanche, si 𝐮𝑑 ≠ ⃗0,
alors le travail des forces extérieures n’est pas un bon indicateur de la souplesse, ce
dernier est égal à [Montemurro, 2022] :

𝑐tfe = 𝐟T
𝑙 𝐮𝑙 + 𝐮T

𝑑 𝐫𝑑 = 𝐟T𝐮 . (1.18)

Cet indicateur ne permet pas d’avoir un gradient qui soit fonction uniquement des quan-
tités calculées pour résoudre l’équation (1.15), indispensables pour mettre à jour Ω et
résoudre le problème (1.16). Afin de résoudre ce problème, l’indicateur qui doit être
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utilisé pour caractériser la rigidité de la structure est l’énergie potentielle totale :

𝑐ept = 𝐟T
𝑙 𝐮𝑙 − 𝐮T

𝑑 𝐫𝑑 . (1.19)

Si 𝐮𝑑 est nul, ce qui est souvent le cas dans beaucoup de tests de performance dans la
littérature, p. ex. [Yago et al., 2022], alors l’équation (1.18) est égale à l’équation (1.19)
et la formulation de la fonction objectif n’a pas d’influence sur le résultat.

Résoudre le

problème (1.10)

par la MEF

Calculer la

fonction ob-

jectif (1.19) et

son gradient

Mettre à jour Ω
1.3.2 et 2.3

𝐮 𝑐ept

𝜕𝑐ept/𝜕Ω

Figure 1.17 – Flux en optimisation topologique (OT) et résumé de la section 1.3.1.

La figure 1.17 synthétise les paragraphes précédents. Dans le cadre de l’OT avec comme
physique la mécanique élastique linéaire, la première étape consiste à résoudre le pro-
blème (1.10) par la MEF. Cela permet d’obtenir 𝐮 et de calculer la fonction objectif et
son gradient. Une fois le gradient évalué, la forme Ω peut être mise à jour à l’aide d’un
algorithme d’optimisation.

Extension du problème de souplesse en élasticité linéaire Les hypothèses de
l’élasticité linéaire imposent que les contraintes de la structure soient inférieures à la
limite élastique 𝜎𝑦. Il est intéressant de pouvoir s’assurer lors de l’optimisation que cette
hypothèse soit respectée. En outre, comme décrit à la section 1.1, le procédé de FA
montre une anisotropie dans la caractérisation de 𝜎𝑦 en fonction des paramètres du
procédé. De plus, intégrer une estimation des contraintes au problème d’OT influence le
résultat de la topologie obtenue [Bendsøe et Sigmund, 2003].

Classiquement, la considération des contraintes mécaniques se fait au travers de la mini-
misation du volume avec une contrainte produit sur les contraintes de VonMises [Bendsøe
et Sigmund, 2003]. Le problème s’écrit de la manière suivante :

min𝒱𝒟 𝑉 (𝒱𝒟 = {Ω} ,𝒫𝒫 = {𝐸, 𝜈, 𝜎𝑦, …})
sujet à 𝒞𝒫𝑡 = {𝜎VM (Ω) − 𝜎∗ = 0}

𝒞𝜙 = {(1.10) ou (1.11)}
(1.20)

De nombreuses variations du problème (1.20) existent, comme la minimisation de la
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souplesse avec comme contrainte produit : les contraintes mécaniques et le volume de
Ω [Holmberg et al., 2013] ; ou par l’usage d’autres fonctionnelles afin de caractériser les
contraintes mécaniques, comme par exemple [Chen et al., 2024] qui utilisent le critère de
fatigue de Crossland.

Pour résoudre numériquement le problème (1.20), la caractérisation de la fonction 𝜎VM

influence grandement la topologie obtenue. 𝜎VM peut être caractérisée de manière :
globale, c.-à-d. connaître et contraindre l’état des contraintes mécaniques maximales
via un indicateur global sur la topologie Ω, par exemple dans [Fan et al., 2019] ; locale,
c.-à-d. de connaître et contraindre l’état des contraintes dans chaque élément 𝑒, comme
dans [París et al., 2009] ; ou encore régionale, c’est une solution intermédiaire entre les
deux précédentes, notamment dans [Le et al., 2010].

Une autre difficulté est le phénomène de singularité [Bruggi, 2008]. La modification de la
topologie peut amener à une forme Ω où la moindre modification infinitésimale conduit
à une augmentation significative des contraintes mécaniques (et donc à une violation
des contraintes produits), mais une modification plus importante pourrait conduire à la
pièce optimale. Les méthodes d’optimisation par gradient, souvent utilisées en OT, ne
peuvent trouver ces formes singulières.

Malheureusement, en fonction des méthodes choisies, l’ajout des contraintes mécaniques,
comme contrainte produit dans le problème d’optimisation (1.4), peut mener à une
augmentation du coût de l’optimisation et à des problèmes de convergence, avec des
structures moins bien définies, comme souligné dans [Le et al., 2010]. L’augmentation
du coût de calcul est critique en optimisation robuste ou fiable. Toutefois, les méthodes
d’optimisation sous incertitudes (voir les sections 1.2 et 1.4) sont suffisamment flexibles
pour permettre une intégration des contraintes mécaniques et certaines plus économes
en coût d’usage, au prix d’une perte d’exactitude ou de justesse ou de fidélité. C’est
pourquoi nous avons décidé de ne pas étendre le problème classique de souplesse aux
contraintes mécaniques, bien que cette piste soit du plus grand intérêt pour une suite de
ces travaux.

La modélisation présentée, dans cette sous-section, est à comparer avec le recueil des
incertitudes des procédés de FA. En effet, bien que le comportement choisi pour le
matériau ne soit pas idéal, en particulier pour la limite élastique, il peut être utilisé
pour propager les incertitudes sur quelques paramètres physiques, à savoir le module de
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Young et le coefficient de Poisson.

1.3.2 Les méthodes : choix d’un descripteur topologique

Descripteurs les plus populaires Jusqu’à présent la structure est décrite par la forme
Ω. Cependant, numériquement parlant, Ω doit être paramétrée pour pouvoir calculer les
sensibilités et être optimisée. Le tableau 1.4 référence les principales méthodes pour
paramétrer Ω en OT. Même si elles ont été étendues aux structures multiéchelles, seule
l’échelle macroscopique est considérée dans ces travaux. Ces méthodes sont discriminées
par leurs descripteurs et par la nature des frontières pour la forme Ω.

Table 1.4 – Méthodes populaires d’optimisation topologique (OT) et les descripteurs
topologique associés.

Nom de la mé-

thode

Descripteur (VD) Nature de

la frontière

Références

SIMP pseudo-densité Pixelisée [Bendsøe et Sigmund, 2003],

[Sigmund et Maute, 2013].
BESO pseudo-densité Pixelisée [Xia et al., 2018]

LSM Courbe de niveau Nette [van Dijk et al., 2013],

[Allaire et al., 2021].
MMC Primitives de matière Nette [Norato et al., 2015],

[Zhang et al., 2017b].
MMV Primitives de vide Nette [Zhang et al., 2017a]

SANTO B-spline ou NURBS Nette [Costa et al., 2018],

[Giulio Costa et Pailhès, 2021].
Algorithmes

évolutionnistes

pseudo-densité Pixelisée [Munk et al., 2015, p.616]

Dans le cas de la méthode associée au schéma de pénalisation appelée matériau isotrope
avec pénalisation (SIMP) ; à la méthode d’optimisation structurelle évolutive bidirec-
tionnelle (BESO) ou autres méthodes utilisant des algorithmes évolutionnistes, comme
l’optimisation par essaims particulaires [Luh et al., 2011] ; elles décrivent Ω sous une
forme « pixelisée », où la pseudo-densité associée aux éléments, qui discrétisent l’espace
de conception, sont les descripteurs de la topologie. Idéalement la topologie obtenue doit
être composée uniquement d’éléments vides (blancs) ou pleins (noirs). La frontière, 𝜕Ω,
a une allure pixelisée, comme illustrée par la figure 1.18b. Les éléments peuvent former
un maillage régulier de pixels (en 2D) ou de voxels (en 3D), comme pour la figure 1.18b,
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mais ce n’est pas une généralité et le maillage peut contenir des éléments triangulaires en
2D si l’espace de conception comporte au moins une courbure. Ces méthodes nécessitent
un post-traitement supplémentaire si la pièce doit être fabriquée [Zegard et Paulino,
2016, Prathyusha et Raghu Babu, 2022].

(a) Description nette de 𝜕Ω. (b) Description pixelisée de 𝜕Ω.

Figure 1.18 – Nature de la frontière 𝜕Ω.

Les autres méthodes décrivent 𝜕Ω soit de manière implicite, p. ex. la méthode des
surfaces de niveau (LSM), ou de manière explicite, avec la méthode SIMP et NURBS
pour l’optimisation topologique (SANTO). Le rendu de la géométrie est nette ou lisse,
comme pointée par la figure 1.18a.

Si la topologie est décrite de façon nette, alors elle doit être cartographiée dans son espace
de conception afin de résoudre la physique du problème d’optimisation et calculer les
quantités nécessaires pour sa mise à jour. Il existe trois possibilités pour cartographier
Ω [van Dijk et al., 2013] :

— Mailler conformément Ω dans Ωec, c’est le cas présenté par la figure 1.19a. L’in-
convénient est qu’il faut remailler la géométrie à chaque changement conséquent de
topologie lors du processus d’optimisation. Ce qui est coûteux et difficile (surtout
en 3D) numériquement parlant.

— Utiliser des méthodes d’enrichissements des fonctions de base (cf. l’équation
(1.12)) au niveau de la frontière de Ω, comme avec la méthode dite des éléments
finis étendus [Fries et Belytschko, 2010]. Ces méthodes permettant de décrire avec
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plus de précision la frontière sans avoir à remailler, comme illustré par la figure
1.19b. Cependant, elles sont moins populaires que la MEF.

— Utiliser une description Eulérienne de Ω en la projetant sur le maillage ℒ, comme
le montre la figure 1.19c. C’est la méthode basée sur les densités (BD). Ainsi, à
chaque élément du maillage est associé un niveau de gris représentant sa pseudo-
densité. Cette méthode est directe à appliquer, elle est simple à mettre en œuvre,
mais elle manque de justesse lors du calcul des contraintes [Wei et al., 2010]. Ce
qui en fait une source d’incertitude épistémique, en particulier de l’incertitude de
modèles.

(a) Maillage conforme de Ω. (b) Méthode par
enrichissement.

(c) Description de Ω basée
sur les densités (BD).

Figure 1.19 – Trois méthodes de cartographie du descripteur topologique, issue de [van
Dijk et al., 2013].

La plupart des méthodes dont la nature de la frontière est nette utilisent l’une de ces
trois solutions. Par exemple, dans le cas des méthodes par composant alterable et mobile
(MMC), [Norato et al., 2015] utilisent une méthode BD, mais [De et al., 2020] utilisent
la méthode des éléments finis étendus. Cette remarque est intéressante dans le cas du
traitement des incertitudes issues des imperfections géométriques générées par le procédé
de FA. En effet, dans le cas d’une cartographie BD, peu importe le descripteur topolo-
gique utilisé, à un moment de l’optimisation, l’équation (1.15) doit être résolue sur un
maillage semblable à celui des figures 1.18b ou 1.19c ; en d’autres termes, la géométrie
est cartographiée grâce à une représentation basée sur les densités pour pouvoir résoudre
le problème physique et en calculer une mise à jour, même si son descripteur décrit la
frontière de manière nette. Une géométrie cartographiée avec une méthode BD aura la

même apparence qu’une géométrie décrite via la pseudo-densité de ses éléments, comme
avec BESO ou SIMP. Comme nous voulons développer une méthode aussi générale que
possible, le modèle d’incertitude sur les imperfections géométriques doit être compatible
avec une description BD.

51



1.3. L’OPTIMISATION TOPOLOGIQUE COMME OUTIL D’AIDE À LA CONCEPTION

Dans ces travaux, le choix de la méthode d’OT, n’est donc pas lié à son descripteur. Dans
la suite de ce manuscrit, nous avons pris la décision d’utiliser la méthode associée au
schéma de pénalisation SIMP ¶, car les premiers cas d’usage, développés au démarrage
de la thèse, utilisent des codes MatLab [The MathWorks Inc., 2023] fournis dans les
articles d’[Andreassen et al., 2011] et de [Ferrari et Sigmund, 2020], ainsi que sur le site
du [Technical University of Denmark, 2024]. De plus, SIMP est une méthode populaire
et est simple à mettre en œuvre. C’est pourquoi nous avons décidé de continuer avec
cette méthode. Les prochains paragraphes en donnent les recettes essentielles, en vue de
répondre aux questions posées en début de section.

Méthode SIMP Ces paragraphes se limitent à une courte introduction pour la mé-
thode SIMP avec pour physique la mécanique élastique linéaire. De plus, les forces mas-
siques 𝑚 seront nulles ainsi que les forces de traction 𝑡, seules les forces appliquées aux
nœuds sont considérées. Pour rappel, la description de la topologique est modélisé par
la pseudo-densité (PD) des éléments de l’espace de conception, ce sont aussi des VDs du
problème (1.16). Ce qui fait de SIMP une méthode utilisant les cartographies basées sur
les densités. Ainsi, chaque élément, 𝑒, est associé une PD : 𝜌𝑒 ∈ 𝛒 = [ 𝜌1,…,𝜌𝑛el ]T, avec
𝑛el le nombre d’éléments discrétisant Ωtot. Le schéma d’interpolation SIMP fait le lien
entre les pseudo-densités et la matrice de rigidité élémentaire du matériau fictif 𝐊𝑒. Les
éléments vides ont une PD nulle : 𝜌𝑒 = 0 ; les éléments pleins, c.-à-d. là où de la matière
est présente, ont une PD unitaire : 𝜌𝑒 = 1. Pour SIMP, cette fonction d’interpolation
est un polynôme de degré 𝑝 ; il existe de nombreuses variations [Bendsøe et Sigmund,
2003] : fonction rationnelle, décomposition par vaguelette, et cætera. Dans le cas présent,
ce schéma est utilisé [Andreassen et al., 2011, Ferrari et Sigmund, 2020] :

𝐃𝑒 ⊘ 𝐃+
𝑒 = 𝛼 + (1 − 𝛼)𝜌𝑒

𝑝 avec 𝛼 = 𝐃−
𝑒 ⊘ 𝐃+

𝑒 , (1.21)

avec 𝛼 le ratio entre la matrice d’élasticité élémentaire du matériau vide 𝐃−
𝑒 et plein

𝐃+
𝑒 . 𝐃+

𝑒 est fonction de 𝐸 et 𝜈 et équivaut à la matrice utilisée pour décrire 𝐷 dans la
loi de comportement décrite par l’équation (1.7). Cette constante permet d’assigner une
rigidité minimale, même si l’élément est vide ; cela évite des problèmes de convergence
expliqués tantôt. 𝐃𝑒 est maintenant fonction des pseudo-densités. 𝑝 est la puissance de la
loi de pénalisation SIMP, elle permet de pénaliser les PDs avec des valeurs intermédiaires

¶. Ultérieurement le schéma de pénalisation SIMP et la méthode associée seront tous les deux dé-
nommés par SIMP.
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(0 < 𝛒 < 1) qui n’ont que peu de sens physique. Si 𝑝 > 1, alors les PDs à valeurs
intermédiaires ont proportionnellement une rigidité moins importante, dès lors, il est
moins intéressant de sélectionner ces valeurs pour minimiser la fonction objectif. Une
valeur de 𝑝 = 3 est habituelle et si 𝑝 = 1, alors le problème d’optimisation est convexe
[Rozvany, 2009]. C’est la formulation faible de l’équation (1.11), modifiée par l’équation
(1.21), qui est employée avec DOFINx.

Pour trouver une solution au problème (1.16), il ne reste qu’à exprimer le gradient de
la souplesse et du volume en fonction du descripteur topologique choisi. Dans le cas de
la souplesse, comme 𝜌𝑒 est constante dans Λ𝑒, le gradient de l’équation (1.19) est égal à
[Montemurro, 2022] :

𝜕𝑐ept

𝜕𝜌𝑒
= −𝐮T 𝜕𝐊

𝜕𝜌𝑒
𝐮 = −𝑝𝜌𝑝−1

𝑒 (1 − 𝛼) 𝐮T𝐊+
𝑒 𝐮 , (1.22)

avec 𝐊+
𝑒 = ∫

Λ𝑒
𝐁𝑒T𝐃+

𝑒 𝐁𝑒dΩ la matrice de rigidité élémentaire du matériau plein. Pour
le volume, comme 𝑉 (𝛒) = ∑𝑛el

𝑒=1 𝜌𝑒 ∫
Λ𝑒

1dΩtot et 𝜌𝑒 est constante dans Λ𝑒, il s’en suit
que :

𝜕𝑉
𝜕𝜌𝑒

= ∫
Λ𝑒

1dΩtot = 𝑣𝑒 , (1.23)

avec 𝑣𝑒 le volume de l’élément 𝑒. Si ces formules sont appliquées, alors des motifs en da-
mier d’échec apparaîtront, ce qui n’est pas souhaitable, car la structure optimisée ne
peut pas être fabriquée. Plusieurs méthodes ont été développées pour contrer cet effet,
elles sont détaillées dans les références suivantes [Bendsøe et Sigmund, 2003, Rozvany,
2009]. Toutefois, dans la suite de ce manuscrit, seules les méthodes par filtrage seront
utilisées. Elles permettent de garantir : une taille de bras minimale comme contrainte is-
sue du procédé, c’est le filtre de convolution ; de fournir des conceptions sans niveau de
PDs intermédiaires difficilement interprétables d’un point de vue physique, c’est le filtre
d’Heaviside. Cela est nécessaire, dans l’optique valider expérimentalement, la méthode
et les modèles avec les procédés de FA.

Pseudo-densités

initiales 𝛒
Pseudo-densités

intermédiaires 𝛒̂
Pseudo-densités

finales 𝛒̄
Filtre

convolution

Filtre

Heaviside

Figure 1.20 – Les filtres utilisés dans SIMP et leurs effets sur la topologie.
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Pour cela deux filtres sont utilisés successivement : un filtre de convolution, où le rayon
minimal est renseigné, ici par la variable 𝑟∗ ; puis par un filtre discriminant, dit d’Hea-

viside. La figure 1.20 donne les géométries obtenues à la fin de la procédure d’optimisation
et après l’application d’aucun, d’un ou tout les filtres. Dans la figure gauche de 1.20,
les motifs en damier d’échec apparaissent si aucun filtre n’est appliqué ; si le filtre de
convolution est appliqué alors, la structure optimisée est floue, mais ce flou disparaît,
dès lors que le filtre d’Heaviside est utilisé.

Le filtre de convolution modifie les pseudo-densités initiales 𝛒 comme de cette manière :

̂𝜌𝑒 =
∑𝑖∈ℬ𝑒

𝐻(Λ𝑖, Λ𝑒)𝜌𝑖𝑣𝑖

∑𝑖∈ℬ𝑒
𝐻(Λ𝑖, Λ𝑒)𝑣𝑖

, (1.24)

avec 𝐻(Λ𝑖, Λ𝑒) = max (0, 𝑟∗ − ‖𝑂𝑖 − 𝑂𝑒‖2) un poids associé aux éléments dans le voi-
sinage de Λ𝑒 dans la boule de rayon 𝑟∗ et de centre 𝑂𝑒. ℬ𝑒 = {𝑖 | ‖𝑂𝑖 − 𝑂𝑒‖2 ≤ 𝑟∗}
est l’ensemble contenant les indices des éléments inscrits dans la boule de rayon 𝑟∗ et
de centre 𝑂𝑒. La modification des PDs intermédiaires utilise cette approximation de la
fonction d’Heaviside [Wang et al., 2011] :

̄𝜌𝑒 = tanh(𝛽𝜂) + tanh(𝛽( ̂𝜌𝑒 − 𝜂))
tanh(𝛽𝜂) + tanh(𝛽(1 − 𝜂)) , (1.25)

avec 𝛽 une constante décrivant l’exactitude de l’approximation de la fonction d’Heaviside :
plus la valeur de 𝛽 est importante et plus l’approximation est exacte. La paramètre 𝜂 est
un seuil qui discrimine les pseudo-densités, si ̂𝜌𝑒 est sous ce seuil, alors ̄𝜌𝑒 = 0 et vice versa.
Pour le paramètre 𝛽 des valeurs autour de la centaine sont courantes et pour 𝜂 des valeurs
autour de 1/2. Dans la littérature des schémas dits de « continuation » sont courants. Ils
augmentent les valeurs de 𝑝 et 𝛽 de manière incrémentale, soit dès que la convergence
est atteinte pour un jeu de paramètre ou pour un nombre d’itérations prédéterminées.
Le schéma de continuation pour 𝑝 conduit parfois à de meilleures solutions ; et pour 𝛽,
ils permettent une meilleure convergence. Des valeurs de 𝑝 faible augmentent les niveaux
de PD intermédiaire, ce qui n’est pas souhaitable lorsque les incertitudes sur la topologie
sont considérées [Chen et Chen, 2011]. C’est pourquoi le schéma de continuation n’est
appliqué que pour 𝛽. Par la suite, les pseudo-densités finales représentent les pseudo-
densités utilisées pour résoudre le problème physique ; pour SIMP ce sont les pseudo-
densités obtenues après les opérations de filtrages.
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Les gradients donnés par les équations (1.22) et (1.23) doivent être modifiés en consé-
quence. En effet, le champ de PD est maintenant calculer avec 𝛒̄ et l’équation (1.21)
doit être reformulée de cette façon :

𝐃𝑒 ⊘ 𝐃+
𝑒 = 𝛼 + (1 − 𝛼) ̄𝜌𝑝

𝑒 avec 𝛼 = 𝐃−
𝑒 ⊘ 𝐃+

𝑒 . (1.26)

Connaissant 𝜕𝑧/𝜕 ̄𝜌𝑒 (il s’agit des équations (1.22) et (1.23) en remplaçant 𝜌𝑒 par ̄𝜌𝑒), la
modification du gradient se fait par la règle de la chaîne :

𝜕𝑧
𝜕𝜌𝑒

=
𝑛el

∑
𝑘=1

𝑛el

∑
𝑗=1

𝜕𝑧
𝜕 ̄𝜌𝑘

𝜕 ̄𝜌𝑘
𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕𝜌𝑒
= ∑

𝑗∈ℬ𝑒

𝜕𝑧
𝜕 ̄𝜌𝑗

𝜕 ̄𝜌𝑗

𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕𝜌𝑒
, (1.27)

avec 𝑧 une fonction qui peut être remplacée par 𝑐ept ou 𝑉. Finalement, les dérivées
partielles de l’équation (1.27) s’obtient de la manière suivante. Pour 𝜕 ̂𝜌𝑗/𝜕𝜌𝑒 :

𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕𝜌𝑒
=

𝐻(Λ𝑗, Λ𝑒)𝑣𝑒

∑𝑖∈ℬ𝑗
𝐻(Λ𝑖, Λ𝑗)𝑣𝑖

, (1.28)

et pour 𝜕 ̄𝜌𝑗/𝜕 ̂𝜌𝑗 :
𝜕 ̄𝜌𝑗

𝜕 ̂𝜌𝑗
= 𝛽

1 − tanh(𝛽( ̂𝜌𝑗 − 𝜂))2

tanh(𝛽𝜂) + tanh(𝛽(1 − 𝜂)) . (1.29)

Tous les éléments sont en place, il ne reste qu’à assigner un champ de PD initial à la
première itération. Généralement, la topologie initiale est décrite à l’aide d’un niveau de
gris intermédiaire égale à la cible en fraction de volume, par exemple, si l’espace total
est égal à l’espace de conception, alors 𝛒0 = 𝜑∗1𝑛el,1. Au début de l’optimisation, aucune
frontière n’est visible, elles apparaissent au cours de l’optimisation ; contrairement aux
autres méthodes dont la description de la frontière est nette (voir tableau 1.4), où dès le
départ des frontières existent. Cela peut influencer grandement la prise en compte des
imperfections géométriques et des tests de vérification doivent être effectués.
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Conclusion En définitive, le problème de minimisation de la souplesse pour SIMP,
s’énonce de la manière suivante :

min𝒱𝒟 𝑐ept
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝒱𝒟 = {𝛒} ,
ℋ𝒫 = {𝑟∗, 𝜑∗, Ω∗

tot, 𝑝, ℎ, 𝛽, …} ,
𝒫𝒫 = {𝐸, 𝜈}

⎞⎟⎟⎟
⎠

sujet à

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝒞𝒫𝑒 = {𝑟min(𝛒̄) − 𝑟∗ = 0}
𝒞𝒫𝑡 = {𝑉 (𝛒̄)/𝑉ec − 𝜑∗ = 0, Ωtot = Ω∗

tot}
𝒞ℳ = {0 ≤ 𝛒 ≤ 1, 𝛒0 = 𝜑∗1𝑛el,1, (1.26), (1.24), (1.25)}
𝒞𝜙 = {(1.15)}

(1.30)

Noter que l’ensemble ℋ𝒫 est bien plus important. Dans le problème (1.30), il n’y a que
les hyperparamètres qui sont généralement considérés comme des entrées du modèle,
comme par exemple : les valeurs des contraintes, la pénalité et la finesse du maillage.

L’objectif de la section était de traiter les questions suivantes :

L’optimisation topologique regroupe de nombreuses approches, en vue d’in-
tégrer les incertitude identifiés par le concours des questions précédentes, les
interrogations suivantes prévalent. Comment ces approches fonctionnent-
elles ? Est-il souhaitable de considérer ces méthodes comme des boîtes
noires ? Comment être le plus extensif si possible ?

Pour cela, la première partie de cette section est dédiée au fonctionnement des mé-
thodes d’optimisation topologique et en particulier la méthode SIMP. Cette étude nous
a permis de distinguer les méthodes en fonction de la représentation de la géométrie
et des descripteurs associés. Cependant, même s’il est possible de décrire les frontières
de manière nette, la géométrie doit être cartographiée pour pouvoir évaluer le modèle
physique et les sensibilités associées. Pour cela, trois méthodes sont utilisées dans la
littérature, l’approche BD projette Ω dans le maillage ℒ. Cette approche peut être com-
mune à toutes les méthodes d’OT et est similaire aux méthodes utilisées par [Moroni
et al., 2017, Moroni et Petrò, 2018] pour caractériser expérimentalement la similitude
entre une pièce fabriquée et sa représentation numérique sous forme de voxels (comme
le montre la section 1.1.3). Cette étape de caractérisation est importante pour valider et
favoriser la certification de pièce FA (se référer à la section 1.1.3 et la fin de la section
1.2.1). De plus, la représentation de la topologie BD permet une certaine extensivité.
Bien que pour les premières itérations SIMP soit incapable de décrire clairement la
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frontière, nous avons décidé d’utiliser SIMP comme méthode OT, due au fait que cette
méthode soit parfaitement adaptée aux basée sur les densités. De plus, la description
des modèles physiques permet de recueillir d’autres sources d’incertitudes, notamment
les paramètres physiques de la loi de comportement de l’équation (1.7) et les conditions
aux limites.

Finalement, il semble difficile de considérer l’OT comme une boîte noire, car une modi-
fication sur la topologie entraine immédiatement une modification de la fonction coût.
Inversement, une modification de la fonction objectif entraine une modification du des-
cripteur topologique. Modification nécessaire pour évaluer la robustesse de la conception.
Si la fonction objectif change, alors le gradient doit lui aussi changer. Toutefois, dans
la littérature, des simplifications sont parfois utilisées. Cette question est ré-évaluée à la
sous-section 1.4.2.
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1.4 L’optimisation topologique sous incertitudes

Cette section a pour but de répondre aux questions suivantes :

L’optimisation topologique est un processus numérique complexe. Quels sont
les effets des incertitudes sur le résultat généré ? Comment sont-elles inté-
grées dans le processus d’optimisation topologique ? Et est-il souhaitable de
considérer ces méthodes comme des boîtes noires ?

À cet effet, cette section complète la précédente et est destinée à analyser les différentes
méthodes d’optimisation topologique sous incertitudes. La sous-section 1.4.1 introduit
les modifications à apporter au problème d’optimisation vu à la section 1.3 en fonction
des notions sur la robustesse abordées à la section 1.2. La sous-section 1.4.2 se veut plus
spécifique, elle introduit les possibilités offertes par l’optimisation topologique robuste
(OTR) et les approches permettant de considérer les incertitudes sur la topologie. Les
limitations des techniques actuelles sont établies au regard des sections précédentes.

conception

1.3

fabrication

additive

1.1

incertitude

1.2

1.4

UT
T &

LA
SM

IS1.4, 2.3
objectif
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1.4.1 Optimisation robuste et simulation de Monte Carlo

Dans cette section, les variables incertaines sont entachées d’incertitude aléatoire, la
revue de [Schuëller et Jensen, 2008, pp. 6–8] donne plus de détails et de références,
mais ne s’attarde pas nécessairement sur la représentation des incertitudes épistémiques,
exception faite de la représentation sous forme d’intervalles.

Pour faire de la robustesse en optimisation, il est fréquemment recherché de minimi-
ser deux caractéristiques de la loi de probabilité du système d’intérêt : la moyenne et
l’écart-type [Schuëller et Jensen, 2008, Beyer et Sendhoff, 2007] ; d’autres indicateurs
sont utilisés comme une probabilité de défaillance sur les contraintes du problème d’op-
timisation. Il est important de souligner que la frontière entre les problèmes d’optimi-
sation pour une conception s’appuyant sur la fiabilité (RBDO) et d’optimisation pour
une conception robuste (RDO) est floue ; en effet si quelqu’un s’en tient à la définition
de la fiabilité, dans ce cas la plupart des méthodes traitant de fiabilité sont en réalité de
l’optimisation robuste avec des contraintes exprimées sous forme de probabilité [Schuël-
ler et Jensen, 2008], car il n’y a souvent aucune notion de la durée d’emploi. Plusieurs
combinaisons de fonction objectif sont possibles, il est même envisageable d’utiliser des
approches d’optimisation multiobjectifs [Schuëller et Jensen, 2008] ou bien un seuil pro-
babiliste [Beyer et Sendhoff, 2007]. Classiquement, la fonction objectif est une somme
pondérée entre la moyenne et l’écart-type de la performance du système. Le problème
décrit par l’équation (1.30) doit faire apparaître ces deux indicateurs ipso facto ce n’est
plus la souplesse qui est minimisée, mais sa moyenne et son écart-type qui sont fonction
des différentes sources d’incertitudes qui auront été modélisées, agrégées et propagées
(cf. section 1.2.1). En conséquence, si les incertitudes sont représentées avec la théorie
des probabilités, dès lors le problème (1.30) s’écrit :

min𝒱𝒟 ̃𝑐ept (ℰ = {Ξ1, … , Ξ𝑛va} ,𝒱𝒟 = {𝛒} , …)
sujet à 𝒞𝒫𝑡 = {𝑉 (𝛒̄)/𝑉ec − 𝜑∗ = 0, …}

𝒞𝜙 = {(1.15)} , …
(1.31)

avec ̃𝑐ept la fonction objectif incluant une quantification de la robustesse de la souplesse,
qui est égal à :

̃𝑐ept = 𝑘 𝑚1(Υ) + (2 − 𝑘)√𝜇2(Υ) , (1.32)

où 𝑘 ∈ [0, 2] est un poids utilisé pour pondérer la fonction objectif robuste entre la
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moyenne et l’écart-type de Υ : si 𝑘 = 0, alors seul le terme portant sur l’écart-type
(𝜇2) est minimisé ; au contraire, si 𝑘 = 2, alors c’est uniquement la moyenne (𝑚1) qui
est minimisée ; enfin, si 𝑘 = 1, alors l’optimisation est équilibrée entre la moyenne et
l’écart-type de Υ. 𝑚1 et 𝜇2 sont les moments statistiques donnés par les équations (1.2)
et (1.3). En dernier, Υ est la variable aléatoire qui quantifie la souplesse de la structure
et est fonction du vecteur aléatoire Ξ = (Ξ1, … , Ξ𝑛va), impactant l’état de la pièce, p. ex.
la norme et l’angle d’une force, et cætera. En gardant les mêmes notations qu’à la section
1.2 :

ℙΥ = ℙ𝑐ept(ℰ={Ξ1,…,Ξ𝑛va},𝒱𝒟={𝛒},…) , (1.33)

avec ℰ l’ensemble qui contient les variables aléatoires qui altèrent 𝑐ept de plusieurs façons
comme l’illustre la sous-section 1.4.2. Dans le problème (1.31), la contrainte en volume
peut être de différente nature, à savoir : une contrainte sur le volume de la topologie qui
n’est pas affectée par les incertitudes ; une probabilité de volume à ne pas dépasser ; ou
un indicateur sur la moyenne du volume. Dans ce travail, c’est la première solution qui
est retenue. De plus, les incertitudes comportementales peuvent affecter le choix de la
valeur de la contrainte, mais cette aspect est négligé dans la suite des travaux.

Connaitre avec précision, la FDP de la loi de probabilité ℙΥ n’est possible que dans des
cas simples où la fonction inverse de 𝑐ept est calculable [Helton et al., 2004], ce qui n’est
pas le cas du calcul de la souplesse d’une pièce quelconque. Dans ce cas, un théorème
(the law of the unconscious statistician) permet d’exprimer les moments en fonction de 𝑐ept

et non de son inverse. Cependant, les intégrales des moments, une par variable aléatoire,
ne sont calculables analytiquement que dans des problèmes simples et nécessitent de
connaître la probabilité jointe. Dans ces conditions, il faut estimer numériquement les
moments et l’état des VDs. Dans cette optique, deux approches existent :

— Les approches non intrusives considèrent le système comme une boîte noire, elles
n’ont besoin que des mesures sur ℙΥ ou des réalisations du modèle 𝑐ept en des
points particuliers, mais toujours en concevant le phénomène (et la simulation
numérique) comme déterministe.

— Les approches intrusives. Dans ce cas, il faut être en mesure de calculer les indica-
teurs de l’équation (1.31) et les sensibilités associées en intégrant dans les équations
qui régissent le système les incertitudes [Stefanou, 2009]. Cela peut être épineux,
car il faut développer de nouveaux solveurs.

Dans la mesure où les sensibilités sont connues (cf. les équations (1.22), (1.23) et (1.27))
et que nous avons des contraintes logicielles et de temps, les approches non intrusives
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sont les plus adaptées. En conséquence, les valeurs de 𝑚1(Υ) et de 𝜇2(Υ) doivent être
estimées (les estimateurs seront notés par 𝑚̂𝑟 et ̂𝜇𝑟) à partir de réalisations d’un modèle
déterministe. Il va de soi qu’en fonction des approches choisies les estimations sont plus
ou moins entachées d’incertitude de modèles et d’erreurs numériques.

Pour estimer les moments (donc propager les incertitudes) d’une loi de probabilité,
plusieurs méthodes sont à disposition, selon [Schuëller et Jensen, 2008] :

— Les séries de Taylor (méthode des perturbations) et autres développements : chaos
polynomial, Karhunen–Loève, et cætera.

— Des schémas d’intégration parfois adaptés à des méthodes de réduction de dimen-
sion, comme dans [Xu et Dang, 2019].

— Des méthodes de simulation, p. ex. l’échantillonnage par hypercube latin et la
simulation de Monte-Carlo (SMC).

Bien souvent, lorsque des méthodes non intrusives sont utilisées, les estimations des
moments prennent la forme d’une somme pondérée de plusieurs réalisations du modèle
déterministe, laissant la possibilité, à condition que les codes soient flexibles, de changer
avec facilité les méthodes de propagation et de calculer les gradients des moments avec
aisance. De par la flexibilité de mise en œuvre de la SMC et de la transparence par
rapport à la taille du vecteur aléatoire, Ξ, la SMC est la méthode qui est retenue et sert
souvent de référence. En appliquant le théorème discuté précédemment, les moments,
du problème de souplesse défini par l’équation (1.31), s’expriment de la façon suivante :

𝑚1(Υ) = ∫+∞
−∞

𝑡𝑓Υ(𝑡)d𝑡 ,
= ∫+∞

−∞
𝑐ept (ℰ = {𝑢1, … , 𝑢𝑛va},𝒱𝒟 = {𝛒}, …) 𝑓Ξ(𝑢)d𝑢1 … d𝑢𝑛va ,

(1.34)

et :

𝜇2(Υ) = ∫+∞
−∞

[𝑡 − 𝑚1(Υ)]2𝑓Υ(𝑡)d𝑡 ,
= ∫+∞

−∞
[𝑐ept (ℰ = {𝑢},𝒱𝒟 = {𝛒}, …) − 𝑚1(Υ)]2 𝑓Ξ(𝑢)d𝑢 .

(1.35)

Dans le cas de la SMC, les estimateurs des équations (1.34) et (1.35) sont calculés comme
suit :

𝑚̂1(Υ) = 1
𝑛smc

𝑛smc

∑
𝑖=1

𝑐ept (ℰ = {𝑢𝑖
1, … , 𝑢𝑖

𝑛va},𝒱𝒟 = {𝛒}, …) , (1.36)
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et :
̂𝜇2(Υ) = 1

𝑛smc − 1

𝑛smc

∑
𝑖=1

[𝑐ept (ℰ = {𝑢𝑖},𝒱𝒟 = {𝛒}, …) − 𝑚̂1(Υ)]2 , (1.37)

avec 𝑢𝑖
𝑗 la 𝑖-ième réalisation de la variable aléatoire Ξ𝑗 et 𝑢𝑖 la 𝑖-ième réalisation du vec-

teur aléatoire Ξ. La méthode d’estimation devra être améliorée en regard de la taille de
l’échantillon, 𝑛smc, pour avoir une exactitude suffisante dans l’estimation des moments ;
cette taille induit nécessairement un temps de calcul sisyphéen dû aux multiples calculs
par la MEF utilisés pour évaluer 𝑐ept.

Cette sous-section aborde l’optimisation robuste en cas d’incertitudes aléatoires. La for-
mulation du problème d’OT sans incertitude a été modifiée en conséquence. L’évaluation
des indicateurs de la robustesse de la structure est détaillée avec la SMC. Cette dernière,
bien que coûteuse en temps de calcul, reste une référence et intégrable facilement. De
plus, elle est insensible au nombre de variables aléatoires.

1.4.2 Atténuation des effets des incertitudes en optimisation to-
pologique

Introduction Du problème (1.30) tous les paramètres peuvent être incertains. À l’ins-
tant où ces lignes sont rédigées, aucune revue récente sur le sujet n’a été trouvée, la seule
fut écrite par [Maute, 2014].

L’une des manières d’intégrer les incertitudes émanant du problème physique est par
les forces (actions) s’appliquant à la structure. Dans la littérature, les incertitudes sur
les forces exercées tiennent compte de ces paramètres : la localisation, la norme et
l’orientation. Les recherches de [Freitag et al., 2022] considèrent la localisation des forces
comme incertaine ; à cet égard, ils ont profité de la formulation en OT lorsque plusieurs
forces s’appliquent à une structure, dans ce cas le gradient de la souplesse est égal à
la moyenne des gradients pour chacune des forces. Les incertitudes dans l’intensité et
l’orientation des forces ont été intégrées par la méthode des perturbations dans [Peng
et al., 2018] ; l’utilisation de cette méthode permet de traiter de petites perturbations
pour ces deux grandeurs grâce à l’usage des séries de Taylor, un gain de coût de cal-
cul est possible, mais le choix de la représentation des incertitudes est restreint sans
adaptation. [Torres et al., 2021] ont remplacé les onéreuses SMCs par l’approche des
modèles d’ordre réduit stochastiques (stochastic reduced order models) ; cette méthode a
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pour avantage d’être aussi transparente que la SMC tout en utilisant un nombre limité
d’évaluations du modèle d’élément finis et ne requiert que des modifications mineures
si un code emploie déjà les SMCs pour estimer la fonction objectif. Dans cette étude,
l’intensité et l’orientation des forces sont considérées comme étant incertaines, les lois de
probabilité de Ξ sont quelconques. La recherche menée par [Wang et Gao, 2020] traite
la localisation de multiples forces ; ici les incertitudes sur la localisation ne prennent pas
une forme probabiliste ; la localisation est bornée par un intervalle autour de leurs points
d’application nominaux. Le calcul de la structure robuste s’inspire de la doctrine : tirer
le meilleur du pire (make the best out of the worst). Enfin, les travaux de [Dapogny et al.,
2023] parviennent à étudier les incertitudes épistémiques au travers d’une formulation
robuste par rapport à la distribution ; en ce sens deux lois de probabilités sont définies ℙ
et ℚ, la loi ℙ est connue à partir de données quelconques (expérimentales par exemple),
le but est de trouver la loi ℚ la plus éloignée (mais inférieure à un seuil prédéfini) de
ℙ. La méthode permet de considérer des lois génériques pour décrire le vecteur force, et
est relativement peu coûteuse en temps de calcul, car toutes les sensibilités sont calcu-
lables sans échantillonnage. Ce paragraphe n’a pas pour objectif d’être exhaustif, et de
nombreuses autres applications existent en OTR, p. ex. quand des indicateurs fiabilistes
sont utilisés [Meng et al., 2020].

Du problème physique, il est possible de considérer la matrice de rigidité ou ses para-
mètres constitutifs. Dans [Asadpoure et al., 2011], les auteurs s’intéressent à de petites
variations de la matrice de rigidité, les solutions robustes sont obtenues à partir de la
somme entre moyenne et écart-type, les incertitudes sont propagées par un développe-
ment de Taylor. De nombreuses études considèrent les paramètres physiques de la loi de
comportement (pour rappel, il s’agit de l’équation (1.10)) comme étant entachées par
des incertitudes. Par exemple dans [Meng et al., 2021] le module de Young et le coefficient
de Poisson sont modélisés soit : par une loi normale dans le cas d’une modélisation pro-
babiliste, c’est un cas de Quetelisme, car aucun tronquage n’est mentionné ; ou par des
fonctions d’appartenances triangulaires pour une représentation avec la logique floue.
Outre une modélisation avec des méthodes de représentations aléatoires ou épistémiques
des paramètres physiques, ces derniers ont été modélisés par un champ aléatoire dans
[Lazarov et al., 2012] ; un champ aléatoire associe une variable aléatoire à chaque point
d’un espace, en d’autres termes, un champ aléatoire permet de décrire un phénomène
aléatoire dans un domaine arbitraire et il peut être contraint en certains points de l’es-
pace [Jansen et al., 2015]. Par exemple dans [Lazarov et al., 2012] le module de Young est
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modélisé par un champ aléatoire uniformément distribué. En OT, il est possible d’opti-
miser une pièce avec plusieurs matériaux, comme introduit dans la section 1.3.1, l’étude
menée par [Kang et al., 2019] considère les incertitudes dues aux réactions à l’interface
de deux matériaux différents. Outre ce travail, nous n’avons pas trouvé d’études portant
sur les incertitudes dans la disposition des matériaux pour l’OT multimatériaux.

Jusqu’à présent, de l’équation (1.30) seules les incertitudes liées à la physique du pro-
blème d’optimisation ont été revues. Comme l’OT intervient précocement dans le proces-
sus de conception, au regard de la formulation d’un problème d’OT, il est vraisemblable
que l’espace de conception ou l’espace total n’ait pas encore de frontière bien définie, ce
qui est une source d’incertitude de conception. Les incertitudes sur l’espace de conception
ont été considérées dans [Meng et al., 2020, Meng et al., 2021], où certaines dimensions,
de la boîte englobante qui constitue l’espace de conception, sont modélisées soit par
une loi de probabilité ou par des fonctions d’appartenances. Dans [Li et al., 2022], les
positions des espaces de non-conception (vide ou plein) sont traitées comme mobiles et
sont optimisées au cours du processus d’optimisation. De plus, des incertitudes sur la
norme, l’orientation des forces et le module de Young sont intégrés au processus d’opti-
misation, ces dernières sont représentées sous forme d’intervalles. Malheureusement, la
position (optimisée) de ces espaces est déterministe. Une autre approche récente pour
considérer les incertitudes de conception est par les méthodes de conception générative
[Regenwetter et al., 2022]. Ces méthodes, basées sur des outils d’intelligence artificielle,
permettent de générer un éventail de solutions en fonction de contraintes, et cela de
manière plus ou moins instantanée. Par exemple, [Jang et al., 2022] génèrent une série
de conception en fonction des forces appliquées et de la similarité avec des conceptions
existantes. Finalement, les efforts de [Behzadi et Ilieş, 2021] permettent de fournir rapide-
ment des conceptions optimisées à partir d’un espace de conception et de configurations
sur les conditions aux limites variés.

L’intégration des incertitudes épistémiques dans l’OT est une préoccupation récente.
Parmi les articles déjà mentionnés, les incertitudes sous forme d’intervalles sont la re-
présentation la plus commune dans la littérature. Cependant, dans la littérature, l’usage
d’intervalles pour décrire les incertitudes épistémiques est une question qui est vivement
débattue dans la communauté « incertitude » [Ferson et al., 2004]. Ainsi, d’autres repré-
sentations sont employées. Dans [Freitag et al., 2022] les auteurs recourent aux p-boîtes
pour agréger : les incertitudes épistémiques représentés sous une forme d’intervalle ; et
les incertitudes aléatoires représentés par des lois de probabilité. Les p-boîtes sont en-
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suite utilisées pour un problème d’optimisation fiable ‖. Un aspect délicat de ce travail
est que la propagation des incertitudes n’est pas réalisée, en totalité, dans la boucle
d’optimisation topologique (uniquement la position des forces y est incluse). Les incer-
titudes issues de la norme de la force, du module de Young et l’épaisseur de la structure
sont intégrées après que l’OT ait produit une solution. L’objectif reste de minimiser un
volume (fonction de l’épaisseur et de l’aire de Ω) en fonction de ces incertitudes et de
contraintes, mais pas la topologie Ω. Dans [Meng et al., 2021], les incertitudes épisté-
miques sont modélisés à l’aide d’une représentation par la logique floue. L’agrégation des
incertitudes épistémiques et des incertitudes aléatoires est faite de manière découplée. Les
variables entachées d’incertitude épistémique sont traitées dans un problème d’optimisa-
tion à part : la fonction objectif (la souplesse) est minimisée en considérant les fonctions
d’appartenances normalisées et se réduit à une étude du pire cas. Enfin, [Zhao et al.,
2019] utilisent la théorie de Demspter-Shafer (aussi appelé théorie de l’évidence ou de la
croyance) pour représenter les incertitudes épistémiques. Le problème d’optimisation est
présenté comme un problème d’optimisation fiable, la remarque précédente s’applique
aussi. Dans cet article, les auteurs transforment les structures de Demspter-Shafer en lois
uniformes. Malencontreusement, cette transformation hâtive dans le processus d’optimi-
sation fait que la méthode déployée ne profite pas de tous les avantages de la théorie de
Demspter-Shafer, en particulier la définition de bornes sur la vraisemblance des fonctions
de répartition (CBF et CPF).

Parmi les différentes études susmentionnées, aucune n’essaye de quantifier l’apport de
chacune des sources d’incertitudes à la variabilité totale du problème de robustesse (ou
de fiabilité). Seul [Javed et Rout, 2014] ont proposé une étude de sensibilité basée sur
un plan d’expérience. Malheureusement, les modèles pour considérer les incertitudes
géométriques sont hétéroclites et les auteurs n’ont testé que leur modèle, cela dit, ils ont
conclu que parmi les forces, le module de Young, la géométrie (modélisé au travers de
la fraction volumique) et le rayon minimal 𝑟∗, la géométrie est le facteur qui a le plus
d’influence sur la performance de la topologie résultante. Ceci nous encourage davantage
à nous concentrer sur l’atténuation des effets des incertitudes affectant la topologie.

Imperfections géométriques En OTR considérer et atténuer les effets des incerti-
tudes affectant la topologie se fait au travers de trois approches. La figure 1.21 illustre
les différentes catégories et positionne ces travaux avec le rectangle pointillé. En effet la

‖. Ici, le problème peut être qualifié de : robuste avec des indicateurs fiabiliste.
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méthode d’OT utilisé est SIMP et son descripteur sont les pseudo-densités associés aux
éléments du maillage. Ces catégories sont définies de la manière suivante :

1. La méthode lagrangienne vient perturber la frontière de la géométrie en assignant
un déplacement aux nœuds caractérisent la peau de la pièce. Cela peut être réalisé
grâce aux nœuds qui composent le maillage du problème d’éléments finis.

2. L’approche eulérienne vient perturber la frontière en l’ajustant sur un maillage
fixe, généralement un champ de vélocité caractérise les écarts. Cette approche peut
être effectuée en affectant par de l’incertitude : certains hyperparamètres associés
à la méthode d’OT (et cela de manière plus ou moins intrusive en fonction des
paramètres choisis) ; les VDs du problème d’optimisation ; ou le champ de pseudo-
densités finales d’une méthode d’OT recourant à une cartographie BD.

3. En modifiant le problème d’optimisation. Soit en ajoutant à la fonction objec-
tif des indicateurs plus spécialisés que la souplesse pour traiter les imperfections
géométriques ; si les effets des incertitudes sont atténués pour tous les indicateurs,
alors il s’agit de « couplage fort », s’ils sont atténués pour une partie, alors il est
question de « couplage faible ». Ou bien en traitant l’optimisation de la perfor-
mance de la topologie (p. ex. la souplesse) et les imperfections géométriques de
manière séparée, c’est-à-dire en deux étapes.

Relativement à la méthode eulérienne avec une affectation des incertitudes sur les hyper-
paramètres, pour SIMP deux hyperparamètres peuvent jouer ce rôle. Le premier est le
paramètre 𝜂 du filtre d’Heaviside (équation (1.25)). Les premières intuitions s’amorcent
par l’utilisation de filtres basées sur des techniques de morphologie mathématique
[Sigmund, 2007, Sigmund, 2009], l’implémentation de ces méthodes appartient à la sous-
catégorie où les pseudo-densités finales sont modifiées, ce qui pour SIMP est équivalent
aux modifications des VDs. La variable 𝜂 permet de discriminer, en fonction de son ni-
veau, ce qui est plein de ce que est vide, la modifier donne le contrôle du contour de la
topologie. La figure 1.22 illustre ces propos ; la figure 1.22a représente la topologie érodée
avec une valeur de 𝜂 = 0.9, la figure 1.22b est la topologie de référence avec une valeur
intermédiaire 𝜂 = 0.5 et la figure 1.22c matérialise la topologie dilatée avec 𝜂 = 0.1.

C’est ce qu’ont réalisé [Lazarov et al., 2011], dans cette étude des mécanismes flexibles
sont conçus, la variable 𝜂 est représentée par une loi uniforme et les incertitudes sur
la souplesse sont propagées à l’aide de méthodes non intrusives qui sont la méthode de
collocation stochastique (stochastic collocationmethod) et la SMC. Cette idée a été étendue
à un champ aléatoire par les travaux de [Schevenels et al., 2011], permettant d’intégrer
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Atténuation ou propagation des

imperfections géométriques en OT

Eulérienne
Problème d’op-

timisation
Lagragienne

Couplage faible

Couplage fort

Deux étapes

variables de dé-

cision ou type II

Pseudo-

densités finales

Hyperpara-

mètres ou type I

𝛒 descripteur & 𝛒 VD

Figure 1.21 – Taxonomie des méthodes pour propager ou atténuer les imperfections
géométriques en optimisation topologique (OT).

(a) 𝜂 = 0.9. (b) 𝜂 = 0.5. (c) 𝜂 = 0.1.

Figure 1.22 – Altération des pseudo-densités finales en passant par l’hyperparamètre 𝜂.
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une variabilité spatiale au paramètre 𝜂. L’estimation des moments a été effectuée au
moyen de la SMC. Une amélioration des temps de calcul pour l’estimation des moments
est concrétisée grâce aux travaux de [Lazarov et al., 2012]. Le second hyperparamètre est
le centre de l’élément du filtre de convolution (équation (1.24)) ; en le considérant comme
étant incertain, il est possible de simuler un déplacement de matière plus important
qu’avec le paramètre 𝜂 [Jansen et al., 2013]. L’incertitude est représentée par un champ
aléatoire pour tenir compte du caractère dimensionnel des imperfections géométriques.
Dans le cas de la méthode des surfaces de niveau (LSM), le descripteur topologique
est une courbe de niveau (cf. sous-section 1.3.2). La courbe de niveau, 𝜙, permet de
discriminer le domaine en fonction ses valeurs :

⎧{
⎨{⎩

𝜙(𝑥) > 0 ⇔ 𝑥 ∈ Ω
𝜙(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 ∈ 𝜕Ω
𝜙(𝑥) < 0 ⇔ 𝑥 ∈ ∁ΩecΩ

La procédure standard de mise à jour de la courbe de niveau, donc de la topologie,
utilise l’équation d’Hamilton–Jacobi [van Dijk et al., 2013]. Pour cela, cette équation fait
intervenir un champ de vitesse, précisément la composante normale à 𝜕Ω, déterminée à
partir d’analyses de sensibilité et un pseudo-temps représentant le pas de mise à jour.
Dans ces conditions [Chen et Chen, 2011] ont perturbé la composante normale du champ
de vitesse avec un champ aléatoire. Un nombre fini de réalisations (les topologies per-
turbées) et le calcul de leurs sensibilités sont utilisés pour mettre à jour la géométrie
nominale. Noter qu’une étape de cartographie des sensibilités des géométries perturbées
vers la géométrie nominale est nécessaire. Le point, commun entre toute ces méthodes,
est que les hyperparamètres entachés par l’incertitude sont peu ou pas accessibles pour
l’utilisateur. Plus problématique, la modification de ces paramètres n’a aucun lien direct
avec la physique se cachant derrière les imperfections géométriques, et cela exige des mo-
dèles intermédiaires pour coupler les deux représentations, augmentant les incertitudes
de modèles, car rien ne garantit que l’un peut exprimer les informations contenues dans
l’autre. Exception faite des travaux de [Chen et Chen, 2011] qui se basent sur une version
non paramétrique de la LSM, ces méthodes ne nécessitent aucun travail supplémentaire
dans le calcul des sensibilités.

Une autre approche eulérienne consiste à tirer avantage de la représentation de la to-
pologie et à entacher les VDs par des incertitudes. Dans le cas de la méthode MMC, la

68



1.4. L’OPTIMISATION TOPOLOGIQUE SOUS INCERTITUDES

topologie est représentée par des primitives, en particulier cela peut être des rectangles
paramétrés par le centre, l’angle, la largeur et la longueur. Les recherches de [De et al.,
2020] traitent ces paramètres comme aléatoires. La différence avec la démarche précé-
dente se situe dans la sémantique définie à la sous-section 1.2.1 entre les conceptions
robustes de type II et I : dans le cas présent à la fin de l’optimisation, la conception est
robuste de type II ; et pour la première approche, elle est robuste de type I. Étant don-
née la variété des descripteurs topologiques (cf. section 1.3.2), appliquer cette approche
à toutes les méthodes d’OT serait fastidieux.

Enfin, parmi les méthodes eulériennes, il est envisageable de modifier le champ de pseudo-
densité finale. Comme le précise la section 1.3.2, il est toujours possible de cartographier
la géométrie sous forme d’un champ de PDs, peu importe la méthode : c’est une car-
tographie BD. Cette approche s’étend bien à SIMP et les travaux de [Sigmund, 2009]
en sont un exemple. Dans ce cas, l’auteur utilise deux filtres supplémentaires, un d’éro-
sion et un de dilatation, dans un but de simuler les écarts dus au procédé et non pour
supprimer les pseudo-densités intermédiaires, comme dans le filtre d’Heaviside. Ces deux
filtres sont basés sur des fonctions différentiables, l’épaisseur d’érosion ou de dilation
sont dépendantes des niveaux de gris générés par le filtre de convolution et est donc
fonction de 𝑟∗, ce qui rend la méthode délicate à appliquer. La formulation est inspirée
du scénario du pire des cas et une géométrie est fournie au concepteur en fin d’optimi-
sation. Toujours dans l’utilisation de filtre sur les pseudo-densités finales, [Sato et al.,
2019] emploient un filtre reposant sur l’équation d’Hamilton–Jacobi pour perturber les
géométries de manière identique que [Chen et Chen, 2011]. Ce filtre permet d’obtenir
des déformations géométriques de grande ampleur. Une fois de plus, un champ aléatoire
est utilisé pour modéliser le champ de vitesse. Malheureusement, il n’y a pas de lien
entre le modèle manipulé et la physique d’un procédé. Enfin, bien que [Javed et Rout,
2014] n’aient pas intégré leur modèle d’incertitudes géométriques dans la boucle d’op-
timisation, ils se classent dans la même catégorie, c.-à-d. que les PDs obtenues en fin
d’optimisation sont utilisées comme base du modèle d’imperfection. Dans leurs travaux,
les imperfections sont la combinaison de trois topologies obtenues à différentes fractions
de volume. Cependant rien ne garantit que les trois topologies soient semblables, rendant
une occurrence de la géométrie peu probable.

Un stratagème distinct consiste à intégrer les incertitudes sur la géométrie à partir
de la modification de la fonction coût ou du problème d’optimisation. Dans [Komini
et al., 2023], les auteurs changent la fonction objectif, au lieu de minimiser la souplesse,
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ils minimisent une somme pondérée de la souplesse (𝑐) et les déplacements provoqués
par les déformations résiduelles (𝜋). Ces derniers sont dus au procédé de FA et sont
considérés sur les frontières fonctionnelles de l’espace de conception. Les incertitudes
affectant les deux indicateurs sont découplées, mais le calcul des sensibilités se fait
toujours par rapport aux PDs, ici 𝛒 car SIMP est utilisé. Le problème d’optimisation
peut être synthétisé comme suit :

min𝛒 (1 − 𝑘1)Ψ(Ζ) + 𝑘1 𝑐 (𝒱𝒟 = {𝛒}, …)
avec Ψ(Ζ) = (1 − 𝑘2)√ ̂𝜇2(Ζ) + 𝑘2 𝑚̂1(Ζ)

ℙΖ = ℙ𝜋(ℰ={𝐟},𝒱𝒟={𝛒},…)

La fonction mesurant la souplesse ne considère pas les variations induites dans la géo-
métrie par le modèle, ce qui, au regard du résultat des exemples, est une supposition
réductrice. Un point marquant de cette étude est qu’ils considèrent un modèle numérique
basé sur le procédé pour calculer les déplacements entraînés par le processus de fabrica-
tion. Ce qui change fondamentalement à l’égard des autres références, ici le modèle est
en lien direct avec le procédé. Finalement, ils parviennent à réduire les déplacements dus
au procédé en optimisant sa topologie. Noter que les résultats fournis par la méthode
des perturbations ont une performance médiocre par rapport à la SMC. Enfin, comme
décrit dans les sections précédentes, [Freitag et al., 2022] séparent les deux problèmes ;
le premier, optimise la topologie avec pour indicateur la souplesse, le second vient opti-
miser l’épaisseur de la structure, dont la valeur nominale est incertaine, obtenue grâce
au problème précédent à une fraction d’aire donnée.

Une application de la démarche lagrangienne est de considérer les perturbations dans
le maillage, ce qui a été réalisé par [Jansen et al., 2015]. Les perturbations s’expriment
alors de la manière suivante :

𝐗̃𝑠 = 𝐗𝑠 + 𝐶(𝑥) ∀𝑥 ∈ Ωec ,

avec 𝐗̃𝑠 la position des nœuds perturbée par le modèle des variations géométriques,
𝐶, qui est un champ aléatoire modélisant la perturbation dans le maillage de nœuds.
Dans cette approche, seulement des petites perturbations au niveau des nœuds peuvent
être considérées, car division et fusion ne sont pas faisables. Au vu de la formulation
du problème, se servir de la méthode des perturbations permet de diminuer le nombre
d’évaluations du modèle physique par rapport à la SMC. Ceci est d’autant plus critique
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lorsque les modèles physiques sont plus coûteux à résoudre, comme pour la simulation
de structures en grand déplacement [Jansen et al., 2015]. La taille des écarts représentée
par les méthodes lagrangiennes est un facteur qui est limitant dans certains cas. Pour
contrevenir à cette difficulté, l’utilisation des approches eulériennes est la plus appropriée.

Les différences entre les méthodes résident : dans le choix de l’oracle (Ψ) nécessaire pour
prédire l’état des géométries perturbées (Ω̃) qui est fonction de variables entachées par
des incertitudes et dans le calcul des sensibilités. Ce modèle permet de caractériser un
écart sur la topologie. Le tableau 1.5 résume les différentes stratégies. Dans l’approche
type I, en référence à la section 1.2.1, l’état des géométries perturbées est fonction de
paramètres inclus dans l’algorithme d’optimisation topologique. Dans ce cas, l’oracle doit
faire le lien entre perturbation dans la topologie et les hyperparamètres sélectionnés. Pour
faire de la QI, il est nécessaire de s’assurer que l’exactitude entre Ω̃ et des données issues
du procédé Ω̃vraie soit maximale, passer par les paramètres des méthodes d’OT rajoute
des difficultés dans la caractérisation de Ω̃. Les méthodes basées sur les pseudo-densités
finales et les VDs ont pour avantage de modifier la paramétrisation de la topologie, ce
qui évite les problèmes sus-cités. L’atout de la première réside dans le fait que l’oracle
peut être adapté à une multitude de méthodes d’OT étant donné qu’elle utilise des PDs.
La méthode lagrangienne n’est applicable que pour des petites variations, car des parties
de la topologie sont susceptibles de se chevaucher.

Enfin, la modification de la fonction objectif semble intéressante, car l’obtention des
sensibilités peut s’en trouver facilitée et des modèles d’imperfection géométrique, en lien
avec le procédé, disponibles sur « étagère » peuvent y être introduits plus facilement. La
question de l’exactitude, du choix et de l’intégration des différents oracles reste ouverte :
les modèles numériques (p. ex. [Elahi et al., 2022]) sont coûteux, et fréquemment inso-
lubles sans simplifications [Venturi et Taylor, 2023], mais ils sont nécessaires pour des
processus d’optimisation, comme dans les travaux de [Komini et al., 2023] ; les modèles
fondés sur les connaissances métiers, p. ex. dans [Dantan et al., 2017] ; ou les modèles
basés sur des données [Al-Meslemi, 2021]. Pour des raisons de compatibilité avec les
cartographies BD, l’utilisation de modèles altérant les pseudo-densités finales (donc les
VDs après filtrages pour la méthode SIMP) nous semble plus adaptée.

Des différentes études proposées, il n’y a que celle de [Jansen et al., 2013] qui ajoute des
marges dans la taille de l’espace de conception. Cela permet d’intégrer les variations de
la pièce en dehors des frontières naturelles de l’espace de conception. Si la méthode choi-
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Table 1.5 – Approches pour intégrer les imperfections géométriques en optimisation
topologique robuste (OTR).

Méthode Modèle de perturbation Références

Type I & eulé-

rienne

Ω̃ = Ψ (ℋ𝒫) [Lazarov et al., 2011],

[Schevenels et al., 2011],

[Chen et Chen, 2011],

[Lazarov et al., 2012],

[Jansen et al., 2013].
Type I & lagran-

gienne

Ω̃ = Ψ(𝐗𝑠) [Jansen et al., 2015].

Type II Ω̃ = Ψ(Ω) [Sigmund, 2009],

[Sato et al., 2019],

[De et al., 2020].
pseudo-

densités finales

𝛒̃ = Ψ(𝛒̄) [Sigmund, 2009],

[Javed et Rout, 2014],

[Sato et al., 2019].
Couplage faible min𝛒(1 − 𝑘1)Ψ(𝜋(𝛒)) + 𝑘1 𝑐(𝛒, …) [Komini et al., 2023].

Deux étapes minΩ 𝑐(Ω, …) puis min𝑏 𝑉 (Ψ(𝑏), …)∗∗ [Freitag et al., 2022].

sie n’est pas lagrangienne ou avec le couplage, alors il est nécessaire d’adopter la même
démarche, car rien ne garantit que la pièce ne se déforme pas au-delà de cet espace. De
plus, remarquer que si l’incertitude épistémique est considérée comme méthode de re-
présentation des incertitudes, les différentes études se contentent de fournir la géométrie
qui équivaut au pire des cas. Cela ne correspond pas aux concepts subjacents des repré-
sentations des incertitudes épistémiques où l’incertitude est délimitée et bornée. Enfin,
il est bon de préciser que les topologies obtenues en fin d’RDO proposent des voies de
contrainte différentes, peu importe les variables incertaines traitées.

Cette section a pour but de répondre aux interrogations suivantes :

L’optimisation topologique est un processus numérique complexe. Quels sont
les effets des incertitudes sur le résultat généré ? Comment sont-elles inté-
grées dans le processus d’optimisation topologique ? Et est-il souhaitable de
considérer ces méthodes comme des boîtes noires ?

Premièrement, l’optimisation topologique se révèle être un outil polyvalent pour l’inté-
gration des incertitudes dues à l’environnement et au procédé de fabrication. À l’envi-
ronnement, car les conditions aux limites et conditions initiales peuvent être affectées

∗∗. 𝑏 représente l’épaisseur de la structure.
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par de l’incertitude et leurs propagations dans l’OT sont rendues possibles grâce aux
diverses méthodes d’RDO. De plus, l’incertitude due au concepteur commencent à être
considérées via l’espace de conception. Au procédé de fabrication, par la caractérisation
des incertitudes pour les matériaux et de la géométrie. Cette section montre certaines
limites dans l’intégration des incertitudes épistémiques, même si cela est normal, puisque
le sujet est étudié depuis peu. Dernièrement, une revue détaillée et une taxonomie des
différentes approches pour considérer les incertitudes géométriques sont réalisées à la
figure 1.21 et au tableau 1.5. De bonnes pratiques en résultent, ces dernières sont mises
en relation avec les sections précédentes. Malgré tout, de nombreux effort reste à faire,
pour intégrer totalement l’optimisation topologique dans un processus de vérification,
de validation et de QI.

1.5 Bilan : conception robuste pour la fabrication ad-
ditive

Au cours de ce chapitre des solutions ont été analysées permettant d’intégrer les effets
des incertitudes liées au procédé de fabrication dans le processus de conception, dans le
but d’obtenir une pièce robuste vis-à-vis des imperfections géométriques. À cet effet, les
différentes sections du chapitre 1 répondent aux problématiques associées suivantes :

1. Quelles sont les différentes sources d’incertitudes rencontrées en fabrication addi-
tive ? Où interviennent-elles dans le cycle de vie du produit ? Comment sont-elles
modélisées ?

2. Comment les incertitudes sont-elles modélisées, représentées et atténuées pour un
processus basé sur des modèles ?

3. L’optimisation topologique est un processus numérique complexe. Quels sont les
effets des incertitudes sur le résultat généré ? Comment sont-elles intégrées dans le
processus d’optimisation topologique ?

4. L’optimisation topologique regroupe de nombreuses approches, en vue d’intégrer
les incertitude identifiés par le concours des questions précédentes, les interroga-
tions suivantes prévalent. Comment ces approches fonctionnent-elles ? Est-il sou-
haitable de considérer ces méthodes comme des boîtes noires ? Comment être le
plus extensif si possible ?

5. Les données expérimentales, la modélisation des imperfections géométriques et
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l’OT ne manipulent pas forcément la même description numérique du produit. Les
différentes descriptions sont-elles compatibles ?

La section 1.1 introduit le processus de conception et le met en relation avec le cycle
de vie du produit et le processus de FA. Il est apparu que l’utilisation des approches
hybrides permet d’intégrer l’aspect fonctionnel de la conception et d’en maximiser ses
performances en regard d’un critère X, qui est ici la robustesse. De plus, comme le
montrent les sections 1.2 et 1.4, il est complaisant d’associer un processus mathématique
et l’RDO. L’optimisation topologique faisant partie des approches hybrides et étant un
processus adapté pour l’optimisation robuste, c’est pourquoi cette méthode a été retenue.

D’autre part, la section 1.1 recueille de nombreuses sources d’incertitudes relativement
aux procédés de FA : performance mécanique, géométrie, masse totale, coûts, et cæ-
tera. Ces sources sont à rapprocher avec la modélisation numérique du problème d’OT
présentée à la section 1.3. La mécanique élastique linéaire ne permet pas de considé-
rer l’entièreté des sources d’incertitudes recueillies. Cependant, il ressort que l’approche
volumétrique, employée dans la littérature pour caractériser les incertitudes sur la géomé-
trie, est conciliante avec l’optimisation topologique. En outre, les incertitudes affectant
la géométrie semblent être la source d’incertitude ayant le plus d’influence lorsque la
souplesse est utilisée pour mesurer la performance de la topologie. C’est pour cela que
les incertitudes affectant la géométrie sont considérés prioritairement dans ces travaux.

Qui plus est, parmi les méthodes d’OT, il est apparu que les approches BD utilisent aussi
une représentation volumétrique de la conception pour calculer la physique sous-jacente.
Ce qui permet d’assurer une continuité entre la collecte des données et ouvre la voie
au développement d’une méthode de validation pour la QI. De par la popularité de la
méthode SIMP, de la disponibilité de codes, des premières orientations de la thèse et de
sa compatibilité naturelle avec la représentation BD, cette méthode d’OT a été choisie
pour la suite de ces travaux.

Finalement, la dernière section aborde l’OT sous le jour des incertitudes : c’est l’OTR.
Une taxonomie a été développée, il s’avère que les approches modifiant le champ de
pseudo-densité finale sont les plus complaisantes par rapport aux autres approches. Ainsi,
les modèles qui sont développés par la suite s’inscrivent dans ces méthodes.
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Chapitre 2

Optimisation topologique robuste
sous imperfections géométriques

Ce chapitre propose un cadre méthodologique pour atténuer les effets des incertitudes
incertitudes aléatoires et incertitudes épistémiques pour les systèmes complexes. La mé-
thodologie, détaillée à la section 2.1, s’amorce sur le recueil des incertitudes, commencé
au chapitre 1 ; puis sur une taxonomie des niveaux de robustesse adaptée à la conception
pour X (DfX) et une caractérisation des incertitudes présentée à la section 2.2.

Les sections 2.3 à 2.5 explorent les ajustements nécessaires pour intégrer ces incertitudes
au processus d’optimisation topologique robuste (OTR), incluant la modélisation des
imperfections géométriques et une représentation graphique via le SysML. Ce cadre
théorique et pratique permet de concevoir des topologies robustes face aux incertitudes.
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2.1 Cadre méthodologique

Cette section décrit la méthodologie qui synthétise l’ensemble des étapes à conduire pour
rendre un système complexe robuste. Elle est illustrée par la figure 2.1. La première étape
est détaillée au chapitre 1. Ce chapitre établit un recueil (elicitation) des différentes
sources d’incertitudes, ceci constitue la première étape de la méthodologie proposée.

Récupération du 
contexte du 

projet

4

Caractérisation 
des incertitudes

2

Modélisation du 
système & phéno-

mène incertain 

3 Agrégation puis 
propagation des 

incertitudes

6

Représentation
& modélisation 
mathématique 

des incertitudes

5

Atténuation des 
effets des 

incertitudes

7

Recueil
des incertitudes

1

Figure 2.1 – Synthèse et méthode de traitement des incertitudes, adapté de [Noal et al.,
2024a].

Une fois les sources d’incertitudes recueillies (elicited), celles-ci sont caractérisées en
fonction de leur type. Caractériser les incertitudes, c’est donner un type aux variables
qui sont contenues dans le système. Ce type permet de discriminer les incertitudes, elles
sont : soit épistémiques et dues à un manque d’information ou de connaissance ; ou bien
elles sont aléatoires. Les détails concernant l’étape de caractérisation des incertitudes
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sont donnés à la sous-section 2.2.1. La figure 2.3 la résume et une application au cycle
de vie d’un produit fabriqué additivement est illustrée par la figure 1.6 de la sous-section
1.5.

La troisième étape consiste à modéliser le système complexe sous incertitudes de façon
graphique et les phénomènes incertains. Concernant la modélisation du système com-
plexe, qui consiste en une représentation graphique des flux incertains d’un système, une
discussion a été menée à la sous-section 1.2.1. Elle conclue que l’utilisation du langage
de modélisation de systèmes (SysML) avec des modifications mineures est adaptée. Une
application est faite aux sous-sections 2.4 et 2.5 modélisant respectivement le phénomène
incertain (imperfections géométriques) et le processus d’OTR avec le SysML.

La phase subséquente est de collecter des informations sur la sensibilité du projet, cela
sert à guider le concepteur robuste dans le choix de la représentation des incertitudes.
En fonction des besoins, des acteurs du projet et des données à disposition, la qualité
de représentation doit être appropriée. Cette phase a été menée dans l’introduction de
ce manuscrit et le projet RobustAM exige de traiter ces deux types d’incertitudes.

La cinquième étape consiste à représenter et modéliser mathématiquement les para-
mètres entachés d’incertitudes par les théories et les modèles mathématiques sélectionnés
en fonction des phases précédentes, par exemple avec la théorie de Dempster-Shafer ou
celle des probabilités. Les différentes représentations des incertitudes font l’objet de la
sous-section 1.2.2 et une application à notre problème est conduite à la section 2.3. La
conception et le déploiement de cette méthode ne sont pas linéaires. Des itérations entre
les cinq premières phases sont envisageables et ont été observées tout au long de ces trois
années.

Une fois ces choix effectués, les différentes représentations et modélisations des incerti-
tudes doivent être agrégées. Par exemple, si deux paramètres d’entrées sont représentés
respectivement par une loi normale et par un intervalle, dans ce cas, l’étape d’agréga-
tion doit permettre de représenter de manière commune les incertitudes en sortie de
modèle. Une fois les incertitudes agrégées si besoin, elles doivent être propagées dans
les différents modèles qui composent le processus complexe. La sous-section 1.4.1 donne
plusieurs méthodes qui peuvent s’appliquer à notre cas et détaille l’une d’elle : la simu-
lation de Monte-Carlo (SMC). Les sous-sections 2.3.1 et 2.3.2 décrivent et implémentent
les solutions techniques retenues.
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Reste à choisir les indicateurs caractérisant la performance robuste de la conception, afin
d’atténuer les effets des incertitudes. Cette dernière étape est examinée et appliquée
aux imperfections géométriques pour l’OTR aux sections 2.3 et 2.4. La propagation
des incertitudes et l’atténuation de leurs effets se font en plusieurs itérations et elles
sont indissociables en optimisation pour une conception robuste (RDO). La propagation
consiste à estimer les moments statistiques qui composent la fonction coût « robuste »
(cf. l’équation (1.32)) et l’atténuation à mettre à jour les variables de décision (VDs)
à l’aide d’algorithmes d’optimisation et les dérivées partielles associées à la nouvelle
fonction objectif.

L’étape de quantification des incertitudes intervient après l’étape 5 (représentation et
modélisation mathématique des incertitudes). Elle n’est pas mentionnée dans la figure
2.1, car elle n’a pas été appliquée, faute de temps et de données. Cette étape vise à attri-
buer des valeurs aux incertitudes par la collecte de données issues du système incertain
via un plan d’expérience. Cela s’entend qu’une étape d’analyse intervient lorsque la so-
lution obtenue est optimisée et robuste. Elle consiste à analyser les conceptions obtenues
et à examiner les gains ou pertes en robustesse et en performance.

2.2 Taxonomie des incertitudes et des problèmes de
conception robuste

Cette section vise à proposer notre taxonomie des types d’incertitude (sous-section 2.2.1)
et une classification des niveaux de robustesse atteignables par une conception optimi-
sée via l’OTR pour la fabrication additive (FA) (sous-section 2.2.2). Cette section est
un développement de la seconde étape du cadre méthodologique et est une étape pré-
liminaire à la modélisation du phénomène incertain (imperfections géométriques), à sa
modélisation graphique avec le SysML et à son implémentation numérique.

2.2.1 Caractérisation des incertitudes

Dans la sous-section 1.2.1, les différents types d’incertitude sont présentés. Plusieurs
taxonomies existent, mais elles ont toutes un même point en commun, elles différencient
les incertitudes en fonction de leur réductibilité. Si les écarts entre les prédictions et
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les observations peuvent être réduits, il s’agit d’incertitude épistémique ; dans le cas
contraire, il s’agit d’incertitude aléatoire.

L’objectif de la taxonomie présenté est d’illustrer les différents types d’incertitude par
l’intermédiaire d’une représentation graphique simple, permettant aux différentes disci-
plines d’y associer leurs propres sous-catégories. Cette ouverture est importante étant
donné la spécificité de certains domaines. À cet effet, les incertitudes épistémiques seront
discriminées en fonction de leur origine, à savoir : un manque de connaissances ou un
manque d’informations.

Supposons qu’un phénomène quelconque (un comportement, un procédé de fabrication,
et cætera) doit être prédit, la première étape consiste à trouver un modèle mathématique ∗

permettant, à partir d’hypothèses sur la nature de l’environnement et du phénomène, de
prédire sa réponse. Le manque d’exactitude dans ses prédictions caractérise son niveau
d’incertitude. Ce manque peut provenir d’un niveau de connaissance insuffisant. Par
connaissance, nous désignons :

La capacité des modèles mathématiques à reproduire avec exactitudes le
comportement de toutes activités, tous systèmes ou phénomènes, sur une
période donnée.

La création de connaissances ne nécessite a priori pas d’observation directe ou une quan-
tité minimale d’informations ; par exemple, l’existence de Neptune a été déterminée avant
qu’elle soit observée. La réponse du phénomène n’est pas nécessairement déterministe
et peut être aléatoire, p. ex. en physique quantique. Dans ces conditions, si les prédictions
(donc les modèles) sont exactes, mais probabilistes, peut-on vraiment parler d’incerti-
tudes ? Heureusement, à notre échelle, les variations observées sur les expérimentations
sont l’émanation d’incertitudes aléatoires (ces dernières sont irréductibles) et les modèles
sont déterministes.

La modélisation mathématique n’est pas l’apanage de la prédiction d’un phénomène.
Des modèles peuvent être construits directement à partir de ces informations et sans lien
apparent avec la physique sous-jacente. De nouvelles connaissances peuvent être initiées
ou provenir de nouvelles informations, la sérendipité est un exemple. Pour compléter
notre taxonomie, nous désignons par information :

∗. Au sens strict de l’incertitude qui est le calcul d’un écart entre deux valeurs, l’une prédite et
l’autre mesurée, avoir un modèle mathématique est idéal, mais il peut être remplacé par une estimation
faite au doigt mouillé.
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Toutes sources de données directes et significatives émanant des activités,
des systèmes ou des phénomènes considérés, sur une période donnée.

L’exemple suivant illustre ces deux définitions et il est mis en lumière par la figure
2.2. Si une urne, dont le contenu n’est pas visible, contient des boules de couleur qui
sont mélangées avant d’être sorties une à une, connaitre la couleur de la boule n’est
pas possible ; et la meilleure prédiction possible est une probabilité sur chacune des
boules. Cependant, si le contenu est visible avant de les mélanger, dans ce cas, il serait
concevable de modéliser la position des boules pour connaitre avec exactitude la valeur
des boules tirées. Ici, le manque d’informations provient des conditions initiales qui
ne sont pas connues. Un manque de connaissance vient des modèles mathématiques
servant modéliser la position des boules lors du mélange. Cela dit, est-il possible de savoir
quel était l’état initial de la boite ? Distinguer le manque d’information, du manque de

Le processus de 
mélange est connu 
et est modélisable

Manque 
d'informations

Manque de 
connaissances

L'ordre de sortie est 
aléatoire et est 

inhérent au processus

La position des 
boules n'est pas 

connue

L'ordre de sortie est 
prédit moyennant des 

incertitudes épistémiques

La prédiction (en traitillé) de la 
position diffère de l'état vrai dû 

au manque de connaissances

Figure 2.2 – Illustration du manque de connaissances et du manque d’informations.
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connaissance n’est pas évident. De même la représentation mathématique de ces deux
classes d’incertitudes épistémiques est différente : l’inférence bayésienne est idéale pour
représenter le manque d’information ; et les structures de Dempster-Shafer ou les boîtes
de probabilité (p-boîtes) (voir la sous-section 1.2.2) pour un manque de connaissance.

D’un autre côté, le type d’incertitude est aussi dépendant de l’échelle de départ considéré
ou lors de la caractérisation des indicateurs de performances d’intérêts (par la collecte
d’informations). Par exemple, pour prédire le module de Young d’un nouvel alliage, le
concepteur peut utiliser des méthodes multiéchelles (cf. [Olson, 1997]). Dans ce cas, des
modèles basés sur la physique quantique vont être utilisés à la plus petite des échelles,
puis des opérations d’homogénéisations qui permettent de remonter jusqu’à l’échelle
macroscopique, où le critère de performance est estimé (le module de Young). Initiale-
ment, les entrées des modèles sont nécessairement probabilistes, l’utilisation de modèles
imparfaits conduit à un ajout d’incertitude épistémique due à un manque de connais-
sance, ces manques vont affecter toute la chaîne de simulation. Le module de Young

sera entaché d’incertitudes aléatoires et d’incertitudes épistémiques dues à un manque
de connaissance et d’information ; ces incertitudes dont la représentation n’est pas iden-
tique doivent être agrégées entre elles au fil des échelles ! Toutefois, le concepteur peut
fabriquer puis mesurer les performances d’éprouvettes et en admettant que l’échantillon
soit représentatif de la population, le module de Young sera entaché uniquement d’in-
certitudes aléatoires. Évidemment, estimer les incertitudes de l’une ou de l’autre façon
n’a pas le même coût en temps et en argent.

La taxonomie que nous proposons est dépeinte par la figure 2.3. Cette dernière est
représentée par un diagramme de Venn et comporte quatre grandes catégories : l’incer-
titude aléatoire, l’incertitude épistémique qui est décomposée en fonction du manque
de connaissance ou d’information et enfin l’incertitude phénoménologique qui est un
manque (voire une absence) de connaissances et d’informations. Les autres types d’in-
certitude de la taxonomie de Thunnissen ont été rajoutés, afin de montrer la modularité
de notre proposition. Grâce à ce diagramme, les relations et les définitions des types
d’incertitude sont immédiatement lisibles. En effet, l’incertitude aléatoire n’est ni un
manque de connaissance, ni un manque d’information, mais est le résultat de la va-
riation naturelle d’un phénomène qui est estimée à l’aide une population statistique ;
l’incertitude épistémique est soit le fait d’un manque de connaissances souvent associé
aux incertitudes de modèles ou d’information comme des données parcimonieuses, enfin
l’association des deux est de l’incertitude phénoménologique.
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Figure 2.3 – Diagramme de Venn représentant les différentes types incertitudes, adapté
de [Noal et al., 2024a].

Cette caractérisation, comme voulu, n’entraîne que des modifications mineures par rap-
port à celle de Thunnissen et illustre graphiquement les définitions et le sens des incer-
titudes. Le prochain paragraphe, traite les différents niveaux de robustesse atteignables
par une conception appliquée au contexte de la FA.

2.2.2 Niveaux de robustesse

Les travaux de [Choi, 2005] distinguent trois niveaux de conception robuste. Elles sont
classées en fonction du contrôle qu’a le concepteur sur les paramètres et en fonction
du caractère incertain des paramètres appartenant à la succession des modélisations
(se référer à la sous-section 1.2.1). Connaître le niveau de robustesse souhaité pour la
conception influence le choix de la modélisation et de la représentation des variables
incertaines. Ce choix influence aussi la modélisation graphique du système incertain.
Quatre niveaux de robustesse sont définis. Les modèles numériques utilisés dans ce tra-
vail le sont pour des problèmes d’optimisation avec l’ajout de connaissances issues du
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procédé de FA, toutefois le procédé n’est pas directement modélisé dans notre chaîne de
simulation. La taxonomie proposée par Choï est incomplète par rapport à notre contexte
et les paragraphes le montrent et ils corrigent cette lacune.

Nous avons décidé de discriminer les conceptions robustes en fonction de deux critères :
la pilotabilité et la paramétrabilité. Le tableau 2.1 synthétise les définitions. La clas-
sification présentée est une extension de celle de Choï et elle s’inscrit dans les démarches
de DfX par l’ajout du niveau de robustesse de type V. La conception robuste de type V
inclut explicitement les paramètres qui sont pilotables lors du processus de conception,
comme l’orientation de la structure, mais qui, faute de moyen existant ne sont pas op-
timisables bien qu’ils impactent les critères cibles de performance : la géométrie dans ce
travail. Cette dernière catégorie est à mettre en parallèle avec la sous-section précédente
et elle résulte d’un manque de connaissance. Le tableau 2.1 n’inclut pas les conceptions
robustes de type IV, puisqu’il s’agit de la propagation et de l’agrégation des incertitudes
entre les différents modèles d’un système complexe.

Le recueil des différentes sources d’incertitude faite au chapitre 1 et le problème décrit
par l’équation (1.30) servent de source à l’application de la taxonomie proposée. Le ta-
bleau 2.2 référence les résultats. Pour cette application, un seul paramètre est à la fois
pilotable et paramétrable relativement au modèle numérique, il s’agit de la géométrie.
Cependant, en fonction du problème d’optimisation topologique (OT), il est envisageable
d’ajouter d’autres paramètres comme les matériaux. Les paramètres non pilotables, mais
paramétrables à l’égard du modèle numérique sont les matériaux caractérisés par leurs
paramètres physiques, l’espace de conception, les conditions aux limites et les condi-
tions initiales. En outre, la source d’incertitude peut être ni pilotable ni paramétrable
en regard des modèles numériques. Par exemple, les hypothèses simplificatrices de la
mécanique élastique linéaire sont source d’incertitude épistémique. De plus, à cause de
la discrétisation de la géométrie par une cartographie basée sur les densités (BD) (dans
le cas de SIMP), des écarts sur la prédiction des champs de contraintes mécaniques et de
déplacements sont observés (comme souligné à la sous-section 1.3.2). Ces écarts sont une
source d’incertitude épistémique et ils ne sont ni pilotables ni paramétrables vis-à-vis
du modèle numérique. Enfin, la dernière catégorie permet de référencer les paramètres
pilotables du point de vue du concepteur de DfX, mais ils sont non paramétrables à
l’égard du modèle numérique. En l’espèce, tous les paramètres du procédé par dépôt de
fil fondu vu au tableau 1.2 font partis de cette catégorie. Ils impactent les performances
du produit, mais ne sont pas paramétrables à cause d’un manque de connaissance.
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Table 2.1 – Classement des niveaux de conception robuste pour un modèle numérique,
traduit de [Noal et al., 2024a].

Paramétrable vis-à-vis dumo-

dèle numérique

Non paramétrable vis-à-vis

du modèle numérique

Paramètre pilotable Une conception est robuste

de type II, si le système mo-

délisé respecte des critères

cibles de performance, mal-

gré la variation des para-

mètres sous le contrôle du

concepteur et incorporés au

modèle ; ces paramètres sont

des VDs, afin que les cibles

soient respectés.

Une conception est robuste

de type V, si le système mo-

délisé respecte des critères

cibles de performance mal-

gré la variation des para-

mètres sous le contrôle du

concepteur, mais dont ces

paramètres ne peuvent pas

être considérés comme des

VDs car ils sont absents de la

modélisation du système.

Paramètre non pilotable Une conception est robuste

de type I, si le système

modélisé respecte des cri-

tères cibles de performance,

malgré la variation de pa-

ramètres incorporés au

modèle et non pilotables.

Une conception est robuste

de type III, si le système mo-

délisé respecte ses critères

cibles de performance mal-

gré des variations internes au

modèle.

Table 2.2 – Classement des niveaux de conception robuste pour le problème (1.30),
traduit de [Noal et al., 2024a].

Paramétrable vis-à-vis dumo-

dèle numérique

Non paramétrable vis-à-vis

du modèle numérique

Paramètre pilotable — Géométrie Ω. — Paramètres procédé (cf.

tableau 1.2).
Paramètre non pilotable — Matériaux,

— Espace de conception,

— Conditions aux limites,

— Conditions initiales.

— Souplesse de Ω,

— Volume de Ω.
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Cette section présente des taxonomies toutes appliquées au problème d’OT. La première
taxonomie permet de caractériser les sources d’incertitude et la seconde de classer les
différents niveaux de robustesse d’un système ou processus complexe, comme l’OT.

2.3 Optimisation topologique robuste sous incertitude
aléatoire et épistémique

Cette section vise à détailler les solutions mathématiques permettant de propager les
incertitudes polymorphes et d’atténuer leurs effets. À cet égard, cette section est divisée
en deux parties. La première a pour objectif de propager les incertitudes aléatoires et
d’atténuer leurs effets sur la conception à l’aide de la SMC. La sous-section 2.3.2 a le
même objectif, mais pour les incertitudes épistémiques. Par la suite, nous considérons
que les topologies sont entachées d’incertitudes aléatoires ou d’incertitudes épistémiques,
autrement dit il n’y a pas d’agrégation des incertitudes. En effet, dans ces travaux, seule
la géométrie est considérée comme incertaine, il n’y a pas d’autres paramètres incertains.
Il n’y a donc pas besoin d’agréger les incertitudes. Ces sous-sections correspondent aux
étapes 5 et 6 de la méthodologie illustrée par la figure 2.1.

2.3.1 Optimisation topologique robuste sous incertitudes aléa-
toires

La sous-section 1.4.1 montre comment la moyenne et l’écart-type d’un modèle quelconque
sont estimés avec la SMC. Dès lors, comme les valeurs exactes des moments statistiques
sont inconnues, le problème (1.31) est réécrit de la manière suivante :

min𝒱𝒟 ̂𝑐ept (ℰ = {Ξ1, … , Ξ𝑛va} ,𝒱𝒟 = {𝛒} , …)
sujet à 𝒞𝒫𝑡 = {𝑉 (𝛒̄)/𝑉ec − 𝜑∗ = 0, …}

𝒞𝜙 = {(1.15)} , …
(2.1)

avec ̂𝑐ept une estimation de ̃𝑐ept telle que :

̂𝑐ept = 𝑘 𝑚̂1(Υ) + (2 − 𝑘)√ ̂𝜇2(Υ) , (2.2)
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avec 𝑚̂1(Υ) et ̂𝜇2(Υ) les estimations des moments obtenues avec les équations (1.36) et
(1.37). En OTR, la contrainte en volume de l’équation (2.1) peut être déterminée avec
un seuil sur : le volume de la topologie sans altération due aux incertitudes ; la moyenne
du volume ; la probabilité que le volume dépasse un autre seuil. Dans notre cas, nous
utilisons une contrainte sur le volume de la topologie obtenue sans incertitude.

Pour optimiser une fonction objectif, comme la souplesse, les gradients de la fonction
coût et des contraintes doivent être calculés. En effet, utiliser un algorithme d’opti-
misation différentiable est incontournable, ces derniers utilisent les dérivées partielles
des fonctions coûts et des contraintes par rapport aux VDs pour trouver l’extremum
de la fonction coût. L’avantage immédiat à l’égard des algorithmes d’optimisation non
différentiable est de limiter les coûts calculatoires, ce qui dans notre contexte est pré-
pondérant. Effectivement, chaque évaluation de la souplesse 𝑐ept implique une simulation
par la méthode des éléments finis (MEF) et cette simulation est coûteuse computation-
nellement : la complexité de l’algorithme est polynomiale (≈ 𝑂(𝑛3

dof)) par rapport au
nombre de degrés de liberté 𝑛dof. De plus, les estimations des moments et des dérivées
partielles associées sont calculées avec 𝑛smc simulations par la MEF. Sans incertitude,
le gradient de la fonction objectif est donné par les équations (1.22) et (1.27) et celui
de la contrainte par les équations (1.23) et (1.27). Soit 𝑜𝑝𝑡 une fonction qui définit le
comportement d’un algorithme d’optimisation, pour le problème déterministe décrit par
l’équation (1.30), la procédure de mise à jour des VDs est la suivante :

𝛒𝑗+1 = 𝑜𝑝𝑡 (𝑐ept(𝛒𝑗), ∇𝑐ept, 𝑉 (𝛒̄𝑗)/𝑉ec − 𝜑∗, ∇𝑉) , (2.3)

avec 𝑗 l’indice de l’itération. 𝑐ept(𝛒𝑗) et 𝑉 (𝛒̄𝑗)/𝑉ec − 𝜑∗ sont respectivement la fonction
objectif avec comme indicateur la souplesse et la contrainte sur la fraction de volume.
Les gradients de la souplesse et du volume en 𝛒 sont notés respectivement par ∇𝑐ept et
∇𝑉. Dans le cas du problème sous incertitudes défini par l’équation (2.1), les variables
de la fonction 𝑜𝑝𝑡 changent, car la fonction objectif est substituée par l’équation (2.2) ;
c’est pourquoi l’équation (2.3) est réécrite de la manière suivante :

𝛒𝑗+1 = 𝑜𝑝𝑡 ( ̂𝑐ept(𝛒𝑗), ∇ ̂𝑐ept, 𝑉 (𝛒̄𝑗)/𝑉ec − 𝜑∗, ∇𝑉) , (2.4)

avec ̂𝑐ept(𝛒𝑗) la fonction coût utilisée pour atténuer les effets des incertitudes aléatoires
(cf. l’équation (2.2)) et ∇ ̂𝑐ept le gradient en 𝛒.
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Dans ces conditions, si une fonction est entachée d’incertitude aléatoire, la procédure
de mise à jour ne change pas par rapport à un cas déterministe utilisant un algorithme
d’optimisation différentiable ; seules les dérivées partielles changent et elles incluent des
indicateurs sur la robustesse. La figure 2.4 illustre le protocole de mise à jour des VDs
dans deux configurations. La performance est mesurée par la fonction 𝑓, la VD est
entachée d’incertitude aléatoire et l’incertitude est représentée mathématiquement par
une loi normale. Dans cet exemple, le processus a une erreur systématique importante.
De ce fait, l’optimisation des VDs, avec la procédure décrite par l’équation (2.4), est
altérée. Ici, 𝑜𝑝𝑡 est l’algorithme de descente de gradient, avec un pas de discrétisation
de 1.0. En 𝑥 = 1.0 la non-prise en compte des incertitudes conduit à une mise à jour
importante de 𝑥 (𝑓(𝑥1)), alors que la solution robuste de type II ( ̂𝑓(𝑥1)) est située
approximativement dans cette zone (car la conception change peu).

Figure 2.4 – Procédure de mise à jour pour une itération d’une fonction entachée
d’incertitudes aléatoires.

La fonction 𝑜𝑝𝑡 permet de mettre à jour la topologie décrite par le vecteur 𝛒. Pour la
méthode SIMP deux algorithmes d’optimisation sont fréquemment utilisés : les critères
d’optimalité (CO) et la méthode des asymptotes mobiles (MAM) [Svanberg, 1987]. La
solution technique proposée à la sous-section 2.5 utilise les CO qui sont fournis par
[Ferrari et Sigmund, 2020] et est traduite en Python. Néanmoins dans la version transcrite
𝜂 n’est pas optimisé, car ce paramètre influence directement la géométrie comme ce qui
a été vu à la sous-section 1.4.1. L’utilisation de la MAM [Svanberg, 1987] est importée
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depuis la bibliothèque NLopt [Johnson, 2007]. Du point de vue de l’utilisateur, pour les
CO, la contrainte en volume est une égalité. Cependant, pour la MAM, la contrainte
en volume doit être donnée sous forme d’une inégalité. C’est pourquoi, lorsque la MAM
est utilisée, le volume de la topologie optimisé est borné à l’aide de deux inégalités, afin
d’être centré autour de la contrainte 𝜑∗ plus ou moins une tolérance.

Pour évaluer l’équation (2.4), le gradient souplesse robuste doit être évalué en 𝛒 à partir
des équations (1.36) et (1.37). Avant cela, pour diminuer les erreurs d’arrondi (source
d’erreurs numériques) du calcul de la variance [Tony F. Chan et Leveque, 1983], la
formule de Koenig-Huygens (𝕍(Υ) = 𝔼[Υ2] − 𝔼[Υ]2) et la propriété d’invariance par
translation (𝕍(Υ−𝐶) = 𝕍(Υ)) permettent de réécrire l’équation (1.37) de cette manière :

̂𝜇2(Υ) = 𝑛smc
𝑛smc − 1[ 1

𝑛smc

𝑛smc

∑
𝑖=1

[𝑐ept (ℰ = {𝑢𝑖},𝒱𝒟 = {𝛒}, …) − 𝐶]2

− ( 1
𝑛smc

𝑛smc

∑
𝑖=1

𝑐ept (ℰ = {𝑢𝑖},𝒱𝒟 = {𝛒}, …) − 𝐶)
2

] ,

(2.5)

avec 𝐶 une constante qui peut être égale à la souplesse de la topologie sans incertitude :

𝐶 = 𝑐ref = 𝑐ept (ℰ = ∅,𝒱𝒟 = {𝛒}, …) ,

le champ de pseudo-densité finale utilisé pour calculer 𝑐ref est appelé par la suite concep-
tion de référence. La constante, 𝐶, peut être égale à souplesse de la première réalisation
utilisée pour le calcul de l’estimation de la moyenne :

𝐶 = 𝑐1 = 𝑐ept (ℰ = {𝑢1},𝒱𝒟 = {𝛒}, …) ,

dans ce cas, les sommes du côté droit de l’équation (2.5) commencent à 𝑖 = 2. Pour
minimiser les erreurs d’arrondi, la constante 𝐶 doit être la plus proche de la « vraie »
moyenne de la souplesse, à savoir 𝑚1(Υ). La première approche est vraisemblablement
la plus exacte et est donc choisie : en effet 𝑢1 peut mener à une valeur aberrante de la
souplesse.

Le calcul des dérivées partielles de l’estimation de la moyenne par rapport à 𝜌𝑒 est donné
par :

𝜕𝑚̂1
𝜕𝜌𝑒

= 1
𝑛smc

𝑛smc

∑
𝑖=1

𝜕𝑐ept (ℰ = {𝑢𝑖},𝒱𝒟 = {𝛒}, …)
𝜕𝜌𝑒

, (2.6)
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ainsi, le gradient de la moyenne est égal à la moyenne des gradients des différentes
réalisations. Si l’incertitude n’entache pas des paramètres pilotables et paramétrables
(cf. le tableau 2.1), alors les sensibilités ne nécessitent aucune modification et sont égales
aux équations (1.22) et (1.27) évaluées aux différentes réalisations. Les dérivées partielles
de la variance estimée par rapport à 𝜌𝑒 sont calculées comme suit :

𝜕 ̂𝜇2
𝜕𝜌𝑒

= 2
𝑛smc − 1[

𝑛smc

∑
𝑖=1

[𝑐ept (𝑢𝑖, 𝛒, …) − 𝑐ref]
𝜕𝑐ept (𝑢𝑖, 𝛒, …)

𝜕𝜌𝑒

− 𝜕𝑚̂1
𝜕𝜌𝑒

(
𝑛smc

∑
𝑖=1

[𝑐ept (𝑢𝑖, 𝛒, …) − 𝑐ref]) ] .
(2.7)

Lors du processus d’optimisation robuste, nous avons fait le choix de générer une nou-
velle réalisation pour chaque nouvelle itération, de telle sorte que l’algorithme d’optimi-
sation ne surajuste pas cette population initiale. Ce n’est pas toujours le cas, comme ces
exemples de la littérature examinés précédemment l’attestent [Jansen et al., 2013, De
et al., 2020]. De plus, comme les variables indexées dans les sommes des équations (2.5)
et (2.7) sont calculables indépendamment pour diminuer le temps de calcul, la technique
du multiprocessing est utilisée. Elle permet d’exécuter des tâches de manière concomi-
tante sur les différentes unités de calcul. Ainsi, les individus qui composent l’échantillon
peuvent être calculés en même temps, le coût de calcul reste identique, mais le temps
d’exécution du programme diminue. L’inconvénient réside dans la quantité de mémoire
vive utilisée. En effet, chaque individu est maintenant copié en plusieurs exemplaires
pour les unités de calcul. Pour diminuer la quantité de mémoire vive utilisée, les opéra-
teurs d’incrémentation sont utilisés ; cependant en multiprocessing, il faut être prudent
en raison de la non-atomicité des opérations [Gorelick et Ozsvald, 2020].

2.3.2 Optimisation topologique robuste sous incertitudes épisté-
miques

Dans cette sous-section, la méthode permettant de propager les incertitudes épistémiques
et d’atténuer leurs effets est décrite. La sous-section 1.2.2 référence les représentations
et modélisations classiques des incertitudes pour des incertitudes épistémiques ou des
incertitudes aléatoires. Pour les incertitudes épistémiques, leur représentation ou mo-
délisation mathématique est généralement bornée. Cela permet de considérer les types
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d’incertitude dépeints à la section 2.2.1. Par exemple, elles peuvent être utilisées pour
décrire le manque de confiance dans les modèles d’imperfections géométriques, dans la
méthode utilisée pour estimer les moments, et cætera.

Qui plus est, en OTR lorsque les incertitudes sont épistémiques, une seule conception
résulte de l’optimisation. Pour rester dans l’esprit de l’incertitude épistémique, comme
pour les fonctions de répartition de croyance (la plus petite probabilité d’occurrence d’un
événement) ou de plausibilité (la plus grande probabilité d’occurrence d’un événement),
nous avons décidé de fournir au concepteur deux conceptions de référence : optimiste
et pessimiste. Ces deux conceptions permettent au concepteur de faire des choix quant
à son aversion pour les incertitudes et la confiance qu’il porte aux simplifications, aux
estimations et aux modélisations. La conception de référence optimiste est la concep-
tion qui est obtenue avec un niveau élevé de confiance ou une peur moindre des effets
des incertitudes sur la topologie. Inversement, la conception de référence pessimiste
traduit la conception qui est obtenue avec un niveau minime de confiance ou une peur
substantielle des effets des incertitudes sur la topologie. Dans le cas présent, les p-boîtes
servent d’outils pour représenter les incertitudes épistémiques et les paramètres des lois
de probabilités sont bornés (approche directe).

La figure 2.5 illustre la problématique. À gauche, une p-boîte représente l’incertitude
épistémique ; à droite une collection de fonctions de densité de probabilité (FDPs) ca-
ractérise les effets de l’incertitude épistémique sur la fonction 𝑓. Savoir comment cette
collection de FDPs est utilisée dans le cadre de notre méthode d’OTR sous incertitude
épistémique est l’objet des propos développés subséquemment. En quelques mots, le
concept est de sélectionner, pour la topologie optimiste, la conception qui maximise sa
performance (la fonction coût) malgré le fait que les paramètres des lois de probabilités
soient bornés. Semblablement, la topologie pessimiste est la topologie qui minimise sa
performance en dépit du fait que les paramètres des lois de probabilités soient bornés.

Soit Η une variable aléatoire quantifiant la valeur d’un paramètre du problème d’OT,
comme ceux vus à la sous-section 1.4.2, et ℙΗ sa loi de probabilité paramétrée par
{𝜏1, … , 𝜏𝑙} valeurs. Par exemple, si ℙΗ est une loi normale, c’est-à-dire ℙΗ = 𝒩(𝜏1, 𝜏2),
alors deux paramètres sont nécessaires pour la caractériser : la moyenne et l’écart-type
respectivement 𝜏1 = 𝑚1(Η) et 𝜏2 = 𝜇2(Η). En admettant que certains paramètres soient
bornés, car ils sont entachés par de l’incertitude épistémique, l’ensemble 𝒫 contient des
ensembles de nombres réels tels que 𝒫 = {ℐ1, … ,ℐ𝑙} avec 𝜏1 ∈ ℐ1, 𝜏2 ∈ ℐ2, et cætera.
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Figure 2.5 – Illustration des effets des incertitudes épistémiques sur une fonction.

Autrement dit, l’ensemble 𝒫 contient les intervalles des paramètres des lois de probabilité.
La figure 2.6 montre des fonctions de répartition empirique de lois normales si ℐ1 = {0}
et ℐ2 = [1, 4]. Dans l’exemple présenté par la figure 2.6, l’ensemble des lois générées
sont comprises entre les lois 𝒩(0, 1) et 𝒩(0, 4). La figure 2.7 montre la propagation des
lois normales de la figure 2.6 au travers d’une fonction non linéaire notée par 𝑓. Cette
fonction illustre le comportement d’un système quelconque et elle sert d’exemple. Par le
biais de cette non-linéarité, au moins trois lois normales sont nécessaires pour quantifier
l’impact de l’incertitude épistémique. Si ce système est linéaire, alors il n’y a nul besoin
de multiplier les valeurs intermédiaires d’écart-type ; la borne inférieure et la borne
supérieure de l’intervalle suffisent à quantifier l’impact des incertitudes épistémiques.

La borne supérieure (en pointillé rouge) et la borne inférieure (en pointillé vert) des
fonctions de répartition sont affichées aux figures 2.6 et 2.7 et déterminent la plus grande
et la plus petite occurrence d’un événement tel que 𝑥 ou de 𝑓(𝑥) soit inférieure aux
valeurs données en abscisse. Autrement dit, une valeur de 𝑥 ou de 𝑓(𝑥) résulte en un
écart sur la probabilité (et non plus à une valeur de probabilité) ; inversement, à une
valeur de probabilité donnée correspond à un écart de 𝑥 ou 𝑓(𝑥). Malencontreusement,
même si ces méthodes sont largement appliquées à l’optimisation pour une conception
s’appuyant sur la fiabilité (RBDO), dans la formulation d’RDO choisie (voir l’équation
(2.1)) connaitre l’occurrence d’un événement n’a pas d’intérêt.

Ainsi, par analogie deux géométries sont fournies en fin d’optimisation pour atténuer les
effets des incertitudes épistémiques. Ces deux géométries sont définies par les problèmes
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Figure 2.6 – Fonctions de répartition empirique de quatre lois normales dont
l’écart-type est borné entre 1 et 4.

Figure 2.7 – Fonctions de répartition empirique du système incertain 𝑓 de lois normales
dont l’écart-type est borné entre 1 et 4.

92



2.3. OPTIMISATION TOPOLOGIQUE ROBUSTE SOUS INCERTITUDE ALÉATOIRE ET ÉPISTÉMIQUE

d’optimisation suivant :

𝛒op = arg min
𝛒

̂𝑐ept (𝛒, arg min
𝜏𝑖∈ℐ𝑖

̂𝑐ept (𝛒, 𝜏1, … , 𝜏𝑖, … , 𝜏𝑙)) , (2.8)

pour la conception optimiste et :

𝛒pe = arg min
𝛒

̂𝑐ept (𝛒, arg max
𝜏𝑖∈ℐ𝑖

̂𝑐ept (𝛒, 𝜏1, … , 𝜏𝑖, … , 𝜏𝑙)) , (2.9)

pour la conception pessimiste. Les problèmes d’optimisation (2.8) et (2.9) peuvent être
résolus numériquement. Ainsi, l’objectif est toujours de minimiser la fonction objectif,
ici ̂𝑐ept ; mais aussi de choisir le jeu de paramètre des lois de probabilités qui minimise la
fonction objectif pour la topologie optimiste et le jeu de paramètre des lois de probabilités
qui maximise la fonction objectif pour la topologie pessimiste.

Cependant, considérant le coût calculatoire de la fonction objectif, résoudre le problème
de minimisation ou maximisation qui est imbriqué dans les équations (2.8) et (2.9) n’est
pas raisonnable. Au lieu de trouver une valeur optimale (locale ou globale) pour les 𝜏𝑖 à
l’aide d’un algorithme d’optimisation, nous échantillonnons plusieurs valeurs de 𝜏𝑖 dans
les intervalles ℐ𝑖. Ce dernier est modifié en conséquence et contient des ensembles de
nombres réels correspondant à l’échantillon. Par exemple, dans le cas de la figure 2.6 :
ℐ2 = {1, 2, 3, 4}.

Pour cela, nous avons décidé de modifier la procédure de mise à jour décrite par l’équation
(2.4) en ajoutant une étape supplémentaire. Elle consiste à calculer dans un premier
temps l’état de 𝛒 à l’itération suivante pour l’ensemble des jeux de paramètres des lois
de probabilité. Soit 𝒟op un ensemble contenant les géométries à jour obtenues à l’aide
de la topologie optimiste, à une itération 𝑗 et pour l’ensemble de tous les couples des
ensembles ℐ𝑖. Il est défini de la manière suivante :

𝒟𝑗
op = {𝑜𝑝𝑡 ( ̂𝑐ept(𝛒

𝑗
op, 𝜏1, … , 𝜏𝑙), …) | 𝜏1 ∈ ℐ1 ∧ … ∧ 𝜏𝑙 ∈ ℐ𝑙} ∀𝑗 ∈ ℕ , (2.10)

et 𝒟pe est construit de la même manière, mais pour la conception pessimiste, il s’en suit
que :

𝒟𝑗
pe = {𝑜𝑝𝑡 ( ̂𝑐ept(𝛒

𝑗
pe, 𝜏1, … , 𝜏𝑙), …) | 𝜏1 ∈ ℐ1 ∧ … ∧ 𝜏𝑙 ∈ ℐ𝑙} ∀𝑗 ∈ ℕ . (2.11)
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Il convient de préciser que pour 𝑗 = 0 les deux ensembles 𝒟0
op et 𝒟0

pe sont identiques
puisqu’à l’initialisation : 𝛒0

op = 𝛒0
pe.

La figure 2.8 illustre la procédure de mise à jour des VDs optimistes et pessimistes.
Dans cette figure, l’ensemble ℐ1 est égal à ℐ1 = {0, 1} et ℐ2 vaut ℐ2 = {0.5, 0.75}. Le
point de départ de cette optimisation est matérialisé par la croix noire située en 𝑥 = 1.5.
C’est pourquoi 𝒟𝑗

op et 𝒟𝑗
pe sont égaux et dans le cas présent ils s’écrivent de la manière

suivante :

𝒟0
op = {𝑜𝑝𝑡( ̂𝑓(𝑥0, 0⏟

𝜏1

, 0.5⏟
𝜏2

)), 𝑜𝑝𝑡( ̂𝑓(𝑥0, 1, 0.5)), 𝑜𝑝𝑡( ̂𝑓(𝑥0, 0, 0.75)), 𝑜𝑝𝑡( ̂𝑓(𝑥0, 1, 0.75))} .

Figure 2.8 – Sélection des conceptions optimiste et pessimiste par notre approche.

Dans la figure 2.8, ces quatre éléments sont représentés par des carrés ou des ronds.
Noter que la cardinalité de 𝒟 vaut #𝒟 = #ℐ1 ⋅ … ⋅ #ℐ𝑙. Ainsi, pour un petit jeu de
paramètres, le nombre de conceptions à mettre à jour est raisonnable.

Ensuite, la conception optimiste correspond à la meilleure conception des ensembles 𝒟op

et 𝒟pe, elle s’obtient selon l’expression suivante :

𝛒𝑗+1
op = arg min𝛒 ({ ̂𝑐ept(𝒟

𝑗
op), ̂𝑐ept(𝒟

𝑗
pe)}) ∀𝑗 ∈ ℕ , (2.12)

de manière analogique la conception pessimiste correspond à la plus mauvaise conception
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des deux ensembles :

𝛒𝑗+1
pe = arg max𝛒 ({ ̂𝑐ept(𝒟

𝑗
op), ̂𝑐ept(𝒟

𝑗
pe)}) ∀𝑗 ∈ ℕ , (2.13)

où les champs de pseudo-densité (PD) pour les conceptions optimiste et pessimiste à
l’itération 𝑗 + 1 sont notés respectivement par 𝛒𝑗+1

op et 𝛒𝑗+1
pe .

L’objectif de cette modification est de trouver la distribution (parmi la collection de
distributions) qui minimise, dans le cas de la conception optimiste, ou maximise, dans
le cas de la conception pessimiste, la fonction coût qui sert d’indicateur à la robustesse.
Avec le schéma de mise à jour qui est proposé avec les équations (2.12) et (2.13), le
calcul des deux géométries est couplé. Autrement dit, la 𝑗-ième géométrie optimiste
peut devenir la 𝑗 + 1-ième géométrie pessimiste.

La sélection entre les deux géométries se fait par l’estimation de la fonction coût ̂𝑐ept.
Cependant, cette fonction est coûteuse à évaluer de part l’utilisation de la SMC pour
l’estimation des moments statistiques. Même si deux de ces évaluations sont réutilisées
pour le calcul de l’itération suivante le coût reste prohibitif. Deux solutions peuvent être
apportées : construire une approximation de la fonction coût robuste en fonction de son
historique, ceci nécessiterait a priori de découpler le calcul des géométries optimiste et
pessimiste ; ou la remplacer par sa valeur déterministe, c’est-à-dire :

𝛒𝑗+1
op = arg min𝛒 ({𝑐ept(𝒟

𝑗
op), 𝑐ept(𝒟

𝑗
pe)}) ∀𝑗 ∈ ℕ , (2.14)

et :
𝛒𝑗+1

pe = arg max𝛒 ({𝑐ept(𝒟
𝑗
op), 𝑐ept(𝒟

𝑗
pe)}) ∀𝑗 ∈ ℕ . (2.15)

De cette manière, l’équation (2.14) traduit le fait que la conception optimiste suivante
est la conception la plus performante de façon déterministe, mais est calculée à partir
du gradient robuste. De même pour l’équation (2.15), la conception pessimiste est la
conception la moins performante d’une manière déterministe, mais toujours mise à jour
en fonction du gradient robuste, c’est-à-dire tenant compte des incertitudes épistémiques.
Un autre avantage de la méthode proposée est qu’elle ne demande pas de modifier le
calcul des sensibilités ; elle est peu intrusive, donc elle répond à nos objectifs. La figure
2.8 représente ce choix entre les quatre possibilités par des ronds. Celui qui a la valeur
la plus faible devient la conception optimiste ; celui avec la valeur la plus importante
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devient la conception pessimiste.

Dans la mesure où la procédure de mise à jour a été modifiée et que deux géométries
sont optimisées simultanément, un nouveau critère de convergence est proposé, il prend
la forme suivante :

𝜖 =
∣ ̂𝑐ept (𝛒𝑗

op) − ̂𝑐ept (𝛒𝑗+1
op )∣

∣ ̂𝑐ept (𝛒𝑗
op)∣ + ∣ ̂𝑐ept (𝛒𝑗+1

op )∣
+

∣ ̂𝑐ept (𝛒𝑗
pe) − ̂𝑐ept (𝛒𝑗+1

pe )∣

∣ ̂𝑐ept (𝛒𝑗
pe)∣ + ∣ ̂𝑐ept (𝛒𝑗+1

pe )∣
. (2.16)

Ce critère permet de prendre en considération l’état de la fonction objectif robuste. Ces
deux valeurs sont nécessairement calculées avant l’évaluation du critère (2.16), donc il
n’y a pas de coût calculatoire supplémentaire. Le but est de limiter les répercussions
apportées par les simplifications faites aux équations (2.14) et (2.15).

Dans cette section, les effets des incertitudes aléatoires et des incertitudes épistémiques
sont atténués. Dans ce travail, l’utilisation d’algorithmes d’optimisation différentiable
est nécessaire, octroyant un coût informatique plus faible. La première sous-section est
consacrée aux incertitudes aléatoires. Les modifications engendrées par rapport au cas
déterministe sont minimes. Seul le calcul des sensibilités change et leurs calculs sont
donnés aux équations (2.6) et (2.7). Mieux encore, dans certaines conditions, le calcul
du gradient de la fonction coût robuste revient à des sommations des réalisations aux
points requis par la SMC, ce qui permet de minimiser les modifications à apporter au
cas déterministe. Enfin, nous avons dérivé spécialement le calcul des sensibilités pour
minimiser les erreurs sur le calcul de la variance. Erreurs qui ont été observées dans les
premières versions du cas d’usage utilisant MatLab [The MathWorks Inc., 2023].

Dernièrement, la sous-section 2.3.2 est consacrée au traitement des incertitudes épis-
témiques. Étant donné que les incertitudes épistémiques sont utilisés en RBDO pour
estimer des niveaux de fiabilité, nous avons adapté le schéma de mise à jour. Ce nou-
veau schéma permet de considérer les incertitudes épistémiques pour de la RDO et donc
pour de l’OTR. Il permet aussi, de manière innovante, de proposer deux conceptions à
l’utilisateur : l’une optimiste et l’autre pessimiste. Les méthodes adaptées et développées
permettent de représenter les incertitudes aléatoires avec des lois de probabilités ; et des
incertitudes épistémiques représentées avec des p-boîtes grâce à la méthode directe. Une
adaptation est nécessaire, si d’autres méthodes de représentation ou de modélisation
mathématiques sont utilisées.
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2.4 Modélisation des imperfections géométriques

Cette section présente les différents modèles des imperfections géométriques qui sont
déployés dans le code et analysés au chapitre 3. La sous-section 2.4.1, fait un rapide
rappel du modèle présenté dans les travaux de [Lazarov et al., 2011]. Ce rappel est suivi
d’éléments mathématiques liant les différentes notions vues et introduisant les modèles
que nous avons développés. Après quoi, la sous-section 2.4.2 introduit un modèle dit
naïf. Ce modèle introduit les éléments de la formulation qui servent au modèle de la
sous-section 2.4.3. Enfin, le dernier modèle est une décomposition en mode statistique.
Il est relié à la nature locale de la géométrie . Les sous-sections subséquentes renvoient
à la phase trois du cadre méthodologique référencée par la figure 2.1.

2.4.1 Altération de l’hyperparamètre 𝜂

Le tableau 1.5 et la figure 1.21 de la sous-section 1.4.2 présentent une taxonomie des
modèles considérant les imperfections de la géométrie. La méthode d’altération sur la
topologie issue de l’article de [Lazarov et al., 2011] est dite de type I. Dans ce modèle,
l’hyperparamètre 𝜂 est affecté par de l’incertitude. Dans la méthode SIMP, cet hyper-
paramètre permet de modifier localement les niveaux de PD grâce au filtre d’Heaviside

donné par l’équation (1.25). Ces modifications sont illustrées par la figure 1.22 page 67.

Soit Η la variable aléatoire associée à la valeur de 𝜂. La loi de probabilité est notée
ℙΗ = 𝒰(𝜏1, 𝜏2) †, avec 𝜏1 et 𝜏2 la borne inférieure et supérieure de la loi de probabilité
uniforme. Dans ces conditions, le problème d’optimisation (2.1) est modifié de la manière
suivante :

min𝒱𝒟 ̂𝑐ept (ℰ = {Η} ,𝒱𝒟 = {𝛒} , …)
sujet à 𝒞𝒫𝑡 = {𝑉 (𝛒̄)/𝑉ec − 𝜑∗ = 0, …}

𝒞𝜙 = {(1.15)} , …
(2.17)

L’avantage de cette modélisation réside dans le calcul des sensibilités. En effet, les dé-
rivées partielles qui sont référencées par les équations (1.27), (2.6) et (2.7) ne changent
pas. Ainsi, la souplesse et ses sensibilités doivent être évaluées qu’aux points tirés pour
simuler un échantillon de Η. Dans ce qui suit, 𝛒̃ est considéré comme étant le champ PD

†. La notation Η ∼ 𝒰(𝜏1, 𝜏2) est aussi utilisé dans le document pour assigner une loi de probabilité
à une variable aléatoire.

97



2.4. MODÉLISATION DES IMPERFECTIONS GÉOMÉTRIQUES

altéré par les modèles d’imperfection géométriques. Ce champ prend soit la forme d’une
variable aléatoire (p. ex. l’équation (2.18)) ou d’une réalisation (p. ex. l’équation (3.4)).
La nature est triviale ou clairement spécifiée pour éviter toute confusion.

Cette modélisation n’est que peu intrusive, mais comme le souligne la section 1.4.2 et
comme le démontre la section 3.1.2, elle manque de sens physique. Néanmoins, la re-
production de ce modèle dans notre solution technique permet de valider l’architecture
logicielle conçue et implémentée et sert d’élément de comparaison avec les modèles dé-
veloppés.

2.4.2 Modélisation naïve des imperfections

Le modèle naïf vient modifier la pseudo-densité finale, d’après la taxonomie présentée à
la sous-section 1.4.2 : il s’agit d’une modélisation de type II. Dans ce cadre, nous avons
décidé de modéliser les imperfections qui affectent la géométrie comme ceci :

̃𝜌𝑒 = ̄𝜌𝑒 + Δ(𝛒̄) , (2.18)

avec ̃𝜌𝑒 la pseudo-densité affectée par de l’incertitude définie par un modèle Δ ∶ ℝ𝑛el → ℝ
qui agit comme la fonction Ψ présentée au tableau 1.5. L’application Δ modélise les
imperfections géométriques et génère des écarts en fonction de l’état de la topologie et
du champ de pseudo-densité finale, c’est-à-dire 𝛒̄ pour la méthode SIMP. Ce modèle
peut provenir de différentes sources : connaissances expertes, données expérimentales,
basées sur la physique avec des équations différentielles ou n’importe quelle combinaison.

Dans cette sous-section, le modèle est dit : « naïf », car l’écart, Δ, n’est pas fonction du
procédé de fabrication ni de la géométrie et agit comme un bruit blanc. L’ajout de ce
modèle permet à la fois de valider l’architecture conçue et de vérifier la pertinence de
l’équation (2.18). Ainsi, l’équation (2.18) se réécrit de la manière suivante :

̃𝜌𝑒 = ̄𝜌𝑒 + Ρ𝑒⏟
Δnaïf

. (2.19)

Dans l’équation précédente, le modèle d’imperfection géométrique naïf est noté par
Δnaïf = Ρ𝑒 et Ρ𝑒 est une variable aléatoire simulant une imperfection pour l’élément
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𝑒. La loi de probabilité de l’imperfection est notée ℙΡ𝑒 = 𝒩(𝜏1, 𝜏2) avec 𝜏1 la moyenne
et 𝜏2 l’écart-type de la loi normale. Il peut advenir lors d’un tirage que la PD ̃𝜌𝑒 soit
plus grande que 1 ou plus petite que 0 ; en effet, le support d’une loi normale est dans ℝ.
Dans ce cas, la pseudo-densité ̃𝜌𝑒 est remise dans [0, 1]. Cela est systématisé pour tous
les tirages pouvant aboutir à des grandeurs qui n’ont pas de sens physique.
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Figure 2.9 – Principe de la modélisation naïve des imperfections géométriques.

La figure 2.9 illustre la procédure du modèle naïf. Pour tous les éléments qui consti-
tuent le maillage (même dans les espaces de non-conception), la pseudo-densité finale
est altérée de manière aléatoire. Étant donné que l’altération de la PD d’un élément
est fonction d’une variable aléatoire, cela peut être vu comme une version discrète d’un
champ aléatoire où la longueur de corrélation serait faible devant la taille de l’élément.
Les travaux menés n’intègrent pas de champ aléatoire. Cependant le filtre de convolution
(cf. équation (1.24)) peut servir à corréler spatialement les Ρ𝑒. Cette modification peut
être envisagée sans trop modifier la solution déjà déployée, puisque les quantités sont
déjà calculées et aucune adaptation n’est à prévoir grâce à la SMC.

Dans ces conditions, le problème d’optimisation (2.1) est modifié de la manière suivante :

min𝒱𝒟 ̂𝑐ept (ℰ = {Ρ = (Ρ1, … , Ρ𝑛el)} ,𝒱𝒟 = {𝛒} , …)
sujet à 𝒞𝒫𝑡 = {𝑉 (𝛒̄)/𝑉ec − 𝜑∗ = 0, …}

𝒞ℳ = {0 ≤ 𝛒 ≤ 1, … , (1.25), (2.19)}
𝒞𝜙 = {(1.15)} , …

(2.20)

Cette méthode est a priori plus intrusive que le modèle présenté à la sous-section 2.4.1,
car le problème physique est maintenant résolu à partir des réalisations du champ de
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PD 𝛒̃ et 𝜕𝑐ept/𝜕 ̃𝜌𝑒 est le gradient qui est calculé pour les tirages obtenus en fonction des
réalisations du vecteur aléatoire Ρ. Dès lors, la règle de la chaîne (1.27) doit être mise à
jour, comme ceci :

𝜕𝑧
𝜕𝜌𝑒

=
𝑛el

∑
𝑙=1

𝑛el

∑
𝑘=1

𝑛el

∑
𝑗=1

𝜕𝑧
𝜕 ̃𝜌𝑙

𝜕 ̃𝜌𝑙
𝜕 ̄𝜌𝑘⏟
=1

𝜕 ̄𝜌𝑘
𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕𝜌𝑒
= ∑

𝑗∈ℬ𝑒

𝜕𝑧
𝜕 ̃𝜌𝑗

𝜕 ̄𝜌𝑗

𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕𝜌𝑒
. (2.21)

Le terme de droite de l’équation (2.21) se simplifie, car 𝜕 ̃𝜌𝑙/𝜕 ̄𝜌𝑘 = 1 (voir l’équation du
modèle (2.19)). Ainsi, les équations (2.21) et (1.27) sont égales : le modèle naïf n’est
donc pas intrusif. Comme pour le modèle précédent, les sensibilités sont déjà connues et
doivent être évaluées en fonction des réalisations du vecteur aléatoire Ρ.

L’avantage de cette formulation, décrite par l’équation (2.18), réside dans l’interpréta-
bilité : l’écart est fonction de la géométrie. Cependant, avec le modèle naïf, l’écart est
élémentaire. C’est pourquoi la sous-section 2.4.3 propose une solution qui intègre des
informations sur les motifs géométriques locaux.

2.4.3 Modélisation des imperfections des modes statistiques

Comme pour le modèle précédent, le modèle par modes statistiques vient modifier la
pseudo-densité finale et est une modélisation de type II. La modélisation des imperfec-
tions est identique à celle présentée par l’équation (2.18). Néanmoins, l’écart est calculé
en fonction des PDs contenue dans le voisinage de l’élément 𝑒. Autrement dit, la fonction
Δ comporte les informations sur la topologie locale au voisinage de Λ𝑒. Les indices de
ces éléments locaux sont contenus dans l’ensemble 𝒮𝑒. Cet ensemble est défini de la sorte
que :

𝒮𝑒 = {𝑖 | ‖𝑂𝑖 − 𝑂𝑒‖𝑝loc ≤ 𝑟loc} , (2.22)

où 𝑟loc est un paramètre définissant le rayon de la boule ayant pour centre 𝑂𝑒 et est
muni de la norme-𝑝. Le paramètre 𝑝loc peut définir des fenêtres carrées à condition qu’il
soit suffisamment élevé, par exemple si 𝑝loc est supérieur à 𝑝loc ≥ 10. L’ensemble 𝒮𝑒

est utilisé pour collecter les pseudo-densités finales locales, elles sont contenues dans
l’ensemble 𝛠̄𝑒. Ce dernier est défini en procédant ainsi :

𝛠̄𝑒 = { ̄𝜌𝑖 | 𝑖 ∈ 𝒮𝑒 ∧ 𝑖 ≠ 𝑒} . (2.23)
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L’ensemble 𝛠̄𝑒 est utilisé comme support pour le modèle Δstat et exclut la pseudo-densité
finale de l’élément 𝑒 : ̄𝜌𝑒. Ainsi, l’équation (2.18) est modifiée comme suit :

̃𝜌𝑒 = ̄𝜌𝑒 + Δstat(𝛠̄𝑒) . (2.24)

Le modèle proposé à deux objectifs, il permet de :

— Détecter la frontière de la topologie. En effet, pour SIMP (et les autres méthodes
ayant l’élément comme descripteur de la topologie) la frontière n’est pas explici-
tement décrite et ceci constitue une lacune de ces méthodes [Chen et Chen, 2011]
pour nos besoins, afin de considérer le procédé de fabrication. Dans notre mo-
dèle, la frontière est détectée grâce à la fonction indicatrice, 𝟙, définie à partir de
l’écart-type sur l’ensemble 𝛠̄𝑒.

— Distinguer des motifs géométriques locaux, signature d’un défaut de fabrication et
d’y associer un niveau d’écart. Dans notre modèle, les motifs géométriques sont
caractérisés par une analyse statistique des éléments locaux.
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Figure 2.10 – Exemple de motifs géométriques locaux et leurs valeurs d’asymétrie et
d’écart-type associés.

101



2.4. MODÉLISATION DES IMPERFECTIONS GÉOMÉTRIQUES

La figure 2.10 illustre les valeurs d’asymétrie et d’écart-type pour certains motifs géo-
métriques locaux considérés représentatifs en deux dimensions. Les cas A et B affichent
des frontières rectilignes, ce qui conduit à une valeur d’asymétrie ‡ nulle et un écart-type
élevé. Dans les cas C et D, la présence d’un rayon de raccordement à proximité de Λ𝑒 en-
traîne une réduction de l’écart-type, mais une augmentation de l’asymétrie. L’invariance
par rotation est démontrée dans les cas A et B. Les cas C et D sont également invariants
par rotation. Cependant, il est possible de les distinguer. En effet, si le raccordement
est un congé (cas C), alors l’asymétrie est négative ; à l’inverse, lorsque le raccordement
est un arrondi tangent (cas D), l’asymétrie a la même norme, mais est de signe opposé.
Enfin, le cas E représente une connexion entre deux branches topologiques, entraînant
une réduction de l’écart-type et de l’asymétrie.

En conséquence, la modélisation des imperfections géométriques proposée est bien adap-
tée à SIMP ou aux méthodes utilisant une cartographie BD. En effet, la modélisation
prend en compte la courbure et les motifs locaux au niveau des frontières à partir d’un
champ de PD. Compte tenu des observations et des analyses mentionnées ci-dessus, le
modèle de l’équation (2.24) est exprimé comme suit :

Δstat(𝛠̄𝑒) = 𝟙STD(𝛠̄𝑒)≥𝑎 (𝑘STDSTD(𝛠̄𝑒) + 𝑘Sk |Sk(𝛠̄𝑒)|) ΡAM
𝑒 , (2.25)

les poids 𝑘STD et 𝑘Sk sont utilisés pour attribuer un niveau d’écart à un motif géomé-
trique en fonction des valeurs de l’écart-type local (estimé avec la fonction STD) et
de l’asymétrie locale (estimé avec la fonction Sk). En outre, dans l’équation (2.25), la
fonction indicatrice est définie de cette manière :

𝟙STD(𝛠̄𝑒)≥𝑎 =
⎧{
⎨{⎩

1 si STD(𝛠̄𝑒) ≥ 𝑎 ,

0 sinon.
(2.26)

Dans ces conditions, le problème d’optimisation (2.1) est réécrit sous la forme suivante :

min𝒱𝒟 ̂𝑐ept (ℰ = {Ρ = (ΡAM
1 , … , ΡAM

𝑛el )} ,𝒱𝒟 = {𝛒} , …)
sujet à 𝒞𝒫𝑡 = {𝑉 (𝛒̄)/𝑉ec − 𝜑∗ = 0, …}

𝒞ℳ = {0 ≤ 𝛒 ≤ 1, … , (1.25), (2.25)}
𝒞𝜙 = {(1.15)} , …

(2.27)

‡. C’est le moment centré d’ordre 3 : 𝜇3, pour rappel se reporter à l’équation (1.3).
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Dans les équations ci-dessus, les fonctions STD et Sk sont respectivement des estimateurs
de l’écart-type et de l’asymétrie de l’ensemble 𝛠̄𝑒. Les poids 𝑘STD et 𝑘Sk caractérisent
l’influence des deux modes statistiques. Enfin, ΡAM

𝑒 est une variable aléatoire associée à
l’élément 𝑒 et est fonction de la répétabilité des géométries fabriquées. Comme pour le
modèle naïf, ces variables aléatoires ne sont pas corrélées en position.

Pour ajouter ce modèle à SIMP, la règle de la chaîne doit être revue :

𝜕𝑧
𝜕𝜌𝑒

=
𝑛el

∑
𝑙=1

𝑛el

∑
𝑘=1

𝑛el

∑
𝑗=1

𝜕𝑧
𝜕 ̃𝜌𝑙

𝜕 ̃𝜌𝑙
𝜕 ̄𝜌𝑘

𝜕 ̄𝜌𝑘
𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕𝜌𝑒
= ∑

𝑙∈𝒮𝑒

∑
𝑗∈ℬ𝑒

𝜕𝑧
𝜕 ̃𝜌𝑙

𝜕 ̃𝜌𝑙
𝜕 ̄𝜌𝑗

𝜕 ̄𝜌𝑗

𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕 ̂𝜌𝑗

𝜕𝜌𝑒
. (2.28)

Contrairement au modèle antérieur, 𝜕 ̃𝜌𝑙/𝜕 ̄𝜌𝑗 n’est pas toujours égal à 1 et vaut :

𝜕 ̃𝜌𝑙
𝜕 ̄𝜌𝑗

= {
1 si 𝑙 = 𝑗 ,

𝜕Δstat(𝛠̄𝑙)
𝜕 ̄𝜌𝑗

sinon.
(2.29)

Pour calculer 𝜕Δstat(𝛠̄𝑙)/𝜕 ̄𝜌𝑗, il faut préalablement calculer la dérivée partielle de l’écart-
type. Elle est obtenue de la manière suivante :

𝜕STD(𝛠̄𝑙)
𝜕 ̄𝜌𝑗

= 𝜕Var(𝛠̄𝑙)
𝜕 ̄𝜌𝑗

1
2√Var(𝛠̄𝑙)

, (2.30)

avec la fonction Var qui calcule la variance de l’ensemble 𝛠̄𝑙. Cette fonction et son
gradient sont calculés de la manière suivante :

Var(𝛠̄𝑙) = 1
𝑛# − 1 ∑

𝑖∈𝒮𝑙

̄𝜌2
𝑖 −

𝑛#

𝑛# − 1( 1
𝑛#

∑
𝑖∈𝒮𝑙

̄𝜌𝑖
⏟⏟⏟⏟⏟

𝑚̂1(𝛠̄𝑙)

)
2

, (2.31)

𝜕Var(𝛠̄𝑙)
𝜕 ̄𝜌𝑗

= 2
𝑛# − 1 ( ̄𝜌𝑗 − 2

𝑛#
∑
𝑖∈𝒮𝑙

̄𝜌𝑖) , (2.32)

avec 𝑛# représentant la cardinalité de l’ensemble 𝛠̄𝑙. La seconde étape est de calculer la
dérivée partielle de l’asymétrie par rapport à ̄𝜌𝑗. L’asymétrie et sa dérivée partielle sont
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obtenues ainsi :

Sk(𝛠̄𝑙) =
1

𝑛#
∑𝑖∈𝒮𝑙

( ̄𝜌𝑖 − 𝑚̂1(𝛠̄𝑙))
3

( 1
𝑛#−1 ∑𝑖∈𝒮𝑙

( ̄𝜌𝑖 − 𝑚̂1(𝛠̄𝑙))
2)

3/2
, (2.33)

𝜕Sk(𝛠̄𝑙)
𝜕 ̄𝜌𝑗

= 3
2 (∑

𝑖∈𝒮𝑙

( ̄𝜌𝑖 − 𝑚̂1(𝛠̄𝑙))
3) ⋅

( 2
𝑛#

∑𝑖∈𝒯𝑙
( ̄𝜌𝑖 − 𝑚̂1(𝛠̄𝑙)) + 2 ( 1

𝑛#
− 1) ( ̄𝜌𝑗 − 𝑚̂1(𝛠̄𝑙)))

𝑛#(𝑛# − 1) ( 1
𝑛#−1 ∑𝑖∈𝒮𝑙

( ̄𝜌𝑖 − 𝑚̂1(𝛠̄𝑙))
2)

3/2+1 (2.34)

−
3

𝑛#
∑𝑖∈𝒯𝑙

( ̄𝜌𝑖 − 𝑚̂1(𝛠̄𝑙))
2 + 3 ( 1

𝑛#
− 1) (𝜌𝑗 − 𝑚̂1(𝛠̄𝑙))

2

𝑛# ( 1
𝑛#−1 ∑𝑖∈𝒮𝑙

( ̄𝜌𝑖 − 𝑚̂1(𝛠̄𝑙))
2)

3/2
,

où l’ensemble 𝒯𝑙 est identique à 𝒮𝑙, mais avec l’indice 𝑗 en moins, c’est-à-dire 𝒯𝑙 = 𝒮𝑙 ∖𝑗.
Les équations (2.33) et (2.34) sont biaisées. Pour corriger l’estimation de l’asymétrie, un
facteur correcteur 𝑛2

#/(𝑛# − 1)(𝑛# − 2) doit être ajouté au terme de droite.

Dans le modèle issu de l’équation (2.25), la valeur absolue et la fonction indicatrice ne
sont pas continues. Pour exprimer les gradients, les approximations continues suivantes
sont utilisées. La fonction indicatrice est approximée avec la fonction sigmoïde :

𝟙STD(𝛠̄𝑒)≥𝑎 ≈ 1
exp(10(𝑎 − STD(𝛠̄𝑙))) + 1 , (2.35)

et les dérivées partielles de l’équation précédente valent :

𝜕𝟙STD(𝛠̄𝑒)≥𝑎

𝜕 ̄𝜌𝑗
= 𝜕STD(𝛠̄𝑙)

𝜕 ̄𝜌𝑗

10 exp(𝑎 − STD(𝛠̄𝑙))
(exp(10(𝑎 − STD(𝛠̄𝑙))) + 1)2 . (2.36)

Enfin la valeur absolue est approximée par une expression fonction de la fonction d’erreur
(erf) [Bagul et Chesneau, 2021], tel que :

|Sk(𝛠̄𝑙)| ≈ Sk(𝛠̄𝑙)erf(10Sk(𝛠̄𝑙)) . (2.37)
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Enfin, les dérivées partielles de l’équation (2.37) sont égales à :

𝜕|Sk(𝛠̄𝑙)|
𝜕 ̄𝜌𝑗

= 𝜕Sk(𝛠̄𝑙)
𝜕 ̄𝜌𝑗

(erf (10Sk(𝛠̄𝑙)) + 2Sk(𝛠̄𝑙) exp(−100Sk(𝛠̄𝑙))
10

√
𝜋

) . (2.38)

En conséquence, toutes les sensibilités sont connues et l’équation (2.29) peut être évaluée.
Cependant, pour limiter l’intrusion dans SIMP, nous avons fait le choix de considérer
𝜕Δstat(𝛠̄𝑙)/𝜕 ̄𝜌𝑗 comme étant nul. Ainsi, le gradient du modèle statistique (2.28) a la même
forme que celui du modèle naïf (2.21) ou du modèle de [Lazarov et al., 2011] (1.27).
L’impact de cette hypothèse n’a pas encore pu être vérifié et fera l’objet d’un travail
ultérieur. Toutefois, considérant l’architecture du code proposé à la sous-section suivante,
les modifications apportées au programme sont minimales.

Figure 2.11 – Exemple de génération d’un type d’imperfection dont la taille est plus
importante que l’élément.

Enfin et surtout, un désavantage de la modélisation proposée réside dans le fait que
la taille de l’élément est identique à la taille de l’imperfection. La figure 2.11 illustre
une modification possible du modèle si l’imperfection est plus grosse que la taille de la
maille. Par exemple, leurs formes pourraient être en fonction des éventuels traitements de
surface. En outre, l’imperfection présentée à la figure 2.11 est carrée, mais par exemple il
serait possible de leur donner une forme ovoïde. Dans le cas contraire où les imperfections
sont plus petites, l’OT apporte une solution. En effet, l’optimisation peut être faite sur
plusieurs échelles (comme précisé dans la sous-section 1.3.1), permettant de diminuer de
facto la taille caractéristique des éléments à l’échelle inférieure : les imperfections peuvent
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affecter la topologie aux plus petites échelles.

Dans cette section plusieurs modélisations des imperfections géométriques pour l’OTR
sont revues et toutes appliquées à SIMP. À l’exception du modèle issu de la littérature,
tous les autres modèles que nous avons proposés sont compatibles avec une représen-
tation basée sur les densités. Les deux modélisations proposées sont adaptables si une
cartographie BD est utilisée. En fonction du modèle choisi, différents niveaux d’intrusi-
vité dans le calcul des dérivées partielles peuvent être observés. Toutefois, sous certaines
hypothèses simplificatrices, aucune modification supplémentaire n’est nécessaire pour le
calcul des gradients. La section suivante introduit notre solution technique conçue et
implémentée en Python [Python Software Foundation, 2023].

2.5 Modélisation orientée objet pour l’optimisation to-
pologique robuste

Cette section vise à introduire notre outil de simulation. Ce dernier utilise le paradigme
de programmation orientée objet (POO) et permet, de par sa flexibilité de conception,
d’ajouter facilement une multitude de modèles d’imperfections géométriques.

Premièrement, un digramme de définition de bloc permet d’illustrer l’organisation des
différents composants d’un système, d’un procédé ou d’un processus. Cette sous-section
présente une solution technique au processus d’OTR.

Le digramme proposé est subdivisé en six catégories et la figure 2.12 les référence, nom-
mément : la topologie de la conception, les algorithmes ou la procédure d’optimisation,
les gradients de la fonction objectif ou des contraintes, la résolution de la physique par
la MEF, les paramètres modifiables par l’utilisateur et des classes réservées à l’affec-
tation des incertitudes à d’autres classes. Ces catégories sont les briques élémentaires
nécessaires au processus d’OTR. Aucune modification n’est apportée à la sémantique
de ce diagramme contrairement au digramme d’activité. Les paragraphes suivants pré-
sentent la typologie adoptée, qui apporte une solution, développée en POO, à la variété
des méthodes d’optimisation topologique vues à la sous-section 1.3.1. Le diagramme de
définition de bloc est disponible en format A3 dans l’annexe page 172.
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La modélisation de la topologie est une conséquence des observations faites à la sous-
section 1.3.2. La figure 2.13 met l’accent sur cette partie du diagramme. Pour ré-
pondre aux différentes spécifications des méthodes d’OT, deux métaclasses sont définies :
InitialGeometry contenant le descripteur topologique servant de VD au problème d’op-
timisation et leurs projections sur un maillage fixe avec la classe ProjectedGeometry. En
effet, le descripteur topologique est souvent cartographié à l’aide d’une représentation
BD. Même si cela n’a pas été implémenté dans le code, la figure 2.13 illustre ce chan-
gement de descripteur pour la méthode par composant alterable et mobile (MMC) §.
Ici, le descripteur de la topologique est modélisé par des rectangles dont l’orientation
et la longueur peuvent être ajustées. La projection est effectuée par la création d’un
objet ProjectedGeometryMMC (puis par l’utilisation de sa méthode __call__()). Norma-
lement, les classes contenant le descripteur topologique (les VDs) doivent hériter de
InitialGeometry, cependant dans le cas de SIMP les descripteurs topologiques sont
identiques et la différence entre les deux résulte de l’utilisation des filtres par convolu-
tion et d’Heaviside (cf. les équations (1.24) et (1.25)). Dès lors, il parait plus naturel
de faire hériter la géométrie initiale de la classe ProjectedGeometry lorsque SIMP est
utilisée.

La pléthore de liens d’héritage (représentés graphiquement par une flèche se terminant
d’un triangle blanc) entre les différents blocs permet de conserver et de réutiliser un
nombre important d’attributs et de méthodes. Par exemple, toutes les classes ont un des-
cripteur topologique (topology_descriptor). Si ce dernier est dépendant de la méthode
d’OT pour la classe InitialGeometry, il devient unique lorsque les géométries sont proje-
tées. Une fois de plus l’utilisation de l’héritage est un vrai atout. Par exemple, cela permet
d’avoir une compatibilité entre tous les enfants (classes dérivées) de ProjectedGeometry

et les classes responsables de la résolution du problème physique par MEF avec DOFINx

[Baratta et al., 2023]. En effet, si une nouvelle méthode d’OT est implémentée, il n’est
pas nécessaire de recoder les classes servant à la résolution du problème physique des
topologies projetées sur le maillage fixe par la méthode BD. De même, de nombreuses
méthodes peuvent être réutilisées, en particulier, celles servant à la sérialisation des ob-
jets, par exemple save() ou save_2_xdmf(). Cela est critique dans plusieurs situations :
afin d’être capable de restaurer le résultat d’une optimisation pour faire des analyses ul-
térieures ; de pouvoir communiquer entre plusieurs systèmes, par exemple entre un four-
nisseur de calcul intensif, comme Cassiopee pour le LCFC, et nos systèmes ou d’échanger

§. Les deux figures illustratives sont issues de [Norato et al., 2015].

108
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avec l’UTT ; enfin, lors de l’emploi du multiprocessing pour réduire le temps de calcul de
l’échantillon.

Au fur et à mesure de la particularisation les classes deviennent de plus en plus spéciali-
sées. Ainsi, la classe InitialGeometrySIMP contient les attributs nécessaires au schéma de
pénalisation comme la valeur de la pénalité de l’équation (1.26). De plus, pour la classe
ProjectedGeometrySIMP la matrice servant au filtre de convolution (équation (1.24)) H

est présente. Ce principe réapparait pour les autres catégories.

<<block>>
InitialGeometry

operations
initialize_new_geometry(topology_descriptor: Any)
set_topology_descriptors(topology_descriptor: Any)
update_metrics()
save(save_dir: pathlib.Path, file_name: str)
__call__(*args, **kwargs): InitialGeometry

values
topology_descriptor: Any
parameters: ParametersTopo
compliance: float
volume: float
volume_fraction: float

<<block>>
InitialGeometrySIMP

operations
__call__(*args, **kwargs): InitialGeometry

values
parameters: ParametersSIMP
p: dolfinx.fem.Constant
weakening_law: ufl.algebra.Sum
...

<<block>>
ProjectedGeometrySIMP

values
parameters: ParametersSIMP
H: csr_matrix
Hs: np.ndarray
p: dolfinx.fem.Constant
weakening_law: ufl.algebra.Sum
...

<<block>>
InitialGeometryMMC

<<block>>
ProjectedGeometryMMC

<<block>>
ProjectedGeometry

operations
update_weakened_descriptors()
update_diff_weakened_descriptors()
save_2_xdmf(save_dir: pathlib.Path,
            file_name: str, time: float)
__call__(x: InitialGeometry): ProjectedGeometry

values
ilep: InhomogeneousLinearElasticityProblem
topology_descriptor: dolfinx.fem.Function
parameters: ParametersTopo
weakening_law: ufl.algebra.xxx (to be determined
according to the chosen interpolation scheme)
diff_weakening_law: ufl.algebra.xxx (idem)

project (on the mesh)

La méthode de projection
est définie dans le
__call__() des enfants
de ProjectedGeometry

La figure ci-dessous est le descripteur
topologique initial pour la méthode MMC. La
géométrie est ensuite projetée sur un maillage fixe
pour résoudre la physique et calculer les
gradients.

Ici update_weakened_descriptor utilise le 
célèbre schéma d'interpolation SIMP, i.e., 
alpha + (1 - alpha) * pseudo_densities ** p, avec
ici pseudo_densities = topology_descriptor !!

La figure ci-dessous est la projection sur un
maillage fixe de la topologie présentée dans le
commentaire associé InitialGeometryMMC. L'avantage
de créer ProjectedGeometry est que le descripteur
topologique est un champ de pseudo-densité, ce qui
annule les efforts d'adaptation pour les calculs
par éléments finis & permet d'avoir certaines
routines.

project (on the mesh)

Les blocs hachurés sont des classes
vides

Figure 2.13 – Détail des classes servant à décrire la topologie.

La figure 2.14 représente le digramme de définition de bloc avec les ajustements apportés
pour affecter la topologie avec des incertitudes. Il ressort de la sous-section 1.4.1 que les
méthodes de propagation non intrusives, fréquemment utilisées dans la littérature et
prennent la forme de la SMC dans notre cas, en RDO prennent la forme d’une somme
pondérée, dont les variables indexées de la série sont le résultat d’évaluations des modèles
déterministes en des points connus. Dans le code présenté, ce choix a été privilégié et
se matérialise par la classe UncertainAddOn et l’attribut local_idx. Cette classe peut
affecter avec de l’incertitude n’importe quelle autre classe (p. ex. avec la classe Material),
elle contient un générateur de valeurs. Ces valeurs sont utilisées pour évaluer le modèle
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déterministe à des valeurs particulière avec l’attribut local_idx.

Comme vu au chapitre 1, les matériaux sont affectés par de l’incertitude. Avec cette ar-
chitecture, affecter la classe Material peut se faire grâce au multihéritage (comme pour
la classe ProjectedGeometrySU), l’affection des incertitudes à des classes est facilitée. Qui
plus est, un autre avantage à utiliser la SMC est qu’elle est insensible au nombre de va-
riables aléatoires, ajouter d’autres sources d’incertitudes est enfantin. Malheureusement,
cela n’a pas été possible par manque de temps. Enfin, les modèles d’imperfections géo-
métriques vues à la section 2.4 sont transcrits chacun dans une classe et ils ne prennent
que quelques lignes.

Par la suite, lorsque les incertitudes sur la topologie seront considérées, la surcharge
(c’est-à-dire de modifier le comportement d’une méthode fille) de la méthode __call__()

dévoile toute son utilité. En effet, chaque appel d’une instance de la topologie affectée par
de l’incertitude renvoi un champ de pseudo-densité altéré par l’un des modèles présentés
à la section 2.4 et au point local_idx. Pour la SMC, présentée à la sous-section 1.4.1 et
à la sous-section 2.3.1, chaque réalisation 𝑢𝑖 est générée par une instance des enfants de
la classe RandomGenerator. Cette réalisation permet d’altérer la géométrie en fonction du
modèle choisi en un point tiré aléatoirement. Ici aussi, l’héritage permet de personnaliser
le comportement de certaines classes. Ainsi, d’autres lois de probabilité peuvent être
programmées si elles ne sont disponibles dans la bibliothèque NumPy [Harris et al.,
2020].

L’organisation des classes permettant d’optimiser le descripteur topologique initiale (les
VDs) est en accord avec celle de la librairie NLopt [Johnson, 2007], même si un interfa-
çage est réalisé pour être en correspondance avec SIMP. Ces classes ne regroupent pas
uniquement des algorithmes d’optimisation, elles réunissent aussi les procédures d’op-
timisation décrites préalablement. Les classes sont mises en lumière par la figure 2.15.
La procédure d’optimisation classique pour SIMP se manifeste dans ce diagramme avec
la classe OptimiserHyperparametersSIMP. Cette classe permet de lancer plusieurs opti-
misations avec la MAM ou les CO pour incorporer les schémas de continuation, vus à
la sous-section 1.3.1, sur la pénalité 𝑝 et l’hyperparamètre 𝛽. La méthode permettant
d’atténuer les incertitudes épistémiques, proposée à la sous-section 2.3.2, est également
présente. En effet, la procédure d’optimisation consiste à trouver une géométrie opti-
miste et pessimiste à partir d’une collection de géométrie actualisée en fonction de la
valeur prise par les paramètres de la distribution, paramètres qui sont entachés d’incerti-
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<<block>>
ProjectedGeometrySIMP

values
parameters: ParametersSIMP
H: csr_matrix
Hs: np.ndarray
p: dolfinx.fem.Constant
weakening_law: ufl.algebra.Sum
...

Ici update_weakened_descriptor utilise le 
célèbre schéma d'interpolation SIMP, i.e., 
alpha + (1 - alpha) * pseudo_densities ** p, avec
ici pseudo_densities = topology_descriptor !!

<<block>>
UncertainAddOn

values
local_idx: int
generator: MetaGenerator
model_parameters: Parameters (e.g. 

  ParametersStatModel)

<<block>>
ProjectedGeometrySU

<<block>>
PGSUEta

operations
__call__(x: InitialGeometry): PGSUEta

SU =
SIMPUncertain

<<block>>
PGSUNaive

operations
__call__(x: InitialGeometry): PGSUNaive

PGSU = ProjectedGeometrySIMPUncertain

UncertainAddOn contient
les propriétés et méthodes
nécessaires pour propager
des incertitudes.

<<block>>
MetaGenerator

operations
__call__(local_idx: int, size: int, *args, **kwargs):
np.ndarray

values
distribution_parameters: Parameters | dict

<<block>>
RandomGenerator

operations
update_streams()

values
distribution_parameters: Parameters | dict
streams: list[np.random.Generator]
random_parameters: ParametersRandomGenerator

<<block>>
Uniform

values
low: float
high: float
distribution_parameters: ParametersUniform

<<block>>
NumpyGenerator

values
generator: np.random.Generator.xxx
type: str

<<block>>
PGSUStatistic

operations
__call__(x: InitialGeometry): PGSUStatistic

values
valid_neighbours: tuple[tuple[int, ...], ...]

1 1

Si la loi n'est pas codée
dans NumPy, il est toujours
possible de la créer en
personnalisant la
classe RandomGenerator.
Ici, c'est un exemple avec
la loi uniforme à support
réel.

Figure 2.14 – Détail des classes servant à décrire la topologie et leurs affectations par
de l’incertitude.

tude épistémique. Ainsi, aucune nouvelle formulation de gradient n’est calculée et notre
méthode s’insère dans un cadriciel classique pour atténuer les incertitudes aléatoires et
considère les algorithmes d’optimisation comme des boîtes noires, octroyant la possibilité
de changer facilement d’algorithme d’optimisation.

Enfin, l’architecture proposée inclut un groupement de classes spécialisées pour le calcul
du gradient. Ces classes sont présentées à la figure 2.16. Parallèlement aux classes pour
décrire la topologie d’une pièce, les classes pour les gradients se spécialisent en fonction
de l’algorithme d’optimisation utilisé et de la classe pour décrire la topologie et de la
présence d’incertitudes. En effet, comme la sous-section 2.3.1 le renseigne, l’algorithme
d’optimisation associé aux CO n’a besoin que d’un gradient pour respecter la contrainte
en volume ; mais, pour la MAM la borne inférieure et supérieure doivent être renseignée.
Ces modifications sont mineures, mais essentielles au bon fonctionnement de cet algo-
rithme fourni par NLopt [Johnson, 2007]. Finalement, une classe est réservée au calcul
du gradient robuste, ce dernier est fonction d’une méthode pour estimer les moments et
les dérivées partielles nécessaires au calcul de la fonction objectif robuste vu à la section
2.3.1. Étant donné que la fonction objectif et ses dérivées partielles sont dépendantes de
l’évaluation du modèle déterministe en quelques points, les classes réservées au calcul du
gradient du problème déterministe sont réutilisées grâce à l’attribut base_gradient. Cet
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<<block>>
MetaOptimiser

operations
set_min_objective()
set_equality_constraint()
set_inequality_constraint()
set_max_evaluations()
optimize(x_init: np.ndarray): np.ndarray
end_optimization(x_oprimized: np.ndarray)

values
optim_parameters: ParametersOptimiser
dim: int
objective_function: Gradient
equality_constraint_function: list[Gradient]
inequality_constraint_function: list[Gradient]
evaluations: int

<<block>>
SIMPOptimiserMMA

operations
set_lower_bounds()
set_upper_bounds()
set_stop_criterion()

values
opt: nlopt.opt

<<block>>
SIMPOptimiserOC

operations
convergence_criterion(stop_criterion: int): bool

<<block>>
OptimiserHyperparametersSIMP

values
optimiser: MetaOptimiser

<<block>>
OptimiserPBoxInterval

operations
optimize(x_init: np.ndarray): tuple[np.ndarray,

    np.ndarray]

values
optimiser: MetaOptimiser
pbox_parameters: ParametersPBox
metrics: {'optimist': dict[str, Any], 

  'pessimist': dict[str, Any]}
interval_size: int
mesh_grid_parameters: np.ndarray

1

1

1

1

Figure 2.15 – Détail des classes servant à optimiser les descripteurs topologiques
initiaux avec ou sans incertitude épistémique.

attribut peut être aussi utilisé si la modélisation des imperfections est intrusive néces-
sitant de modifier le calcul des dérivées partielles. Ainsi, les efforts de programmation
sont à la fois limités et la solution est flexible par rapport aux modifications que d’autres
modèles d’incertitudes apporteraient.

Les paragraphes précédents discutent de la hiérarchie de la solution proposée. Cette
dernière permet d’avoir une grande flexibilité par rapport :

— À la description de la topologie,
— À la sérialisation (l’enregistrement des données structurées),
— Aux modèles sur les incertitudes,
— Aux méthodes pour calculer les moments et sensibilités utilisés pour évaluer la

fonction coût,
— À la procédure d’optimisation.

La modélisation de la hiérarchie n’est pas suffisante pour comprendre le comportement
dynamique du processus d’OTR ; pour cela il faut un diagramme d’activité. Dans ces
travaux, deux diagrammes d’activités ont été développés et actualisés tout au long du
projet. Le premier digramme d’activité, à retrouver à l’annexe aux pages 174 et 175,
présente le processus sans incertitude. Faire cette première modélisation est une étape
préliminaire, au recueil des sources d’incertitude et à la modélisation graphique du pro-
cessus incertain, de la méthode présentée à la figure 2.1. En outre, cette étape permet
de catalyser les réflexions autour de l’intégration des incertitudes et doit pouvoir être
modifiée en fonction de la caractérisation des incertitudes, c’est-à-dire si le concepteur
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<<block>>
Gradient

operations
__call__(x: np.ndarray, grad: np.ndarray): float

values
geo: InitialGeometry
proj_geo: ProjectedGeometry
gradient_parameters: ParametersObjectiveFunction |

     ParametersConstraintFunction
iteration: int

<<block>>
GradientCompliance

<<block>>
GradientVolume

<<block>>
GradientVS

values
dv: dolfinx.fem.Function

<<block>>
GradientCS

values
dc: dolfinx.fem.Function

<<block>>
GradientVSNLU

<<block>>
GradientVSNLL

CS = ComplianceSIMP VS = VolumeSIMP

VSNLL = VolumeSIMPNonLinearLower VSNLU = VolumeSIMPNonLinearUpper

<<block>>
GradientUncertain

operations
compute_uncertain_gradient(

simulation_method: SimulationMethod,
grad: np.ndarray,
k: float): float

__call__(x: np.ndarray, grad: np.ndarray): float

values
uncertain_proj_geo: UncertainAddOn
& ProjectedGeometry
simulation_method: SimulationMethod
mean_epsilon: fenicsx.fem.Function
std_epsilon: fenicsx.fem.Function
base_gradient: Gradient

<<block>>
GradientCUS

<<block>>
SimulationMethod

operations
save_results()
__call__(x: np.ndarray): float

values
mean: float
var: float
min: float
max: float
current: float
other_metrics: dict[str, Any]
mean_grad: np.ndarray
var_grad: np.ndarray
mean_epsilon: fenicsx.fem.Function
std_epsilon: fenicsx.fem.Function
simulation_parameters: ParametersSimulationMethod

CUS = CompliancetUncertainSIMP

<<block>>
MonteCarloSampling

values
simulation_parameters: ParametersMonteCarlo

1 11

1

Figure 2.16 – Détail des classes servant à calculer les gradients des contraintes ou de la
fonction objectif robuste ou déterministe.

est en présence d’incertitude aléatoire ou d’incertitude épistémique.

La seconde modélisation inclut une sémantique revue sur l’étiquetage des flux. Le di-
gramme d’activité du processus d’OTR avec les incertitudes est donné dans l’annexe aux
pages 177 et 178. Ce genre d’ajout est parfaitement toléré par le SysML [Friedenthal
et al., 2014]. Dans le cas présent, les flux sont étiquetés suivant la caractérisation que
prend l’incertitude. Il a été préféré de modéliser uniquement le type d’incertitude plutôt
que sa représentation ou modélisation mathématique, car leur traitement influence inévi-
tablement le processus d’optimisation et donc le comportement dynamique de l’OTR.
La figure 2.17 montre les modifications apportées par rapport aux fonctionnalités de
base. Les flux peuvent être étiquetés de trois manières : <<uncertain>>, <<aleatory>> et
<<epistemic>>. La première permet à l’utilisateur de caractériser un flux comme étant
incertain conformément à la taxinomie présentée à la figure 2.3. La seconde étiquette
est à utiliser en présence d’incertitude aléatoire et enfin la dernière pour de l’incerti-
tude épistémique. Étant donné que dans notre cas certains paramètres sont entachés
d’incertitude aléatoire ou d’incertitude épistémique, les flux sont majoritairement éti-
quetés comme <<uncertain>>. L’un des avantages du SysML est de relier les différents
diagrammes entre eux. Les activités sont partitionnées avec les blocs définis dans le
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diagramme de définition de bloc. Cela permet de lier les composants du processus avec
leurs actions. De plus, de nombreuses « operations » sont reprises dans les actions. C’est
dans le diagramme d’activité qu’il est aisé de représenter les perturbations qui peuvent
affecter le système ou le processus.

<<uncertain>>

Une nouvelle étiquette est
utilisée sur ce flux pour
mettre en lumière qu'il est
incertain !

<<block>>
MetaGenerator

instancier un générateur
de nombre aléatoire avec

les enfants de la
classe RandomGenerator en

fonction de la
performance du procédé

Suivant le type d'incertitude,
le flux peut être étiqueté
par : <<epistemic>> ou 
<<aleatory>>. Si la variable peut
prendre ces deux formes, alors
elle est étiquetée
par <<uncertain>>.

: paramètres du procédé de
fabrication

Figure 2.17 – Aperçu du diagramme d’activité illustrant la première étape pour
propager des incertitudes.

La taxonomie présentée à la figure 1.21 transparaît aussi dans l’organisation des classes
dérivées de ProjectedGeometrySU et tout est fait pour limiter les efforts lors du change-
ment de modèle modélisant les imperfections géométriques. Si la modélisation des imper-
fections se fait en altérant 𝜂 (type I), alors la perturbation de cet hyperparamètre doit
se faire avant l’application des filtres. Concrètement, l’appel au générateur de nombres
aléatoires se fait avant l’appel de la classe parente, c’est-à-dire en amont de l’application
des filtres. Dans le cas contraire si la modélisation des imperfections se fait en altérant
le descripteur topologique (type II), alors l’appel au générateur de nombres aléatoires se
fait en aval de l’application des filtres, à savoir après sa « projection ». Du point de vue
de processus, presque rien ne change.

Dans cette section, le processus d’optimisation est modélisé graphiquement avec le
SysML. La structure est modélisée grâce à un diagramme de définition de bloc, comporte
les classes intégrées au code et illustre la modularité à l’égard des modèles d’imperfec-
tions. Le processus est, quant à lui, modélisé par un diagramme d’activité ; il présente
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des modifications nécessaires à la modélisation d’un processus sous incertitudes. Cet
exemple met en exergue le fait qu’un simple diagramme de flux, comme un digramme
IDEF ou un p-diagram ou encore le GRDPM, n’est pas suffisant pour décrire et dé-
ployer un processus aussi complexe que l’OTR. En effet, les liens entre le diagramme
de définition de bloc et le diagramme d’activité sont essentiels pour garantir une vi-
sion complète du processus, d’avoir une modélisation cohérente entre le comportement
statique et dynamique. En outre, cela permet de recueillir des sources d’incertitude et
de savoir comment les intégrer au processus d’OT. De plus, la modélisation graphique
du processus d’OT permet de soutenir les classifications faites à la sous-section 1.4.2.
Finalement, cette modélisation est implémentée en Python. Ce code répond aux attentes
de l’ANR vues au chapitre introductif.

2.6 Bilan

Ce chapitre présente un cadre théorique et pratique à l’atténuation des effets des incerti-
tudes. La section 2.1 propose notre cadre méthodologique. Celle-ci, illustrée par la figure
2.1, a été appliquée lors de la réalisation de ces travaux. Le chapitre 1 sert au recueil des
sources d’incertitude affectant à la fois le processus d’OT et le procédé de FA.

La sous-section 2.2.1 vise à attribuer aux variables incertaines un type d’incertitude. A
cet effet, une représentation graphique sous forme d’un diagramme de Venn est proposée.
Les avantages de cette représentation sont son adaptabilité et son intelligibilité. Une
taxonomie des niveaux de robustesses atteignables en fonction de la pilotabilité des
variables et de leur paramétrisation vis-à-vis du système est présentée à la sous-section
2.2.2. Cette taxonomie a été adaptée à la DfX. La caractérisation et le choix concernant
le niveau de robustesse voulu influencent les étapes subséquentes.

La section 2.3 déroule la méthodologie permettant d’atténuer les effets des incertitudes
aléatoires et des incertitudes épistémiques. Les modifications à apporter par rapport
au cas déterministe sont détaillées. Qui plus est, atténuer des effets des incertitudes
épistémiques offre au concepteur deux topologies : optimiste et pessimiste. Ces deux
géométries permettent d’atténuer les effets du manque de connaissances ou d’informa-
tions. Si le concepteur pense que les effets de ces incertitudes sont moindres, alors il doit
s’appuyer sur la conception optimiste et vice versa.
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La modélisation du phénomène aléatoire portant sur les imperfections géométriques est
effectuée à la section 2.4 ; tandis que la modélisation graphique du processus d’OTR
l’est à la section 2.5. Dans la section 2.4, diverses approches de modélisation des im-
perfections géométriques sont examinées et appliquées à la méthode SIMP. Les deux
modèles développés dans ce travail sont adaptables aux méthodes d’OT utilisant une
cartographie BD. Sous certaines conditions simplificatrices, tous les modèles ne sont
pas intrusifs par rapport aux méthodes de propagation des incertitudes aléatoires et
incertitudes épistémiques.

Enfin le processus d’OTR est représenté graphiquement à l’aide du SysML. Cet exemple
souligne que pour représenter le processus d’OTR, les liens établis entre le diagramme de
définition de blocs et le diagramme d’activité sont essentiels pour offrir une vision globale
du processus et assurer une cohérence entre la modélisation statique et dynamique. Cette
représentation est implémentée en Python.

L’ensemble de ces méthodes ainsi que la modélisation du processus d’OT ont permis la
réalisation d’expérimentations numériques permettant de vérifier concrètement le fonc-
tionnement de l’approche proposée.
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Chapitre 3

Analyse des performances des
modèles et des méthodes

Ce chapitre conclut la méthodologie décrite à la figure 2.1. Il a pour objectif de vérifier
les modèles d’imperfection développés à la sous-section 2.4 grâce à la solution technique
présentée à la sous-section 2.5. De plus, l’atténuation des incertitudes suit les approches
formalisées à la section 2.3. Premièrement, la section 3.1 présente le cas d’étude et
ses résultats déterministes, puis une analyse des modèles d’imperfections géométriques
présentés aux sous-sections 2.4.1 et 2.4.2. Cette analyse est suivie de la vérification
du modèle d’imperfections géométrique statistique au moyen d’un plan d’expériences
numérique. Dans les sections 3.1 et 3.2, les effets des incertitudes aléatoires sont atténués ;
contrairement à la section 3.3, où les effets des incertitudes épistémiques sont atténués
avec le modèle dit « statistique ». Finalement, la dernière section dégage les conclusions
et tire un bilan.

Sommaire du chapitre
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3.1. ÉTUDE DES PROBLÈMES (2.17) ET (2.20)

3.1 Étude des problèmes (2.17) et (2.20)

La finalité de cette section est d’apporter une analyse critique des modèles présentés aux
sous-sections 2.4.1 et 2.4.2, de justifier les hypothèses formulées et de vérifier et valider
la flexibilité du code développé. Ainsi, la première sous-section présente le cas d’étude
en 2D qui est utilisé dans ce chapitre et les résultats obtenus dans le cas déterministe,
c.-à-d. sans incertitudes. La sous-section 3.1.2 présente une analyse du modèle de la
littérature formalisé à la sous-section 2.4.1 ; il en va de même pour la sous-section 3.1.3
qui propose une analyse du modèle dit « naïf » de la sous-section 2.4.2.

3.1.1 Résultats sans incertitude et comparaison d’algorithmes
d’optimisation

Présentation du cas d’étude Le cas d’étude 2D est présenté à la figure 3.1. La forme
de l’espace de conception est rectangulaire avec un ratio longueur sur largeur de 4, soit
une longueur de 𝐿 = 160 mm pour une largeur de 𝐻 = 40 mm. Une force 𝐹 = (0, −1) N
est appliquée au nœud situé au milieu de la face droite, c’est-à-dire en (𝐿, 𝐻/2). Les nœuds
de la face gauche sont encastrés, ainsi en 𝑥 = 0 et ∀𝑦 : 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 = 0. Comme mentionné
précédemment, l’espace de conception est entouré par une zone de non-conception vide
de matière, mais altérable par les modèles d’incertitudes. Cette zone n’enveloppe pas les
faces gauche et droite, là où il y a des conditions aux limites.

Le maillage de l’espace de conception du modèle d’éléments finis est constitué de 160×40
éléments. Les éléments sont des quadrilatères de degré 1. Enfin, l’épaisseur de l’espace de
non-conception est composé de deux éléments, donc l’espace total est maillé par 164×40
éléments. Le maillage et l’annotation des différents espaces de conception sont réalisés
avec Gmsh [Geuzaine et Remacle, 2009] et la résolution du problème d’éléments finis avec
la version 0.6 de DOFINx [Baratta et al., 2023]. Le module de Young et le ratio de Poisson

sont respectivement égaux à 𝐸 = 1 MPa et 𝜈 = 0.3.

Parmi les contraintes produits le rayon du filtre de convolution est égal à 𝑟∗ = 1.3 mm,
ce qui est la taille de rayon minimal pour éviter les motifs en damier d’échec. De plus, la
contrainte en fraction de volume est égale à 𝜑∗ = 40 %. Pour la méthode des asymptotes
mobiles (MAM) la tolérance est de ±5 %, car les contraintes sont systématiquement
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Figure 3.1 – Configuration du cas d’étude en 2D, de l’espace de conception et des
conditions aux limites.

violées lorsque la tolérance est de ±1 %.

Les algorithmes d’optimisation utilisent les paramètres par défaut donnés par [Ferrari et
Sigmund, 2020, Johnson, 2007] (cf. la sous-section 2.3.1). Par ailleurs, pour les critères
d’optimalité (CO), 𝜂 est constant et égal à 𝜂 = 0.5 sauf indication contraire. Pour rappel,
le schéma de continuation n’est pas utilisé pour la pénalité 𝑝 de l’équation (1.26) et est
égal à 𝑝 = 3. Enfin pour 𝛽, le schéma de continuation suivant est utilisé. Dans la première
étape, le paramètre 𝛽 est fixé à 𝛽 = 1 et reste constant pendant 250 itérations. Par la
suite, 𝛽 est augmenté à 𝛽 = 4. Après 20 itérations supplémentaires, 𝛽 est mis à jour à
𝛽 = 8. Enfin, la valeur de 𝛽 est doublée toutes les 5 itérations jusqu’à atteindre 𝛽 = 64,
et l’optimisation se termine avec 5 itérations avec comme valeur de 𝛽 : 𝛽 = 64. En outre,
le critère d’arrêt est sur le nombre d’itérations, sauf mention contraire.

Optimisation topologique déterministe Lorsque les paramètres mentionnés au pa-
ragraphe précédent sont appliqués au problème (1.30), les résultats obtenus sont montrés
à la figure 3.2. Les topologies obtenues sont classiques pour le type de problème, elles
comportent de nombreuses branches topologiques plus ou moins épaisses suivant leur
localisation. Les topologies montrent des différences importantes après le premier tiers
(lorsque 𝑥 > 𝐿/3 et ∀𝑦). La valeur de la fonction coût est plus faible lorsque la MAM
est utilisée pour résoudre le problème d’optimisation ; en effet, la fraction de volume de
la topologie optimisée est de 𝑉 (𝛒̄)/𝑉ec = 𝜑 ≈ 43 % ≤ 45 %, ce qui veut dire qu’il y a plus
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de matière utilisée pour minimiser la souplesse.

(a) CO : 𝑐ept = 393 Nmm.

(b) Juxtaposition des cas 3.2a et 3.2c.

(c) MAM : 𝑐ept = 372 Nmm.

Figure 3.2 – Topologies optimisées obtenues sans incertitudes avec les CO (3.2c) et la
MAM (3.2a).

De plus, plusieurs charnières à un nœud (ce motif est illustré par la figure 3.3) appa-
raissent dans les deux structures, elles sont mises en évidence par des cercles gris. La
topologie obtenue avec MAM en contient 16 et celle des CO en comporte 2. Les charnières
prennent la forme d’un damier d’échec local et elles sont atténuables : en augmentant
𝑟∗, en augmentant l’ordre des éléments ou avec les différents modèles d’imperfections
géométriques. La première solution a le désavantage d’ôter le lien entre le procédé de
fabrication additive (FA) et optimisation topologique (OT) ; la seconde solution d’aug-
menter les coûts de calcul. Enfin, les deux conceptions sont symétriques par rapport au
plan horizontal passant par la force.

Même pour le cas déterministe, l’espace de non-conception est actif et comme le montrent
les figures 3.2a et 3.2c, ils sont bien sans matière. Pour le cas déterministe, ajouter ou
retirer l’espace de non-conception modifie les topologies optimisées obtenues, comme
le montrent les figures D.1 et D.2 situées en annexe. Cela est vraisemblablement dû
à la manière dont le gradient est calculé. En effet, lors de l’ajout d’un espace de non-
conception, ce sont les pseudo-densités (PDs) qui sont annulées dans cet espace et non les
dérivées partielles. De plus, contrairement au cas avec l’espace de conception, le volume
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Figure 3.3 – Illustration d’un motif dit de charnière à un nœud indésirable en
optimisation topologique (OT).

de la topologie obtenue avec la MAM (cf. la figure D.2) est un petit peu inférieur à 40%.
En dernier, il est intéressant de remarquer que les deux topologies obtenues avec et sans
l’ajout d’un espace de non-conception sont distinctes, mais leurs valeurs de souplesse
sont équivalentes ! Cela montre qu’il existe plusieurs minimums locaux.

3.1.2 Analyse du modèle altérant 𝜂

L’objectif de cette sous-section est de vérifier et valider la modularité du code developpé.
De plus, les écarts générés par le modèle sont examinés. Dans cette sous-section, le modèle
des imperfections géométriques utilisé est décrit à la sous-section 2.4.1 et le problème
(2.17) est résolu à l’aide des deux algorithmes d’optimisation, à savoir les CO et la
MAM. Seules les incertitudes aléatoires sont atténuées grâce à la méthode présentée à
la sous-section 2.3.1. La taille de l’échantillon 𝑛smc utilisé pour estimer les moments à
l’aide de la simulation de Monte-Carlo (SMC) est de 𝑛smc = 4000, cela permet d’assurer
en partie la répétabilité des conceptions de référence, comme le montre la sous-section
3.2.2. En outre, le poids 𝑘 associé à la fonction objectif, défini par l’équation (2.2), prend
la valeur 𝑘 = 1. Enfin la variable aléatoire décrite dans le problème (2.17) suit une loi
uniforme avec les paramètres suivant :

Η ∼ 𝒰(0.1, 0.9) . (3.1)

Les paramètres utilisés pour optimiser les topologies sont identiques à ceux de la sous-
section 3.1.1. Néanmoins, des problèmes de convergence sont apparus lorsque 𝛽 augmente
de manière trop rapide pour les CO. Ainsi, à la première étape, le paramètre 𝛽 est fixé
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à 𝛽 = 1 et reste constant pendant 200 itérations. Par la suite, 𝛽 est augmenté à 𝛽 = 4.
Après 20 itérations supplémentaires, 𝛽 est mis à jour à 𝛽 = 8. Puis, la valeur de 𝛽
passe à 𝛽 = 16 en 20 itérations additionnelles. Le passage de 𝛽 = 16 à 𝛽 = 32 prend
30 itérations. Ensuite, après 60 itérations 𝛽 change à 𝛽 = 64. Enfin, l’optimisation se
termine avec 5 itérations avec comme valeur de 𝛽 : 𝛽 = 64.

Malgré l’augmentation du nombre d’itérations, la convergence est difficile pour les CO,
spécialement pour des valeurs de 𝛽 supérieure à 𝛽 > 32 ; la MAM n’est pas affectée
comme l’illustre la figure 3.4. La figure 3.5 montre les topologies obtenues à la dernière
itération avec les CO et la MAM. Dans le cas des CO (cf. la figure 3.5a), la topologie
obtenue est indistincte avec de nombreuses parties flottantes dans la structure. Même la
topologie obtenue avec la MAM (cf. la figure 3.5b) n’est pas aussi nette que celles obte-
nues précédemment. En conséquence, les topologies optimisées sélectionnées sont celles
obtenues à la 269-ème itération, soit à la dernière itération où 𝛽 est égal à 𝛽 = 16. Néan-
moins, des valeurs de 𝛽 autour de la centaine sont souvent utilisées dans la littérature
lorsque l’optimisation est déterministe. En conséquence, la modélisation des incertitudes
affectant la topologie avec ce modèle rend le processus d’optimisation versatile.

Les figures 3.6 et 3.7 montrent les topologies robustes obtenues respectivement avec
les CO et la MAM. Visuellement la topologie de la figure 3.6a n’a plus de charnière à
un nœud. Le voisinage du centre de la topologie montre le plus de variations, avec la
multiplication de petites branches topologiques. En général, ces branches permettent de
diminuer la souplesse de la structure. Comme le montre la figure 3.5a, lorsque 𝛽 aug-
mente jusqu’à 64, l’algorithme d’optimisation essaye de supprimer ces petites branches
topologiques et la topologie tend vers la solution déterministe sans les deux branches
topologiques en forme de X situées à la fin de la structure (en 𝑥 = 𝐿). La topologie
obtenue avec la MAM présente le plus de différences. Par ailleurs, les charnières à nœud
n’ont pas toutes été éliminées et sont localisées toutes au dernier quart de la structure,
c’est-à-dire lorsque 𝑥 est supérieur à 𝑥 > 3𝐿/4. Finalement, la symétrie par rapport au
plan horizontal passant par la force est maintenue pour les deux topologies.

L’avantage d’utiliser la SMC est que d’autres indicateurs statistiques de la performance
de la topologie sont accessibles sans modification des schémas d’intégration servant au
calcul des moments statistiques (se référer aux équations (1.2) et (1.3)). Tout d’abord,
le maximum et le minimum de la souplesse sont estimés avec les différentes réalisations
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(a) Fonction objectif pour la topologie de la figure 3.6a obtenue avec les CO.
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(b) Fonction objectif pour la topologie de la figure 3.7a obtenue avec la MAM.

Figure 3.4 – Courbes représentant ̂𝑐ept en fonction de l’itération.

(a) CO : 𝑐ref = 431 Nmm.

(b) MAM : 𝑐ref = 389 Nmm.

Figure 3.5 – Topologies optimisées robustes obtenues par le modèle altérant 𝜂.
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(a) 𝑐ref = 406 Nmm.

(b) Juxtaposition des cas 3.2a et 3.6a.

Figure 3.6 – Topologie optimisée robuste obtenue avec les CO et le modèle affectant 𝜂
à l’itération 269 (𝛽 = 16).

(a) 𝑐ref = 389 Nmm.

(b) Juxtaposition des cas 3.2c et 3.7a.

Figure 3.7 – Topologie optimisée robuste obtenue avec la MAM et le modèle affectant 𝜂
à l’itération 269 (𝛽 = 16).

Table 3.1 – Souplesses [Nmm] des solutions montrées aux figures 3.2a, 3.6a, 3.2c et 3.7a.

Cas 𝑐ref 𝑚̂1(Υ) √ ̂𝜇2(Υ) mâx(Υ) m ̂in(Υ)

Fig. 3.2a 393 1.74 × 105 9.13 × 104 9.98 × 105 353
Fig. 3.6a 406 442 110 918 334
Fig. 3.2c 372 944 2.31 × 103 1.74 × 104 322
Fig. 3.7a 389 407 64.7 693 320
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calculées :

mâx(Υ) = max {𝑐ept (ℰ = {𝑢1}, …) , … , 𝑐ept (ℰ = {𝑢𝑛smc}, …)} , (3.2)

et une estimation du minimum de la souplesse est donnée par :

m ̂in(Υ) = min {𝑐ept (ℰ = {𝑢1}, …) , … , 𝑐ept (ℰ = {𝑢𝑛smc}, …)} . (3.3)

En outre, des estimations de la moyenne et de la variance des écarts générés par les mo-
dèles d’imperfections géométriques sont calculées et sont notées respectivement 𝑚̂1(Δ𝑒)
et ̂𝜇2(Δ𝑒). Dans les faits, il s’agit de la moyenne et de la variance de la différence entre les
pseudo-densités de la conception de référence ( ̄𝜌𝑒) et des pseudo-densités aux différentes
réalisations ( ̃𝜌𝑒 (ℰ = {𝑢𝑖})) des modèles d’imperfections géométriques pour l’élément 𝑒.
Ainsi, 𝑚̂1(Δ𝑒) est défini par l’équation suivante :

𝑚̂1(Δ𝑒) = 1
𝑛smc

𝑛smc

∑
𝑖=1

̃𝜌𝑒 (ℰ = {𝑢𝑖}) − ̄𝜌𝑒 , (3.4)

et ̂𝜇2(Δ𝑒) est donné par :

̂𝜇2(Δ𝑒) = 1
𝑛smc − 1

𝑛smc

∑
𝑖=1

[ ̃𝜌𝑒 (ℰ = {𝑢𝑖}) − ̄𝜌𝑒 − 𝑚̂1(Δ𝑒)]2 . (3.5)

Pour limiter les erreurs dans l’estimation de la variance, la même stratégie que celle
expliquée à la sous-section 2.3.1 a été employée.

Dans ces conditions, les indicateurs estimés par la SMC pour les topologies des figures 3.6
et 3.7 sont référencés au tableau 3.1. Qui plus est, le modèle altérant 𝜂 est appliqué aux
topologies déterministes illustrées à la figure 3.2. Le paramétrage est identique à celui
utilisé pour obtenir les topologies optimisées robustes (pour une comparaison juste, la
valeur de 𝛽 est égale à 𝛽 = 16).

Premièrement, les topologies obtenues avec les CO (cf. figure 3.6a) et la MAM (cf. figure
3.7a) ont une estimation de la moyenne de la souplesse (𝑚̂1(Υ)) légèrement supérieure à
la souplesse de la conception de référence (𝑐ref). Les estimations du maximum (mâx(Υ))
et du minimum (m ̂in(Υ)) de la souplesse bornent les valeurs de 𝑚̂1(Υ) et 𝑐ref. Cela veut
dire que ce modèle d’imperfections géométriques est capable de produire des réalisations
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avec une souplesse plus faible, c’est-à-dire avec une meilleure performance. Comme le
révèlent les sous-sections suivantes, ces comportements changent en fonction du modèle
choisi.

Deuxièmement, 𝑚̂1(Υ), √ ̂𝜇2(Υ) et l’étendue sont plus faibles pour les topologies ro-
bustes que pour les topologies déterministes. Autrement dit, les incertitudes affectant la
topologie via l’hyperparamètre 𝜂 ont été atténuées. Cette meilleure performance sur les
indicateurs de la robustesse est acquise en dégradant la performance nominale ; en effet,
la souplesse des conceptions de référence est systématiquement plus élevée. Pour les to-
pologies obtenues avec les CO (cf. les figures 3.2a et 3.6a), la différence est considérable.
Cela s’explique par la manière dont les imperfections géométriques sont traitées. Effec-
tivement, dans la méthode SIMP les pseudo-densités initiales (les variables de décision
(VDs) du problème d’optimisation, soit le vecteur 𝛒) sont transformées par une série de
filtres, dont le dernier est le filtre d’Heaviside. Ce filtre transforme la PD d’un élément
𝑒 en fonction de son niveau de remplissage et du seuil 𝜂. Le champ de pseudo-densité
initiale de la topologie présentée à la figure à 3.2a est illustré à la figure 3.8a. Le champ
𝛒 est composé essentiellement d’éléments dont la densité est approximativement égale à
0.8 (en vert foncé). En conséquence, si la variable 𝜂 est tirée à 𝜂 = 0.9, alors le champ
de PD final (après filtrage) est presque constitué entièrement d’éléments sans matière,
comme le montre la figure 3.8b. C’est pour cela que les indicateurs de la robustesse de
la figure 3.2a sont si médiocres. Ceci démontre les limites de ce modèle conjecturées à
la sous-section 1.4.2. Les imperfections sur la géométrie sont en fonction de paramètres
qui ne sont reliés à aucune caractéristique physique de la géométrie.

(a) Champ de pseudo-densité initial de la
topologie 3.2a.

(b) Champ de pseudo-densité final de la
topologie 3.2a avec 𝜂 = 0.9 et 𝛽 = 64.

Figure 3.8 – Analyse des champs de pseudo-densités de la topologie 3.2a.
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(a) 𝑚̂1(𝚫𝜂).

(b) √ ̂𝜇2(𝚫𝜂).

Figure 3.9 – Moyenne et écart-type des écarts modélisés par le modèle affectant 𝜂 pour
la topologie 3.6a.

(a) 𝑚̂1(𝚫𝜂).

(b) √ ̂𝜇2(𝚫𝜂).

Figure 3.10 – Moyenne et écart-type des écarts modélisés par le modèle affectant 𝜂
pour la topologie 3.7a.

(a) CO : 𝑐ref = 403 Nmm.

(b) MAM : 𝑐ref = 406 Nmm.

Figure 3.11 – Topologie optimisée robuste obtenue avec le modèle affectant 𝜂 à
l’itération 269 (𝛽 = 16) et sans espace de non-conception.
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Par ailleurs, le manque de lien entre motifs géométriques et les écarts générés par le
modèle se retrouve dans l’analyse des champs données aux équations (3.4) et (3.5). Les
figures 3.9 et 3.10 représentent ces champs pour les topologies donnée respectivement
aux figures 3.6a et 3.7a. L’épaisseur des branches topologiques ne semble pas impacter les
écarts générés par le modèle. Par exemple, les cercles et les ellipses blanches des figures 3.9
et 3.10 référencent des branches topologiques d’épaisseur différentes. Certaines branches
topologiques moins épaisses sont moins affectées par le modèle. De plus, les branches
les plus fines de la topologie représentée à la figure 3.7a présentent à la fois un fort
et un faible retrait de matière dans leurs voisinages immédiats. En outre, les branches
topologies rectilignes, référencées par des ellipses en traitillé (traits discontinues), ne
présentent pas de logiques apparentées. Certaines ont des niveaux d’écarts importants,
d’autres ne semblent pas affectées par le modèle. Ce manque de cohérence est flagrant
pour la topologie obtenue à la fin de l’optimisation avec les CO, illustrée par la figure
3.5a. Les écarts, référencés par la figure D.3, montrent des valeurs extrêmes dans des
régions sans matière.

Dernièrement, l’ajout d’un espace de non-conception influence la topologie obtenue,
comme pour les optimisations déterministes. Effectivement, la figure 3.11 montre les to-
pologies robustes obtenues avec les CO et la MAM sans l’espace de non-conception. Les
topologies obtenues, et cela peut importe l’algorithme d’optimisation utilisé, montrent
des différences notables dans le positionnement des branches topologiques.

3.1.3 Analyse du modèle naïf

L’objectif de cette sous-section est de vérifier et valider la modularité du code. En outre,
le concept visant à perturber le champ de pseudo-densité finale est aussi analysé. Le
modèle des imperfections géométriques détaillé à la sous-section 2.4.2 et le problème
(2.20) sont résolus. Seules les incertitudes aléatoires sont atténuées grâce à la méthode
décrite dans la sous-section 2.3.1. La taille de l’échantillon utilisé pour la SMC est de
𝑛smc = 4000. Le poids 𝑘 de la fonction objectif, de l’équation (2.2), est égal à 𝑘 = 1. Les
paramètres pour la méthode SIMP et pour les algorithmes d’optimisation sont similaires
à ceux donnés à la sous-section 3.1.1. D’autre part, les variables aléatoires du modèle
issues de l’équation (2.19) suivent une loi normale, dont les paramètres sont les suivants :

Ρ𝑒 ∼ 𝒩(0, 0.4) . (3.6)
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La figure 3.12a donne la topologie issue du processus d’optimisation topologique robuste
(OTR), c’est-à-dire la conception de référence obtenue à la fin de l’optimisation et en
atténuant les effets du modèle décrit à la sous-section 2.4.2. Cette figure est accompa-
gnée de sa juxtaposition (cf. figure 3.12b) avec le cas déterministe issu de la figure 3.2a.
Uniquement l’algorithme d’optimisation basé sur les CO a convergé vers un résultat fa-
bricable, c’est pourquoi la topologie optimisée par la MAM n’est pas fournie. Qui plus
est, le tableau 3.2 synthétise les différents indicateurs de la robustesse déjà évoquées.
Comme pour le cas précédent, le modèle issu de l’équation (2.19) est appliqué à la géo-
métrie présentée à la figure 3.2a avec le même paramétrage. Il s’ensuit que l’écart-type
et l’étendue des estimations de la souplesse sont plus élevés pour la géométrie déter-
ministe, mais la souplesse de la conception de référence et l’estimation de la souplesse
moyenne est moindre. Cela démontre que l’OTR a atténué les effets des incertitudes sur
la géométrie, tout en dégradant la performance nominale de la topologie.

Visuellement, les deux topologies sont distinctes. Effectivement, la conception robuste
est globalement plus épaisse et elle ne contient plus de motif en charnière à un nœud.
Bien que cela ne soit pas visible au premier coup d’œil, la symétrie est perdue. Si la
taille de l’échantillon de la SMC est diminuée, alors la topologie optimisée devient de
moins en moins symétrique. Cette perte de symétrie peut être corrigée a posteriori par
le concepteur si besoin. Les effets primordiaux résident dans la position des branches
topologiques. Effectivement, l’inclinaison des branches topologiques supérieures et infé-
rieures commence plus tôt (environ à la moitié de l’espace de conception), la fin de la
structure est donc plus élancée. À l’exception de la partie supérieure et inférieure de
la géométrie, les positions des branches topologiques sont toutes modifiées. L’utilisation
d’un espace de non-conception influence la topologie obtenue par l’OTR, comme l’illus-
trent les figures 3.14a et 3.14b. La disposition des branches topologiques change, par
exemple, l’inclinaison est plus tardive.

Ce modèle est caractérisé par une instabilité, comme l’illustrent les courbes de la figure
3.13. En effet, la fonction objectif (cf. figure 3.13a) comporte de nombreux pics. Ils
sont dus à une variance extrême ; en effet, la moyenne de souplesse (courbe rouge de la
figure 3.13b) reste lisse par rapport au maximum. Il s’agit de cas où le tirage diminue
systématiquement les PDs de la conception de référence. Qui plus est, les valeurs de
m ̂in(Υ) sont invariablement supérieures aux valeurs de 𝑐ref. Pour les CO, ces maxima
n’ont pas d’influence négative sur la souplesse de la conception de référence et la fonction
objectif, celles-ci ne font que diminuer au cours de l’optimisation.
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(a) 𝑐ref = 398 Nmm.

(b) Juxtaposition des cas 3.2a et 3.12a.

Figure 3.12 – Topologie optimisée robuste obtenue avec les CO et le modèle naïf.

Table 3.2 – Souplesses [Nmm] des solutions montrées aux figures 3.2a et 3.12a.

Cas 𝑐ref 𝑚̂1(Υ) √ ̂𝜇2(Υ) mâx(Υ) m ̂in(Υ)

Fig. 3.2a 393 738 30.8 1.82 × 103 639
Fig. 3.12a 398 740 29.8 1.55 × 103 675
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(a) Courbe représentant ̂𝑐ept en fonction de l’itération.
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(b) Courbes représentant 𝑐ref, 𝑚̂1(Υ), mâx(Υ) et m ̂in(Υ) en
fonction de l’itération.

Figure 3.13 – Valeurs de souplesse [Nmm] pour des indicateurs de la robustesse en
fonction de l’itération pour la topologie de la figure 3.12a.

130



3.1. ÉTUDE DES PROBLÈMES (2.17) ET (2.20)

(a) 𝑐ref = 398 Nmm et avec un espace de
non-conception.

(b) 𝑐ref = 396 Nmm et sans un espace de
non-conception.

Figure 3.14 – Topologie optimisée robuste obtenue avec les CO et le modèle naïf et
avec ou sans l’espace de non-conception.

Les écarts calculés avec les équations (3.4) et (3.5) pour le modèle Δnaïf de l’équation
(2.19) sont illustrés à la figure 3.15. Conformément à la modélisation, 𝑚̂1(Δnaïf) et

̂𝜇2(Δnaïf) sont semblables à un fond diffus, la matière est retirée ou ajoutée aléatoirement
dans l’espace total.

(a) 𝑚̂1(𝚫naïf) de la topologie 3.12a.

(b) √ ̂𝜇2(𝚫naïf) de la topologie 3.12a.

Figure 3.15 – Moyenne et écart-type des écarts modélisés par le modèle naïf.

Ce modèle simpliste a pour objectif de vérifier et valider l’architecture choisie. La classe
associée à ce modèle est rapide à programmer et intégrer au reste du code grâce aux liens
d’héritage : il ne prend que quelques lignes de code. Par ailleurs, la topologie optimisée
est influencée par les imperfections géométriques. La modélisation des imperfections, qui
altère le champ de pseudo-densité finale, conduit à une augmentation de l’épaisseur sur
toute la structure. Malheureusement, la simplicité du modèle est un désavantage. En
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effet, sa fonction objectif est caractérisée par des fluctuations importantes tout au long
de l’optimisation, qui sont directement inhérentes à la modélisation.

Dans cette section, les deux problèmes (2.17) et (2.20) ont été analysés avec le cas
d’étude décrit à la sous-section 3.1.1. Les deux modèles décrits sont peu intrusifs et
simples à mettre en œuvre. Toutefois, les résultats manquent de sens physique. Qui
plus est, les topologies robustes obtenues varient en fonction du modèle d’imperfections
géométriques, et sont toutes différentes des configurations déterministes. L’ajout d’un
espace de non-conception modifie les topologies obtenues.

3.2 Vérification du modèle d’imperfections géométriques
statistique

Les sous-sections qui suivent ont pour objectif de vérifier plusieurs propriétés du mo-
dèle d’imperfections géométrique statistique (cf. sous-section 2.4.3). Cette vérification se
déroule en plusieurs étapes. Premièrement, les résultats du modèle avec ses paramètres
nominaux sont analysés. La seconde sous-section vérifie la répétabilité de la méthode de
simulation. Ensuite, le poids de la fonction objectif est ajusté en fonction de l’appréhen-
sion aux incertitudes qu’a le concepteur. Dernièrement, les motifs géométriques obtenus
et les effets des modes statistiques sont évalués à la dernière sous-section.

3.2.1 Résultats du paramétrage nominal

La paramétrisation de SIMP et des algorithmes d’optimisation correspond à celle donnée
à la sous-section 3.1.1. La taille de l’échantillon utilisé pour la SMC est de 𝑛smc = 4000.
La constante 𝑘 de la fonction objectif (2.2) est égale à 𝑘 = 1. Le modèle statistique est
utilisé et ses paramètres sont définis dans l’équation (2.25). En particulier, la valeur de
la constante discriminant la frontière, 𝑎, est égale à 𝑎 = 10−4 et la variable aléatoire
ΡAM

𝑒 caractérisant les écarts géométriques issus du procédé de FA suit une loi normale,
telle que :

ΡAM
𝑒 ∼ 𝒩(0, 0.4) . (3.7)
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Ces paramètres ne sont pas modifiés dans les sous-sections suivantes, sauf indication
contraire. Le paramétrage du modèle nominal est déterminé en fonction des poids donnés
aux différents modes statistiques. Pour les valeurs nominales, la constante liée à l’écart-
type des PDs des éléments locaux est égale à 𝑘STD = 1.6 et celle liée à l’asymétrie est
égale à 𝑘Sk = 0.2.

Les figures 3.16 et 3.17 illustrent les topologies optimisées robustes qui atténuent les
écarts géométriques générés par le modèle statistique. Ces figures montrent les juxta-
positions avec les topologies optimisées sans les effets des incertitudes. Le tableau 3.3
référence les valeurs de souplesse et les estimations des indicateurs de robustesse des
solutions optimisées. Comme pour les cas précédents, le modèle statistique est utilisé
pour affecter les topologies optimisées sans incertitude (cf. les figures 3.2a et 3.2c) et
avec le même paramétrage.

Visuellement, les charnières à un nœud disparaissent pour les deux algorithmes d’optimi-
sation. Ceci est confirmé dans l’analyse des indicateurs de la robustesse, les estimations
de l’écart-type et de l’étendue sont plus faibles pour les géométries robustes, cependant
la souplesse moyenne et la souplesse de la conception de référence sont plus élevées.
Ainsi, les deux topologies présentent une variation de la souplesse moindre, mais une
plus mauvaise performance nominale. De plus, les estimations de la souplesse minimale
et de la moyenne de la souplesse sont supérieures à la souplesse de la conception de réfé-
rence. Ce qui veut dire, qu’avec la loi choisie (cf. équation (3.7)), notre modèle dégrade
nécessairement la performance, ici la souplesse, de la topologie.

Les deux structures présentent une réduction de l’épaisseur lorsque 𝑥 est supérieur à
𝑥 > 𝐿/2. La position des branches est modifiée par rapport aux cas déterministes. Cette
nouvelle disposition et l’augmentation d’épaisseur des branches topologiques permettent
d’atténuer les effets des incertitudes. La symétrie est perdue et peut être corrigée dans
une étape ultérieure. Finalement, l’utilisation d’un espace de non-conception influence les
topologies obtenues. Les figures E.1 et E.2 montrent des changements dans la disposition
des branches topologiques pour les deux algorithmes d’optimisation.
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(a) 𝑐ref = 403 Nmm, 𝑘STD = 1.6 et 𝑘Sk = 0.2.

(b) Juxtaposition des cas 3.16a et 3.2a
(déterministe).

Figure 3.16 – Topologie optimisée robuste obtenue avec les CO et les paramètres
nominaux du modèle statistique.

(a) 𝑐ref = 385 Nmm, 𝑘STD = 1.6, 𝑘Sk = 0.2.

(b) Juxtaposition des cas 3.17a et 3.2c
(déterministe)

Figure 3.17 – Topologie optimisée robuste obtenue avec la MAM et les paramètres
nominaux du modèle statistique.

Table 3.3 – Souplesses [Nmm] des solutions montrées aux figures 3.16 et 3.17.

Cas 𝑐ref 𝑚̂1(Υ) √ ̂𝜇2(Υ) mâx(Υ) m ̂in(Υ)

Fig. 3.2a 393 510 10.3 666 480
Fig. 3.16a 403 520 7.50 561 499
Fig. 3.2c 372 485 11.7 685 459
Fig. 3.17a 385 490 6.60 524 468

134



3.2. VÉRIFICATION DU MODÈLE D’IMPERFECTIONS GÉOMÉTRIQUES STATISTIQUE

3.2.2 Étude de la répétabillité

L’exactitude des estimations de la méthode SMC est dépendante de la taille de l’échan-
tillon, c’est-à-dire de la variable 𝑛smc. Pour vérifier l’influence de la SMC sur l’exactitude
des estimations, l’approche choisie consiste à modifier la graine aléatoire pour différentes
tailles d’échantillon. La graine aléatoire est un nombre servant d’identifiant pour ini-
tialiser un générateur de nombres aléatoires qui est utilisé pour tirer les réalisations,
c’est-à-dire les vecteurs 𝑢𝑖 des équations (1.36) et (1.37). Si les moments et les gradients
associés sont estimés avec suffisamment d’exactitude, alors la topologie optimisée doit
être insensible au changement de graine.

Dans ces conditions, cinq valeurs pour la taille de l’échantillon sont choisies, à savoir
4000, 2000, 1000, 500, 100 et cinq valeurs de graine aléatoire différentes. Idéalement,
une nouvelle liste de nombre aléatoire ne doit pas changer le résultat de l’optimisation,
faute de quoi les incertitudes de modèles (erreurs numériques) s’accumulent et la to-
pologie optimisée obtenue devient unique en fonction de la graine choisie. Le résultat
n’est pas répétable et il est possible qu’un utilisateur chanceux tombe sur la « bonne »
graine aléatoire qui rendra la conception réelle plus robuste, ce comportement n’est pas
désirable.

La figure 3.19 illustre des boîtes à moustaches décrivant la distribution statistique des
indicateurs de robustesse de la topologie en fonction de la taille de l’échantillon et des
algorithmes d’optimisation. La variabilité observée des indicateurs est obtenue en chan-
geant, au démarrage du processus d’optimisation robuste, la graine aléatoire. La moyenne
des valeurs de 𝑐ref converge pour les CO et la MAM ; bien que la convergence soit plus
rapide et la variabilité moindre pour les CO que pour la MAM. En effet, pour la MAM,
les fractions de volume, 𝜑, des topologies optimisées sont plus faibles pour des petites
tailles d’échantillon et augmentent de 𝜑 ≈ 42 % lorsque 𝑛smc = 100 à 𝜑 ≈ 43 % quand
𝑛smc = 4000. Cette variation explique pourquoi la moyenne des valeurs de 𝑐ref diminue
plus fortement pour la MAM que pour les CO. La moyenne des valeurs de m ̂in(Υ), de
mâx(Υ) et de 𝑚̂1(Υ) converge, à l’exception près de la moyenne des valeurs de mâx(Υ)
pour les CO, qui avec un échantillon de 𝑛smc = 4000 ne converge pas. Cela s’explique
par le fait que plus la taille de l’échantillon augmente et plus le nombre de valeurs aux
extrémités de la distribution augmente. En effet, même si l’étendue augmente avec la
taille de l’échantillon, la dispersion des valeurs de √ ̂𝜇2(Υ) diminue. Cela est confirmé
par la figure 3.18. Cette figure illustre l’état des indicateurs de robustesse en fonction de
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l’itération, à iso graine aléatoire et avec un échantillon égal à 𝑛smc = 4000 pour la figure
3.18a et 𝑛smc = 100 pour la figure 3.18b. L’estimation du maximum de la souplesse com-
porte plus de pics lorsque l’échantillon est égal à 𝑛smc = 4000 que pour un échantillon
de taille 𝑛smc = 100. Enfin, la convergence de la moyenne des valeurs de √ ̂𝜇2(Υ) n’est
pas clairement établie. Cependant, les variations observées diminuent avec la taille de
l’échantillon.

Le fait que la moyenne de 𝑚̂1(Υ) converge et que la variabilité des valeurs √ ̂𝜇2(Υ) dimi-
nue indique que les conceptions obtenues en faisant varier la graine aléatoire commencent
à converger les unes des autres. Mais, malgré une taille d’échantillon importante, lan-
cer une optimisation robuste avec une graine différente conduit à une variabilité de la
souplesse des topologies robustes optimisées.

Cela est confirmé par l’analyse des conceptions de référence obtenues en faisant varier la
graine aléatoire. Les figures 3.20 et 3.21 illustrent la moyenne et l’entropie des PDs des
cinq conceptions de référence pour différentes tailles d’échantillon. Une entropie élevée
indique que les (cinq) conceptions de référence sont identiques. Inversement, une entro-
pie faible indique des disparités entre les (cinq) conceptions de référence. Les résultats
des topologies des figures 3.20 et 3.21 sont obtenus respectivement avec la MAM et les
CO. Lorsque la taille de l’échantillon est égale à 𝑛smc = 100, les conceptions de référence
obtenues avec les deux algorithmes d’optimisation présentent une grande variabilité lo-
calisée respectivement au dernier tiers pour la MAM (cf. les figures 3.20i et 3.20j) et
au centre pour les CO (cf. les figures 3.21i et 3.21j). Pire encore, la MAM ne mène pas
toujours à une convergence de la fonction objectif robuste. Les conceptions de référence
convergent au fur et à mesure que la taille de l’échantillon augmente. La localisation
des zones présentant de fortes variabilités ne change pas, mais elles se réduisent à la fois
en taille et en intensité. En effet, il est clair que visuellement l’entropie augmente dans
l’ensemble de l’espace de conception. Qui plus est, même avec une taille d’échantillon de
𝑛smc = 4000, la topologie optimisée robuste n’est toujours pas identique en changeant la
graine aléatoire. Cependant les conceptions de référence convergent respectivement vers
le cas de la figure 3.17a pour la MAM et le cas de la figure 3.16a pour les CO.

Donner une règle pour choisir la taille de l’échantillon de la SMC est difficile. En effet,
une taille trop faible, comme lorsque 𝑛smc = 100, conduit à une estimation médiocre
des indicateurs de la robustesse. Cela engendre un manque de répétabilité, autrement
dit si le concepteur change de graine aléatoire la disposition des branches topologiques
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(a) 𝑛smc = 4000 (pour la topologie de la figure 3.16a).
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(b) 𝑛smc = 100.

Figure 3.18 – Valeurs de souplesse [Nmm] pour 𝑐ref, 𝑚̂1(Υ), mâx(Υ) et m ̂in(Υ) en
fonction de l’itération à iso graine aléatoire et obtenues avec les CO.
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Figure 3.19 – Boîte à moustaches des valeurs de 𝑐ref, 𝑚̂1(Υ), √ ̂𝜇2(Υ), mâx(Υ) et m ̂in
avec 5 répétitions pour chaque taille d’échantillon avec la MAM à gauche et les CO à

droite.

138



3.2. VÉRIFICATION DU MODÈLE D’IMPERFECTIONS GÉOMÉTRIQUES STATISTIQUE

(a) 𝑛smc = 4000. (b) 𝑛smc = 4000.

(c) 𝑛smc = 2000. (d) 𝑛smc = 2000.

(e) 𝑛smc = 1000. (f) 𝑛smc = 1000.

(g) 𝑛smc = 500. (h) 𝑛smc = 500.

(i) 𝑛smc = 100. (j) 𝑛smc = 100.

Figure 3.20 – Moyenne (gauche) et entropie (droite) des conceptions de référence avec
la MAM.
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(a) 𝑛smc = 4000. (b) 𝑛smc = 4000.

(c) 𝑛smc = 2000. (d) 𝑛smc = 2000.

(e) 𝑛smc = 1000. (f) 𝑛smc = 1000.

(g) 𝑛smc = 500. (h) 𝑛smc = 500.

(i) 𝑛smc = 100. (j) 𝑛smc = 100.

Figure 3.21 – Moyenne (gauche) et entropie (droite) des conceptions de référence avec
les CO.
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est perturbée. Une taille de l’échantillon trop important entraîne un coût calculatoire
prohibitif. Dans le cas d’étude présenté, le coût calculatoire est faible. En effet, le nombre
de degrés de liberté, 𝑛dof, reste faible, car il y a peu d’éléments 2D. De plus, la physique
est linéaire et statique. Ainsi, le coût calculatoire reste abordable si le multiprocessing

est utilisé ; dans notre cas, la solution de la figure 3.16a est obtenue après une quinzaine
d’heures avec un Core i9-14900K, 64 Go de mémoire vive. Mais, pour des applications
industrielles, l’utilisation de la SMC et la vérification de la répétabilité ont un coût qui
est trop élevé.

3.2.3 Sensibilités des topologies optimisées au poids de la fonc-
tion objectif

Dans cette sous-section la constante 𝑘, de la fonction objectif présentée à l’équation (2.2),
est modifiée. L’objectif de cette modification est de caractériser l’influence de 𝑘 sur les
estimations de la moyenne et de l’écart-type de la conception de référence. En effet, si
𝑘 est égal à 𝑘 = 0, alors seul le terme de l’estimation de l’écart-type de la souplesse
(√ ̂𝜇2(Υ)) est minimisé ; inversement, si 𝑘 est égal à 𝑘 = 2, alors le terme de l’estimation
de la moyenne de la souplesse (𝑚̂1(Υ)) est uniquement minimisé. Dans ces conditions,
les valeurs de 𝑘 suivantes ont été utilisées : 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0. De plus, les
solutions optimisées robustes sont obtenues avec la MAM et les CO. Enfin, dans cette
sous-section, un échantillon égal à 𝑛smc = 4000 est utilisé avec le même numéro de graine
aléatoire pour toutes les expérimentations.

La figure 3.22 montre deux graphiques à bulle représentant les valeurs normalisées de
√ ̂𝜇2(Υ) en fonction de 𝑚̂1(Υ), où l’aire des bulles indiquent les valeurs de 𝑘 corres-
pondantes, obtenues avec la MAM (3.22a) et les CO (3.22b). Pour aider à la lecture,
les indicateurs de la robustesse ont été normalisées. Les figures 3.22a et 3.22b affichent
les mêmes tendances. Lorsque la constante 𝑘 est diminuée, alors il est observé que les
valeurs de √ ̂𝜇2(Υ) ont tendances à diminuer. En outre, si la constante 𝑘 est augmentée,
alors les valeurs de 𝑚̂1(Υ) ont tendance à diminuer.

La MAM a produit des topologies optimisées et robustes avec des valeurs de 𝑘 allant
de 𝑘 = 0.5 à 𝑘 = 2.0. Pour les autres valeurs de 𝑘, l’algorithme d’optimisation n’a pas
convergé vers une solution viable. En ce qui concerne les CO, l’algorithme d’optimisation
converge pour toutes les valeurs de 𝑘. Toutefois, les conceptions de référence, pour des
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(a) Valeurs obtenues avec la MAM. (b) Valeurs obtenues avec les CO.

Figure 3.22 – Graphiques à bulles représentant les valeurs de √ ̂𝜇2(Υ) en fonction de
𝑚̂1(Υ) avec l’aire des bulles représentant la valeur de la constante 𝑘.

valeurs de 𝑘 inférieure à 𝑘 < 0.1, montrent des parties irréalistes. La figure 3.23a est
la conception de référence pour une valeur de 𝑘 égale à 𝑘 = 0.05. Comme l’illustre la
juxtaposition affichée à la figure 3.23b, l’épaisseur des branches topologiques de cette
topologie est augmentée dans presque toute la structure. La structure est aussi plus
effilée que le cas déterministe (cf. figure 3.2a) et que le cas obtenu avec les paramètres
nominaux (cf. figure 3.16a). Seul le premier quart de la pièce est amplement moins épais
et est mal défini, conduisant à une augmentation de la souplesse, passant de 𝑐ref = 403
Nmm à 𝑐ref = 858 Nmm (se référer au tableau E.1 pour les résultats complet). Ces
résultats peuvent être dus à :

— Un problème mal posé, car minimiser uniquement l’écart-type de la souplesse mène
à des conceptions qui n’ont plus de sens physique. Par exemple, un champ de PDs
uniforme est déjà sans variance, les dérivées partielles sont nulles et la conception
reste telle quelle. De tels champs surviennent à l’initiation de SIMP. En particulier,
les indicateurs de la robustesse pour 𝑘 = 0.01 révèlent que la souplesse moyenne
et la souplesse de la conception de référence augmentent sur les 250 premières
itérations (cf. la figure E.3a), pendant que la souplesse de l’écart-type atteint un
palier puis diminue après une centaine d’itérations (cf. la figure E.3b).

— L’algorithme d’optimisation n’est pas capable de concilier la contrainte en volume.
Comme l’illustrent les figures E.3a et E.4a, 𝑐ref augmente fortement après la 250-
ème itération, soit lorsque 𝛽 passe de 𝛽 = 1 à 𝛽 = 4. Cela est dû à une quantité
importante d’éléments avec des niveaux de PD intermédiaires (ces derniers sont
retirés par l’augmentation de 𝛽). Quand bien même ces niveaux de densité ne sont
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pas intéressants d’un point de vue structurel (cf. l’équation (1.26)).

(a) 𝑐ref = 858 Nmm, 𝑘 = 0.05.

(b) Juxtaposition des cas 3.23a et 3.2a
(déterministe)

Figure 3.23 – Topologie optimisée robuste obtenue avec les CO, les paramètres
nominaux du modèle statistique et 𝑘 = 0.05.

L’indicateur 𝑚̂1(Δ𝑒) défini par l’équation (3.4) estime l’écart moyen produit par les
modèles d’imperfections géométrique pour l’élément 𝑒. Comme l’illustre la figure 3.24, il
est notable de remarquer, qu’en diminuant la valeur de 𝑘, la quantité total de ces écarts
moyens, soit :

𝑠Δ =
𝑛el

∑
𝑒=1

𝑚̂1(Δ𝑒)𝑉𝑒 , (3.8)

augmente. Autrement dit, si le concepteur privilégie la minimisation de la moyenne de
la souplesse, alors le modèle statistique génère moins d’écarts à partir des géométries
optimisées et vice versa. D’autre part, toutes les valeurs de 𝑠Δstat sont négatives signifiant
que le modèle a tendance à retirer plus de matière qu’il n’en ajoute. Cette observation
est en accord avec le fait que la souplesse estimée moyenne, minimale et maximale est
systématiquement plus importante que la souplesse de la conception de référence.

3.2.4 Sensibilités des topologies optimisées aux paramètres du
modèle statistique

Dans cette sous-section, les poids, 𝑘STD et 𝑘Sk, de l’équation (2.25), sont fluctué afin de
vérifier l’influence des modes statistiques sur la topologie optimisée. Pour cela, la para-
métrisation de la méthode SIMP est identique aux paramètres décrits à la sous-section
3.1.1. De plus, le paramétrage du modèle statistique est identique à celui présenté à la
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Figure 3.24 – Écart moyen total produit par le modèle statistique, 𝑠Δstat, en fonction
de la valeur de 𝑘.

sous-section 3.2.1, seules les valeurs des poids sont modifiées. Trois jeux de paramètres
sont testés :

1. Le paramétrage nominal où 𝑘STD est égal à 𝑘STD = 1.6 et 𝑘Sk est égal à 𝑘Sk = 0.2.
2. Le cas où le poids associé à l’asymétrie est nul 𝑘Sk = 0 et 𝑘STD est égal à 𝑘STD = 2.
3. Enfin, le cas où le poids associé à l’écart-type est nul 𝑘STD = 0 et 𝑘Sk est égal à

𝑘Sk = 0.4.

Ces paramètres ont été choisis pour garantir que le maximum absolu de 𝑚̂1(Δ𝑒) soit
similaire à la dernière itération entre les trois exemples.

Les indicateurs de performance des topologies optimisées sont référencés au tableau 3.4
et les conceptions de référence sont montrées à la figure 3.25. Les résultats montrés dans
cette sous-section n’utilisent que les CO. En effet, la MAM n’a pas convergé vers un
résultat viable lorsque 𝑘STD et 𝑘Sk sont respectivement égaux à 𝑘STD = 0 et 𝑘Sk = 0.4.
En outre, la fonction objectif comporte de nombreux pics, ceci est illustré par la figure
E.5 située en annexe.

Premièrement, le mode responsable de l’épaississement et de la suppression des char-
nières à un nœud de la topologie est celui portant sur l’écart-type. Effectivement, les
charnières à un nœud sont absentes de la figure 3.25b et les branches topologiques si-
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Table 3.4 – Souplesse [Nmm] des solutions montrées à la figure 3.25.

Cas 𝑐ref 𝑚̂1(Υ) √ ̂𝜇2(Υ) mâx(Υ) m ̂in(Υ)

Fig. 3.25a 403 520 7.50 561 499
Fig. 3.25b 403 514 6.82 547 492
Fig. 3.25c 396 437 2.44 447 429

(a) 𝑐ref = 403 Nmm, 𝑘STD = 1.6 et 𝑘Sk = 0.2.

(b) 𝑐ref = 403 Nmm, 𝑘STD = 2 et 𝑘Sk = 0.

(c) 𝑐ref = 396 Nmm, 𝑘STD = 0 et 𝑘Sk = 0.4.

Figure 3.25 – Topologies optimisées robustes obtenues avec les CO.

(a) Juxtaposition des cas 3.25c (𝑘STD = 0 et
𝑘Sk = 0.4) et 3.2a (déterministe).

(b) Juxtaposition des cas 3.25b (𝑘STD = 2 et
𝑘Sk = 0) et 3.25a (𝑘STD = 1.6 et 𝑘Sk = 0.2).

Figure 3.26 – Juxtaposition de topologies optimisées robustes obtenues avec les CO.
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tuées à la fin de la structure (en 𝑥 = 𝐿) en forme de X sont les plus épaisses des trois
cas présentés à la figure 3.25. De plus, la conception de référence est similaire à celle
obtenue avec les paramètres nominaux, à savoir celle présentée à la figure 3.25a. En
effet, la figure 3.26b montre la juxtaposition entre les figures 3.25b et 3.25a. Seules les
branches topologiques situées aux environs de 𝑥 = 𝐿/2 sont légèrement décalées, et de
manière originale au vu des résultats sur la répétabilité (cf. les figures 3.21a et 3.21b).

Deuxièmement, le mode ayant le moins d’influence sur la topologie optimisée est celui
portant sur l’asymétrie. La conception de référence, présentée à la figure 3.25c, affiche
de nombreuses charnières à un nœud comme pour la structure déterministe et la figure
3.26a montre sa juxtaposition avec le cas déterministe. Dans cette juxtaposition les deux
topologies sont très proches. Toutefois, la topologie robuste est légèrement plus épaisse
au niveau des deux branches topologiques situées au dernier quart (𝑥 > 3𝐿/4). Le tableau
3.4 référence les indicateurs de performances et ce mode ne les influence que peu. Par
exemple, l’écart-type de la souplesse est trois fois plus petit que le cas nominal. Malgré
tout, ce mode influence la topologie des manières suivantes :

— Les deux branches topologiques supérieure et inférieure sont plus rectilignes.

— La disposition de certaines branches topologiques est légèrement modifiée. Mais au
regard de la variabilité due au manque de répétabilité, cette nouvelle disposition
est peut-être fortuite.

Le dernier et non le moindre, pour observer comment le modèle statistique altère la
géométrie, les figures 3.27, 3.28 et 3.29 illustrent les champs 𝑚̂1(𝚫stat) et √ ̂𝜇2(𝚫stat)
pour les trois configurations de cette section et à la 249-ème itération, soit avant l’aug-
mentation de 𝛽 (permettant d’éliminer les niveaux de PD intermédiaires). Les effets
des différents modes sont facilement décelables. Ainsi, dans la seconde configuration
(𝑘STD = 2 et 𝑘Sk = 0) illustrée avec la figure 3.28, les écarts produits sont localisés
uniformément au niveau de la frontière de la topologie. Ce comportement est souhaité
et correspond à celui envisagé à la sous-section 2.4.3 et illustré par la figure 2.10. De
plus, la troisième configuration (𝑘STD = 0 et 𝑘Sk = 0.4), illustrée par la figure 3.28, fait
apparaître une concentration des écarts géométriques au niveau des intersections des
branches topologiques (se reporter aux cercles blancs). Comme le montrent les ellipses
pointillées, les branches topologiques rectilignes sont peu affectées par les imperfections
géométriques. Ces deux caractéristiques sont voulues et elles concordent avec ce qui a
été projeté à la sous-section 2.4.3. Cependant, les ellipses traitillées indiquent des va-
leurs de 𝑚̂1(𝚫stat) et √ ̂𝜇2(𝚫stat) très élevés à des endroits où il n’y a pas de matière
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ou à l’intérieur de certaines branches topologiques inclinées et d’une certaine épaisseur.
Cela est dû à la valeur du paramètre 𝑎 de l’équation (2.26). En effet, ce paramètre est
responsable de la détection de la frontière de la topologie : s’il est trop faible, alors trop
d’éléments sont considérés comme appartemant à la frontière ; s’il est trop élevé, alors
aucune frontière n’est détectée. Les figures E.6 et E.7 illustrent la topologie optimisée
et robuste avec une valeur de 𝑎 égale respectivement à 𝑎 = 0.1 et 𝑎 = 0.3, lorsque
𝑘STD et 𝑘Sk valent respectivement 𝑘STD = 0 et 𝑘Sk = 0.4. Le comportement indésiré est
uniquement atténué. Enfin, la configuration nominale présente ces deux particularités.

Le modèle statistique a été analysé dans cette section. Premièrement, la topologie ob-
tenue avec le paramétrage nominal atténue les incertitudes générées par le modèle. En
effet, les indicateurs de la robustesse, à savoir les estimations de l’étendue et de l’écart-
type de la souplesse, sont plus faibles et donc meilleurs. De plus, la topologie ne présente
plus de charnières à un nœud. Secondement, la répétabilité de la méthode permettant
l’estimation des moments statistiques et les gradients associés, soit la SMC, est vérifiée
en changeant la graine aléatoire pour plusieurs tailles d’échantillons. Il en ressort que
même pour une taille substantielle, la répétabilité n’est pas assurée. Cela dit, un com-
portement de convergence est observé et est presque réalisé pour les CO contrairement
à la MAM. Tertio, nous avons fait variés le poids 𝑘 de la fonction objectif robuste pour
renseigner l’aversion aux incertitudes qu’a le concepteur. Bien que la relation entre le
poids de la fonction coût et les estimations de la moyenne et de l’écart-type de la sou-
plesse ne soit pas linéaire ; modifier ce poids est efficace pour choisir entre : minimiser
les variations dues aux incertitudes ou la performance nominale. Ainsi, la souplesse est
un indicateur de performance permettant de considérer les imperfections géométriques.
Enfin, les deux modes statistiques, c’est-à-dire ceux portant sur l’écart-type et l’asymé-
trie des éléments locaux, ont été examinés. Bien que celui assigné à l’asymétrie montre
quelques comportements non désirés, par exemple des écarts importants et éloignés de la
frontière des branches topologiques ; les deux modes sont capables de décrire localement
la topologie et d’y associer un niveau de perturbations.

3.3 Atténuation des effets des incertitudes épistémiques

Cette section a pour objectif d’atténuer les effets des incertitudes épistémiques en appli-
quant la méthode développée à la sous-section 2.3.2. Ces incertitudes peuvent provenir :
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(a) 𝑚̂1(𝚫stat) de la topologie 3.25a.

(b) √ ̂𝜇2(𝚫stat) de la topologie 3.25a.

Figure 3.27 – Moyenne et écart-type des écarts modélisés par le modèle statistique sur
la topologie 3.25a à l’itération 249 (avant l’augmentation de 𝛽).

(a) 𝑚̂1(𝚫stat) de la topologie 3.25b.

(b) √ ̂𝜇2(𝚫stat) de la topologie 3.25b.

Figure 3.28 – Moyenne et écart-type des écarts modélisés par le modèle statistique sur
la topologie 3.25b à l’itération 249 (avant l’augmentation de 𝛽).

(a) 𝑚̂1(𝚫stat) de la topologie 3.25c.

(b) √ ̂𝜇2(𝚫stat) de la topologie 3.25c.

Figure 3.29 – Moyenne et écart-type des écarts modélisés par le modèle statistique sur
la topologie 3.25c à l’itération 249 (avant l’augmentation de 𝛽).
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de la méconnaissance dans la modélisation des écarts, des erreurs dues au manque de
répétabilité, comme le montre la sous-section 3.2.2, et cætera. La paramétrisation des CO
et de la méthode SIMP est identique à celle présentée à la sous-section 3.1.1. La MAM
n’a pas été utilisée dans cette section, bien que cela est envisageable sans modification
du programme existant. Enfin, il est bon de rappeler que la nouvelle proposition réside
dans la modification du processus d’optimisation pour une conception robuste (RDO),
ainsi pour atténuer les effets des incertitudes épistémiques deux conceptions de référence
sont obtenues. L’une est pessimiste, elle marque, par exemple, une méconnaissance dans
la modélisation ou une aversion pour les incertitudes et l’autre est optimiste, qui traduit
l’opposé.

La paramétrisation de SIMP et des algorithmes d’optimisation correspond à celle donnée
à la sous-section 3.1.1. À l’exception du nombre d’itérations pour les différentes valeurs
de 𝛽. Ainsi, 𝛽 est égal à 𝛽 = 1 pour 60 itérations. Puis, 𝛽 est augmenté à 𝛽 = 4 pour
15 itérations. Enfin, la valeur de 𝛽 est doublée toutes les 5 itérations jusqu’à atteindre
𝛽 = 64. L’optimisation se termine par 5 itérations supplémentaires. La diminution du
nombre d’itérations est due au coût calculatoire. De plus, le critère de convergence
décrit par l’équation (2.16) n’a pas été testé, bien qu’implémenté, et fera l’objet de
futures publications. La taille de l’échantillon utilisé pour la SMC est de 𝑛smc = 1000.
La constante 𝑘 de la fonction objectif (2.2) est égale à 𝑘 = 1. En outre, les paramètres
de la loi de probabilité présentée à l’équation (3.7) sont affectés par de l’incertitude.
En accord avec les notations de la sous-section 2.3.2, les paramètres de la loi normale
prennent la forme suivante :

ΡAM
𝑒 ∼ 𝒩(𝜏1, 𝜏2) ∀𝑒 ∈ 𝑛el avec 𝜏1 ∈ ℐ1 = {0} et 𝜏2 ∈ ℐ2 = {0.2, 0.6} . (3.9)

Il convient de noter que le paramètre 𝜏2 de la loi normale ne prend que deux valeurs,
à savoir 0.2 ou 0.6. Ces deux valeurs sont identiques dans tout le maillage. En effet, en
réécrivant les équations (2.10) et (2.11) au cas d’usage présenté ici, l’ensemble 𝒟𝑗

op est
reformulé de la manière suivante :

𝒟𝑗
op = {𝑜𝑝𝑡 ( ̂𝑐ept(𝛒

𝑗
op, 0, 0.2), …) , 𝑜𝑝𝑡 ( ̂𝑐ept(𝛒

𝑗
op, 0, 0.6), …)} ∀𝑗 ∈ ℕ , (3.10)

et 𝒟𝑗
pe est réécrit de la manière suivante :

𝒟𝑗
pe = {𝑜𝑝𝑡 ( ̂𝑐ept(𝛒

𝑗
pe, 0, 0.2), …) , 𝑜𝑝𝑡 ( ̂𝑐ept(𝛒

𝑗
pe, 0, 0.6), …)} ∀𝑗 ∈ ℕ . (3.11)
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La figure 3.30 affiche la topologie optimiste et pessimiste, ainsi que leurs juxtapositions.
Les conceptions de référence sont dissemblables lorsque les effets des incertitudes aléa-
toires et des incertitudes épistémiques sont atténués. En outre, comme le tableau 3.5 le
référence, il est intéressant de noter que les valeurs de la souplesse des conceptions de
référence sont réparties de la plus petite à la plus grande valeur :

— La topologie optimise (cf. la figure 3.30a).
— La topologie obtenue en atténuant les effets des incertitudes aléatoires (cf. la figure

3.16a).
— La topologie pessimiste (cf. la figure 3.30c).

D’autre part, la différence entre les indicateurs de robustesse de la topologie atténuant
les effets des incertitudes aléatoires et des topologies optimiste et pessimiste réside dans
le choix du paramètre de l’écart-type pour la loi normale de l’équation (3.9) : 𝜏2. Effec-
tivement, lors de la dernière itération, l’écart-type est égal à 𝜏2 = 0.2 pour la topologie
optimiste et pessimiste.

Visuellement, les branches topologiques de la conception de référence pessimiste sont
plus épaisses. La fin de la structure est légèrement plus effilée. Cela est confirmé par
les indicateurs de robustesses référencés dans le tableau 3.5. La topologie optimiste
bénéficie d’une meilleure souplesse, mais les estimations de la moyenne, de l’écart-type
et de l’étendue de la souplesse sont plus mauvaises, c’est-à-dire plus élevées.

Dans la mesure où le concepteur dispose de plus d’informations sur la forme relative
produite par différents niveaux d’incertitudes et que les topologies optimistes et pessi-
mistes ont une forme similaire ; cela peut l’aider de savoir où augmenter la taille des
branches topologiques. Enfin, le fait que les géométries apparaissent similaires, avec des
branches topologiques plus ou moins épaisses, ne constitue pas une conclusion générale ;
des précautions doivent être prises et des investigations supplémentaires doivent être
menées avec d’autres cas d’études. En effet, rien n’indique que les topologies optimistes
et pessimistes doivent avoir la même configuration.

Si la fonction objectif était linéaire tout au long du processus d’optimisation, la topo-
logie optimiste serait obtenue avec la valeur d’écart-type la plus petite et la topologie
pessimiste avec la valeur d’écart-type la plus grande. Cependant, au vu de la figure 3.31,
il est à remarquer qu’à de nombreuses reprises au cours de l’optimisation, la topologie
optimiste a été mise à jour avec la plus grande valeur d’écart-type, et inversement pour
la topologie pessimiste. En conséquence, pour des expérimentations ultérieures, il sera
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(a) Optimiste : 𝑐ref = 400 Nmm.

(b) Juxtaposition des cas 3.30a et 3.30c.

(c) Pessimiste : 𝑐ref = 413 Nmm.

Figure 3.30 – Topologies optimisées obtenues en atténuant les effets des incertitudes
épistémiques, adaptée de [Noal et al., 2024b].

Table 3.5 – Souplesses [Nmm] des solutions montrées aux figures 3.2a et 3.16a et 3.30,
traduit de [Noal et al., 2024b].

Cas 𝑐ref 𝑚̂1(Υ) √ ̂𝜇2(Υ) mâx(Υ) m ̂in(Υ)

Fig. 3.2a 393 s.o. s.o. s.o. s.o.
Fig. 3.16a 403 520 7.50 561 499
Fig. 3.30a 400 449 2.86 460 442
Fig. 3.30c 413 463 3.11 474 453
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intéressant d’analyser la sensibilité des topologies optimiste et pessimiste au nombre de
valeurs intermédiaires dans l’ensemble 𝒫2.
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◼︎Écart-type pessimiste
◼︎Écart-type optimiste

Figure 3.31 – Valeurs de souplesse [Nmm] pour l’estimation de l’écart-type en fonction
de l’itération pour les topologies de la figure 3.30.

Dans cette section, la méthode développée à la sous-section 2.3.2 pour atténuer les effets
des incertitudes épistémiques a été appliquée au cas d’étude présenté à la sous-section
3.1.1 avec le modèle présenté à la sous-section 2.4.3. Les résultats sont cohérents, la
conception de référence optimiste à une meilleure performance que la pessimiste, mais
ses indicateurs de robustesses sont plus mauvais. La méthode présentée et appliquée
pour atténuer les effets des incertitudes épistémiques permet au concepteur en fonction
de sa confiance dans la modélisation ou plus globalement ses craintes vis-à-vis des autres
sources d’incertitude épistémique de choisir la conception qui lui convient le mieux.

3.4 Bilan

Ce chapitre a permis de vérifier et tester les approches développées au chapitre 2. Un cas
d’étude en deux dimensions, dont l’espace de conception prend la forme d’un rectangle
et est illustré par la figure 3.1, sert de fil d’Ariane aux différentes sections. Étant donné
que la topologie est considérée comme étant incertaine, un espace de non-conception a
été ajouté autour de l’espace de conception, sauf aux faces où des conditions aux limites
s’appliquent. L’ajout d’un espace de non-conception modifie non seulement les topologies
robustes obtenues, mais aussi les topologies obtenues pour les cas déterministes.

Plusieurs modèles produisant des écarts sur la géométrie ont été conçus, codés, évalués
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et vérifiés. Ces comparaisons ont pour but de vérifier la modularité du code et leurs
représentativités. Le premier est issu de la littérature et est simple à mettre en œuvre.
Cependant, les écarts produits manquent de cohérence. En effet, ces écarts générés ne
dépendent pas des motifs de la topologie locale. En effet, de fortes variations dans la
génération des écarts peuvent même apparaître dans des zones sans matière. De plus,
l’utilisation de ce modèle est intrinsèquement liée à la méthode SIMP. C’est le seul
modèle qui ne supprime pas totalement les charnières à un nœud. Le second est facile à
implémenter. Le modèle n’est plus aussi dépendant de la méthode d’OT. Toutefois, la
modélisation simpliste ne permet pas de considérer les motifs topologiques locaux. Le
dernier modèle est directement exploitable sous certaines hypothèses. Ce modèle permet
de considérer des motifs géométriques locaux, même si la modélisation est perfectible.
Le code s’est montré complaisant, fonctionnel et robuste lors de l’ajout des différents
modèles. En outre, plusieurs propriétés du processus d’OTR sont vérifiées. À savoir :

— La fonction coût, en permettant au concepteur de choisir s’il préfère minimiser les
variations induites par les incertitudes ou le comportement moyen de la topologie.
Cette analyse montre qu’il est possible de choisir un poids adapté en fonction des
besoins exprimés et les topologies optimisées sont cohérentes en regard des valeurs
choisies.

— La répétabilité due aux erreurs lors de l’estimation des moments avec la SMC.
Cette étude montre que l’exactitude des estimations des moments statiques in-
fluence grandement la conception de référence. Le choix de la taille de l’échantillon
est connexe au coût informatique et à l’exactitude voulue.

— Les modes du modèle statistique. Ces dernières permettent d’assigner une quan-
tité d’écart en fonction des motifs géométriques locaux. Ce modèle est aussi plus
conforme avec le champ de pseudo-densité finale et de la forme de la topologie.

Qui plus est, les effets des incertitudes épistémiques ont été atténués grâce à la méthode
décrite à la sous-section 2.3.2. Il s’ensuit que deux topologies, l’une optimiste et l’autre
pessimiste. Ces deux conceptions permettent au concepteur d’avoir plus d’information et
de prendre des décisions en fonction de son aversion aux incertitudes. Les deux concep-
tions de référence sont en accord avec le concept d’incertitude épistémique et avec les
définitions des conceptions de référence optimiste et pessimiste.

Les modèles ont permis d’atténuer les effets des imperfections géométriques et d’optimi-
ser la performance de la pièce, à savoir sa souplesse. Les topologies robustes montrent
des similarités, celles-ci sont plus étroites à partir de la moitié (𝑥 > 𝐿/2) et ce phénomène
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est accentué par l’ajout d’un non-espace de conception. La souplesse est un indicateur
qui permet d’évaluer, au moins en partie, les écarts géométriques. Malgré tout, la taille
des imperfections restreinte à la taille d’un élément est probablement un facteur limitant
quant aux modifications apportées de topologies optimisées et robustes.

400

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

◼︎Avec multiprocessing 
◼︎Sans multiprocessing 

Figure 3.32 – Valeurs de souplesse [Nmm] de ̂𝑐ept en fonction de l’itération pour une
topologie obtenue avec ou sans le multiprocessing.

Dernièrement, même si cela ne fait pas l’objet d’une section, des incertitudes phéno-
ménologiques ont été recueillies lors du déploiement et de l’utilisation des programmes.
La plus importante est lors de l’utilisation d’un ou plusieurs processeurs avec le service
de calculs intensifs Cassiopee. En effet, des différences infinitésimales apparaissent à la
fin du processus d’optimisation, lorsque la valeur de 𝛽 est la plus élevée. Ces erreurs
numériques n’impactent que très peu les conceptions de référence. Sa source exacte est
difficile à déterminer, car le comportement n’est pas toujours répétable en fonction de
la machine utilisée. Il s’agit probablement de pertes dans la précision arithmétique des
copies des objets lors de la distribution des processus lors de leur parallélisation. La
figure 3.32 illustre les courbes de la fonction objectif avec ou sans le multiprocessing et
montre des écarts à la fin de l’optimisation.
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Dans un premier temps, une revue et une analyse de la littérature ont été effectuées.
L’analyse du processus de conception nous a conduits à nous baser sur une approche de
conception pour la robustesse (DfRo) appuyé par l’optimisation topologique (OT). L’OT
est un outil numérique qui permet de considérer à la fois l’aspect fonctionnel de la pièce
et d’optimiser des indicateurs de performances de la topologie. L’optimisation pour une
conception robuste (RDO) implique une adaptation des indicateurs pour considérer les
effets des incertitudes sur la conception, par l’intermédiaire du calcul des moments statis-
tiques de la réponse devenue incertaine. Dans la mesure où l’optimisation de la souplesse
de la topologie se fait au moyen d’algorithme d’optimisation différentiable, la modifica-
tion intervient dans le calcul du gradient et est dépendante de la méthode de simulation
servant à l’estimation de la fonction objectif. Une première limite intervient dans l’atté-
nuation des effets des incertitudes épistémiques, les approches revues conduisent à l’ob-
tention d’une seule topologie : elles manquent de cohérence avec l’esprit de l’incertitude
épistémique. De plus, l’atténuation des effets des incertitudes épistémiques est effectuée
par l’approche de l’optimisation pour une conception s’appuyant sur la fiabilité (RBDO)
et non pour l’RDO, qui est l’un des objectifs de ces travaux. Du point de vue des procé-
dés de fabrication additive (FA), les incertitudes affectent les propriétés mécaniques, le
coût, la géométrie, et cætera. Parmi ces sources d’incertitudes, celle qui affecte le plus la
souplesse d’une topologie (c’est-à-dire sa performance) est la géométrie. C’est pourquoi
cette voie a été privilégiée. En outre, la méthode SIMP est adoptée pour la cohérence
de la description de la topologie avec la caractérisation expérimentale des imperfections
géométriques par une approche volumétrique. L’approche volumétrique est capable de
décrire les formes complexes fabriquées par le procédé de FA ou conçues par l’optimi-
sation topologique. C’est pour cela que les modèles quantifiant les écarts géométriques
que nous avons développés considèrent les approches utilisant les cartographies basées
sur les densités (BDs), qui sont populaires en OT. La majorité des modèles issue de la
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littérature altère des hyperparamètres pour affecter les topologies avec des incertitudes.
Toutefois, cette approche manque de conformité avec la caractérisation expérimentale
des écarts géométriques ou avec la topologie.

Le chapitre 2 propose des solutions aux manques observés. Il présente un cadre métho-
dologique pour atténuer les effets des incertitudes, qu’elles soient incertitudes aléatoires
ou incertitudes épistémiques. Ce cadre se décompose en une taxonomie des niveaux de
robustesse atteignable par une conception. Cette taxonomie est basée sur la pilotabilité
et la paramétrisation des variables incertaines et est adaptée au contexte de la conception
pour X (DfX). Elle oriente la mise en œuvre de la méthode d’optimisation topologique
robuste (OTR). La méthodologie proposée met à disposition du concepteur des outils
graphiques pour caractériser les différentes sources d’incertitudes (sous la forme d’un
diagramme de Venn) et pour la modélisation du processus d’OTR (sous la forme de
diagrammes issus d’une adaptation du langage de modélisation de systèmes (SysML)).
Ces outils graphiques ont abouti à l’écriture d’un code flexible, permettant d’ajouter
facilement : d’autres approches d’OT utilisant une cartographie BD, des modèles d’im-
perfection géométrique, affecter des paramètres physiques avec l’incertitude, et cætera.
Dans ce chapitre une méthode d’atténuation des effets des incertitudes épistémiques est
développée. Deux conceptions de référence sont obtenues à la fin du processus d’OTR :
l’une dite optimiste et l’autre dite pessimiste. Ces deux conceptions octroient au concep-
teur plus d’information et permettent d’améliorer la prise de décision en fonction de sa
tolérance aux incertitudes et à la qualité de la modélisation. Enfin, un modèle des im-
perfections géométriques a été développé. Ce dernier est caractérisé par une plus grande
cohérence de la topologie et de la caractérisation expérimentale des imperfections. Qui
plus est, il est capable de décompresser des motifs géométriques locaux grâce à une
modélisation par des modes statistiques.

Finalement, le troisième chapitre illustre la mise en pratique des méthodes introduites
précédemment au travers d’une étude de cas en deux dimensions. Les résultats sou-
lignent l’importance de considérer un espace de non-conception pour atténuer les effets
des incertitudes géométriques, et démontrent l’efficacité de notre modèle de perturba-
tions et d’atténuation des incertitudes épistémiques. En outre, une étude approfondie
montre qu’une estimation des moments statistiques plus ou moins exacts conduit à des
modifications importantes des topologies. Cette dernière exhibe une convergence des
résultats si une taille d’échantillon assez importante est utilisée. Dans l’ensemble, ces
travaux confirment la possibilité d’intégrer et d’atténuer les effets des incertitude issue

156



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

du procédé de FA dans le processus de conception, afin que la conception soit robuste
face aux incertitudes aléatoires et incertitudes épistémiques. La solution technique offre
aux concepteurs une approche modulable.

Imperfections 
géométriques

Fabrication

Enrichissement des 
modèles modélisant les 
phénomènes incertains

Quantification 
des écarts 

géométriques

itération 0

Pièces optimisées 
topologiquement

Pièces fabriquées 
additivement

lot de pièces 1

lot de pièces 2

lot de pièces 3

lot de pièces 4

itération 20

itération 40

Topologie optimisée

Figure I – Méthode de quantification de l’incertitude (QI) envisagée pour
l’optimisation topologique et la fabrication additive.

Néanmoins, plusieurs sujets nécessitent des améliorations. En effet, pour une utilisation
industrielle, le remplacement de la simulation de Monte-Carlo (SMC) paraît nécessaire.
Cette dernière nécessite une grande taille d’échantillon qui n’est pas compatible avec les
coûts de calcul de simulations 3D. En outre, il sera intéressant de développer les modèles
pour des tailles et formes de défauts différents sur des maillages non structurés. Afin de
rendre la modélisation toujours plus réaliste, d’autres sources d’incertitudes doivent être
considérées, comme le module Young. De même, la physique doit être plus représenta-
tive, en utilisant une formulation basée sur l’élasticité non linéaire. Enfin, l’utilisation
de données expérimentales pour recaler les modèles d’imperfections géométriques doit
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être considérée. À cette fin, nous avons développé une méthodologie pour la vérifica-
tion, la validation et quantification de l’incertitude (QI), qui n’a, malheureusement, pas
été démployée. La figure I illustre cette méthode. Cette méthode consiste à faire des
instantanés des conception de référence à différentes itérations du processus d’OTR.
Ces topologies intermédiaires sont ensuite fabriquées avec le processus de FA en vue
de quantifier et mesurer les écarts géométriques. Dans un troisième temps, ces données
sont utilisées pour enrichir les modèles des phénomènes incertains. Cette méthode est en
accord avec la DfX, où le procédé guide la conception au travers de l’RDO. Qui plus est,
l’incertitude épistémique a toute sa place, cette dernière diminue progressivement au fur
et à mesure que la quantité de données augmente, diminuant le manque d’information.
Cette méthode peut être mise en parallèle des méthodes d’apprentissage par transfert
(transfer learning) si des données sont disponibles pour de multiples cas d’études.
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D. DONNÉES SUPPLÉMENTAIRES POUR LA SECTION 3.1

D Données supplémentaires pour la section 3.1
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D. DONNÉES SUPPLÉMENTAIRES POUR LA SECTION 3.1

(a) 𝑐ept = 393 Nmm avec un espace de
non-conception.

(b) 𝑐ept = 393 Nmm sans un espace de
non-conception.

Figure D.1 – Topologies optimisées obtenues avec les CO.

(a) 𝑐ept = 372 Nmm avec un espace de
non-conception.

(b) 𝑐ept = 395 Nmm sans un espace de
non-conception.

Figure D.2 – Topologie optimisée obtenue avec la MAM.
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D. DONNÉES SUPPLÉMENTAIRES POUR LA SECTION 3.1

(a) 𝑚̂1(𝚫𝜂).

(b) √ ̂𝜇2(𝚫𝜂).

Figure D.3 – Moyenne et écart-type des écarts modélisés par le modèle affectant 𝜂 pour
la topologie 3.5a.
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E. DONNÉES SUPPLÉMENTAIRES POUR LA SECTION 3.2

E Données supplémentaires pour la section 3.2
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E. DONNÉES SUPPLÉMENTAIRES POUR LA SECTION 3.2

(a) 𝑐ept = 403 Nmm avec un espace de
non-conception.

(b) 𝑐ept = 405 Nmm sans un espace de
non-conception.

Figure E.1 – Topologies optimisées obtenues avec les CO.

(a) 𝑐ept = 385 Nmm avec un espace de
non-conception.

(b) 𝑐ept = 418 Nmm sans un espace de
non-conception.

Figure E.2 – Topologie optimisée obtenue avec la MAM.

Table E.1 – Souplesse [Nmm] obtenue pour toutes les valeurs de 𝑘 et avec les CO.

𝑘 𝑐ref 𝑚̂1(Υ) √ ̂𝜇2(Υ) mâx(Υ) m ̂in(Υ)

0.01 1469 1800 41.2 1994 1679
0.05 858 1120 38.0 1262 1010
0.1 429 546 7.00 589 524
0.5 400 512 7.17 614 490
1 403 520 7.50 561 499
1.5 402 521 7.52 576 498
2 402 521 7.81 590 497
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E. DONNÉES SUPPLÉMENTAIRES POUR LA SECTION 3.2
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◼︎Moyenne
◼︎Minimum


(a) 𝑘 = 0.01.

9

20

40

60

0 50 100 150 200 250

◼︎Écart-type 

(b) 𝑘 = 0.01.

Figure E.3 – Valeurs de souplesse [Nmm] pour 𝑐ref, 𝑚̂1(Υ), √ ̂𝜇2(Υ), mâx(Υ) et
m ̂in(Υ) en fonction de l’itération et obtenues avec les CO.
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E. DONNÉES SUPPLÉMENTAIRES POUR LA SECTION 3.2
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(a) 𝑘 = 0.05.

7
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◼︎Écart-type 

(b) 𝑘 = 0.05.

Figure E.4 – Valeurs de souplesse [Nmm] pour 𝑐ref, 𝑚̂1(Υ), √ ̂𝜇2(Υ), mâx(Υ) et
m ̂in(Υ) en fonction de l’itération pour la topologie de la figure 3.23a.
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E. DONNÉES SUPPLÉMENTAIRES POUR LA SECTION 3.2
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(a) Courbe représentant ̂𝑐ept en fonction de l’itération.
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(b) Courbes représentant 𝑐ref, 𝑚̂1(Υ), mâx(Υ) et m ̂in(Υ) en fonction de l’itération.

Figure E.5 – Valeurs de souplesse [Nmm] pour des indicateurs de la robustesse en
fonction de l’itération pour la topologie de la figure 3.25c.
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E. DONNÉES SUPPLÉMENTAIRES POUR LA SECTION 3.2

(a) 𝑚̂1(𝚫stat) pour 𝑎 = 0.1.

(b) √ ̂𝜇2(𝚫stat) pour 𝑎 = 0.1.

Figure E.6 – Moyenne et écart-type des écarts modélisés par le modèle statistique à
l’itération 249 (avant l’augmentation de 𝛽) pour 𝑘STD = 0 et 𝑘Sk = 0.4.

(a) 𝑚̂1(𝚫stat) pour 𝑎 = 0.3.

(b) √ ̂𝜇2(𝚫stat) pour 𝑎 = 0.3.

Figure E.7 – Moyenne et écart-type des écarts modélisés par le modèle statistique à
l’itération 249 (avant l’augmentation de 𝛽) pour 𝑘STD = 0 et 𝑘Sk = 0.4.
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Conception robuste pour la fabrication additive Florian NOAL

Résumé : La fabrication additive est un procédé de fabrication innovant permettant de fabriquer des
pièces aux formes complexes. Toutefois, à cause des effets des incertitudes, ce procédé de fabrication
manque de répétabilité. Les pièces produites affichent ipso facto des imperfections géométriques. Le
but de cette thèse est d’intégrer les informations venues du procédé dans le processus de conception.
C’est pourquoi une approche basée sur l’optimisation topologique a été développée. L’optimisation
topologique permet de guider le concepteur en fournissant des topologies aux formes complexes et
optimisées vis-à-vis de critères de performance. La formulation est modifiée pour atténuer les effets
des incertitudes aléatoires et épistémiques. Pour atténuer les effets des imperfections géométriques
avec l’optimisation topologique, plusieurs nouveautés sont développées. Tout d’abord, des taxonomies
dédiées à l’optimisation topologique robuste sous des imperfections géométriques, à la caractérisation des
incertitudes et des problèmes d’optimisation robuste sont développés. De plus, un cadre méthodologique
est développé et est appliqué. Puis, un modèle caractérisant les écarts géométriques en fonction des
motifs géométriques est utilisé et est analysé aux cas déterministes et à un modèle de la littérature.
Enfin, une méthode permettant d’atténuer les effets des incertitudes épistémiques est spécialement
développée pour l’optimisation topologique robuste, permettant au concepteur de choisir entre une
conception optimiste ou pessimiste en fonction de l’exactitude des modèles et du contexte du projet.
Les travaux se sont révélés efficaces dans l’atténuation des effets des imperfections géométriques lors du
processus de conception pour la robustesse.
Mots clés : optimisation topologique, incertitudes aléatoires, incertitudes épistémiques,
conception pour la robustesse, fabrication additive.
Abstract: Additive manufacturing is an innovative manufacturing process enabling the production of
parts with complex geometries. However, due to the effects of uncertainties, this process lacks repea-
tability. Consequently, the produced parts inherently exhibit geometric imperfections. The aim of this
thesis is to integrate process-related information into the design workflow. To achieve this, a topology
optimisation approach was developed. Topology optimisation assists designers by providing complex
and performance-optimised geometries. The formulation has been modified to mitigate the effects of
both aleatory and epistemic uncertainties. To address the impact of geometric imperfections in topo-
logy optimisation, several innovations were introduced. First, dedicated taxonomies for robust topology
optimisation under geometric imperfections, uncertainty characterisation, and robust optimisation pro-
blems are developed. Moreover, a comprehensive methodological framework was conceived and applied.
Subsequently, a model characterising geometric deviations as a function of local geometric features
is compared against deterministic cases and a reference model from the literature. Finally, a method
specifically designed to reduce the effects of epistemic uncertainties in robust topology optimisation is
developed. This method allows the designer to adopt an optimistic or pessimistic approach depending
on the accuracy of the models and the project context. The proposed work has proven effective in
mitigating the impact of geometric imperfections during the design process for robustness.

Keywords: topology opitmisation, aleatory uncertainties, epistemic uncertainties, design for

robustness, additive manufacturing.
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